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Chapitre 17

Encore de l’analyse (et c’est pas fini)

17.1 Densité des polynômes
Corolaire 17.1.
Si X Ă R est compact et de mesure finie 1, alors l’ensemble des polynômes est dense dans`
CpX,Rq, }.}2

˘
.

Démonstration. Si f est une fonction dans CpX,Rq et si ϵ ě 0 est donné alors nous pouvons
considérer un polynôme P tel que }f ´ P }8 ď ϵ. Dans ce cas nous avons

}f ´ P }2
2 “

ż

X
|fpxq ´ P pxq|2dx ď

ż

X
ϵ2dx “ ϵ2µpXq (17.1)

où µpXq est la mesure de X (finie par hypothèse).

17.2 Primitive et intégrale
Nous avons déjà parlé de primitive de fonction continue en la proposition 12.427.

Proposition 17.2.
Soit I un intervalle borné ouvert de R. Une fonction h P C8

c pIq admet une primitive dans C8
c pIq

si et seulement si
ş
I h “ 0.

Démonstration. Si une primitive H de h est à support compact, alors
ż

I
h “ Hpbq ´Hpaq “ 0 ´ 0 “ 0. (17.2)

Pas de problèmes dans ce sens.
Supposons maintenant que

ş
I h “ 0. Le fait que h admette une primitive dans C8pIq est

évident : toute fonction continue admet une primitive 2. Soit H une telle primitive et H̃ “ H´Hpbq.
Alors H̃pbq “ 0 et

H̃paq “ Hpaq ´Hpbq “ ´
ż

I
h “ 0. (17.3)

Nous rappelons que le support d’une fonction est la fermeture de l’ensemble des points de non-
annulation.

Supposons que le support de h soit inclus dans rm,M s Ă sa, br. En prenant des nombres m1 et
M 1 tels que a ă m1 ă m et M ă M 1 ă b (nous insistons sur le caractère strict de ces inégalités), la
fonction h est nulle sur ra,m1s et sur rM 1, bs ; la fonction H̃ doit donc y être constante. Mais nous
avons déjà vu que H̃paq “ H̃pbq “ 0. Donc l’ensemble des points sur lesquels H̃ n’est pas nul est
inclus dans sm1,M 1r et donc est strictement (des deux côtés) inclus dans I.

1. Dans R cette hypothèse est évidemment superflue par rapport à l’hypothèse de compacité ; mais ça suggère
des généralisations . . .

2. Théorème 12.427.
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1314 CHAPITRE 17. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

17.2.1 Théorème taubérien de Hardy-Littlewood

Un théorème taubérien est un théorème qui compare les modes de convergence d’une série.

Lemme 17.3.
Si f et g sont des fonctions continues, alors spxq “ maxtfpxq, gpxqu est également une fonction
continue.

Démonstration. Soit x0 et prouvons que s est continue en x0. Si fpx0q ‰ gpx0q (supposons fpx0q ą
gpx0q pour fixer les idées), alors nous avons un voisinage de x0 sur lequel f ą g et alors s “ f sur
ce voisinage et la continuité provient de celle de f .

Si au contraire fpx0q “ gpx0q “ spx0q alors si panq est une suite tendant vers x0, nous prenons
N tel que

ˇ̌
fpanq ´ fpx0qˇ̌ ď ϵ pour tout n ą N et M tel que

ˇ̌
gpanq ´ gpx0qˇ̌ ď ϵ pour tout n ą M .

Alors pour tout n ą maxtN,Mu nous avons
ˇ̌
spanq ´ spx0qˇ̌ ď ϵ, (17.4)

d’où la continuité de s en x0.

La proposition suivante dit que si une fonction connaît un saut, alors on peut le lisser par une
fonction continue.

Proposition 17.4.
Soit f continue sur ra, x0r et sur rx0, bs avec fpx´

0 q ă fpx0q. En particulier nous supposons que
fpx´q existe et est finie. Alors pour tout ϵ ą 0, il existe une fonction continue s telle que sur ra, bs
on ait s ď f et ż b

a
spxq ´ fpxq dx ď ϵ. (17.5)

Démonstration. Nous notons A la taille du saut :

A “ fpx0q ´ fpx´
0 q. (17.6)

Quitte à changer a et b, nous pouvons supposer que

fpxq ă fpx0q ` A

3 (17.7)

pour x P ra, x0r et
f ą fpx0q ` 2A

3 (17.8)

pour x P rx0, bs. C’est le théorème des valeurs intermédiaires qui nous permet de faire ce choix.
Soit mpxq la droite qui joint le point

`
x0 ´ ϵ, fpx0 ´ ϵq˘ au point

`
x0, fpx`

0 q˘. Nous posons

spxq “

$
’&
’%

fpxq si x ă x0 ´ ϵ

maxtmpxq, fpxqu si x0 ´ ϵ ď x ď x0

fpxq si x ą x0.

(17.9)

En vertu des différents choix effectués, c’est une fonction continue. En effet

spx0 ´ ϵq “ maxtfpx0 ´ ϵq, fpx0, ϵqu “ fpx0 ´ ϵq (17.10)

et
spx0q “ maxtmpx0q, fpx`

0 qu “ fpx`
0 q (17.11)

parce que mpx0q “ fpx`
0 q. En ce qui concerne l’intégrale, si nous posons

M “ sup
x,yPra,bs

|fpxq ´ fpyq|, (17.12)

nous avons ż b

a
s´ f “

ż x0

x0´ϵ
s´ f ď ϵM. (17.13)
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Lemme 17.5.
Pour tout polynôme P , nous avons la formule

lim
xÑ1´

p1 ´ xq
8ÿ

n“0
xnP pxnq “

ż 1

0
P pxqdx. (17.14)

Démonstration. D’abord pour P “ 1, la formule se réduit à la série harmonique connue. Ensuite
nous prouvons la formule pour le polynôme P “ Xk et la linéarité fera le reste pour les autres
polynômes. Nous avons

p1 ´ xq
ÿ

n

xnxkn “ p1 ´ xq
ÿ

n

px1`kqn “ 1 ´ x

1 ´ x1`k “ 1
1 ` x` ¨ ¨ ¨ ` xk

. (17.15)

Donc
lim
xÑ1´

p1 ´ xq
ÿ

n

xnP pxnq “ 1
1 ` k

. (17.16)

Par ailleurs, c’est vite vu que ż 1

0
xkdx “ 1

k ` 1 . (17.17)

Théorème 17.6 (Hardy-Littlewood[410]).
Soit panq une suite réelle telle que

(1) an
n tend vers une constante,

(2) F pxq “ ř8
n“0 anx

n a un rayon de convergence ě 1,
(3) limxÑ1´ F pxq “ l.

Alors
ř8
n“0 an “ l.

Démonstration. Quitte à prendre la suite b0 “ a0 ´ l et bn “ an, on peut supposer l “ 0.
Soit Γ l’ensemble des fonctions

γ : r0, 1s Ñ R (17.18)

telles que
(1)

ř8
n“0 anγpxnq converge pour 0 ď x ă 1,

(2) limxÑ1´

ř
ně0 anγpnq “ 0.

Ce Γ est un espace vectoriel.
(i) Les polynômes sont dans Γ Soit γptq “ ts. Pour 0 ď x ă 1 nous avons

8ÿ

n“0
anγpxnq “

8ÿ

n“0
anx

ns ă
8ÿ

n“0
anx

n. (17.19)

Donc la condition de convergence est vérifiée. En ce qui concerne la limite,

lim
xÑ1´

8ÿ

n“0
anx

ns “ lim
xÑ1´

F pxsq “ 0 (17.20)

parce que par hypothèse, limxÑ1´ F pxq “ 0.
(ii) Définition de la fonction qui va donner la réponse Nous considérons la fonction

gptq “
#

0 si 0 ď t ă 1{2
1 si 1{2 ď t ď 1,

(17.21)
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c’est-à-dire g “ 1r 1
2 ,1s. Nous montrons que si g P γ, alors le théorème est terminé. Si 0 ď x ď 1,

on a 0 ď xn ă 1{2 dès que
n ą ´ lnp2q

lnpxq (17.22)

avec une note comme quoi lnpxq ă 0, donc la fraction est positive. Nous désignons par Nx la
partie entière de ce n adapté à x. L’idée est que la fonction gpxnq est la fonction indicatrice
de 0 ď n ď Nx, et donc

ÿ

ně0
angpxnq “

Nxÿ

n“0
an. (17.23)

Mais si x Ñ 1´, alors Nx Ñ 8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

Nxÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

ÿ

nPN
angpxnq, (17.24)

et cela fait zéro si g P Γ.
(iii) Approximation de g par des polynômes Nous considérons la fonction

hptq “ gptq ´ t

tp1 ´ 1q “
#

1
t´1 si t P r0, 1{2r
1
t si t P r1{2, 1s. (17.25)

La seconde égalité est au sens du prolongement par continuité. La fonction h est une fonction
non continue qui fait un saut de ´2 à 2 en x “ 1{2. En vertu de la proposition 17.4 (un peu
adaptée), nous pouvons considérer deux fonctions continues s1 et s2 telles que

s1 ď h ď s2 (17.26)

et ż 1

0
s2 ´ s1 ď ϵ. (17.27)

Notons que l’inégalité s1 ď s2 doit être stricte sur au moins un petit intervalle autour de
x “ 1{2. Soient P1 et P2, deux polynômes tels que }P1 ´ s1}8 ď ϵ et }P2 ´ s2}8 ď ϵ (ici la
norme supremum est prise sur r0, 1s). C’est le théorème de Stone-Weierstrass (12.424) qui
nous permet de le faire.
Nous posons aussi 3

Q1 “ P1 ` ϵ (17.28a)
Q2 “ P2 ´ ϵ. (17.28b)

Nous avons ż 1

0
Q1 ´Q2 ď

ż 1

0
Q1 ´ P1 ` P1 ´ P2 ` P2 ´Q2. (17.29)

Pour majorer cela, d’abord Q1 ´ P1 “ P2 ´Q2 “ ϵ, ensuite,

P1 ´ P2 “ P1 ´ s1 ` s1 ´ s2 ` s2 ´ P2 (17.30)

dans lequel nous avons P1 ´ s1 ď ϵ, s2 ´ P2 ď ϵ et
ş1
0 s1 ´ s2 ď ϵ. Au final, nous posons

q “ Q2 ´Q1 et nous avons ż 1

0
q ď 5ϵ. (17.31)

Enfin nous posons aussi
Ripxq “ x` xp1 ´ xqQi. (17.32)

3. À ce niveau, je crois qu’il y a une faute de frappe dans [410].
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Ces polynômes vérifient Rip0q “ 0, Rip1q “ 1 et

R1 ď g ď R2 (17.33)

parce que
Q1 ď P1 ď h ď P2 ď Q2 (17.34)

et
t` tp1 ´ tqQ1 ď t` tp1 ´ tqhptqloooooooomoooooooon

gptq
ď t` tp1 ´ tqQ2. (17.35)

(iv) Preuve que g est dans Γ D’abord si 0 ď x ă 1, xN ă 1
2 pour un certain N , et alors

gpxN q “ 0. Du coup la série
8ÿ

n“0
angpxnq “

Nÿ

n“0
an (17.36)

est une somme finie qui converge donc.
D’autre part nous prenons M tel que |an| ă M

n pour tout n. Nous majorons
ř
nPN angpxnq en

utilisant R1. Mais vu que R1 est un polynôme, nous pouvons dire que |ř8
n“0 anR1pxnq| ď ϵ

en prenant x P rλ, 1r et λ assez grand. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
angpxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
angpxnq ´

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇloooooooomoooooooon

ďϵ

(17.37a)

ď ϵ`
8ÿ

n“0
|an|pg ´R1qpxnq (17.37b)

ď ϵ`
8ÿ

n“0
|an|pR2 ´R1qpxnq (17.37c)

ď ϵ`M
8ÿ

n“0

xnp1 ´ xnq
n

pQ2 ´Q1qpxnq (17.37d)

“ ϵ`M
8ÿ

n“0

xnp1 ´ xnq
n

qpxnq (17.37e)

ď ϵ`Mp1 ´ xq
ÿ

n

xnqpxnq. (17.37f)

Justifications :
— La ligne (17.37d) vient du fait que R2 ´R1 “ xp1 ´ xqpQ2 ´Q1q.
— La ligne (17.37f) provient d’une majoration sauvage de 1{n par 1 et de 1 ´xn par 1 ´x.

Par le lemme 17.5, nous avons alors

lim
xÑ1´

|
ÿ

n

angpxnq| ď ϵ`M

ż 1

0
q ď 6ϵ. (17.38)

17.2.2 Théorème de Müntz

Théorème 17.7 (Théorème de Müntz[411, 412, 413]).
Soit C0

`r0, 1s˘, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s muni de la norme }.}8 ou }.}2 et une
suite pαnq strictement croissante de nombres positifs. Nous notons ϕλ la fonction x ÞÑ xλ.

Alors
Spant1, ϕαnu (17.39)
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est dense dans C0
`r0, 1s˘ si et seulement si

8ÿ

n“2

1
αn

“ `8. (17.40)

Nous prouvons le théorème pour la norme }.}2.

Démonstration. Soit m P R` ; nous notons ∆N pmq la distance entre ϕm et Spantϕα1 , . . . , ϕαN u.
Cette distance peut être évaluée avec le déterminant de Gram (proposition 9.14)

∆N pmq2 “ Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q
Gpϕα1 , . . . , ϕαN q . (17.41)

Pour calculer cela, nous avons besoin des produits scalaires 4

xϕa, ϕby “
ż 1

0
xa`bdx “ 1

a` b` 1 . (17.42)

Pour avoir des notations plus compactes, nous notons α0 “ m. Donc nous avons à calculer le
déterminant

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “ det
´

1
αi`αj`1

¯
(17.43)

où i, j “ 0, . . . , N . Nous reconnaissons un déterminant de Cauchy (proposition 9.15) en posant,
dans 1

αi`αj`1 , ai “ αi et bj “ αj ` 1. Étant donné que bj ´ bi “ aj ´ ai, nous avons

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś

0ďiăjďN pαj ´ αiq2
śN
i“0

śN
j“0pαi ` αj ` 1q. (17.44)

Nous séparons maintenant les termes où i ou j sont nuls. En ce qui concerne le dénominateur, il
faut prendre tous les couples pi, jq avec i et j éventuellement égaux à zéro. Nous décomposant cela
en trois paquets. Le premier est p0, 0q ; le second est p0, iq (chaque couple arrive en fait deux fois
parce qu’il y a aussi pi, 0q) ; et le troisième sont les i, j tous deux différents de zéro :

p2m` 1q
ź

ij

pαi ` αj ` 1q
ź

i

pαi `m` 1q2. (17.45)

Notons que dans le produit central, le carré est contenu dans le fait qu’on écrit
ś
ij et non

ś
iăj .

Nous avons donc

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2 ś

ipαi ´mq2

p2m` 1qśijpαi ` αj ` 1qśipαi `m` 1q2 . (17.46)

Le calcul de Gpϕα1 , . . . , ϕαN q est plus simple 5 :

Gpϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2

ś
ijpαi ` αj ` 1q . (17.47)

En divisant l’un par l’autre il ne reste que les facteurs comprenant m et en prenant la racine carrée,

∆N pmq “ 1?
2m` 1

Nź

i“1

ˇ̌
ˇ̌ αi ´m

αi `m` 1

ˇ̌
ˇ̌ . (17.48)

Nous passons maintenant à la preuve proprement dite. Supposons que V “ Spantϕαi , i P Nu
est dense. Si m est un des αi, il peut évidemment être approché par les ϕαi . Mais vue la densité

4. C’est ici qu’on se particularise à la norme }.}2.
5. Je crois qu’il y a une faute de frappe dans le dénominateur de [411].
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de V , un ϕm avec m ‰ αi (pour tout i) alors ϕm peut également être arbitrairement approché par
les ϕαi , c’est-à-dire que

lim
NÑ8 ∆N pmq “ 0. (17.49)

Nous posons
un “ ln

ˆ
αn ´m

αn `m` 1

˙
(17.50)

et nous prouvons que la série
ř
n un diverge. En effet nous nous souvenons de la formule lnpabq “

lnpaq ` lnpbq, de telle sorte que la N esomme partielle de
ř
n un est

ln
ˆ

α1 ´m

α1 `m` 1 · . . . · αN ´m

αN `m` 1

˙
“ ln

`?
2m` 1∆N pmq˘ , (17.51)

qui tend vers ´8 lorsque N Ñ 8.
Si la suite pαnq est majorée et plus généralement si nous n’avons pas αn Ñ 8, alors évidemment

la série
ř
n

1
αn

diverge. Nous supposons donc que limnÑ8 αn “ 8. Nous avons aussi 6

un “ ln
ˆ

αn ´m

αn `m` 1

˙
“ ln

ˆ
1 ´ 2m` 1

αn `m` 1

˙
„ ´2m` 1

αn
. (17.52)

Une justification est donnée à l’équation (15.333). Ce que nous avons surtout est
ÿ

n

un „ ´p2m` 1q
ÿ

n

1
αn
. (17.53)

Étant donné que la série de gauche diverge, celle de droite diverge 7.
Nous prouvons maintenant le sens opposé : nous supposons que la série

ř
n 1{αn diverge et

nous posons
V “ Spantϕαn tel que n P Nu. (17.54)

Il suffit de prouver que ϕm P V̄ pour tout m parce qu’un corolaire du théorème de Stone-
Weierstrass 17.1 montre que Spantϕk tel que k P Nu est dense dans C pour la norme }.}2.

Si αn Ñ 8, nous avons :
un „ 2m` 1

αn
Ñ 0 (17.55)

et alors ∆N pmq Ñ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement ϕm P V̄ .
Si par contre αn ne tend pas vers l’infini, nous repartons de l’expression (17.48), nous posons

0 ă α “ supi αi et nous calculons :

?
2m` 1∆N pmq “

Nź

i“1

|αi ´m|
αi `m` 1 (17.56a)

ď
Nź

i“1

αi `m

αi `m` 1 “
Nź

i“1

ˆ
1 ´ 1

αi `m` 1

˙
(17.56b)

ď
Nź

i“1

ˆ
1 ´ 1

α `m` 1

˙
“
ˆ

1 ´ 1
α `m` 1

˙N
. (17.56c)

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque N Ñ 8.

Remarque 17.8.
Certaines sources 8 citent le théorème de Müntz comme ceci (avec un implicite que αi ‰ 0) :

Spant1, ϕαiu “ C
`r0, 1s˘ ô

ÿ

iě1

1
αi

“ `8. (17.57)

6. Je crois qu’il y a une faute de signe dans la dernière expression de [412].
7. Nous utilisons le fait que si un “

ř
vn en tant que suites et si

ř
n un diverge, alors

ř
n vn diverge.

8. Dont le rapport du jury 2014



1320 CHAPITRE 17. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

Que penser de la présence explicite du 1 (c’est-à-dire de ϕ0) ou non dans l’ensemble ?
Première chose : la présence éventuelle de ϕ0 est la raison pour laquelle nous faisons commencer

la somme à i “ 2 et non i “ 1. Dans le même ordre d’idée, si Spantϕαiu est dense, alors en prenant
n’importe quelle queue de suite, ça reste dense.

Prouvons donc l’énoncé (17.57). Si Spant1, ϕαiu est dense, alors en posant β1 “ 0, βi “ αi´1
notre théorème prouve que

ř8
β“2

1
βi

“ `8, cela est exactement que
ř8
i“1

1
αi

“ `8. Dans l’autre
sens, si

ř
iě1

1
αi

“ `8, alors nous avons aussi
ř
iě2

1
αi

“ `8 et notre théorème dit que Spantϕαiu
est dense. A fortiori, Spant1, ϕαiu est dense.

Exemple 17.9.
Nous savons depuis le théorème 15.111 que la somme des inverses des nombres premiers diverge. △

17.3 Intégrales convergeant uniformément

17.3.1 Définition et propriété

Définition 17.10.
Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous disons que l’intégrale

ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.58)

converge uniformément en x si pour tout ϵ ą 0, il existe un compact Kϵ tel que pour tout
compact K tel que Kϵ Ă K nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

ΩzK
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ϵ. (17.59)

Le point important est que le choix de Kϵ ne dépend pas de x.

Lemme 17.11.
Soit

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq, (17.60)

une intégrale uniformément convergente. Pour chaque k P N nous considérons un compact Kk tel
que ˇ̌

ˇ̌
ˇ

ż

ΩzKk

fpx, ωqdµpωq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 1

k
. (17.61)

Alors la suite de fonctions Fk définie par

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (17.62)

converge uniformément vers F .

Démonstration. Nous avons
ˇ̌
Fkpxq ´ F pxqˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq ´
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌ (17.63a)

“ |
ż

ΩzKk

fpx, ωqdµpωq| (17.63b)

ď 1
k
. (17.63c)
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17.3.2 Critères de convergence uniforme

Afin de tester l’uniforme convergence d’une intégrale, nous avons le critère de Weierstrass :

Théorème 17.12.
Soit fpx, tq : rα, βs ˆ ra,8rÑ R, une fonction dont la restriction à toute demi-droite x “ c est
mesurable. Si |fpx, tq| ă φptq et

ş8
a φptqdt existe, alors l’intégrale

ż 8

0
fpx, tqdt (17.64)

est uniformément convergente.

Le théorème suivant est le critère d’Abel :

Théorème 17.13.
Supposons que fpx, tq “ φpx, tqψpx, tq où φ et ψ sont bornées et intégrables en t au sens de Riemann
sur tout compact ra, bs, b ě a. Supposons que :

(1)
ˇ̌
ˇ
şT
a φpx, tqdt

ˇ̌
ˇ ď M où M est indépendant de T et de x,

(2) ψpx, tq ě 0,

(3) pour tout x P rα, βs, ψpx, tq est une fonction décroissante de t,

(4) les fonctions x ÞÑ ψpx, tq convergent uniformément vers 0 lorsque t Ñ 8.

Alors l’intégrale ż 8

a
fpx, tqdt (17.65)

est uniformément convergente.

Remarque 17.14.
Étant donné que la fonction sinus est bornée, il est tentant de l’utiliser comme φ dans le critère
d’Abel (théorème 17.13). Hélas,

ż T

0
sinpxtqdt “ ´ 1

x

`
cospxT q ´ cospxq˘, (17.66)

qui n’est pas bornée en x. Poser φpx, tq “ sinpxtq ne fonctionne pas pour assurer la convergence
uniforme sur un intervalle qui contient des x arbitrairement proches de 0. Le critère d’Abel avec
φpx, tq “ sinpxtq ne permet que de conclure à l’uniforme convergence sur tout compact ne contenant
pas 0. C’est toutefois souvent suffisant pour étudier la continuité ou la dérivabilité en se servant
coup du compact, voir 17.18.

17.4 Fonctions définies par une intégrale

Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous nous demandons dans quel cas l’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω (17.67)

définit une fonction F continue, dérivable ou autre.
Dans la suite nous allons considérer des fonctions f à valeurs réelles. Quitte à passer aux

composantes, nous pouvons considérer des fonctions à valeurs vectorielles. Par contre le fait que x
soit dans R ou dans Rn n’est pas spécialement une chose facile à traiter.
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17.4.1 Continuité sous l’intégrale

Nous allons présenter deux théorèmes donnant la continuité de F .
(1) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 17.15,
(2) si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 17.16.

Théorème 17.15.
Soit pΩ, µq est un espace mesuré, soit x0 P Rm et f : U ˆ Ω Ñ R où U est ouvert dans Rm. Nous
supposons que

(1) Pour chaque x P Rm, la fonction ω ÞÑ fpx, ωq est dans L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction x ÞÑ fpx, ωq est continue en x0.
(3) Il existe une fonction G P L1pΩq telle que

|fpx, ωq| ď Gpωq (17.68)

pour tout x P U .
Alors la fonction

F : U Ñ R

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.69)

est continue en x0.

Démonstration. Soit pxnq une suite convergente vers x0. Nous considérons la suite de fonctions
fn : Ω Ñ R définies par

fnpϕq “ fpxn, ωq. (17.70)

sur qui nous pouvons utiliser le théorème de la convergence dominée (théorème 14.190) pour obtenir

lim
nÑ8F pxnq “ lim

nÑ8

ż

Ω
fpxn, ωqdµpωq (17.71a)

“
ż

Ω
lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq (17.71b)

“
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.71c)

“ F pxq. (17.71d)

Nous avons utilisé la continuité de fp., ωq.
Si nous avons un peu de compatibilité entre la topologie et la mesure, alors nous pouvons

utiliser l’uniforme convergence d’une intégrale pour obtenir la continuité d’une fonction définie par
une intégrale.

Théorème 17.16.
Soit pΩ, µq un espace topologique mesuré tel que tout compact est de mesure finie. Soit une fonction
f : Rˆ Ω Ñ R telle que

(1) Pour chaque x P R, la fonction fpx, .q est L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction fp., ωq est continue en x0.
(3) L’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.72)

est uniformément convergente 9.

9. Définition 17.10.
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Alors la fonction F est continue en x0.

Démonstration. Nous reprenons les notations du lemme 17.11. Les fonctions

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (17.73)

existent parce que les fonctions fpx, .q sont dans L1pΩq. Montrons que les fonctions Fk sont conti-
nues. Soit une suite xk Ñ x0 nous avons

lim
nÑ8Fkpxnq “ lim

nÑ8

ż

Kk

fpxn, ωqdµpωq. (17.74)

Nous pouvons inverser la limite et l’intégrale en utilisant le théorème de la convergence dominée.
Pour cela, la fonction fpxn, ωq étant continue sur le compact Kk, elle y est majorée par une
constante. Le fait que les compacts soient de mesure finie (hypothèse) implique que les constantes
soient intégrales sur Kk. Le théorème de la convergence dominée implique alors que

lim
nÑ8Fkpxnq “

ż

Kk

lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq “

ż

Kk

fpx0, ωqdµpωq “ Fkpx0q. (17.75)

Nous avons utilisé le fait que fp., ωq était continue en x0.
Le lemme 17.11 nous indique alors que la convergence Fk Ñ F est uniforme. Les fonctions Fk

étant continues, la fonction F est continue.

Pour finir, citons ce résultat concernant les fonctions réelles.

Théorème 17.17.
Nous considérons F pxq “ ş8

a fpx, tqdt. Si f est continue sur rα, βs ˆ ra, αr et l’intégrale converge
uniformément, alors F pxq est continue.

17.4.2 Le coup du compact

17.18.
Nous avons vu des fonctions définies par toute une série de processus de limite (suites, séries,
intégrales). Une des questions centrales est de savoir si la fonction limite est continue, dérivable,
intégrale, etc. étant donné que les fonctions sont continues.

Pour cela, nous inventons le concept de convergence uniforme. Si la limite (série, intégrale) est
uniforme, alors la fonction limite sera continue. Il arrive qu’une limite ne soit pas uniforme sur un
intervalle ouvert s0, 1s, et que nous voulions quand même prouver la continuité sur cet intervalle.
C’est à cela que sert la notion de convergence uniforme sur tout compact. En effet, la notion de
continuité est une notion locale : savoir ce qu’il se passe dans un petit voisinage autour de x est
suffisant pour savoir la continuité en x (idem pour sa dérivée).

Si nous avons uniforme convergence sur tout compact de s0, 1s, mais pas uniforme convergence
sur cet intervalle, la limite sera quand même continue sur s0, 1s. En effet, si x Ps0, 1s, il existe un
ouvert autour de x contenu dans un compact contenu dans s0, 1s. L’uniforme convergence sur ce
compact suffit à prouver la continuité en x.

Déduire la continuité sur un ouvert à partir de l’uniforme convergence sur tout compact de
l’ouvert est appelé faire le coup du compact.

17.4.3 Dérivabilité sous l’intégrale

Nous traitons à présent de la dérivabilité de la fonction F définie comme intégrale de f . Dans
le théorème 17.19 nous traitons de fonctions sur R à valeurs dans C. Pour les fonctions définies
sur C, voir le théorème 26.29.



1324 CHAPITRE 17. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

Théorème 17.19 (Dérivation sous le signe intégral, formule de Leibnitz, thème 60[388, 414]).
Soit pΩ, µq un espace mesuré, un intervalle ouvert I Ă R, et une fonction f : R ˆ Ω Ñ C. Nous
supposons qu’il existe A mesurable de mesure nulle dans Ω tels que

(1) Pour tout x P I, la fonction ω ÞÑ fpx, ωq soit dans L1pΩq.
(2) L’application x ÞÑ fpx, ωq est dérivable 10 pour tout x P I et pour tout ω P ΩzA.
(3) Il existe une fonction G : Ω Ñ R` intégrable sur Ω telle que

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq (17.76)

pour tout x P I et pour tout ω P ΩzA.
Alors la fonction

F : R Ñ C

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.77)

est dérivable en sur I et pour tout a P I nous avons

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq, (17.78)

Démonstration. Soit une suite pxnq dans I telle que xn ‰ a et xn Ñ a. Si la limite

lim
nÑ8

F paq ´ F pxnq
a´ xn

(17.79)

existe et ne dépend pas de la suite choisie, alors la fonction F est dérivable en a et sa dérivée vaut
cette limite. Autrement dit, nous nous mettons en devoir d’étudier la limite

lim
nÑ8

ż

Ω

fpa, ωq ´ fpxn, ωq
a´ xn

dω. (17.80)

montrer qu’elle existe, ne dépend pas de la suite choisie et vaut
ş
Ω Bxfpa, ωqdω. On y va.

(i) La bonne suite de fonctions D’abord nous posons

gnpωq “ fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a

. (17.81)

Nous montrons à présent que cette suite vérifie les hypothèses du théorème de la convergence
dominée 14.190.

— Chacune des fonctions gn est dans L1pΩq parce que, a étant fixé, l’élément xn est dans
Iztau ; le dénominateur n’a donc aucun rôle. L’hypothèse (1) montre que ω ÞÑ fpxn, ωq
et ω ÞÑ fpa, ωq sont dans L1. La somme est donc dans L1 (proposition 14.179).

— Par l’hypothèse (2), pour chaque ω nous avons une fonction dérivable. Nous pouvons
donc passer à la limite :

lim
nÑ8 gnpxq “ Bf

Bx pa, ωq. (17.82)

— En ce qui concerne la majoration de gn, nous utilisons le théorème des accroissements
finis 12.192(2). Pour chaque ω, ce théorèmes peut être utilisé sur la fonction x ÞÑ fpx, ωq
qui est dérivable. Nous avons :

ˇ̌fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a

ˇ̌ ď sup
xPra,xns

|Bf
Bx px, ωq| ď Gpωq. (17.83)

Nous avons utilisé l’hypothèse (3).

10. La dérivabilité pour une fonction à valeurs dans C n’a rien de mystérieux : c’est la dérivée composante par
composante. Rien à voir avec la dérivée complexe.
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Les hypothèses de la convergence dominée sont satisfaites.
(ii) Convergence dominée Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.190)

nous permet alors de calculer la limite (17.80) :

lim
nÑ8

ż

Ω
gnpωqdω “

ż

Ω
lim
nÑ8 gnpωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdω. (17.84)

Notons que l’existence de la dernière intégrale fait partie du théorème de la convergence
dominée.
Nous avons donc prouvé que la limite de gauche existait et ne dépendait pas de la suite
choisie. Donc F est dérivable en a et la dérivée vaut cette limite :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (17.85)

En ce qui concerne les fonctions dans Rn, il y a les propositions 17.27 et 17.28 qui parlent de
différentiabilité sous l’intégrale.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 17.20
Attention : l’énoncé et la démonstration de la proposition 17.21 sont de moi. Écrivez-moi pour

— me dire si ça vous semble correct (ou pas),
— me donner un lien vers une source qui énonce et démontre ce résultat.

Proposition 17.21 ([1]).
Soient un espace mesuré pΩ, µq ainsi qu’une fonction f : Rn ˆ Ω Ñ C. Si ω P Ω est fixé, nous
notons

fω : Rn Ñ C

x ÞÑ fpx, ωq (17.86)

et si x P Rn est fixé, nous notons
fx : Ω Ñ C

ω ÞÑ fpx, ωq. (17.87)

Soient δ ą 0, A de mesure nulle dans Ω et une liste d’indices 11 α tels que
(1) pour tout x P Rn, la fonction fx est dans L1pΩq,
(2) la dérivée partielle multiple Bαfωpxq existe pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P Ac.
(3) pour toute queue β de la liste d’indice α, il existe une fonction Gβ P L1pΩq telle que

|pBβfωqpxq| ď Gβpωq (17.88)

pour tout x P Bpa, δq et ω P Ac.
Enfin nous posons

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (17.89)

Alors pour toute queue de suite β et α, nous avons
(1) pBβF q existe en a,
(2) nous avons la formule

pBβF qpxq “
ż

Ω
pBβfωqpaqdµpωq. (17.90)

11. Voir -2.1.
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Démonstration. Nous allons opérer une récurrence sur α. Plus précisément, si |α| “ p, nous allons
ajouter une dérivation à la fois, et dans l’ordre inverse de α. Donc nous commençons par Bαp , puis
par pBp´1, Bpq, etc.

Nous commençons par prouver la formule (17.90) dans le cas de β “ pαpq. Et pour alléger les
notations nous notons αp “ i. Nous posons

φ : Rˆ Ω Ñ C

pt, ωq ÞÑ fpa` tei, ωq. (17.91)

Posons Hptq “ F pa` teiq, c’est-à-dire

Hptq “
ż

Ω
fpa` tei, ωqdµpωq “

ż

Ω
φpt, ωqdµpωq. (17.92)

En utilisant le théorème 17.19 sur la fonction φ nous trouvons

H 1p0q “
ż

Ω
φ1p0, ωqdµpωq “

ż

Ω

Bf
Bxi pa, ωqdµpωq, (17.93)

ce qui est la formule demandée dans le cas α “ piq.
Pour la récurrence, nous supposons que la formule est démontrée pour β “ pαp´k, . . . , αpq, et

nous montrons qu’elle fonctionne encore pour σ “ pi, βq.
Il s’agit simplement de remarquer que la fonction

gpx, ωq “ pBβfωqpxq (17.94)

vérifie encore les conditions du théorème 17.19 12.

17.4.4 Absolue continuité

Définition 17.22.
Une fonction F : R Ñ R est absolument continue sur ra, bs si il existe une fonction f sur ra, bs
telle que

F pxq “
ż x

a
fptqdt (17.95)

pour tout x P ra, bs.
Théorème 17.23.
Soient A un ouvert de R et Ω un espace mesuré. Soient une fonction f : Aˆ Ω Ñ R et

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω. (17.96)

Nous supposons les points suivants.
(1) La fonction f est mesurable en tant que fonction AˆΩ Ñ R. Pour chaque x P A, la fonction

fpx, · q est intégrable sur Ω.
(2) Pour presque tout ω P Ω, la fonction fpx, ωq est une fonction absolument continue de x.
(3) La fonction Bf

Bx est localement intégrable, c’est-à-dire que pour tout ra, bs Ă A,
ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ dω dx ă 8. (17.97)

Alors la fonction F est absolument continue et pour presque tout x P A, la dérivée est donné par

d

dx

ż

Ω
fpx, ωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx px, ωqdω. (17.98)

12. Je n’ai pas fait cette vérification. Écrivez-moi si vous l’avez faite.
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La proposition suivante sera utilisée entre autres pour montrer que sous l’hypothèse d’une
densité continue, la loi exponentielle est sans mémoire, proposition 36.110.

Proposition 17.24.
Soit fpx, tq une fonction continue sur rα, βs ˆ ra, bs, telle que Bf

Bx existe et soit continue sur
sα, βrˆra, bs. Soient φpxq et ψpxq, des fonctions continues de rα, βs dans R et admettant une
dérivée continue sur sα, βr. Alors la fonction

F pxq “
ż ψpxq

φpxq
fpx, tqdt (17.99)

admet une dérivée continue sur sα, βr et

dF

dx
“
ż ψpxq

φpxq
Bf
Bx px, tqdt` f

`
x, ψpxq˘· dψ

dx
´ f

`
x, φpxq˘· dφ

dx
. (17.100)

L’exemple qui suit devrait pouvoir être rendu rigoureux en utilisant des distributions correc-
tement.

Exemple 17.25.
Si g est une fonction continue, la fonction suivante est une primitive de g :

ż x

0
fptqdt “

ż 8

0
fptq1tăxptqdt. (17.101)

Nous nous proposons de justifier de façon un peu heuristique le fait que ce soit bien une primitive
de g en considérant la fonction

fpt, xq “ gptq1tăxptq. (17.102)

Nous posons

F pxq “
ż 8

0
fpx, tqdt, (17.103)

et nous calculons F 1 en permutant la dérivée et l’intégrale 13. D’abord,

fpt, xq “
#
gptq si t P r0, xs
0 sinon.

(17.104)

La dérivée de f par rapport à x est donnée par la distribution

Bf
Bx pt0, x0q “ gpt0qδpt0 ´ x0q. (17.105)

Donc
F 1px0q “

ż 8

0

Bf
Bx pt, x0qdt “

ż 8

0
gptqδpt´ x0q “ gpx0q, (17.106)

comme attendu. △

Cet exemple est rendu rigoureux par la proposition suivante.

Proposition 17.26.
Si f P L1pRq, alors la fonction

F pxq “
ż x

´8
fptqdt (17.107)

est presque partout dérivable et pour les points où elle l’est, nous avons F 1pxq “ fpxq.

13. Ceci n’est pas rigoureux : il faudrait avoir un théorème à propos de distributions qui permet de le faire.
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17.4.5 Différentiabilité sous l’intégrale

Le théorème suivant est restrictif sur l’ensemble d’intégration (qui doit être compact), mais
accepte des fonctions de plusieurs variables, ce qui est un premier pas vers la différentiabilité.

Proposition 17.27 (Dérivation sous l’intégrale).
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Nous considérons une fonction f : AˆB Ñ R. Si
pour un i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi
existe dans AˆB et est continue, alors la fonction

F pxq “
ż

B
fpx, tqdt (17.108)

admet une dérivée partielle dans la direction xi sur A. Cette dérivée partielle y est continue et

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt, (17.109)

pour tout a dans l’ouvert A.

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.
(i) F est dérivable Nous voulons prouver que BF

Bxi
pa, tq existe. Pour cela nous posons

glptq “ fpa1, . . . , ai ` ϵl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq
ϵl

(17.110)

où ϵl est une suite de nombres tendant vers zéro. La fonction f est dérivable dans la direction
xi si et seulement si limlÑ8 glptq existe et ne dépend pas du choix de la suite. À ce moment,
la valeur de la dérivée partielle sera cette limite. Dans notre cas, nous savons que f admet
une dérivée partielle dans la direction xi et donc nous avons

Bf
Bxi pa, tq “ lim

lÑ8 glptq. (17.111)

De la même façon pour F nous avons

BF
Bxi “ lim

lÑ8

ż

B
glptqdt. (17.112)

Sous-entendu : si la limite de droite ne dépend pas de la suite choisie, alors BF
Bxi

existe et vaut
cette limite.
Considérant la continuité de f , le seul point à vérifier pour le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue est l’existence d’une fonction intégrable de t majorant gl. Pour cela le
théorème de accroissements finis (théorème 12.192) appliqué à la fonction ϵ ÞÑ fpan, . . . , ai`
ϵ, . . . , anq nous dit que

fpa1, . . . , ai ` ϵl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq “ ϵl
Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq (17.113)

pour un certain θ P Bpai, ϵlq. Notons que ce θ dépend de t mais pas de l. Vu que Bif est
continue par rapport à ses deux variables, si K est un voisinage compact autour de a, il existe
M ą 0 tel que ˇ̌

ˇ̌ Bf
Bxi px, tq

ˇ̌
ˇ̌ ă M (17.114)

pour tout x P K et tout t P B. La valeur de Bf
Bxi

pa1, . . . , θ, . . . , an, tq est donc bien majorée
par rapport à θ et par rapport à t en même temps par une constante qui n’a pas de mal à
être intégrée sur le compact B.
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Le théorème de la convergence dominée (théorème 14.190) s’applique donc bien et nous avons

lim
lÑ8

ż

B
glptqdt “

ż

B
lim
lÑ8 glptq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (17.115)

Le membre de droite ne dépendant pas de la suite ϵl choisie, le membre de gauche est bien
la dérivée de F par rapport à xi et nous avons

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (17.116)

Cela prouve la première partie de la proposition.
(ii) La dérivée est continue Soit K un voisinage compact autour de a et U 1 un ouvert tel

que a P U 1 Ă K. Nous avons encore la majoration (17.114) sur U 1 et donc le théorème de
continuité sous l’intégrale 17.15 nous indique que la fonction

U 1 Ñ R

x ÞÑ
ż

B

Bf
Bxi px, tqdt

(17.117)

est continue en a.

Une conséquence de la proposition 17.27 est que si elle fonctionne pour tous les i, alors F
est différentiable et même de classe C1, et la différentielle de F s’obtient comme intégrale de la
différentielle de f .

Proposition 17.28.
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Si pour tout i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi

existe dans AˆB et est continue, alors F est de classe C1 et

pdF qa “
ż

B
pdftqadt (17.118)

où ftpxq “ fpx, tq.

Démonstration. En vertu de la proposition 17.27, toutes les dérivées partielles de F sont continues.
Cela implique que F est de classe C1 par le théorème 12.306 et que la différentielle s’écrive en termes
des dérivées partielles avec la formule usuelle. Nous avons alors

pdF qapuq “
ÿ

k

BF
Bxk paquk (17.119a)

“
ż

B

ÿ

k

Bf
Bxk pa, tqdt (17.119b)

“
ż

B

ÿ

k

Bft
Bxk paqukdt (17.119c)

“
ż

B
pdftqapuqdt. (17.119d)

Ce qui est la formule annoncée.

Un autre théorème tourne autour du pot, et me semble inutile.

Théorème 17.29.
Soit pΩ, µq un espace mesuré, une fonction f : RnˆΩ Ñ R et a P Rn. Nous considérons la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (17.120)
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Pour chaque k “ 1, . . . , n nous supposons avoir

BF
Bxk paq “ F 1

|k paq “
ż

Ω

Bf|k
Bt pak, ωqdµpωq (17.121)

où F|k ptq “ F pa1, . . . , t, . . . , anq et f|k est définie de façon similaire.
Nous supposons de plus que les fonctions Bxk

F sont continues.
Alors F est de classe C1 et sa différentielle est donnée par

dfa “
ż

Ω
pdfωqadω (17.122)

où fω est définie par fωpxq “ fpx, ωq.
Démonstration. Étant donné que les dérivées partielles de F en a existent et sont continues, le
théorème 12.306 dit que F est différentiable et que

dFapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk. (17.123)

La linéarité de l’intégrale et les hypothèses nous donnent alors

dfapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk (17.124a)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf|k
Bt pak;ωqukdµpωq (17.124b)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf
Bxk pa;ωqukdµpωq (17.124c)

“
ż

Ω
pdfωqapuqdµpωq, (17.124d)

et donc dfa “ ş
Ωpdfωqadµpωq.

Notons qu’en passant aux composantes, ce théorème fonctionne tout aussi bien pour des fonc-
tions à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie plutôt que dans R.

Lemme 17.30 (Hadamard[415]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe Cp avec p ě 1. Pour tout a P Rn il existe des fonctions
g1,. . ., gn de classe Cp´1 telles que

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
pxi ´ aiqgipxq. (17.125)

Démonstration. Puisque f est de classe C1, le théorème fondamental de l’analyse 14.247 s’applique
et

fpxq ´ fpaq “
ż 1

0

d

dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
dt “

ż 1

0

nÿ

i“1

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘pxi ´ aiq. (17.126)

Plus de détails : la fonction t ÞÑ d
dt

”
f
`
a ` tpx ´ aq˘

ı
possède comme primitive la fonction F ptq “

f
`
a` tpx´ aq˘.
Nous posons

gipxq “
ż 1

0

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘dt (17.127)



17.5. DEUX THÉORÈMES DE POINT FIXE 1331

L’intégrale existe parce qu’il s’agit d’une fonction continue sur un compact et donc majorée par
une constante. Pour voir que gi est de classe Cp´1 nous pouvons calculer BgiBxk

en permutant dérivée
et intégrale par la proposition 17.27 :

Bgi
Bxk pxq “

ż 1

0

B
Bxk

ˆ Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘

˙
dt “

ż 1

0
t

B2f

BxkBxi
`
a` tpx´ aq˘. (17.128)

Nous pouvons ainsi permuter p´ 1 dérivées tout en gardant une fonction continue dans l’intégrale.
Le théorème 17.15 nous donne alors une fonction continue. Ainsi toutes les fonctions

Bp´1gi
Bxi1 . . . Bxip´1

(17.129)

sont continues et gi est de classe Cp´1 par le théorème 12.340.
En repartant de (17.126) nous avons alors bien ce qui était annoncé :

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
gipxqpxi ´ aiq. (17.130)

Corolaire 17.31.
Soit ϕ P DpRq tel que ϕpkqpx0q “ 0 pour tout k ď n. Alors il existe une fonction ψ P DpRq telle
que

ϕpxq “ px´ x0qn`1ψpxq (17.131)

pour tout x P R.

Démonstration. En utilisant le lemme de Hadamard 17.30 avec a “ x0, n “ 1 et fpx0q “ 0, nous
avons une fonction g1 à support compact telle que

ϕpxq “ ϕpx0q ` px´ x0qg1pxq. (17.132)

Alors ϕ1pxq “ g1pxq ` px´ x0qg1
1pxq, ce qui donne immédiatement g1px0q “ 0 et donc une fonction

g2 telle que g1pxq “ px´ x0qg2pxq. En injectant dans (17.132) nous avons

ϕpxq “ px´ x0q2g2pxq. (17.133)

Il suffit de continuer ainsi tant que les dérivées de ϕ s’annulent.

17.5 Deux théorèmes de point fixe
Nous allons voir Picard. Les autres théorème de point fixe que sont Brouwer, Schauder et

Markov-Kakutani sont plus bas 14 parce qu’ils utilisent de l’intégration. Voir le thème 63 pour les
retrouver.

17.5.1 Points fixes attractifs et répulsifs

Définition 17.32.
Soit I un intervalle fermé de R et φ : I Ñ I une application C1. Soit a un point fixe de φ. Nous
disons que a est attractif si il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite
xn`1 “ φpxnq converge vers a. Le point a sera dit répulsif si il existe un voisinage V de a tel que
pour tout x0 P V la suite xn`1 “ φpxnq diverge.

Lemme 17.33 ([416]).
Soit a un point fixe de φ.

14. Dans la section 20.5.
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(1) Si |φ1paq| ă 1 alors a est attractif et la convergence est au moins exponentielle.
(2) Si |φ1paq| ą 1 alors a est répulsif et la divergence est au moins exponentielle.

Démonstration. Si |φ1paq ă 1| alors il existe k tel que |φ1paq| ă k ă 1 et par continuité il existe
un voisinage V de a dans lequel |φ1pxq| ă k pour tout x P V . En utilisant le théorème des
accroissements finis nous avons

|xn ´ a| “ ˇ̌
fpxn´1 ´ aqˇ̌ ď k|xn´1 ´ a| (17.134)

et par récurrence
|xn ´ a| ď kn|x0 ´ a|. (17.135)

Le cas |φ1paq ą 1| se traite de façon similaire.

Remarque 17.34.
Dans le cas |φ1paq| “ 1, nous ne pouvons rien conclure. Si φpxq “ sinpxq nous avons sinpxq ă x et
le point a “ 0 est attractif. A contrario, si φpxq “ sinhpxq nous avons | sinhpxq| ą |x| et le point
a “ 0 est répulsif.

17.5.2 Picard

Définition 17.35.
Une application f : pX, }.}Xq Ñ pY, }.}Y q entre deux espaces métriques est une contraction si elle
est k-Lipschitz pour un certain 0 ď k ă 1, c’est-à-dire si pour tout x, y P X nous avons

}fpxq ´ fpyq}Y ď k}x´ y}X . (17.136)

Théorème 17.36 (Picard [417, 418] 15.).
Soit X un espace métrique complet et f : X Ñ X une application contractante, de constante de
Lipschitz k. Alors f admet un unique point fixe, nommé ξ. Ce dernier est donné par la limite de
la suite définie par récurrence

"
x0 P X (17.137a)
xn`1 “ fpxnq. (17.137b)

De plus nous pouvons majorer l’erreur par

}xn ´ x} ď kn

1 ´ k
}xn ´ xn´1} ď kn

1 ´ k
}x1 ´ x0}. (17.138)

Soit r ą 0, a P X tels que la fonction f laisse la boule K “ Bpa, rq invariante (c’est-à-dire que
f se restreint à f : K Ñ K). Nous considérons les suites punq et pvnq définies par

"
u0 “ v0 P K (17.139a)
un`1 “ fpvnq, vn`1 P Bpun, ϵq. (17.139b)

Alors le point fixe ξ de f est dans K et la suite pvnq satisfait l’estimation

}vn ´ ξ} ď kn

1 ´ k
}u1 ´ u0} ` ϵ

1 ´ k
. (17.140)

La première inégalité (17.138) donne une estimation de l’erreur calculable en cours de processus ;
la seconde donne une estimation de l’erreur calculable avant de commencer.

15. Il me semble qu’à la page 100 de [418], l’hypothèse H1 qui est prouvée ne prouve pas Hn dans le cas n “ 1.
Merci de m’écrire si vous pouvez confirmer ou infirmer. La preuve donnée ici ne contient pas cette « erreur ».
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Démonstration. Nous commençons par l’unicité du point fixe. Si a et b sont des points fixes, alors
fpaq “ a et fpbq “ b. Par conséquent

}fpaq ´ fpbq} “ }a´ b}, (17.141)

ce qui contredit le fait que f soit une contraction.
En ce qui concerne l’existence, notons que si la suite des xn converge dans X, alors la limite

est un point fixe. En effet en prenant la limite des deux côtés de l’équation xn`1 “ fpxnq, nous
obtenons ξ “ fpξq, c’est-à-dire que ξ est un point fixe de f . Notons que nous avons utilisé ici la
continuité de f , laquelle est une conséquence du fait qu’elle soit Lipschitz. Nous allons donc porter
nos efforts à prouver que la suite est de Cauchy (et donc convergente parce que X est complet).
Nous commençons par prouver que }xn`1 ´ xn} ď kn}x0 ´ x1}. En effet pour tout n nous avons

}xn`1 ´ xn} “ }fpxnq ´ fpxn´1q} ď k}xn ´ xn´1}. (17.142)

La relation cherchée s’obtient alors par récurrence. Soient q ą p. En utilisant une somme télesco-
pique,

}xq ´ xp} ď
q´1ÿ

l“p
}xl`1 ´ xl} (17.143a)

ď
˜
q´1ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0} (17.143b)

ď
˜ 8ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0}. (17.143c)

Étant donné que k ă 1, la parenthèse est la queue d’une série qui converge, et donc tend vers zéro
lorsque p tend vers l’infini.

En ce qui concerne les inégalités (17.138), nous refaisons une somme télescopique :

}xn`p ´ xn} ď }xn`p ´ xn`p´1} ` ¨ ¨ ¨ ` }xn`1 ´ xn} (17.144a)
ď kp}xn ´ xn´1} ` kp´1}xn ´ xn´1} ` ¨ ¨ ¨ ` k}xn ´ xn´1} “ kp1 ` ¨ ¨ ¨ ` kp´1q}xn ´ xn´1}

(17.144b)

ď k

1 ´ k
}xn ´ xn´1}. (17.144c)

En prenant la limite p Ñ 8 nous trouvons

}ξ ´ xn} ď k

1 ´ k
}xn ´ xn´1} ď k

1 ´ k
}x1 ´ x0}. (17.145)

Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème en supposant que f se restreigne
en une fonction f : K Ñ K. D’abord K est encore un espace métrique complet, donc la première
partie du théorème s’y applique et f y a un unique point fixe.

Nous allons montrer la relation par récurrence. Tout d’abord pour n “ 1 nous avons

}v1 ´ ξ} ď }v1 ´ u1} ` }u1 ´ ξ} ď ϵ` k

1 ´ k
}u1 ´ u0} (17.146)

où nous avons utilisé l’estimation (17.145), qui reste valable en remplaçant x1 par u1 16. Nous
pouvons maintenant faire la récurrence :

}vn`1 ´ ξ} ď }vn`1 ´ un`1} ` }un`1 ´ ξ} (17.147a)
ď ϵ` k}vn ´ ξ} (17.147b)

ď ϵ` k

ˆ
kn

1 ´ k
}u1 ´ u0} ` ϵ

1 ´ k

˙
“ ϵ

1 ´ k
` kn`1

1 ´ k
}u1 ´ u0}. (17.147c)

16. Elle n’est cependant pas spécialement valable si on remplace xn par un.
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Remarque 17.37.
Ce théorème comporte deux parties d’intérêts différents. La première partie est un théorème de
point fixe usuel, qui sera utilisé pour prouver l’existence de certaines équations différentielles.

La seconde partie est intéressante d’un point de vie numérique. En effet, ce qu’elle nous enseigne
est que si à chaque pas de calcul de la récurrence xn`1 “ fpxnq nous commettons une erreur d’ordre
de grandeur ϵ, alors le procédé (la suite pvnq) ne converge plus spécialement vers le point fixe, mais
tend vers le point fixe avec une erreur majorée par ϵ{pk ´ 1q.
Remarque 17.38.
Au final l’erreur minimale qu’on peut atteindre est de l’ordre de ϵ. Évidemment si on commet une
faute de calcul de l’ordre de ϵ à chaque pas, on ne peut pas espérer mieux.

Remarque 17.39.
Si f elle-même n’est pas contractante, mais si fp est contractante pour un certain p P N alors la
conclusion du théorème de Picard reste valide et f a le même unique point fixe que fp. En effet
nommons x le point fixe de f : fppxq “ x. Nous avons alors

fp
`
fpxq˘ “ f

`
fppxq˘ “ fpxq, (17.148)

ce qui prouve que fpxq est un point fixe de fp. Par unicité nous avons alors fpxq “ x, c’est-à-dire
que x est également un point fixe de f .

Si la fonction n’est pas Lipschitz mais presque, nous avons une variante.

Proposition 17.40.
Soit E un ensemble compact 17 et si f : E Ñ E est une fonction telle que

}fpxq ´ fpyq} ă }x´ y} (17.149)

pour tout x ‰ y dans E alors f possède un unique point fixe.

Démonstration. La suite xn`1 “ fpxnq possède une sous-suite convergente. La limite de cette
sous-suite est un point fixe de f parce que f est continue. L’unicité est due à l’aspect strict de
l’inégalité (17.149).

Théorème 17.41 (Équation de Fredholm).
Soit K : ra, bs ˆ ra, bs Ñ R et φ : ra, bs Ñ R, deux fonctions continues. Alors si λ est suffisamment
petit, l’équation

fpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` φpxq (17.150)

admet une unique solution qui sera de plus continue sur ra, bs.
Démonstration. Nous considérons l’ensemble F des fonctions continues ra, bs Ñ ra, bs muni de la
norme uniforme. Le lemme 12.364 implique que F est complet. Nous considérons l’application
Φ: F Ñ F donnée par

Φpfqpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` φpxq. (17.151)

Nous montrons que Φp est une application contractante pour un certain p. Pour tout x P ra, bs
nous avons

}Φpfq ´ Φpgq}8 ď }Φpfqpxq ´ Φpgqpxq} (17.152a)

“ |λ|
›››
ż b

a
Kpx, yq`fpyq ´ gpyq˘dy

››› (17.152b)

ď |λ|}K}8|b´ a|}f ´ g}8 (17.152c)

Si λ est assez petit, et si p est assez grand, l’application Φp est donc une contraction. Elle possède
donc un unique point fixe par le théorème de Picard 17.36.

17. Notez cette hypothèse plus forte
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17.6 Théorèmes de point fixes et équations différentielles

17.6.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Nous démontrons ici deux théorèmes de Cauchy-Lipschitz. De nombreuses propriétés annexes
seront démontrées dans le chapitre sur les équations différentielles, section 32.8.

Le théorème de Cauchy-Arzella 20.38 sera pour plus tard parce qu’il utilise Schauder 20.37.

Théorème 17.42 (Cauchy-Lipschitz[419, 420]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (17.153a)

ypt0q “ y0 (17.153b)

avec f : U “ I ˆ Ω Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz 18 par rapport à y.

Alors il existe un intervalle J Ă I sur lequel la solution au problème est unique. De plus toute
solution du problème est une restriction de cette solution à une partie de J . La solution sur J (dite
« solution maximale ») est de classe C1.

Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes (même pas toutes simples).
(i) Cylindre de sécurité Précisons l’espace fonctionnel F adéquat. Soient V et W les voisi-

nages de t0 et y0 sur lesquels f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités
suivantes :
(1) M “ supV ˆW f ;
(2) r ą 0 tel que Bpy0, rq Ă V

(3) T ą 0 tel que Bpt0, T q Ă W et T ă r{M .
Nous considérons alors l’ensemble

F “ C0`Bpt0, T q, Bpy0, rq˘ (17.154)

que nous munissons de la norme uniforme. Par le lemme 12.364 l’espace
`
F , }.}8

˘
est complet.

(ii) Une application Φ: F Ñ F Si y est une solution de l’équation différentielle considérée,
elle vérifie 19

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (17.155)

Ceci nous incite à considérer l’opérateur Φ: F Ñ F défini par

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (17.156)

Pour que l’application Φ soit utile nous devons montrer que pour tout y P F ,
— l’application Φpyq est bien définie,
— pour tout t P Bpy0, rq nous avons Φpyqptq P Bpt0, T q,
— l’application Φpyq : Bpt0, T q Ñ Bpy0, rq est continue.

Attention : nous ne prétendons pas que Φ elle-même soit continue. C’est parti.
(i) Φpyq est bien définie Il faut montrer que l’intégrale converge. Le calcul de Φpyqptq ne se

fait qu’avec t P Bpt0, T q. Vu que u prend ses valeurs dans rt0, ts et que y P F , le nombre
ypuq est toujours dans Bpy0, rq. Ceci pour dire que dans l’intégrale, la fonction f n’est
considérée que sur rt0, ts ˆ Bpy0, rq Ă V ˆ W . La fonction f est donc uniformément
majorable, et l’intégrale ne pose pas de problèmes.

18. Définition 12.330. Notons que nous ne supposons pas que f soit une contraction.
19. C’est le théorème fondamental du calcul intégral 14.247.
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(ii) Φpyqptq P Bpt0, T q Prouvons que Φpyqptq P Bpy0, rq. Pour cela, notons que

|Φpyqptq ´ y0| ď
ż t

t0

|f`u, ypuq˘|du ď |t´ t0|}f}8. (17.157)

Étant donné que t P Bpt0, T q nous avons |t´ t0| ď r{M et donc |Φpyqptq ´ y0| ď r.
(iii) Φpyq est continue Nous pourrions invoquer le théorème 17.15, mais nous allons le faire

à la main. Soit s0 P Bpt0, T q et prouvons que Φpyq est continue en s0. Pour cela nous
prenons s P Bps0, δq et nous calculons :

|Φpyqpsq ´ Φpyqps0q| ď
ż s

s0

|f`u, ypuq˘|du ď |s0 ´ s|}f}8. (17.158)

C’est le fait que f soit bornée dans le cylindre de sécurité qui fait en sorte que cela
tende vers zéro lorsque s Ñ s0.

L’équation (17.155) signifie que y est un point fixe de Φ. L’espace F étant complet, le
théorème de point fixe de Picard (théorème 17.36) s’applique. Nous allons montrer qu’il
existe un p P N tel que Φp soit contractante. Par conséquent Φp aura un unique point fixe
qui sera également unique point fixe de Φ par la remarque 17.39.

(iii) Contractante Prouvons donc que Φp est contractante pour un certain p. Pour cela nous
commençons par montrer la formule suivante par récurrence :

››Φppxqptq ´ Φppyqptq›› ď kp|t´ t0|p
p! }x´ y}8 (17.159)

pour tout x, y P F , et pour tout t P Bpt0, T q. Pour p “ 0 la formule (17.159) est vérifiée parce
que }x ´ y}8 est le supremum de }xptq ´ yptq} pour t P Bpt0, T q. Supposons que la formule
soit vraie pour p et calculons pour p` 1. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

››Φp`1pxqptq ´ Φp`1pyqptq›› ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

››f
`
u,Φppxqpuq˘ ´ f

`
u,Φppyqpuq˘››du

ˇ̌
ˇ̌ (17.160a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k}Φppxqpuq ´ Φppyqpuq}du
ˇ̌
ˇ̌ (17.160b)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k
kp|t´ t0|

p! }x´ y}8
ˇ̌
ˇ̌ (17.160c)

“ kp`1|t´ t0|p`1

pp` 1q! }x´ y}8.

(17.160d)

Justifications :
— (17.160b) parce que f est Lipschitz.
— (17.160c) par hypothèse de récurrence.

La formule (17.159) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que Φp est
une contraction pour un certain p. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

}Φppxqptq ´ Φppyqptq} ď kp

t! |t´ t0|p}x´ y}8 ď kpT p

p! }x´ y}8 (17.161)

où nous avons utilisé le fait que |t´ t0|p ă T p. En prenant le supremum sur t des deux côtés
il vient

}Φppxq ´ Φppyq}8 ď kpT p

p! }x´ y}8. (17.162)

Le membre de droite tend vers zéro lorsque p Ñ 8 parce que k ă 1 et T p{p! Ñ 0 20. Nous
concluons donc que Φp est une contraction pour un certain p.

20. C’est le terme général du développement de eT qui est une série convergente.
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(iv) Conclusion L’unique point fixe de Φ est alors l’unique solution continue de l’équation
différentielle (17.153). Par ailleurs l’équation elle-même y1 “ fpt, yq demande implicitement
que y soit dérivable et donc continue. Nous concluons que l’unique point fixe de Φ est l’unique
solution de l’équation différentielle donnée. Cette dernière est automatiquement C1 parce que
si y est continue alors u ÞÑ fpu, ypuqq est continue, c’est-à-dire que y1 est continue.

(v) Unicité Nous passons maintenant à la partie « prolongement maximum » du théorème.
Soient x1 et x2 deux solutions maximales du problème (17.153) sur des intervalles I1 et I2
respectivement. Les intervalles I1 et I2 contiennent Bpt0, rq sur lequel x1 “ x2 par unicité.
Nous allons maintenant montrer que pour tout t ě t0 pour lequel x1 ou x2 est défini, x1ptq
et x2ptq sont définis et sont égaux. Le raisonnement sur t ď t0 est similaire.
Supposons que l’ensemble des t ě t0 tels que x1 “ x2 soit ouvert à droite, c’est-à-dire soit
de la forme rt0, br. Dans ce cas, soit x1, soit x2 (soit les deux) cesse d’exister en b. En effet si
nous avions les fonctions xi sur rt0, b ` ϵr alors l’équation x1 “ x2 définirait un fermé dans
rt0, b` ϵr. Supposons pour fixer les idées que x1 cesse d’exister : le domaine de x1 (parmi les
t ě 0) est rt0, br et sur ce domaine nous avons x1 “ x2. Dans ce cas x1 pourrait être prolongé
en x2 au-delà de b. Si x1 et x2 s’arrêtent d’exister en même temps en b, alors nous avons bien
x1 “ x2.
Nous devons donc traiter le cas où x1 “ x2 sur rt0, bs alors que x1 et x2 existent sur rt0, b` ϵr
pour un certain ϵ.
Nous pouvons appliquer le théorème d’existence locale au problème

"
y1 “ fpt, yq (17.163a)
ypbq “ x1pbq. (17.163b)

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous devons
donc avoir x1 “ x2, ce qui contredit le fait que x1 ‰ x2 en dehors de rt0, bs.
Donc x1 et x2 existent et sont égaux sur, au moins I1 Y I2.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz donne existence et unicité d’une solution maximale. Cepen-
dant cette solution peut ne pas exister partout où les hypothèses sur f sont remplies. En d’autres
termes, il peut arriver que f soit Lipschitz jusqu’à t1, mais que la solution maximale ne soit définie
que jusqu’en t2 ă t1. Ce cas fait l’objet du théorème d’explosion en temps fini 32.19.

Sous quelques hypothèses, nous pouvons nous assurer de l’existence d’une solution unique sur
tout R.

Théorème 17.43 (Cauchy-Lipschitz global[421, 89]).
Soit un intervalle I de R, y0 P Rn, t0 P I et une fonction continue f : I ˆRn Ñ Rn telle que pour
tout compact K dans I, il existe k ą 0 tel que

}fpt, y1q ´ fpt, y2q} ď k}y1 ´ y2} (17.164)

pour tout t P K et y1, y2 P Rn.
Alors le problème

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (17.165a)

ypt0q “ y0 (17.165b)
possède une unique solution y : I Ñ Rn sur I.

Démonstration. Soit un intervalle compact K dans I et contenant t0. Nous notons ℓ le diamètre
de K. Sur l’espace E “ C0pK,Rnq nous considérons la topologie uniforme : pE, }.}8q. C’est un
espace complet par le lemme 12.364 (nous utilisons le fait que Rn soit complet, proposition 1.341).
Nous allons utiliser l’application suivante :

Φ: E Ñ E

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds (17.166)
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Démontrons quelques faits à propos de Φ.
(i) Φ est bien définie Nous devons commencer par prouver que cette application est bien dé-

finie. Si y P E alors f et y sont continues ; l’application s ÞÑ f
`
s, ypsq˘ est donc également

continue. L’intégrale de cette fonction sur le compact rt0, ts ne pose alors pas de problèmes.
En ce qui concerne la continuité de ϕpyq sous l’hypothèse que y soit continue,

}Φpyqptq ´ Φpyqpt1q} ď
ż t1

t
}fps, ypsqq}ds ď M |t´ t1| (17.167)

où M est une majoration de }s ÞÑ f
`
s, ypsq˘}8,K .

(ii) Si y est solution alors Φpyq “ y Supposons que y soit une solution de l’équation différen-
tielle (17.165). Alors, vu que y1ptq “ f

`
t, yptq˘ nous avons :

yptq “ y0 `
ż t

t0

y1psqds “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds “ Φpyqptq. (17.168)

(iii) Si Φpyq “ y alors y est solution Nous avons, pour tout t :

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds. (17.169)

Le membre de droite est dérivable par rapport à t, et la dérivée est f
`
t, yptq˘. Donc le membre

de gauche est également dérivable et nous avons bien

y1ptq “ f
`
t, yptq˘. (17.170)

De plus ypt0q “ y0 ` şt0
t0
. . . “ y0.

Nous sommes encore avec K compact et E “ C0pK,Rnq muni de la norme uniforme. Nous
allons montrer que Φ est une contraction de E pour une norme bien choisie.

(i) Une norme sur E Pour y P E nous posons

}y}k “ max
tPK

`
e´k|t´t0|}yptq}˘. (17.171)

Ce maximum est bien défini et fini, parce que dedans, la fonction de t est une fonction continue
sur le compact K. C’est également une norme parce que si }y}k “ 0 alors e´k|t´t0|}yptq} “ 0
pour tout t. Étant donné que l’exponentielle ne s’annule pas, }yptq} “ 0 pour tout t.

(ii) Équivalence de norme Nous montrons que les normes }.}k et }.}8 sont équivalentes 21 :

}y}8e´kℓ ď }y}k ď }y}8 (17.172)

pour tout y P E. Pour la première inégalité, ℓ ě |t´ t0| pour tout t P K, et k ą 0, donc

}yptq}e´kℓ ď e´k|t´t0|}yptq}. (17.173)

En prenant le maximum des deux côtés, }y}8e´kℓ ď }y}k.
En ce qui concerne la seconde inégalité dans (17.172), k|t´ t0| ě 0 et donc e´k|t´t0| ă 1.

Puisque les normes }.}8 et }.}k sont équivalentes, l’espace pE, }.}kq est tout autant complet que
pE, }.}8q. Nous démontrons à présent que Φ est une contraction dans pE, }}kq.

Soient y, z P E. Si t ě t0 nous avons

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď
ż t

t0

}f`s, ypsq˘ ´ f
`
s, zpsq˘}ds (17.174a)

ď k

ż t

t0

}ypsq ´ zpsq}ds. (17.174b)

21. Définition 11.42
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Il convient maintenant de remarquer que

}yptq} “ e´k|t´t0|ek|t´t0|}yptq} ď }y}kek|t´t0|. (17.175)

Nous pouvons avec ça prolonger les inégalités (17.174) par

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď k}y ´ z}k
ż t

t0

ek|s´t0|ds “ k}y ´ z}k
ż t

t0

ekps´t0qds (17.176)

où nous avons utilisé notre supposition t ě t0 pour éliminer les valeurs absolues. L’intégrale peut
être calculée explicitement, mais nous en sommes arrivés à un niveau de fainéantise tellement
inconcevable que

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: var( ’a ,b , k ’)
7 (a, b, k)
8 sage: f(x)=exp(-k*x)
9 sage: f. integrate (x,a,b)

10 e^(-a*k)/k - e^(-b*k)/k

tex/sage/sageSnip014.sage

Au final, si t ě t0,
}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k

`
ekpt´t0q ´ 1

˘
. (17.177)

Si t ď t0, il faut retourner les bornes de l’intégrale avant d’y faire rentrer la norme parce que
} ş1

0 f} ď ş1
0 }f}, mais ça ne marche pas avec } ş0

1 f}. Pour t ď t0 tout le calcul donne

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
ekpt0´tq ´ 1

˘
. (17.178)

Les deux inéquations sont valables a fortiori en mettant des valeurs absolues dans l’exponentielle,
de telle sorte que pour tout t P K nous avons

e´k|t0´t|}ϕpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
1 ´ e´k|t0´t|˘. (17.179)

En prenant le supremum sur t,

}Φpyq ´ Φpzq}k ď }y ´ z}kp1 ´ e´kℓq, (17.180)

mais 0 ă p1´ee´kℓq ă 1, donc Φ est contractante pour la norme }.}k. Comme pE, }.}kq est complet,
l’application Φ y a un unique point fixe par le théorème de Picard 17.36.

Ce point fixe est donc l’unique solution de l’équation différentielle de départ.

(i) Existence et unicité sur I Il nous reste à prouver que la solution que nous avons trouvée
existe sur I : jusqu’à présent nous avons démontré l’existence et l’unicité sur n’importe quel
compact dans I.
Soit une suite croissante de compacts Kn contenant t0 (par exemple une suite exhaustive
comme celle du lemme 7.267). Nous avons en particulier

I “
8ď

n“0
Kn. (17.181)
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(ii) Existence sur I Soit yn l’unique solution sur Kn. Il suffit de poser

yptq “ ynptq (17.182)

pour n tel que t P Kn. Cette définition fonctionne parce que si t P Kn XKm, il y a forcément
un des deux qui est inclus dans l’autre et le résultat d’unicité sur le plus grand des deux
donne ynptq “ ymptq.

(iii) Unicité sur I Soient y et z des solutions sur I ; puisque I n’est pas spécialement compact,
le travail fait plus haut ne permet pas de conclure que y “ z.
Soit t P I. Alors t P Kn pour un certain n et y et z sont des solutions sur Kn qui est compact.
L’unicité sur Kn donne yptq “ zptq.

17.44.
Il y a d’autres moyens de prouver qu’une solution existe globalement sur R. Si f est globalement
bornée, le théorème d’explosion en temps fini donne quelques garanties, voir 32.21.

Le théorème suivant donne une version du théorème de Cauchy-Lipschitz lorsque la fonction f
dépend d’un paramètre. Ce théorème n’utilise rien de fondamentalement nouveau. Nous le donnons
seulement pour montrer que l’on peut choisir l’espace F de façon un peu maligne pour élargir le
résultat. Si vous voulez un théorème de Cauchy-Lipschitz avec paramètre vraiment intéressant,
allez voir le théorème 32.35.

Théorème 17.45 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre[1, 422]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f : I ˆ Ω ˆ Λ Ñ Rn continue et localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et
λ0 P Λ. Il existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1
λptq “ f

`
t, yλptq, λ˘ (17.183a)

yλpt0q “ y0 (17.183b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est continue 22.

Idée rapide de la preuve.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 17.46
Ceci est une idée de la preuve. Je n’ai pas vérifié toutes les étapes. Soyez prudent.

D’abord nous avons un voisinage compact V ˆ Bpy0, rq ˆ Λ0 de pt0, y0, λ0q sur lequel f est
bornée. Ensuite nous récrivons l’équation différentielle sous la forme

$
&
%

By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (17.184a)

ypt0, λq “ y0. (17.184b)

pour une fonction y : V ˆ Λ0 Ñ Rn.
Nous posons F “ C0`V ˆ Λ0,Rn

˘
et nous y définissons l’application

Φ: F Ñ F

Φpyqpt, λq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, yps, λq, λ˘ds. (17.185)

Il y a plein de vérifications à faire[422], mais je parie que Φ est bien définie, et qu’une de ses
puissances est une contraction de pF , }.}8q. L’unique point fixe est une solution de notre problème
et est dans C0, donc pt, λq ÞÑ ypt, λq “ yλptq est de classe C0, c’est-à-dire continue.

22. Ici, la surprise est que ce soit continu par rapport à λ. Le fait qu’elle le soit par rapport à t est clair depuis le
départ, parce que ce n’est finalement rien d’autre que le Cauchy-Lipschitz vieux et connu.
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17.47.
Ce théorème marque un peu la limite de ce que l’on peut faire avec la méthode des points fixes
dans le cadre de Cauchy-Lipschitz : nous sommes limités à la continuité de la solution parce que les
espaces Cp ne sont pas complets 23. Il n’y a donc pas d’espoir d’adapter la méthode pour prouver
que si f est de classe Cp alors pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp. On peut, à λ fixé, prouver que
t ÞÑ yλptq est de classe Cp (utiliser une récurrence), mais pas plus.

La régularité C1 de y par rapport à la condition initiale sera l’objet du théorème 32.31. Ce
résultat n’est vraiment pas facile et utilise des ingrédients bien autres qu’un point fixe. Ensuite la
régularité Cp par rapport à la condition initiale et par rapport à un paramètre seront presque des
cadeaux (proposition 32.33 et 32.35).

Exemple 17.48 ([423]).
Nous savons que le théorème de Picard permet de trouver le point fixe par itération de la contraction
à partir d’un point quelconque. Tentons donc de résoudre

"
y1ptq “ yptq (17.186a)
yp0q “ 1 (17.186b)

dont nous savons depuis l’enfance que la solution est l’exponentielle 24. Partons donc de la fonction
constante y0 “ 1, et appliquons la contraction (17.166) :

u1 “ 1 `
ż 1

0
u0psqds “ 1 ` t. (17.187)

Ensuite
u2 “ 1 `

ż t

0
p1 ` sqds “ 1 ` t` t2

2 . (17.188)

Et on voit que les itérations suivantes vont donner l’exponentielle.
Nous sommes évidemment en droit de se dire que nous avons choisi un bon point de départ.

Tentons le coup avec une fonction qui n’a rien à voir avec l’exponentielle : u0pxq “ sinpxq.
Le programme suivant permet de faire de belles investigations numériques en partant d’à peu

près n’importe quelle fonction :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 x=var( ’x ’)
7

8 def Phi(f):
9 prim=f. integrate ()

10 r e t u r n 1+ prim(x)-prim (0)
11

12 f=sin(x)
13

14 for i in range (1 ,30):
15 print (i,f)
16 f=Phi(f)
17

18 g=f(x)-exp(x)

23. Par exemple, le théorème de Stone-Weierstrass 12.424 nous dit que la limite uniforme de polynômes (de classe
C8) peut n’être que continue. Voir aussi le thème 35.

24. Voir par exemple le théorème 15.73.
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19 plot(g,(x , -10 ,10)).show ()

tex/sage/picard_exp.py

Ce programme fait 30 itérations depuis la fonction sinpxq pour tenter d’approximer exppxq.
Pour donner une idée, après 7 itérations nous avons la fonction suivante :

1
60x

5 ` 1
24x

4 ` 1
2x

2 ` 2x´ sinpxq ` 1. (17.189)

Nous voyons que les coefficients sont des factorielles, mais pas toujours celles correspondantes à la
puissance, et qu’il manque certains termes par rapport au développement de l’exponentielle que
nous connaissons. Bref, le polynôme qui se met en face de sinpxq s’adapte tout seul pour compenser.

Et après 30 itérations, ça donne quoi ? Voici un graphe de l’erreur entre u30pxq et expp30q :

´10 ´8 ´6 ´4 ´2 2 4 6 8 10

´ 3
200

´ 1
100

´ 1
200

1
200

1
100

Pour donner une idée, expp10q » 22000. Donc il y a une faute de 0.01 sur 22000. Pas mal.
△

17.7 Théorèmes d’inversion locale et de la fonction implicite

17.7.1 Mise en situation

Dans un certain nombre de situation, il n’est pas possible de trouver des solutions explicites aux
équations qui apparaissent. Néanmoins, l’existence « théorique » d’une telle solution est souvent
déjà suffisante. C’est l’objet du théorème de la fonction implicite.

Prenons par exemple la fonction sur R2 donnée par

F px, yq “ x2 ` y2 ´ 1. (17.190)

Nous pouvons bien entendu regarder l’ensemble des points donnés par F px, yq “ 0. C’est le cercle
dessiné à la figure 17.1.

Nous ne pouvons pas donner le cercle sous la forme y “ ypxq à cause du ˘ qui arrive quand
on prend la racine carrée. Mais si on se donne le point P , nous pouvons dire que autour de P , le
cercle est la fonction

ypxq “
a

1 ´ x2. (17.191)
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‚ P

‚
P 1

‚
Q

‚
x

Figure 17.1 – Un cercle pour montrer l’intérêt de la fonction implicite. Si on donne x, nous ne
pouvons pas savoir si nous parlons de P ou de P 1.

Tandis que autour du point P 1, le cercle est la fonction

ypxq “ ´
a

1 ´ x2. (17.192)

Autour de ces deux points, donc, le cercle est donné par une fonction. Il n’est par contre pas
possible de donner le cercle autour du point Q sous la forme d’une fonction.

Ce que nous voulons faire, en général, est de voir si l’ensemble des points tels que

F px1, . . . , xn, yq “ 0 (17.193)

peut être donné par une fonction y “ ypx1, . . . , xnq. En d’autre termes, est-ce qu’il existe une
fonction ypx1, . . . , xnq telle que

F
`
x1, . . . , xn, ypx1, . . . , xnq˘ “ 0. (17.194)

Plus généralement, soit une fonction

F : D Ă Rn ˆRm Ñ Rm

px, yq ÞÑ `
F1px, yq, . . . , Fmpx, yq˘ (17.195)

avec x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ymq. Pour chaque x fixé, on s’intéresse aux solutions du
système de m équations F px, yq “ 0 pour les inconnues y ; en particulier, on voudrait pouvoir
écrire y “ φpxq vérifiant F px, φpxqq “ 0.

17.7.2 Théorème d’inversion locale

Lemme 17.49 ([292]).
Soit E un espace de Banach (métrique complet) et O un ouvert de E. Nous considérons une
λ-contraction φ : O Ñ E. Alors l’application

f : x ÞÑ x` φpxq (17.196)

est un homéomorphisme entre O et un ouvert de E. De plus f´1 est Lipschitz de constante plus
petite ou égale à p1 ´ λq´1.

Cette proposition utilise le théorème de point fixe de Picard 17.36, et sera utilisée pour démon-
trer le théorème d’inversion locale 17.50.

Démonstration. Soient x1, x2 P O. Nous posons y1 “ fpx1q et y2 “ fpx2q. En vertu de l’inégalité
de la proposition 7.137 nous avons

››fpx2q ´ fpx1q›› “ ››x2 ` φpx2q ´ x1 ´ φpx1q›› (17.197a)

ě
ˇ̌
ˇ}x2 ´ x1} ´ ››φpx2q ´ φpx1q››

ˇ̌
ˇ (17.197b)

ě p1 ´ λq}x2 ´ x1}. (17.197c)
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À la dernière ligne les valeurs absolues sont enlevées parce que nous savons que ce qui est à
l’intérieur est positif. Cela nous dit d’abord que f est injective parce que fpx2q “ fpx1q implique
x2 “ x1. Donc f est inversible sur son image. Nous posons A “ fpOq et nous devons prouver que
que f´1 : A Ñ O est continue, Lipschitz de constante majorée par p1 ´ λq´1 et que A est ouvert.

Les inéquations (17.197) nous disent que

››f´1py1q ´ f´1py2q›› ď }y1 ´ y2}
1 ´ λ

, (17.198)

c’est-à-dire que
f´1`Bpy, rq˘ Ă B

`
f´1pyq, r

1 ´ λ

˘
, (17.199)

ce qui signifie que f´1 est Lipschitz de constante souhaitée et donc continue.
Il reste à prouver que fpOq est ouvert. Pour cela nous prenons y0 “ fpx0q dans fpOq est nous

prouvons qu’il existe ϵ tel que Bpy0, ϵq soit dans fpOq. Il faut donc que pour tout y P Bpy0, ϵq,
l’équation fpxq “ y ait une solution. Nous considérons l’application

Ly : x ÞÑ y ´ φpxq. (17.200)

Ce que nous cherchons est un point fixe de Ly parce que si Lypxq “ x alors y “ x ` φpxq “ fpxq.
Puisque ››Lypxq ´ Lypx1q›› “ ››φpxq ´ φpx1q›› ď λ}x´ x1}, (17.201)

l’application Ly est une contraction de constante λ. Par ailleurs x0 est un point fixe de Ly0 , donc
en vertu de la caractérisation (12.881) des fonctions Lipschitziennes,

Ly0

`
Bpx0, δq˘ Ă B

`
Ly0px0q, λδ˘ “ Bpx0, λδq. (17.202)

Comme pour tout y et x nous avons Lypxq “ Ly0pxq ` y ´ y0,

Ly
`
Bpx0, δq˘ “ Ly0

`
Bpx0, δq˘ ` py ´ y0q Ă Bpx0, λδq ` py ´ y0q Ă Bpx0q, λδ ` }y ´ y0}. (17.203)

Si ϵ ă p1 ´ λqδ alors λδ ` }y ´ y0} ă δ. Un tel choix de ϵ ą 0 est possible parce que λ ă 1. Pour
une telle valeur de ϵ nous avons

Ly
`
Bpx0, δq˘ Ă Bpx0, δq. (17.204)

Par conséquent Ly est une contraction sur l’espace métrique complet Bpx0, δq, ce qui signifie que
Ly y possède un point fixe par le théorème de Picard 17.36.

Nous allons le démontrer dans le cas un peu plus général (mais pas plus cher 25) des espaces
de Banach en tant que conséquence du théorème de point fixe de Picard 17.36.

Théorème 17.50 (Inversion locale dans un espace de Banach[424, 292]).
Soit une fonction f P CppE,F q avec p ě 1 entre deux espaces de Banach. Soit x0 P E tel que dfx0

soit une bijection bicontinue 26. Alors il existe un voisinage ouvert V de x0 et W de fpx0q tels que
(1) f : V Ñ W soit une bijection,
(2) f´1 : W Ñ V soit de classe Cp.

Démonstration. Nous commençons par simplifier un peu le problème. Pour cela, nous considérons
la translation T : x ÞÑ x` x0 et l’application linéaire

L : Rn Ñ Rn

x ÞÑ pdfx0q´1x
(17.205)

25. Sauf la justification de la régularité de l’application A ÞÑ A´1

26. En dimension finie, une application linéaire est toujours continue et d’inverse continu.
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qui sont tous deux des difféomorphismes (L en est un par hypothèse d’inversibilité). Quitte à
travailler avec la fonction k “ L ˝ f ˝ T , nous pouvons supposer que x0 “ 0 et que dfx0 “ 1. Pour
comprendre cela il faut utiliser deux fois la formule de différentielle de fonction composée de la
proposition 12.747 :

dk0puq “ dLpf˝T qp0q
´
dfT p0qdT0puq

¯
. (17.206)

Puisque L est linéaire, sa différentielle est elle-même, c’est-à-dire dLpf˝T qp0q “ pdfx0q´1, et par
ailleurs dT0 “ 1, donc

dk0puq “ pdfx0q´1
´
dfx0puq

¯
“ u, (17.207)

ce qui signifie bien que dk0 “ 1. Pour tout cela nous avons utilisé en plein le fait que dfx0 était
inversible.

Nous posons g “ f ´ 1, c’est-à-dire gpxq “ fpxq ´ x, qui a la propriété dg0 “ 0. Étant donné
que g est de classe C1, l’application 27

dg : E Ñ GLpF q
x ÞÑ dgx

(17.208)

est continue. En conséquence, nous avons un voisinage U 1 de 0 pour lequel

sup
xPU 1

}dgx} ă 1
2 . (17.209)

Maintenant le théorème des accroissements finis 11.194 (12.325 pour la dimension finie) nous
indique que pour tout x, x1 P U 1 nous avons 28

}gpx1q ´ gpxq} ď sup
aPrx,x1s

}dga} · }x´ x1} ď 1
2}x´ x1}, (17.210)

ce qui prouve que g est une contraction au moins sur l’ouvert U 1. Nous allons aussi donner une
idée de la façon dont f fonctionne : si x1, x2 P U 1 alors

}x1 ´ x2} “ }gpx1q ´ fpx1q ´ gpx2q ` fpx2q} (17.211a)
ď }gpx1q ´ gpx2q} ` }fpx1q ´ fpx2q} (17.211b)

ď 1
2}x1 ´ x2} ` }fpx1q ´ fpx2q}, (17.211c)

ce qui montre que
}x1 ´ x2} ď 2}fpx1q ´ fpx2q}. (17.212)

Maintenant que nous savons que g est contractante de constante 1
2 et que f “ g`1 nous pouvons

utiliser la proposition 17.49 pour conclure que f est un homéomorphisme sur un ouvert U (partie
de U 1) de E et f´1 a une constante de Lipschitz plus petite ou égale à p1 ´ 1

2q´1 “ 2.
Nous allons maintenant prouver que f´1 est différentiable et que sa différentielle est donnée

par pdf´1qfpxq “ pdfxq´1.
Soient a, b P U et u “ b ´ a. Étant donné que f est différentiable en a, il existe une fonction

α P op}u}q telle que
fpbq ´ fpaq ´ dfapuq “ αpuq. (17.213)

En notant ya “ fpaq et yb “ fpbq et en appliquant pdfaq´1 à cette dernière équation,

pdfaq´1pyb ´ yaq ´ u “ pdfaq´1`αpuq˘. (17.214)

27. Ici GLpF q est l’ensemble des applications linéaires, inversibles et continues de F dans lui-même. Ce ne sont
pas spécialement des matrices parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur la dimension de F , finie ou non.

28. Ici nous supposons avoir choisi U 1 convexe afin que tous les a P rx, x1
s soient bien dans U 1 et donc soumis à

l’inéquation (17.209), ce qui est toujours possible, il suffit de prendre une boule.
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Puisque dfa est bornée (et son inverse aussi), le membre de droite est encore une fonction β ayant
la propriété limuÑ0 βpuq{}u} “ 0 ; en réordonnant les termes,

b´ a “ pdfaq´1pyb ´ yaq ` βpuq (17.215)

et donc
f´1pybq ´ f´1pyaq ´ pdfaq´1pyb ´ yaq “ βpuq, (17.216)

ce qui prouve que f´1 est différentiable et que pdf´1qya “ pdfaq´1.
La différentielle df´1 est donc obtenue par la chaine

df´1 : fpUq f´1
// U 1 df // GLpF q Inv // GLpF q (17.217)

où l’application Inv : GLpF q Ñ GLpF q est l’application X ÞÑ X´1 qui est de classe C8 par le
théorème 11.202. D’autre part, par hypothèse df est une application de classe Ck´1 et donc au
minimum C0 parce que k ě 1. Enfin, l’application f´1 : fpUq Ñ U est continue (parce que la
proposition 17.49 précise que f est un homéomorphisme). Donc toute la chaine est continue et
df´1 est continue. Cela entraine immédiatement que f´1 est C1 et donc que toute la chaine est
C1.

Par récurrence nous obtenons la chaine

df´1 : fpUq f´1

Ck´1
// U 1 df

Ck´1
// GLpF q Inv

C8
// GLpF q (17.218)

qui prouve que df´1 est Ck´1 et donc que f´1 est Ck. La récurrence s’arrête ici parce que df n’est
pas mieux que Ck´1.

17.7.3 Théorème de la fonction implicite

Nous énonçons et démontrons le théorème de la fonction implicite dans le cas d’espaces de
Banach.

Théorème 17.51 (Théorème de la fonction implicite dans Banach[294]).
Soient E, F et G des espaces de Banach et des ouverts U Ă E, V Ă F . Nous considérons une
fonction f : U ˆ V Ñ G de classe Cr telle que 29

dyfpx0,y0q : F Ñ G (17.219)

soit un isomorphisme pour un certain px0, y0q P U ˆ V .
Alors nous avons des voisinages U0 de x0 dans E et W0 de fpx0, y0q dans G et une fonction

de classe Cr
g : U0 ˆW0 Ñ V (17.220)

telle que
f
`
x, gpx,wq˘ “ w (17.221)

pour tout px,wq P U0 ˆW0.
Cette fonction g est unique au sens suivant : il existe un voisinage V0 de y0 tel que si px, yq P

U0ˆV0 et w P W0 satisfont à fpx, yq “ w alors y “ gpx,wq. Autrement dit, la fonction g : U0ˆW0 Ñ
V0 est unique.

Démonstration. Nous commençons par considérer la fonction

Φ: U ˆ V Ñ E ˆG

px, yq ÞÑ `
x, fpx, yq˘ (17.222)

29. La notation dy est la différentielle partielle de la définition 11.199.
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et sa différentielle

dΦpx0,y0qpu, vq “ d

dt

”`
x0 ` tu, fpx0 ` tu, y0 ` tvq˘

ı
t“0

(17.223a)

“
ˆ
d

dt

”
x0 ` tu

ı
t“0

,
d

dt

”
fpx0 ` tu, y0 ` tvq

ı
t“0

˙
(17.223b)

“ `
u, dfpx0,y0qpu, vq˘ . (17.223c)

Nous utilisons alors la proposition 11.200 pour conclure que

dΦpx0,y0qpu, vq “ `
u, pd1fqpx0,y0qpuq ` pd2fqpx0,y0qpvq˘, (17.224)

mais comme par hypothèse pd2fqpx0,y0q : F Ñ G est un isomorphisme, l’application dΦpx0,y0q : E ˆ
F Ñ E ˆ G est également un isomorphisme. Par conséquent le théorème d’inversion locale 17.50
nous indique qu’il existe un voisinage O de px0, y0q et P de Φpx0, y0q tels que Φ: O Ñ P soit une
bijection et Φ´1 : P Ñ O soit de classe Cr. Comme P est un voisinage de

Φpx0, y0q “ `
x0, fpx0, y0q˘, (17.225)

nous pouvons par 7.195 le choisir un peu plus petit de telle sorte à avoir P “ U0 ˆ W0 où U0 est
un voisinage de x0 et W0 un voisinage de fpx0, y0q. Dans ce cas nous devons obligatoirement aussi
restreindre O à U0 ˆ V0 pour un certain voisinage V0 de y0. L’application Φ´1 a obligatoirement
la forme

Φ´1 : U0 ˆW0 Ñ U0 ˆ V0

px,wq ÞÑ `
x, gpx,wq˘ (17.226)

pour une certaine fonction g : U0 ˆW0 Ñ V . Cette fonction g est la fonction cherchée parce qu’en
appliquant Φ à (17.226),

px,wq “ Φ
`
x, gpx,wq˘ “

´
x, f

`
x, gpx,wq˘

¯
, (17.227)

qui nous dit que pour tout x P U0 et tout w P W0 nous avons

f
`
x, gpx,wq˘ “ w. (17.228)

Si vous avez bien suivi le sens de l’équation (17.226) alors vous avez compris l’unicité. Sinon,
considérez px, yq P U0 ˆ V0 et w P W0 tels que fpx, yq “ w. Alors

`
x, fpx, yq˘ “ px,wq et

Φpx, yq “ px,wq. (17.229)

Mais vu que Φ: U0 ˆ V0 Ñ U0 ˆ W0 est une bijection, cette relation définit de façon univoque
l’élément px, yq de U0 ˆ V0, qui ne sera autre que gpx,wq.

Le théorème de la fonction implicite s’énonce de la façon suivante pour des espaces de dimension
finie.

Théorème 17.52 (Théorème de la fonction implicite en dimension finie).
Soit une fonction F : Rn ˆRm Ñ Rm de classe Ck et pα, βq P Rn ˆRm tels que

(1) F pα, βq “ 0,
(2) BpF1,...,Fmq

Bpy1,...,ymq ‰ 0, c’est-à-dire que pdyF qpα,βq est inversible.
Alors il existe un voisinage ouvert V de α dans Rn, un voisinage ouvert W de β dans Rm et une
application φ : V Ñ W de classe Ck telle que pour tout x P V on ait

F
`
x, φpxq˘ “ 0. (17.230)

De plus si px, yq P V ˆW satisfait à F px, yq “ 0, alors y “ φpxq.
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Remarque 17.53.
Notons que cet énoncé est tourné un peu différemment en ce qui concerne le nombre de variables
dont dépend la fonction implicite : comparez

f
`
x, gpx,wq˘ “ w (17.231a)
F
`
x, φpxq˘ “ 0. (17.231b)

Le deuxième est un cas particulier du premier en posant

F px, yq “ fpx, yq ´ fpx0, y0q (17.232)

et donc en considérant w comme valant la constante fpx0, y0q ; dans ce cas la fonction g ne dépend
plus que de la variable x.

Exemple 17.54.
La remarque 17.53 signifie entre autres que le théorème 17.51 est plus fort que 17.52 parce que
le premier permet de choisir la valeur d’arrivée. Parlons de l’exemple classique du cercle et de la
fonction fpx, yq “ x2 ` y2. Nous savons que

fpα, βq “ 1. (17.233)

Alors le théorème 17.51 nous donne une fonction g telle que

fpx, gpx, rqq “ r (17.234)

tant que x est proche de α, que r est proche de 1 et que g donne des valeurs proches de β.
L’énoncé 17.52 nous oblige à travailler avec la fonction F px, yq “ x2 ` y2 ´ 1, de telle sorte que

F pα, βq “ 0, (17.235)

et que nous ayons une fonction φ telle que

F px, φpxqq “ 0. (17.236)

La fonction φ ne permet donc que de trouver des points sur le cercle de rayon 1. △

17.7.4 Exemple

Le théorème de la fonction implicite a pour objet de donner l’existence de la fonction φ.
Maintenant nous pouvons dire beaucoup de choses sur les dérivées de φ en considérant la fonction

x ÞÑ F
`
x, φpxq˘. (17.237)

Par définition de φ, cette fonction est toujours nulle. En particulier, nous pouvons dériver l’équation

F
`
x, φpxq˘ “ 0, (17.238)

et nous trouvons plein de choses.

Exemple 17.55.
Prenons par exemple la fonction 30

F
`px, yq, z˘ “ zez ´ x´ y, (17.239)

Le théorème de la fonction implicite 17.51 nous permet de considérer la fonction zpx, yq vérifiant

F
`
x, y, zpx, yq˘ “ 0, (17.240)

30. Définition de l’exponentielle : 15.57.
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c’est-à-dire telle que
zpx, yqezpx,yq ´ x´ y “ 0. (17.241)

pour tout x et y P R. Que pouvons dire de la fonction z ?
Nous pouvons facilement trouver zp0, 0q parce que

zp0, 0qezp0,0q “ 0, (17.242)

donc zp0, 0q “ 0.
Nous pouvons dire des choses sur les dérivées de zpx, yq. Voyons par exemple pBxzqpx, yq. Pour

trouver cette dérivée, nous dérivons la relation (17.241) par rapport à x. Ce que nous trouvons est

pBxzqez ` zezpBxzq ´ 1 “ 0. (17.243)

Cette équation peut être résolue par rapport à Bxz :

Bz
Bxpx, yq “ 1

ezp1 ` zq . (17.244)

Remarquez que cette équation ne donne pas tout à fait la dérivée de z en fonction de x et y, parce
que z apparaît dans l’expression, alors que z est justement la fonction inconnue. En général, c’est
la vie, nous ne pouvons pas faire mieux.

Dans certains cas, on peut aller plus loin. Par exemple, nous pouvons calculer cette dérivée au
point px, yq “ p0, 0q parce que zp0, 0q est connu :

Bz
Bxp0, 0q “ 1. (17.245)

Ceci est pratique pour calculer, par exemple, le développement en Taylor de z autour de p0, 0q. △

Exemple 17.56.
Est-ce que l’équation ey`xy “ 0 définit au moins localement une fonction ypxq ? Nous considérons
la fonction

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
(17.246)

La différentielle de cette application est

dfp0,0qpuq “ d

dt

”
fptu1, tu2q

ı
t“0

“ d

dt

ˆ
tu1

etu2 ` t2u1u2

˙

t“0
“
ˆ
u1
u2

˙
. (17.247)

L’application f définit donc un difféomorphisme local autour des points px0, y0q et fpx0, y0q. Soit
pu, 0q un point dans le voisinage de fpx0, y0q. Alors il existe un unique px, yq tel que

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
“
ˆ
u
0

˙
. (17.248)

Nous avons automatiquement x “ u et ey ` xy “ 0. Notons toutefois que pour que ce procédé
donne effectivement une fonction implicite ypxq nous devons avoir des points de la forme pu, 0q
dans le voisinage de fpx0, y0q. △

17.8 Décomposition polaire (régularité)

17.57.
Nous allons montrer que l’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ ?

A
(17.249)
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est une difféomorphisme.
Cependant S``pn,Rq n’est pas un ouvert de Mpn,Rq et nous ne savons pas ce qu’est la

différentielle d’une application non définie sur un ouvert. Nous allons donc en réalité montrer que
l’application racine carrée existe sur un voisinage de chacun des points de S``pn,Rq. Et comme
une union quelconque d’ouverts est un ouvert, la fonction f sera bien définie sur un ouvert de
Mpn,Rq.
Lemme 17.58.
L’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ A2 (17.250)

est un C8-difféomorphisme.

Démonstration. Prouvons d’abord que f prend ses valeurs dans S``pn,Rq. Si A P S``pn,Rq
alors par la diagonalisation 9.212 elle s’écrit A “ QDQ´1 où D est diagonale avec des nombres
strictement positifs sur la diagonale. Avec cela, A2 “ QD2Q´1 où D2 contient encore des nombres
strictement positifs sur la diagonale.

L’application f étant essentiellement des polynômes en les entrées de A, elle est de classe C8.
Passons à l’étude de la différentielle. Comme mentionné en 17.57 nous allons en réalité voir f

sur un ouvert de Mpn,Rq autour de A P S``pn,Rq. Par conséquent si A P S``pn,Rq,
df : S``pn,Rq Ñ L

`
Mpn,Rq,Mpn,Rq˘ (17.251a)

dfA : Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq. (17.251b)

Le calcul de dfA est facile. Soit u P Mpn,Rq et faisons le calcul en utilisant la formule du lemme
(12.265) :

dfApuq “ d

dt

”
fpA` tuq

ı
t“0

(17.252a)

“ d

dt

”
A2 ` tAu` tuA` t2u2

ı
t“0

(17.252b)

“ Au` uA. (17.252c)

Nous allons utiliser le théorème d’inversion locale 17.50 à la fonction f . Dans la suite, A est une
matrice de S``pn,Rq.

(i) dfA est injective Soit M P Mpn,Rq dans le noyau de dfA. En posant M 1 “ A´1MQ nous
avons M “ QM 1Q´1 et on applique dfA à QM 1Q´1 :

dfApQM 1Q´1q “ Q
`
DM `MD

˘
Q´1. (17.253)

où D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚ avec λi ą 0. La matrice D est inversible. Nous avons M 1 “

´DM 1D´1, et en coordonnées,

M 1
ij “ ´

ÿ

kl

DikM 1
kl
D´1
lj (17.254a)

“ ´
ÿ

kl

λiδikM
1
kl

1
λj
δlj (17.254b)

“ ´λi
λi
M 1
ij . (17.254c)

C’est-à-dire que M 1
ij “ ´ λi

λj
M 1
ij avec ´ λi

λj
ă 0. Cela implique M 1 “ 0 et par conséquent

M “ 0.
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(ii) dfA est surjective Soit N P Mpn,Rq ; nous cherchons M P Mpn,Rq tel que dfApMq “ N .
Nous posons N 1 “ Q´1NQ et M “ QM 1Q´1, ce qui nous donne à résoudre dfDpM 1q “ N 1.
Passons en coordonnées :

pDM 1 `M 1Dqij “
ÿ

k

pδikλiM 1
kj `M 1

ikδkjλjq “ M 1
ijpλi ` λjq (17.255)

où λi ` λj ‰ 0. Il suffit donc de prendre la matrice M 1 donnée par

M 1
ij “ 1

λi ` λj
N 1
ij (17.256)

pour que dfApM 1q “ N 1.
Le théorème d’inversion locale donne un voisinage V de A dans Mpn,Rq et un voisinage W de

A2 dans Mpn,Rq tels que f : V Ñ W soit une bijection et f´1 : W Ñ V soit de même régularité,
en l’occurrence C8.

Remarque 17.59.
Oui, il y a des matrices non symétriques qui ont une unique racine carrée.

La proposition suivante, qui dépend du théorème d’inversion locale par le lemme 17.58, donne
plus de régularité à la décomposition polaire donnée dans le théorème 13.32.

Proposition 17.60 (Décomposition polaire : cas réel (suite)).
L’application

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(17.257)

est un difféomorphisme de classe C8.

Démonstration. Si M est donnée dans GLpn,Rq alors la décomposition polaire 31 M “ QS est
donnée par S “ ?

MM t et Q “ MS´1. Autrement dit, si nous considérons la fonction de décom-
position polaire

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq (17.258)

alors
f´1pMq “ `

Mp
?
MM tq´1,

?
MM t

˘
. (17.259)

Nous avons vu dans le lemme 17.58 que la racine carrée était un C8-difféomorphisme. Le reste
n’étant que des produits de matrices, la régularité est de mise.

17.9 Théorème de Von Neumann
Lemme 17.61 ([89]).
Soit G, un sous-groupe fermé de GLpn,Rq et

LG “ tm P Mpn,Rq tel que etm P G@t P Ru. (17.260)

Alors LG est un sous-espace vectoriel de Mpn,Rq.
Démonstration. Si m P LG, alors λm P LG par construction. Le point délicat à prouver est le
fait que si a, b P LG, alors a ` b P LG. Soit a P Mpn,Rq ; nous savons qu’il existe une fonction
αa : R Ñ M telle que

eta “ 1` ta` αaptq (17.261)

et
lim
tÑ0

αptq
t

“ 0. (17.262)

31. Proposition 13.32.
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Si a et b sont dans LG, alors etaetb P G, mais il n’est pas vrai en général que cela soit égal à etpa`bq.
Pour tout k P N nous avons

ea{keb{k “
ˆ
1` a

k
` αap 1

k
q
˙ˆ

1` b

k
` αbp 1

k
q
˙

“ 1` a` b

2 ` β

ˆ
1
k

˙
(17.263)

où β : R Ñ M est encore une fonction vérifiant βptq{t Ñ 0. Si k est assez grand, nous avons
››››
a` b

k
` βp 1

k
q
›››› ă 1, (17.264)

et nous pouvons profiter du lemme 15.143 pour écrire alors
´
ea{keb{k

¯k “ ek ln
`
1` a`b

k
`βp 1

k
q
˘
. (17.265)

Ce qui se trouve dans l’exponentielle est

k

„
a` b

k
` αp 1

k
q ` σ

ˆ
a` b

k
` αp 1

k
q
˙ȷ

. (17.266)

Les diverses propriétés vues montrent que le tout tend vers a` b lorsque k Ñ 8. Par conséquent

lim
kÑ8

´
ea{keb{k

¯k “ ea`b. (17.267)

Ce que nous avons prouvé est que pour tout t, etpa`bq est une limite d’éléments dans G et est donc
dans G parce que ce dernier est fermé.

Comme LG est un sous-espace vectoriel deMpn,Rq, nous pouvons considérer un supplémentaire
M .

Lemme 17.62.
Il n’existe pas se suite pmkq dans Mzt0u convergeant vers zéro et telle que emk P G pour tout k.

Démonstration. Supposons que nous ayons mk Ñ 0 dans Mzt0u avec emk P G. Nous considérons
les éléments ϵk “ mk}mk} qui sont sur la sphère unité de GLpn,Rq. Quitte à prendre une sous-suite,
nous pouvons supposer que cette suite converge, et puisque M est fermé, ce sera vers ϵ P M avec
}ϵ} “ 1. Pour tout t P R nous avons

etϵ “ lim
kÑ8 e

tϵk . (17.268)

En vertu de la décomposition d’un réel en partie entière et décimale, pour tout k nous avons λk P Z
et |µk| ď 1

2 tel que t{}mk} “ λk ` µk. Avec ça,

etϵ “ lim
kÑ8 exp

´ t

mk
mk

¯
“ lim

kÑ8 e
λkmkeµkmk . (17.269)

Pour tout k nous avons eλkmk P G. De plus |µk| étant borné et mk tendant vers zéro nous avons
eµkmk Ñ 1. Au final

etϵ “ lim
kÑ8 e

tϵk P G (17.270)

Cela signifie que ϵ P LG, ce qui est impossible parce que nous avions déjà dit que ϵ P Mzt0u.

Lemme 17.63.
L’application

f : LG ˆM Ñ GLpn,Rq
l,m ÞÑ elem

(17.271)

est un difféomorphisme local entre un voisinage de p0, 0q dans Mpn,Rq et un voisinage de 1 dans
exp

`
Mpn,Rq˘.
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Notons que nous ne disons rien de eMpn,Rq. Nous n’allons pas nous embarquer à discuter si ce
serait tout GLpn,Rq 32 ou bien si ça contiendrait ne fut-ce que G.

Démonstration. Le fait que f prenne ses valeurs dans GLpn,Rq est simplement dû au fait que les
exponentielles sont toujours inversibles. Nous considérons ensuite la différentielle : si u P LG et
v P M nous avons

dfp0,0qpu, vq “ d

dt

”
f
`
tpu, vq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
etuetv

ı
t“0

“ u` v. (17.272)

L’application df0 est donc une bijection entre LG ˆ M et Mpn,Rq. Le théorème d’inversion lo-
cale 17.50 nous assure alors que f est une bijection entre un voisinage de p0, 0q dans LG ˆ M et
son image. Mais comme df0 est une bijection avec Mpn,Rq, l’image en question contient un ouvert
autour de 1 dans exp

`
Mpn,Rq˘.

Théorème 17.64 (Von Neumann[89, 425, 426]).
Tout sous-groupe fermé de GLpn,Rq est une sous-variété de GLpn,Rq.

Démonstration. Soit G un tel groupe ; nous devons prouver que c’est localement difféomorphe à
un ouvert de Rn. Et si on est pervers, on ne va pas faire localement difféomorphe à un ouvert de
Rn, mais à un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous allons être pervers.

Étant donné que pour tout g P G, l’application

Lg : G Ñ G

h ÞÑ gh
(17.273)

est de classe C8 et d’inverse C8, il suffit de prouver le résultat pour un voisinage de 1.
Supposons d’abord que LG “ t0u. Alors 0 est un point isolé de lnpGq ; en effet si ce n’était

pas le cas nous aurions un élément mk de lnpGq dans chaque boule Bp0, rkq. Nous aurions alors
mk “ lnpakq avec ak P G et donc

emk “ ak P G. (17.274)

De plus mk appartient forcément à M parce que LG est réduit à zéro. Cela nous donnerait une
suite mk Ñ 0 dans M dont l’exponentielle reste dans G. Or cela est interdit par le lemme 17.62.
Donc 0 est un point isolé de lnpGq. L’application ln étant continue 33, nous en déduisons que 1
est isolé dans G. Par le difféomorphisme Lg, tous les points de G sont isolés ; ce groupe est donc
discret et par voie de conséquence, une variété.

Nous supposons maintenant que LG ‰ t0u. Nous savons par la proposition 15.142 que

exp: Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq (17.275)

est une application C8 vérifiant d exp0 “ Id. Nous pouvons donc utiliser le théorème d’inversion
locale 17.50 qui nous offre donc l’existence d’un voisinage U de 0 dansMpn,Rq tel que W “ exppUq
soit un ouvert de GLpn,Rq et que exp: U Ñ W soit un difféomorphisme de classe C8.

Montrons que quitte à restreindre U (et donc W qui reste par définition l’image de U par exp),
nous pouvons avoir exp

`
U X LG

˘ “ W X G. D’abord exppLGq Ă G par construction. Nous avons
donc exp

`
U X LG

˘ Ă W XG. Pour trouver une restriction de U pour laquelle nous avons l’égalité,
nous supposons que pour tout ouvert O dans U ,

exp: O X LG Ñ exppOq XG (17.276)

ne soit pas surjective. Cela donnerait un élément de OXALG dont l’image par exp n’est pas dans G.
Nous construisons ainsi une suite en considérant une boule Bp0, 1

k q inclue à U et xk P Bp0, 1
k qXALG

vérifiant exk P G. D’après le choix des boules, nous avons évidemment xk Ñ 0.

32. Vu les dimensions y’a tout de même peu de chance.
33. Par le lemme 15.143.
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L’élément exk est dans eMpn,Rq et le difféomorphisme du lemme 17.63 34 nous donne plk,mkq P
LG ˆM tel que elkemk “ exk . À ce point nous considérons k suffisamment grand pour que exk soit
dans la partie de l’image de f sur lequel nous avons le difféomorphisme. Plus prosaïquement, nous
posons

plk,mkq “ f´1pexk q (17.277)
et nous profitons de la continuité pour permuter la limite avec f´1 :

lim
kÑ8plk,mkq “ f´1` lim

kÑ8 e
xk
˘ “ f´1p1q “ p0, 0q. (17.278)

En particulier mk Ñ 0 alors que emk “ exke´lk P G. La suite mk viole le lemme 17.62. Nous
pouvons donc restreindre U de telle façon à avoir

exp
`
U X LG

˘ “ W XG. (17.279)

Nous avons donc un ouvert de LG (l’ouvert U X LG) qui est difféomorphe avec l’ouvert W XG de
G. Donc G est une variété et accepte LG comme carte locale.

Remarque 17.65.
En termes savants, nous avons surtout montré que si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g,
alors l’exponentielle donne un difféomorphisme local entre g et G.

17.10 Recherche d’extrémums
Définition 17.66 ([427]).
Si f : Rn Ñ R est une fonction, le point a P Rn est un maximum local de f si il existe δ ą 0 tel
que pour tout x P Bpa, δq, fpxq ď fpaq.

Je vous laisse deviner la définition d’un minimum local.
Un extrémum local est un point qui est soit un minimum soit un maximum local.

17.10.1 Extrema à une variable

Définition 17.67.
Soit f : A Ă R Ñ R et a P A. Le point a est un maximum local de f si il existe un voisinage U
de a tel que fpaq ě fpxq pour tout x P U XA. Le point a est un maximum global si fpaq ě gpxq
pour tout x P A.

La proposition basique à utiliser lors de la recherche d’extrémums est la suivante :

Proposition 17.68.
Soit f : A Ă R Ñ R et a P IntpAq. Supposons que f est dérivable en a. Si a est un extrémum
local 35, alors f 1paq “ 0.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple de la fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 : sa
dérivée est nulle et pourtant x “ 0 n’est ni un maximum ni un minimum local.

Cette proposition ne sert donc qu’à sélectionner des candidats extrémum. Afin de savoir si ces
candidats sont des extrémums, il y a la proposition suivante.

Proposition 17.69.
Soit f : I Ă R Ñ R, une fonction de classe Ck au voisinage d’un point a P Int I. Supposons que

f 1paq “ f2paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0, (17.280)

et que
f pkqpaq ‰ 0. (17.281)

Dans ce cas,
34. Il me semble que l’utilisation de ce lemme manque à l’avant-dernière ligne de la preuve chez [89].
35. Définition 17.66.
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(1) Si k est pair, alors a est un point d’extrémum local de f , c’est un minimum si f pkqpaq ą 0,
et un maximum si f pkqpaq ă 0,

(2) Si k est impair, alors a n’est pas un extrémum local de f .

Note : jusqu’à présent nous n’avons rien dit des extrémums globaux de f . Il n’y a pas grand
chose à en dire. Si un point d’extrémum global est situé dans l’intérieur du domaine de f , alors il
sera extrémum local (a fortiori). Ou alors, le maximum global peut être sur le bord du domaine.
C’est ce qui arrive à des fonctions strictement croissantes sur un domaine compact.

Une seule certitude : si une fonction est continue sur un compact, elle possède une minimum
et un maximum global par le théorème 10.49.

Soit une fonction f : I Ñ R, et soit a P I. Si f 1paq ą 0, alors la tangente au graphe de f au point`
a, fpaq˘ sera une droite croissante (coefficient directeur positif). Cela ne veut pas spécialement

dire que la fonction elle-même sera croissante, mais en tout cas, cela est un bon indice.

Exemple 17.70.
Si fpxq “ x2, il est connu que f 1pxq “ 2x. Nous avons donc que f 1 est positive si x ě 0 et f 1 est
négative si x ă 0. Cela correspond bien au fait que x2 est décroissante sur s´8, 0r et croissante
sur s0,8r. △

Sur la figure 17.2, nous avons dessiné la fonction fpxq “ x cospxq et sa dérivée. Nous voyons que
partout où la dérivée est négative, la fonction est décroissante tandis que, inversement, partout où
la dérivée est positive, la fonction est croissante.

´3
2 π ´π ´1

2 π 1
2 π π 3

2 π

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 17.2 – La fonction fpxq “ x cospxq en bleu et sa dérivée en rouge.

Les extrémums de la fonction f sont donc placés là où f 1 change de signe. En effet si f 1pxq ă 0
pour x ă a et f 1pxq ą 0 pour x ą a, la fonction est décroissante jusqu’à a et est ensuite croissante.
Cela signifie que la fonction connait un creux en a. Le point a est donc un minimum de la fonction.

Attention cependant. Le fait que f 1paq “ 0 ne signifie pas automatiquement que f a un maxi-
mum ou un minimum en a. Nous avons par exemple tracé sur la figure 17.3 les fonctions x3 et sa
dérivée. Il est à noter que, conformément à ce que l’on pense, certes la dérivée s’annule en x “ 0,
mais elle ne change pas de signe.

17.10.2 Extrema libre

Définition 17.71.
Un point a à l’intérieur du domaine d’une fonction f : A Ă Rn Ñ R est un point critique de f
lorsque dfpaq “ 0.
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´2 ´1 1 2

´4

´2

2

4

6

Figure 17.3 – La dérivée de x3 s’annule en x “ 0, mais ce n’est ni un minimum ni un maximum.

Ces points sont analogues aux points où la dérivée d’une fonction sur R s’annule. Les points
critiques de f sont donc les candidats à être des points d’extrémum.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, la proposition 12.353 nous permet de voir pd2fqa
comme étant la matrice

d2fpaq “
˜

d2f
dx2 paq d2f

dx dy paq
d2f
dy dxpaq d2f

dy2 paq

¸
. (17.282)

Dans le cas d’une fonction C2, cette matrice est symétrique.

Proposition 17.72 ([428]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω. Soit une fonction f : Ω Ñ R différentiable en a. Si a est un
extrémum local de f , alors a est un point critique de f .

Démonstration. Nous supposons que a est un maximum local (ce sera la même chose si a est un
minimum). Soit r ą 0 tel que fpxq ď fpaq pour tout x P Bpa, rq (et tel que cette boule reste dans
Ω). Soit u P Rn assez petit pour que a˘u P Bpa, rq de sorte que la définition suivante ait un sens :

g : r´1, 1s Ñ R

t ÞÑ fpa` tuq (17.283)

Cette fonction est différentiable en t “ 0 (composée de fonctions différentiables, théorème 11.183)
et a un maximum local en t “ 0. Donc g1p0q “ 0 par la proposition 17.68. Donc

0 “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“ dfapuq. (17.284)

17.10.3 Extremums et Hessienne

Proposition 17.73 ([1, 429, 430]).
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable ainsi que a P Ω.

(1) Si a est un point critique de f et si il existe r tel que pd2fxq est semi-définie positive pour
tout x P Bpa, rq alors f possède un minimum local en a.

(2) Si a est un point critique 36 de f , et si d2fa est strictement définie positive 37, alors a est un
minimum local strict de f ,

36. Définition 17.71.
37. La fonction f est de classe C2, donc les dérivées croisées sont égales et d2f est symétrique. La définition 9.215

s’applique donc.
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(3) Si a est un minimum local, alors pd2fqa est semi-définie positive.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve.
(i) (1) Soit h tel que a ` h P Bpa, rq. Nous allons montrer que fpaq ď fpa ` hq ; cela montrera

que x “ a est un minimum local. Pour cela nous utilisons un développement de Taylor 38 : il
existe c P sa, a` hr tel que

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd2fqcph, hq ě fpaq (17.285)

parce que, par hypothèse, pd2fqc est définie positive, et parce que dfa “ 0.
(ii) (2) La forme bilinéaire d2fa est strictement définie positive, donc il existe α ą 0 tel que

d2faph, hq ą α}h}2 (17.286)

pour tout h. Nous utilisons encore Taylor : il existe une fonction ϵ telle que limhÑ0 ϵphq “ 0
et

fpa` hq “ gpaq ` dfaphq ` 1
2pd2fqaph, hq ` }h}2ϵphq. (17.287)

En tenant compte du fait que dfa “ 0,

fpa` hq ą fpaq ` }h}2`1
2α ` ϵphq˘. (17.288)

La limite de ϵ nous dit qu’il existe r ą 0 tel que }ϵphq} ă 1
2α pour tout h P Bp0, rq. Pour ces

valeurs de h nous avons
fpa` hq ą fpaq. (17.289)

Donc a est un minimum local strict de f .
(iii) (3) Si a est un minimum local, nous savons déjà dfa “ 0 par la proposition 17.72. Nous

écrivons le développement de Taylor de f à l’ordre 2 de la proposition 12.454 :

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q. (17.290)

En prenant h assez petit pour que a ` h ne sorte pas de la boule dans laquelle a est un
minimum, nous avons fpa` hq ´ fpaq ą 0. Donc

1
2pd2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q ą 0 (17.291)

Nous divisons cela par }h}2 et notons eh “ h{}h} :

1
2pd2fqapeh, ehq ` αp}h}q ą 0. (17.292)

À la limite h Ñ 0, le premier terme est constant tandis que le deuxième tend vers zéro. À la
limite,

pd2fqapeh, ehq ě 0. (17.293)

La caractérisation du lemme 9.219(2) nous dit alors que pd2fqa est semi-définie positive.

La partie (3) est tout à fait comparable au fait bien connu que, pour une fonction f : R Ñ R,
si le point a est minimum local, alors f 1paq “ 0 et f2paq ą 0.

Notons que le point (3) ne parle pas de minimum strict, et donc pas de matrice strictement
définie positive.

38. Proposition 12.457.
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Exemple 17.74 (Proposition 17.73(2) sans point critique).
L’hypothèse de point critique pour l’utilisation de la stricte définition positive de d2fa est néces-
saire. Soit en effet la fonction

fpxq “ x2 ` x. (17.294)

Elle vérifie f2p0q “ 2, de telle sorte que sa différentielle seconde en zéro soit strictement définie
positive. Le point x “ 0 n’est cependant même pas un minimum local. Entre autres parce que
f 1p0q “ 1 ‰ 0. △

La méthode pour chercher les extrémums de f est donc de suivre les points suivants :
(1) Trouver les candidats extrémums en résolvant ∇f “ p0, 0q,
(2) écrire d2fpaq pour chacun des candidats
(3) calculer les valeurs propres de d2fpaq, déterminer si la matrice est définie positive ou négative,
(4) conclure.

Une conséquence de la proposition 9.218(3) 39 est que si detM ă 0, alors le point a n’est pas
un extrémum dans le cas où M “ d2fpaq par le point (3) de la proposition 17.73.

Exemple 17.75.
Soit la fonction fpx, yq “ x4 ` y4 ´ 4xy. C’est une fonction différentiable sans problème. D’abord
sa différentielle est

df “ `
4x3 ´ 4y; 4y3 ´ 4xq, (17.295)

et la matrice des dérivées secondes est

M “ d2fpx, yq “
ˆ

12x2 ´4
´4 12y2

˙
. (17.296)

Nous avons fd “ 0 pour les trois points p0, 0q, p1, 1q et ´1,´1.
Pour le point p0, 0q nous avons

M “
ˆ

0 ´4
´4 0

˙
, (17.297)

dont les valeurs propres sont 4 et ´4. Elle n’est donc ni définie ni semi-définie positive ou négative.
La proposition 17.73(2) conclu donc p0, 0q n’est pas un extrémum local.

Au contraire pour les points p1, 1q et p´1,´1q nous avons

M “
ˆ

12 ´4
´4 12

˙
, (17.298)

dont les valeurs propres sont 16 et 8. La matrice d2f y est donc définie positive. Ces deux points
sont donc extrémums locaux. △

17.10.4 Un peu de recettes de cuisine

(1) Rechercher les points critiques, càd les px, yq tels que
#Bf

Bx px, yq “ 0
Bf
By px, yq “ 0

En effet, si px0, y0q est un extrémum local de f , alors Bf
Bx px0, y0q “ 0 “ Bf

By px0, y0q.
(2) Déterminer la nature des points critiques : « test » des dérivées secondes :

On pose Hpx0, y0q “ B2f

Bx2 px0, y0qBf2

By2 px0, y0q ´
ˆ B2f

BxBy px0, y0q
˙2

39. La matrice d2fpaq est toujours symétrique quand f est de classe C2.
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(2a) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ą 0 ùñ px0, y0q est un minimum local de f .

(2b) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ă 0 ùñ px0, y0q est un maximum local de f .

(2c) Si Hpx0, y0q ă 0 ùñ f a un point de selle en px0, y0q.
(2d) Si Hpx0, y0q “ 0 ùñ, on ne peut rien conclure.

17.10.5 Extrema liés

Soit f , une fonction sur Rn, et M Ă Rn une variété de dimension m. Nous voulons savoir
quelles sont les plus grandes et plus petites valeurs atteintes par f sur M .

Pour ce faire, nous avons un théorème qui permet de trouver des extrémums locaux de f sur
la variété. Pour rappel, a P M est une extrémum local de f relativement à l’ensemble M si il
existe une boule Bpa, ϵq telle que fpaq ď fpxq pour tout x P Bpa, ϵq XM .

Théorème 17.76 (Extrema lié [410]).
Soit A, un ouvert de Rn et

(1) une fonction (celle à minimiser) f P C1pA,Rq,
(2) des fonctions (les contraintes) G1, . . . , Gr P C1pA,Rq,
(3) M “ tx P A tel que Gipxq “ 0 @iu,
(4) un extrémum local a P M de f relativement à M .

Supposons que les gradients ∇G1paq, . . .,∇Grpaq soient linéairement indépendants. Alors a “
px1, . . . , xnq est une solution de ∇Lpaq “ 0 où

Lpx1, . . . , xn, λ1, . . . , λrq “ fpx1, . . . , xnq `
rÿ

i“1
λiGipx1, . . . , xnq. (17.299)

Autrement dit, si a est un extrémum lié, alors ∇fpaq est une combinaisons des ∇Gipaq, ou encore
il existe des λi tels que

dfpaq “
ÿ

i

λidGipaq. (17.300)

La fonction L est le lagrangien du problème et les variables λi sont les multiplicateurs de
Lagrange.

Démonstration. Si r “ n alors les vecteurs linéairement indépendantes ∇Gipaq forment une base
de Rn et donc évidemment les λi existent. Nous supposons donc maintenant que r ă n. Nous
notons pziqi“1...n les coordonnées sur Rn.

La matrice ¨
˚̋

BG1Bz1
paq ¨ ¨ ¨ BG1Bzn

paq
... . . . ...

BGrBz1
paq ¨ ¨ ¨ BGrBzn

paq

˛
‹‚ (17.301)

est de rang r parce que les lignes sont par hypothèses linéairement indépendantes. Nous nommons
pyiqi“1,...,r un choix de r parmi les pziq tels que

det

¨
˚̋

BG1By1
. . . BG1Byr... . . . ...

BGrBy1
. . . BGrByr

˛
‹‚‰ 0. (17.302)

Nous identifions Rn à Rs ˆ Rr dans lequel Rr est la partie générée par les pyiqi“1,...,r. Les co-
ordonnées sur Rs seront nommées pxjqj“1,...,s, de telle sorte que les coordonnées sur Rn setont
x1, . . . , xs, y1, . . . , yr. Dans ces coordonnées, nous nommons a “ pα, βq avec α P Rs et β P Rr.
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Si nous notons G “ pG1, . . . , Grq, le théorème de la fonction implicite (théorème 17.51) nous
dit qu’il existe un voisinage U 1 de α P Rn, un voisinage V 1 de β P Rr et une fonction φ : U 1 Ñ V 1
de classe C1 telle que si px, yq P U 1 ˆ V 1, alors

gpx, yq “ 0 (17.303)

si et seulement si y “ φpxq. Nous posons maintenant

ψpxq “ px, φpxqq (17.304a)
hpxq “ f

`
ψpxq˘. (17.304b)

Nous avons ψpαq “ a et ψpxq P M pour tout x P U 1. La fonction h a donc un extrémum local en
α et donc les dérivées partielles de h y sont nulles. Cela signifie que

0 “ Bh
Bxi pαq “

nÿ

j“1

Bf
Bxj

Bxj
Bxi `

rÿ

k“1

Bf
Byk

Bφk
Bxi , (17.305)

c’est-à-dire
Bf
Bxi pαq `

rÿ

k“1

Bf
Byk paqBφk

Bxi pαq “ 0 (17.306)

pour tout i “ 1, . . . , s. D’autre part pour tout k, la fonction lkpxq “ Gk
`
x, φpxq˘ est constante et

vaut zéro ; ses dérivées partielles sont donc nulles :

Bl
Bxi pαq “ BGk

Bxi pαq `
rÿ

k“1

BGk
Byk paqBφk

Bxi pαq “ 0 (17.307)

pour tout i “ 1, . . . , s et k “ 1, . . . , r.
Les s premières colonnes de la matrice

¨
˚̊
˚̊
˝

Bf
Bx1

¨ ¨ ¨ Bf
Bxs

Bf
By1

¨ ¨ ¨ Bf
ByrBG1Bx1

¨ ¨ ¨ BG1Bxs

BG1By1
¨ ¨ ¨ BG1Byr...

...
...

...
...

...
BGrBx1

¨ ¨ ¨ BGrBxs

BGrBy1
¨ ¨ ¨ BGrByr

˛
‹‹‹‹‚

(17.308)

s’expriment en termes des r dernières. La matrice est donc au maximum de rang r. Notons que la
première ligne est ∇f et les r suivantes sont les ∇Gi. Vu que ces lignes sont des vecteurs liés, il
existe µ0, . . . , µr tels que

µ0∇f `
rÿ

i“1
µi∇Gi “ 0. (17.309)

Par hypothèse les ∇Gi sont linéairement indépendants, ce qui nous dit que µ0 ‰ 0. Donc nous
avons ce qu’il nous faut :

∇fpaq “
ÿ

i

µi
µ0

∇Gipaq. (17.310)

Notons qu’au vu de l’expression (17.300), le fait que les formes tdGipaqu1ďiďr forment une
partie libre dans pRnq˚ implique que les λi sont uniques.

La proposition suivante est la même que 17.76.

Proposition 17.77.
Soit U , un ouvert de Rn et des fonctions de classe C1 f, g1, . . . , gr : U Ñ R. Nous considérons

Γ “ tx P U tel que g1pxq “ . . . “ grpxq “ 0u. (17.311)

Soit a un extrémum de f |Γ. Supposons que les formes dg1, . . . , dgr soient linéairement indépen-
dantes en a. Alors il existe λ1, . . . , λr dans R tel que

dfa “
rÿ

i“1
λipdgiqa. (17.312)
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En pratique les candidats extrémums locaux sont tous les points où les gradients ne sont pas
linéairement indépendants, plus tous les points donnés par l’équation ∇L “ 0. Parmi ces candidats,
il faut trouver lesquels sont maximums ou minima, locaux ou globaux.

L’existence d’extrémums locaux se prouve généralement en invoquant de la compacité, et en
invoquant le lemme suivant qui permet de réduire le problème à un compact.

Lemme 17.78.
Soit S, une partie de Rn et C, un ouvert de Rn. Si a P IntS est un minimum local relatif à SXC,
alors il est un minimum local par rapport à S.

Démonstration. Vu que a est un minimum local relatif à S X C, il existe un ϵ1 ą 0 tel que pour
tout x P Bpa, ϵ1q X S X C, nous avons fpxq ě fpaq.

Mais étant donné que C est ouvert, et que a P C, il existe un ϵ2 tel que Bpa, ϵ2q Ă C. En prenant
ϵ “ mintϵ1, ϵ2u, nous trouvons que fpxq ě fpaq pour tout x P Bpa, ϵq X pS XCq “ Bpa, ϵq X S.

17.11 Fonctions convexes
Définition 17.79 ([431]).
Une fonction f d’un intervalle I de R vers R est dite convexe lorsque, pour tous x1 et x2 de I
et tout λ dans r0, 1s nous avons

f
`
λx1 ` p1 ´ λqx2

˘ ď λ fpx1q ` p1 ´ λq fpx2q (17.313)

Si pour tout θ P s0, 1r et pour tout x ‰ y dans I nous avons

f
`
λx1 ` p1 ´ λqx2

˘ ă λ fpx1q ` p1 ´ λq fpx2q (17.314)

alors nous disons que la fonction f est strictement convexe sur I.
Une fonction est concave si son opposée est convexe.

17.80 ([431]).
Les différents résultats pour les fonctions convexes s’adaptent généralement sans mal aux fonctions
strictement convexes. Une nuance cependant : de même que les fonctions dérivables convexes sont
celles qui ont une dérivée croissante, les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont
une dérivée strictement croissante (proposition 17.84). En revanche, il ne faudrait pas croire que
la dérivée seconde d’une fonction dérivable strictement convexe est nécessairement une fonction à
valeurs strictement positives (voir théorème 17.85) : la dérivée d’une fonction strictement croissante
peut s’annuler occasionnellement, ou plus exactement peut s’annuler sur un ensemble de points
d’intérieur vide. Penser à x ÞÑ x4 pour un exemple de fonction strictement convexe dont la dérivée
seconde s’annule.

17.11.1 Inégalité des pentes

Dans l’étude des fonctions convexes nous allons souvent utiliser la fonction taux d’accroisse-
ment qui est, pour α dans le domaine de convexité de f définie par

τα : Iztαu Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpαq
x´ α

.
(17.315)

Proposition 17.81 (Inégalité des pentes[432]).
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I Ă R. Alors pour tout a ă b ă c dans I nous
avons 40

fpbq ´ fpaq
b´ a

ď fpcq ´ fpaq
c´ a

ď fpcq ´ fpbq
c´ b

. (17.316)

40. Les inégalités sont strictes si la fonction f est strictement convexe.
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En d’autres termes,
τapbq ď τapcq ď τbpcq, (17.317)

c’est-à-dire que τ est croissante en ses deux arguments.

Démonstration. D’abord les inégalités a ă b ă c impliquent 0 ă b´ a ă c´ a et donc

λ “ b´ a

c´ a
ă 1. (17.318)

L’astuce est de remarquer que p1 ´ λqa` λc “ b. Donc λ a toutes les bonnes propriétés pour être
utilisé dans la définition de la convexité :

f
`p1 ´ λqa` λc

˘ ď λfpcq ` p1 ´ λqfpaq, (17.319)

c’est-à-dire
fpbq ´ fpaq ď λ

`
fpcq ´ fpaq˘ (17.320)

ou encore, en remplaçant λ par sa valeur :

fpbq ´ fpaq
b´ a

ď fpcq ´ fpaq
c´ a

. (17.321)

Cela fait déjà une des inégalités à savoir.
D’autre part en partant de ´a ă ´b ă ´c nous posons

0 ă λ “ c´ b

c´ a
. (17.322)

Nous avons à nouveau b “ p1 ´ λqc` λa et nous pouvons obtenir la seconde inégalité

fpcq ´ fpaq
c´ a

ď fpcq ´ fpbq
c´ b

. (17.323)

Géométriquement, l’inégalité des pentes se comprend facilement : le coefficient angulaire de la
corde du graphe augmente. Donc si x ă y ă z, le coefficient moyen entre x et y est plus petit que
celui entre x et z qui est plus petit que celui entre y et z.

Donc si le coefficient angulaire moyen entre a et b ` u vaut celui entre a et b, ce coefficient
ne peut qu’être constant entra a et b : sinon il serait plus grand entre b et b ` u et la moyenne
sur a Ñ b ` u serait plus grande que sa moyenne sur a Ñ b. Mais avoir un coefficient angulaire
constant signifie être une droite.

En résumé, si une fonction est convexe et non strictement convexe, alors son graphe est une
droite. C’est en gros cela que la proposition 17.89 clarifiera.

17.11.2 Convexité et régularité

Lemme 17.82 ([431]).
Une fonction convexe sur un ouvert

(1) y admet des dérivées à gauche et à droite en chaque point,
(2) y est continue.

Démonstration. Soit I “ sa, br un intervalle sur lequel f est convexe et α P I. Nous allons prouver
que f est continue en α. Nous considérons τα le taux d’accroissement définit par (17.315) ; c’est
une fonction croissante comme précisé dans l’inégalité des trois pentes 17.81 et de plus ταpxq est
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bornée supérieurement par ταpbq pour x ă α et inférieurement par ταpaq pour x ą α. Les limites
existent donc et sont finies par la proposition 12.57. Autrement dit les limites

lim
xÑα`

fpxq ´ fpαq
x´ α

“ lim
xÑα`

ταpxq “ inf
tąα ταptq (17.324a)

lim
xÑα´

fpxq ´ fpαq
x´ α

“ lim
xÑα´

ταpxq “ sup
tăα

ταptq. (17.324b)

existent et sont finies, c’est-à-dire que la fonction f admet une dérivée à gauche et à droite.
Pour tout x nous avons les inégalités

ταpaq ď fpxq ´ fpαq
x´ α

ď ταpbq. (17.325)

En posant k “ maxtταpaq, ταpbqu nous avons
ˇ̌
fpxq ´ fpαqˇ̌ ď k|x´ α|. (17.326)

La fonction est donc Lipschitzienne et par conséquent continue par la proposition 12.329.

Remarque 17.83.
Les dérivées à gauche et à droite ne sont à priori pas égales. Penser par exemple à une fonction
affine par morceaux dont les pentes augmentent à chaque morceau.

17.11.3 Dérivées d’une fonction convexe

Proposition 17.84 ([433, 434, 1]).
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R

(1) est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.
(2) est strictement convexe si et seulement si sa dérivée est strictement croissante sur I

Démonstration. Pour la preuve de (1) et (2), nous allons démontrer les énoncés « non stricts » et
indiquer ce qu’il faut changer pour obtenir les énoncés « stricts ».

(i) Sens direct Nous supposons que f est convexe. Soient a ă b dans I et x P sa, br. D’après
l’inégalité des pentes 17.81,

fpxq ´ fpaq
x´ a

ď fpbq ´ fpaq
b´ a

ď fpbq ´ fpxq
b´ x

. (17.327)

En faisant la limite x Ñ a nous avons

f 1paq ď fpbq ´ fpaq
b´ a

(17.328)

et la limite x Ñ b donne
fpbq ´ fpaq

b´ a
ď f 1pbq. (17.329)

Ici les inégalités sont à priori non-strictes, même si f est strictement convexe : même avec
des inégalités strictes dans (17.327), le passage à la limite rend l’inégalité non stricte. Quoi
qu’il en soit nous avons

f 1paq ď f 1pbq. (17.330)

(ii) Sens direct : strict Nous savons déjà que f 1 est croissante. Si (17.330) était une égalité,
alors f 1 serait constante sur sa, br parce qu’en prenant c entre a et b nous aurions f 1paq ď
f 1pcq ď f 1pbq avec f 1paq “ f 1pbq. Donc f 1paq “ f 1pcq. Avoir f 1 constante sur un intervalle est
contraire à la stricte convexité.
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(iii) Sens réciproque Nous supposons que f 1 est croissante et nous considérons a ă b dans I
ainsi que λ P r0, 1s. Nous posons x “ λa`p1´λqb, et nous savons que a ď x ď b. Le théorème
des accroissements finis 12.192 donne c1 P sa, xr et c2 P sx, br tels que

f 1pc1q “ fpxq ´ fpaq
x´ a

(17.331)

et
f 1pc2q “ fpbq ´ fpxq

b´ x
. (17.332)

Et en plus c1 ă c2. Vu que f 1 est croissante nous avons f 1pc1q ď f 1pc2q et donc

fpxq ´ fpaq
x´ a

ď fpbq ´ fpxq
b´ x

. (17.333)

En remplaçant x par sa valeur en termes de λ, a et b nous avons x ´ a “ p1 ´ λqpb ´ aq et
b´ x “ λpb´ aq, et l’inégalité (17.333) nous donne

fpxq ď λfpaq ` p1 ´ λqfpbq. (17.334)

(iv) Sens réciproque : strict Si f 1 est strictement croissante, nous avons f 1pc2q ă f 1pc2q et les
inégalité suivantes sont strictes, ce qui donne

fpxq ă λfpaq ` p1 ´ λqfpbq. (17.335)

Théorème 17.85 ([433]).
Soit une fonction f de classe C2.

(1) Est convexe si et seulement si f2 est positive.
(2) Si f2 est strictement positive, elle est strictement convexe.

Démonstration. En deux parties.
(i) Pour (1) La fonction est C2, donc f2 est positive si et seulement si f 1 est croissante (pro-

position 12.184) alors que la proposition 17.84 nous jure que f sera convexe si et seulement
si f 1 est croissante.

(ii) Pour (2) Si f2 est strictement positive, f 1 sera strictement croissante et donc f strictement
convexe (proposition 17.84).

Remarque 17.86.
Une fonction peut être strictement convexe sans que sa dérivée seconde ne soit toujours strictement
positive. En exemple : x ÞÑ x4 est strictement convexe alors que sa dérivée seconde s’annule en
zéro.

Exemple 17.87.
Quelques exemples utilisant le théorème 17.85

(1) La fonction x ÞÑ x2 est convexe parce que sa dérivée seconde est la constante (positive) 2.
(2) La fonction x ÞÑ 1

x est convexe sur R`zt0u (sa dérivée seconde est 2x´3).
(3) La fonction exponentielle est strictement convexe par le théorème 17.85.
(4) La fonction ln est concave parce que la dérivée seconde de ´ ln est 1

x2 qui est strictement
positif.

△
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Nous en démontrons une en détail ; elle sera utile en analyse fonctionnelle, lors de l’étude des
espaces Lp. Voir par exemple le théorème de la projection 27.139.

Lemme 17.88.
Soient p ą 1 et la fonction

f : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(17.336)

est strictement convexe.

Démonstration. La proposition 14.255 nous permet de dire que la fonction f est de classe C8 et
que la dérivée seconde est donnée par

f2pxq “ ppp´ 1qxp´2. (17.337)

Cela est strictement positif pour tous les x considérés, le théorème 17.85 conclut.

17.11.4 Graphe d’une fonction convexe

L’idée principale du graphe d’une fonction convexe est qu’il est toujours au dessus du graphe
de ses tangentes (lorsqu’elles existent). Lorsqu’elles n’existent pas, le lemme 17.82 donne des coef-
ficients directeurs de droites qui vont rester en dessous du graphe de la fonction.

Proposition 17.89 ([435]).
Une fonction convexe est strictement convexe si et seulement si il n’existe aucun intervalle de
longueur non nulle sur lequel elle coïncide avec une fonction affine.

Démonstration. Si sur l’intervalle (non réduit à un point) rx, ys, la fonction convexe f coïncide
avec une fonction affine, alors fptq “ at` b et pour λ P s0, 1r nous avons

f
`
λx` p1 ´ λqy˘ “ aλx` ap1 ´ λqy ` b “ λfpxq ` p1 ´ λqfpyq (17.338)

où nous avons remplacé b par λb ` p1 ´ λqb. Par conséquent la fonction n’est pas strictement
convexe.

Nous supposons maintenant que la fonction convexe f n’est pas strictement convexe sur l’in-
tervalle I. Il existe x ‰ y P I et λ P s0, 1r tels que

f
`
λx` p1 ´ λqy˘ “ λfpxq ` p1 ´ λqfpyq. (17.339)

Nous posons z “ λx` p1 ´ λqy et u P sx, zr pour écrire des inégalités des pentes entre x ă u ă
z ă y. Plus précisément si nous notons a Ñ b la pente de a à b, c’est-à-dire a Ñ b “ fpbq´fpaq

b´a ,
alors les inégalités des pentes pour x ă u ă z puis u ă z ă y donnent

x Ñ z ď u Ñ z ď z Ñ y. (17.340)

Voyons maintenant qu’en réalité z Ñ y “ x Ñ z. En effet en replaçant

fpyq “ fpzq ´ λfpxq
1 ´ λ

(17.341)

et
y “ λx

1 ´ λ
(17.342)

dans l’expression z Ñ y “ fpyq´fpzq
y´z nous obtenons

z Ñ y “ fpyq ´ fpzq
y ´ z

“ fpzq ´ fpxq
z ´ x

“ x Ñ z. (17.343)
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Les inégalités (17.340) sont donc des égalités :

fpzq ´ fpxq
z ´ x

“ fpzq ´ fpuq
z ´ u

“ fpyq ´ fpzq
y ´ z

. (17.344)

Nous avons donc montré que le nombre a “ fpzq´fpuq
z´u ne dépend pas de u. Nous avons alors

fpzq ´ fpuq “ apz ´ uq (17.345)

ou encore :
fpuq “ fpzq ´ apz ´ uq, (17.346)

ce qui signifie que sur sx, zr, la fonction f est affine.

Proposition 17.90.
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R est convexe si et seulement si son graphe est au
dessus de chacune de ses tangentes.

Démonstration. En deux parties.
(i) Sens direct Soient x, y P I. Nous voulons :

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (17.347)

Étant donné que nous aurons besoin, dans le quotient différentiel de quelque chose comme
fpx ` tq ´ fpxq nous écrivons la définition (17.313) de la convexité en inversant les rôles de
x et y et en manipulant un peu :

f
`
ty ` p1 ´ tqx˘ ď tfpyq ` p1 ´ tqfpxq (17.348a)

f
`
x` tpy ´ xq˘ ď tfpyq ` p1 ´ tqfpxq (17.348b)

f
`
x` tpy ´ xq˘ “ fpxq ď tfpyq ´ tfpxq (17.348c)

Nous divisons par t :
f
`
x` tpy ´ xq˘ ´ fpxq

t
ď fpyq ´ fpxq. (17.349)

Le passage à la limite t Ñ 0 donne

py ´ xqf 1pxq ď fpyq ´ fpxq, (17.350)

ce qu’il fallait.
(ii) Sens inverse Pour tout x, y P I nous supposons avoir

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (17.351)

Si nous supposons x ‰ y et si nous posons z “ λx` p1 ´ λqy nous voulons prouver que

fpzq ď λfpxq ` p1 ´ λqfpyq. (17.352)

Pour cela nous écrivons l’inégalité (17.351) avec les couples px, zq et py, zq :

fpxq ě fpzq ` f 1pzq1px´ zq (17.353a)
fpyq ě fpzq ` f 1pzq1py ´ zq (17.353b)

En multipliant la première par λ et la seconde par p1 ´ λq et en sommant,

λfpxq ` p1 ´ λqfpyq ě λfpzq ` λf 1pzqpx´ zq ` p1 ´ λqfpzq ` p1 ´ λqf 1pzqpy ´ zq
(17.354a)

“ fpzq ` f 1pzq`λpx´ zq ` p1 ´ λqpy ´ zq˘ (17.354b)
“ fpzq. (17.354c)
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Proposition 17.91 ([1]).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et a P R. Il existe une constante ca P R telle que pour tout
x nous ayons

fpxq ´ fpaq ě capx´ aq. (17.355)

Autrement dit, le graphe de la fonction f est toujours au dessus de la droite d’équation

y “ fpaq ` capx´ aq. (17.356)

Démonstration. Les dérivées à gauche et à droite de f données par le lemme 17.82 sont les candidats
tout désignés pour être coefficient directeur de la droite que l’on cherche. Nous allons prouver qu’en
posant

ca “ inf
tąa τaptq, (17.357)

la droite y “ fpaq ` capx´ aq répond à la question 41.
Nous devons prouver que le nombre ∆x “ fpxq ´ `

fpaq ` capx´ aq˘ est positif pour tout x.
(i) Si x ą a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x

x´a est positif :

∆x

x´ a
“ fpxq ´ fpaq

x´ a
´ ca (17.358a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (17.358b)

ě 0 (17.358c)

parce que t Ñ τaptq est croissante et que x ą a.
(ii) Si x ă a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x

x´a est négatif :

∆x

x´ a
“ fpxq ´ fpaq

x´ a
´ ca (17.359a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (17.359b)

ď 0 (17.359c)

parce que t Ñ τaptq est croissante et que x ă a.

Proposition 17.92 ([1]).
Si g est une fonction convexe, il existe deux suites réelles panq et pbnq telles que

gpxq “ sup
nPN

panx` bnq. (17.360)

Démonstration. Pour u P R nous considérons apuq et bpuq tels que la droite ypxq “ apuqx ` bpuq
vérifie ypuq “ gpuq et ypxq ď gpxq pour tout x. Cela est possible par la proposition 17.91. Il s’agit
d’une droite coupant le graphe de g en x “ u et restant en dessous. Nous considérons alors punq
une suite quelconque dense dans R (disons les rationnels pour fixer les idées) et nous posons

"
an “ apunq (17.361a)
bn “ bpunq. (17.361b)

Si q P Q alors anx ` bn ď gpxq pour tout n et gpqq est le supremum qui est atteint pour le n tel
que un “ q. Si maintenant x n’est pas dans Q il faut travailler plus.

41. En prenant l’autre, c1
a “ suptăa τaptq, ça fonctionne aussi. En pensant à une fonction affine par morceaux, on

remarque qu’en choisissant un nombre entre les deux, nous avons plus facilement une inégalité stricte dans (17.355).
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Nous prenons pq̃nq, une sous-suite de pqnq convergeant vers x et N suffisamment grand pour
que pour tout n ě N on ait |q̃n´x| ď ϵ et |gpq̃nq ´gpxq| ď ϵ ; cela est possible grâce à la continuité
de g (lemme 17.82). Ensuite les sous-suites pãnq et pb̃nq sont celles qui correspondent :

ãnq̃n ` b̃n “ gpq̃nq. (17.362)

Nous considérons la majoration

|ãnx` b̃n ´ gpxq| ď |ãnx` b̃n ´ pãnq̃n ` b̃nq| ` |ãnq̃n ` b̃n ´ gpq̃nq|looooooooooomooooooooooon
“0

` |gpq̃nq ´ gpxq|looooooomooooooon
ďϵ

(17.363a)

ď |ãn||x´ q̃n| ` ϵ (17.363b)
“ ϵ

`|ãn| ` 1
˘
. (17.363c)

Il nous reste à montrer que |ãn| est borné par un nombre ne dépendant pas de n (pour les n ą N).
Comme la droite de coefficient directeur ãn et passant par le point

`
q̃n, gpq̃nq˘ reste en dessous

du graphe de g, nous avons pour tout n et tout y P R l’inégalité

gpyq ě ãnpy ´ q̃nq ` gpq̃nq P ãnBpy ´ x, ϵq `B
`
gpxq, ϵ˘. (17.364)

Si ãn n’est pas borné vers le haut, nous prenons y tel que Bpy ´ x, ϵq soit minoré par un nombre
k strictement positif et nous obtenons

gpyq ě kãn ` l (17.365)

avec k et l indépendants de n. Cela donne gpyq “ 8. Si au contraire ãn n’est pas borné vers le bas,
nous prenons y tel que Bpy´x, ϵq est majoré par un nombre k strictement négatif. Nous obtenons
encore gpyq “ 8.

Nous concluons que |ãn| est bornée.

Lemme 17.93 ([89]).
L’application

ϕ : S``pn,Rq Ñ R

A ÞÑ detpAq (17.366)

est log-convave, c’est-à-dire que l’application ln ˝ϕ est concave 42. De façon équivalente, si A,B P
S`` et si α ` β “ 1, alors

detpαA` βBq ě detpAqα detpBqβ. (17.367)

Ici S`` est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives, définition 9.215.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(i) Pseudo-réduction Le théorème de pseudo-réduction simultanée, corolaire 11.36, appliqué

aux matrices A et B nous donne une matrice inversible Q telle que
"
B “ QtDQ (17.368a)
A “ QtQ (17.368b)

avec

D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚, (17.369)

λi ą 0. Nous avons alors

detpAqα detpBqβ “ detpQq2α detpQq2β detpDqβ “ detpQq2 detpDqβ (17.370)

42. La définition 15.78 du logarithme ne fonctionne que pour les réels strictement positifs. C’est le cas du déter-
minant d’une matrice réelle symétrique strictement définie positive.
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(parce que α ` β “ 1) et

detpαA` βBq “ detpαQtQ` βQtDQq (17.371a)
“ det

`
Qtpα1` βDqQ˘ (17.371b)

“ detpQq2 detpα1` βDq. (17.371c)

(ii) Ré-expression L’inégalité (17.367) qu’il nous faut prouver se réduit donc à

detpα1` βDq ě detpDqβ. (17.372)

Vue la forme de D nous avons

detpα1` βDq “
nź

i“1
pα ` βλiq (17.373)

et
detpDqβ “ ` nź

i“1
λi
˘β
. (17.374)

Il faut donc prouver que
nź

i“1
pα ` βλiq ě ` nź

i“1
λi
˘β
. (17.375)

Cette dernière égalité de produit sera prouvée en passant au logarithme.
(iii) Logarithme Puisque le logarithme est concave par l’exemple 17.87, nous avons pour chaque

i que
lnpα ` βλiq ě α lnp1q ` β lnpλiq “ β lnpλiq. (17.376)

En sommant cela sur i et en utilisant les propriétés de croissance et de multiplicativité du
logarithme nous obtenons successivement

nÿ

i“1
lnpα ` βλiq ě β

ÿ

i

lnpλiq (17.377a)

ln
`ź

i

pα ` βλiq
˘ ě ln

´`ź

i

λi
˘β¯ (17.377b)

ź

i

pα ` βλiq ě `ź

i

λi
˘β
, (17.377c)

ce qui est bien (17.375).

Rappel de notations : R` “ r0,8r. Voir la remarque 1.363.

Lemme 17.94 ([1]).
Soit une fonction strictement convexe g : R` Ñ R`. Soit une fonction f : R`ˆR` Ñ R` vérifiant

(1) fp0, 0q “ 0,
(2) fptx, tyq “ tfpx, yq pour tout t (tant que ça ne déborde pas du domaine)
(3) fp1, yq “ gpyq pour tout y
(4) fp0, yq “ fpy, 0q.

Alors f est convexe.

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute paire de points A,B sur le graphe de f , le
segment rA,Bs est au-dessus du graphe de f . Ledit graphe étant d’ailleurs constitué de droites
joignant p0, 0, 0q et les points du graphe de g (situé en x “ 1).

Nous notons C le graphe de f .
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(i) Une corde alignée à O Soient deux point A et B alignés à l’origine O. Un point quelconque
de rA,Bs (et même de toute la droite) s’écrit

`
tAx, tAy, tfpAx, Ayq˘ “ `

tAx, tAy, fptAx, tAyq˘, (17.378)

et donc est sur le graphe de f .
(ii) Autre corde Nous prouvons que rA,Bs X C “ tA,Bu.

Si A et B sont dans le plan x “ 0 alors c’est d’accord parce que le graphe de f dans le plan
est le même que celui de la fonction strictement convexe g.
Si A et B ne sont pas alignés à O et si ils ne sont pas dans le plan x “ 0 alors le plan AOB
coupe le plan x “ 1 en une droite.
Nous supposons l’existence d’un point C P sA,Br X C.
Nous considérons la droite pOAq qui est contenue dans ce plan et dans C (au moins la partie
positive) et nous notons A1 son intersection avec le plan x “ 1. Même chose pour B et C qui
donnent B1 et C 1.
Cela nous donne des points A1, B1 et C 1 qui sont alignés dans le graphe de f en x “ 1. Or
le graphe de f en x “ 1 est le graphe de la fonction g qui est strictement convexe et qui ne
contient donc pas de points alignés.
Nous en concluons que si A,B P C alors sA,Br est soit complètement strictement au-dessus
de C soit complètement strictement en-dessous de C.

Nous prouvons à présent que toutes les cordes sont au-dessus de C. Pour cela, soient A,B P
s0,8r ˆ s0,8r, deux points non alignés à O “ p0, 0q. Nous considérons les points A1, B1 qui sont les
intersections entre les droites pAOq et pBOq et la droite x “ 1 ainsi que le chemin σ qui parcours
le segment rA,A1s et le chemin γ qui parcours le segment rB,B1s :

σp0q “ A, γp0q “ B,

σp1q “ A1, γp1q “ B1.
(17.379)

Pour tout u, la seule droite passant par O et par σpuq passe également par A, et pas par B. En
conséquence de quoi, pour tout u1, u2 P r0, 1s, la droite

`
σpu1qσpu2q˘ ne passe pas par p0, 0q.

Nous considérons à présent non seulement la corde joignant
`
A, fpAq˘ à

`
B, fpBq˘ et la corde

joignant
`
A1, fpA1q˘ à

`
B1, fpB1q˘ mais également toutes les cordes intermédiaires (si vous aimez

les gros mots, vous pouvez parler d’homotopie) :

cpu, tq “ t
´
σptq, f`σpuq˘

¯
` p1 ´ tq

´
γptq, f`γptq˘

¯
(17.380)

Pour chaque u P r0, 1s, cela représente une corde entre deux points non alignés à p0, 0, 0q et donc
une corde qui est soit strictement au-dessus de C soit strictement en-dessous (à par les points
correspondant à t “ 0 et t “ 1 qui, eux, sont sur C).

Soit t0 P s0, 1r. La courbe cpu, t0q avec u P r0, 1s ne touche jamais C. Or le point cp1, t0q est
au-dessus de C, donc le point cp0, t0q est également au-dessus de C.

Nous en concluons que toutes les cordes entre pA, fpAqq et pB, fpBqq est située au-dessus de C
et non en-dessous de C.

17.11.5 Convexité et hessienne

Définition 17.95.
Soit une partie convexe U de Rn et une fonction f : U Ñ R.

(1) La fonction f est convexe si pour tout x, y P U avec x ‰ y et pour tout θ P s0, 1r nous avons

f
`
θx` p1 ´ θqy˘ ď θfpxq ` p1 ´ θqfpyq. (17.381)

(2) Elle est strictement convexe si nous avons l’inégalité stricte.
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Proposition 17.96 ([430]).
Soit Ω ouvert dans Rn et U convexe dans Ω, et une fonction différentiable f : U Ñ R.

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U ,

fpyq ě fpxq ` dfxpy ´ xq. (17.382)

(2) La fonction f est strictement convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U avec x ‰ y,

fpyq ą fpxq ` dfxpy ´ xq. (17.383)

Démonstration. Nous avons quatre petites choses à démontrer.
(i) (1) sens direct Soit une fonction convexe f . Nous avons :

f
`p1 ´ θqx` θy

˘ ď p1 ´ θqfpxq ` θfpyq, (17.384)

donc
f
`
x` θpy ´ xq˘ ´ fpxq ď θ

`
fpyq ´ fpxq˘ (17.385)

Puisque θ ą 0 nous pouvons diviser par θ sans changer le sens de l’inégalité :

f
`
x` θpy ´ xq˘ ´ fpxq

θ
ď fpyq ´ fpxq. (17.386)

Nous prenons la limite θ Ñ 0`. Cette limite est égale à a limite simple θ Ñ 0 et vaut (parce
que f est différentiable) :

Bf
Bpy ´ xqpxq ď fpyq ´ fpxq, (17.387)

et aussi
dfxpy ´ xq ď fpyq ´ fpxq (17.388)

par le lemme 12.265.
(ii) (1) sens inverse Pour tout a ‰ b dans U nous avons

fpbq ě fpaq ` dfapb´ aq. (17.389)

Pour x ‰ y dans U et pour θ P s0, 1r nous écrivons (17.389) pour les couples
`
θx`p1´θqy, y˘

et
`
θx` p1 ´ θqy, x˘. Ça donne :

fpyq ě f
`
θx` p1 ´ θqy˘ ` dfθx`p1´θqy

`
θpy ´ xq˘, (17.390)

et
fpxq ě f

`
θx` p1 ´ θqy˘ ` dfθx`p1´θqy

`p1 ´ θqpx´ yq˘. (17.391)
La différentielle est linéaire ; en multipliant la première par p1 ´ θq et la seconde par θ et en
la somme, les termes en df se simplifient et nous trouvons

θfpxq ` p1 ´ θqfpyq ě f
`
θx` p1 ´ θqy˘. (17.392)

(iii) (2) sens direct Nous avons encore l’équation (17.386), avec une inégalité stricte. Par
contre, ça ne va pas être suffisant parce que le passage à la limite ne conserve pas les inégalités
strictes. Nous devons donc être plus malins.
Soient 0 ă θ ă ω ă 1. Nous avons p1 ´ θqx ` θy P rx, p1 ´ ωqx ` ωys, donc nous pouvons
écrire p1 ´ θqx ` θy sous la forme p1 ´ sqx ` s

`p1 ´ ωqx ` ωy
˘
. Il se fait que c’est bon pour

s “ θ{ω (et aussi que nous avons θ{ω ă 1). Donc nous avons

f
`p1 ´ θqx` θy

˘ “ f
´

p1 ´ θ

ω
qx` θ

ω

`p1 ´ ωqx` ωy
˘¯

(17.393a)

ă p1 ´ θ

ω
qfpxq ` θ

ω
f
`p1 ´ ωqx` ωy

˘
. (17.393b)
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Cela nous permet d’écrire

f
`p1 ´ θqx` θy

˘ ´ fpxq
θ

ă f
`p1 ´ ωqx` ωy

˘

ω
ă fpyq ´ fpxq. (17.394)

Le seconde inégalité est le pendant de (17.386). Maintenant en passant à la limite pour θ
nous conservons une inégalité stricte par rapport à fpyq ´ fpxq :

dfxpy ´ xq ă fpyq ´ fpxq. (17.395)

Avant de lire la proposition suivante, il faut relire la proposition 12.353 et ce qui s’y rapporte.
Lire aussi la remarque 17.86 qui indique qu’il n’y a pas de réciproque dans l’énoncé (2).

Proposition 17.97 ([430]).
Soit une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable sur l’ouvert Ω de Rn et un convexe U Ă Ω.

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0 (17.396)

pour tout x, y P U .
(2) Si pour tout x ‰ y dans U nous avons

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ą 0 (17.397)

alors la fonction f est strictement convexe sur U .

Remarque 17.98.
Notons que la condition (17.396) n’est pas équivalente à demander pd2fqxph, hq ě 0 pour tout h.
En effet nous ne demandons la positivité que dans les directions atteignables comme différence de
deux éléments de U . La partie U n’est pas spécialement ouverte ; elle pourrait n’être qu’une droite
dans R3. Dans ce cas, demander que f (qui est C2 sur l’ouvert Ω) soit convexe sur U ne demande
que la positivité de pd2fqx appliqué à des vecteurs situés sur la droite U .

Démonstration. Il y a trois parties à démontrer.
(i) (1) sens direct Soit une fonction convexe f sur U . Soient aussi x, y P U et h “ y´ x. Nous

utilisons ma version préférée de Taylor 43 : celui de la proposition 12.454 :

fpx` thq “ fpxq ` tdfxphq ` t2

2 pd2
xqph, hq ` t2}h}2αpthq (17.398)

avec limsÑ0 αpsq “ 0. Le fait que f soit convexe donne

0 ď fpx` thq ´ fpxq ´ tdfxphq, (17.399)

et donc
0 ď t2

2 pd2fqxph, hq ` f2}h}2αpthq. (17.400)

En multipliant par 2 et en divisant par t2,

0 ď pd2fqxph, hq ` 2}h}2αpthq. (17.401)

En prenant t Ñ 0 nous avons bien pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0.

43. Si vous présentez ceci au jury d’un concours, vous devriez être capable de raconter ce que signifie d2f , et
pourquoi nous l’utilisons comme une 2-forme.
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(ii) (1) sens inverse Soient x, y P U . Nous écrivons Taylor en version de la proposition 12.455 :

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2pd2fqzpy ´ x, y ´ xq (17.402)

pour un certain z P sx, yr. En vertu de ce qui a été dit dans la remarque 17.98 nous ne
pouvons pas évoquer l’hypothèse (17.396) pour conclure que pd2fqzpy ´ x, y ´ xq ě 0. Il y a
deux manières de nous sortir du problème :

— Trouver s P U tel que y ´ x “ s´ z.
— Trouver un multiple de y ´ x qui soit de la forme y ´ x.

La première approche ne fonctionne pas parce que s “ y´x`z n’est pas garanti d’être dans
U ; par exemple avec x “ 1, z “ 2, y “ 3 et U “ r0, 3s. Dans ce cas s “ 4 R U .
Heureusement nous avons z “ θx ` p1 ´ θqy, donc z ´ x “ p1 ´ θqpy ´ xq. Dans ce cas la
bilinéarité de pd2fqz donne 44

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2

1
p1 ´ θq2 pd2fqzpz ´ x, z ´ xq

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
ě0

. (17.403)

Nous en déduisons que f est convexe par la proposition 17.96(1).
(iii) (2) Le raisonnement que nous venons de faire pour le sens inverse de (1) tient encore, et

nous avons
fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1

2
1

p1 ´ θq2 pd2fqzpz ´ x, z ´ xq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ą0

(17.404)

d’où nous déduisons la stricte convexité de f par la proposition 17.96(2).

Corolaire 17.99.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction deux fois différentiable f sur Ω.

(1) La fonction f est convexe si et seulement si pour tout x, la matrice hessienne d2fx est semi-
définie positive.

(2) Si pour tout x de Ω, la matrice hessienne d2fx est strictement définie positive, alors f est
strictement convexe.

Démonstration. Nous pouvons voir ce résultat comme une conséquence directe de la proposi-
tion 17.97 en posant U “ Ω. Nous allons cependant en donner une démonstration directe.

Soit a P Ω et posons la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpaq ´ pdfqapx´ aq. (17.405)

Nous allons calculer des différentielles de f , et une chose importante à comprendre est que la
différentielle de la fonction x ÞÑ dfapx´aq ne fait pas intervenir la différentielle seconde de f ; c’est
la différentielle de a ÞÑ dfapxq qui demanderait la différentielle seconde de f . Ici la point a étant
donné, dfa est une application linéaire sans histoires. En particulier, dfapx´ aq “ dfapxq ´ dfapaq.

La fonction g vérifie :
(1) gpaq “ 0,
(2) dgx “ dfx ´ dfa, parce que la différentielle de x ÞÑ dfapxq est x ÞÑ dfapxq en vertu du

lemme 11.180.
(3) dga “ 0. Le point a est un point critique de g.

44. Si vous avez bien suivi, la bilinéarité est contenue dans la proposition 12.353.
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(4) d2gx “ d2fx parce que la différentielle de x ÞÑ dfa est nulle.
Ceci étant dit, nous pouvons commencer avec la preuve.

(i) (1) sens direct Nous supposons que f est convexe. Alors gpxq ě 0 pour tout x par la
caractérisation 17.96(1). Cela signifie que x “ 0 est un minimum global de g. Par conséquent
la proposition 17.73(3) nous dit que la Hessienne d2fa est semi-définie positive.

(ii) (1) sens inverse Nous sommes dans le cas de la proposition 17.73(1). Le point x “ a est
un minimum local de g, ce qui signifie que gpxq ě 0 pour tout x de Ω. Encore une fois la
caractérisation 17.96(1) nous permet de conclure.

(iii) (2) La fonction g vérifie les conditions de 17.73(2), donc x “ 0 est un minimum local strict
de g. La caractérisation 17.96(2) nous fait conclure que f est strictement convexe.

17.100.
Nous rappelons que, avec p ą 1, la fonction

f : r0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(17.406)

est strictement croissante. La proposition 12.407 est formelle sur ce point.

Lemme 17.101.
Soient un réel a, et p ą 1. L’équation

|x|p “ ax (17.407)

possède au plus deux solutions réelles.

Démonstration. En deux parties suivant le signe de a.
(i) Si a “ 0 Alors l’équation est |x|p “ 0, et l’unique solution est x “ 0
(ii) Si a ą 0 Si x ă 0 alors ax ă 0 et |x|p ´ ax ą |x|p ą 0. Cela prouve que notre équation n’a

pas de solutions x ă 0 lorsque a ą 0.
Cherchons donc des solutions avec x ě 0. D’abord |x| “ x et ensuite, en posant p “ 1 ` δ
(δ ą 0), nous avons la factorisation

xp ´ ax “ xpxδ ´ aq “ 0. (17.408)

Poser x “ 0 est clairement une solution. Si x ‰ 0, nous avons le raisonnement suivant. Les
réels formant un corps, c’est un anneau intègre qui vérifie alors la règle du produit nul 45.
Cela pour dire que si x ‰ 0, alors

xδ “ a. (17.409)

La proposition 12.414 nous dit que cela a une unique solution dans les réels positifs.
(iii) Si a ă 0 Ce cas se traite de façons similaire 46.

Proposition 17.102.
Soit 1 ă p ă 8. La fonction

f : Rn Ñ R

x ÞÑ }x}p (17.410)

est strictement convexe.

45. Voir le lemme 1.242 et la définition 1.221.
46. Vérifiez par vous-même et écrivez-moi si il y a un problème (personnellement, je n’ai pas vérifié.).
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Démonstration. La preuve va se diviser en deux parties. D’abord nous allons utiliser la matrice
Hessienne pour démontrer le résultat sur l’ouvert Rnzt0u, et ensuite nous allons un peu bricoler
pour ajouter 0 au domaine de stricte convexité 47.

(i) La Hessienne Nous notons

fppxq “ }x}p “ `ÿ

i

x2
i

˘p{2
, (17.411)

et nous dérivons : Bfp
Bxi pxq “ p

22xi
`ÿ

i

x2
i

˘pp´2q{2 “ pxifp´2pxq. (17.412)

Cela n’est déjà pas bien défini en x “ 0 lorsque p ă 2, mais qu’importe ? Nous dérivons
encore en utilisant entre autres la formule (17.412) elle-même avec p Ñ p´ 2 :

B2fp
BxjBxi pxq “ pδij

}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}p´ 4}. (17.413)

Nous avons donc la matrice Hessienne

Hijpxq “ pδij}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}x}p´4. (17.414)

Pour prouver que cette matrice est strictement définie positive, nous avons le choix entre la
proposition 9.218(1) ou le lemme 9.219(1). Nous utilisons le second. Nous avons 48 :

y·Hpxqy “
ÿ

kl

ykHpxqklyl (17.415a)

“ p
ÿ

l

y2
l }x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4

ÿ

kl

xkykxlyl (17.415b)

“ p}y}2}x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4px· yq2 (17.415c)
“ p}x}p´4`}y}2}x}2 ` pp´ 2qpx· yq2˘ (17.415d)
ą p}x}p´4`}y}2}x}2 ´ px· yq2˘ (17.415e)
ě 0. (17.415f)

Justifications :
— Pour 17.415e. Puisque p ą 1 nous avons p ´ 2 ą ´1. Là, l’inégalité est stricte et c’est

important.
— Pour 17.415f. C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz du théorème 11.1.

Voilà. La matrice Hessienne est strictement définie positive par le lemme 9.219(1) surRnzt0u.
Le corolaire 17.99(1) nous indique que pour tout x, y P Rnzt0u et pour tout θ P s0, 1r,

fp
`
θx` p1 ´ θqy˘ ă θfppxq ` p1 ´ θqfppyq (17.416)

pourvu que θx` p1 ´ θqy ‰ 0 pour tout θ.
(ii) La suite Nous devons prouver que l’inéquation (17.416) tient également lorsque θx ` p1 ´

θqy “ 0 pour une certaine valeur θ “ θ0 P s0, 1r.
(iii) Les cordes passant par zéro Pour ce faire, nous allons montrer que le segment de droite

joignant
`
a, fppaq˘ à pb, fppbqq est toujours au-dessus de la courbe

`
x, fppxq˘. Nous commen-

çons par b “ 0. Vu que p ą 1 et que θ P s0, 1r nous avons

}θa}p “ |θ|p}a}p ă θ}a}p “ θfppaq. (17.417)
47. Si quelqu’un sait comment éviter ce bricolage en deux parties, je suis preneur.
48. Si vous ne savez pas où placer les indices, voyez la proposition 9.171.
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(iv) Les cordes passant au-dessus de zéro Dans le cas b ‰ 0 nous considérons

l1 : ra, bs Ñ R

x ÞÑ l1pxq (17.418)

tel que
`
x, l1pxq˘ soit (le segment) la droite joignant

`
a, }a}p˘ à

`
b, }b}p˘.

Nous considérons aussi, pour x P r0, as la fonction l2 telle que
`
x, l2pxq˘ soit la droite joignant

p0, 0q à
`
a, }a}p˘. Nous avons déjà vu que pour x P s0, ar nous avons l1pxq ą }x}p.

Nous avons l1paq “ l2paq “ }a}p. Donc l2pxq ´ l1pxq ne change pas de signe sur r0, as. Mais
comme l1p0q ą 0 “ l2p0q nous avons

l2pxq ą l1pxq (17.419)

pour tout x P r0, as.
Au final, l2pxq ą l1pxq ą fppxq.
Pour la partie rb, 0s nous faisons de même en considérant l3 de telle sorte que

`
x, l3pxq˘ soit

le segment joignant p0, 0q à
`
b, }b}p˘.

17.11.6 Quelques inégalités

17.11.6.1 Inégalité de Jensen

Proposition 17.103 (Inégalité de Jensen).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et des réels x1,. . ., xn. Soient des nombres positifs λ1,. . ., λn
formant une combinaison convexe 49. Alors

f
`ÿ

i

λixi
˘ ď

ÿ

i

λifpxiq. (17.420)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n, en sachant que n “ 2 est la définition de la
convexité de f . Vu que

nÿ

k“1
λkxk “ λnxn ` p1 ´ λnq

n´1ÿ

k“1

λkxk
1 ´ λn

, (17.421)

nous avons

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1 ´ λnqf`
n´1ÿ

k“1

λkxk
1 ´ λn

˘
. (17.422)

La chose à remarquer est que les nombres λk
1´λn

avec k allant de 1 à n ´ 1 forment eux-mêmes
une combinaison convexe. L’hypothèse de récurrence peut donc s’appliquer au second terme du
membre de droite :

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1 ´ λnq
n´1ÿ

k“1

λk
1 ´ λn

fpxkq “ λnfpxnq `
n´1ÿ

k“1
λkfpxkq. (17.423)

49. Définition 8.32.
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17.11.6.2 Inégalité arithmético-géométrique

La proposition suivante dit que la moyenne arithmétique de nombres strictement positifs est
supérieure ou égale à la moyenne géométrique.

Proposition 17.104 (Inégalité arithmético-géométrique[436]).
Soient x1,. . ., xn des nombres strictement positifs. Nous posons

ma “ 1
n

px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq (17.424)

et
mg “ n

?
x1 . . . xn (17.425)

Alors mg ď ma et mg “ ma si et seulement si xi “ xj pour tout i, j.

Démonstration. Par hypothèse les nombres ma et mg sont tous deux strictement positifs, de telle
sorte qu’il est équivalent de prouver lnpmgq ď lnpmaq ou encore

1
n

`
lnpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` lnpxnq˘ ď ln

ˆ
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙
. (17.426)

Cela n’est rien d’autre que l’inégalité de Jensen de la proposition 17.103 appliquée à la fonction ln
et aux coefficients λi “ 1

n .

17.11.6.3 Inégalité de Kantorovitch

Proposition 17.105 (Inégalité de Kantorovitch[437]).
Soit A une matrice symétrique strictement définie positive dont les plus grandes et plus petites
valeurs propres sont λmin et λmax. Alors pour tout x P Rn nous avons

xAx, xyxA´1x, xy ď 1
4

ˆ
λmin
λmax

` λmax
λmin

˙2
}x4}. (17.427)

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que }x} “ 1. Nous diagonalisons 50

la matrice A par la matrice orthogonale P P Opn,Rq : A “ PDP´1 et A´1 “ PD´1P´1 où D est
une matrice diagonale formée des valeurs propres de A.

Nous posons α “ ?
λminλmax et nous regardons la matrice

1
α
A` αA´1 (17.428)

dont les valeurs propres sont
λi
α

` α

λi
(17.429)

parce que les vecteurs propres de A et de A´1 sont les mêmes (ce sont les valeurs de la diagonale
de D). Nous allons quelque peu étudier la fonction

θpxq “ x

α
` α

x
. (17.430)

Elle est convexe en tant que somme de deux fonctions convexes. Elle a son minimum en x “ α et
ce minimum vaut θpαq “ 2. De plus

θpλmaxq “ θpλminq “
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.431)

50. Théorème spectral 9.212.
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Une fonction convexe passant deux fois par la même valeur doit forcément être plus petite que
cette valeur entre les deux 51 : pour tout x P rλmin, λmaxs,

θpxq ď
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.432)

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans l’inégalité de Kantorovitch.

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2

ˆxAx, xy
α

` αxA´1x, xy
˙

(17.433a)

“ 1
2x`A

α
` αA´1˘x, xy (17.433b)

ď 1
2

›››
`A
α

` αA´1˘x}}x} (17.433c)

ď 1
2}A
α

` αA´1} (17.433d)

Justifications :
— 17.433a par l’inégalité arithmético-géométrique, proposition 17.104. Nous avons aussi inséré

α 1
α dans le produit sous la racine.

— 17.433c par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 11.1.
— 17.433d par la définition de la norme opérateur de la proposition 11.50

La norme opérateur est la plus grande des valeurs propres. Mais les valeurs propres de A{α`αA´1

sont de la forme θpλiq, et tous les λi sont entre λmin et λmax. Donc la plus grande valeur propre
de A{α ` αA´1 est θpxq pour un certain x P rλmin, λmaxs. Par conséquent

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2}A
α

` αA´1} ď
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.434)

17.11.6.4 Inégalité de Hölder

17.11.7 Norme lp

Si vous êtes seulement intéressés par le cas p “ 1, 2 ou le cas p “ 8, allez voir la proposition
11.40.

Proposition 17.106.
Pour tout réel p ě 1, la formule

}x}Lp “
´ nÿ

i“1
|xi|p

¯1{p
, (17.435)

définit une norme 52 sur Rn.

Démonstration. Le seul point un peu délicat parmi les propriétés à vérifier de la définition 7.136
est l’inégalité triangulaire. Grâce au lemme 7.138, nous allons seulement montrer que la partie
B “ tx P Rn tel que }x}p ď 1u est convexe.

Soient x, y P B ainsi que λ P r0, 1s. La fonction

α : r0,8r Ñ r0,8r
t ÞÑ tp

(17.436)

51. Je ne suis pas certain que cette phrase soit claire, non ?
52. Définition 7.136.
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est convexe par le lemme 17.88. Nous avons donc le calcul suivant :

}λx` p1 ´ λqy}pp “
nÿ

i“1
|λxi ` p1 ´ λqyi|p (17.437a)

ď
ÿ

i

`
λ|xi| ` p1 ´ λq|yi|

˘p (17.437b)

ď
ÿ

i

λp|xi|p ` p1 ´ λqp|yi|p (17.437c)

ď
ÿ

i

λ|xi|p `
ÿ

i

p1 ´ λq|yi|p (17.437d)

“ λ}x}pp ` p1 ´ λq}y}pp (17.437e)
ď λ` p1 ´ λq (17.437f)
“ 1. (17.437g)

Justifications.
— Pour (17.437b). L’inégalité |a` b| ď |a| ` |b|.
— Pour (17.437c). La fonction α est convexe.
— Pour (17.437d). Nous avons λ P r0, 1s et p ě 1 et donc λp ď λ par 12.408.
— Pour (17.437f). Parce que x P B implique }x}p ď 1 qui implique }x}pp ď 1.

17.11.8 Hölder

Notre étude de la fonction puissance permet de démontrer quelques inégalités de Hölder. Voir
le thème 24.

Théorème 17.107 ([438]).
Si 1 ď p ă 8, alors pour tout x P Rn nous avons 53

}x}8 ď }x}p ď n1{p}x}8. (17.438)

Démonstration. Vu que la fonction t ÞÑ |t|p est croissante pour les t positifs 54, pour chaque i nous
avons

|xi| ď
˜ÿ

k

|xk|p
¸1{p

“ }x}p. (17.439)

Cela montre que
}x}8 “ maxt|xi|u ď }x}p. (17.440)

D’autre part, pour chaque i nous avons |xi| ď }x}8, donc

}x}p ď `
n}x}8

˘1{p “ n1{p}x}8. (17.441)

Le corolaire suivant donne une façon de majorer une norme ℓp par une norme ℓq moyennant
un facteur. Notons cependant que l’inégalité de Hölder de la proposition 17.112 est plus précise.
Ce corolaire est suffisant pour prouver l’équivalence des normes ℓp.

Corolaire 17.108.
Soient p ě 1 et q ď 8. Pour tout x P Rn nous avons

}x}p ď n1{p}x}q. (17.442)
53. Définition de la norme }.}p sur Rn, proposition 17.106.
54. Parce que p ě 1 et la proposition 12.407.
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Démonstration. Il suffit d’utiliser les deux inégalités du théorème 17.107. D’abord la seconde avec
p, et ensuite la première avec q.

Si vous cherchez l’inégalité de Hölder dans Lp, c’est la proposition 27.33. Les normes ℓp sont
définies dans 17.106.

Lemme 17.109 ([439]).
Soient x, y ą 0 ainsi que α, β ą 0 tels que α ` β “ 1. Alors

xy ď αx1{α ` βe1{β. (17.443)

Nous avons
xy “ αx1{α ` βe1{β (17.444)

si et seulement si x1{α “ y1{β.

Démonstration. Nous utilisons le logarithme 55 et ses propriétés (surtout la proposition 15.81).
D’abord

xy “ elnpxyq “ elnpxq`lnpyq “ e
α

lnpxq

α
` lnpyq

β (17.445)

Comme l’exponentielle est strictement convexe (exemple 17.87(3)) et vu que α`β “ 1, nous avons

xye
α

lnpxq

α
` lnpyq

β ď αelnpxq{α ` βelnpyq{β “ αx1{α ` βy1{β. (17.446)

Puisque α et β ne sont pas nuls, l’inégalité (17.446) est une égalité si et seulement si

lnpxq
α

“ lnpyq
β

. (17.447)

Cela signifie lnpx1{αq “ lnpy1{βq, qui implique x1{α “ y1{β parce que le logarithme est une bijection.

Corolaire 17.110.
Si p, q ą 0 vérifient 1

p ` 1
q “ 1 et si p ą 1 alors nous avons

xy ď 1
p
xp ` 1

q
yq (17.448)

pour tout x, y ě 0, avec une égalité si et seulement si xp “ yq.

Démonstration. Il suffit de poser α “ 1{p et β “ 1{q et appliquer le lemme 17.109.

Théorème 17.111 (Inégalité de Hölder[439]).
Soient p, q ą 0 tels que 1

p ` 1
q “ 1. Pour tout x, y P Rn nous avons 56

|x· y| “
nÿ

i“1
|xiyi| ď }x}p}x}q. (17.449)

Il y a égalité si et seulement si xiyi est de signe constant 57 et les vecteurs
ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei

sont proportionnels.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Le cas des vecteurs nuls Si x ou y est nul, les inégalités sont évidentes. Donc nous sup-

posons que non.

55. Définition 15.78
56. Définition de la norme }.}p, proposition 17.106.
57. Je n’utilie pas cette hypothèse de signe constant. Il doit y avoir une subtilité qui m’a échappée. Soyez prudent en

lisant et écrivez-moi si vous trouvez une erreur.
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(ii) Première inégalité En ce qui concerne la première inégalité,

|x· y| “ |
ÿ

i

xiyi| ď
ÿ

i

|xi||yi| ď
ÿ

i

ˆ
1
p

|xi|p ` 1
q

|yi|q
˙

(17.450)

où nous avons utilisé le corolaire 17.110 dans chaque terme de la somme en tenant compte
du fait que |xi| et |yi| sont positifs.

(iii) Seconde inégalité Pour la seconde inégalité, nous commençons avec }x}p “ }y}q “ 1.
Utilisant encore le corolaire 17.110 pour chaque terme, nous avons

ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p
loomoon

“1

`1
q

ÿ

i

|yi|q
loomoon

“1

“ 1
p

` 1
q

“ 1 “ }x}p}y}q. (17.451)

Si maintenant x et y sont arbitraires non nuls dans Rn, nous posons x1 “ x{}x}p et y1 “
y{}y}q ; nous savons déjà que ÿ

i

|x1
iy

1
i| ď 1. (17.452)

En remplaçant x1
i par xi{}x}p et y1

i par yi{}y}q, l’inégalité (17.452) devient

ÿ

i

|xi|yi
}x}p}y}q ď 1, (17.453)

ce qui signifie ÿ

i

|xiyi| ď }x}p}y}q. (17.454)

(iv) Cas d’égalité, dans un sens Nous notons

D “ tpx, yq P Rn ˆRn tel que
ÿ

i

|xiyi| “ }x}p}y}qu. (17.455)

(i) Multiplications D’abord si px, yq P D, alors pµx, λyq P D pour tout µ, λ P R. En effet,
ÿ

i

|pµxqipλyqi| “ |µ||λ|
ÿ

i

|xiyi| “ |µ||λ|}x}p}y}q “ }µx}p}λy}q. (17.456)

(ii) Avec normes égales à 1 Soit px, yq P D tels que }x}p “ }y}q “ 1. Nous avons en particu-
lier,

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q (17.457)

grâce à l’inégalité (17.448) appliquée à chaque terme. Vu que }x}p “ 1, nous avonsř
i |xi|p “ 1, de telle sorte que le membre de droite de (17.457) se réduise à 1

p ` 1
q “ 1.

Nous pouvons donc écrire

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q “ 1. (17.458)

L’inégalité est donc une égalité :
ÿ

i

|xiyi| “
ÿ

i

ˆ
1
p

|xi|p ` 1
q

|yi|q
˙
. (17.459)

Mais chaque terme à gauche est en inégalité avec le terme correspondant à droite :

|xiyi| ď 1
p

|xi|p ` 1
q

|yi|q. (17.460)
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Pour que le tout soit une égalité, il faut que chaque inégalité (17.460) soit une égalité.
Pour chaque i, nous avons

|xiyi| “ 1
p

|xi|p ` 1
q

|yi|q. (17.461)

La condition d’égalité du corolaire 17.110 nous dit alors que |xi|p “ |yi|q.
(iii) Avec normes arbitraires Soit donc px, yq P D. Nous savons qu’en posant x1 “ x{}x}p et

y1 “ y{}y}q nous avons px1, y1q P D et donc
ˆ |xi|

}x}p
˙p

“
ˆ |yi|

}y}q
˙q

. (17.462)

Cela donne tout de suite
|xi|p “ }x}pp

}y}qq |yi|q, (17.463)

ce qui est bien ce que nous voulions : le vecteur
ř
i |xi|pei est proportionnel au vecteurř

i |yi|qei.
(v) Cas d’égalité dans l’autre sens[1] Nous supposons que les vecteurs

ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei

sont proportionnels. Nous nommons cq le facteur de proportionnalité, c’est-à-dire que nous
posons

|xi|p “ cq|yi|q. (17.464)

Dans ce cas, pour chaque i, les nombres c|yi| et |xi| sont dans le cas d’égalité du corolaire
17.110. Nous avons alors

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c

ÿ

i

c|xi||yi| (17.465a)

“ 1
c

ˆ
1
p

|xi|p ` 1
q

`
c|yi|

˘q
˙

(17.465b)

“ 1
c

ÿ

i

ˆ
1
p

|xi|p ` 1
q

|xi|p
˙

(17.465c)

“ 1
c

ÿ

i

|xi|p. (17.465d)

Et c’est maintenant que nous subdivisons.
(i) Si }x}p “ }y}q “ 1 Dans ce cas, l’égalité (17.465) se réduisent à

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c
. (17.466)

Mais l’hypothèse sur les normes donne

1 “
ÿ

i

|xi|p “
ÿ

i

cq|yi|q “ cq
ÿ

i

|yi|q “ cq. (17.467)

Donc c “ 1 et nous avons bien
ÿ

i

|xiyi| “ 1
c

“ 1 “ }x}p}y}q. (17.468)

(ii) Pour des normes arbitraires Soit px, yq P Rn ˆRn tels que |xi|p “ cq|yi|q. Nous posons
comme d’habitude x1 “ x{}x}p et y1 “ y{}y}q. En utilisant le cas « de norme 1 » nous
avons

1 “
ÿ

i

|x1
iy

1
i| “ 1

}x}p}yq}
ÿ

i

|xiyi|. (17.469)

Donc
ř
i |xiyi| “ }x}p}y}q comme nous le voulions.
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La majoration de la proposition suivante sera utile pour les inégalités de Clarkson du lemme
27.135. Pour d’autres inégalités (plus simples) autour des normes }.}p, voir le thème 24.

Proposition 17.112 ([439]).
Si x P Rn et si 0 ă q ă p, alors

}x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p. (17.470)

En particulier, si 0 ă q ă p, alors
}x}p ď }x}p. (17.471)

Démonstration. Nous posons P “ p{q et Q “ P {pP ´ 1q. Les nombres P et Q sont des exposants
conjugués, parce que

1
P

` 1
Q

“ q

p
` p´ q

p
“ 1. (17.472)

Nous posons y “ p1, . . . , 1q P Rn ainsi que

v “
ÿ

i

|xi|qei, (17.473)

et nous écrivons l’inégalité de Hölder de la proposition 17.111 sur les vecteurs v et y :
ÿ

i

|viyi| ď }v}P }y}Q. (17.474)

En déballant,

ÿ

i

|xi|q ď
˜ÿ

i

p|xi|qqP
¸1{P ` ÿ

i

1Q
loomoon

“n

˘1{Q (17.475a)

“
˜ÿ

i

|xi|p
¸q{p

n1{Q (17.475b)

“ n1´q{p}x}qp. (17.475c)

Cela donne
}x}qq ď n1´q{p}x}qp. (17.476)

En prenant la puissance 1{q des deux côtés,

}x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p (17.477)

17.12 Trucs et astuces de calcul d’intégrales

Afin d’alléger le texte de calculs parfois un peu longs, nous regroupons ici les intégrales à une
variable que nous devons utiliser dans les autres parties du cours.

17.12.1 Quelques intégrales « usuelles »

(1) L’intégrale

I “
ż
x lnpxqdx “ x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘

(17.478)
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se fait par partie en posant
u “ lnpxq, dv “ x dx

du “ 1
x
dx, v “ x2

2 ,
(17.479)

et ensuite

I “ lnpxqx
2

2 ´
ż
x

2 “ x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘
. (17.480)

(2) L’intégrale

I “
ż
x lnpx2qdx “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (17.481)

En utilisant le fait que lnpu2q “ 2 lnpuq, nous retombons sur une intégrale du type (1) :

I “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (17.482)

(3) L’intégrale

I “
ż
x lnp1 ` x2qdx “ 1

2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1
2 (17.483)

se traite en posant v “ 1 ` x2 de telle sorte à avoir dx “ dv
2x et donc

I “ 1
2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1

2 . (17.484)

(4) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθq ln
ˆ

1 ` 1
cos2pθq

˙
dθ (17.485)

demande le changement de variable u “ cospθq, dθ “ ´ du
sinpθq . Nous tombons sur l’intégrale

I “ ´
ż
u ln

ˆ
1 ` u2

u2

˙
“ ´

ż
u lnp1 ` u2q `

ż
u lnpu2q, (17.486)

qui sont deux intégrales déjà faites. Nous trouvons

I “ ´1
2 ln

ˆ
sin2pθq ´ 1
sin2pθq ´ 2

˙
sin2pθq ´ ln

`
sin2pθq ´ 2

˘ ` 1
2 ln

`
sin2pθq ´ 1

˘
(17.487)

(5) L’intégrale
ż

r3

1 ` r2dr “ r2

2 ´ 1
2 lnpr2 ` 1q. (17.488)

commence par faire la division euclidienne de r3 par r2 ` 1 ; ce que nous trouvons est r3 “
pr2 ` 1qr ´ r. Il reste à intégrer

ż
r3

1 ` r2dr “
ż
r dr ´

ż
r

1 ` r2dr. (17.489)

La fonction dans la seconde intégrale est r
1`r2 “ 1

2
f 1prq
fprq où fprq “ 1 ` r2, et donc

ş
r

1`r2 “
1
2 lnp1 ` r2q. Au final,

I “ 1
2r

2 ´ 1
2 lnpr2 ` 1q. (17.490)
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(6) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθqdθ “ sin2pθq
2 (17.491)

se traite par le changement de variable u “ sinpθq, du “ cospθqdθ, et donc
ż

cospθq sinpθqdθ “
ż
udu “ u2

2 “ sin2pθq
2 . (17.492)

(7) L’intégrale
ż a

1 ` x2dx “ x

2
a

1 ` x2 ` 1
2 arcsinhpxq (17.493)

s’obtient en effectuant le changement de variable u “ sinhpξq.
(8) L’intégrale

ż
cos2pxq sin2pxqdx “ x

8 ´ sinp4xq
32 (17.494)

s’obtient à coups de formules de trigonométrie. D’abord, sinptq cosptq “ 1
2 sin2p2tq fait en

sorte que la fonction à intégrer devient

fpxq “ 1
4 sin2pxq. (17.495)

Ensuite nous utilisons le fait que sin2ptq “ p1 ´ cosp2tqq{2 pour transformer la formule à
intégrer en

fpxq “ 1 ´ cosp4xq
8 . (17.496)

Cela s’intègre facilement en posant u “ 4x, et le résultat est
ż
fpxqdx “ x

8 ´ sinp4xq
32 . (17.497)

(9) La fonction

sincpxq “ sinpxq
x

(17.498)

est le sinus cardinal de x. Nous allons montrer que

ż 8

0

ˇ̌
sincpxqˇ̌dx “ 8 . (17.499)

D’abord nous avons ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
t

dt ě
ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
nπ

dt, (17.500)

mais par périodicité, ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌dt “

ż π

0
sinptqdt “ 2. (17.501)

Par conséquent ż nπ

0

ˇ̌
sincptqˇ̌dt ě 2

π

nÿ

k“1

1
k
, (17.502)

ce qui diverge lorsque n Ñ 8.
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(10) Les intégrales, pour ϵ ą 0, ż 8

0
cospkxqe´ϵxdx “ ϵ

k2 ` ϵ2
(17.503)

et ż 8

0
sinpkxqe´ϵxdx “ k

k2 ` ϵ2
(17.504)

se calculent deux fois par partie. Nous posons

I “
ż 8

0
cospkxqe´ϵxdx (17.505a)

J “
ż 8

0
sinpkxqe´ϵxdx. (17.505b)

L’intégrale I s’effectue par partie en posant u “ cospkxq et v1 “ e´ϵx. Un peu de calcul
montre que

I “ 1
ϵ

´ k

ϵ
J. (17.506)

Par ailleurs l’intégrale J se fait également par partie pour obtenir

J “ k

ϵ
I. (17.507)

En résolvant pour I et J les deux équations déduites, nous trouvons

I “ ϵ

k2 ` ϵ2
(17.508a)

J “ k

k2 ` ϵ2
. (17.508b)

17.12.2 Reformer un carré au dénominateur

Lorsqu’on a un second degré au dénominateur, le bon plan est de reformer un carré parfait.
Par exemple :

x2 ` 2x` 2 “ px` 1q2 ` 1. (17.509)
Ensuite, le changement de variable t “ x` 1 est pratique parce que cela donne t2 ` 1 au dénomi-
nateur.

Cherchons
I “

ż 1 ´ x

x2 ` 2x` 2dx “
ż 1 ´ x

px` 1q2 ` 1dx “
ż 1 ´ pt´ 1q

t2 ` 1 (17.510)

où nous avons fait le changement de variable t “ x ` 1, dt “ dx. L’intégrale se coupe maintenant
en deux parties :

I “
ż ´t
t2 ` 1 `

ż 2
t2 ` 1 . (17.511)

La seconde est dans les formulaires et vaut

2 arctanptq “ 2 arctanpx` 1q, (17.512)

tandis que la première est presque de la forme f 1{f :
ż

t

t2 ` 1 “ 1
2

ż 2t
t2 ` 1 “ 1

2 lnpt1 ` 1q “ 1
2 lnpu2 ` 2u` 2q. (17.513)

17.12.3 Décomposition en fractions simples

La décomposition en fractions simples décrite en 19.1.6 permet d’intégrer des fractions ration-
nelles. Elle peut parfois être évitée par la méthode de Rothstein-Trager que nous expliquerons dans
20.14.4.
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17.13 Algorithme du gradient à pas optimal

Une idée pour trouver un minimum à une fonction est de prendre un point p au hasard, calculer
le gradient ∇fppq et suivre la direction ´∇fppq tant que ça descend. Une fois qu’on est « dans le
creux », recalculer le gradient et continuer ainsi.

Nous allons détailler cet algorithme dans un cas très particulier d’une matrice A symétrique et
strictement définie positive.

— Dans la proposition 17.114 nous montrons que résoudre le système linéaire Ax “ ´b est
équivalent à minimiser une certaine fonction.

— La proposition 17.115 donnera une méthode itérative pour trouver ce minimum.

Définition 17.113.
Si X est un espace vectoriel normé et f : X Ñ R Y t˘8u nous disons que f est coercive sur le
domaine non borné P de X si pour tout M P R, l’ensemble

tx P P tel que fpxq ď Mu (17.514)

est borné.

En langage imagé la coercivité de f s’exprime par la limite

lim
}x}Ñ8
xPP

fpxq “ `8. (17.515)

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 9.216.

Proposition 17.114.
Soit A P S``pn,Rq et b P Rn. Nous considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy. (17.516)

Alors :

(1) Il existe un unique x̄ P Rn tel que Ax̄ “ ´b.
(2) Il existe un unique x˚ P Rn minimisant f .
(3) Ils sont égaux : x̄ “ x˚.

Démonstration. Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible, entre autres
parce qu’elle se diagonalise par des matrices orthogonales (qui sont inversibles) et que la matrice
diagonalisée est de déterminant non nul : tous les éléments diagonaux sont strictement positifs.
Voir le théorème spectral symétrique 9.212.

D’où l’unicité du x̄ résolvant le système Ax “ ´b pour n’importe quel b.

(i) f est strictement convexe La fonction f s’écrit

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk. (17.517)

Elle est de classe C2 sans problèmes, et il est vite vu que B2f
BxiBxj

“ Aij , c’est-à-dire que A est
la matrice hessienne de f . Cette matrice étant strictement définie positive par hypothèse, la
fonction f est strictement convexe par le corolaire 17.99(2).
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(ii) f est coercive Montrons à présent que f est coercive. Nous avons :

|fpxq| “ ˇ̌1
2xAx, xy ` xb, xyˇ̌ (17.518a)

ě 1
2 |xAx, xy| ´ |xb, xy| (17.518b)

ě 1
2λmax}x}2 ´ }b}}x} (17.518c)

Pour la dernière ligne nous avons nommé λmax la plus grande valeur propre de A et utilisé
Cauchy-Schwarz pour le second terme. Nous avons donc bien |fpxq| Ñ 8 lorsque }x} Ñ 8
et la fonction f est coercive.

Soit M une valeur atteinte par f . L’ensemble

tx P Rn tel que fpxq ď Mu (17.519)

est fermé (parce que f est continue) et borné parce que f est coercive. Cela est donc compact 58

et f atteint un minimum qui sera forcément dedans. Cela est pour l’existence d’un minimum.
Pour l’unicité du minimum nous invoquons la convexité : si x̄1 et x̄2 sont deux points réalisant

le minimum de f , alors

f

ˆ
x̄1 ` x̄2

2

˙
ă 1

2fpx̄1q ` 1
2fpx̄2q “ fpx̄1q, (17.520)

ce qui contredit la minimalité de fpx̄1q.
Nous devons maintenant prouver que x̄ vérifie l’équation Ax̄ “ ´b. Vu que x̄ est minimum

local de f qui est une fonction de classe C2, le théorème des minimums locaux 17.72 nous indique
que x̄ est solution de ∇fpxq “ 0. Calculons un peu cela avec la formule

dfxpuq “ d

dt

”
fpx`tuq

ı
t“0

“ 1
2
`xAx, uy`xAu, xy˘`xb, uy “ xAx, uy`xb, uy “ xAx`b, uy. (17.521)

Donc demander dfxpuq “ 0 pour tout u demande Ax` b “ 0.

Proposition 17.115 (Gradient à pas optimal).
Soit A P S``pn,Rq (A est une matrice symétrique strictement définie positive) et b P Rn. Nous
considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy. (17.522)

Soit x0 P Rn. Nous définissons la suite pxkq par

xk`1 “ xk ` tkdk (17.523)

où
— dk “ ´p∇fqpxkq
— tk est la valeur minimisant la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq sur R.

Alors pour tout k ě 0 nous avons

}xk ´ x̄} ď K

ˆ
c2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙k
(17.524)

où c2pAq “ λmax
λmin

est le rapport ente la plus grande et la plus petite valeur propre 59 de la matrice
A et x̄ est l’unique élément de Rn à minimiser f .

58. Théorème 10.21
59. Cela est certainement très lié au conditionnement de la matrice A, voir la proposition 34.110.
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Démonstration. Décomposition en plusieurs points.

(i) Existence de x̄ Le fait que x̄ existe et soit unique est la proposition 17.114.
(ii) Si p∇fqpxkq “ 0 D’abord si ∇fpxkq “ 0, c’est que xk`1 “ xk et l’algorithme est terminé : la

suite est stationnaire. Pour dire que c’est gagné, nous devons prouver que xk “ x̄. Pour cela
nous écrivons (à partir de maintenant « xk » est la kecomposante de x qui est une variable,
et non le xk de la suite)

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk (17.525)

et nous calculons Bf
Bxi

paq en tenant compte du fait que BxkBxi
“ δki. Le résultat est que pBifqpaq “

pAx` bqi et donc que
p∇fqpaq “ Aa` b. (17.526)

Vu que A est inversible (symétrique définie positive), il existe un unique a P Rn qui vérifie
cette relation. Par la proposition 17.114, cet élément est le minimum x̄.
Cela pour dire que si a P Rn vérifie p∇fqpaq “ 0 alors a “ x̄. Nous supposons donc à partir
de maintenant que ∇fpxkq ‰ 0 pour tout k.

(iii) tk est bien défini Pour t P R nous avons

fpxk ` tdkq “ fpxkq ` 1
2 t

2xAdk, dky ` txAxk ` blooomooon
“´dk

, dky “ 1
2 t

2xAdk, dky ´ tk}dk}2 ` fpxkq.

(17.527)
qui est un polynôme du second degré en t. Le coefficient de t2 est 1

2xAdk, dky ą 0 parce que
dk ‰ 0 et A est strictement définie positive. Par conséquent la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq
admet bien un unique minimum. Nous pouvons même calculer tk parce que l’on connaît pas
cœur le sommet d’une parabole :

tk “ ´xAxk ` b, dky
xAdk, dky “ }dk}2

xAdk, dky (17.528)

parce que dk “ ´∇fpxkq “ ´pAxk ` bq.
(iv) La valeur de dk`1 Par définition, dk`1 “ ´∇fpxk`1q “ ´pAxk`1 ` bq. Mais xk`1 “ xk `

tkdk, donc
dk`1 “ ´Axk ´ tkAdk ´ b “ dk ´ tkAdk (17.529)

parce que ´Axk ´ b “ dk.
Par ailleurs, xdk`1, dky “ 0 parce que

xdk`1, dky “ xdk, dky ´ tkxdk, Adky “ }dk}2 ´ }dk}2

xAdk, dkyxdk, Adky “ 0 (17.530)

où nous avons utilisé la valeur (17.528) de tk.
(v) Calcul de fpxk`1q Nous repartons de (17.527) où nous substituons la valeur (17.528) de

tk :

fpxk`1q “ fpxkq ` 1
2

}dk}4

xAdk, dky ´ }dk}4

xAdk, dky “ fpxkq ´ 1
2

}dk}4

xAdk, dky . (17.531)

(vi) Encore du calcul . . . Vu que le produit xAdk, dky arrive tout le temps, nous allons étudier
xA´1dk, dky. Le truc malin est d’essayer d’exprimer ça en termes de x̄ et f̄ “ fpx̄q. Pour cela
nous calculons fpx̄q :

f̄ “ fpx̄q “ fp´A´1bq “ ´1
2xb, A´1by. (17.532)
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Ayant cela en tête nous pouvons calculer :

xA´1dk, dky “ xA´1pAxk ` bq, Axk ` by (17.533a)
“ xxk, Axky ` xA´1b, Axky ` xb, xky ` xA´1b, byloooomoooon

´2f̄

(17.533b)

“ xxk, Axky ` 2xxk, by ´ 2f̄ (17.533c)
“ 2

`
fpxkq ´ f̄

˘
(17.533d)

où nous avons utilisé le fait que xx,Ayy “ xAx, yy parce que A est symétrique.
(vii) Erreur sur la valeur du minimum Nous voulons à présent estimer la différence fpxk`1q´

f̄ . Pour cela nous mettons en facteur fpxkq ´ f̄ dans fpxk`1 ´ f̄q ; et d’ailleurs c’est pour
cela que nous avons calculé xA´1dk, dky : parce que ça fait intervenir fpxkq ´ f̄ .

fpxk`1q ´ f̄ “ fpxkq ´ 1
2

}dk}4

xAdk, dky ´ f̄ (17.534a)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘
˜

1 ´ 1
2

}dk}4

xAdk, dky`fpxkq ´ f̄
˘
¸

(17.534b)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘ˆ
1 ´ }dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky
˙
. (17.534c)

Nous traitons le dénominateur à l’aide de l’inégalité de Kantorovitch 17.105. Nous avons
}dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky ě }dk}4

1
4

ˆa
c2pAq ` 1?

c2pAq

˙2
}dk}4

“ 4c2pAq
pc2pAq ` 1q2 . (17.535)

Mettre cela dans (17.534c) est un calcul d’addition de fractions :

fpxk`1q ´ f̄ ď `
fpxkq ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2
. (17.536)

Par récurrence nous avons alors

fpxkq ´ f̄ ď `
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
. (17.537)

Notons qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que f̄ étant le minimum de f , les deux côtés
de l’inégalité sont automatiquement positifs.

(viii) Erreur sur la position du minimum Nous voulons à présent étudier la norme de xk ´
x̄. Pour cela nous l’écrivons directement avec la définition de f en nous souvenant que b “
´Ax̄ :

fpxkq ´ f̄ “ 1
2xAxk, xky ` xAx̄, xky ` 1

2xAx̄, x̄y ` xAx̄, x̄y (17.538a)

“ 1
2xAxk, xky ´ xAx̄, xky ` 1

2xAx̄, x̄y (17.538b)

“ 1
2xAxk, xky ´ 1

2xAx̄, xky ´ 1
2xAx̄, xky ` 1

2xAx̄, x̄y (17.538c)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, xky ` xAx̄, x̄´ xky

¯
(17.538d)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, pxk ´ x̄qy

¯
(17.538e)

où à la dernière ligne nous avons fait xAx̄, x̄ ´ xky “ xx̄, Apx̄ ´ xkqy en vertu de la symétrie
de A.
Les produits de la forme xAy, yy sont majorés par λmin}y}2 parce que λmin est la plus grande
valeur propre de A. Dans notre cas,

fpxkq ´ f̄ ě 1
2λmin}xk ´ x̄}2 (17.539)
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(ix) Conclusion En combinant les inéquations (17.539) et (17.537) nous trouvons

1
2λmin}xk ´ x̄}2 ď fpxkq ´ f̄ ď `

fpx0q ´ f̄
˘ˆc2pAq ´ 1

c2pAq ` 1

˙2k
, (17.540)

c’est-à-dire

}xk ´ x̄} ď
d

2
`
fpx0q ´ f̄

˘

λmin ` 1

2k

. (17.541)

Notons que lorsque c2pAq est proche de 1 la méthode converge rapidement. Par contre si c2pAq
est proche de zéro, la méthode converge lentement.

17.14 Formes quadratiques, signature, et lemme de Morse

17.116.
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel réel normé de dimension finie n. L’ensemble des formes quadra-
tiques réelles 60 sur E est vu comme l’ensemble des matrices symétriques SnpRq ; il sera noté QpEq
et le sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées est SnpRq X GLpn,Rq qui sera noté
ΩpEq. Nous rappelons que la correspondance est donnée de la façon suivante.

Si A P SnpRq, la forme quadratique associée est qA donnée par le produit scalaire qApxq “
x·Ax.

Pour information, le lemme de Morse est le lemme 20.198.

17.117.
Nous noterons encore Q`pEq les formes quadratiques positives sur E et Q``pEq les formes qua-
dratiques strictement définies positives sur E.

Sur QpEq nous mettons la norme

Npqq “ sup
}x}E“1

|qpxq|, (17.542)

qui du point de vue de SnpRq est

NpAq “ sup
}x}E“1

|xtAx|. (17.543)

Notons que à droite, c’est la valeur absolue usuelle sur R.
Nous savons par le théorème de Sylvester (théorème 9.233) que dans Mpn,Rq, toute matrice

symétrique de signature pp, qq est semblable à la matrice

1p,q “
¨
˝
1p

1p
0n´p´q

˛
‚. (17.544)

Donc deux matrices de Sn sont semblables si et seulement si elles ont la même signature (même si
elles ne sont pas de rang maximum, cela soit dit au passage). Si nous notons Sp,qn pRq l’ensemble
des matrices réelles symétriques de signature pp, qq, alors

Sp,qn pRq “ tP tAP tel que P P GLpn,Rqu (17.545)

où A est une quelconque ce ces matrices.

60. Définition 9.126.
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Nous voudrions en savoir plus sur ces ensembles. En particulier nous aimerions savoir si la
signature est une notion « stable » au sens où ces ensembles seraient ouverts dans Sn. Pour cela
nous considérons l’action de GLpn,Rq sur Sn définie par

α : GLpn,Rq ˆ SnpRq Ñ SnpRq
pP,Aq ÞÑ P tAP

(17.546)

faite exprès pour que les orbites de cette action soient les ensembles Sp,qn pRq.
La proposition suivante montre que lorsque p` q “ n, c’est-à-dire lorsqu’on parle de matrices

de rang maximum, les ensembles Sp,qn pRq sont ouverts, c’est-à-dire que la signature d’une forme
quadratique est une propriété « stable » par petite variations des éléments de matrice. Notons tout
de suite que si le rang n’est pas maximum, le théorème de Sylvester dit qu’elle est semblable à une
matrice diagonale avec des zéros sur la diagonale ; en modifiant un peu ces zéros, on peut modifier
évidemment la signature.

Proposition 17.118 ([89]).
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors

(1) les formes quadratiques non dégénérées forment un ouvert dans l’ensemble des formes qua-
dratiques,

(2) les ensembles Sp,qn pRq avec p` q “ n sont ouverts dans SnpRq,
(3) les composantes connexes de ΩpEq sont les Sp,qn pRq avec p` q “ n,
(4) les Sp,qn pRq non dégénérés sont connexes par arc.

Démonstration. Cette preuve est donnée du point de vue des matrices. La différence entre le
point (3) et (4) est que dans le premier nous prouvons la connexité de Sp,qn pRq à partir de la
connexité de GL`pn,Rq, tandis que dans le second nous prouvons la connexité par arc de Sp,qn pRq
à partir de la connexité par arc de GL`pn,Rq. Bien entendu le second implique le premier.

(1) Il s’agit simplement de remarquer que QpEq “ SnpRq, que ΩpEq “ SnpRq X GLpn,Rq et que
le déterminant est une fonction continue sur Mpn,Rq.

(2) Soit A0 P Sp,qn pRq. Le théorème de Sylvester 9.233 nous donne une matrice inversible P
telle que P tA0P “ 1p,q. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 1p,q contenu
dans Sp,qn pRq. À partir de là, l’ensemble pP´1qtUP´1 sera un voisinage de A0 contenu dans
Sp,qn pRq.
Nous considérons les espaces vectoriels

F “ Spante1, . . . , epu (17.547a)
G “ Spantep`1, . . . , enu (17.547b)

La norme euclidienne }.}p sur F est équivalente à la norme |.|E par le théorème 11.45. Donc
il existe une constante k1 ą 0 telle que pour tout x P F ,

}x}p ě k1}x}E . (17.548)

De la même façon sur G, il existe une constante k2 ą 0 telle que

}x}q ě k2}x}E . (17.549)

Si nous posons k “ mintk2
1, k

2
2u, alors nous avons

@x P F, }x}2
p ě k2

1}x}2
E ě k}x}2

E (17.550a)
@x P G, }x}2

q ě k2
2}x}2

E ě k}x}2
E . (17.550b)

Soit une matrice A P SnpRq telle que NpA´1p,qq ă k, c’est-à-dire que A est dans un voisinage
de 1p,q pour la norme sur SnpRq donné par (17.543). Si x est non nul dans E, nous avons

ˇ̌
xtpA´ 1p,qqx

ˇ̌ ď Np1p,q ´Aq}x}2 ď k}x}2. (17.551)
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En déballant la valeur absolue, cela signifie que

´k}x}2
E ď xtpA´ 1p,qqx ď k}x}2. (17.552)

Si x P F , alors la première inéquation et (17.548) donnent

xtAx ě }x}2
p ´ k}x}2

E ą 0 (17.553)

Si x P G, alors la seconde inéquation et (17.549) donnent

xtAx ď k}x}2
E ´ }x}2

q ă 0. (17.554)

Nous avons donc montré que x ÞÑ xtAx est positive sur F et négative sur G, ce qui prouve
que A est bien de signature pp, qq et appartient donc à Sp,qn pRq. Autrement dit nous avons

Bp1p,q, kq Ă Sp,qn pRq. (17.555)

(3) Cette partie de la preuve provient essentiellement de [440], et fonctionne pour tous les Sp,qn pRq,
même pour ceux qui ne sont pas de rang maximum.
Soit A P Sp,qn pRq. Nous savons que GLpn,Rq contient exactement deux composantes connexes
(proposition 13.20). Vu que l’application

α : GLpn,Rq Ñ Sn

P ÞÑ P tAP
(17.556)

est continue, l’image d’un connexe de GLpn,Rq par α est connexe (proposition 7.184). En
particulier, α

`
GL˘pn,Rq˘ sont deux connexes et nous savons que Sp,qn pRq a au plus ces deux

composantes connexes.
Notre but est maintenant de trouver une intersection entre les parties α

`
GL`pn,Rq˘ et

α
`
GL´pn,Rq˘ 61. Soit par le théorème de Sylvester, soit par le théorème de diagonalisation

des matrices symétriques réelles 9.212, il existe une matrice P P GLpn,Rq diagonalisant A.
En suivant la remarque 9.213, et en notant Q la matrice obtenue à partir de P en changeant
le signe de sa première ligne, nous avons

αpQq “ QtAQ “ P tAP “ αpP q. (17.557)

Or si P P GL`pn,Rq, alors Q P GL´pn,Rq et inversement. Donc nous avons trouvé une
intersection entre α

`
GL`pn,Rq˘ et α

`
GL´pn,Rq˘.

(4) Soient A et B dans Sp,qn pRq X GLpn,Rq. Par le théorème de Sylvester, il existe P et Q dans
GLpn,Rq telles que A “ P t1p,qP et B “ Qt1p,qQ. Par la remarque 9.213 nous pouvons
choisir P et Q dans GL`pn,Rq. Ce dernier groupe étant connexe par arc, il existe un chemin

γ : r0, 1s Ñ GL`pn,Rq (17.558)

tel que γp0q “ P et γp1q “ Q. Alors le chemin

s ÞÑ γpsqt1p,qγpsq (17.559)

est un chemin continu dans Sp,qn pRq joignant A à B.

Nous savons déjà de la proposition 17.118 que les ensembles Sp,qn pRq (pas spécialement de rang
maximum) sont ouverts dans SnpRq. Le lemme suivant nous donne une précision à ce sujet, dans
le cas des matrices de rang maximum, en disant que la matrice qui donne la similitude entre A0
et A est localement un C1-difféomorphisme de A.

61. À ce point, il me semble que [440] fait erreur parce que la matrice ´1n est de déterminant 1 lorsque n est pair.
L’argument donné ici provient de [89]
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Lemme 17.119.
Soit A0 P ΩpRnq “ Sn X GLpn,Rq, une matrice symétrique inversible. Alors il existe un voisinage
V de A0 dans Sn et une application ϕ : V Ñ GLpn,Rq qui

(1) est de classe C1,
(2) est telle que pour tout A P V , φpAqtA0ϕpAq “ A.

Démonstration. Nous considérons l’application

φ : Mpn,Rq Ñ Sn

M ÞÑ M tA0M.
(17.560)

Étant donné que les composantes de φpMq sont des polynômes en les entrées deM , cette application
est de classe C1 – et même plus. Soit maintenant H P Mpn,Rq et calculons dφ1pHq par la formule
(12.672) :

dφ1pHq “ d

dt

”
φp1` tHq

ı
t“0

(17.561a)

“ d

dt

”
p1` tHtqA0p1` tHq

ı
t“0

(17.561b)

“ d

dt

”
A0 ` tA0H ` tHtA0 ` t2HtA0H

ı
t“0

(17.561c)

“ A0H `HtA0. (17.561d)

Donc
dφ1pHq “ pA0Hq ` pA0Hqt. (17.562)

Par conséquent

kerpdφ1q “ tH P Mpn,Rq tel que A0H est antisymétriqueu, (17.563)

et si nous posons
F “ tH P Mpn,Rq tel que A0H est symétriqueu (17.564)

nous avons
Mpn,Rq “ F ‘ kerpdφ1q (17.565)

parce que toute matrice peur être décomposée de façon unique en partir symétrique et antisymé-
trique. De plus l’application

f : F Ñ Sn

H ÞÑ A0H
(17.566)

est une bijection linéaire. D’abord A0H “ 0 implique H “ 0 parce que A0 est inversible, et ensuite
si X P Sn, alors X “ A0A

´1
0 X, ce qui prouve que X est l’image par f de A´1

0 X et donc que f est
surjective.

Maintenant nous considérons la restriction ψ “ φ|F , ψ : F Ñ Sn. Remarquons que 1 P F parce
que A0 P Sn. L’application dψ1 est une bijection. En effet d’abord

dpφ|F q1 “ pdφ1q|F , (17.567)

ce qui prouve que
kerpdψ1q “ kerpdφ1q X F “ t0u, (17.568)

ce qui prouve que dψ1 est injective. Pour montrer que dψ1 est surjective, il suffit de mentionner le
fait que dimF “ dimSn du fait que l’application (17.566) est une bijection linéaire.

Nous pouvons utiliser le théorème d’inversion locale (théorème 17.50) et conclure qu’il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans F tel que ψ soit un difféomorphisme C1 entre U et V “ ψpUq.
Vu que GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq, nous pouvons prendre U X GLpn,Rq et donc supposer
que U Ă GLpn,Rq.
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Pour tout A P V , il existe une unique M P U telle que ψpMq “ A, c’est-à-dire telle que
A “ M tA0M . Cette matrice M est ψ´1pAq et est une matrice inversible. Bref, nous posons

ϕ : V Ñ GLpn,Rq
A ÞÑ ψ´1pAq, (17.569)

et ce ϕ est de classe C1 sur V parce que c’est ce que dit le théorème d’inversion locale. Cette
application répond à la question parce que V est un voisinage de φp1q “ A0 et pour tout A P V
nous avons

ϕpAqtA0ϕpAq “ φ´1pAqtA0φ
´1pAq “ A. (17.570)

17.15 Ellipsoïde de John-Loewner
C’est le moment de relire les conventions de notations données en 17.116 et 17.117 ainsi que la

définition 9.126 d’une forme quadratique.
Soit q une forme quadratique sur Rn ainsi que B une base orthonormée de Rn dans laquelle la

matrice de q est diagonale. Dans cette base, la forme q est donnée par la proposition 9.235 :

qpxq “
ÿ

i

λixi (17.571)

où les λi sont les valeurs propres de q.
Plus généralement nous notons matBpqq la matrice de q dans la base B de Rn.

Proposition 17.120.
Soit B une base orthonormée de Rn et l’application 62

D : QpRnq Ñ R

q ÞÑ det
`
matBpqq˘. (17.572)

Alors :
(1) La valeur et D ne dépend pas du choix de la base orthonormée B.
(2) La fonction D est donnée par la formule Dpqq “ ś

i λi où les λi sont les valeurs propres de
q.

(3) La fonction D est continue.

Démonstration. Soit q une forme quadratique sur Rn. Nous considérons B une base de diagonali-
sation de q :

qpxq “
ÿ

i

λixi (17.573)

où les xi sont les composantes de x dans la base B. Par définition, la matrice matBpqq est la matrice
diagonale contenant les valeurs propres de q.

Nous considérons aussi B1, une autre base orthonormées de Rn. Nous notons S “ matB1pqq ;
étant symétrique, cette matrice se diagonalise par une matrice orthogonale : il existe P P Opn,Rq
telle que

S “ PmatBpqqP t; (17.574)

donc detpSq “ detpPP tq det
`

diagpλ1, . . . , λnq˘ “ λ1 . . . λn. Ceci prouve en même temps que D ne
dépend pas du choix de la base et que sa valeur est le produit des valeurs propres.

Passons à la continuité. L’application déterminant det : SnpRnq Ñ R est continue car poly-
nôme en les composantes. D’autre part l’application matB : QpRnq Ñ SnpRq est continue par
la proposition 9.123. L’application D étant la composée de deux applications continues, elle est
continue.

62. L’ensemble QpEq est l’ensemble des formes quadratiques sur E.
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Lemme 17.121 (Volume d’un ellipsoïde[89, 1]).
Soit une forme quadratique strictement définie positive q sur Rn. Nous considérons l’ellipsoïde

E “ tx P Rn tel que qpxq ď r2u (17.575)

pour un certain r ą 0.
Alors le volume de E est donné par

Vq “ V0rna
Dpqq (17.576)

où V0 est une constante 63 et D est l’application de la proposition 17.120.

Démonstration. Vu que la matrice de q est symétrique, elle est diagonalisable par une matrice
orthogonale (théorème 9.212). Autrement dit, il existe une base orthonormée B “ te1, . . . , enu de
Rn telle que

qpxq “
nÿ

i“1
aix

2
i (17.577)

où xi “ xei, xy et les ai sont tous strictement positifs.
À priori nous devrions calculer ż

E
dx, (17.578)

mais nous effectuons le changement de variable 64 associé à la matrice qui diagonalise q et nous
devons simplement calculer

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx (17.579)

parce que le jacobien de ce changement de variable est 1 (déterminant d’une matrice orthogonale).
Tout cela pour dire que nous nommons Eq l’ellipsoïde associée à la forme quadratique q et Vq

son volume que nous allons maintenant calculer 65 :

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx (17.580)

Cette intégrale est écrite de façon plus simple en utilisant le C1-difféomorphisme

φ : Eq Ñ Bp0, 1q
x ÞÑ 1

r

´
x1

?
a1, . . . , xn

?
an

¯
.

(17.581)

Le fait que φ prenne bien ses valeurs dans Bp0, 1q est un simple calcul : si x P Eq, alors
ÿ

i

φpxq2
i “ 1

r2

ÿ

i

aix
2
i “ 1

r2 qpxq ă 1. (17.582)

Cela nous permet d’utiliser le théorème de changement de variables 14.265 :

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx “ rn?
a1 . . . an

ż

Bp0,1q
dx. (17.583)

La dernière intégrale est le volume de la boule unité dans Rn et nous la notons V0. La proposi-
tion 17.120 nous permet d’écrire Vq sous la forme

Vq “ V0rna
Dpqq . (17.584)

63. C’est le volume de la boule unité dans Rn et ce n’est pas tout à fait évident à calculer [441].
64. Théorème 14.265.
65. Le volume ne change pas si nous écrivons l’inégalité stricte au lieu de large dans le domaine d’intégration ;

nous le faisons pour avoir un domaine ouvert.
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17.122.
Le théorème suivant dit en substance que si K est compact, alors il existe un unique ellipsoïde de
volume minimal centré en l’origine et contenant K. Il faut se rendre compte que l’ellipsoïde n’est
pas celui que l’on croirait intuitivement parce que la contrainte centrée en l’origine est forte. Si
K “ B

`p4, 0q, 1˘, alors l’ellipsoïde donnée n’est pas du tout K lui-même comme on pourrait s’y
attendre. Ce serait probablement quelque chose comme la boule centrée en p0, 0q et de rayon 5 66.

Ce que l’on voudrait est un ellipsoïde qui soit centrée où il faut pour que le volume soit minimal.
Nous verrons que c’est possible en la proposition 17.124, mais qu’alors l’unicité est moins évidente
(voir la remarque dans [442]). Si vous voulez en entendre parler, vous pouvez lire [443, 444].

Proposition 17.123 (Ellipsoïde de John-Loewner[89]).
Soit K compact dans Rn et d’intérieur non vide. Il existe une unique ellipsoïde 67 (pleine) centrée
en l’origine de volume minimal contenant K.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs parties.
(i) Volume de l’ellipsoïde Soit E un ellipsoïde centré en l’origine. La proposition 9.297 et son

corolaire 9.298 nous indiquent que

E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u (17.585)

pour une certaine forme quadratique strictement définie positive q. Le lemme 17.121 nous
donne alors le volume de E par

Vq “ V0a
Dpqq (17.586)

où V0 est une constante.
(ii) Existence de l’ellipsoïde Nous voulons trouver un ellipsoïde contenant K de volume mi-

nimal, c’est-à-dire une forme quadratique q P Q``pRnq telle que
— Dpqq soit maximal
— qpxq ď 1 pour tout x P K.

Nous considérons l’ensemble des candidats semi-définis positifs.

A “ tq P Q` tel que qpxq ď 1@x P Ku. (17.587)

Nous allons montrer que A est convexe, compact et non vide dans QpRnq ; il aura ainsi
un maximum de la fonction continue D définie sur QpRnq. Nous montrerons ensuite que le
maximum est dans Q``. L’unicité sera prouvée à part.

(i) Non vide L’ensemble K est compact et donc borné par M ą 0. La forme quadratique
q : x ÞÑ }x}2{M2 est dans A parce que si x P K alors

qpxq “ }x}2

M2 ď 1. (17.588)

(ii) Convexe Soient q, q1 P A et λ P r0, 1s. Nous avons encore λq ` p1 ´ λqq1 P Q` parce que

λqpxq ` p1 ´ λqq1pxq ě 0 (17.589)

dès que qpxq ě 0 et q1pxq ě 0. D’autre part si x P K nous avons

λqpxq ` p1 ´ λqq1pxq ď λ` p1 ´ λq “ 1. (17.590)

Donc λq ` p1 ´ λqq1 P A.

66. Je ne sais pas très bien si il y a moyen de faire mieux. Ce serait sans doute un bon exercice ; faites-moi savoir si
vous avez la réponse.

67. Définition 9.295.
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(iii) Fermé Pour rappel, la topologie de QpRnq est celle de la norme (9.253). Nous considérons
une suite pqnq dans A convergeant vers q P QpRnq et nous allons prouver que q P A, de
sorte que la caractérisation séquentielle de la fermeture (proposition 7.217) conclue que
A est fermé. En nommant ex le vecteur unitaire dans la direction x nous avons

ˇ̌
qpxqˇ̌ “ ˇ̌}x}2qpexqˇ̌ ď }x}2Npqq, (17.591)

de sorte que notre histoire de suite convergente donne pour tout x :
ˇ̌
qnpxq ´ qpxqˇ̌ ď }x}2Npqn ´ qq Ñ 0. (17.592)

Vu que qnpxq ě 0 pour tout n, nous devons aussi avoir qpxq ě 0 et donc q P Q` (semi-
définie positive). De la même manière si x P K alors qnpxq ď 1 pour tout n et donc
qpxq ď 1. Par conséquent q P A et A est fermé.

(iv) Borné La partie K de Rn est borné et d’intérieur non vide, donc il existe a P K et r ą 0
tel que Bpa, rq Ă K. Si par ailleurs q P A et x P Bp0, rq nous avons a ` x P K et donc
qpa` xq ď 1. De plus qp´aq “ qpaq ď 1, donc

a
qpxq “

b
q
`
x` a´ a

˘ ď a
qpx` aq ` a

qp´aq ď 2 (17.593)

par l’inégalité de Minkowski 11.10. Cela prouve que si x P Bp0, rq alors qpxq ď 4. Si par
contre x P Bp0, 1q alors rx P Bp0, rq et

0 ď qpxq “ 1
r2 qprxq ď 4

r2 , (17.594)

ce qui prouve que Npqq ď 4
r2 et que A est borné.

L’ensemble A est compact parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 10.21.
L’application continue D : QpRnq Ñ R de la proposition 17.120 admet donc un maximum
sur le compact A. Soit q0 ce maximum.
Nous montrons que q0 P Q``pRdq. Nous savons que l’application f : x ÞÑ }x}2

M2 est dans A et
que Dpfq ą 0. Vu que q0 est maximale pour D, nous avons

Dpq0q ě Dpfq ą 0. (17.595)

Donc q0 P Q``.
(iii) Unicité Si il existe une autre ellipsoïde de même volume que celle associée à la forme

quadratique q0, nous avons une forme quadratique q P Q`` telle que qpxq ď 1 pour tout
x P K. C’est-à-dire que nous avons q0, q P A tels que Dpq0q “ Dpqq.
Nous considérons la base canonique Bc de Rn et nous posons S “ matBcpqq, S0 “ matBcpq0q.
Étant donné que A est convexe, pq0 ` qq{2 P A et nous allons prouver que cet élément de A
contredit la maximalité de q0. En effet

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
(17.596)

Nous allons utiliser le lemme 17.93 qui dit que le déterminant est log-concave sous la forme
de l’équation (17.367) avec α “ β “ 1

2 :

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
ą a

detpSqadetpS0q “ detpS0q “ Dpq0q. (17.597)

Nous avons utilisé le fait que Dpq0q “ Dpqq qui signifie que detpS0q “ detpSq. L’inéquation
(17.597) contredit la maximalité de Dpq0q et donne donc l’unicité.
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Dans la proposition suivante nous oublions l’unicité, mais nous démontrons qu’il existe un
ellipsoïde de volume minimal parmi les ellipsoïdes centrées où l’on veut et non seulement en zéro.
La source de cette proposition est [1], et comme toujours avec cette source, vous devez regarder à
la fois l’énoncé et la preuve avec un oeil encore plus prudent que d’habitude.

Proposition 17.124 ([1]).
Soit un compact d’intérieur non vide K dans Rn. Il existe un ellipsoïde de volume minimal conte-
nant K.

Démonstration. Au lieu de considérer le compact K et de chercher où centrer l’ellipsoïde afin
qu’elle puisse contenir K en un volume minimal, nous allons chercher comment translater K pour
qu’un ellipsoïde centré en zéro puisse contenir l’image translétée de K en un volume minimal.

Pour a P Rn, nous notons Ea la plus petite ellipsoïde centrée en 0 contenant K `a (translation
de K par le vecteur a). Elle est bien définie par la proposition 17.123. Notre jeu est maintenant
d’étudier la fonction 68

f : Rn Ñ R`

a ÞÑ volpEaq. (17.598)

Nous allons montrer que f est continue et qu’elle peut être restreinte à un compact sans risque de
rater un minimum.

(i) À propos de forme quadratique Nous notons q la forme quadratique de l’ellipsoïde E0 et
A sa matrice symétrique associée. Si x P K ` h nous avons, pour un certain k P K :

qpxq “ qpk ` hq (17.599a)
“ xk ` h,Apk ` hqy (17.599b)
“ xk,Ak, y ` xk,Ahx, y ` xh,Aky ` xh,Ahy. (17.599c)

En tenant compte du fait que A “ At nous avons aussi xk,Ahy “ xh,Aky et donc

qpxq “ 2xk,Ahy ` qphq. (17.600)

En ce qui concerne la norme, pour tout x P K ` h nous avons donc la majoration

|qpxq| ď 1 ` 2}k}}Ah} ` qphq (17.601a)
ď 1 ` 2|K|}Ah} ` qphq (17.601b)

où nous avons noté |K| “ supkPK }k}. Vu que qpxq est en fait toujours positif nous pouvons
oublier la valeur absolue à gauche et conclure que K ` h est contenu dans l’ellipsoïde

F1 “ tx P Rn tel que qpxq ď 1 ` 2|K|}Ah} ` qphqu. (17.602)

(ii) Volumes Nous avons donc volpEhq ď volpF1q. En reprenant la formule du lemme 17.121
pour le volume de l’ellipsoïde nous avons la majoration

volpEhq ď volpE0q`1 ` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (17.603)

Autrement dit, en ce qui concerne notre fonction f :

fphq ď fp0q`1 ` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (17.604)

Nous pouvons faire le même raisonnement en partant de K`h et en voyant comment modifier
le rayon de Eh pour que E0 y rentre. Autrement dit, nous refaisons le raisonnement en posant
K 1 “ K`h et en étudiant K 1 ´h. Si q1 est la forme quadratique de Eh et si A1 est sa matrice
symétrique,

volpE0q ď volpEhq`1 ` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq˘n (17.605)
En termes de f :

fp0q ď fphq`1 ` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq˘n (17.606)

68. Notons que cette fonction est bien définie, même sans la partie unicité de 17.123 parce que même si Ea n’était
pas bien définie, son volume, lui, est bien défini.
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(iii) Encadrement Les majoration (17.604) et (17.606) nous permettent de créer un encadre-
ment pour fphq. En effet, en écrivant (17.606) et en continuant la majoration en remplaçant
fphq par (17.604), nous obtenons

fp0q ď fphq`1 ` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq˘n
ď fp0q`1 ` 2|K|}Ah} ` qphq˘n`1 ` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq˘n. (17.607)

Vu que nous avons dans l’idée de prendre des h petits (en norme) et que les parenthèses
tendent vers 1 lorsque h est petit, nous pouvons supposer qu’elles sont non nulles et allègre-
ment les passer au dénominateur. Nous divisons donc tout par le coefficient de fphq :

fp0q`
1 ` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq˘n ď fphq ď fp0q`1 ` 2|K|}Ah} ` qphq˘n (17.608)

Nous utilisons la règle de l’étau 69 pour conclure que

lim
hÑ0

volpEhq “ volpE0q. (17.609)

(iv) Continuité Si a P Rn nous pouvons appliquer la limite (17.609) pour l’ellipsoïde Ea au lieu
de E0, c’est-à-dire en partant du compact K ` a au lieu de K. Cela donne

lim
hÑ0

volpEa`hq “ volpEaq. (17.610)

Donc f est continue sur Rn.
(v) Compact Nous avons en hypothèse que K est d’intérieur non vide. Il existe donc a P K

et r ą 0 tel que Bpa, rq Ă K. Soit l’hyperplan affine H passant par a et perpendiculaire à
a. Nous notons S “ H X Bpa, rq. Nous avons évidemment S Ă K et donc S Ă E0. Vu que
l’ellipsoïde E0 est convexe et contient K, tout le cône de base S et de hauteur a est dans E0.
Sans rentrer dans le détails du calcul du volume de ce cône, son volume tend vers l’infini si
a tend vers l’infini 70

Nous avons donc une majoration

volpEhq ě volume du cône de base S et de hauteur a` h. (17.611)

Dès que ce volume est plus grand que volpE0q, il est impossible que volpEhq ď volpE0q. Soit
R ą 0 tel que pour tout }h} ě R, le volume du cône soit plus grand que volpE0q. Le minimum
de f est certainement dans Bp0, Rq parce que au moins

volpE0q P f`Bp0, Rq˘. (17.612)

(vi) Minimum Nous considérons la fonction

f : Bp0, Rq Ñ R`

h ÞÑ volpEhq. (17.613)

Elle est continue sur un compact, et le théorème de Weierstrass 7.126 nous dit alors qu’elle
atteint son minimum. Il n’y a cependant pas unicité de la valeurs de h pour laquelle fphq est
minimum.

69. Théorème 12.221.
70. Topologie du complété en un point, j’imagine que vous voyez de quoi il en retourne. Sinon c’est la définition

7.88, et il faut sans doute adapter le lemme 12.82 au cas de Rn pour tout faire dans les règles.
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(vii) Envoi Soit s P Rn tel que fpsq soit minimal. Cela signifie que parmi tous les ellipsoïdes
centrés en zéro et contenant des ensembles de la forme K ` h, le plus petit est celui qui
contient K ` s. Soit Es cet ellipsoïde.
Je prétend que Es ´ s est le plus petit ellipsoïde contenant K, tout centres confondus. En
effet, si F est un ellipsoïde centré en a et contenant K, alors F ´ a est un ellipsoïde centré
en zéro et contenant K ´ a. Nous avons alors

volpF ´ aq ě volpEsq “ volpEs ´ sq. (17.614)

L’invariance de la mesure par translation est le théorème 14.230.

17.16 Prolongement de fonctions

Lemme 17.125 ([1]).
Soient un espace topologique X et un ouvert V Ă X. Nous considérons une fonction ϕ P C0

c pV,Cq.
Alors l’extension

h : X Ñ C

x ÞÑ
#
ϕpxq si x P V
0 sinon

(17.615)

est continue sur X.

Lemme 17.126.
Soit E, un espace vectoriel normé complet et pAnq une suite emboîtée de fermés non vides dont le
diamètre tend vers zéro. Alors l’intersection

Ş
nPNAn contient exactement un point.

Démonstration. Si l’intersection contenait deux points distincts a et b, alors nous aurions pour
tout n la majoration diampAnq ě }a´ b} qui ne dépend pas de n. Cela contredirait la limite.

Soit une suite pxnq avec xk P Ak pour tout k P N. C’est une suite de Cauchy. En effet si ϵ ą 0,
considérons N tel que diampAN q ă ϵ. Dans ce cas dès que n,m ą N nous avons xn, xm P AN et
donc }xn ´ xm} ď ϵ. La suite xn converge donc vers un élément dans E.

Nous devons montrer que x P Ak pour tout k. La queue de suite pxnqněk est une suite de
Cauchy dans Ak qui converge donc vers un élément de Ak (ici nous utilisons le fait que Ak est
fermé). Par unicité de la limite, cette dernière doit être x. Par conséquent x P Ş

nPNAn.

Théorème 17.127 ([445]).
Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Pour une application linéaire f : X Ñ Y , les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue sur X,
(2) f est continue en un point de X,
(3) f est bornée.

Proposition 17.128 ([446]).
Soit un espace normé X, un espace de Banach F et une partie dense A de X. Si l’application
linéaire

f :
`
A, }.}X

˘ Ñ F (17.616)

est continue 71, alors il existe une unique application linéaire continue f̃ : X Ñ F prolongeant f .
De plus }f̃} “ }f}.

71. Nous avons bien mis sur A la topologie induite de X. Notons que ce n’est pas toujours celle qui est la plus
naturelle sur A.
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Démonstration. Soient x P X et pAnqně0 la suite d’ensembles définie par

An “ ty P A tel que }x´ y} ď 2´nu. (17.617)

Étant donné que A est dense, ces ensembles sont tous non vides. De plus diamAn Ñ 0 parce que
si y, y1 P An alors

}y ´ y1} ď }y ´ x} ` }x´ y1} ď 2´n`1. (17.618)

Vu que f est bornée, la suite d’ensembles fpAnq est une suite emboitée d’ensembles non vides de
F . De plus leur diamètre tend vers zéro. En effet si z, z1 P fpAnq, nous posons z “ fpyq, z1 “ fpy1q
et nous avons

}z ´ z1} ď }fpyq ´ fpxq} ` }fpxq ´ fpy1q} ď }f}`}y ´ x} ` }x´ y1}˘, (17.619)

ce qui montre que diam fpAnq ď }f}2´n`1. Notons que nous avons utilisé la linéarité de f . Par le
lemme 17.126, l’intersection

Ş
nPN fpAnq contient exactement un point. Nous posons

Spxq “
č

nPN
fpAnq. (17.620)

Nous allons montrer que l’application x ÞÑ Spxq ainsi définie est l’application que nous cherchons.
Nous commençons par montrer que pour toute suite yk Ñ x avec yk P A nous avons

fpykq Ñ Spxq. (17.621)

Pour cela nous considérons n0 P N et k0 tel que yk0 P An0 . Avec cela nous avons

}fpykq ´ Spxq} ď diampAn0q ď }f}2´n0`1. (17.622)

Pour montrer que S est linéaire, nous considérons deux suites dans A : yk Ñ x et y1
k Ñ x1 ainsi

que la somme yk ` y1k Ñ x` x1. Nous écrivons la relation (17.621) pour ces trois suites :

fpykq Ñ Spxq (17.623a)
fpy1

kq Ñ Spx1q (17.623b)
fpyk ` y1

xq Ñ Spx` x1q. (17.623c)

Cependant, étant donné que f est linéaire, pour tout k nous avons fpyk ` y1
kq “ fpykq ` fpy1

kq et
par conséquent

fpyk ` y1
kq Ñ Spxq ` Spx1q. (17.624)

Par unicité de la limite, Spx ` x1q “ Spxq ` Spx1q. Le même genre de raisonnement montre que
Spλxq “ λSpxq. L’application S est donc linéaire.

En ce qui concerna la continuité, nous avons

}Spxq} “ lim }fpykq} ď }f}} lim yk} “ }f}}x}, (17.625)

donc }S} ď }f}, c’est-à-dire que S est borné et donc continue parce que linéaire (théorème 17.127).
Nous montrons maintenant que S prolonge f . Si x P A, alors nous avons

Ş
nPN fpAnq “ fpxq,

et donc Spxq “ fpxq. Cela montre du même coup que }f} ď }S} et que par conséquent }f} “ }S}.
Passons à la partie sur l’unicité. Soient donc S et T deux prolongements continus de f sur

X. Soient x P X et xn Ñ x une suite dans A. Par continuité nous avons T pxnq Ñ T pxq et
Spxnq Ñ Spxq. Étant donné que par ailleurs pour tout n nous avons Spxnq “ T pxnq, l’unicité de
la limite montre que T pxq “ Spxq.
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17.16.1 Encore du prolongement

Dans la même veine que la proposition 17.128 nous avons ce résultat.

Théorème 17.129 ([447]).
Soient E et F , deux espaces métriques complets ainsi que A dense dans E. Si u : A Ñ F est
uniformément continue, alors elle se prolonge de façon unique en une fonction continue ũ : E Ñ F .
De plus ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x P EzA et une suite pxnq contenue dans A et convergente vers x. Nous
voulons définir

ũpxq “ lim
nÑ8upxnq (17.626)

mais pour ce faire nous devons prouver que la suite
`
upxnq˘ converge dans F et que la limite ne

dépend pas de la suite choisie parmi les suites de A qui convergent (dans E) vers x.
Commençons par montrer que

`
upxnq˘ est de Cauchy dans F . Pour cela nous prenons ϵ ą 0 et

η ą 0 telle que dEpa, bq ă η implique dF
`
upaq, upbq˘ ă ϵ (uniforme continuité de u). Après, il suffit

de choisir N tel que pour tout n,m ą N nous ayons dpxm, xnq ă η (parce que un est de Cauchy).
Avec tout ça nous avons

dF
`
upxmq, upxnq˘ ă ϵ, (17.627)

ce qui signifie que
`
upxnq˘ est de Cauchy et donc convergente dans F .

Nous voulons montrer maintenant que si pxnq et pynq sont deux suites dans A convergentes vers
x alors limnÑ8 upxnq “ limnÑ8 upynq. Pour cela nous considérons la suite z “ px1, y1, x2, y2, . . .q.
Nous avons évidemment zn Ñ x, et donc upznq converge dans F par ce qui a été dit plus haut.
Mais upxnq et upynq en sont deux sous-suites convergentes. Donc leurs limites sont égales.

Il reste à montrer que ce ũ est continue et uniformément continue. Pour cela nous utilisons le
module de continuité et le lemme 11.214. Étant donné que ũ prolonge u nous avons

ωũphq ě ωuphq. (17.628)

Soient h ą 0 et ϵ ą 0 ; soient aussi x, y P E tels que dpx, yq ă h. Nous prenons des suites panq Ñ x
et pynq Ñ y tout en choisissant n assez grand pour avoir dEpan, bnq ă h. Nous avons

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď dF

`
ũpxq, upanq˘ ` d

`
upanq, upbnq˘ ` dF

`
upbnq, ũpyq˘. (17.629)

Si n est assez grand, par construction de ũ, le premier et le dernier terme sont plus petits que
ϵ. Par définition du module de continuité nous avons d’autre part dF

`
upanq, upbnq˘ ď ωuphq. Du

coup
dF

`
ũpxq, ũpyq˘ ď ωuphq ` 2ϵ. (17.630)

Si nous prenons le supremum sur les x et y vérifiant dEpx, yq ă h, à gauche nous obtenons ωũphq
tandis que le membre de droite ne dépend pas de x ety. Donc pour tout ϵ, nous avons

ωũphq ď ωuphq ` 2ϵ. (17.631)

En comparaison avec (17.628), nous trouvons

ωũphq ď ωuphq. (17.632)

Les fonctions u et ũ ayant le même module de continuité, le lemme 11.214 nous enseigne que l’une
est uniformément continue si et seulement si l’autre l’est. Vu que u est uniformément continue par
hypothèse, le prolongement ũ est uniformément continu.

Définition 17.130.
Un plongement de l’espace topologique X dans Y est une application f : X Ñ Y telle que f : X Ñ
fpXq soit un homéomorphisme.
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Théorème 17.131 (Extensiton des isométries).
Soit M̃ un espace métrique complet et une application isométrique

f : A Ñ M̃ (17.633)

où A est une partie dense d’un espace métrique M (pas spécialement complet). Alors f accepte
une une unique extension isométrique

f̃ : M Ñ M̃ (17.634)
Supposons de plus que M soit complet 72. Alors f̃ : M Ñ M̃ est une bijection si et seulement

si fpAq est dense dans M̃ .

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité. Soient f̃1 et f̃2 deux extensions de f et
x P M . Si panq est une suite dans A convergeant vers x (possible parce que A est dense dans M),
alors nous avons

f̃1panq “ f̃2panq (17.635)
et donc f̃1pxq “ f̃2pxq par continuité (une application isométrique est continue (proposition 7.211)).

Nous démontrons à présent l’existence.
(i) Construction de f̃ Soient x P M et panq une suite dans A qui converge vers x. Nous

définissons
f̃pxq “ lim

kÑ8 fpakq. (17.636)

Note : nous pouvons prouver que cette définition ne dépend pas du choix de la suite panq
convergeant vers x, mais ce serait superflu parce que nous avons déjà prouvé l’unicité de f̃ .
Par contre nous devons expliquer pourquoi la limite du membre de droite de (17.636) existe
dans M̃ . D’abord la suite panq est de Cauchy parce qu’elle est convergente (attention : M
n’étant pas complet le fait d’être de Cauchy n’implique pas la convergence). Donc, étant
donné que f est une isométrie, la suite

`
fpanq˘ est de Cauchy dans M̃ . Or ce dernier étant

complet, la suite des images converge.
Montrons que cette application f̃ : M Ñ M̃ répond à la question.

(ii) f̃ est isométrique Soient a, b P M et des suites dans A convergeant vers eux : an Ñ a,
bn Ñ b. Nous avons, par continuité de l’application distance,

d
`
f̃paq, f̃pbq˘ “ lim

kÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pbq˘ (17.637a)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pblq

˘
(17.637b)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
fpakq, fpblq

˘
(17.637c)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
akq, bl

˘
(17.637d)

“ dpa, bq. (17.637e)

Cela prouve que f̃ est une isométrie.
Pour la suite nous supposons que M est complet. Notons tout de suite que f̃ est injective
parce qu’elle est isométrique.

(iii) Bijection (premier sens) Nous supposons que f̃ : M Ñ M̃ est une bijection. Par l’ab-
surde nous supposons que fpAq n’est pas dense dans M̃ , c’est-à-dire que nous avons un point
x P M̃ et une boule n’intersectant par fpAq :

Bpx, rq X fpAq “ H. (17.638)

Étant donné que f̃ a pour image des limites de suites dans fpAq, l’image de f̃ est contenue
dans fpAq. Donc si f̃ est surjective, c’est que M̃ Ă fpAq et donc que fpAq “ M̃ . Cela prouve
que si f̃ est bijective, alors fpAq est dense dans M̃ .

72. Il me semble que cette hypothèse manque dans [448].
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(iv) Bijection (l’autre sens) Nous supposons que fpAq “ M̃ et nous devons prouver que f̃
est surjective. Soient x P M̃ et fpanq une suite dans fpAq qui converge vers x ; une telle
suite existe parce que fpAq est dense dans M̃ . Cette suite est de Cauchy dans M̃ parce que
dans un espace métrique, une suite convergente est de Cauchy. La suite panq est elle-même
également de Cauchy parce que

dpan, amq “ d
`
fpanq, fpamq˘. (17.639)

Étant donné que panq est de Cauchy dansM , elle converge vers un élément que nous nommons
a P M . Par continuité de f nous avons alors

f̃paq “ lim
kÑ8 fpakq “ x. (17.640)

Cela prouve que x est bien dans l’image de f̃ et donc que f̃ est surjective.

17.17 Complétion d’un espace métrique
Lemme 17.132 ([449]).
Soient des espaces métriques pX, dq et pY, ρq. Soit une application isométrique f : X Ñ Y .

(1) Si pxnq est de Cauchy dans X, alors
`
fpxnq˘ est de Cauchy dans Y .

(2) Si panq et pbnq sont deux suite des Cauchy dans X ayant la même limite, alors
`
fpanq˘ et`

fpbnq˘ ont même limite.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Soit Nϵ tel que si p, q ě Nϵ, nous avons dpxp, xqq ď ϵ. Pour ce même
Nϵ, vu que f est isométrique,

ρ
`
fpxpq, fpxqq

˘ “ dpxp, xqq ď ϵ. (17.641)

Cela prouve (1). Nous passons à (2).
Supposons an XÝÑ x et bn XÝÑ x, et nous considérons ya et yb les limites fpanq YÝÑ ya et

fpbnq YÝÑ yb. Nous avons

ρpya, ybq ď ρ
`
ya, fpanq˘ ` ρ

`
fpanq, fpbnq˘loooooooomoooooooon

“dpan,bnq

`ρ`fpbnq, yb
˘

(17.642a)

ď ρ
`
ya, fpanq˘ ` dpan, xq ` dpx, bnq ` ρ

`
fpbnq, yb

˘
. (17.642b)

À droite, les quatre termes tendent vers zéro lorsque n Ñ 8. Donc ρpya, ybq “ 0, et donc ya “
yb.

Lemme 17.133 ([449]).
Soient des espaces métriques pX, dq et pY, ρq ainsi que D dense dans X. Nous supposons que Y
est dense et nous considérons une application isométrique f : D Ñ Y .

Alors il existe une unique isométrie F : X Ñ Y qui étend f .

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Construction de F Nous commençons par l’existence. Soit x P X. Étant donné que D est

dense dans X, il existe une suit pxnq dans D telle que xn XÝÑ x. Nous déduisons du lemme
17.132 que

`
fpxnq˘ est de Cauchy dans Y , et même que la limite ne dépend pas de la suite

pxnq convergeant vers x. Bref, nous pouvons définir

F : X Ñ Y

x ÞÑ lim
nÑ8 fpxnq (17.643)

où pxnq est n’importe quelle suite dans D qui converge vers x. Si x P D, alors il suffit de
prendre la suite constante xn “ x pour obtenir que F pxq “ fpxq.
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(ii) F est une isométrie Soient x, y P X ainsi que deux suites de Cauchy xn XÝÑ x et yn XÝÑ y.
Soit ϵ ą 0. Si n est assez grand,

dpx, yq ď dpx, xnq ` dpxn, ynq ` dpy, ynq (17.644a)
ď 2ϵ` ρ

`
fpxnq, fpynq˘ f est isom. (17.644b)

ď 2ϵ` ρ
`
fpxnq, F pxq˘ ` ρ

`
F pxq, F pyq˘ ` ρ

`
F pyq, fpynq˘ (17.644c)

ď 3ϵ` ρ
`
F pxq, F pyq˘. (17.644d)

Donc nous avons l’inégalité
dpx, yq ď ρ

`
F pxq, F pyq˘. (17.645)

En partant maintenant de ρ
`
F pxq, F pyq˘ et en effectuant les mêmes majorations, nous trou-

vons l’inégalité dans l’autre sens : F
`
F pxq, F pyq˘ ď dpx, yq, de telle sort que

dpx, yq “ ρ
`
F pxq, F pyq˘, (17.646)

ce qui signifie que F est une isométrie.
(ii) Unicité Soient deux isométries F : X Ñ Y et F 1 : X Ñ Y telles que F “ F 1 sur D. Nous

devons prouver que F pxq “ F 1pxq pour tout x P X.
Soit donc x P X ainsi qu’une suite pxnq dans D telles que xn XÝÑ x. Nous avons alors

ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď ρ

`
F pxq, F pxnq˘ ` ρ

`
F pxnq, F 1pxnq˘looooooooomooooooooon

“0

`ρ`F 1pxnq, F 1pxq˘ (17.647a)

“ dpx, xnq ` dpxn, xq. (17.647b)

Donc pour tout n nous avons ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď dpx, xnq ` dpxn, xq. En faisant n Ñ 8 nous

trouvons ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď 0 et donc ρ

`
F pxq, F 1pxq˘ “ 0.

Définition 17.134 ([449]).
Soit un espace métrique pX, dq. Une complétion de pX, dq est un triple pX̂, d̂, jq où

(1) L’espace pX̂, d̂q est un espace métrique complet,
(2) L’application j : X Ñ X̂ est une isométrie,
(3) La partie jpXq est dense dans X̂.

Théorème 17.135 (Unicité de la complétion[449]).
Soient pX, dq un espace métrique ainsi que deux complétions 73 pX1, d1, j1q, pX2, d2, j2q. Alors les
espaces pX1, d1q et pX2, d2q sont isométriques.

Démonstration. Nous considérons l’application f “ j2 ˝ j´1
1 : j1pXq Ñ X2. Cette application est

isométrique (parce que j1 et j2 le sont), l’espace X2 est complet et j1pXq est dense dans X1. Le
lemme 17.133 nous permet de considérer une isométrie F : X1 Ñ X2. Nous devons prouver que F
est bijective.

L’application F est injective parce qu’elle est isométrique. En ce qui concerne la surjectivité, soit
y P X2. Étant donné que j2pXq est dense dansX2, il existe une suite pynq dansX2 telle que yn X2ÝÑ y.
Pour chaque n nous choisissons xn P X tel que j2pxnq “ yn. Nous posons zn “ j1pxnq P X1.

Vu que pynq est de Cauchy et que j1 est isométrique, la suite pznq est de Cauchy. Étant donné que
X1 est complet, la suite pznq a une limite dans X1. Nous posons donc poser z “ limnÑ8 xn P X1.

Nous prouvons à présent que F pzq “ y. L’application F : X1 Ñ X2 est isométrique et donc
continue. Donc

lim
nÑ8 d2

`
F pznq, y˘ “ d2pz, yq. (17.648)

73. Définition 17.134.
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Mais j1pxq P j1pXq, et nous savons que F “ f sur j1pXq. Donc

F
`
j1pxnq˘ “ f

`
j1pxnq˘ “ j2pxnq. (17.649)

Donc nous avons le calcul

d2
`
F pzq, y˘ “ lim

nÑ8 d2
`
F pznq, y˘ (17.650a)

“ lim
nÑ8 d2

`
F pj1pxnqq, y˘ (17.650b)

lim
nÑ8 d2

`
j2pxnq, y˘ (17.650c)

“ lim
nÑ8 d2pyn, yq “ 0. (17.650d)

Cela prouve que F pzq “ y et donc que F est surjective.

Une conséquence du théorème de prolongement est le théorème suivant qui permet de compléter
un espace métrique.

Théorème 17.136 (Complétion d’un espace métrique[450, 448, 449]).
Plus précisément, soit pM,dq un espace métrique. Il existe un espace métrique complet M̃ muni
d’un plongement 74 isométrique φ : M Ñ M̃ tel que φpMq soit dense dans M̃ .

Ce complété de M est unique au sens suivant. Si M̃1 et M̃2 sont deux espaces métriques complets
munis de plongements isométriques fi : M Ñ M̃1 dont les images sont denses, alors il existe une
bijection isométrique ϕ : M̃1 Ñ M̃2 telle que ϕ ˝ f1 “ f2.

Démonstration. L’unicité est déjà le théorème 17.135. Nous faisons l’existence.
(i) Existence Soit CM l’ensemble des suites de Cauchy de M . Nous définissons

f : CM ˆ CM Ñ R

u, v ÞÑ lim
nÑ8 dpun, vnq. (17.651)

Notre première tâche est de nous assurer que cela est bien défini, c’est-à-dire que la limite
existe toujours. En effet, si u et v sont des suites de Cauchy dans M , nous avons

|dpun, vnq ´ dpum, vmq| ď dpun, vnq ` dpum, vmq ď 2ϵ (17.652)

dès que m et n sont assez grand. Cela prouve que la suite n ÞÑ dpun, vnq est de Cauchy dans
R. Par complétude de R, elle converge 75.
Nous considérons la relation d’équivalence u „ v si et seulement si fpu, vq “ 0. Nous posons
M̃ “ CM{ „ et nous y mettons la distance

dprus, rvsq “ fpu, vq (17.653)

et nous devons encore vérifier que cela est bien défini. Prenons u1 „ u et v1 „ v. Alors nous
avons

dpu1
n, v

1
nq ď dpu1

n, unq ` dpun, vnq ` dpvn, v1
nq, (17.654)

et donc
dpu1, v1q “ lim

nÑ8 dpu1
n, v

1nq ď lim
nÑ8 dpun, vnq “ dpu, vq. (17.655)

Le même argument en inversant les primes et les non primes montre l’inégalité inverse. Donc
dpu, vq “ dpu1, v1q dans CM , et donc la distance (17.653) est bien définie sur M̃ .
Afin de s’assurer que M̃ répond bien à la question du théorème, il faut encore démontrer les
points suivants :

74. Définition 17.130.
75. Ici nous utilisons la complétude de R. Cette dernière doit donc être démontrée indépendamment, ce qui est

fait dans le théorème 7.247. De plus nous ne pouvons pas définir R comme étant le complété de Q en utilisant ce
théorème.
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— M se plonge isométriquement dans M̃ .
— l’image de M par le plongement est dense dans M̃ .
— M̃ est complet.

Nous allons maintenant considérer l’application

φ : M Ñ M̃

x ÞÑ la classe de la suite constante x.
(17.656)

(i) Plongement isométrique Nous allons montrer que cela est une isométrie bijective et que
φpMq est dense dans M̃ . Le fait que φ soit bijective entre M et φpMq est évident. C’est
une isométrie parce que

d
`
φpxq, φpyq˘ “ lim

nÑ8 d
`
φpxqn, φpyqn

˘ “ dpx, yq. (17.657)

(ii) Densité Soit rus P M̃ . Tous les termes un sont des éléments de M . Nous considérons la
suite dans φpMq donnée par

an “ φpunq (17.658)

Chaque an est un élément 76 de M̃ . Montrons que panq converge dans M̃ vers u. Nous
avons

dpan, uq “ lim
kÑ8 d

`panqk, uk
˘

(17.659a)

“ lim
kÑ8 dpun, ukq (17.659b)

“ dpun, ℓq (17.659c)

en notant ℓ la limite de la suite punq. Ici nous avons utilisé le fait que la fonction distance
était continue pour l’inverser avec la limite, par le théorème 12.219. Nous avons alors

lim
nÑ8 dpan, rusq “ lim

nÑ8 dpun, ℓq “ 0. (17.660)

(iii) Complétude Nous passons maintenant à la preuve du fait que M̃ est complet. Soit pynq
une suite de Cauchy dans M̃ . Soit ϵ ą 0 ; nous définissons Kpnq par

d
`pynqk, pynql

˘ ă ϵ (17.661)

dès que k, l ě Kpnq. Cette définition fonctionne parce que pour chaque n, yn est une
suite de Cauchy dans M . Nous posons

xn “ pynqKpnq P M (17.662)

et nous allons montrer que pxnq est de Cauchy dans M –donc est un élément de M̃– et
que yk Ñ pxnq dans M̃ .
Nous commençons par montrer que pxnq est de Cauchy dans M . Nous avons

dpxn, xmq “ d
`pynqKpnq, pymqKpmq

˘
(17.663a)

ď d
`pynqKpnq, pynql

˘ ` d
`pynql, pymql

˘ ` d
`pymql, pymqKpmq

˘
(17.663b)

Nous choisissons n,m tels que dpyn, ymq ă ϵ, ce qui nous permet de choisir l de telle façon
à avoir d

`pynqk, pymqk
˘ ă ϵ pour tout k ě l. De plus, quitte à encore augmenter l, nous

supposons que l ą Kpmq et l ą Kpmq. Avec ces choix nous voyons que dpxn, xmq ă 3ϵ,
ce qui signifie que la suite pxnq est de Cauchy dans M .

76. À partir de maintenant nous n’écrivons plus explicitement la classe d’équivalence.



17.17. COMPLÉTION D’UN ESPACE MÉTRIQUE 1409

En ce qui concerne la convergence yn Ñ pxq, on a

d
`
yn, pxq˘ “ lim

kÑ8 d
`pynqk, pykqKpkq

˘
(17.664a)

ď lim
kÑ8 d

`pynqk, pynql
˘ ` lim

kÑ8 d
`pynql, pykql

˘ ` lim
kÑ8 d

`pykql, pykqKpkq
˘

(17.664b)

Nous devons trouver un n tel que si k est suffisamment grand, le tout est majoré par ϵ.
Voici nos choix :
— n tel que dpyn, ymq ă ϵ dès que m ě n,
— k ą n,
— k ą Kpnq,
— l ą k,
— l ą Kpkq,
— l suffisamment grand pour que d

`pynql, pykql
˘ ă ϵ.

Avec tous ces choix, les trois termes de (17.664b) sont plus petits que ϵ.
Ceci prouve que M̃ est complet.

(i) Unicité klmklm

17.17.1 Principe des zéros isolés

Théorème 17.137 (Principe des zéros isolés [451]).
Soit un ouvert Ω Ă C. Soient une fonction analytique 77 f : Ω Ñ C et a P Ω, une zéro non isolé
de f . Alors f est nulle sur un voisinage de a.

Démonstration. Nous écrivons f sous la forme d’une série entière 78 autour de a :

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn (17.665)

valable sur une boule Bpa, rq. Soit cm le premier coefficient non nul (si il n’existe pas c’est que f
est nulle sur tout Bpa, rq et alors le théorème est prouvé). Nous avons alors

fpzq “ cmpz ´ aqm`1 `
8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk˘ (17.666)

avec dk “ ck`m{cm. Le rayon de convergence de la série
ř
k dkpz ´ aqk est le même que celui de

(17.665) parce que la suite dkr
m`k

cm
reste bornée (critère d’Abel, lemme 15.17). Si nous posons

gpzq “ 1 `
8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk, (17.667)

alors g est une fonction continue et gpaq “ 1. De plus

fpzq “ cmpz ´ aqmgpzq. (17.668)

Soit une suite pznq de zéros de f qui converge vers a. Étant donné que g est continue, nous
devrions avoir limkÑ8 gpzkq “ gpaq “ 1, mais si fpzkq “ 0 avec zk ‰ a, alors gpzkq “ 0. Cela est
un paradoxe qui nous permet de conclure que si la suite zn existe bien, alors f est identiquement
nulle sur un voisinage, c’est-à-dire que tous les cn sont nuls.

77. Définition 12.440.
78. Définition de fonction analytique 12.440.
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Corolaire 17.138.
Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe Ω Ă C. Si f s’annule sur un ouvert (non
vide) de Ω, alors f s’annule sur tout Ω.

Démonstration. soit

N “ tz P Ω tel que f “ 0 sur un ouvert autour de zu. (17.669)

Le fait que N soit ouvert est évident à partir de sa définition. Nous allons montrer que N est
également fermé dans Ω, et donc conclure que N “ Ω. Soit pznq une suite dans N convergente vers
z P Ω. Étant donné que fpznq “ 0 et que f est continue, nous avons

fpzq “ lim
nÑ8 fpznq “ 0, (17.670)

ce qui fait de z un zéro non isolé de f . Par conséquent le principe des zéros isolés (théorème 17.137)
nous enseigne que f s’annule dans un voisinage autour de z, c’est-à-dire que z P N . L’ensemble N
est donc fermé.

Théorème 17.139 (Principe du prolongement analytique[1]).
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si deux fonctions analytiques coïncident sur un sous-ensemble D
de Ω contenant un point d’accumulation dans Ω, alors elles sont égales sur Ω.

Démonstration. Soient deux fonctions analytique f, g : Ω Ñ C égales sur D. Nous considérons la
fonction h “ f´g. Il existe dans D une suite pznq qui converge vers a P Ω et telle que fpznq “ gpznq,
c’est-à-dire hpznq “ 0 pour tout n.

Vu que h est continue nous avons aussi hpaq “ 0. Le point a est donc un zéro non isolé de h.
Le théorème 17.137 conclu que h “ 0 sur Ω.

17.18 Un petit extra
Ceci provient de notes de TP de l’université libre de Bruxelles autour des années 2000-2001[452].

Lemme 17.140 ([1]).
Soit une fonction f : R Ñ R telle que

(1) fp1q “ 1,
(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.

Alors fpqq “ q pour tout q P Q.

Démonstration. Vu que fpxq ` fpyq “ fpx` yq, nous avons, pour p P N :
pÿ

i“1
fp1
p

q “ fp
pÿ

i“1

1
p

q “ fp1q “ 1. (17.671)

Donc fp1{pq “ 1{p.
Nous en déduisons tout de suite que ppp{qq “ pfp1{qq “ p{q.
Si nous ajoutons l’hypothèse de continuité, nous avons un résultat plus fort.

Lemme 17.141 ([1]).
Soit une fonction f : R Ñ R telle que

(1) fp1q “ 1,
(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.
(3) f est continue.

Alors f est la fonction identité : fpxq “ x pour tout x P R.
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Démonstration. Nous savons déjà du lemme 17.140 que fpqq “ q pour tout q P Q. Soient x P R,
ainsi qu’une suite qk dans Q telle que qk RÝÑ x. Par continuité, nous avons

fpxq “ lim
kÑ8 fpqkq “ lim

kÑ8 fpqkq “ lim
kÑ8 qk “ x (17.672)

parce que fpqkq “ qk pour tout k.

Une question naturelle qu’on peut alors se poser est la suivante :
Est-il possible de définir une fonction réelle non continue ayant les propriétés (1) et (2) ?

Nous savons qu’une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie est conti-
nue 79, mais qu’en dimension infinie, une application linéaire non continue est possible 80.

Donc une manière de trouver une réponse positive à la question posée plus haut, serait de voir
Rn comme espace vectoriel de dimension infinie.

Nous nous souvenons que, grâce au lemme de Zorn 81, tout espace vectoriel admet une base 82.
En particulier, l’ensemble des réels vu comme espace vectoriel sur Q admet une base, i.e. DpeiqiPI
des éléments de R tels que tout réel s’écrit comme combinaison linéaire à coefficients rationnels de
ces ei, i.e.

@r P R, DpλiqiPI des éléments de Q tels que r “
ÿ

iPI
λiei. (17.673)

C’est avec ça en main que nous allons faire le travail.

Proposition 17.142.
Soient e1 “ 1 ainsi qu’un irrationnel e2. Soit une Q-base complétée peiqiPI avec 83 de R.

Nous définissons h : R Ñ R par

hpe1q “ e1 (17.674a)
hpe2q “ e3 (17.674b)
hpe3q “ e2 (17.674c)
hpeiq “ ei @i P Izt1, 2, 3u, (17.674d)

et par Q-linéarité :
hp
ÿ
λieiq “

ÿ
λiαi (17.675)

pour tout pλi P QqiPI .
La fonction h vérifie

(1) hp1q “ 1
(2) h est Q-linéaire, c’est à dire que

(2a) hpx` yq “ hpxq ` hpyq pour tout x, y P R
(2b) hpλxq “ λhpxq pour tout λ P Q.

(3) h n’est pas continue (pour la topologie usuelle sur R).

Démonstration. En plusieurs points
(i) Pour (1) C’est la condition hpe1q “ e1 en nous souvenant que e1 “ 1.

79. Proposition 7.156.
80. Exemples 11.62 et 11.63.
81. Lemme 1.22.
82. Proposition 4.22.
83. Théorème de la base incomplète 4.23. Attention : nous ne prétendons pas que I est dénombrable. Par contre,

par définition d’une base, les sommes sont toujours finies. Tout réel peut s’écrire comme une combinaison linéaire
finie des ei avec des coefficients rationnels.
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(ii) Pour (2a) Nous décomposons x et y dans la base teiuiPI . Il existe Jx et Jy finis dans I tels
que 84 x “ ř

iPJx
xiei, y “ ř

iPJy
yiei. Vu que toutes les sommes sont finies, nous n’avons

aucun problème à écrire
x` y “

ÿ

iPJxYJy

pxi ` yiqei (17.676)

et donc
hpx` yq “

ÿ

i

pxi ` yiq “
ÿ

i

xi `
ÿ

i

yi “ hpxq ` hpyq. (17.677)

(iii) Pour (2b) Même type de vérifications que pour (2a).
(iv) Pour (3) Si h était continue, elle serait l’identité par le lemme 17.141. Or elle n’est pas

l’identité parce que hpe2q “ hpe3q.

Donc nous avons trouvé une application Q-linéaire h : R Ñ R qui n’est pas continue.

84. Les vrais chasseurs de précisions diront que xi est définit pour i P I, mais uniquement non nul sur Jx.



Chapitre 18

Trigonométrie, isométries

18.1 Trigonométrie

18.1.1 Définitions, périodicité et quelques valeurs remarquables

Proposition-Définition 18.1 (Définition du cosinus et du sinus).
La série

cospxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2nq! x

2n (18.1)

définit une fonction cos : R Ñ R de classe C8. Nous l’appelons cosinus.
La série

sinpxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2n` 1q!x

2n`1 (18.2)

définit une fonction sin : R Ñ R de classe C8. Nous l’appelons sinus.

Démonstration. La série entière définissant cospxq a pour coefficients

an “
#

0 si n est impair
p´1qn{2

n! si n est pair.
(18.3)

Nous pouvons la majorer par la série entière donnée par les coefficients

bn “
#

1{n! si n est impair
p´1qn{2

n! si n est pair.
(18.4)

Quelle que soit la parité de k nous avons toujours
ˇ̌
ˇ̌bk`1
bk

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

k ` 1 , (18.5)

de telle sorte que la formule d’Hadamard (15.55) nous donne R “ 8 pour la série
ř8
k“0 bkx

k. A
fortiori 1 le rayon de convergence pour la série du cosinus est infini.

L’assertion concernant le sinus se démontre de même.
En ce qui concerne le fait que les fonctions sin et cos sont de classe C8 sur R, il faut invoquer

le corolaire 15.44.

Lemme 18.2 ([1]).
Nous avons

cosp0q “ 1 (18.6a)
sinp0q “ 0. (18.6b)

1. Remarque 15.15.

1413
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ainsi que

cosp´xq “ cospxq (18.6ca)
sinp´xq “ ´ sinpxq (18.6cb)

(18.6cc)

Démonstration. Par substitution directe dans les séries.

Lemme 18.3.
En ce qui concerne la dérivation, nous avons

sin1 “ cos (18.4a)
cos1 “ ´ sin . (18.4b)

Démonstration. Il s’agit de se permettre de dériver terme à terme (proposition 15.42) les séries
qui définissent le sinus et le cosinus.

Lemme 18.4.
Les fonctions sinus et cosinus vérifient

cos2pxq ` sin2pxq “ 1 (18.5)

pour tout x P R.

Démonstration. Posons fpxq “ sin2pxq ` cos2pxq et dérivons :

f 1pxq “ 2 sinpxq cospxq ` 2 cospxqp´q sinpxq “ 0. (18.6)

La fonction f est donc constante par le corolaire 12.196. Nous avons donc pour tout x :

fpxq “ fp0q “ sin2p0q ` cos2p0q “ 1. (18.7)

Le dernier calcul s’obtient en substituant directement x par zéro dans les séries : sinp0q “ 0 et
cosp0q “ 1.

18.1.2 Fonction puissance (pour les complexes)

La fonction puissance a déjà fait l’objet de nombreuses définitions et extensions. Voir le thème
50. Nous allons maintenant définir az pour a ą 0 et z P C.

Soit z “ x ` iy P C. L’exponentielle exppx ` yiq est déjà définie en 15.57 ; il suffit donc
maintenant de définir les notations ez et az pour z P C.

Définition 18.5.
Pour le nombre e P R et le nombre imaginaire pur iy (y P R), nous définissons

eiy “ exppiyq (18.8)

où exp est la série usuelle de la définition 15.57. Pour un nombre complexe général x ` yi nous
définissons

ex`iy “ exeiy. (18.9)

Et enfin, si a ą 0 et si z P C nous définissons

az “ ez lnpaq, (18.10)

la fonction logarithme ici étant celle ln : s0,8r Ñ R définie par la proposition 15.78.

Si z P C et si n P Z, la définition de zn ne pose pas de problème, c’est la définition 1.222.
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18.6.
Soit z “ x`iy P C. L’exponentielle exppx`yiq est déjà définie en 15.57 ; elle est la fonction donnée
par

exp: C Ñ C

z ÞÑ
8ÿ

n“0

zn

n! .
(18.11)

Proposition 18.7.
Le rayon de convergence 2 de la série exponentielle est infini.

Démonstration. L’exponentielle est la série de puissance dont les coefficients sont donnés par la
suite pakq “ 1{k!. Nous utilisons la formule de Hadamard de la proposition 15.23 :

1
R

“ lim
nÑ8

ˇ̌
ˇ̌pn` 1q!

n!

ˇ̌
ˇ̌ “ lim

kÑ8pn` 1q “ 8. (18.12)

Donc R “ 8.

Proposition 18.8.
Pour tout z P C nous avons

exppzq “ ez. (18.13)

Proposition 18.9 ([453]).
Quelques propriétés de l’exponentielle.

(1) Le fonction exp est continue.
(2) Nous avons la formule ez`w “ ezew pour tout z, w P C.
(3) pezq´1 “ e´z

(4) pexppzqqn “ exppnzq.
Démonstration. La proposition 18.7 nous enseigne que le rayon de convergence est infini. La fonc-
tion ainsi définie est alors continue par la proposition 12.373.

Les séries exppzq et exppwq ayant un rayon de convergence infini, nous pouvons utiliser le
produit de Cauchy (théorème 15.30) :

ezew “
8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n

ziwj

i!j!

¸
(18.14a)

“
8ÿ

n“0

˜
nÿ

i“0

ziwn´i

i!pn´ iq!

¸
(18.14b)

“
8ÿ

n“0

1
n!

nÿ

i“0

ˆ
n

i

˙
ziwn´i (18.14c)

“
8ÿ

n“0

1
n!pz ` wqn (18.14d)

“ exppz ` wq. (18.14e)

Nous avons utilisé la formule du binôme (proposition 3.40).
Les autres propriétés énoncées sont des corolaires :

eze´z “ e0 “ 1. (18.15)

2. Définition 15.11.



1416 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

D’autres propriétés de l’exponentielle sur C, entre autres l’holomorphie, sont données dans le
théorème 26.59.

Lemme 18.10 ([1]).
Soient a ą 0, z P C et n P Z. Alors

pazqn “ anz. (18.16)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul utilisant les propositions 18.9(4) et 18.8 :

pazqn “ `
ez lnpaq˘n (18.17a)

“ exp
`
z lnpaq˘n (18.17b)

“ exp
`
nz lnpaq˘ (18.17c)

“ enz lnpaq (18.17d)
“ anz. (18.17e)

18.1.3 Formules de trigonométrie

Le lemme suivant est un premier pas pour le paramétrage du cercle dont nous parlerons dans
la proposition 18.57.

Lemme 18.11.
Pour tout x P R nous avons :

(1)
eix “ cospxq ` i sinpxq (18.18)

(2) |eix| “ 1.

Démonstration. La définition de l’exponentielle sur C est la définition 15.57. Cette définition
fonctionne parce que C est une algèbre normée, et que C est un C-module vérifiant l’inégalité
|zz1| ď |z||z1| (en l’occurrence, une égalité).

Nous remarquons que ik vaut 1, i, ´1, ´i. Donc un terme sur deux est imaginaire pur et parmi
ceux-là, un sur deux est positif. À bien y regarder, les termes imaginaires purs forment la série du
sinus et ceux réels la série du cosinus.

Si vous aimez les formules,

eiy “
8ÿ

n“0

piyqn
n! “

8ÿ

n“0
p´1qn y2n

p2nq! ` i
8ÿ

n“0
p´1qn y2n`1

p2n` 1q! “ cospyq ` i sinpyq. (18.19)

Nous avons utilisé le fait que i2n “ p´1qn et i2n`1 “ ip´1qn.

Corolaire 18.12.
Le complexe conjugué 3 de eix est e´ix.

Démonstration. Vu le lemme 18.11, le complexe conjugué de z “ eix est z̄ “ cospxq ´ i sinpxq. En
utilisant (18.6c) nous avons également

z̄ “ cospxq ´ i sinpxq “ cosp´xq ` i sinp´xq “ e´ix. (18.20)

3. Définition 1.416.
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Lemme 18.13.
Nous avons les formules d’addition d’angles 4

cospa` bq “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq (18.21a)
sinpa` bq “ cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq (18.21b)
cospa´ bq “ cospaq cospbq ` sinpaq sinpbq (18.21c)
sinpa´ bq “ sinpaq cospbq ´ cospaq sinpbq. (18.21d)

pour tout a, b réels.

Démonstration. Nous utilisons la formule d’addition dans l’exponentielle, proposition (15.267) et
la formule (18.18) avant de séparer les parties réelles et imaginaires :

eipa`bq “ eiaeib “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq ` i
`

cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq˘. (18.22)

Cela est également égal à
cospa` bq ` i sinpa` bq. (18.23)

En identifiant les parties réelle et imaginaires, nous obtenons les formules (18.21a) et (18.21c)
annoncées.

Pour la formule (18.21c), il suffit de se souvenir que sinp´bq “ ´ sinpbq et cosp´bq “ cospbq (ces
deux égalités sont immédiatement visibles sur les développements en série : l’un a uniquement des
puissances paires et l’autre impaires) et d’écrire (18.21a) avec ´b au lieu de b.

Corolaire 18.14.
Les formules suivantes pour les duplications d’angles s’ensuivent :

cosp2aq “ cos2paq ´ sin2paq (18.24a)
sinp2aq “ 2 cospaq sinpaq. (18.24b)

Démonstration. Poser b “ a dans les relations du lemme 18.13.

Lemme 18.15.
Un sous-groupe de pR,`q est soit dense dans R soit de la forme pZ pour un certain réel p ‰ 0.

Démonstration. Soit A, un sous-groupe de pR,`q qui ne soit pas dense. Soit un intervalle sa, br
qui n’intersecte pas A (si vous voulez frimer, vous noterez ici que nous utilisons le fait que les
intervalles ouverts forment une base de la topologie de R). Si d “ |b´ a|, l’ensemble A ne contient
pas deux éléments séparés par strictement moins de d. Soit p, le plus petit élément strictement
positif de A ; nous avons p ě d (parce que 0 P A de toutes façons).

Puisque A est un groupe, nous avons pZ Ă A.
Pour l’inclusion inverse, si x P A est hors de pZ, il existe un y P pZ avec |x ´ y| ă p. Et donc

le nombre |x´ y| est dans A tout en étant plus petit que p. Contradiction.

Proposition-Définition 18.16 (Périodicité, le nombre π[454]).
Plusieurs choses à propos de la périodicité de la fonction cos.

(1) La fonction cos est périodique 5.
(2) Un nombre T ą 0 est une période si et seulement si cospT q “ 1 et sinpT q “ 0.

Nous définissons le nombre π ą 0 comme étant la moitié de la période de la fonction cos :

2π “ mintT ą 0 tel que cospx` T q “ cospxq,@x P Ru. (18.25)

Démonstration. Plusieurs étapes.

4. Rien ne nous empêche de donner ce nom à ces formules, mais seriez-vous capable de définir précisément le mot
« angle » ?

5. Définition 12.181.
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(i) La fonction cosinus n’est pas toujours positive Supposons d’abord que cospxq ą 0 pour
tout x P R. Dans ce cas, la fonction sin est strictement croissante. Mais les deux fonctions
sont bornées par 1 du fait de la formule cos2pxq`sin2pxq “ 1. La fonction sin étant croissante
et bornée, elle est convergente vers un réel par la proposition 12.57 :

lim
xÑ8 sinpxq “ ℓ (18.26)

pour un certain ℓ ą 0. Avec ça nous avons aussi (pour cause de dérivée) limxÑ8 sin1pxq “ 0,
c’est-à-dire limxÑ8 cospxq “ 0. Mais vu que cos2pxq ` sin2pxq “ 1, nous en déduisons que
limxÑ8 sinpxq “ 1. Mézalor limxÑ8 cos1pxq “ ´1, ce qui veut dire que la fonction cos n’est
pas bornée. Cela est impossible. Nous en déduisons que cospxq n’est pas toujours positive.

(ii) Il existe T ą 0 tel que cospT q “ 1 et sinpT q “ 0 Par ce que nous venons de faire, il existe
r ą 0 tel que cosprq “ 0. Pour cette valeur, nous avons aussi obligatoirement sinprq “ ˘1.
Nous avons aussi, en utilisant les formules (18.21),

cosp2rq “ cos2prq ´ sin2prq “ ´1 (18.27a)
sinp2rq “ 2 cosprq sinprq “ 0. (18.27b)

et par conséquent

cosp4rq “ cos2p2rq ´ sin2p2rq “ 1 (18.28a)
sinp4rq “ 2 cosp2rq sinp2rq “ 0. (18.28b)

Donc T “ 4r fonctionne.
(iii) Si T est une période Nous entrons dans le vif de la preuve. Soit un T ą 0 tel que cospx`

T q “ cospxq pour tout x P R. Avec la formule d’addition d’angle dans le cosinus nous
cherchons un T tel que

cospx` T q “ cospxq cospT q ´ sinpxq sinpT q “ cospxq (18.29)

et donc tel que
cospxq` cospT q ´ 1

˘ “ sinpxq sinpT q. (18.30)

Nous dérivons cette équation :

´ sinpxq` cospT q ´ 1
˘ “ cospxq sinpT q. (18.31)

Nous multiplions chacune des deux équations (18.30) et (18.31) par sinpxq et cospxq pour
obtenir les quatre relations suivantes :

cos2pxq` cospT q ´ 1
˘ ´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (18.32a)

´ sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘ ´ cos2pxq sinpT q “ 0 (18.32b)

sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘ ´ sin2pxq sinpT q “ 0 (18.32c)

´ sin2pxq` cospT q ´ 1
˘ ´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (18.32d)

En faisant (18.32a) moins (18.32d) nous trouvons cospT q “ 1. Et en sommant (18.32b) avec
(18.32c) nous avons ´ sinpT q “ 0.

(iv) Si T ą 0 est tel que sinpT q “ 0 et cospT q “ 1 Alors les formules d’addition d’angle du
lemme 18.13 donnent tout de suite

cospx` T q “ cospxq. (18.33)

À ce niveau nous croyons avoir prouvé que cos était périodique et que la période est donnée
par

mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (18.34)
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Or rien n’est moins sûr parce qu’il pourrait arriver que ce minimum n’existe pas, c’est-à-dire que
l’infimum soit zéro. Autrement dit, il peut arriver que l’ensemble des périodes soit dense. Plus
précisément, soit P Ă R l’ensemble des périodes de cos. C’est un sous-groupe de pR,`q et le
lemme 18.15 nous dit que P est soit dense dans R, soit de la forme pZ pour un p ą 0.

Si P est dense, soient t P R et une suite ptnq dans P telle que tn Ñ t. Pour tout x et tout n
nous avons

cospx` tnq “ cospxq, (18.35)

Comme la fonction cosinus est continue, nous pouvons passer à la limite et écrire cospx`tq “ cospxq.
Cela étant valable pour tout x et pour tout t, la fonction cosinus est constante. Or nous savons
que ce n’est pas le cas, donc P n’est pas dense. Donc cosinus est périodique.

Proposition 18.17.
La fonction sin est périodique de période 2π et

2π “ mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (18.36)

Démonstration. La proposition 18.16 dit que cos est périodique. Puisque sin “ ´ cos1 par le lemme
18.3, la fonction sin est également périodique par le lemme 12.183. Si T est une période de cos,
alors T est une période de sin.

Mais sin1 “ cos, de telle sorte que les périodes de sin sont périodes de cos. Bref, T est une
période de sin si et seulement si T est une période de cos.

18.18.
Notons que tout ceci ne nous donne pas la plus petite indication d’ordre de grandeur de la valeur
de π. Cela peut encore être 0.1 autant que 500.

Proposition 18.19 ([454, 1]).
Des propriétés à la chaine à propos des sinus, cosinus et de leurs périodes.

(1) Nous avons
2π “ mintx ą 0 tel que cospxq “ 1, sinpxq “ 0u. (18.37)

(2) Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2π.
(3) Nous avons cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.
(4) Pour tout a P R nous avons

cospa` πq “ ´ cospaq (18.38a)
sinpa` πq “ ´ sinpaq. (18.38b)

(5) Nous avons
π “ mintx ą 0 tel que cospxq “ ´1, sinpxq “ 0u. (18.39)

(6) Nous avons
" cospπ{2q “ 0 (18.40a)

sinpπ{2q “ 1. (18.40b)

(7) Nous avons les formules
" cospx` π{2q “ ´ sinpxq (18.41a)

sinpx` π{2q “ cospxq (18.41b)

pour tout x P R.
(8) Nous avons

π

2 “ mintx ą 0 tel que sinpxq “ 1, cospxq “ 0u. (18.42)
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(9) Nous avons les valeurs
$
’&
’%

cosp3π
2 q “ 0 (18.43a)

sinp3π
2 q “ ´1. (18.43b)

(10) Nous avons
π

2 “ mintx ą 0 tel que cospxq “ 0u. (18.44)

(11) Pour tout x P s0, π2 r, nous avons cospxq ą 0 et sinpxq ą 0.

Démonstration. C’est parti.
(1) Le fond de la proposition 18.16 est que toutes les périodes T ą 0 vérifient cospT q “ 1 et

sinpT q “ 0. La définition de 2π est que c’est la plus petite période.
(2) En utilisant le fait que l’une est la dérivée de l’autre, si T est une période de cos nous avons

sinpx` T q “ ´ cos1px` T q (18.45a)

“ ´ lim
ϵÑ0

cospx` T ` ϵq ´ cospx` T q
ϵ

(18.45b)

“ ´ lim
ϵÑ0

cospx` ϵq ´ cospxq
ϵ

(18.45c)

“ ´ cos1pxq (18.45d)
“ sinpxq. (18.45e)

Nous déduisons que toute période de cos est une période de sin. De la même façon, nous
pouvons prouver l’autre sens : toute période de sin est une période de cos.

(3) D’un côté nous avons
cosp2πq “ cos2pπq ´ sin2pπq “ 1 (18.46)

parce que cosp2πq “ cosp0q “ 1. Puisque cospπq et sinpπq sont bornés par ´1 et 1, nous
devons avoir sinpπq “ 0 et cospπq “ ˘1.
Mais d’un autre côté, le nombre 2π est le plus petit T vérifiant cospT q “ 1, sinpT q “ 0. Donc,
avoir cospπq “ 1 n’est pas possible. Nous concluons

" cospπq “ ´1 (18.47a)
sinpπq “ 0. (18.47b)

(4) Il s’agit d’utiliser les formules d’addition d’angles du lemme 18.13 pour calculer cospa ` πq
et sinpa` πq en tenant compte du fait que cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.

(5) Soit a P s0, πr tel que cospaq “ ´1 et sinpaq “ 0. Alors nous avons

cospa` πq “ ´ cospπq “ 1 (18.48a)
sinpa` πq “ ´ sinpπq “ 0, (18.48b)

ce qui donnerait a ` π P sπ, 2πr dont le cosinus est 1 et le sinus est zéro. Mais nous savons
déjà que 2π est le minimum pour cette propriété.

(6) Nous avons
´1 “ cospπq “ cos2pπ{2q ´ sin2pπ{2q, (18.49)

donc cospπ{2q “ 0 et sin2pπ{2q “ 1, ce qui donne sinpπ{2q “ ˘1.
Nous devons départager le ˘. Pour cela nous savons que sin1p0q “ cosp0q “ 1 et que sinp0q “
0, donc il existe ϵ ą 0 tel que pour tout x P s0, ϵr nous avons 0 ă cospxq ă 1 et 0 ă sinpxq ă 1
(nous avons aussi utilisé le lien entre dérivation et croissance de la proposition 12.184). Nous
choisissons ϵ plus petit que π{2 .
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Supposons que sinpπ{2q “ ´1. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.82 dit qu’il existe
x0 P sϵ, π{2r tel que sinpx0q “ 0. Pour cette valeur de x0 nous devons aussi avoir cospx0q “ ˘1.
Mais puisque 2π est minimum pour avoir cos “ 1 et sin “ 0, nous devons avoir cospx0q “ ´1.
Alors nous avons aussi

cospx0 ` πq “ cospx0q cospπq ´ sinpx0q sinpπq “ ´ cospx0q “ 1 (18.50a)
sinpx0 ` πq “ cospx0q sinpπq ` sinpx0q cospπq “ sinpx0q “ 0. (18.50b)

Encore une fois par minimalité de 2π, cela ne va pas. Conclusion : sinpπ{2q “ 1.
(7) Il s’agit encore d’utiliser les formules d’addition d’angle en tenant compte des valeurs remar-

quables cospπ{2q “ 0 et sinpπ{2q “ 1.
(8) Supposons x0 P s0, π{2r tel que sinpx0q “ 1 et cospx0q “ 0. En utilisant les formules (18.41)

nous avons

cospx0 ` π{2q “ ´1 (18.51a)
sinpx0 ` π{2q “ 0, (18.51b)

avec x0 ` π{2 ă π. Cela contredirait la minimalité de π.
(9) Il s’agit d’utiliser les formules (18.41) :

cosp3π
2 q “ cospπ ` π{2q “ ´ sinpπq “ 0 (18.52a)

sinp3π
2 q “ sinpπ ` π{2q “ cospπq “ ´1. (18.52b)

(10) Si cospx0q “ 0 alors sinpx0q “ ´1 (parce que sinpx0q “ 1 est déjà exclu). Alors cospx0`π{2q “
1 et sinpx0 ` π{2q “ 0, ce qui est également impossible.

(11) La fonction cosinus est continue (proposition 18.1) et cosp0q “ 1. Le théorème des valeurs
intermédiaires implique que si cospxq ď 0, alors il existe t P s0, xs avec cospxq “ 0. Cela n’est
pas possible pour x ă π{2, par le point (8).
Le cosinus est positif sur l’intervalle considéré et sin1pxq “ cospxq. Donc sinp0q “ 0 et la
dérivée est positive. La proposition 12.184 conclut que sin est strictement croissante et donc,
strictement positive.

Lemme 18.20 (Positivité[1]).
À propos de positivité de la fonction cosinus.

(1) cosp0q “ 1
(2) cospxq ą 0 pour x P r0, π{2r.
(3) cospπ{2q “ 0.
(4) cospxq ă 0 pour x P sπ{2, 3π{2r
(5) cosp3π{2q “ 0.
(6) cospxq ą 0 pour x P s3π{2, 2πs.

Démonstration. En plusieurs points.

(i) Pour (1) C’est déjà fait dans le lemme 18.2.
(ii) Pour (2) C’est la proposition 18.19(11).
(iii) Pour (3) C’est la proposition 18.19(6).
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(iv) Pas d’annulation entre π{2 et π Nous montrons à présent que cos ne s’annule pas entre
π{2 et π. Supposons que cospπ2 ` sq “ 0 avec s P s0, π{2r. Comme cospxq2 ` sinpxq2 “ 1
(lemme 18.4), nous avons

$
&
%

cospπ2 ` sq “ 0 (18.53a)

sinpπ2 ` sq “ ϵ (18.53b)

avec ϵ “ ˘1. Utilisant trois fois la proposition 18.19(7) nous trouvons
$
’&
’%

cospx` 3π
2 q “ sinpxq (18.54a)

sinpx` 3π
2 q “ ´ cospxq (18.54b)

pour tout x. Nous appliquons cela à x “ π
2 ` s, en nous souvenant que cospx` 2πq “ cospxq

et sinpx` 2πq “ sinpxq (par 18.19(2)) :

cospsq “ cospπ2 ` s` 3π
2 q “ sinpπ2 ` sq “ ϵ (18.55)

et
sinpsq “ sinpπ2 ` s` 3π

2 q “ ´ cospπ2 ` sq “ 0. (18.56)

Si ϵ “ 1, nous avons une contradiction avec 18.19(1). Si ϵ “ ´1, nous avons une contradiction
avec 18.19(5).
Donc cospxq ‰ 0 pour x P sπ2 , πs.

(v) cospxq ă 0 sur sπ{2, πs Nous savons que cospπq “ ´1 (18.19(3)). Étant donné que la fonction
cos est continue et qu’elle ne s’annule pas sur sπ{2, πs, nous en déduisons qu’elle y est partout
strictement négative.

(vi) Pour (4), (5), (6) Il est directement visible sur le développement de définition que cosp´xq “
cospxq. Et comme cospx` 2πq “ cospxq, nous avons

cospπ ` sq “ cosp´π ´ sq “ cospπ ´ sq. (18.57)

Donc toutes les valeurs (et tous les signes) de cospxq sur rπ, 2πs peuvent être déduits de ceux
sur r0, πs.

Lemme 18.21.
Soient x, y P R.

(1) Nous avons cospxq “ cospyq si et seulement si

y P tx` 2kπukPZ Y t´x` 2kπukPZ. (18.58)

(2) Nous avons sinpxq “ sinpyq si et seulement si

y P tx` 2kπukPZ Y t´x` 2pk ` 1qπukPZ. (18.59)

Proposition 18.22.
Les nombres x, y P R vérifient

" cospxq “ cospyq (18.60a)
sinpxq “ sinpyq (18.60b)

si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x` 2kπ.

Démonstration. En deux parties.
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(i) ð Si y “ x` 2kπ, le résultat est correct parce que la proposition 18.19(2) dit que sin et cos
sont périodiques de période 2π.

(ii) ñ Supposons que x ą y. Nous calculons sinpx´ yq et cospx´ yq en utilisant les formules du
lemme 18.13 et en tenant compte de (18.60). Cela donne cospx ´ yq “ 1 et sinpx ´ yq “ 0.
La proposition 18.16(2) dit alors que x´ y est une période de la fonction cos.
Or la période de cos est 2π (proposition 18.19(2)). Donc toutes les périodes de cos sont les
2kπ avec k P N (lemme 12.182).

Corolaire 18.23.
Des nombres x, y P R vérifient eix “ eiy si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x` 2kπ.

Démonstration. Le lemme 18.11 donne eix “ cospxq ` i sinpxq. Donc l’équation eix “ eiy revient
au système (18.60) dont les solutions sont bien y “ x` 2kπ.

Lemme 18.24 ([1]).
À propos de croissance et décroissance des fonctions trigonométriques.

(1) Sur s0, πr, la fonction cos est décroissante.
(2) Sur s´π, 0r, la fonction cos est croissante.

Démonstration. Nous savons que cos1 “ sin par le lemme 18.3. La liaison entre dérivée et croissance
est la proposition 12.184. Les signes de la fonction cosinus sont dans le lemme 18.20. Les signes de
la fonction sinus peuvent être déduits de la proposition 18.19(7).

Vous avez tout en main.

Tout cela nous permet de calculer quelques valeurs remarquables de cosinus et sinus ainsi que
d’écrire le tableau de variations de sinus et cosinus.

Lemme 18.25.
Nous avons les valeurs remarquables

sinpπ4 q “ cospπ4 q “
?

2
2 . (18.61)

Démonstration. La relation (18.24b) donne

0 “ cospπ{2q “ cos2pπ{4q ´ sin2pπ{4q. (18.62)

Donc cos2pπ{4q “ sin2pπ{4q. Mais puisque sinpπ{4q et cospπ{4q sont positifs, ils sont égaux.
Nous avons aussi sin2pπ{4q ` cos2pπ{4q “ 1. Donc le nombre x “ cospπ{4q “ sinpπ{4q vérifie

l’équation 2x2 “ 1, dont l’unique solution positive est x “ 1?
2 “

?
2

2 .

Lemme 18.26.
Nous avons la valeur remarquable

cospπ3 q “ 1
2 . (18.63)

Démonstration. Il faut utiliser la formule (18.21a) avec cospπq “ cosp2π{3 ` π{3q en sachant
que cospπq “ ´1. Ensuite cosp2π{3q “ cospπ{3 ` π{3q. En décomposant ainsi, nous exprimons
´1 “ cospπq en termes de cospπ{3q et de sinpπ{3q. En substituant sin2pπ{3q “ 1 ´ cos2pπ{3q nous
trouvons que le nombre cospπ{3q vérifie l’équation

4x3 ´ 3x` 1 “ 0. (18.64)

Croyez-le ou non, les solutions de cette équation sont x “ ´1 et x “ 1{2. Allez. Faisons comme si
nous le savions pas. En tout cas, ces deux nombres sont des solutions, et nous avons la factorisation 6

4x3 ´ 3x` 1 “ p2x´ 1q2px` 1q. (18.65)
6. Factorisation d’un polynôme en sachant des racines, proposition 3.142.
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Donc 1{2 est de multiplicité 2 et ´1 de multiplicité 1. Le théorème 3.148 nous dit qu’il n’y a alors
pas d’autres racines que ces deux-là 7.

Nous en déduisons que la valeur de cospπ{3q est soit 1{2 soit ´1. La proposition 18.19(5) nous
dit qu’il est impossible que cospπ{3q soit égal à ´1 parce que π{3 ă π. Donc cospπ{3q “ 1{2 comme
annoncé.

Remarque 18.27.
Vous avez déjà sans doute vu la démonstration de cosp30˝q “ 1{2 à partir de la figure 18.4. Il n’est
pas possible de l’utiliser parce que cela n’est en réalité pas loin d’être la définition de l’angle entre
deux droites.

Si vous voulez savoir la définition de l’angle entre deux droites, il faut passer par la défini-
tion 18.145, laquelle se base sur le lemme 18.129 qui, elle-même, se base sur la proposition 18.54.

Bref, à notre niveau, nous sommes encore loin de pouvoir faire des raisonnements trigonomé-
triques sur base de géométrie dans les triangles.

Proposition 18.28.
Pour tout x P r0, π{4r nous avons cospxq ą sinpxq.
Démonstration. Nous posons fpxq “ cospxq ´ sinpxq. Elle vérifie fp0q “ 1. En utilisant les dérivées
du lemme 18.3, nous trouvons

f 1pxq “ ´`
sinpxq ` cospxq˘. (18.66)

Mais sur s0, π{2r nous avons cospxq ą 0 et sinpxq ą 0 (proposition 18.19(11)). Donc f est stric-
tement décroissante. Elle ne peut donc passer qu’une seule fois par zéro. Le lemme 18.25 nous
indique que fpπ{4q “ 0. Donc fpxq ą 0 sur r0, π{4r.
Proposition 18.29.
Quelques valeurs trigonométriques.

(1) Pour le sinus :
(1a) sinp0q “ 0
(1b) sinpπ{6q “ 1{2
(1c) sinpπ{4q “ ?

2{2
(1d) sinpπ{3q “ ?

3{2
(1e) sinpπ{2q “ 1

(2) Pour le cosinus :
(2a) cosp0q “ 1
(2b) cospπ{6q “ ?

3{2

(2c) cospπ{4q “ ?
2{2

(2d) cospπ{3q “ 1{2
(2e) cospπ{2q “ 0

(3) Pour la tangente :
(3a) tanp0q “ 0
(3b) tanpπ{6q “ ?

3{3
(3c) tanpπ{4q “ 1
(3d) tanpπ{3q “ ?

3
(3e) tanpπ{2q est non défini.

Démonstration. Plusieurs ont déjà été faites. Les autres ne seront pas démontrées dans l’ordre
énoncé.

(i) sinp0q “ 0 Substitution dans la définition (18.2).

(ii) sinpπ{4q “ ?
2{2 C’est le lemme 18.25.

(iii) sinpπ{3q “ 1{?
2 Nous utilisons la formule sin2pxq ` cos2pxq “ 1 avec x “ π{3. Cela donne

sin2pπ{3q “ 1{2. Nous en déduisons que sinpπ{3q vaut ˘ 1?
2 .

La proposition 18.19(5) nous dit que sin est positive sur r0, πs. Donc c’est bien la possibilité
1{?

2 qui est la bonne.
(iv) sinpπ{6q “ 1{2 et cospπ{6q “ ?

3{2 Nous partons de l’équation (18.24b) pour écrire

sinpπ{3q “ 2 cospπ{6q sinpπ{6q. (18.67)

7. Nous attirons votre attention sur le fait que cela n’est en aucun cas une trivialité.
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Nous avons déjà vu que sinpπ{3q “ ?
3{2. En posant x “ sinpπ{6q nous avons également

cospπ{6q “ ?
1 ´ x2 parce que nous savons que la fonction cosinus est positive sur r0, π{2s

(proposition 18.19(11)). Nous avons donc l’équation
?

3
2 “ 2x

a
1 ´ x2. (18.68)

Nous passons au carré et posons y “ x2. Après quelque manipulations,

16y2 ´ 16y ` 3 “ 0. (18.69)

Cela donne deux possibilités pour y : 3
4 et 1

4 . Puisque x ą 0, nous pouvons simplement passer
à la racine carrée : x “ ?

3{2 ou x “ 1{2.
Notez que si nous avion posé x “ cospπ{6q au lieu de x “ sinpπ{6q, nous aurions obtenu le
même résultat. Donc sinpπ{6q et cospπ{6q peuvent tous deux avoir les valeurs

?
3{2 ou 1{2.

Cela fait 4 possibilités.
Étant donné que sin2pπ{6q ` cos2pπ{6q “ 1, les deux possibilités avec sinpπ{6q “ cospπ{6q
sont exclues.
La proposition 18.28 nous dit aussi que cospπ{6q ą sinpπ{6q. Donc cospπ{6q “ ?

3{2 et
sinpπ{6q “ 1{2.

(v) sinpπ{2q “ 1 C’est dans (18.40).
(vi) cosp0q “ 1 Substitution dans la définition.
(vii) cospπ{6q “ ?

3{2 Déjà fait avec le sinus de π{6.
(viii) cospπ{4q “ ?

2{2 Lemme 18.25.
(ix) cospπ{3q “ 1{2 Lemme 18.26.
(x) cospπ{2q “ 0 Dans (18.40).

Toutes les valeurs pour la tangente s’obtiennent maintenant par la définition, en calculant tanpxq “
sinpxq
cospxq .

Voici un tableau qui rappelle les valeurs à retenir pour les fonctions sinus, cosinus et tangente.

x sinpxq cospxq tanpxq
0 0 1 0
π{6 1{2

?
3{2

?
3{3

π{4
?

2{2
?

2{2 1
π{3

?
3{2 1{2

?
3

π{2 1 0 N.D.

(18.70)

où « N.D. » signifie « non défini ».
Rappelons le graphe de la fonction sinus :

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1

celui de la fonction cosinus :

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1
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Exemple 18.30.
Développer la fonction cos autour de x “ π

3 . Utiliser la valeur remarquable du lemme 18.26. Nous
développons autour de h “ 0 la fonction cospπ3 ` hq :

cos
`π

3 ` h
˘ „ cos

`π
3
˘ ` h cos1pπ3 q ` h2

2 cos2 `π
3
˘ “ 1

2 ´
?

3
2 h´ 1

4h
2. (18.71)

Il est aussi possible d’écrire cela en notant x “ x0 ` h, c’est-à-dire en remplaçant h par x´ π
3 :

cospxq „ 1
2 ´

?
3

2 px´ π

3 q ´ 1
4px´ π

3 q2. (18.72)

△

18.31.
Voici un petit dessin pour donner une idée.

´π π 2 π 3 π

´3

´2

´1

1

2

3

(1) En noir le graphe de cospxq.
(2) En rouge, le développement de cospxq à l’ordre 4 autour de x “ 0.
(3) En bleu, le développement de cospxq à l’ordre 4 autour de x “ 3π{4.

18.2 Très modeste approximation de π

Nous sommes en droit de vouloir une valeur approchée de π.

Lemme 18.32.
Nous avons l’approximation numérique

2
?

2 ă π ă 4. (18.73)

Démonstration. Grace au lemme 18.25 nous savons que la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un
intervalle de taille π{4 avec une dérivé majorée par 1. Par conséquent

π

4 ą
?

2
2 (18.74)

et donc 8

π ą 2
?

2 » 2.82 (18.75)

8. Sérieusement, êtes vous capables de trouver une approximation de
?

2 en ne vous basant que sur des choses
vues jusqu’ici ?
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De plus la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un intervalle de taille π{4 avec une dérivée majorée
par

?
2{2, donc

π

4 ă
?

2{2?
2{2

, (18.76)

ce qui donne
π ă 4. (18.77)

Pour avoir une meilleur approximation de π, nous pouvons remarquer que π P s2.82, 4r, et
que cet intervalle est suffisamment petit pour ne pas recouvrir l’intervalle correspondant pour 2π.
L’équation cospxq “ ´1 possède donc une unique solution dans cet intervalle (et cette solution est
π). Nous pouvons donc faire une dichotomie pour trouver la valeur de π, pourvu que nous ayons
une façon d’évaluer des valeurs de cospxq de façon pas trop ridicule.

Lemme 18.33.
Pour toute valeur de x P R on a | sinpxq| ď |x|.
Démonstration. Nous commençons par les valeurs x ą 0. Considérons la fonction

fpxq “ x´ sinpxq. (18.78)

La dérivée de f vaut
f 1pxq “ 1 ´ cospxq ě 0, (18.79)

De plus fp0q “ 0. Vu que f est croissante, nous avons fpxq ě 0 pour tout x ě 0.

(i) Pour 0 ď x ď 1 Nous avons |x| “ x et | sinpxq| “ sinpxq, et ce que nous venons de dire à
propos de f suffit pour conclure.

(ii) Pour x ě π En utilisant l’approximation de π du lemme 18.32, nous avons π ą 2
?

2 ą 2 et
donc 9

|x| ´ | sinpxq| ą 2 ´ 1 “ 1 ą 0. (18.80)

(iii) Pour x ă 0 Si x ď 0, ce que nous venons de faire nous assure que sinp´xq ď ´x. Par
ailleurs, nous savons déjà par (18.6c) que sinp´xq “ ´ sinpxq. Nous avons donc

| sinpxq| “ sinp´xq ď ´x “ |x|. (18.81)

18.3 Cercle trigonométriques

Proposition 18.34 ([455]).
Soient des fonctions f, g : I Ñ R de classe C1 sur l’ouvert I de R telles que f2 ` g2 “ 1. Soient
t0 P I et θ0 tel que fpt0q “ cospθ0q et gpt0q “ sinpθ0q.

Alors il existe une unique fonction continue θ : I Ñ R telle que
$
’&
’%

θpt0q “ θ0 (18.82a)
f “ cos ˝θ (18.82b)
g “ sin ˝θ. (18.82c)

9. Ouais ; l’approximation π ą 2 nous suffit. On est large.
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Démonstration. Nous commençons par l’existence, en passant par les nombres complexes. Soit
h : I Ñ C définie par h “ f ` ig. Nous avons hh̄ “ 1 et nous définissons

θptq “ θ0 ´ i

ż t

t0

h1psqhpsqds. (18.83)

Cette intégrale existe pour tout t parce que les fonctions f et g étant de classe C8, elles sont
bornées sur le compact rt0, ts. De plus θ est une fonction continue parce que c’est une primitive
(proposition 14.246) 10.

La dérivée de θ est la fonction s ÞÑ ´ih1psqhpsq.
Utilisant la formule du lemme 18.11 sur la forme trigonométrique des nombres complexes, nous

calculons :
d

dt

”
he´iθ

ı
t“0

“ e´iθph1 ´ hθ1q “ e´iθph1 ´ ihp´iqh1h̄q “ 0. (18.84)

Par conséquent il existe c P C tel que he´iθ “ c. Mais hpt0q “ fpt0q ` igpt0q “ cospθ0q ` i sinpθ0q “
eiθ0 , du coup

hpt0qe´iθpt0q “ c (18.85)
donne immédiatement c “ 1, ou encore eiθptq “ hptq, c’est-à-dire que

f ` ig “ cos ˝ θ ` i sin ˝ θ, (18.86)

ce qu’il fallait pour l’existence.
Pour l’unicité nous supposons avoir une autre fonction, α qui satisfait aux exigences. Pour tout

t P I nous avons
eiθptq “ eiαptq. (18.87)

Il existe donc une fonction n : I Ñ N telle que θptq “ αptq ` 2nptqπ. Par continuité de θ et α, la
fonction n doit être constante, mais vu que θpt0q “ αpt0q nous avons n “ 1.

18.3.1 Les fonctions tangente et arc tangente

Définition 18.35.
La fonction tangente est :

tanpxq “ sinpxq
cospxq (18.88)

où sin et cos sont de la définition 18.1.

La fonction tangente n’est pas définie sur les points de la forme x “ π
2 ` kπ, k P Z. Une

interprétation géométrique, qui justifie le nom, est donnée sur la figure 18.1.

Proposition 18.36.
La fonction

tan : s´π

2 ,
π

2 r Ñ R

x ÞÑ tanpxq
(18.89)

est une bijection.

Démonstration. Le cosinus ne s’annulant pas sur l’intervalle donné, la fonction est bien définie.
Nous avons

lim
xÑπ{2´

tanpxq “ `8 (18.90)

parce que la limite du sinus est 1 est celle du cosinus est zéro par les valeurs positives. Le même
raisonnement donne la limite en ´π{2 qui vaut ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 11 dit
que la fonction tangente est alors surjective sur R.

10. En réalité nous appliquons le théorème 11.1 à chacune des parties réelles et imaginaires de la fonction s ÞÑ

h1
psqhpsq.
11. Théorème 10.82.
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θ
ϕ

‚ tanpθq

‚ tanpϕq

Figure 18.1 – Interprétation géométrique de la fonction tangente. La tangente de l’angle θ est
positive (et un peu plus grande que 1) tandis que celle de la tangente de l’angle φ est négative.

Par ailleurs en utilisant les règles de calcul comme la dérivation du quotient 12.170(5) nous
trouvons

tan1pxq “ tan2pxq ` 1, (18.91)

ce qui nous donne une dérivée partout strictement positive, et donc une fonction strictement
croissante et donc injective.

Le graphe de la fonction tangente est sur la figure 18.2.

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 18.2 – Le graphe de la fonction tangente.

En ce qui concerne la bijection réciproque nous avons le théorème suivant.

Théorème 18.37.
La fonction inverse de la tangente,

arctan : R Ñ
ı
´π

2 ,
π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
(18.92)

nommée arc tangente est
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(1) impaire et strictement croissante sur R.
(2) dérivable sur R de dérivée

arctan1pxq “ 1
1 ` x2 . (18.93)

Démonstration. Il est immédiatement visible sur son développement de définition (18.2) que la
fonction sinus est impaire. Une vérification similaire montre que la fonction cosinus est paire. La
fonction tangente est alors impaire et sa réciproque l’est tout autant.

La fonction arc tangente est également dérivable (donc continue) par la proposition 12.176 parce
que la fonction tangente l’est. Notons qu’ici nous nous sommes restreint à s´π{2, π{2r. Sinon, le
résultat est faux.

La formule proposée pour la dérivée provient également de la proposition 12.176 et de la dérivée
de la tangente :

Lemme 18.38.
Nous avons les limites

(1) limxÑ8 arctanpxq “ π
2 ,

(2) limxÑ´8 arctanpxq “ ´π
2 .

Lemme 18.39.
Nous avons la valeur remarquable

arctanp1{?
3q “ π

6 . (18.94)

Le nombre arctanpx0q se calcule en cherchant l’angle θ P r´π
2 ,

π
2 s dont la tangente vaut x0.

Nous obtenons le tableau de valeurs suivant :

Lemme 18.40.
Quelques valeurs remarquables de l’arc tangente :

x 0 1?
3 1

?
3

arctanpxq 0 π
6

π
4

π
3

(18.95)

En ce qui concerne la représentation graphique de la fonction x ÞÑ arctanpxq, elle s’obtient « en
retournant » la partie entre ´π

2 et π
2 du graphique de la fonction tangente :

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´1
2 π

1
2 π

18.3.2 La fonction arc sinus

Nous voulons étudier la fonction

sin : R Ñ r´1, 1s
x ÞÑ sinpxq (18.96)

et sa réciproque éventuelle.
La fonction sinus est continue sur R mais n’est pas bijective : elle prend une infinité de fois

chaque valeur de J “ r´1, 1s. Pour définir une bijection réciproque de la fonction sinus en utilisant
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le théorème 12.52, nous devons donc choisir un intervalle à partir duquel la fonction sinus est
monotone. Nous choisissons l’intervalle

I “ r´π

2 ,
π

2 s. (18.97)

La fonction
sin : r´π

2 ,
π

2 s Ñ r´1, 1s
x ÞÑ sinpxq

(18.98)

est une bijection croissante et continue. Nous avons donc le résultat suivant.

Théorème 18.41 (Définition et propriétés de arc sinus).
Nous nommons arc sinus la bijection inverse de la fonction sin : I Ñ J . La fonction

arcsin : r´1, 1s Ñ r´π

2 ,
π

2 s
x ÞÑ arcsinpxq

(18.99)

ainsi définie est
(1) continue et strictement croissante ;
(2) impaire : pour tout x P r´1, 1s nous avons arcsinp´xq “ ´ arcsinpxq.

Démonstration. Nous prouvons le fait que arcsin est impaire. Un élément de l’ensemble de défi-
nition de arcsin est de la forme y “ sinpxq avec x P r´π{2, π{2s. La relation (12.92) s’écrit dans
notre cas

x “ arcsin
`

sinpxq˘. (18.100)

Nous écrivons d’une part cette équation avec ´x au lieu de x :

´x “ arcsin
`

sinp´xq˘ “ arcsin
` ´ sinpxq˘ “ arcsinp´yq; (18.101)

et d’autre part nous multiplions (18.100) par ´1 :

´x “ ´ arcsin
`

sinpxq˘ “ ´ arcsinpyq. (18.102)

En égalisant les valeurs (18.101) et (18.102) nous trouvons

arcsinp´yq “ ´ arcsinpyq, (18.103)

ce qui signifie que arcsin est une fonction impaire.

Notons que cette preuve repose sur le fait que tout élément de l’ensemble de définition de la
fonction arc sinus peut être écrit sous la forme sinpxq pour un certain x.

Si x0 P r´1, 1s est donné, calculer arcsinpx0q revient à trouver un angle θ0 dans r´π
2 ,

π
2 s pour

lequel sinpθ0q “ x0. Un tel angle sera forcément unique.

Remarque 18.42.
La définition de arc sinus découle du choix de l’intervalle I, qui est une convention. Il aurait été
possible de faire un choix différent : pourriez-vous trouver la réciproque de la fonction sinus sur
l’intervalle rπ{2, 3π{2s ? Le mieux est de l’écrire comme une translatée de arc sinus, en utilisant le
fait que sinus est une fonction périodique.

Exemple 18.43.
Pour calculer arcsinp1q, il faut chercher un angle entre ´π

2 et π
2 ayant 1 pour sinus : résoudre

sinpθq “ 1. La solution est θ “ π
2 et nous avons donc arcsinp1q “ π

2 . △
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À l’aide des valeurs remarquables de la fonction sinus nous obtenons le tableau suivant de
valeurs remarquables pour l’arc sinus.

x 0 1
2

?
2

2

?
3

2 1
arcsinpxq 0 π

6
π
4

π
3

π
2

Les autres valeurs remarquables peuvent être déduites du fait que l’arc sinus est une fonction
impaire.

En ce qui concerne la dérivabilité de la fonction arc sinus, en application de la proposition 12.176
elle est dérivable en tout y “ sinpxq tel que sin1pxq ‰ 0, c’est-à-dire tel que cospxq ‰ 0. Or cospxq “ 0
pour x “ ˘π

2 , ce qui correspond à y “ sinp˘π
2 q “ ˘1. La fonction arc sinus est donc dérivable sur

s´1, 1r. Nous avons donc la propriété suivante pour la dérivabilité.

Proposition 18.44.
La fonction arc sinus est continue sur r´1, 1s et dérivable sur s´1, 1r. Pour tout y P s´1, 1r, la
dérivée est donnée par la formule (12.466), qui dans ce cas s’écrit

arcsin1pyq “ 1
cos

`
arcsinpyq˘ “ 1a

1 ´ y2
. (18.104)

La dernière égalité viens du fait que si x “ arcsinpyq alors y “ sinpxq et cospxq “ a
1 ´ sin2pxq “a

1 ´ y2.
Pour comprendre la dernière égalité, remarquer que dans le dessin suivant, θ “ arcsinpyq, donc

y “ sinpθq, et x “ cospθq.

θ ‚
x

‚y

Notons enfin que le graphe de la fonction arc sinus est donné à la figure 18.3.

18.3.3 La fonction arc cosinus

Nous voulons étudier la fonction

cos : R Ñ r´1, 1s (18.105)

et son éventuelle réciproque. Encore une fois il n’est pas possible d’en prendre la réciproque globale
parce que ce n’est pas une bijection ; ne fut-ce que parce qu’elle est périodique (proposition 18.16).
Nous choisissons de considérer l’intervalle r0, πs sur lequel la fonction cosinus est continue et stric-
tement monotone décroissante.

Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition-Définition 18.45.
Pour définir la fonction arc cosinus.

(1) La fonction
cos : r0, πs Ñ r´1, 1s (18.106)

est une bijection continue strictement décroissante.



18.3. CERCLE TRIGONOMÉTRIQUES 1433

´1 1

´π

´1
2 π

1
2 π

π

Figure 18.3 – Le graphe de la fonction x ÞÑ arcsinpxq

(2) Sa bijection réciproque est la fonction

arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs (18.107)

nommée arc cosinus.
(3) La fonction arc cosinus est continue, strictement décroissante.
(4) Elle est dérivable et pour tout y P s´1, 1r, sa dérivée est donnée par

arccos1pyq “ 1
´ sin

`
arccospyq˘ “ ´1a

1 ´ y2
. (18.108)

Démonstration. La fonction cosinus est continue et même de classe C8 par la proposition 18.1. Elle
est strictement décroissante parce que sa dérivée (´ sin) y est strictement positive (strictement, à
l’intérieur du domaine).

Le fait que arc cosinus soit une bijection continue strictement monotone est dans le théorème
de la bijection 12.52. La dérivabilité et la formule sont de la proposition 12.176.

Pour y0 P r´1, 1s, trouver la valeur de arccospy0q revient à résoudre l’équation cospx0q “ y0.
Cela nous permet de construire une tableau de valeurs :

x ´1 ´
?

3
2 ´

?
2

2 ´1
2 0 1

2

?
2

2

?
3

2 1
arccospxq π 5π

6
3
4π

2
3π

1
2π

π
3

1
4π

1
6π 0

Remarque 18.46.
Certes la fonction cosinus est paire (vue sur R), mais la fonction arc cosinus ne l’est pas car elle
est une bijection entre r´1, 1s et r0, πs.
Exemple 18.47.
Cherchons arccosp1

2q. Il faut trouver un angle θ P r0, πs tel que cospθq “ 1
2 . La solution est θ “ π

3 .
Donc arccosp1

2q “ π
3 .

Il n’est cependant pas immédiat d’en déduire la valeur de arccosp´1
2q. En effet θ “ arccosp´1

2q
si et seulement si cospθq “ ´1

2 avec θ P r0, πs. La solution est θ “ 2π
3 . △

En ce qui concerne la représentation graphique, il suffit de tracer la fonction cosinus entre 0 et
π puis de prendre le symétrique par rapport à la droite y “ x.
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´1 1 2 3 4

´1
2 π

1
2 π

π

3
2 π

18.3.4 Une meilleure approximation de π

Nous avions laissé le nombre π avec l’approximation assez minable de 2
?

2 ă π ă 4 en le
lemme 18.32. Nous pouvons maintenant faire nettement mieux.

Le lemme 18.39 donne
arctanp1{?

3q “ π{6 (18.109)
et l’idée est de donner un développement de arctan autour de zéro, de l’évaluer en 1{?

3 et d’égaliser
le résultat à π{6. Tout cela donne lieu à des calculs peut-être fastidieux, mais comme un gars l’a
fait dès l’an 1424[456] pour trouver 16 décimales correctes, nous faisons comme si c’était facile.

Pour trouver le développement en série de Taylor (théorème 12.447) de arc tangente autour de
x “ 0, il faut partir de la formule (18.93) et sans doute pas mal calculer et faire une récurrence 12.
Le résultat est :

arctanpxq “
8ÿ

k“0

p´1qkx2k`1

2k ` 1 , (18.110)

valable pour x P s´1, 1r. Avec cela nous avons

arctanp 1?
3

q “
8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k ˆ 1?

3
“ π

6 , (18.111)

et donc
π “ 6?

3

8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k . (18.112)

Pour donner une idée du fait que ça fonctionne pas mal, voici le calcul pour quelques termes :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,5) (1/ sqrt (3)))*6
7 3.15618147156995
8 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,10) (1/ sqrt (3)))*6
9 3.14260474566308

10 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,20) (1/ sqrt (3))*6-pi)
11 -2.14265171338823e-6

12. Je n’ai pas fait le calcul, merci de me faire savoir si il y a une astuce.
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12 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,58) (1/ sqrt (3))*6-pi)
13 8.88178419700125e -16

tex/sage/sageSnip012.sage

Calculer 5 termes donne déjà 3.15. Et on est à 10´6 de la bonne réponse avec 20 termes. Et avec
58 termes, on n’est à 10´16.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 18.48
Pour bien faire, il faudrait étudier le reste et donner un encadrement.

18.3.5 Angle entre deux vecteurs

Proposition-Définition 18.49.
Soient des vecteurs X,Y P R2. Il existe un unique θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (18.113)

Ce réel est appelé angle entre X et Y .

Démonstration. Si a et b sont des réels, l’inégalité |a| ď b peut se développer en une double inégalité

´b ď a ď b. (18.114)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (11.2) devient alors

´}X}}Y } ď X ·Y ď }X}}Y }. (18.115)

Si X ‰ 0 et Y ‰ 0, nous en déduisons

´1 ď X ·Y

}X}}Y } ď 1. (18.116)

Il existe donc par la proposition 18.45 un angle θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (18.117)

18.50.
Certains n’hésitent pas à écrire la formule

X ·Y “ }X}}Y } cospθq. (18.118)

comme une définition du produit scalaire. C’est ce qui arrive lorsqu’on définit les fonctions trigo-
nométriques à partir de relations dans les triangles rectangles.

Notez que les angles entre deux vecteurs sont toujours plus petits ou égaux à 180˝.
La longueur de la projection du point P sur la droite horizontale va naturellement être égale

à cospθq. En effet, si nous notons X un vecteur horizontal de norme 1, cette projection est donnée
par P ·X. Mais en reprenant l’équation (18.118), nous voyons que

P ·X “ }P }}X} cospθq, (18.119)

tandis qu’ici nous avons }P } “ }X} “ 1.
Nous appelons sinpθq la longueur de la projection sur l’axe vertical.
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Quelques dessins nous convainquent que

sinpθ ` 2πq “ sinpθq cospθ ` 2πq “ sinpθq,
sinpθ ` π

2 q “ cospθq cospθ ` π

2 q “ ´ sinpθq,
sinpπ ´ θq “ sinpθq cospπ ´ θq “ ´ cospθq.

(18.120)

Le théorème de Pythagore nous montre aussi l’importante relation

sin2pθq ` cos2pθq “ 1. (18.121)

Quelques valeurs remarquables pour les sinus et cosinus :

sin 0 “ 0, sin π6 “ 1
2 , sin π4 “

?
2

2 , sin π3 “
?

3
2 , sin π2 “ 1, sin π “ 0

cos 0 “ 1, cos π6 “
?

3
2 , cos π4 “

?
2

2 , cos π3 “ 1
2 , cos π2 “ 0, cosπ “ ´1

(18.122)

Nous pouvons prouver simplement que sinp30˝q “ 1
2 et cosp30˝q “

?
3

2 en s’inspirant de la
figure 18.4.

60

30

‚
A

‚B ‚ C‚
H

Figure 18.4 – Un triangle équilatéral de côté 1.

18.3.6 Aire du parallélogramme

a

b
‚

h

θ ‚

Figure 18.5 – Calculer l’aire d’un parallélogramme.

Remarque 18.51.
Le nombre }a}}b} sinpθq est l’aire du parallélogramme 13 formé par les vecteurs a et b, comme cela
se voit sur la figure 18.5. Un vrai calcul avec une intégrale sera effectué dans la proposition 20.31.

Proposition 18.52.
Nous avons

}aˆ b} “ }a}}b} sinpθq (18.123)
où θ P r0, πs est l’angle formé par a et b.

13. Définition de ce qu’est une aire : 20.25. Preuve dans le cas d’un parallélogramme : 20.31.
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Démonstration. En utilisant la décomposition du produit vectoriel 14, nous avons

}aˆ b}2 “
∣∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
2

“ pa2b3 ´ b2a3q2 ` pa1b3 ´ a3b1q2 ` pa1b2 ´ a2b1q2

“ pa2
1 ` a2

2 ` a2
3qpb2

1 ` b2
2 ` b2

3q ´ pa1b1 ` a2b2 ` a3b3q2

“ }a}2}b}2 ´ pa· bq2

“ }a}2}b}2 ´ }a}2}b}2 cos2pθq
“ }a}2}b}2`1 ´ cos2pθq˘

“ }a}2}b}2 sin2pθq.

(18.124)

D’où le résultat. Nous avons utilisé la formule de la définition (18.49) donnant l’angle en fonction
du produit scalaire.

18.53.
Si les vecteurs a, b et c ne sont pas coplanaires, alors la valeur absolue du produit mixte (voir
équation (11.94)) a· pb ˆ cq donne le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b et
c.

En effet si φ est l’angle entre bˆc et a, alors la hauteur du parallélépipède vaut }a} cospφq parce
que la direction verticale est donnée par b ˆ c, et la hauteur est alors la « composante verticale »
de a. Par conséquent, étant donné que }b ˆ c} est l’aire de la base, le volume du parallélépipède
vaut 15

V “ }bˆ c}}a} cospφq. (18.125)

Or cette formule est le produit scalaire de a par b ˆ c ; ce dernier étant donné par le déterminant
de la matrice formée des composantes de a, b et c grâce à la formule (11.94).

La valeur absolue du déterminant ∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ (18.126)

est l’aire du parallélogramme déterminé par les vecteurs
ˆ
a1
a2

˙
et

ˆ
b1
b2

˙
. En effet, d’après la re-

marque 18.51, l’aire de ce parallélogramme est donnée par la norme du produit vectoriel
¨
˝
a1
a2
0

˛
‚ˆ

¨
˝
b1
b2
0

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
a1 a2 0
b1 b2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ ez, (18.127)

donc la norme }aˆ b} est bien donnée par la valeur absolue du déterminant (18.126).

18.4 Paramétrisation du cercle

Nous allons parler de paramértisation du cercle. L’ensemble S1 sera vu tantôt comme le cercle
dans R2, tantôt comme le cercle dans C. Nous n’allons pas pousser le vice jusqu’à écrire explici-
tement les isomorphismes lorsque nous passons d’une représentation à l’autre. Parmi les identifi-
cations que nous allons faire sans ménagement, il y a l’identification entre les applications

γ : r0, 2πs Ñ R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (18.128)

14. Directement de la définition 11.24.
15. Le calcul de ce volume mériterait une certaine réflexion, surtout à partir du moment où nous avons décidé de

définir les fonctions trigonométriques à partir de leur développement (définition 18.1).
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et
φ : r0, 2πr Ñ C

t ÞÑ eit.
(18.129)

C’est évidemment la formule eit “ cosptq ` i sinptq (lemme 18.11) qui permet de transformer γ en
φ et inversement. De plus R2 et C sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels normés (et aussi
donc topologiques).

Nous allons prouver suffisamment de résultats à propos de ces deux applications pour pouvoir
dire qu’elles paramétrisent le cercle et écrire des égalités du type

ż

S1
f “

ż 2π

0
f ˝ φ. (18.130)

18.4.1 Bijection continue

Proposition 18.54.
L’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (18.131)

est une bijection continue.

Démonstration. La continuité découle de la continuité des composantes. Le fait que l’image de γ
soit dans S1 découle immédiatement du fait que sin2 ` cos2 “ 1.

Pour la bijection, il faut montrer l’injectivité et la surjectivité.
(i) Injectif Soient x1 ă x2 tels que sinpx1q “ sinpx2q et cospx1q “ cospx2q. Supposons pour fixer

les idées que sinpx1q ą 0 et cospx1q ą 0 : si ce n’est pas le cas, il faut traiter séparément les
4 possibilités de combinaisons de signes.
Nous avons obligatoirement x1, x2 P r0, π2 r. Vu que nous avons supposé que sinpx1q “ sinpx2q,
le théorème de Rolle 12.189 nous permet de considérer un élément c P sx1, x2r tel que sin1pcq “
0, c’est-à-dire cospcq “ 0. Cela contredirait la proposition 18.19(10) à moins que x1 “ x2.

(ii) Surjectif Soient x, y tels que x2 ` y2 “ 1. Supposons pour varier les plaisirs 16 que x ă 0 et
y ą 0. Puisque la fonction cos va de 0 à ´1 lorsque x va de π{2 à π, le théorème des valeurs
intermédiaires donne t P rπ{2, πs tel que cosptq “ x.
En reportant cette valeur de x dans l’égalité x2 ` y2 “ 1, nous trouvons y2 “ 1 ´ cos2ptq “
sin2ptq, et donc sinptq “ ˘y. Mais pour t P rπ{2, πs nous avons sinptq ą 0. Par conséquent
sinptq “ y parce que nous avons également supposé y ą 0.

Corolaire 18.55.
Soient R ą 0 ainsi que le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ Ru de rayon R. L’application

γ : r0, 2πr Ñ S

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘ (18.132)

est une bijection continue.

Exemple 18.56.
L’application

φ : s0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ
ˆ

cospxq
sinpxq

˙ (18.133)

est continue par la proposition 18.54. Comme s0, 2πr est connexe (proposition 10.47) la proposi-
tion 7.184 implique que le cercle privé d’un point est connexe. △

16. Mais les autres cas sont à faire, pour être complet.
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Allez. . .Dans l’intro nous avions dit que nous n’allions pas faire explicitement les isomorphismes.
Faisons-le quand même une fois, mais c’est bien parce que c’est vous, hein.

Proposition 18.57.
L’application

f : r0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ eix
(18.134)

est une bijection continue. Ici, S1 est l’ensemble des nombres complexes de norme 1.

Démonstration. Nous savons que
φ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy
(18.135)

est une bijection isométrique. C’est pour cela que nous allons nous permettre de noter S1 le cercle
unité dans R2 aussi bien que l’ensemble des nombres complexes de norme 1.

Sur R2 nous avons l’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ
ˆ

cosptq
sinptq

˙ (18.136)

qui est une bijection continue (c’est la proposition 18.54). Et enfin le lemme 18.11 nous donne
eix “ cospxq ` i sinpxq.

Avec tout ça, l’application φ´1 ˝ f : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection continue. Et comme φ l’est
également, f est une bijection continue.

La proposition suivante donne les coordonnées polaires sur C. La régularité est l’objet du
théorème 18.220 (à part le fait que ce dernier parle de R2 et non de C).

Proposition 18.58 (Décomposition polaire des nombres complexes).
Pour tout nombre complexe z, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que

z “ |z|eiθ. (18.137)

Démonstration. Soit z P C. Nous considérons z1 “ z{|z| qui est de norme 1. Donc il existe un
unique θ P r0, 2πr tel que z1 “ eiθ (proposition 18.57).

Pour ce θ nous avons z “ |z|eiθ.
Bien entendu, le θ est unique dans r0, 2πr, mais il n’est pas du tout unique dans R.

Lemme 18.59 ([1]).
Pour tout a, b P C, il existe t P r0, 2πr tel que

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2 cosptq. (18.138)

Plus précisément, si les formes trigonométriques 17 de a et b sont a “ |a|eiα et b “ |b|eiβ, alors

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2 cospα ´ βq. (18.139)

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

|a` b|2 “ pa` bqpā` b̄q (18.140a)
“ |a|2 ` ab̄` bā` |b|2 (18.140b)
“ |a|2 ` |b|2 ` |a||b|`eipα´βq ` eipβ´αq˘ (18.140c)
“ |a2| ` |b|2 ` 2|a||b| cospα ´ βq. (18.140d)

17. Proposition 18.58.
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18.4.2 Inverse

Nous pouvons écrire un inverse de la fonction φ grâce à la fonction arc tangente introduite au
théorème 18.37. La fonction que nous écrivons à présent est la fonction arg0´ définie par (26.326).
Elle n’est pas exactement la fonction argument définie par (26.288).

Nous avons :
φ´1 : S1 Ñ r0, 2πr

x` iy ÞÑ

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctanpy{xq si x ą 0, y ě 0
π
2 si px, yq “ p0, 1q
π ´ arctanp´y{xq si x ă 0, y ě 0
π ` arctanpy{xq si x ă 0, y ă 0
2π ´ arctanp´y{xq si x ą 0, y ă 0

(18.141)

Chacune des branches est continue parce que la fonction arc tangente l’est. Trois des raccords sont
également continus grâce aux limites du lemme 18.38.

L’application φ´1 n’est cependant pas continue au point p1, 0q 18. C’est l’objet du lemme sui-
vant.

Lemme 18.60.
L’application φ´1 : S1 Ñ r0, 2πr n’est pas continue en p1, 0q. Mais elle est continue ailleurs. Au-
trement dit,

φ´1 : S1ztp1, 0qu Ñ s0, 2πr (18.142)

est continue.

Démonstration. En effet, φ´1 serait continue si l’image de tout ouvert de r0, 2πr par φ serait
ouverte dans S1 (topologie induite de C). Prenons un petit ouvert r0, ϵr (si vous êtes étonnés, c’est
que vous n’avez pas bien la topologie induite en tête). Son image contient le point p1, 0q, mais
aucun point px, yq avec y ă 0.

Montrons que tout voisinage de p1, 0q dans C contient des points x` iy de S1 avec y ă 0. Un
point de S1 est de la forme cosptq ` i sinptq. Nous avons :

| cosptq ` i sinptq ´ 1|2 “ `
cosptq ´ 1

˘2 ` sin2ptq “ 2
`
1 ´ cosptq˘. (18.143)

Soit δ ą 0, et montrons que B
`p1, 0q, δ˘ X S1 contient des points d’ordonnées négatives. D’abord

il existe ϵ ą 0 tel que pour t “ 2π ´ ϵ,

2
`
1 ´ cosptq˘ ă δ. (18.144)

Ensuite pour de tels t, nous avons sinptq ă 0. Donc les points de S1 correspondant à 2π ´ ϵ sont
dans S1 XB

`p1, 0q, δ˘.
Bref, l’image de r0, ϵr n’est pas un ouvert de S1.

18.4.3 Cercle trigonométrique

Définition 18.61 ([457]).
Le cercle trigonométrique est le cercle dans R2 de rayon 1 centré en p0, 0q représenté à la figure 18.6.
Nous n’hésiterons pas à parler de cercle trigonométrique dans C.

Nous verrons plus tard (proposition 21.14) que la longueur de l’arc de cercle intercepté par un
angle θ est égal à θ. Les radians sont donc l’unité d’angle la plus adaptée au calcul de longueurs
sur le cercle.

18. Puisque nous avons considéré S1
Ă C, nous aurions dû noter « 1 » ce point. Mais vous vous imaginez le clash

de notation avec le 1 P r0, 2πr Ă R ?
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‚

‚
sinpθq

cospθq
θ

P

Figure 18.6 – Le cercle trigonométrique.

Lemme 18.62.
Soit R ą 0. Soient le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ Ru de rayon R ainsi que t0 P R. L’applica-
tion

γt0 : rt0, t0 ` 2πr Ñ S

x ÞÑ `
R cospxq, R sinpxq˘ (18.145)

est une bijection continue.

Démonstration. Le corolaire 18.55 nous dit que

γ : r0, 2πr Ñ S

x ÞÑ `
R cospxq, R sinpxq˘ (18.146)

est une bijection continue.
D’autre part, l’application

f : rt0, t0 ` 2πr Ñ r0, 2πr
x ÞÑ x´ t0

(18.147)

est une bijection continue.
Comme γt0 “ γ ˝ f , nous déduisons que γt0 est une bijection continue.

18.63.
La proposition 21.14 dira que la longueur d’arc de cercle de rayon R interceptée par un angle θ
vaut Rθ.

18.4.4 Du point de vue de la tribu, mesure et co.

Nous avons considéré sur S1 la topologie induite de C. Nous allons y mettre la tribu induite
de celle de Lebesgue de C. Mais nous n’allons pas y mettre la mesure induite de C ; sinon tout
serait toujours de mesure nulle.

Proposition 18.64 ([1]).
L’application φ est borélienne d’inverse borélien, c’est-à-dire

BorpS1q “ φ
`
Borpr0, 2πrq˘. (18.148)

Démonstration. L’inclusion BorpS1q Ă φ
`
Borpr0, 2πrq˘ est la plus simple : si A P BorpS1q, alors

φ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘ parce que φ : r0, 2πr Ñ S1 est continue et donc borélienne (théorème 14.51).

Pour l’autre inclusion, il faudra procéder par étapes.
(i) Ouvert ne contenant pas zéro Si A est un ouvert de r0, 2πr ne contenant pas 0, il est un

ouvert de R ou de s0, 2πr. Le lemme 18.60 nous indique que son image par φ est ouverte
dans S1. En particulier, φpAq P BorpS1q.
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(ii) Ouvert de la forme r0, ϵr Nous supposons que ϵ est petit. Disons pour fixer les idées, plus
petit que π{2. Nous avons :

φ
`r0, ϵr˘ “ φ

`s0, ϵr˘ Y φ
`t0u˘. (18.149)

Le premier élément de l’union est un ouvert, et le second, un unique point. L’union est un
borélien.

(iii) Ouvert général Si un ouvert de r0, 2πr ne contient pas 0, son image est ouverte. Nous
nous penchons sur le cas d’un ouvert contenant 0.
Si un ouvert de r0, 2πr contient 0, alors il contient un ouvert de la forme r0, ϵr, parce qu’un
ouvert contient une boule autour de chacun de ses points (théorème 7.7 couplé au fait que
nous sommes dans la topologie induite de R).
Si A est un ouvert contenant zéro, alors

A “ r0, ϵr Y `
Azr0, ϵ2 s˘. (18.150)

Nous avons déjà vu que l’image du premier élément de l’union est un borélien. Étant donné
que Azr0, ϵ2 s est un ouvert ne contenant pas zéro, son image est un ouvert. Donc l’image de
A est un borélien.

(iv) Pause Nous avons déjà vu que l’image par φ de tout ouvert de r0, 2πr était un borélien de
S1. Nous devons en déduire que l’image de tout borélien de r0, 2πr est un borélien de S1.
C’est ce que nous faisons maintenant

(v) Boréliens Nous utilisons le lemme de transport 14.43 avec l’application φ´1 et l’ensemble
des ouverts :

φ
`
σpCq˘ “ σ

`
φpCq˘ (18.151)

où C est la tribu des ouverts dans r0, 2πr. L’ensemble σpCq est par définition l’ensemble
Bor

`r0, 2πr˘. D’autre part nous avons vu que l’image d’un ouvert est un borélien : φpCq Ă
BorpS1q. Nous avons donc

φ
`
Borpr0, 2πrq˘ “ σ

`
φpCq˘ Ă σ

`
BorpS1q˘ Ă BorpS1q. (18.152)

La preuve est terminée.

Proposition 18.65 (Boréliens sur S1[1]).
Soit la structure usuelle d’espace mesurable pC,BorpCqq. Nous considérons

— la tribu BorpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la tribu BorpS1q des boréliens de S1 construite à partir de la topologie induite de C vers S1.
— la bijection φ : r0, 2πr Ñ S1,
— la mesure de Lebesgue sur r0, 2πr (induite de celle sur R) et sur C, que nous noterons toutes

deux λ.
Alors

(1) Nous avons les expressions

BorpCqS1 “ tA P BorpCq tel que A Ă S1u (18.153a)
“ tAX S1 tel que A P BorpCqu (18.153b)

(2) Nous avons
BorpS1q “ BorpCqS1 “ φ

´
Bor

`r0, 2πr˘
¯
. (18.154)

(3) En définissant µ : BorpS1q Ñ R par

µpAq “ λ
`
φ´1pAq˘

2π , (18.155)

le triplet
`
S1,BorpS1q, µ˘ est un espace mesuré.
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(4) L’espace mesuré
`
S1,BorpS1q, µ˘ est fini et

µpS1q “ 1. (18.156)

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) C’est la proposition 14.7.

(ii) Pour (2) La première égalité est le lemme 14.49. Le fait que BorpS1q “ φ
´

Bor
`r0, 2πr˘

¯

est déjà la proposition 18.64.
(iii) Pour (3) Nous devons d’abord nous assurer que la formule ait un sens. Cela est chose aisée ;

si A P BorpS1q, le point (2) nous indique que φ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘. Ensuite, nous devons

vérifier les deux conditions de la définition 14.16 pour avoir un espace mesuré.
En premier lieu,

µpHq “ 1
2πλ

`
φ´1pHq˘ “ 1

2πλpHq “ 0. (18.157)

Et en second lieu, si les Ai P BorpS1q sont disjoints, les φ´1pAiq sont également disjoints
parce que φ´1 est une bijection. Donc

µp
ď

i

Aiq “ 1
2πλ

`ď

i

φ´1pAiq
˘

(18.158a)

“ 1
2π

ÿ

i

λ
`
φ´1pAiq

˘
(18.158b)

“
ÿ

i

λ
`
φ´1pAiq

˘

2π (18.158c)

“
ÿ

i

µpAiq. (18.158d)

D’accord.
(iv) Pour (4) En ce qui concerne la mesure de S1 pour µ nous avons simplement

µpS1q “ λ
`r0, 2πr˘

2π “ 1. (18.159)

Maintenant que pS1,BorpS1q, µq est un espace mesuré, nous pouvons compléter la tribu BorpS1q
pour la mesure µ.

Définition 18.66.
La tribu de Lebesgue sur S1 est la mesure complétée pour

`
S1,BorpS1q, µ˘ (18.160)

où µ est la mesure définie par la proposition 18.65. Nous notons LebpS1q la tribu et encore µ la
mesure.

Proposition 18.67 (Lebesgue sur S1[1]).
Soit la structure d’espace mesuré complet

`
S1,LebpS1q, µ˘. Nous considérons

— la tribu LebpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la bijection φ : r0, 2πr Ñ S1,

Alors
(1) La tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties de S1.
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(2) La tribu LebpS1q est donnée par

LebpS1q “ φ
`
LebpRqr0,2πr

˘ “ φ
`
Lebpr0, 2πrq˘ (18.161)

où Lebpr0, 2πrq est la tribu sur r0, 2πr obtenue par complétion de la tribu des boréliens de la
topologie induite.

(3) Nous avons l’inclusion stricte
LebpS1q Ĺ LebpCqS1 . (18.162)

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Si A Ă S1, alors A est une partie de S1 qui est mesurable et de mesure nulle pour

C. Donc A est λ-négligeable et par conséquent mesurable.
(ii) Pour (2) Il s’agit de prouver que

{BorpS1q “ φ
` {Bor

`r0, 2πr˘˘. (18.163)

Ce n’est rien d’autre que la proposition 14.78. La seconde partie de l’égalité est la proposition
14.73

(iii) Pour (3) Comme indiqué au point (1), la tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties
de S1 ; l’inclusion est donc évidente. Le point pas tout à fait évident à prouver est l’existence
de parties de S1 à n’être pas dans LebpS1q.
Soit V non mesurable dans r0, 2πr (prenez quelque chose comme l’ensemble de Vitali de
l’exemple 14.146). Puisque, par le point (2),

LebpS1q “ φ
`
LebpRqr0,2πr

˘
, (18.164)

la partie φ´1pV q ne peut pas être dans LebpS1q.

Si vous en voulez plus à propos de S1 et la façon dont on passe la structure depuis r0, 2πr, vous
pouvez lire la proposition 27.79 qui donne la structure de

L2`S1,LebpS1q, µ˘ (18.165)

qui sera, sans surprise, la même que celle de

L2`r0, 2πr,Leb
`r0, 2πr˘, λ˘. (18.166)

18.5 Exemples trigonométriques

Nous mettons ici quelques exemples concernant les fonctions trigonométriques, qui n’ont pas
pu être mis dans les chapitres les plus adaptés, parce que ces derniers sont plus haut dans la table
des matières.

Exemple 18.68.
Prouvons que la fonction 19 fpxq “ x sinpxq tend vers zéro lorsque x tend vers 0. D’abord, nous
coinçons la fonction entre deux fonctions connues :

0 ď |x sinpxq| “ |x|| sinpxq| ď |x|. (18.167)

Donc |x sinpxq| est coincé entre gpxq “ 0 et hpxq “ |x|. Ces deux fonctions tendent vers 0 lorsque
x Ñ 0, et donc fpxq tend vers zéro. △

19. La définition de la fonction sinus est 18.1.
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18.5.1 Quelques équations trigonométriques

La proposition suivante se voit très facilement sur le cercle trigonométrique, mais il faut le
démontrer.

Proposition 18.69 ([1]).
Si θ0 P r0, 2πr vérifie cospθ0q “ x0, alors l’ensemble des solutions de l’équation cospθq “ x0 (d’in-
connue θ) est

tθ0, 2π ´ θ0u. (18.168)
Cet ensemble est un singleton si et seulement si x0 “ ˘1.

Démonstration. Commençons par prouver que θ0 et 2π ´ θ0 sont des solutions. Le nombre θ0 est
solution par hypothèse. En ce qui concerne 2π ´ θ0, il est possible d’utiliser la formule d’addition
d’angle (18.21c) :

cosp2π ´ θ0q “ cosp2πq cospθ0q ` sinp2πq sinpθ0q. (18.169)
La proposition 18.19(1) nous indique que cosp2πq “ 1 et sinp2πq “ 0. Donc l’égalité (18.169) se
réduit à cosp2π ´ x0q “ cosp2πq.

Le lemme 18.4 dit que si cospθq “ x0, alors

sinpθq “ ˘
b

1 ´ x2
0. (18.170)

Nous avons donc soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ

x0a
1 ´ x2

0

˙
, (18.171)

soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ

x0
´a

1 ´ x2
0

˙
, (18.172)

Comme θ ÞÑ `
cospθq, sinpθq˘ est une bijection avec S1 (proposition 18.54), chacune de ces deux

possibilités possède une unique solution. L’ensemble des solutions de cospθq “ x0 possède donc au
maximum deux éléments.

L’ensemble des solutions possède exactement une solution lorsque les points
`
x0,

a
1 ´ x2

0
˘

et`
x0,´

a
1 ´ x2

0
˘

sont identiques. C’est le cas, si et seulement si
a

1 ´ x2
0 “ 0, c’est-à-dire, si et

seulement si x0 “ ˘1.

18.5.2 Développements en série

Proposition 18.70 (Taylor pour cosinus).
Le développement du cosinus est donné par

cospxq “ 1 ´ x2

2 ` x4

4! ´ x6

6! ¨ ¨ ¨ (18.173)

C’est-à-dire que pour tout n P N, il existe une fonction α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

cospxq “
nÿ

k“0

p´1q2k

p2kq! x
2k ` αpxqx2n`1. (18.174)

En ce qui concerne le sinus, pour tout n nous avons une fonction α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “
0 et

sinpxq “
nÿ

k“0

p´1qkx2k`1

p2k ` 1q! ` x2n`2αpxq. (18.175)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser la proposition 15.49, en faisant attention à l’ordre. Le fait est
que dans (18.174), nous avons écrit le polynôme de degré 2n` 1 (et non seulement 2n), en sachant
que le terme d’ordre 2n` 1 est nul.

C’est pour cela que nous avons pu écrire αpxqx2n`1 au lieu de αpxqx2n qui aurait été attendu.
Même raisonnement pour le développement du sinus.
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Remarque 18.71.
Quelques remarques concernant l’ordre du polynôme.

(1) Notons que nous aurions aussi pu écrire le reste sous la forme αpxqx2n, mais ça aurait été
avec une autre fonction α : celle correspondant au développement à l’ordre 2n au lieu de
2n` 1.

(2) Les développements de sinus et de cosinus ont un terme sur deux qui est nul. C’est pour cela
qu’en ayant un polynôme de degré 2p, nous avons le développement d’ordre 2p` 1.

(3) Nous aurions pu utiliser les dérivées données dans la proposition 18.3 et les valeurs spéciales
(18.6).

Corolaire 18.72.
Il existe une fonction α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq{t “ 0 et

sinpxq “ x` αpxq. (18.176)

Nous avons la limite
lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.177)

Démonstration. Il s’agit de prendre la formule (18.175) avec n “ 0. Cela donne tout de suite
(18.176). Pour la limite, on divise par x, ce qui donne (pour tout x ‰ 0)

sinpxq
x

“ 1 ` αpxq
x

. (18.178)

Et justement la fonction α a la propriété que limxÑ0 αpxq{x “ 0.

Exemple 18.73.
Cherchons le développement limité à l’ordre 5 de tanpxq “ sinpxq

cospxq . Nous utilisons les développements
de la proposition 18.70 :

sinpxq “ x´ x3

6 ` x5

120 ` x5α1pxq (18.179a)

cospxq “ 1 ´ x2

2 ` x4

24 ` x5α2pxq. (18.179b)

Nous calculons alors la division des deux polynômes, en classant les puissances dans l’ordre croissant
(c’est le sens inverse de ce qui est fait pour la divisions euclidienne !) :

x ´ 1
6x

3 ` 1
120x

5 1 ´ 1
2x

2 ` 1
24x

4

´
´

x ´ 1
2x

3 ` 1
24x

5
¯

x` 1
3x

3 ` 2
15x

5

1
3x

3 ´ 1
30x

5

´
´

1
3x

3 ´ 1
6x

5 ` 1
72x

7
¯

2
15x

5 ´ 1
72x

7

´
´

2
15x

5 ´ 1
15x

7 ` 1
180x

9
¯

29
360x

7 ´ 1
180x

9

Nous avons continué la division jusqu’à obtenir un reste de degré plus grand que 5. Le développe-
ment à l’ordre 5 de la fonction tangente autour de zéro est alors (proposition 12.471)

tanpxq “ x` 1
3x

3 ` 2
15x

5 ` x5αpxq. (18.180)

Notons que, puisque le reste ne nous intéressait pas vraiment, nous aurions pu ne pas calculer les
coefficients des termes en x7 et x8. La dernière soustraction était également inutile. △
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18.6 Isométries de l’espace euclidien

Nous considérons l’espace affine euclidien A “ EnpRq modelé sur Rn avec sa métrique usuelle.
Un premier grand résultat sera le théorème 9.141 qui dira que les isométries de cet espace sont des
applications linéaires.

18.6.1 Structure du groupe IsompRnq

Si vous ne voulez pas savoir ce qu’est un produit semi-direct de groupes, vous pouvez lire
seulement le point (1) du théorème suivant, et passer directement à la remarque 18.75.

Théorème 18.74.
Un peu de structure sur IsompRnq.

(1) L’application
ψ : T pnq ˆ Opnq Ñ IsompRnq

pv,Λq ÞÑ τv ˝ Λ
(18.181)

est une bijection. Ici, T pnq est le groupe des translations de Rn.
(2) Un couple pv,Λq P T pnq ˆ SOpnq agit sur x P Rn par

pv,Λqx “ Λx` v (18.182)

au sens où ψpv,Λqx “ Λx` v.
(3) En tant que groupes,

IsompRnq » T pnq ˆρ Opnq (18.183)

où ρ représente l’action adjointe de Opnq sur T pnq et ˆρ dénote le produit semi-direct de la
définition 2.47.

(4) Une isométrie de Rn est une application affine 20.
(5) La partie linéaire 21 d’une isométrie f est ψ´1pfq2.

Démonstration. Point par point.
(1) Prouvons que l’application proposée est injective et surjective. Notons aussi que ce point ne

parle pas de structure de groupe, mais seulement d’une bijection en tant qu’ensembles.
(i) Injection Si ψpv,Λq “ ψpw,Λ1q alors en appliquant sur x “ 0 nous avons tout de suite

v “ w. Et ensuite Λ “ Λ1 est immédiat.
(ii) Surjection Une isométrie g P IsompRnq est une application g : Rn Ñ Rn telle que dpx, yq “

d
`
gpxq, gpyq˘. Dans le cas de Rn cela se traduit par

}x´ y} “ ››gpxq ´ gpyq››, (18.184)

Comme x ÞÑ }x} est une forme quadratique, elle tombe sous le coup du théorème 9.141,
ce qui nous permet de dire que g est affine. Or par définition une application est affine
lorsqu’elle est la composée d’une translation et d’une application linéaire.
Donc g “ τv ˝ Λ pour une certaine application linéaire isométrique Λ: Rn Ñ Rn.
L’application Λ est donc dans Opnq par la proposition 9.38(3).

(2) C’est seulement le fait que pτv ˝ Λqx “ τv
`
Λx

˘ “ Λpxq ` v.
(3) Nous allons étudier l’application

ψ : T pnq ˆρ Opnq Ñ IsompRnq. (18.185)
20. Définition 8.12.
21. Définition 8.13.
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(i) Le produit semi-direct est bien défini Il faut montrer que

ρ : Opnq Ñ Aut
`
T pnq˘

Λ ÞÑ AdpΛq (18.186)

est correcte.
D’abord pour Λ P Opnq, nous avons bien ρΛpτvq P T pnq parce qu’en appliquant à x P Rn,

pΛτvΛ´1qpxq “ Λ
`
τvpΛ´1xq˘ “ Λ

`
Λ´1x` v

˘ “ x` Λpvq “ τΛpvqpxq. (18.187)

Donc ρΛpτvq “ τΛpvq.
De plus, ρΛ P Aut

`
T pnq˘ parce que

ρΛ
`
τv ˝ τw

˘ “ ρΛpτvq ˝ ρΛpτvq, (18.188)

comme on peut aisément vérifier que les deux membres sont égaux à τΛpv`wq.
(ii) ψ est une bijection Cela est déjà vérifié.
(iii) ψ est un morphisme Nous avons d’une part

ψ
`pv, gqpw, hq˘ “ ψ

`
vρgpwq, gh˘ “ τv ˝ g ˝ τw ˝ g´1 ˝ g ˝ h “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h. (18.189)

Et d’autre part,
ψpv, gq ˝ ψpw, hq “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h, (18.190)

ce qui est la même chose.
(4) Si f est une isométrie de Rn, et si ψpfq “ pv,Λq, nous avons

fpa` xq “ τv
`
Λpaq ` Λpxq˘ “ Λpaq ` Λpxq ` v “ fpaq ` Λpxq. (18.191)

Donc f est affine et l’application qui serait notée uM dans (8.27) est uM “ Λ pour tout M .
(5) Si fpxq “ ψpv,Λqx “ Λx` v, nous avons

fpa` xq “ ψpv,Λqpa` xq “ fpaq ` Λpxq, (18.192)

et donc Λ est bien la partie linéaire de f .

Remarque 18.75.
Notons au passage la loi de groupe sur les couples qui est donnée, pour tout v, v1 P Rn, Λ,Λ1 P
SOpnq, par

pv,Λq · pv1,Λ1q “ pΛv1 ` v,ΛΛ1q (18.193)
comme le montre le calcul suivant :

pv,Λq · pv1,Λ1qx “ pv,ΛqpΛ1x` v1q (18.194a)
“ ΛΛ1x` Λv1 ` v (18.194b)
“ pΛv1 ` v,ΛΛ1qx. (18.194c)

Proposition 18.76 ([458]).
Soient n ě 1 et R un élément de Opnq de déterminant ´1 tels que R2 “ Id. En posant C2 “ tId, Ru
nous avons

Opnq “ SOpnq ˆρ C2 (18.195)

Démonstration. Notons qu’un élément R comme décrit dans l’énoncé existe. Par exemple il y a
l’application px1, . . . , xnq ÞÑ p´x1, x2, . . . , xnq.

Cela étant dit, nous allons montrer que

ψ : SOpnq ˆ C2 Ñ Opnq
pA, hq ÞÑ Ah.

(18.196)

est un isomorphisme.
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(i) Injectif Soient A,B P SOpnq et h, k P C2 tels que ψpA, hq “ ψpB, kq, c’est-à-dire tels que
Ah “ Bk. Puisque detpAq “ detpBq “ 1, nous avons detphq “ detpkq. Mais comme C2
contient un élément de déterminant 1 et un élément de déterminant ´1, nous avons h “ k.
De là A “ B.

(ii) Surjectif Soit X P Opnq. Si detpXq “ 1 alors X P SOpnq et X “ ψpX,1q. Si par contre
detpXq “ ´1, alors XR P SOpnq parce que detpXRq “ 1, et nous avons

ψpXR,Rq “ XR2 “ X. (18.197)

(iii) Morphisme Nous avons

ψ
´

pA, hqpB, kq
¯

“ ψ
`
AρhpBq, hk˘ “ AphBh´1qhk “ AhBk, (18.198)

tandis que
ψpA, hqψpB, kq “ AhBk, (18.199)

qui est la même chose.

18.7 Isométries dans Rn

Définition 18.77.
Un hyperplan de Rn est un sous-espace affine de dimension n´ 1.

Lemme-Définition 18.78.
Si un hyperplan H de Rn est donné, et si x P Rn, il existe un unique point y P Rn tel que

(1) x´ y K H,
(2) Le segment rx, ys coupe H en son milieu.

La réflexion σH est l’application σH : Rn Ñ Rn qui à x fait correspondre ce y.

Démonstration. Il faut vérifier que les conditions données définissent effectivement un unique point
de Rn. Soit H0 le sous-espace vectoriel parallèle à H et une base orthonormée te1, . . . , en´1u de H0.
Nous complétons cette partie en une base orthonormée de Rn avec un vecteur en. Si H “ H0 ` v,
quitte à décomposer v en une partie parallèle et une partie perpendiculaire à H, nous avons

H “ H0 ` λen (18.200)

pour un certain λ.
Une droite passant par x et perpendiculaire à H est de la forme t ÞÑ x` ten. Si x “ řn

i“1 xiei
alors l’unique point de cette droite à être dans H est le point tel que xnen ` ten “ λen, c’est-à-dire
t “ ´xn. L’unique point y sur cette droite à être tel que rx, ys coupe H en son milieu est celui qui
correspond à t “ ´2xn.

Notons au passage que cette preuve donne une formule pour σH :

σHpxq “
n´1ÿ

i“1
xiei ´ xnen. (18.201)

Il s’agit donc de changer le signe de la composante perpendiculaire à H.

Lemme 18.79.
Dans cette même base, si H0 est l’hyperplan parallèle à H et passant par l’origine, nous écrivons
H “ H0 ` λen pour un certain λ. Alors

σH “ σH0 ` 2λen. (18.202)
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Démonstration. Un élément x P Rn peut être décomposé dans la base adéquate en x “ xH `xnen.
Nous savons de la formule (18.201) que

σHpxq “ xH ´ xnen. (18.203)

Mais puisque σH0pxHq “ xH ´ 2λen nous avons

σH0pxq ` 2λen “ σH0pxH ` xnenq ` 2λeN “ xH ´ 2λen ´ xnen ` 2λen “ xH ´ xnen. (18.204)

Le lemme suivant est une généralisation du fait que tous les points de la médiatrice d’un
segment sont à égale distance des deux extrémités du segment (très utile lorsqu’on étudie les
triangles isocèles).

Lemme 18.80 ([458]).
Soient deux points distincts x0, y0 P Rn l’ensemble H Ă Rn donné par

H “ tx P Rn tel que dpx, x0q “ dpx, y0qu. (18.205)

Alors
(1) H est hyperplan.
(2) H K y0 ´ x0

(3) H contient le milieu du segment rx0, y0s.
Démonstration. Nous savons que

dpx, x0q2 “ xx´ x0, x´ x0y “ }x}2 ` }x0}2 ´ 2xx, x0y, (18.206)

ou encore
}x0}2 ´ }y0}2 “ 2xx, x0 ´ y0y. (18.207)

En posant v “ y0 ´ x0 et en considérant la forme linéaire

β : Rn Ñ R

x ÞÑ xx, vy, (18.208)

Nous avons x P H si et seulement si βpxq “ 1
2
`}y0}2 ´}x0}2˘ “ λ. En d’autres termes, H “ β´1pλq.

Par la proposition 8.28 la partie H est un sous-espace affine. C’est même un translaté de kerpβq,
et comme kerpβq est l’espace vectoriel des vecteurs perpendiculaires à v, nous avons dimpHq “
dim

`
kerpβq˘ “ n´ 1.

Le fait que H contienne le milieu du segment rx0, y0s est par définition.

Pour le lemme suivant, et pour que la récurrence se passe bien nous disons que l’ensemble vide
est un espace vectoriel de dimension ´1.

Lemme 18.81 ([459]).
Soit un espace euclidien E de dimension n.

(1) Si f est une isométrie de E satisfaisant

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ k (18.209)

alors f peut être écrit comme composition de k réflexions hyperplanes.
(2) Une isométrie de E peut être écrite sous la forme de rkpf ´ Idq réflexions, mais pas moins.
(3) Toute isométrie de Rn peut être écrite comme composition de n` 1 réflexions.

Démonstration. Les deux parties importantes à démontrer sont les points (1) et la partie « pas
moins » de (2). Le reste proviendra de reformulations.
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(i) Pour (1) Nous faisons une récurrence sur k ě 0.
Pour l’initialisation, si k “ 0 alors dim

`
Fixpfq˘ “ n, c’est-à-dire que f fixe tout Rn, autant

dire que f est l’identité, une composition de zéro réflexions.
Pour la récurrence, nous supposons que le lemme est démontré jusqu’à k ě 0. Soit donc
f P IsompRnq tel que

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ pk ` 1q. (18.210)
Puisque k ě 0, la dimension de Fixpfq est strictement plus petite que n, donc il existe un
x0 P Rn tel que fpx0q ‰ x0. Nous posons

H “ tx P E tel que dpx, x0q “ d
`
x, fpx0q˘u. (18.211)

Par le lemme 18.80, ce H est l’hyperplan orthogonal à v “ fpx0q´x0 et passant par le milieu
du segment rx0, fpx0qs.
Nous posons g “ σH ˝ f . Comme gpx0q “ σHpfpx0qq “ x0, ce x0 est un point fixe de g. Le
fait que σH

`
fpx0q˘ “ x0 est vraiment la définition de l’hyperplan H.

Nous avons donc
x0 P Fixpgqz Fixpfq. (18.212)

Mais nous prouvons de plus que Fixpfq Ă Fixpgq. En effet si y P Fixpfq alors y P H parce
que

dpy, x0q “ d
`
fpyq, fpx0q˘ “ d

`
y, fpx0q˘. (18.213)

Puisque y P H nous avons y P Fixpgq parce que

gpyq “ σH
`
fpyq˘ “ σHpyq “ y. (18.214)

Tout cela pour dire que l’ensemble Fixpgq est strictement plus grand que Fixpfq. Et comme
ce sont des espaces affines, nous pouvons parler de dimension :

dim
`

Fixpgq˘ ą dim
`

Fixpfq˘. (18.215)

Par hypothèse de récurrence, l’application g peut être écrite comme composition de k ré-
flexions. Donc l’application

f “ σH ˝ g (18.216)
est une composition de k ` 1 réflexions.

(ii) Pour (2), existence Ce point est une reformulation du point (1). Le fait est que Fixpfq “
kerpf ´ Idq parce que x P Fixpfq si et seulement si fpxq “ x si et seulement si pf ´ Idqx “ 0.
Nous utilisons le théorème du rang 4.44 à l’endomorphisme f ´ Id :

dim
`

Fixpfq˘ “ dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ dimpEq ´ rkpf ´ Idq. (18.217)

En remplaçant par les valeurs :

n´ k “ n´ rkpf ´ Idq. (18.218)

Or le point (1) donnait f comme composée de n ´ k réflexions. Donc f est composée de
rkpf ´ Idq réflexions.

(iii) Pour (2), « pas moins » Supposons que f “ σ1 ˝ . . . ˝ σr où σi est la réflexion de l’hy-
perplan Hi. Nous devons prouver que r ě rkpf ´ Idq. Nous avons

rč

i“1
Hi Ă kerpf ´ Idq. (18.219)

D’autre part, la proposition 9.290 nous donne dim
Ş
iHi ě n´ r. Donc

n´ r ď dim
` rč

i“1
Hi

˘ ď dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ n´ rkpf ´ Idq. (18.220)

Donc n´ r ď n´ rkpf ´ Idq ou encore

r ě rkpf ´ Idq. (18.221)
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(iv) Pour (3) La première partie de ce théorème n’est rien d’autre que le lemme 18.81 parce que
le pire cas est celui où le fixateur de f est réduit à l’ensemble vide, et dans ce cas l’application
f est une composition de n` 1 réflexions.

Proposition 18.82.
Un élément de SOp3q qui fixe deux vecteurs linéairement indépendants est l’identité.

Démonstration. Soit un élément A P SOp3q et deux vecteurs linéairement indépendants v1, v2 P R3

tels que Av1 “ v1 et Av2 “ v2. Puisque v1 et v2 sont linéairement indépendants, le théorème de
la base incomplète 4.12 nous permet de considérer v3 P R3 tel que tv1, v2, v3u soit une base. Dans
cette base, la matrice de A est de la forme

A “
¨
˝

1 0 a
0 1 b
0 0 c

˛
‚. (18.222)

Le déterminant de cette matrice est c. Or detpAq “ 1 parce qu’elle est dans SOp3q. Donc c “ 1.
Le fait que A soit orthogonale implique que la troisième colonne doit être un vecteur de norme 1.
Donc a “ b “ 0.

Donc A “ Id.

Corolaire 18.83.
Tout élément de SOp3q peut être écrit comme composée de deux réflexions.

Démonstration. Un élément de SOp3q est une isométrie de R3 parce que si A P SOp3q alors 22

xAx,Ayy “ xA˚Ax, yy “ xx, yy. (18.223)

Donc si le rang de A est k, alors A est la composée de 3 ´ k réflexions par le lemme 18.81.
Si A “ Id, c’est bon parce que l’identité est la composée de deux réflexions égales. Nous

supposons que A n’est pas l’identité.
Comme discuté dans l’exemple 12.89, l’opérateur A possède trois valeurs propres dans C dont

une réelle, et deux complexes conjuguées. Nous les notons λ P R et α, ᾱ P C. Le déterminant de
A, qui vaut 1, est le produit de ces trois valeurs propres, c’est-à-dire λ|α|2. En particulier λ ą 0.

Si v est un vecteur propre correspondant à la valeur propre λ, nous avons }v} “ }Av} “ |λ|}v}
parce que A est une isométrie. Donc λ “ ˘1.

Au final, λ “ 1. Cela signifie que A laisse au moins un vecteur invariant. Vu que A n’est pas
l’identité, la proposition 18.82 nous indique qu’il n’y a pas d’autres vecteurs de R3 à être fixé par
A. Donc dim

`
FixpAq˘ “ 1 et le lemme 18.81(1) s’écrit avec n “ 3, k “ 2 et implique que A est la

composée de deux réflexions.

Lemme 18.84.
Soit un hyperplan H et un vecteur v de Rn. Nous avons

τv ˝ σH ˝ τ´1
v “ στvpHq. (18.224)

Démonstration. Pour ce faire, nous considérons une base adaptée. Les vecteurs te1, . . . , en´1u
forment une base orthonormée de H0 et en complète en une base orthonormée de Rn. Soit H0
l’hyperplan parallèle à H et passant par l’origine ; nous avons, pour un certain λ P R,

H “ H0 ` λen (18.225)

D’un autre côté, le vecteur v peut être décomposé en v “ v1 ` v2 où v1 K H et v2 ∥ H. Alors

τvpHq “ H ` v “ H ` v2 “ H0 ` λen ` v2. (18.226)

22. Opérateur orthogonal, définition 9.35.
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Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 18.79 pour exprimer la transformation στvpHq :

στvpHqpxq “ σH0pxq ` 2λen ` 2v2 (18.227)

Mais d’autre part,

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σHpx´ vq “ v ` σH0px´ vq ` 2λen. (18.228)

Vue la décomposition de v “ v1 ` v2 nous avons σH0pvq “ ´v1 ` v2 et donc

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σH0pxq ` v1 ´ v2 ` 2λen “ σH0 ` 2v1 ` 2λen. (18.229)

Les expressions (18.227) et (18.229) coïncident, d’où l’égalité recherchée.

Proposition 18.85.
Soit un hyperplan H de Rn passant par l’origine. Il existe une base orthonormée te1, . . . , enu de
Rn telle que te1, . . . , en´1u soit une base orthonormée de H et en K H.

18.7.1 Préserver l’orientation

Le fait qu’une isométrie puisse être décomposé en réflexions est le lemme 18.81.

Proposition-Définition 18.86 (Isométrie positive et négative[458]).
Nous utilisons la bijection ψ : T pnq ˆ Opnq Ñ IsompRnq décrite par le théorème 18.74, et nous
définissons

ϵ : IsompRnq Ñ t˘1u
f ÞÑ det

`
ψ´1pfq2

˘
.

(18.230)

Cette application ϵ est un morphisme de groupes.
Nous disons que f P IsompRnq est positive ou préserve l’orientation si ϵpfq “ 1, et nous

notons
Isom`pRnq “ ϵ´1p1q. (18.231)

Lemme 18.87.
La partie Isom`pRnq des isométries positives est un sous-groupe de IsompRnq.
Lemme 18.88 ([458]).
Si H est un hyperplan et si σH est la réflexion de cet hyperplan, alors ϵpσHq “ ´1.

Démonstration. Nous commençons par supposer que H passe par l’origine, de telle sorte que σH
soit linéaire, et que ϵpσHq “ detpσHq.

Nous choisissons une base orthonormée de Rn comme dans la proposition 18.85 : te1, . . . , en´1u
est une base de H et en K H. Nous avons alors

σHpeiq “
#
ei si e “ 1, . . . , n´ 1
´en si i “ n.

(18.232)

Calculons ce déterminant à l’ancienne, en utilisant les définitions 9.8 et 9.4. Nous posons µi “ 1
pour i “ 1, . . . , n ´ 1 et µn “ ´1, de telle sorte à avoir σHpeiq “ µiei. Nous posons aussi B “
pe1, . . . , enq. Ensuite c’est parti pour le calcul :

detB
`
fpBq˘ “

ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
e˚
spiq

`
fpeiq

˘
(18.233a)

“
ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
xespiq, µieiy (18.233b)

“
ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
µixespiq, eiy. (18.233c)
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Vu que la base est orthogonale, xespiq, eiy “ δspiq,i et il ne reste, dans la somme sur Sn, que le terme
s “ Id dont la signature est ϵpIdq “ 1. Donc

detB
`
fpBq˘ “

nź

i“1
µi “ ´1. (18.234)

Et si H ne passe pas par l’identité ? Soit v P Rn tel que τvpHq passe par l’identité (prendre
pour v l’opposé de n’importe que élément de H). Le lemme 18.84 nous indique que

στvpHq “ τv ˝ σH ˝ τ´1
v . (18.235)

Comme ϵ est un morphisme,

ϵ
`
στvpHq

˘ “ ϵpτvσHτ´1
v q “ ϵpτvqϵpσHqϵpτ´1

v q “ ϵpσHq. (18.236)

Nous avons utilisé le fait que ϵpg´1q “ ϵpgq´1. Tout ça pour dire que

ϵpσHq “ ϵpστvpHqq “ ´1 (18.237)

parce que τvpHq passe par l’origine.

Théorème 18.89 ([458]).
Une isométrie de pRn, dq préserve l’orientation 23 si et seulement si elle est composition d’un
nombre pair de réflexions hyperplanes.

Démonstration. Le lemme 18.81 nous indique qu’une isométrie f de Rn peut être décomposée en
réflexions hyperplanes. Le lemme 18.88 nous dit que chacune de ces réflexions est négative. Donc
si f “ σ1 ˝ . . . ˝ σr, alors

ϵpfq “ ϵpσ1q . . . ϵpσrq “ p´1qr. (18.238)

Pour en savoir plus sur le groupe des isométries, il faut lire le théorème de Cartan-Dieudonné
dans [460].

18.8 Groupes finis d’isométries
Définition 18.90.
Si X est une partie finie de Rn, le barycentre de X est le point

BX “ 1
|X|

ÿ

xPX
x (18.239)

où |X| est le cardinal de X.

Cela est à mettre en relation avec la définition dans le cadre affine 8.31.

Lemme 18.91 ([458]).
Les applications affines de Rn préservent le barycentre 24 des parties finies.

Démonstration. Soit une partie finie X de Rn et une application affine f P AffpRnq. Nous devons
prouver que

fpBXq “ BfpXq. (18.240)

Nous savons que toute application affine est une composée de translation et d’une application
linéaire : f “ τv ˝ g avec v P Rn et g P GLpn,Rq. Nous vérifions le résultat séparément pour τv et
pour g.

23. Définition 18.86.
24. Définition 18.90.
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D’une part,

BτvpXq “ 1
|τvpXq|

ÿ

yPτvpXq
y “ 1

|X|
ÿ

xPX
px` vq “ Bx ` 1

|X|
ÿ

xPX
v “ Bx ` v “ τvpBXq. (18.241)

Nous avons utilisé le fait que X et τvpXq possèdent le même nombre d’éléments, ainsi que le fait
d’avoir une somme de |X| termes tous égaux à v.

D’autre part,
BgpXq “ 1

|X|
ÿ

xPX
gpxq “ g

` 1
|X|

ÿ

xPX
x
˘ “ gpBXq (18.242)

où nous avons utilisé la linéarité de g dans tous ses retranchements.

Proposition 18.92.
Points fixes d’un sous-groupe.

(1) Soit H un sous-groupe fini des isométries de pRn, dq. Alors il existe v P Rn tel que fpvq “ v
pour tout f P H.

(2) Si H est un sous-groupe de IsompRn, dq n’acceptant pas de point fixe, alors il est infini.

Démonstration. Le groupe H agit sur Rn, et si x P Rn nous pouvons considérer son orbite

Hx “ tfpxq tel que f P Hu, (18.243)

qui est une partie finie de Rn. Considérons son barycentre v “ BHx. Soit f P H. Alors

fpvq “ fpBHxq (18.244a)
“ BfpHxq (18.244b)
“ BHx (18.244c)
“ v, (18.244d)

Justifications :
— Pour (18.244b), c’est le lemme 18.91.
— Pour (18.244c), c’est le fait que, f P H étant donné, l’application g ÞÑ fg est une bijection

de H, donc

fpHxq “ tpfgqpxq tel que h P Hu “ tgpxq tel que g P Hu “ Hx. (18.245)

Bref, v est fixé par H.
La seconde affirmation n’est rien d’autre que la contraposée de la première.

Proposition 18.93.
À propos de groupes finis d’isométries.

(1) Tout sous-groupe fini de IsompRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de Opnq.
(2) Tout sous-groupe fini de Isom`pRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de SOpnq.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fini de IsompRnq et v P Rn un élément fixé par H (comme
garanti par la proposition 18.92). Nous posons

ϕ : H Ñ IsompRnq
f ÞÑ τ´1

v ˝ f ˝ τv.
(18.246)

(i) ϕ est un morphisme Les opération du type ϕ “ Adpτvq sont toujours des morphismes.
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(ii) ϕ consiste à extraire la partie linéaire Si f “ τw ˝ g alors

ϕpfqpxq “ pτ´v ˝ τw ˝ g ˝ τvqpxq (18.247a)
“ τw´vpgpxq ` gpvqq (18.247b)
“ gpxq ` gpvq ´ v ` w (18.247c)

Mais gpvq ` w “ fpvq et nous savons que fpvq “ v. Donc il ne reste que ϕpfqpxq “ gpxq.
(iii) ϕ est injective Si f “ τw ˝ g vérifie ϕpfq “ Id, il faut en particulier que g “ Id. Mais H

est fini et ne peut donc pas contenir de translations non triviales. Donc w “ 0 et f “ Id.

Donc ϕ est une injection à valeur dans les transformations linéaires de IsompRnq. Autrement dit,
ϕ est un isomorphisme entre H et son image, laquelle image est dans Opnq.

En ce qui concerne la seconde partie, si f P Isom`pRnq, alors ϕpfq, qui est la partie linéaire de f
(théorème 18.74(5)), est dans Opnq avec un déterminant égal à 1. Autrement dit, ϕpfq P SOpnq.

L’extraction de la partie linéaire est injective ? Certe c’est prouvé, mais on peut se demander ce
qu’il se passe si H contient deux éléments qui ont la même partie linéaire. Cela n’est pas possible
parce si f1 “ τw1 ˝ g et f2 “ τw2 ˝ g sont dans H alors f1f

´1
2 “ τw1`w2 est également dans H, ce

qui n’est pas possible si H est fini.

18.8.1 Points fixés par une affinité

Lemme 18.94 ([460]).
Si n ě 3, alors toute droite est intersection de deux plans non isotropes.

Proposition 18.95 ([458]).
Si une isométrie de Rn fixe un ensemble F de points, alors elle fixe l’espace affine engendrée par
F .

Démonstration. Soit f P IsompRnq fixant F . Par le théorème 9.141, c’est une application affine et
l’ensemble Fixpfq des points fixés par f est un sous-espace affine de Rn, grâce à la proposition 8.61.

Donc Fixpfq est un espace affine contenant F . Puisque l’espace affine engendré par F est
l’intersection de tous les espaces affines contenant F , il est en particulier contenu dans Fixpfq.
Corolaire 18.96.
Si f et g sont des isométries de Rn qui coïncident sur F , alors elles coïncident sur l’espace affine
engendré par F .

Démonstration. Nous considérons h “ g´1 ˝f qui est une isométrie de Rn fixant F . Elle fixe donc,
par la proposition 18.95, l’espace affine engendré par F . Or tout point fixé par h est un point sur
lequel g et f coïncident.

18.9 Classification des isométries dans R2

18.9.1 Projection orthogonale

Une version pour les espaces de Hilbert sera le théorème 25.7

Proposition-Définition 18.97.
Soient un espace euclidien de dimension finie pE, · q, un sous-espace vectoriel H0 ainsi que a, d P
E. Nous considérons le sous-espace affine H “ H0 ` d.

Il existe un unique y P H tel que

}a´ y} “ inft}a´ x} tel que x P Hu. (18.248)

Ce y est la projection orthogonale de a sur H et est notée projHpaq.
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Lemme 18.98.
Soient un espace vectoriel euclidien pE, · q ainsi que a P E. Nous considérons un sous-espace
affine H de E. Si hb P H, alors

a·h “ projHpaq ·h. (18.249)

18.9.2 Réflexions

Soit un espace vectoriel E de dimension 2 muni d’un produit scalaire 25. Cela pourrait très bien
être R2, mais nous allons nous efforcer de l’appeler E pour rester un peu général.

Lemme-Définition 18.99 (Caractérisation des réflexions).
Soit une droite ℓ de R2. Il existe une unique application f : R2 Ñ R2 telle que

(1) fpxq “ x pour tout x P ℓ.
(2) f échange les côtés de ℓ.
(3) f laisse invariants les droites perpendiculaires à ℓ et les cercles dont le centre est sur ℓ.

Cette application est la réflexion d’axe ℓ.

Démonstration. Soit x hors de ℓ et p la droite perpendiculaire à ℓ et passant par x. Nous avons
fpxq P p. En nommant P l’intersection entre ℓ et p, nous considérons le cercle SpP, }Px}q qui est
un cercle dont le centre est sur ℓ. Il contient x et donc fpxq P SpP, }Px}q.

Donc fpxq P p X SpP, }Px}q. L’intersection entre un cercle et une droite contient de façon
générique deux points. L’un est x, mais fpxq “ x n’est pas possible parce que x est hors de ℓ et f
doit inverser les côtés de ℓ. Donc fpxq est l’autre.

Cela prouve l’unicité. En ce qui concerne l’existence, il suffit de noter que la réflexion σℓ satisfait
les contraintes.

Lemme 18.100.
Soit une droite ℓ est A P E. Alors

σℓpAq “ 2 projℓpAq ´A (18.250)

où projℓ est l’opération de projection orthogonale sur la droite ℓ.

Démonstration. Nous posons fpXq “ 2 projℓpXq ´ X et nous allons montrer que f “ σℓ en
vérifiant les conditions de la définition 18.99. Nous nous gardons bien de faire un raisonnement
du type « nous allons montrer que f et σℓ coïncident sur deux points, et sont donc égales par le
corolaire 18.96 » parce que nous ne savons pas encore que σℓ est une application affine, ni même
que c’est une isométrie.

Si X P ℓ alors projℓpXq “ X et nous avons fpXq “ 2X ´X “ X. Donc ℓ est conservée.
En ce qui concerne les deux côtés de ℓ, il existe une application linéaire s : E Ñ R et une

constante c P R telles qu’en posant ℓpXq “ spXq ` c, la droite ℓ soit le lieux des points X tels que
ℓpXq “ 0. Un côté de la droite est ℓ ă 0 et l’autre côté est ℓ ą 0. Nous avons :

ℓ
`
fpAq˘ “ ℓ

`
2 projℓpAq ´A

˘
(18.251a)

“ sp2 projℓpAq ´Aq ` c (18.251b)
“ 2s

`
projℓpAq˘ ´ spAq ` c (18.251c)

“ s
`

projℓpAq˘ ´ spAq (18.251d)
“ ´c´ spAq (18.251e)
“ ´ℓpAq (18.251f)

où nous avons utilisé le fait que, projℓpAq étant sur ℓ, s
`

projℓpAq˘ ` c “ 0. Nous avons donc
ℓ
`
fpAq˘ “ ´ℓpAq, ce qui indique que A et fpAq sont de part et d’autre de ℓ.

25. Définition 9.155.
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Si d est une droite perpendiculaire à ℓ et si A P d alors fpAq “ 2 projℓpAq ´A “ `
projℓpAq ´

A
˘ `A P d parce que projℓpAq P d du fait que d soit précisément perpendiculaire à ℓ. Nous avons

aussi utilisé le fait que si A,B,C P d alors pB ´ Aq ` C P d ; pensez que B ´ A est un vecteur
directeur et que C est un point de d.

Enfin soit K P ℓ et un cercle SpK, rq centré en K. Soit A P SpK, rq ; nous devons vérifier que
fpAq “ SpK, rq. Le segment rA, fpAqs est par définition perpendiculaire à ℓ. Soit M , le milieu, qui
est sur la droite ℓ. Les triangles AMK et fpAqMK sont rectangles en M , et }AM} “ }MfpAq}.
Le théorème de Pythagore donne }AK} “ }fpAqK}. Donc le cercle centré en K est alors préservé
par f .

Nous en déduisons que f “ σℓ.

Lemme 18.101.
Soit une droite ℓ dans R2 ainsi que a P R2. Nous avons

projℓ
`
σℓpaq˘ “ projℓpaq. (18.252)

Proposition 18.102 ([461]).
Une réflexion est une isométrie de pE, dq où dpA,Bq “ }A´B}.

Démonstration. Soient A,B P E ; il faut vérifier que }A ´ B} “ }σℓpAq ´ σℓpBq}. Pour cela nous
écrivons

B ´A “ B ´ projℓpBqlooooooomooooooon
“a

` projℓpBq ´ projℓpAqloooooooooooomoooooooooooon
“b

` projℓpAq ´Alooooooomooooooon
“c

. (18.253)

Vu que b K a et b K c (lemme 18.98) nous avons

}B ´A} “ xB ´A,B ´Ay “ }a}2 ` 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (18.254)

Nous pouvons jouer le même jeu avec σℓpBq ´ σℓpAq en tenant compte du lemma 18.101 et que

σℓpAq ´ projℓpAq “ 2 projℓpAq ´A´ projℓpAq “ ´`
A´ projℓpAq˘. (18.255)

Là nous avons utilisé le lemme 18.100. Ce que nous trouvons est que

σℓpBq ´ σℓpAq “ ´a` b´ c, (18.256)

et donc encore une fois

}σℓpBq ´ σℓpAq} “ }a}2 ` 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (18.257)

Remarque 18.103.
Il faut bien comprendre que si l’axe de la réflexion ne passe pas par 0 (le zéro de l’espace vectoriel
normé pE, }.}q), la réflexion n’est pas une isométrie de pE, }.}q au sens où nous n’avons pas }σℓpxq} “
}x}.

18.9.3 Segment, plan médiateur et équidistance

Lemme 18.104.
Un point M est sur la médiatrice du segment rA,Bs si et seulement si }M ´A} “ }M ´B}.

Lemme 18.105.
Soient A et B deux points de R3. Alors le plan médiateur du segment rA,Bs est le lieu des points
de R3 qui sont équidistants de A et B.
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Démonstration. Nous nommons σ ce plan.
Soit X un point équidistant de A et B. Alors dans le plan pA,B,Xq, le triangle ABX est isocèle

en X, et la hauteur issue de X coupe perpendiculairement rA,Bs en son milieu. Cela prouve que
X est dans le plan médiateur du segment rA,Bs (lemme 18.104).

Réciproquement, supposons que X soit dans le plan médiateur de rA,Bs. Soit M le point du
segment rA,Bs équidistant de A et B. Nous avons pX,Mq K pA,Bq. Donc le triangle A,B,X est
isocèle en X et donc X est équidistant de A et B.

Lemme 18.106.
Si A1 est l’image de A par σℓ alors ℓ est la médiatrice du segment rA,A1s.
Démonstration. Soit M P ℓ. Nous avons

}A´M}2 “ } projℓpAq ´A}2 ` } projℓpAq ´M}2 (18.258)

parce que A ´ projℓpAq K M ´ projℓpAq. Par ailleurs, vu que σℓpAq “ 2 projℓpAq ´ A et que
projℓpAq “ projℓpA1q,

} projℓpAq ´A} “ } projℓpA1q ´A1}. (18.259)

Nous avons donc
}σℓpAq ´M}2 “ }A´M}2, (18.260)

ce qui prouve que M est sur la médiatrice de rA1, As par le lemme 18.104.

18.107.
Si l est une droite dans R2, nous avons la réflexion σl P IsompR2q d’axe l. Cela est une isométrie
et donc une application affine par le théorème 9.141. Le lemme suivant détermine comment la
réflexion σℓ se décompose en une translation et une application linéaire.

Lemme 18.108.
Soit une droite ℓ. Alors

σℓ “ τ2w ˝ σℓ0 (18.261)

où ℓ0 est la droite parallèle à ℓ passant par l’origine, et w est le vecteur perpendiculaire à ℓ tel que
ℓ0 “ ℓ` w.

Démonstration. Il faut trouver trois points non alignés sur lesquels les deux applications coïncident ;
cela suffira par le corolaire 18.96.

Pour tous les points de ℓ0, l’égalité fonctionne parce que si x P ℓ0,

σℓpxq “ x` 2w, (18.262)

tandis que
σℓ0pxq ` 2w “ x` 2w (18.263)

du fait que σℓ0pxq “ x.
Si x P ℓ, alors

σℓpxq “ x (18.264)

tandis que
σℓ0pxq ` 2w “ x´ 2w ` 2w “ x. (18.265)

Donc les applications affines σℓ et x ÞÑ σℓ0pxq ` 2w coïncident sur ℓ et ℓ0. Elles coïncident donc
partout.
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18.9.4 Translations et réflexions

Lemme 18.109.
Si A P R2, si ℓ est une droite de R2, alors nous avons

projτApℓq “ τA ˝ projℓ ˝τ´1
A . (18.266)

Démonstration. Soit x P R2. Soit v unitaire dans la direction 26 de ℓ. La condition q “ projℓpxq
est le système

"
q P ℓ (18.267a)
pq ´ xq · v “ 0. (18.267b)

Nous voulons prouver que τApqq “ projτApℓq
`
τApxq˘, c’est-à-dire que

"
τApqq P τApℓq (18.268a)`
τApqq ´ τApxq˘· v “ 0. (18.268b)

Nous avons utilisé le fait que v est un vecteur unitaire dans la direction de τApℓq aussi bien que de
ℓ.

Puisque q P ℓ, il est bien entendu que τApqq P τApℓq. D’autre part, τApqq ´ τApxq “ q ´ x, donc
`
τApqq ´ τApxq˘· v “ pq ´ xq · v “ 0. (18.269)

Lemme 18.110.
Si ℓ est une droite de R2, si A P R2, alors

στApℓq “ τAσℓτ
´1
A . (18.270)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul mettant en scène les lemmes 18.100 et 18.109 :
`
στApℓqτA

˘pxq “ 2 projτApℓq
`
τApxq˘ (18.271a)

“ 2τA
`

projℓpxq˘ ´ τApxq (18.271b)
“ 2 projℓpxq ` 2A´ x´A (18.271c)
“ 2 projℓpxq ´ x`A (18.271d)
“ τA

`
σℓpxq˘. (18.271e)

18.9.5 Rotations

Définition 18.111 (Rotation en dimension 2).
Une rotation d’un espace euclidien de dimension 2 est une composée de deux réflexions d’axes
non parallèles. L’identité est une rotation.

18.112.
Quelques remarques à propos de cette définition.

(1) Attention : nous ne parlons pas encore de rotations « vectorielles » : ici le centre de la rotation
(que nous n’avons pas encore défini) peut ne pas être 0.

(2) Dans la même veine : plus tard, lorsque nous saurons que les rotations sont des isométries
de pE, dq où dpX,Y q “ }X ´ Y }, nous allons en réalité beaucoup plus souvent parler de
rotations centrées en l’origine qu’en un point quelconque. C’est pourquoi à partir de 18.123
nous dirons le plus souvent « rotation » pour « rotation centrée en 0 ». D’où les énoncés
comme « les rotations sont les matrice orthogonales » (corolaire 18.131), qui stricto sensu de
la définition 18.111, sont faux.

26. Cela signifie qu’il existe a P R2 tel que ℓ “ a`Rv.
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(3) Une rotation est composée de deux réflexions d’axes non parallèles. Il est cependant trop
tôt pour décréter que l’intersection de ces axes est le centre de la rotation. Rien ne dit en
effet pour l’instant que deux décompositions différentes de la même rotation, avec des axes
différents donnent le même point d’intersection.

(4) Pourquoi ajouter l’identité ? Pour avoir un groupe. Dans le cas vectoriel, il est suffisant de
demander d’être une composée de deux réflexions, parce que toutes les réflexions vectorielles
ont des axes qui s’intersectent en 0. Le cas des axes parallèles est seulement le cas des axes
confondus et revient à l’identité.
Si nous voulons avoir un groupe même pour les rotations centrées ailleurs qu’en zéro, nous
devons ajouter « à la main » l’identité.

Toutes ces remarques se résument par : « tout devient compliqué du fait que nous voulons
considérer également les rotations centrées ailleurs qu’en zéro ». En se contentent du cas vectoriel,
de nombreuses choses sont plus simples.

Corolaire 18.113.
Si A ‰ B dans E alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B.

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, la réflexion dont l’axe est la médiatrice de rA,Bs
fait l’affaire. En ce qui concerne l’unicité, le lemme 18.106 nous dit que si A est envoyé sur B, l’axe
est forcément la médiatrice de rA,Bs.

Lemme-Définition 18.114 ([237]).
Soit une rotation r “ σ1 ˝ σ2 différente de l’identité.

(1) Elle admet un unique point fixe.
(2) Ce point fixe est l’intersection des axes ℓ1 X ℓ2.

Le centre d’une rotation (autre que l’identité) est cet unique point fixe.

Démonstration. Nous nommons O “ ℓ1 X ℓ2. Soit A P E, et supposons que rpAq “ A. Nous avons
σ1 ˝ r “ s2 et donc

σ1pAq “ pσ1 ˝ rqpAq “ s2pAq. (18.272)

On pose B “ σ1pAq. Alors σ1 et σ2 envoient tous deux A sur B.
Si A “ B alors A est fixé par σ1 et donc appartient à ℓ1. Même chose pour A qui est fixé par

σ2, et donc A P ℓ2. Cela donne A “ B “ O, et alors, le point fixé par r est O.
Si A ‰ B alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B (corolaire 18.113). L’unicité

signifie que σ1 “ σ2. Dans ce cas, r “ σ1 ˝ σ2 “ Id.

18.115.
La rotation σ1 ˝σ2 laisse évidemment fixé le point ℓ1 X ℓ2. Si σ1 ˝σ2 “ σa ˝σb alors rien n’oblige les
axes de σ1 et σ2 d’être identiques à ceux de σa et σb. Mais l’intersection ℓ1 X ℓ2 doit être la même
que l’intersection ℓa X ℓb parce que c’est l’unique point fixé par la composée. Cela nous permet de
poser la définition suivante.

Lemme 18.116.
Les rotation sont des isométries pour la distance : }X ´ Y } “ }rpXq ´ rpY q}.

Démonstration. Si r “ σ1 ˝σ2, en utilisant le fait que σ1 et σ2 sont des isométries de pE, dq (18.102)
nous avons :

dpX,Y q “ d
`
σ2pXq, σ2pY q˘ “ d

`
σ1σ2pXq, σ1σ2pY q˘ “ d

`
rpXq, rpY q˘. (18.273)

Ce lemme nous dit qu’une rotation de centre O vérifie }OX} “ }OrpXq} pour tout X.
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Proposition 18.117 ([1, 237]).
Soient A,B,O P E tels que }AO} “ }BO} ‰ 0. Alors il existe une unique rotation r centrée en O
telle que rpAq “ B.

Démonstration. Existence et unicité séparément.
(i) Existence Si A “ B, l’identité fait l’affaire. Sinon, }A ´ O} “ }B ´ O} implique que la

médiatrice de rA,Bs contient O. Soit σm la réflexion selon cette médiatrice. La rotation
σm ˝ σpAOq convient.

(ii) Unicité Soit r une rotation de centre O et telle que rpAq “ B. Si A “ B alors r “ Id
parce qu’une rotation autre que l’identité ne fixe que son centre par le lemme 18.114. Nous
supposons que A ‰ B.
Nous posons g “ σm ˝ r. Alors gpAq “ σmpBq “ A parce que σmpBq “ A et rpAq “ B. Cela
signifie que g est une isométrie qui fixe A.

(i) Si A et O ne sont pas alignés Attention : ici O est un point de E, pas le zéro de l’espace
vectoriel E. Lorsqu’on dit que A et O ne sont pas alignés, nous parlons bien d’alignement
avec le zéro de E.
Nous avons gpAq “ A et gpOq “ O. Donc g coïncide avec σpAOq en deux points non
alignés, c’est-à-dire en deux points pour lesquels l’espace engendré est tout E. Nous en
déduisons que g “ σpAOq.

(ii) Si A et O sont alignés Soit maintenant un point C tel que A´O K C ´O et

}OC} “ }OA} “ }OB}. (18.274)

Puisque g est une isométrie pour la distance sur E, pas pour la norme, nous ne pouvons
pas écrire gpC ´ Oq K gpA ´ Oq à partir de C ´ O K A ´ O. Nous décomposons
gpXq “ spXq ` G où s est linéaire sur E. Il est vite vu que s est une isométrie de
pE, }.}q :

}X ´ Y } “ }gpXq ´ gpY q} “ }spXq `G´ spyq ´G} “ }spXq ´ spY q} “ }spX ´ Y q}
(18.275)

pour tout X,Y P E. Nous avons de plus gpAq “ A et gpOq “ O, ce qui donne O “
spOq `G et A “ spAq `G. En égalisant les valeurs de G nous avons

O ´ spOq “ A´ spAq. (18.276)

Comme s est une isométrie (une vraie) nous avons

spA´Oq K spC ´Oq, (18.277)

mais spA´Oq “ spAq ´ spOq “ A´O par (18.276). Donc

A´O K spC ´Oq. (18.278)

Nous en concluons que spC ´Oq “ ˘pC ´Oq. Parce que les vecteurs ˘pC ´Oq sont les
deux seuls de norme }AO} “ }CO} à être perpendiculaire à A´O. Rappel : la définition
de C, et le fait que nous soyons en dimension 2.
Est-il possible d’avoir spC ´Oq “ C ´O ? Cela donnerait

gpA´Oq “ spAq ´ spOq `G “ spAq ´O `O ´ spOq `G “ A´O `G (18.279a)
gpC ´Oq “ C ´O `G, (18.279b)

ce qui signifierait que g et τG coïncideraient sur les points A ´ O et C ´ O, et donc
seraient égaux par le corolaire 18.96. Cela est cependant impossible parce que g fixe au
moins les points A et O alors que la translation ne fixe aucun point. Nous en déduisons
spC ´Oq “ ´pC ´Oq.
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Nous avons aussi, parce que pAOq est une droite passant par l’origine que

σpAOqpA´Oq “ A´O (18.280)

et parce que C ´O est perpendiculaire à cette droite :

σpAOqpC ´Oq “ ´pC ´Oq. (18.281)

Nous avons donc quand même que g et σpAOq coïncident sur deux points non alignés :
A´O et C ´O.

Dans tous le cas, g “ σpAOq. Nous avons donc

σpOAq “ σm ˝ r, (18.282)

et donc r est fixé à
r “ σm ˝ σpOAq. (18.283)

18.118.
Anticipons un peu et faisons semblant de déjà connaitre les matrices et les fonctions trigonomé-
triques. La proposition 18.117 nous dit qu’il existe une seule rotation amenant A sur B. Vous
pourriez objecter que le point p1, 0q peut être amené sur p0,´1q soit par la rotation d’angle 3π{2,
soit par celle d’angle ´π{2. Il n’en est rien parce que ces deux rotations sont les mêmes ! Pensez-y.
En tant qu’application R2 Ñ R2, la rotation R3π{2 est égale à R´π{2.

Une rotation donnée peut être écrite de beaucoup de façons comme composée de deux réflexions.
En fait d’autant de façons qu’il y a de réflexions.

Proposition 18.119 ([237]).
Soit une rotation r de E centrée en O. Pour toute réflexion σℓ telle que le centre de r soit sur ℓ,
il existe une réflexion σ1 telle que r “ σ1 ˝ σℓ. Il existe aussi une réflexion σ2 telle que r “ σℓ ˝ s2.

Démonstration. Si r “ Id c’est bon avec s1 “ s2 “ σℓ. Sinon nous considérons A ‰ O sur ℓ, et
B “ rpAq. Nous savons que B ‰ A parce que O est le seul point de E fixé par r (proposition 18.114).
Il existe une réflexion (unique) σ1 faisant σ1pAq “ B, et c’est la réflexion dont l’axe est la médiatrice
de rA,Bs. Le point O est sur cette médiatrice parce que les rotations sont des isométries de pE, dq
(lemme 18.116).

La rotation σ1 ˝ σℓ vérifie
pσ1 ˝ σℓqpAq “ σ1pAq “ B. (18.284)

Or }OA} “ }OB}, donc il y a unicité de la rotation centrée en O portant A sur B (proposi-
tion 18.117) ; nous avons donc r “ σ1 ˝ σℓ.

En ce qui concerne r “ σℓ ˝ σ2, il faut appliquer ce que nous venons de faire à la rotation r´1 :
il existe σ2 tel que r´1 “ σ2 ˝ σℓ, ce qui donne

r “ σℓ ˝ σ2. (18.285)

18.9.6 Rotation d’un angle donné

Lemme-Définition 18.120.
Soit θ P R. Nous considérons l’application linéaire R0pθq : R2 Ñ R2 dont la matrice dans la base
canonique est 27 ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.286)

27. Pour la définition des fonctions trigonométriques, définition 18.1.
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(1) Nous avons
R0pθq “ σℓ ˝ s (18.287)

où s est la réflexion d’axe horizontal et ℓ est la droite

ℓ “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
. (18.288)

(2) L’application R0pθq est une rotation autour de p0, 0q.
(3) Si A P R2, alors l’application

RApθq “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1
A (18.289)

est une rotation autour de A nommée rotation d’angle θ.

Démonstration. Nous allons prouver l’égalité (18.287) en calculant les deux membres sur les vec-

teurs
ˆ

1
0

˙
et

ˆ
0
1

˙
qui forment une base.

(i) Pour p “ p1, 0q D’abord la chose facile 28 : sp1, 0q “ p1, 0q.
Pour calculer σℓp1, 0q, nous utilisons le lemme 18.100 ; nous commençons par chercher la
projection orthogonale q de p “ p1, 0q sur ℓ. Nous posons

q “ λ

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
(18.290)

et nous cherchons λ satisfaisant q· pq ´ pq “ 0. Un peu de calculs passant par (18.5) nous
donne

q· pq ´ pq “ λ
`
λ´ cospθ{2q˘. (18.291)

Les deux solutions sont λ “ 0 et λ “ cospθ{2q. Mais la solution λ “ 0 revient à dire que la
droite ℓ est verticale, c’est-à-dire cospθ{2q “ 0. Donc la solution est toujours donnée par

λ “ cospθ{2q. (18.292)

Nous introduisons cette valeur dans (18.290) pour fixer q, et nous utilisons la formule du
lemme 18.100 :

σℓ

ˆ
1
0

˙
“ 2q ´ p “

ˆ
2 cos2pθ{2q ´ 1

2 cospθ{2q sinpθ{2q
˙

“
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
. (18.293)

Nous avons utilisé les formules trigonométriques de duplication d’angle (corolaire 18.14).
(ii) Pour p “ p0, 1q Cette fois sppq “ p0,´1q et l’équation pour déterminer λ est

0 “ q· pq ´ pq “
ˆ
λ cospθ{2q
λ sinpθ{2q

˙
·

ˆ
λ cospθ{2q

λ sinpθ{2q ´ 1

˙
. (18.294)

Nous trouvons λ
`
λ ` sinpθ{2q˘ “ 0. Le cas λ “ 0 signifie que la droite ℓ est horizontale et

donc que sinpθ{2q “ 0. Donc la solution est dans tous les cas

λ “ ´ sinpθ{2q. (18.295)

Nous trouvons
σℓ

ˆ
0

´1

˙
“ 2q ´ p “

ˆ´ sinpθq
cospθq

˙
. (18.296)

28. Ici comme partout dans le Frido nous ne faisons aucune différence entre pa, bq et
ˆ
a
b

˙
; ce sont seulement deux

façons différentes d’écrire le même élément de R2. Nous ne faisons pas semblant de croire que l’un ou l’autre serait
un « covecteur » suivant que l’on tourne notre page dans un sens ou un autre.
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Le calcul de σℓ ˝ s étant effectué sur une base, il est facile de reconstituer la matrice
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.297)

Cette matrice étant celle, par définition, de R0pθq, nous avons montré que R0pθq était bien une
rotation. Nous avons prouvé les points (1) et (2).

Nous passons maintenant au point (3). Il est facile de voir que A est un point fixe de RApθq
parce que τ´1

A pAq “ p0, 0q.
Nommons ℓ1 la droite horizontale Rp1, 0q. Nous avons, par le point précédent R0pθq “ σℓ ˝ σℓ1 .

En introduisant astucieusement τ´1
A τA dans l’expression définissant RApθq, nous avons

RApθq “ τAσℓσℓ1τ´1
A “ τAσℓτ

´1
Alooomooon

“στApℓq

τAσℓ1τ´1
Alooomooon

στApℓ1q

“ στApℓqστApℓ1q. (18.298)

Nous avons utilisé le lemme 18.110.
Nous voyons que RApθq est une composée de deux réflexions se coupant en A. C’est donc une

rotation centrée en A.

18.9.7 Rotations vectorielles

L’expression « rotation vectorielle » signifie rotation centrée en zéro. Elles sont « vectorielles »
parce qu’elles sont linéaires comme nous le voyons à présent.

Proposition 18.121.
Quelques résultats à propos de rotations.

(1) Toutes les rotations de R2 centrées en p0, 0q sont de la forme R0pθq 29 pour un θ P R.
(2) Les rotations de R2 centrées en p0, 0q sont des applications linéaires.
(3) Si r est une rotation dans R2, il existe A P R2 et θ P R

r “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1
A . (18.299)

Démonstration. Soit r une rotation centrée en p0, 0q. Par la proposition 18.119, il existe une droite
ℓ passant par p0, 0q telle que r “ σℓ ˝ s où s est la réflexion d’axe horizontal : spx, yq “ px,´yq.

Soit un vecteur unitaire v P ℓ. Puisque v P S1, la proposition 18.54 nous donne t P r0, 2πr tel
que

v “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
. (18.300)

En posant θ “ 2t nous avons

ℓ “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
, (18.301)

et donc r “ R0pθq qui est l’application linéaire définie en 18.120. Ceci prouve les points (1) et (2).
Et enfin nous voyons le point (3). Soit A l’unique point fixe de la rotation r. Cette dernière

s’écrit alors r “ σℓ1 ˝ σℓ2 où ℓ1 et ℓ2 sont des droites telles que ℓ1 X ℓ2 “ tAu.
En utilisant le lemme 18.110, nous avons σℓi “ τA ˝ στ´1

A pℓiq ˝ τ´1
A . En substituant, et en nous

rendant compte que τ´1
A τA “ Id, nous avons

r “ σℓ1 ˝ σℓ2 “ τAr0τ
´1
1 (18.302)

où r0 est la rotation στ´1
A pℓ1q ˝ στ´1

A
pℓ2q. Cette dernière est une rotation autour de p0, 0q parce que

τ´1
A pℓ1qXτ´1

A pℓ2q “ t0u. Elle est donc, par le point (1), de la forme R0pθq, pour une certaine valeur
de θ.

29. Définition 18.120.
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Proposition 18.122 ([237]).
Les rotations basées en p0, 0q forment un groupe abélien.

Démonstration. L’identité est une rotation par définition. En ce qui concerne l’inverse, si r “ σ1σ2
alors r´1 “ σ2σ1. Nous commençons maintenant les choses pas tout à fait évidentes.

(i) Composition Soient des rotations r, r1 centrées en p0, 0q. Soit également, une réflexion σ
dont l’axe contient p0, 0q. Alors la proposition 18.119 nous donne l’existence de σ1 et σ2 tels
que r “ σ1σ et r1 “ σσ2. Avec ça, la composition donne

rr1 “ σ1σσσ2 “ σ1σ2, (18.303)

qui est encore une rotation.
(ii) Commutativité Soient deux rotations r et r1 ainsi que des décompositions r “ σ1σ, r1 “

σσ2. Nous avons

rr1 “ σ1σ2 (18.304a)
r1r “ σσ2σ1σ. (18.304b)

Vu que t “ σ2σ1 est une rotation, nous pouvons encore appliquer la proposition 18.119 pour
avoir t “ σ2σ1 “ σσ3. Ainsi,

r1r “ σσσ3σ “ σ3σ. (18.305)

Mais aussi rr1 “ σ1σ2 “ t´1 “ σ3σ. Nous avons donc bien rr1 “ r1r, et le groupe est
commutatif.

18.123.
Jusqu’à présent nous avons parlé de rotations « affines ». Parmi elles, les rotations centrées en
0 (zéro, l’origine de E comme espace vectoriel) sont de particulière importance. Ce sont des ap-
plications linéaires, et même des isométries. Dans la suite, nous allons souvent dire simplement
« rotation » pour dire « rotation centrée en 0 ».

Nous allons maintenant prendre un point de vue plus vectoriel, et allons noter les points de E
avec des lettres comme x, y, u, v et non plus, avec des majuscules, comme lorsqu’on avait un point
de vue affine. En même temps, nous allons noter les applications E Ñ E par des lettres comme A
et ne plus écrire les parenthèses. Bref, nous écrivons Au au lieu de rpAq.
Lemme 18.124.
En dimension 2, les réflexions vectorielles (c’est-à-dire dont l’axe passe par 0) ont un déterminant
qui vaut ´1.

Démonstration. Soit une réflexion d’axe ℓ. Prenons une base orthonormale de E constituée de e1
sur ℓ et de e2 K ℓ. Alors σℓpe1q “ e1 et σℓpe2q “ ´e2. La formule du déterminant donne

detpσℓq “ e1̊
`
σℓpe1q˘e2̊

`
σℓpe2q˘ ´ e2̊

`
σℓpe1q˘e1̊

`
σℓpe2q˘ “ 1 ˆ p´1q ´ 0 ˆ 0 “ ´1. (18.306)

Nous utilisons de façon cruciale le fait que le calcul du déterminant ne dépende pas de la base
choisie, lemme 9.8.

Proposition 18.125.
Les rotations 30 sont

(1) des applications linéaires orthogonales au sens de la définition 9.35,
(2) des applications de déterminant 1,

30. Centrées en 0, nous ne le répéterons pas !
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Démonstration. Le fait qu’elles soient linéaires est la proposition 18.121.
Nous avons, pour tout u P E l’égalité de la norme }u} et }Au} par le lemme 18.116 appliqué à

Y “ 0. En termes de produits scalaires nous avons alors xAu,Auy “ xu, uy, et donc

xA˚Au, uy “ }u}2. (18.307)

En particulier si teiui“1,...,n est une base orthonormée de E nous avons

pA˚Aeiqi “ }ei}2 “ 1, (18.308)

ce qui donne }A˚Aei} ě 1, avec égalité si et seulement si A˚Aei “ ei. Ici nous avons utilisé le fait
que xx, eiy “ xi, et le fait que pour tout i nous ayons }x} ě |xi|, avec égalité seulement si x est un
multiple de ei.

Par ailleurs l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1 nous donne

}u}2 “ |xA˚Au, uy| ď }A˚Au}}u} (18.309)

et donc
}u} ď }A˚Au}. (18.310)

Encore une fois, en appliquant cela à u “ ei nous trouvons 1 ď }A˚Aei}. Puisque nous avions
déjà l’inégalité dans l’autre sens, }A˚Aei} “ 1. Et le cas d’égalité est uniquement possible avec
A˚Aei “ ei.

Donc pour tout i de la base, nous avons A˚Aei “ ei. Nous avons donc A˚A “ Id et l’application
A est orthogonale.

En ce qui concerne le déterminant, les réflexions sont de déterminant ´1 par le lemme 18.124,
donc A “ σ1 ˝ σ2 est de déterminant 1. Nous avons utilisé le fait que le déterminant était un
morphisme : proposition 9.9(1).

Remarque 18.126.
Nous ne savons pas encore que les rotations forment tout le groupe SOp2q des endomorphismes
orthogonaux de déterminant 1. Il faudra attendre le corolaire 18.131 pour le savoir.

Lemme 18.127.
L’application ´ Id est une rotation de R2.

Démonstration. Soit une base orthonormée te1, e2u de E et la rotation r “ σ1σ2 où σi est la
réflexion le long de l’axe ℓi “ tteiutPR. Faut-il vous prouver que r “ ´ Id ? La réflexion σ2 retourne
la composante y d’un vecteur écrit dans la base te1, e2u sans toucher à la composante x. La réflexion
σ1 fait le contraire.

18.9.8 Matrice des transformations orthogonales

Nous donnons maintenant une forme générale (trigonométrique) pour les matrices de SOp2q.
Nous ne pouvons cependant pas invoquer les lemmes 18.128 ou 18.129 pour prétendre avoir une
matrice des rotations, parce que nous n’avons pas encore prouvé que les rotations étaient des
transformations orthogonales. Ce sera pour la proposition 18.132.

Lemme 18.128.
Si A P Op2q alors il existe un unique pθ, ϵq P r0, 2πr ˆ t˘1u tel que

A “
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
(18.311)

Démonstration. Soit une matrice A “
ˆ
a b
c d

˙
et imposons qu’elle soit dans Op2q. Le fait que A

soit orthogonale impose
ˆ
a c
b d

˙ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ
a2 ` c2 ab` cd
ab` cd b2 ` d2

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
. (18.312)
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Nous avons alors le système
$
’&
’%

a2 ` c2 “ 1 (18.313a)
b2 ` d2 “ 1 (18.313b)
ab` cd “ 0 (18.313c)

La proposition 18.54 nous permet de déduire qu’il existe un unique θ P r0, 2πr tel que a “ cospθq,
c “ sinpθq, ainsi que plusieurs α P R tel que b “ cospαq, d “ sinpαq.

Note : si nous voulons α P r0, 2πr, alors il y a unicité. Ici nous ne nous attachons pas à cette
contrainte ; nous savons qu’il en existe plusieurs, et nous allons en fixer un en fonction de θ. Le α
ainsi fixé ne sera peut-être pas dans r0, 2πr, mais ce ne sera pas grave.

Les angles θ et α sont alors liés par la contrainte

cospθq cospαq ` sinpθq sinpαq “ 0. (18.314)

Utilisant l’identité (18.21c) cela signifie que cospθ ´ αq “ 0. Donc

α P tθ ` π

2 ` kπukPZ. (18.315)

Si k est pair, ça donne

cospαq “ ´ sinpθq (18.316a)
sinpαq “ cospθq (18.316b)

et alors
A “

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.317)

Si au contraire k est impair, alors

cospαq “ sinpθq (18.318a)
sinpαq “ ´ cospθq, (18.318b)

et
A “

ˆ
cospθq sinpθq
sinpθq ´ cospθq

˙
. (18.319)

Nous avons démontré qu’une matrice de Op2q était forcément d’une des deux formes (18.317)
ou (18.319). Il est maintenant facile de vérifier que ces deux matrices sont effectivement dans
Op2q.

Lemme 18.129.
Si g P SOp2q, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que la matrice de g dans la base canonique soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.320)

Démonstration. Puisque SOp2q est la partie de Op2q constituée des matrices de déterminant 1,
nous pouvons reprendre la forme donnée par le lemme 18.128 et fixer ϵ par la contrainte sur le
déterminant. Nous avons, en utilisant la relation du lemme 18.4,

det
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
“ ϵ. (18.321)

Étant donné que detpgq “ 1, nous voyons que ϵ “ 1.
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Corolaire 18.130 ([1]).
Nous avons une bijection

ψ : SOp2q Ñ r0, 2πr
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ θ,

(18.322)

et un isomorphisme de groupe

φ : SOp2q Ñ Up1q “ teiθuθPRˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ eiθ.

(18.323)

Démonstration. La première assertion est une paraphrase du lemme 18.129. Pour la seconde, il
faut vérifier que c’est bien un morphisme et une bijection.

Pour le morphisme, ce sont les formules d’addition d’angle du lemme 18.13 qui jouent. En ce
qui concerne la bijection. . .

(i) Surjection Comme eiθ`2kiπ “ eiθ, tout élément de Up1q est exponentielle de iθ pour un
θ P r0, 2πr.

(ii) Injection Remarquez que nous avons, pour θ P r0, 2πr, φ`ψ´1pθq˘ “ eiθ.
Soient A,B P SOp2q tels que φpAq “ φpBq. Soient θa, θb P r0, 2πr tels que A “ ψ´1pθaq et
B “ ψ´1pθaq. L’hypothèse φpAq “ φpBq donne

eiθa “ eiθb , (18.324)

et donc θa “ θb par le lemme 18.57.
Nous en déduisons que A “ B, et donc que φ est injective.

18.9.9 Rotations, SOp2q et matrice de rotation

Corolaire 18.131 ([1]).
Le groupe des rotations centrées en p0, 0q est le groupe SOp2q.
Démonstration. Nous devons prouver deux choses :

— Toutes les rotations sont des éléments de SOp2q.
— Tous les éléments de SOp2q sont des rotations.
La proposition 18.121 nous indique que toute rotation de R2 centrée en p0, 0q est de la forme

R0pθq, c’est-à-dire, a une matrice de la forme
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.325)

Donc toute rotation est dans SOp2q.
D’autre part, le lemme 18.129 indique que tout élément de SOp2q a, dans la base canonique,

une matrice de la forme (18.325). Le lemme 18.120 nous indique alors que c’est une rotation.

Proposition 18.132.
Si r est une rotation de R2 centrée en p0, 0q, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que r “ R0pθq.
Démonstration. Soit une rotation r autour de p0, 0q. Le corolaire 18.131 nous dit qu’il existe θ P R
tel que

r “ R0pθq “
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.326)
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Nous avons identifié l’application linéaire à sa matrice. L’élément
`

cospθq, sinpθq˘ est dans S1, et il
existe donc, par la proposition 18.54, un unique t P r0, 2πr tel que cosptq “ sinpθq et sinptq “ sinpθq.
Pour ce t nous avons alors

r “ R0pθq “
ˆ

cosptq ´ sinptq
sinptq cosptq

˙
. (18.327)

Proposition 18.133.
Nous avons la formule suivante pour la composition :

R0pαq ˝R0pβq “ R0pα ` βq. (18.328)

Démonstration. Par définition de R0pθq, dans la base canonique de R2, la composition se calcule
avec le produit suivant, en utilisant les formules du lemme 18.13 :

ˆ
cospαq ´ sinpαq
sinpαq cospαq

˙ˆ
cospβq ´ sinpβq
sinpβq cospβq

˙
(18.329a)

“
ˆ

cospαq cospβq ´ sinpαq sinpβq ´ cospαq sinpβq ´ sinpαq cospβq
sinpαq cospβq ` cospαq sinpβq ´ sinpαq sinpβq ` cospαq cospβq

˙

(18.329b)

“
ˆ

cospα ` βq ´ sinpα ` βq
sinpα ` βq cospα ` βq

˙
. (18.329c)

Donc dans la base canonique, la matrice de R0pαqR0pβq est celle de R0pα ` βq.

18.9.10 Rotation et application affine

Nous considérons à nouveau la définition 8.12 d’une application affine ainsi que sa décompo-
sition en application linéaire et translation donnée par le lemme 8.13. Nous voyons maintenant
comment ces propriétés se déclinent dans le cas d’une rotation non centrée en l’origine.

Exemple 18.134.
Soit A P R2 ainsi qu’une rotation f autour de A, c’est-à-dire une composition de deux symétries
dont les axes se coupent en A 31. Nous allons extraire de f la partie linéaire définie en 8.13.

Il existe des axes ℓ1 et ℓ2 tels que ℓ1 X ℓ2 “ tAu et tels que

f “ sℓ1 ˝ sℓ2 . (18.330)

En utilisant le lemme 18.110,

f “ tA ˝ st´1
A pℓ1q ˝ t´1

A ˝ tA ˝ st´1
A pℓ2q ˝ t´1

A “ tA ˝ st´1
A pℓ1q ˝ st´1

A pℓ2q ˝ t´1
A . (18.331)

Comme A P ℓi, nous avons O “ p0, 0q P t´1
A pℓiq. Donc les axes t´1

A pℓ1q et t´1
A pℓ2q se coupent en O

et nous pouvons écrire
f “ tA ˝R ˝ t´1

A (18.332)

où R est une rotation centrée en O ; donc une application linéaire par la proposition 18.121.
Nous avons

fpxq “ ptA ˝R ˝ t´1
A qpxq (18.333a)

“ ptA ˝Rqpx´Aq (18.333b)
“ tA

`
Rpxq ´RpAq˘ (18.333c)

“ Rpxq ` tRpAq`A (18.333d)
“ ptRpAq`A ˝Rqpxq. (18.333e)

31. Voir la définition 18.111.
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Donc
f “ tRpAq`A ˝R. (18.334)

Il est maintenant aisé de montrer que R est la partie linéaire de f . Pour tout M,x P R2 nous avons

fpM ` xq “ RpM ` xq `RpAq `A (18.335a)
“ RpMq `Rpxq `RpAq `A (18.335b)
“ Rpxq ` fpMq. (18.335c)

Donc nous confirmons la formule

fpM ` xq “ Rpxq ` fpMq (18.336)

et R est la partie linéaire de f , voir la définition 8.13. △

Lemme 18.135 ([1]).
Tout sous-groupe fini de SOp2q est cyclique 32.

Démonstration. Soit un sous-groupe finiG de SOp2q. Nous considérons les applications ψ : SOp2q Ñ
r2, 2πr et φ : SOp2q Ñ Up1q données par le corolaire 18.130.

Vu que ψpeq “ 0, la partie ψpGzteuq est une partie finie de r0, 2πr qui ne contient pas 0. Nous
en considérons le minimum θ0 ‰ 0. Gardez en tête que ce minimum n’est pas nul : θ0 ‰ 0.

Nous allons prouver que ψ´1pθ0q génère le groupe G. Pour cela nous devons montrer que pour
tout g P G, il existe un entier k tel que g “ ψ´1pθ0qk.

Soient g1 P SOp2q et θ1 “ ψpg1q. Si il existe k P N tel que θ1 “ kθ0, alors le résultat est prouvé.
Supposons donc que θ1 “ λθ0 avec λ non entier. Nous allons en déduire une contradiction.

Soit k la partie entière de λ (définition 1.406). Vu que φ est un morphisme de groupes, en
utilisant la formule de la proposition 18.9(2) nous avons :

φ´1`eipθ1´kθ0q˘ “ φ´1`eiθ1e´ikθ0
˘

(18.337a)
“ φ´1peiθ1qφ´1pe´ikθ0q (18.337b)
“ φ´1peiθ0qφ´1petθ0qk (18.337c)
P G. (18.337d)

Nous avons donc θ “ θ1 ´ kθ0 P ψpGq. Mais en utilisant le lemme 1.407,

θ ´ θ0 “ θ1 ´ pk ` 1qθ0 ă θ1 ´ λθ0 “ 0. (18.338)

Cela signifie que θ ă θ0, et contredit la minimalité de θ0.

18.9.11 Angle orienté

Avant d’aborder la classification des isométries, nous devons parler de l’angle entre deux droites.
Si ℓ1 et ℓ2 sont deux droites, alors il est bien clair que deux angles peuvent prétendre être « l’angle
entre ℓ1 et ℓ2 ». De plus chacun de ces deux angles sont doubles parce que si α peut prétendre être
l’angle entre ℓ1 et ℓ2, alors ´α peut également y prétendre.

Remarque 18.136.
Nous ne parlons pas de l’angle entre ℓ1 et ℓ2 mais bien de l’angle de ℓ1 à ℓ2. L’ordre des droites
est important.

18.137.
Pour la suite, ROpαq est la rotation d’angle α autour du point O tandis que Rpαq est la rotation
d’angle α autour de l’origine.

32. Définition 1.270.
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Proposition 18.138 ([462]).
Si u et v sont des vecteurs unitaires 33 de R2 alors il existe une unique rotation 34 f telle que
fpuq “ v.

Démonstration. C’est la proposition 18.117 appliquée à O “ p0, 0q.
Remarque 18.139.
Notons l’unicité. Nous ne faisons pas de différence entre Rθ et Rθ`2π et les autres Rθ`2kπ. En
particulier si une rotation T est donnée, dire « T “ Rθ » ne définit pas un nombre θ de façon
univoque. Par contre ça définit une classe modulo 2π, c’est-à-dire un élément θ P R{2π.

Nous avons déjà défini le groupe SOp2q en la définition 9.39 et nous avons déterminé ses matrices
dans R2 en le lemme 18.129.

La proposition 18.138 donne une application

T : S1 ˆ S1 Ñ SOp2q. (18.339)

Et nous avons une relation d’équivalence sur S1 ˆS1 donnée par pu, vq „ pu1, v1q si et seulement si
il existe g P SOp2q telle que gpuq “ u1 et gpvq “ v1.

Définition 18.140 (Angle orienté[462]).
Les classes de S1 ˆ S1 pour cette relation d’équivalence sont les angles orientés de vecteurs.
Nous notons ru, vs la classe de pu, vq.
Proposition 18.141.
Nous avons T pu, vq “ T pu1, v1q si et seulement si pu, vq „ pu1, v1q.
Démonstration. En utilisant la commutativité du groupe SOp2q nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :

— pu, vq „ pu1, v1q
— T pu, u1q “ T pv, v1q
— T pu, u1q ˝ T pu1, vq “ T pv, v1q ˝ T pu1, vq
— T pu, vq “ T pu1, v1q.

Proposition 18.142.
Nous avons une bijection

S : S
1 ˆ S1

„ Ñ SOp2q
ru, vs ÞÑ T pu, vq.

(18.340)

Démonstration. En plusieurs points.
(i) S est bien définie En effet si ru, vs “ rz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq.
(ii) Injectif Si Sru, vs “ Srz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq, qui implique pu, vq „ pz, tq par la

proposition 18.141.
(iii) Surjectif Nous avons Rθ “ T pu,Rθuq.

Définition 18.143 (Somme d’angles orientés[462]).
Si ru, vs et rz, ts sont des angles orientés, nous définissons la somme par

ru, vs ` rz, ts “ S´1
´
Sru, vs ˝ Srz, ts

¯
. (18.341)

33. De norme 1.
34. Définition 18.111.
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Lemme 18.144.
Quelques propriétés des angles plats liées à la somme.

(1) pS1 ˆ S1q{ „ est un groupe commutatif.
(2) Relations de Chasles :

ru, vs ` rv, ws “ ru,ws. (18.342)

(3) ´ru, vs “ rv, us.
Démonstration. Pour la relation de Chasles, ça se base sur la propriété correspondante sur T :

ru, vs ` rv, ws “ S´1
´
T pu, vq ˝ T pv, wq

¯
(18.343a)

“ S´1`T pu,wq˘ (18.343b)
“ ru,ws. (18.343c)

Pour l’inverse, la vérification est que

ru, vs ` rv, us “ ru, us “ 0. (18.344)

Définition 18.145.
La mesure de l’angle orienté ru, vs est rθs2π si T ru, vs “ Rθ.

Notons dans cette définition qu’écrire T ru, vs “ Rθ dans SOp2q ne définit pas θ, mais seulement
sa classe modulo 2π. C’est pour cela que la mesure de l’angle orienté n’est également définie que
modulo 2π.

Pour la suite nous allons nous intéresser à des vecteurs qui ont, dans l’idée, un point de départ
et un point d’arrivée. Si A,B P R2 nous notons

ÝÝÑ
AB “ B ´A

}B ´A} . (18.345)

C’est le vecteur unitaire dans la direction « de B vers A ».

Théorème 18.146 (Théorème de l’angle inscrit[463]).
Soit un cercle Γ de centre O et trois points distincts A,B,M P Γ. Alors

2pÝÝÑ
MA,

ÝÝÑ
MBq P pÝÑ

OA,
ÝÝÑ
OBq2π (18.346)

où l’indice 2π indique la classe modulo 2π.

Démonstration. Le triangle MOA est isocèle en O, donc les angles à la base sont égaux. Et de
plus la somme des angles est dans rπs2π. Bon, entre nous, nous savons que la somme des angles
est exactement π, mais comme nous n’avons pas défini les angles autrement que modulo π, nous
ne pouvons pas dire mieux. Donc

2pÝÝÑ
AB,

ÝÑ
AOq ` pÝÝÑ

OB,
ÝÑ
OAq P rπs2π. (18.347)

Il faut être sûr de l’orientation de tout cela. Le nombre pÝÝÑ
AB,

ÝÑ
AOq est l’angle qui sert à amener ÝÝÑ

AB
sur ÝÑ

AO. Vu que nous l’avons choisi dans le sens trigonométrique, il faut bien prendre les autres
dans le sens trigonométrique, et utiliser pÝÑ

OA,
ÝÝÑ
OBq et non pÝÝÑ

OB,
ÝÑ
OAq.

‚
A

‚
B

‚O
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De la même manière sur le triangle MOB nous écrivons

2pÝÝÑ
MB,

ÝÝÑ
MOq ` pÝÝÑ

OM,
ÝÝÑ
OBq P rπs2π. (18.348)

Nous faisons la différence entre les deux équations en remarquant que la différence de deux repré-
sentants de rπs2π est un représentant de r0s2π et en nous souvenant que ´pÝÝÑ

MB,
ÝÝÑ
MOq “ pÝÝÑ

MO,
ÝÝÑ
MBq

et les relations de Chasles du lemme 18.144(2) nous avons :

2pÝÝÑ
MA,

ÝÝÑ
MBq ` pÝÝÑ

OB,
ÝÑ
OAq P r0s2π. (18.349)

18.147.
Comment exprimer le fait qu’un angle orienté soit égal à θ modulo π alors que les angles orientés
sont des classes modulo 2π ? Nous ne pouvons certainement pas écrire

pu, vq “ rθsπ (18.350)

parce que pu, vq est un élément de S1ˆS1 alors que rθsπ est un ensemble de nombres. Nous pouvons
écrire

ru, vs Ă rθsπ. (18.351)

C’est cohérent parce que nous avons des deux côtés des ensembles de nombres. Les opérations
permises sont l’égalité ou l’inclusion. L’égalité entre les deux ensembles n’est pas possible parce
que la différence minimale ente deux éléments dans ru, vs est 2π alors que celle dans rθsπ est π.

Si u et v forment un angle droit, nous avons

ru, vs “ tπ2 ` 2kπukPZ. (18.352)

Et cela est bien un sous-ensemble de rπ{2sπ.
Pour exprimer que la différence entre deux angles orientés diffèrent de π nous devrions écrire :

ru, vs Ă ra, bsπ (18.353)

où le membre de droite signifie la classe modulo π d’un représentant de ra, bs.
Nous allons cependant nous permettre d’écrire

ru, vs “ ra, bsπ (18.354)

voire carrément
pu, vq “ pa, bqπ. (18.355)

Cette dernière égalité devant être comprise comme voulant dire que l’angle pour passer de u à v
est, soit le même que celui pour aller de a à b, soit ce dernier, plus π.

Théorème 18.148 ([463]).
Soient 4 points distincts du plan A,B,C,D. Ils sont alignés ou cocycliques 35 si et seulement si

pÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBq “ pÝÝÑ

DA,
ÝÝÑ
DBqπ. (18.356)

Nous allons seulement démontrer l’implication directe.

Démonstration. Si les quatre points sont alignés nous avons rÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBs “ r0s2π et rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs “

r0s2π. En particulier nous avons
rÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBs “ rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs (18.357)

et a fortiori l’égalité modulo π au lieu de 2π.

35. C’est-à-dire sur un même cercle.
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Nous nous relâchons en termes de notations. Si les quatre points sont cocycliques, nous pouvons
utiliser le théorème de l’angle inscrit 18.146 dans les triangles ABC et ADB :

2pÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBq “ pÝÑ

OA,
ÝÝÑ
OBq2π (18.358a)

2pÝÝÑ
DA,

ÝÝÑ
DBq “ pÝÑ

OA,
ÝÝÑ
OBq2π, (18.358b)

ce qui donne 2pÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBq “ 2pÝÝÑ

DA,
ÝÝÑ
DBq2π et donc

pÝÑ
CA,

ÝÝÑ
CBq “ pÝÝÑ

DA,
ÝÝÑ
DBqπ. (18.359)

Comme annoncé, nous ne faisons pas la preuve dans l’autre sens ; elle peut être trouvée
dans [463].

Exemple 18.149.
À propos de groupe engendré et de générateur 36. Soit G le groupe des rotations d’angle 37 kπ{5
(avec k entier). Ce groupe est constitué des « dixièmes de tour », puisque kπ

5 “ 2kπ
10 .

La rotation d’angle 2π{5 n’est pas génératrice parce qu’elle n’engendre que des « cinquièmes
de tour » : 4π{5, 6π{5, 8π{5 et l’identité.

Par contre, la rotation d’angle π{5 est génératrice. △

18.9.12 Angles et nombres complexes

Les nombres complexes peuvent être repérés par une norme et un angle, ce qui en fait un terrain
propice à l’utilisation des angles orientés. Nous en ferons d’ailleurs usage dans Ĉ “ CY t8u pour
parler d’alignement, de cocyclicité et de birapport dans la proposition 23.87.

Soient deux éléments z1, z2 P C. Nous les écrivons sous la forme z1 “ r1eiθ1 et z2 “ r2eiθ2 ;
remarquons que cela ne définit θi qu’à 2π près. Nous avons

rz1, z2s “ rθ2 ´ θ1s2π. (18.360)

Soient maintenant a, b, c, d P C. Nous écrivons ÝÑ
ab le vecteur unitaire dans le sens « de a vers

b », c’est-à-dire un multiple positif bien choisi du nombre b ´ a. Nous notons θab l’argument du
nombre complexe b´ a, et nous avons encore

rÝÑab,ÝÑcds “ rθab ´ θcds. (18.361)

Avec toutes ces notations, ce qui est pas mal, c’est que les produits et quotients de nombres
complexes se comportent très bien par rapport aux angles : l’argument de a{b est θa ´ θb et en
particulier l’argument de

a´ b

c´ d
(18.362)

est dans la classe de l’angle orienté
rÝÑba,ÝÑdcs. (18.363)

Définition 18.150 (Angle avec 3 points).
Soient trois points A,O,B P R2. Voici comment nous définissons l’angle {AOB ; de façon infor-
melle, c’est l’angle de la rotation qui permet d’aller de A vers B.

— Nous nous mettons en l’origine : A1 “ A´O et B1 “ B ´O.
— Nous normalisons : A2 “ A1{}A1} et B2 “ B1{}B1}.
— Soit f , l’unique rotation telle que fpA2q “ B2 (proposition 18.138).

36. Définition 1.269 et 1.270
37. Voir la définition 18.145.
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— Soit θ l’unique élément de r0, 2πr tel que la matrice de f dans la base canonique soit
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
(18.364)

par la proposition 18.132.
— L’angle {AOB est ce nombre θ.

Nous noterons également l’angle {AOB par anglepA,O,Bq.
Nous voyons que l’angle est toujours un nombre entre 0 et 2π. Par abus de notation, nous

admettrons de temps en temps, de parler d’angle en dehors de cet intervalle.

Définition 18.151 (Angle dans C).
Si a, b, c P C, nous définissons l’angle anglepa, b, cq “ angle

`
spaq, spbq, spcq˘ où

s : C Ñ R2

x` iy ÞÑ px, yq, (18.365)

et le membre de droite étant défini par 18.150.

Avec cette définition, la multiplication dans C par un élément de S1 revient à une rotation.
C’est le lemme suivant.

Lemme 18.152 ([1]).
Soit

s : C Ñ R2

x` iy ÞÑ px, yq. (18.366)

Nous avons
speiξzq “ R0pξqφpzq (18.367)

pour tout ξ P R et z P C.

Démonstration. Nous écrivons z “ reiθ comme l’autorise la proposition 18.58. En d’autres termes,
z “ r cospθq ` ir sinpθq et donc

spzq “ `
r cospθq, r sinpθq˘. (18.368)

D’autre part, la proposition 18.9 donne eiξz “ reipθ`ξq, et donc

speiξzq “
ˆ
r cospθ ` ξq
r sinpθ ` ξq

˙
. (18.369)

La conclusion est un calcul :

rRpξq` cospθq, sinpθq˘ “ r

ˆ
cospξq ´ sinpξq
sinpξq cospξq

˙ˆ
cospθq
sinpθq

˙
prop. 18.132 (18.370a)

“ r

ˆ
cospξq cospθq ´ sinpξq sinpθq
sinpξq cospθq ` cospξq sinpθq

˙
(18.370b)

“ r

ˆ
cospξ ` θq
sinpξ ` θq

˙
lemme 18.13 (18.370c)

“ speiξzq. (18.370d)

Lemme 18.153.
Pour tout v P S1, l’application

s : r0, 2πr Ñ S1

θ ÞÑ Rpθqv (18.371)

est une bijection.
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Lemme 18.154 ([1]).
Si les points 0, Rpθ1qv et Rpθ2qv sont alignés, avec θ1 ă θ2 dans r0, 2πr, alors θ2 P tθ1, θ1 ` πu.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que }v} “ 1. Étant donné que Rpθ2qv est sur
la droite contenant 0 et Rpθ1qv, il existe λ P R tel que

Rpθ2qv “ λRpθ1qv. (18.372)

Vu que Rpθq est une isométrie, nous avons λ “ ˘1. Si λ “ 1, alors nous avons Rpθ1qv “ Rpθ2qv et
donc θ1 “ θ2 par le lemme 18.153.

Si λ “ ´1, alors en remarquant que Rpπqv “ ´v, nous avons Rpθ1 ` πqv “ Rpθ1qRpπqv “
´Rpθ1qv. Donc le lemme 18.153 nous dit que θ1 ` π “ θ2.

Lemme-Définition 18.155 (Angle entre deux droites[1]).
Soient deux droites ℓ1 et ℓ2 de R2 sécantes au point A P R2.

Il existe un unique θ0 P r0, πr tel que 38 RApθ0qx P ℓ2 pour tout x P ℓ1.
Cet angle θ0 est l’angle de ℓ1 à ℓ2.

Démonstration. Nous considérons le vecteur v tel que ℓ1 “ tA`tvutPR, ainsi qu’un point arbitraire
x0 “ A ` λv sur ℓ1. Nous allons montrer qu’il existe un unique θλ P s0, πr tel que RApθλqx0 P ℓ2.
Ensuite nous allons montrer que θλ1 “ θλ2 pour tout λ1, λ2 dans R.

Nous considérons une application affine

f : R2 Ñ R

x ÞÑ upxq ` α
(18.373)

avec u : R2 Ñ R linéaire et α P R telle que ℓ2 “ kerpfq (proposition 12.149). Nous supposons que
fpx0q ą 0 pour fixer les idées.

Nous utilisons la formule (18.289) pour RA ; pour tout θ nous avons

RApθqpA` λvq “ pτA ˝Rpθq ˝ τ´1
A qpA` λvq “ τA

`
Rpθqpλqv˘ “ A` λRpθqv. (18.374)

Nous avons d’une part

fpx0q “ fpA` λvq “ upA` λvq ` α “ upAq ` α ` λupvq “ fpAq ` λupvq “ λupvq (18.375)

parce que fpAq “ 0 du fait que A P ℓ2.
De même, en tenant compte que Rpπqv “ ´v nous avons

RApπqx0 “ up´λv `Aq ` α “ ´λupvq. (18.376)

Donc f
`
RApπqx0

˘ “ ´fpx0q.
Nous avons prouvé qu’en posant

s : r0, πs Ñ R2

θ ÞÑ RApθqpA` λvq, (18.377)

nous avons sp0q “ A ` λv, spπq “ A ´ λv et que pf ˝ sqp0q ą 0 et pf ˝ sqpπq ă 0. Nous pouvons
donc appliquer le théorème des valeurs intermédiaires 10.82 à la fonction continue f ˝ s. Il existe
θ0 P s0, πr tel que pf ˝ sqpθ0q “ 0.

Pour une telle valeur de θ0, nous avons spθ0q P kerpfq et donc RApθ0qx0 P ℓ2.
(i) Unicité Nous prouvons que si RApθ1qx0 et RApθ2qx0 sont sur ℓ2, alors θ1 “ θ2. Supposons

que ce les points A, RApθ1qx0 et RApθ2qx0 sont alignés sur ℓ2. Alors les points 0, Rpθ1qv et
Rpθ2qv sont alignés, et donc le lemme 18.154 nous assure que θ2 “ θ1 ` π ou que θ1 “ θ2. La
possibilité θ2 “ θ1 ` π est exclue parce que θ1 et θ2 sont dans s0, πr. Donc θ1 “ θ2.
Nous avons vu qu’il existe une unique angle, que nous notons θλ tel que RApθλqpA`λvq P ℓ2.

38. Pour rappel, RApθq est défini en 18.120.
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(ii) Petite note au passage La droite ℓ2 est l’ensemble

ℓ2 “ tA` tRpθλqvutPR. (18.378)

(iii) Ce θλ fonctionne sur tout ℓ1 Tout élément de ℓ1 peut être écrit sous la forme x0 ` µv.
Nous prouvons à présent que si x1 “ x0 ` µv, alors RApθqx1 P ℓ2. Nous avons

RApθλqv “ RApθλqpx0 ` µvq (18.379a)
“ RApθλq`A` pλ` µqv˘ (18.379b)
“ Rpθλq`pλ` µqv˘ `A (18.379c)
“ pλ` µqRpθλqv `A. (18.379d)

Donc cela est dans ℓ2.

Proposition 18.156 ([1]).
Les angles sont invariants sous les translations.

Plus précisément, si A,B, S, v P R2, alors

TvpAqTvpSqTvpBq
Ź

“ ASB
Ź

(18.380)

où TvpXq “ X ` v.

Démonstration. Nous notons Xv “ X`v. Nous avons A1
v “ Av´Sv “ pA`vq´pS`vq “ A´S “

A2. Donc les vecteurs A2 et B2 à partir desquels est calculé zASB sont les mêmes que les vecteurs
A2
v et B2

v qui servent à calculer TvpAqTvpSqTvpBq
Ź

.

Proposition 18.157 ([1]).
Les angles sont invariants par rotations, c’est-à-dire que si A,B, S P R2 et si Rθ est une rotation,
alors

ASB
Ź

“ RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

. (18.381)

Démonstration. Pour être plus concis, nous écrivons Aθ for RθpAq et de même pour B et S. Afin
de calculer l’angle RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

, nous définissons
$
’&
’%

A1
θ “ Aθ ´ Sθ (18.382a)

S1
θ “ 0 (18.382b)
B1
θ “ Bθ ´ Sθ. (18.382c)

et $
’’&
’’%

A2
θ “ Aθ ´ Sθ

}Aθ ´ Sθ} (18.383a)

B2
θ “ Bθ ´ Sθ

}Bθ ´ Sθ} . (18.383b)

Par définition, l’angle est le α tel que RαpA2
θq “ B2

θ . Nous devons prouver que le même α vérifie
RαpA2q “ B2.

Le fait que Rθ soit une isométrie nous donne déjà

}RθpAq ´RθpBq} “ }A´B}. (18.384)

Ensuite, la relation de définition de α s’écrit
RαRθpAq ´RαRθpSq

}Aθ ´ Sθ} “ RθpBq ´RθpSq
}Bθ ´ Sθ} . (18.385)

Vu que Rα et Rθ commutent, nous avons

Rθ
RαpAq ´RαpBq

}A´ S} “ Rθ
B ´ S

}B ´ S} , (18.386)

et comme Rθ est inversible, cela donne RαpA2q “ B2.
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Lemme 18.158 ([1]).
Soit A P R2 et une droite ℓ1. Soit ℓ2 une droite passant par A et intersectant ℓ1 en O. Alors

σℓ1pAq “ ROp´2αqA (18.387)

où α est l’angle de ℓ1 à ℓ2.

Démonstration. Nous allons utiliser des coordonnées autour de O. Il existe un vecteur v tel que

A “ O ` v (18.388)

Par définition de l’angle α 39, la droite ℓ2 s’obtient par rotation d’angle α depuis la droite ℓ1. Donc
le point

B “ ROp´αqA (18.389)

est sur ℓ1.
Nous allons prouver que le point

D “ ROp´2αqA (18.390)

est D “ σℓ1A.
Nous commençons par montrer que la droite pDAq est perpendiculaire à ℓ1, c’est-à-dire que

pD ´Aq · pB ´Oq “ 0. (18.391)

En utilisant le fait que
ROpαqpO `Xq “ O `RpαqX, (18.392)

nous avons

D ´A “ ROp´2αqpO ` vq ´ pO ` vq “ O `Rp´2αqv ´O ´ v “ Rp´2αqv ´ v (18.393)

et de la même façon,
B ´O “ Rp´αqv. (18.394)

Notons que tous les O se sont simplifiés et qu’il ne reste que des rotations usuelles. En utilisant le
fait que Rpαq est une isométrie, nous pouvons alors calculer

pD ´Aq · pB ´Oq “ xRp´2αqv ´ v,Rp´αqvy (18.395a)
“ xRp´αqv ´Rpαqv, vy. (18.395b)

En utilisant la matrice de rotation du lemme 18.129 nous trouvons

`
Rp´αq ´Rpαq˘v “

ˆ
2 sinpαqv2

´2 sinpαqv1

˙
(18.396)

et donc
x`Rp´αq ´Rpαq˘v, vy “ 0. (18.397)

Le point D est bien sûr la droite perpendiculaire à ℓ1 et passant par A. Mais vu que D est
obtenu à partir de A par une rotation, le point D est également sur le cercle de rayon }OA} et
centré en O. Ce cercle possède exactement deux intersections avec cette droite. Le premier est A
et le second est σℓ1pAq. Comme D n’est pas A, nous avons D “ σℓpAq.

39. Définition 18.155.
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18.9.13 Polygone convexe

Définition 18.159 ([464]).
Un polygone est une union de segments dans R2 de la forme

raN , a1s Y
Nď

i“1
rai, ai`1s. (18.398)

La définition suivante dit ce qu’est un polygone convexe. À mon avis, le théorème de Jordan
21.121 doit permettre de donner une définition plus précise en disant que c’est la partie compacte
qui est convexe.

Définition 18.160.
Nous disons qu’un polygone est convexe si il est la frontière d’une partie convexe de R2.

Proposition 18.161 ([465]).
Un polygone est convexe 40 si et seulement si il est contenu dans le demi-plan de chacun de ses
côtés.

Proposition 18.162.
Les racines de l’unité dans C, c’est-à-dire la partie

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u, (18.399)

forment un polygone régulier convexe 41.

Démonstration. Nous posons ak “ e2ikπ{n et ξ “ e2iπ{n, de telle sorte que ak`1 “ ξak. Le polygone
que nous considérons est celui formé par les segments rai, ai`1s avec i “ 0, . . . , n´ 1. Nous savons
que an “ a0 ; donc nous pouvons parler seulement de segments de la forme rai, ai`1s sans nous
soucier du cas particulier ran´1, a0s.

(i) Longueurs La longueur d’une arrête est donnée par

|ak ´ ak`1| “ |ak ´ ξak| “ |ak||1 ´ ξ| “ |1 ´ ξ| (18.400)

parce que |ak| “ 1.
(ii) Angles Nous avons un calcul utilisant pas mal de propriétés :

anglepal, al`1, al`2q “ anglepξla0, ξ
la1, ξ

la2q (18.401a)
“ angle

`
spξla0q, spξla1q, spξla2q˘ def. 18.151 (18.401b)

“ angle
`
R0pξqspa0q, R0pξqspa1q, R0pξqspa2q˘ lem. 18.152 (18.401c)

“ angle
`
spa0q, spa1q, spa2q˘ prop. 18.157 (18.401d)

“ anglepa0, a1, a2q. (18.401e)

(iii) Convexe Voici un squelette de preuve 42.
— Utiliser la caractérisation 18.161.
— Tous les sommets sont sur le cercle unité.
— Considérer d, la droite passant par deux point successifs eiθ1 et eiθ2 .
— Cette droite définit deux demi-plans.

40. Définition 18.160.
41. Polygone, définition 18.159, polygone convexe, définition 18.160. En ce qui concerne les angles, formellement

c’est la définition 18.151.
42. Je ne n’ai pas vérifié. Écrivez-moi si vous voyez un problème.
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— La proposition 12.157 devrait permettre de prouver que la partie du cercle entre θ1 et
θ2 est dans un demi-plan, et le reste dans l’autre demi-plan.

— Il n’y a pas d’autres racines de l’unité entre θ1 et θ2. Donc elles sont toutes dans le
même demi-plan.

— Les demi-plans étant convexes (lemme 12.151), les arrêtes sont dans le demi-plan.

18.9.14 Groupe diédral

18.9.14.1 Définition et générateurs : vue géométrique

Définition 18.163.
Le groupe diédral Dn (n ě 3) est le groupe des isométries de pC, dq laissant invariant l’ensemble

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u (18.402)

des racines de l’unité.

18.164.
La proposition 18.162 nous permet de dire que le groupe diédral est le groupe des isométries de R2

laissant invariant un polygone régulier à n côtés. C’est un peu pour cela que nous n’avons défini
Dn que pour n ě 3 ; et un peu aussi pour une raison technique qui arrivera dans la preuve du
lemme 18.165.

Lemme 18.165.
Nous avons

Dn Ă Op2,Rq. (18.403)

Démonstration. Si f P Dn, alors fpe2ikπ{nq doit être l’un des e2ik1π{n, et puisque f conserve les
longueurs dans C, nous devons avoir

1 “ dp0, e2ikπ{nq “ d
`
fp0q, e2ik1π{n˘. (18.404)

Donc fp0q est à l’intersection de tous les cercles de rayon 1 centrés en les e2ikπ{n, ce qui montre
que fp0q “ 0 (dès que n ě 3). Par conséquent notre étude du groupe diédral ne doit prendre en
compte que les isométries vectorielles de R2. En d’autres termes

Dn Ă Op2,Rq. (18.405)

Proposition 18.166 ([466]).
Le groupe Dn contient un sous-groupe cyclique d’ordre 2 et un sous-groupe cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous notons s la conjugaison complexe 43. C’est un élément d’ordre 2 qui est dans
Dn parce que

s
`
e2kiπ{n˘ “ e2pn´kqiπ{n. (18.406)

De la même façon, la rotations d’angle 2π{n, que l’on note r, agit sur les racines de l’unité et
engendre le groupe d’ordre n des rotations d’angle 2kπ{n.

Proposition 18.167 ([466]).
Si s est la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n, alors psrq2 “ Id.

43. C’est une réflexion ; la réflexion d’axe R dans C.
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Démonstration. Si zn “ 1, alors

psrsrqz “ psrsq`e2iπ{nz
˘ “ psrq`e´2iπ{nz̄

˘ “ spz̄q “ z. (18.407)

Proposition 18.168 ([466]).
Nous notons s la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n.

(1) Le groupe diédral Dn est engendré par s et r.
(2) Tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme rm ou s ˝ rm.

Démonstration. Nous considérons les points A0 “ 1 et Ak “ e2kiπ{n avec k P t1, . . . , n ´ 1u. Par
convention, An “ A0. L’action des éléments s et r sur ces points est

rpAkq “ Ak`1 (18.408a)
spAkq “ An´k. (18.408b)

Cette dernière est l’équation (18.406).
Soit f P Dn. Étant donné que c’est une isométrie de R2 avec un point fixe (le point 0), f est

soit une rotation, soit une réflexion.
Supposons pour commencer qu’un des Ak soit fixé par f . Dans ce cas f a deux points fixes :

O et Ak et est donc la réflexion d’axe pOAkq. Dans ce cas, nous avons f “ s ˝ rn´2k. En effet

s ˝ rn´2kpAkq “ spAk`n´2kq “ spAn´kq “ Ak. (18.409)

Donc O et Ak sont deux points fixes de l’isométrie f ; donc f est bien la réflexion sur le bon axe.
Nous passons à présent au cas où f ne fixe aucun des Ak.

(1) Supposons que f soit une rotation. Si fpAkq “ Am, alors l’angle de la rotation est

2pm´ kqπ
n

, (18.410)

et donc f “ rm´k, qui est de la forme demandée.
(2) Supposons à présent que f soit une réflexion d’axe ∆. Cette fois, ∆ ne passe par aucun

des points Ak, par contre ∆ passe par 0. Nous commençons par montrer que ∆ doit être la
médiatrice d’un des côtés rAp, Ap`1s du polygone. Comme ∆ passe par O et n’est aucune
des droites pOAkq, cette droite passe par l’intérieur d’un des triangles OApAp`1 et intersecte
donc le côté correspondant.
Notre tâche est de montrer que ∆ coupe rAp, Ap`1s en son milieu. Dans ce cas, ∆ sera
automatiquement perpendiculaire parce que le triangle OApAp`1 est isocèle en O. Nommons
l la longueur des côtés du polygone P “ ∆XrAp, Ap`1s, x “ dpAp, P q et δ “ dpAp,∆q. Vu que
f est la symétrie d’axe ∆, nous avons aussi d

`
fpApq,∆

˘ “ δ et d
`
Ap, fpApq

˘ “ 2δ. D’autre
part, par la définition de la distance, δ ă x. Si x ă l

2 , alors δ ă δ
2 et donc d

`
Ap, fpApq

˘ ă l.
Or cela est impossible parce que le polygone ne possède aucun sommet à distance plus courte
que l de Ap.
De la même manière si x ą l

2 , nous raisonnons avec Ap`1 pour obtenir une contradiction.
Nous en concluons que la seule possibilité est x “ l

2 , et donc fpApq “ Ap`1. Montrons alors
que f “ s ˝ rn´2p´1. Il faut montrer que c’est une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1. D’abord
c’est une réflexion parce que

detpsrn´2p´1q “ detpsq detprn´2p´1q “ ´1 (18.411)

parce que detpsq “ ´1 alors que detprkq “ 1 parce que r est une rotation dans SOp2q. Ensuite
nous avons

s ˝ rn´2p´1pApq “ spAp`n´2p´1q “ spAn´p´1q “ An´pn´p´1q “ Ap`1. (18.412)

Donc s ˝ rn´2p´1 est bien une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1.
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Corolaire 18.169.
La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.413)

et |Dn| “ 2n.

Démonstration. Nous savons par la proposition 18.168 que tous les élément de Dn s’écrivent sous
la forme rk ou srk. Puisque r est d’ordre n, il ne faut considérer que k P t1, . . . , n´1u. Les éléments
1, r,. . ., rn´1 sont tous différents, et sont (pour des raisons de déterminant) tous différents des srk.
Les isométries srk sont toutes différentes entre elles pour essentiellement la même raison :

srkpApq “ spAp`kq “ An´p`k (18.414)

donc si k ‰ k1, srkpApq ‰ srk
1pApq. La liste des éléments de Dn est donc

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.415)

et donc |Dn| “ 2n.

Exemple 18.170.
Nous considérons le carré ABCD dans R2 et nous cherchons les isométries de R2 qui laissent le
carré invariant. Nous nommons les points comme sur la figure 18.7. La symétrie d’axe vertical est
nommée s et la rotation de 90 degrés est notée r.

‚A ‚B

‚
C

‚
D

s

Figure 18.7 – Le carré dont nous étudions le groupe diédral.

Il est facile de vérifier que toutes les symétries axiales peuvent être écrites sous la forme ris.
De plus le groupe engendré par s agit sur le groupe engendré par r parce que

psrs´1qpA,B,C,Dq “ srpB,A,D,Cq “ spA,D,C,Bq “ pB,C,D,Aq, (18.416)

c’est-à-dire srs´1 “ r´1. Nous sommes alors dans le cadre du corolaire 2.49 et nous pouvons écrire
que

D4 “ grprq ˆσ grpsq. (18.417)

△

18.9.14.2 Table de multiplication

La proposition 18.168 nous indique que tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme sϵ ˝ rm
avec ϵ P t0, 1u. Nous allons maintenant écrire la table de multiplication pour de telles transforma-
tions de C.

Lemme 18.171.
Si R est une rotation autour de 0 (dans C), et si s est la conjugaison complexe, alors

rs “ sr´1 (18.418)
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Démonstration. Il s’agit seulement d’un calcul en écrivant R comme la multiplication par eiα. Nous
avons

pRsqz “ eiαz̄ “ s
`
e´iαz

˘ “ sR´1z. (18.419)

Proposition 18.172.
Si ϵ1, ϵ2 P t0, 1u et si k, l P Z nous avons

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1`ϵ2rl`p´1qϵ1k. (18.420)

Démonstration. Si ϵ2 “ 1 alors nous utilisons le lemme 18.171 pour trouver

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1prksϵ2qrl “ sϵ1sϵ2r´krl. (18.421)

La proposition est déjà prouvée dans ce cas.
Passons à ϵ2 “ 0. Dans ce cas nous avons

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1rk`l, (18.422)

et c’est bon.

18.9.14.3 Générateurs : vue abstraite

18.173.
Nous allons montrer que Dn peut être décrit de façon abstraite en ne parlant que de ses générateurs.
Nous considérons un groupe G engendré par des éléments a et b tels que

(1) a est d’ordre 2,
(2) b est d’ordre n avec n ě 3,
(3) abab “ e.

Nous allons prouver que ce groupe doit avoir la même liste d’éléments que celle du corolaire 18.169.

Proposition 18.174 ([466]).
Le groupe G n’est pas abélien.

Démonstration. Nous savons que abab “ e, donc abab´1 “ b´2, mais b´2 ‰ e parce que b est
d’ordre n ą 2. Donc abab´1 ‰ e. En manipulant un peu :

e ‰ abab´1 “ pabqpba´1q´1 “ pabqpbaq´1 (18.423)

parce que a´1 “ a. Donc ab ‰ ba.

Lemme 18.175 ([466]).
Pour tout k entre 1 et n´ 1 nous avons

Adpaqbk “ abka´1 “ abka “ b´k. (18.424)

Démonstration. Nous faisons la démonstration par récurrence. D’abord pour k “ 1, nous devons
avoir aba “ b´1, ce qui est correct parce que par construction de G nous avons abab “ e. Ensuite
nous supposons que le lemme tient pour k et nous regardons ce qu’il se passe avec k ` 1 :

abk`1ba “ abkba “ abkaloomoon
b´k

abaloomoon
b´1

“ b´kb´1 “ b´pk`1q. (18.425)

Proposition 18.176.
L’élément a n’est pas une puissance de b.
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Démonstration. Supposons le contraire : a “ bk. Dans ce cas nous aurions

e “ pabqpabq “ bk`1bk`1 “ b2k`2 “ b2kb2 “ a2b2 “ b2, (18.426)

ce qui signifierait que b est d’ordre 2, ce qui est exclu par construction.

Proposition 18.177 ([466]).
La liste des éléments de G est donnée par

G “ t1, b, ¨ ¨ ¨ , bn´1, a, ab, . . . , abn´1u “ taϵbku ϵ“0,1
k“0,...,n´1

(18.427)

Les éléments de ces listes sont distincts.

Démonstration. Étant donné que a n’est pas une puissance de b, les éléments 1, a, b,. . ., bn´1 sont
distincts. De plus si k et m “ k ` p sont deux éléments distincts de t1, . . . , n ´ 1u, nous avons
abk ‰ abm parce que si abk “ abk`p, alors a “ abp avec p ă n, ce qui est impossible. Pour la même
raison, abk ‰ e, et abk ‰ bm.

Au final les éléments 1, a, b, . . . , bn´1, ab, . . . , abn´1 sont tous différents. Nous devons encore voir
qu’il n’y en a pas d’autres.

Par définition le groupe G est engendré par a et b, donc tout élément x P G s’écrit x “
am1bk1 . . . amrbkr pour un certain r et avec pour tout i, ki P t1, . . . , n ´ 1u (sauf kr qui peut être
égal à zéro) et mi “ 1, sauf m1 qui peut être égal à zéro. Donc

x “ ambk1abk2a . . . bkr´1abkr (18.428)

où m et kr peuvent éventuellement être zéro. En utilisant le lemme 18.175 sous la forme bkia “
ab´ki , quitte à changer les valeurs des exposants, nous pouvons passer tous les a à gauche et tous
les b à droite pour finir sous la forme x “ akbm.

Donc non, il n’existe pas d’autres éléments dans G que ceux déjà listés.

Lemme 18.178 ([1]).
Tout élément de G s’écrit de façon unique sous la forme aϵbk ou bkaϵ avec ϵ P t0, 1u et k P
t0, . . . , n´ 1u.

Démonstration. Nous commençons par la forme aϵbk. L’existence est la proposition 18.177. Pour
l’unicité nous supposons aϵbk “ aσbl et nous décomposons en 4 cas distincts.

(i) ϵ “ 0, σ “ 0 Alors bk “ bl. Mais b étant d’ordre n et k, l étant égaux au maximum à n ´ 1,
cette égalité implique k “ l.

(ii) ϵ “ 0, σ “ 1 Alors bk “ abl, ce qui donne a “ bk´l, ce qui est interdit par la proposi-
tion 18.176.

(iii) ϵ “ 1, σ “ 0 Même problème que ci-dessus.

(iv) ϵ “ 1, σ “ 1 Encore une fois bk “ bl implique k “ l.

En ce qui concerne la forme bkaϵ, l’existence est à montrer. Soit l’élément g “ aϵbk ; cherchons à le
mettre sous la forme blaσ. Si ϵ “ 0 c’est évident. Sinon ϵ “ 1 et nous avons par le lemme 18.175

abk “ b´ka´1 “ b´kbna “ b´ka. (18.429)

En ce qui concerne l’unicité, nous distinguons 4 cas pour bkaϵ “ blaσ. Comme précédemment ils
se traitement exactement comme précédemment.

Théorème 18.179.
Les groupes G et Dn sont isomorphes.



1486 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Démonstration. Nous utilisons l’application

ψ : G Ñ Dn

akbm ÞÑ skrm.
(18.430)

C’est évidemment bien défini et bijectif, mais c’est également un morphisme parce que si nous
calculons ψ sur un produit, nous devons comparer

ψ
`
ak1bm1ak2bm2

˘
(18.431)

avec
ψ
`
ak1bm1

˘
ψ
`
ak2bm2

˘ “ sk1rm1sk2rm2 . (18.432)
Vu que Dn et G ont les mêmes propriétés qui permettent de permuter a et b ou s et r, l’expression
à l’intérieur du ψ dans (18.431) se simplifie en akbm avec les même k et m que l’expression à droite
dans (18.432) et se simplifie en skrm.

Corolaire 18.180.
Toutes les propriétés démontrées pour G sont vraies pour Dn. En particulier, avec quelques redites :

(1) Le groupe Dn peut être défini comme étant le groupe engendré par un élément s d’ordre 2 et
un élément r d’ordre n´ 1 assujettis à la relation srsr “ e.

(2) Le groupe Dn n’est pas abélien.
(3) Pour tout k P t1, . . . , n´ 1u nous avons srks “ r´k.
(4) L’élément s ne peut pas être obtenu comme une puissance de r.
(5) La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.433)

(6) Le groupe diédral Dn est d’ordre 2n.

Proposition 18.181.
En posant Cn “ trkuk“0,...,n´1 et C2 “ taϵuϵ“0,1, nous pouvons exprimer Dn comme le produit
semi-direct

Dn “ Cn ˆρ C2 (18.434)
où ρ désigne l’action adjointe.

Démonstration. L’isomorphisme est :

ψ : Cn ˆρ C2 Ñ Dn

pbk, aϵq ÞÑ bkaϵ.
(18.435)

(i) Action adjointe L’application ρaϵ “ Adpaϵq est toujours un morphisme. Comme aϵ est,
soit e, soit a, nous allons nous restreindre à a et oublier l’exposant ϵ. Il faut montrer que
Adpaq P AutpCnq. En utilisant le lemme 18.175,

Adpaqbk “ abka´1 “ b´k “ bn´k. (18.436)

L’application Adpaq : Cn Ñ Cn est donc bijective et homomorphique. Ergo isomorphisme.
(ii) Injectif Si ψpbk, aϵq “ ψpbl, aσq, alors par unicité du lemme 18.178 nous avons k “ l et

ϵ “ σ.
(iii) Surjectif Par la partie « existence » du lemme 18.178.
(iv) Morphisme Lorqu’on prend deux sous-groupes d’un même groupe (ici le groupe des iso-

métries de R2), et que l’on tente de faire un produit semi-direct en utilisant l’action adjointe,
nous avons toujours un morphisme. Dans notre cas, le calcul est :

ψ
`pbk, aϵqpbl, aσq˘ “ bkρaϵpblqaϵ`σ “ bkaϵbla´ϵaϵ`σ “ bkaϵblaσ “ ψpbk, aϵqψpbl, aσq.

(18.437)
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18.9.14.4 Classes de conjugaison

Pour les classes de conjugaison du groupe diédral nous suivons [467].
D’abord pour des raisons de déterminants 44, les classes des éléments de la forme rk et de la

forme srk ne se mélangent pas. Nous notons Cpxq la classe de conjugaison de x, et y·x “ yxy´1.
Les relations que nous allons utiliser sont

srks “ r´k (18.438a)
rs “ sr´1 “ srn´1. (18.438b)

La classe de conjugaison qui ne rate jamais est bien entendu Cp1q “ 1. Nous commençons les
vraies festivités avec Cprmq. D’abord rk · rm “ rm, ensuite

psrkq · rm “ srkrmr´ks´1 “ srms´1 “ r´m. (18.439)

Donc
Cprmq “ trm, r´mu. (18.440)

À ce niveau il faut faire deux remarques. D’abord si m ą n
2 , alors Cprmq est la classe de Cn´m

avec n ´ m ă n
2 . Donc les classes que nous avons trouvées sont uniquement à lister avec m ă n

2 .
Ensuite si m “ n

2 alors rm “ r´m et la classe est un singleton. Cela n’arrive que si n est pair.
Nous passons ensuite à Cpsq. Nous avons

rk · s “ rksr´k “ ssrksr´k “ sr´kr´k “ srn´2k, (18.441)

et

psrkq · s “ srksloomoon
r´k

r´ks´1 “ r´2ks “ rn´2ks “ srpn´1qpn´2kq “ srn
2´2kn´n`2k “ sr2k. (18.442)

donc
Cpsq “ tsrn´2k, sr2kuk“0,...,n´1. (18.443)

Ici aussi l’écriture n’est pas optimale : peut-être que pour certains k il y a des doublons. Nous
reportons l’écriture exacte à la discussion plus bas qui distinguera n pair de n impair. Notons juste
que si n est pair, l’élément sr n’est pas dans la classe Cpsq.

Nous en faisons donc à présent le calcul en gardant en tête le fait qu’il n’a de sens que si n est
pair. D’abord

s· psrq “ ssrs “ rs “ srn´1. (18.444)
Ensuite

psrkq · psrq “ srksrr´ks “ r´2k`1s “ sr2k´1. (18.445)
Avec k “ n

2 , cela rend s· psrq, donc pas besoin de le recopier. Nous avons

Cpsrq “ tsr2k´1uk“1,...,n´1. (18.446)

18.9.14.5 Le compte pour n pair

Si n est pair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (18.447a)

Cprmq “ trm, rm´1u pour 0 ă m ă n

2
n

2 ´ 1 fois 2 éléments (18.447b)

Cprn{2q “ trn{2u 1 élément (18.447c)

Cpsq “ tsr2kuk“0,...,n
2 ´1

n

2 éléments (18.447d)

Cpsrq “ tsr2k`1uk“0,...,n
2 ´1

n

2 éléments. (18.447e)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n
2 ` 3 classes différentes.

44. Vous notez qu’ici nous utilisons un argument qui utilise la définition de Dn comme isométries de R2. Si nous
avions voulu à tout prix nous limiter à la définition « abstraite » en termes de générateurs, il aurait fallu trouver
autre chose.
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18.9.14.6 Le compte pour n impair

Si n est impair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (18.448a)

Cprmq “ trm, rm´1u pour 0 ă m ă n´ 1
2

n´ 1
2 fois 2 éléments (18.448b)

Cpsq “ tsrkuk“0,...,n´1 n éléments (18.448c)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n`3
2 classes différentes.

18.9.15 Applications : du dénombrement

18.9.15.1 Le jeu de la roulette

Soit une roulette à n secteurs que nous voulons colorier en q couleurs[468]. Nous voulons savoir
le nombre de possibilités à rotations près. Soit d’abord E l’ensemble des coloriages possibles sans
contrainte ; il y a naturellement qn possibilités. Sur l’ensemble E, le groupe cyclique G des rotations
d’angle 2π{n agit. Deux coloriages étant identiques si ils sont reliés par une rotation, la réponse à
notre problème est donnée par le nombre d’orbites de l’action de G sur E qui sera donnée par la
formule du théorème de Burnside 2.40.

Nous devons calculer Card
`

Fixpgq˘ pour tout g P G. Soit g, un élément d’ordre d dans G. Si
g agit sur la roulette, chaque secteur a une orbite contenant d éléments. Autrement dit, g divise
la roulette en n{d secteurs. Un élément de E appartenant à Fixpgq doit colorier ces n{d secteurs
de façon uniforme ; il y a qn{d possibilités.

Il reste à déterminer le nombre d’éléments d’ordre d dans G. Un élément de G est donné par un
nombre complexe de la forme e2ikπ{n. Les éléments d’ordre d sont les racines primitives 45 d-ièmes
de l’unité. Nous savons que –par définition– il y a φpdq telles racines primitives de l’unité. Bref il
y a φpdq éléments d’ordre d dans G.

La formule de Burnside nous donne maintenant le nombre d’orbites :

1
n

ÿ

d|n
φpdqqn{d. (18.449)

Cela est le nombre de coloriage possibles de la roulette à n secteurs avec q couleurs.

18.9.15.2 L’affaire du collier

Nous avons maintenant des perles de q couleurs différentes et nous voulons en faire un collier à
n perles. Cette fois non seulement les rotations donnent des colliers équivalents, mais en outre les
symétries axiales (il est possible de retourner un collier, mais pas une roulette). Le groupe agissant
sur E est maintenant le groupe diédral 46 Dn conservant un polygone à n sommets.

Nous devons séparer le cas n impair, du cas n pair.
Si n est impair, alors les axes de symétries passent par un sommet et par le milieu du côté

opposé. Le groupe Dn contient n symétries axiales. Nous avons donc maintenant

|G| “ 2n. (18.450)

Nous écrivons la formule de Burnside

CardpΩq “ 1
2n

ÿ

gPG
Card

`
Fixpgq˘. (18.451)

45. Une racine non primitive 8ième de l’unité est par exemple i. Certes i8 “ 1, mais i4 “ 1 aussi. Le nombre i est
d’ordre 4.

46. Définition 18.163.
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Si g est une rotation, le travail est déjà fait. Si g est une symétrie, nous avons le choix de la couleur
du sommet par lequel passe l’axe et le choix de la couleur des pn ´ 1q{2 paires de sommets. Cela
fait

qqpn´1q{2 “ q
n`1

2 (18.452)

possibilités. Nous avons donc

CardpΩq “ 1
2n

¨
˝ÿ

d|n
qn{dφpdq ` nq

n`1
2

˛
‚. (18.453)

Si n est pair, le choses se compliquent un tout petit peu. En plus de symétries axiales passant
par un sommet et le milieu du côté opposé, il y a les axes passant par deux sommets opposés. Pour
colorier un collier en tenant compte d’une telle symétrie, nous pouvons choisir la couleur des deux
perles par lesquelles passe l’axe ainsi que la couleur des pn´ 2q{2 paires de perles. Cela fait en tout

q2q
n´2

2 “ q
n`2

2 . (18.454)

Le groupe G contient n{2 tels axes.
Notons que cette fois G ne contient plus que n{2 symétries passant par un sommet et un côté.

L’ordre de G est donc encore 2n. La formule de Burnside donne

CardpΩq “ 1
2n

˜ÿ

dn
φpdqqn{d ` n

2 q
pn`2q{2 ` n

2 q
n{2

¸
. (18.455)

18.9.16 Classification

Théorème 18.182 ([458]).
Toute isométrie du plan pR2, dq est une composition d’au plus 3 réflexions.

Démonstration. Encore une fois nous décomposons la preuve en fonction du nombre de points
fixes.

(i) Si f n’a pas de point fixe Soit x P R2. Nous considérons le segment rx, fpxqs et nous
nommons l sa médiatrice. Par construction, fpxq “ σlpxq. Nous posons g “ σl ˝ f , et nous
avons

gpxq “ x. (18.456)

Donc nous avons f “ σl ˝ g avec x P Fixpgq.
(ii) Si f a un unique point fixe Soit x cet unique point fixe. Soit y ‰ x et l la médiatrice de

ry, fpyqs. En posant g “ σl ˝ f nous avons

gpyq “ y (18.457)

et gpxq “ x parce que
d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq, (18.458)

ce qui donne que x est à égale distance de y et de fpyq, c’est-à-dire que x P l et par conséquent
gpxq “ pσl ˝ fqpxq “ σlpxq “ x.
Donc g fixe x et y. Par conséquent, g fixe toute la droite pxyq.

(iii) Si f fixe une droite Soit l une droite fixée par f , et soient x, y P l et z R l (avec x ‰ y).
Le fait que x et y soient des points fixes de f implique

#
d
`
x, fpzq˘ “ dpx, zq (18.459a)

d
`
y, fpzq˘ “ dpy, zq (18.459b)
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ce qui signifie que fpzq est sur l’intersection des deux cercles 47 S
`
x, dpx, zq˘ et S

`
y, dpy, zq˘,

et comme ce sont deux cercles centrés sur la droite l, les intersections sont liées par σl.
Autrement dit, les intersections sont z et σlpzq.
Si fpzq “ z alors f fixe trois points non alignés et fixe donc R2, c’est-à-dire f “ Id.
Si par contre fpzq “ σlpzq alors les isométries f et σl coïncident sur trois points et coïncident
donc partout par le corolaire 18.96 : f “ σl.

(iv) Conclusion Nous avons montré que si Fixpfq a pour dimension m, alors il existe une droite
pour laquelle f “ σl ˝ g avec dim

`
Fixpgq˘ ą m. Donc il faut au maximum trois pas pour

avoir dim
`

Fixpgq˘ “ 2 c’est-à-dire pour avoir g “ Id.

Définition 18.183.
Une réflexion glissée est une transformation du plan de la forme τv ˝ σℓ où le vecteur v est
parallèle à la droite ℓ.

Théorème 18.184 ([458]).
Les isométries du plan pR2, dq sont exactement

(1) l’identité (composée de 0 réflexions),
(2) les réflexions,
(3) les translations (composées de 2 translations d’axes parallèles),
(4) les rotations (composées de 2 réflexions d’axes non parallèles),
(5) les réflexions glissées (composées de 3 réflexions)

Démonstration. Nous savons déjà que f P IsompR2q est une composée de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
(i) Zéro réflexion Alors c’est l’identité. Ce n’est pas très profond.
(ii) Une réflexion Alors f est une réflexion. Toujours pas très profond.
(iii) Deux réflexions Soit f “ σℓ1 ˝ σℓ2 . Maintenant ça s’approfondit un bon coup.

Nous supposons d’abord que ℓ1 ∥ ℓ2. Dans ce cas nous allons prouver que f “ τ2v où v est
le vecteur perpendiculaire à ℓ1 tel que ℓ1 ` v “ ℓ2. Nous allons utiliser le lemme 18.108 pour
montrer que σℓ1 ˝ σℓ2 “ τ2v. Nous avons

ℓ1 “ ℓ0 ` w (18.460a)
ℓ2 “ ℓ0 ` w ` v (18.460b)

où w est un vecteur perpendiculaire à ℓ1 et ℓ0 est la droite passant par l’origine et parallèle
à ℓ1 et ℓ2. Avec cela,

pσℓ1 ˝ σℓ2qpxq “ σℓ1
`
σℓ0pxq ` 2w

˘
(18.461a)

“ σℓ0
`
σℓ0pxq ` 2w

˘ ` 2pv ` wq (18.461b)
“ x` σℓ0p2wqlooomooon

´2w

`2v ` 2w (18.461c)

“ x` 2v. (18.461d)

Donc si f est composée de deux réflexions d’axes parallèles, alors f est une translation.
Toujours dans le cas où f est composée de deux réflexions, nous supposons que f “ σℓ2 ˝ σℓ1
avec ℓ1 et ℓ2 non parallèles. Nous notons O le point d’intersection, et nous allons voir que
f “ ROp2αq, où α est l’angle de ℓ1 à ℓ2 donné par le lemme 18.155.
Soit x P ℓ1. Alors

fpxq “ σℓ2pxq, (18.462)

47. L’intersection existe pare que dpx, zq ` dpy, zq ą dpx, yq.
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et le lemme 18.158 nous donne un moyen de calculer σℓ2pxq parce que ℓ1 est une droite
passant par x et coupant ℓ2 au point O. Le lemme dit que σℓ2pxq “ ROp2αq. Remarque :
c’est bien 2α et non ´2α parce qu’il s’agit de l’angle de ℓ2 à ℓ1 ; il y a inversion des numéros
entre ici et l’énoncé du lemme.
Nous avons donc bien fpxq “ ROp2αqx pour x P ℓ1.
Si y P ℓ2 alors

fpyq “ σℓ2
`
ROp´2αqy˘ (18.463)

Nous posons z “ σℓ1pyq “ ROp´2αqy. Soit la droite ℓ3 passant parO et z. PuisqueROp2αqz “
y P ℓ2, l’angle de ℓ3 à ℓ2 est 2α. Par conséquent

σℓ2pzq “ RO
` ´ 2 ˆ p´2αq˘z “ ROp4αqz “ ROp4αqROp´2αqy “ ROp2αqy. (18.464)

Donc les transformations f et ROp2αq coïncident pour tous les points des droites ℓ1 et ℓ2,
qui ne sont pas parallèles. Cela prouve que f “ ROp2αq.

(iv) Trois réflexions Nous écrivons f “ σℓ3 ˝ σℓ2 ˝ σℓ1 . Nous allons transformer cela progressi-
vement en une symétrie glissée en passant par plusieurs étapes :
(1) f “ σℓ ˝ τv,
(2) f “ τv ˝ σℓ,
(3) f “ τv ˝ σℓ avec v ∥ ℓ.

À chacune de ces étapes, v et ℓ vont changer. La dernière est une réflexion glissée.
Nous commençons par supposer ℓ2 ∥ ℓ3. Dans ce cas, σℓ3 ˝ σℓ2 est une translation, comme
nous l’avons déjà vu. Alors f “ τv ˝ σℓ1 et nous sommes déjà dans le cas (2).
Nous supposons que ℓ2 n’est pas parallèle à ℓ3. Dans ce cas, si O “ ℓ2 X ℓ3 nous avons

σℓ3 ˝ σℓ2 “ ROp2αq (18.465)

où α est l’angle de ℓ2 à ℓ3. En réalité tant que l’angle de ℓ1
3 à ℓ1

2 est α nous avons

σℓ1
3

˝ σℓ1
2

“ σℓ3 ˝ σℓ2 “ ROp2αq. (18.466)

Nous choisissons ℓ1
2 parallèle à ℓ1, de telle sorte que σℓ1

2
˝ σℓ1 soit une translation. Alors nous

avons
f “ σℓ3 ˝ σℓ2 ˝ σℓ1 “ σℓ3 ˝ σℓ1

2
˝ σℓ1

1
“ σℓ3 ˝ τv. (18.467)

où v est le vecteur de la translation en question.
Nous avons donc prouvé que toute composition de trois réflexions peut être écrite soit sous
la forme (1) soit sous la forme (2).
Nous prouvons à présent que toute transformation de la forme (1) peut être écrite sous la
forme (2). Plus précisément nous allons prouver que si ℓ est une droite, v un vecteur et ℓ0 la
droite parallèle à ℓ passant par l’origine, alors

σℓ ˝ τv “ τσℓ0 pvq ˝ σl (18.468)

D’abord nous savons que σℓpxq “ σℓ0pxq ` 2w où w est le vecteur tel que ℓ “ ℓ0 `w. Ensuite
c’est un simple calcul utilisant le fait que σℓ0 est linéaire :

pσℓ ˝ τvqpxq “ σlpx` vq “ σℓ0pxq ` σℓ0pvq ` 2w, (18.469)

et
pτσℓ0 pvq ˝ σℓqpxq “ σℓ0pvq ` σℓpxq “ σℓ0pvq ` σℓ0pxq ` 2w. (18.470)

L’égalité est prouvée.
Nous montrons maintenant que toute transformation de la forme (2) peut être mise sous la
forme (3). Soit donc f “ τv ˝ σℓ où v et ℓ ne sont pas spécialement parallèles.
Pour cela nous décomposons v “ v1 ` v2 avec v1 K ℓ et v2 ∥ ℓ et nous posons ℓ1 “ ℓ ` 1

2v1.
Nous montrons que
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— τv ˝ σℓ “ τv2 ˝ σℓ1

— v2 ∥ ℓ1.
Pour le deuxième point, v2 ∥ ℓ et bien entendu ℓ1 ∥ ℓ. Donc v2 ∥ ℓ1.
Soit ℓ0 la droite parallèle à ℓ et ℓ1 et passant par l’origine. Soit aussi le vecteur w tel que
ℓ “ ℓ0 ` w. Alors nous avons

"
σℓ “ σℓ0 ` 2w (18.471a)
σℓ1 “ σℓ0 ` 2w ` v1 (18.471b)

Nous avons
pτv ˝ σℓqpxq “ v ` σℓ0pxq ` 2w (18.472)

et

pτv2 ˝ σℓ1qpxq “ v2 ` σℓ0pxq ` 2w ` v1 (18.473a)
“ σℓ0pxq ` v ` 2w (18.473b)

où dans la dernière ligne, nous avons regroupé v1 ` v2 “ v. Et voilà.

18.9.17 Classification des isométries de R

Définition 18.185.
Soit x P R ; nous notons σx la réflexion par rapport à x, c’est-à-dire

σxpyq “ 2x´ y. (18.474)

Théorème 18.186 ([458]).
Toute isométrie de R est composée d’au plus 2 réflexions. Plus précisément toute isométrie de R
est dans une des trois catégories suivantes :

— l’identité (0 réflexion),
— les réflexions,
— les translations (2 réflexions)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction du nombre de points fixés par l’isométrie
f P IsompRq.

(i) f fixe deux points distincts Alors elle fixe l’espace affine engendré par ces deux points
par la proposition 18.95. Donc f fixe tout R, et est l’identité.

(ii) f fixe un unique point Soit x l’unique point fixé par f et considérons y ‰ x. Puisque
x “ fpxq et que f est une isométrie,

d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq. (18.475)

Donc fpyq est à égale distance de x que de y. Autrement dit, fpyq est, soit y, soit σxpyq.
Mais comme x est unique point fixe, fpyq “ σxpyq. Ce raisonnement étant valable pour tout
y ‰ x, nous avons f “ σx.

(iii) f n’a pas de point fixe Soient x P R et y “ x`fpxq
2 . Nous posons g “ σy ˝ f . Alors x est

un point fixe de g parce que

gpxq “ σy
`
fpxq˘ “ 2y ´ fpxq “ x. (18.476)

Donc, soit g est l’identité, soit g est une réflexion (par les points précédents). La possibilité
g “ Id est exclue parce que cela donnerait f “ σy alors que f n’a pas de point fixe. Donc g
est une réflexion ; et comme x est un point fixe de g nous avons g “ σx. Au final

f “ σy ˝ σx. (18.477)
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Montrons que cela implique que f est une translation :

σyσxpzq “ σyp2x´ zq “ 2y ´ 2x` z “ z ` 2py ´ xq. (18.478)

Donc σy ˝ σx est la translation de vecteur 2py ´ xq.

18.9.18 Isométries du tétraèdre régulier

Proposition 18.187.
Soient un tétraèdre régulier 48 T ainsi qu’une application f : R3 Ñ R3 qui vérifie

(1) f est affine 49

(2) f est bijective (sur R3)
(3) fpT q Ă T .

Alors
(1) Il existe une bijection α : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u telle que fpdiq “ dαpiq.
(2) Pour la même bijection α : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u nous avons fpaiq “ aαpiq.
(3) Il existe une bijection β : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u telle que fpsiq “ sβpiq.

Autrement dit, f agit comme une permutation 50 sur l’ensemble des sommets de T .

Démonstration. Puisque di est une droite et que f est affine, l’ensemble fpdiq est une droite de R3

(proposition 12.133).
(i) Pour (1) Puisque fpT q Ă T , la partie fpaiq contient une infinité de points alignés dans T

(parce que ai contient une infinité de points et f est une bijection de R3).
Comme le tétraèdre n’a que 6 arrêtes, il y a forcément une des arrêtes qui contient au moins
deux points de fpaiq. Soit aβpiq une arrête qui contient deux points de fpaiq. En particulier
dαpiq contient deux points de fpaiq, et donc de dpdiq. Donc fpdiq “ dαpiq.

(ii) Pour (2) L’ensemble fpaiq est contenu dans dαpiq XT “ aαpiq (lemme 12.145). Nommons s1
et s2 les deux sommets de T sur ai. Soit k P t1, 2u. Comme les sommets sont sur plusieurs
arrêtes, il existe j ‰ i tel que sk “ ai X aj . Nous avons alors

fpskq P fpaiq X fpajq Ă aαpiq X aαpjq. (18.479)

Mais nous avons déjà vu que les seules intersections des segments sont les sommets (lemme
12.147). Donc fpskq est un sommet de T .
Nous avons prouvé que fpaiq contient deux sommets sur aαpiq donc il contient tout aαpiq.
Cela prouve que fpaiq “ fpaαpiqq.

(iii) Pour (3) Nous avons déjà mentionné, juste en-dessous de (18.479) que l’image d’un sommet
doit être un sommet. Nous avons donc une application β : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u
telle que fpsiq “ sβpiq. Puisque f est injective, β est injective. Par principe des tiroirs, cette
application doit également être surjective.

Proposition 18.188 (Isométries affines du tétraèdre régulier).
Soient T un tétraèdre régulier et IsompT q son groupe d’isométries affines (définition 8.64). Alors

IsompT q » S4 (18.480)

où S4 est le groupe des permutations de quatre objets.
48. Définition 12.143
49. Définition 9.143.
50. Une permutation est une bijection, définition 1.179.
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Démonstration. Si f : R3 Ñ R3 est une bijection affine (ce qui est le cas d’une isométrie affine),
alors la proposition 18.187(3) donne une bijection β : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u des som-
mets de T . Si nous numérotons les sommets x1,. . ., x4, nous obtenons un morphisme de groupe
φ : IsompT q Ñ S4 qui envoie g sur la permutation qui envoie 1 sur le numéro du sommet gpx1q, 2
sur le numéro du sommet gpx2q, etc.

(i) Le morphisme φ est injectif Supposons φpg1q “ φpg2q. Alors g´1
1 ˝ g2 est une isométrie

de pR3, dq qui fixe les quatre sommets. Une application affine R4 Ñ R3 fixant 4 point est
l’identité par le lemme 8.54. Donc g´1

1 ˝ g2 “ Id, ce qui prouve que g1 “ g2. Vous noterez que
nous utilisons l’unicité de l’inverse dans un groupe.

(ii) φ est surjectif Nous savons que S4 est engendré par les transpositions (proposition 1.200).
Or les transpositions sont dans l’image de φ. En effet, notons les sommets de notre tétraèdre
par A, B, C et D et considérons la transposition A Ø B. Elle est l’image par φ de la réflexion
selon le plan σ, médiateur du segment rA,Bs. Pour nous assurer de cela, nous devons nous
assurer que C et D appartiennent à σ. C’est le contenu du lemme 18.105.

(iii) Conclusion L’application φ est un morphisme bijectif, c’est-à-dire un isomorphisme.

18.9.19 Représentation de S4 via les isométries du tétraèdre

18.189.
Lorsque le tétraèdre a son barycentre en l’origine de R3, l’isomorphisme φ : IsompT q Ñ S4 donne
une représentation de dimension 3 de S4. Nous avons calculé les caractères de S4 en la section 16.5
sans avoir besoin de savoir que l’une des représentations de dimension 3 est celle que nous venons
de trouver via le groupe des isométries du tétraèdre. Nous allons cependant également y calculer
les caractères de la représentation φ, pour le sport.

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsompT q
des isométries affine du tétraèdre grâce à la proposition 18.188 qui donne un isomorphisme de
groupe S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Si le barycentre de T est situé à l’origine de R3, alors les éléments de IsompT q sont des appli-
cations linéaires parce que

— les affinités laissent invariantes les barycentres (proposition 8.44),
— les affinités qui laissent l’origine invariante sont linéaires (corolaire 8.60).

Nous allons à présent calculer la trace de cette représentation, en utilisant le fait que nous la
connaissions explicitement. Nous savons que les caractères sont constants sur les classes de conju-
gaison ; nous allons donc écrire une matrice par classe de conjugaison (qui sont données dans
l’exemple 1.197).

Pour tout cela nous allons considérer un tétraèdre dont le l’isobarycentre est en p0, 0, 0q et une
base de R3 formée de trois sommets e1, e2 et e3. Puisque l’isobarycentre des quatre sommets est
en p0, 0, 0q, le quatrième sommet est forcément le point de coordonnées e4p´1,´1,´1q, de telle
sorte que e1 ` e2 ` e3 ` e4 “ 0.
Les transpositions Quelle isométrie de R3 permute deux sommets du tétraèdre sans bouger les

autres ? Pour permuter les sommets e1 et e2 en laissant e3 et e4, c’est le symétrie par rapport
au plan médiateur de re1, e2s. Ce plan passe par les sommets e3 et e4, parce que le tétraèdre
étant régulier, les points e3 et e4 sont équidistants de e1 et e2. Le lemme 18.105 dit qu’alors,
ces points font partie du plan médiateur.
Dans notre base, la matrice de la transposition précédemment nommée p12q est

¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚, (18.481)

dont la trace est 1. Donc χsp12q “ 1.
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Les bitranspositions La bitransposition p12qp34q est le produit des transpositions selon les plans
médiateurs de re1, e2s et re3, e4s. Ces deux plans sont perpendiculaires, et l’intersection est
la droite qui passe par les milieux. Cette droite est perpendiculaire aux deux segments en
même temps. La matrice est : ¨

˝
0 1 ´1
1 0 ´1
0 0 ´1

˛
‚ (18.482)

parce que e1 ÞÑ e2, e2 ÞÑ e1 et e3 ÞÑ e4. Pour rappel, la matrice est formée des images des
vecteurs de base. Cela donne

χs
`p12qp34q˘ “ ´1. (18.483)

Les 3-cycles La symétrie qui permute cycliquement les points e1, e2 et e3 est la rotation d’angle 51

2π{3 dans le plan formé par les extrémités de ces trois vecteurs. Heureusement, la trace est
invariante par changement de base ; donc nous pouvons calculer la trace d’une rotation d’angle
2π{3 dans n’importe quelle base. Par exemple :

χs
`p12qp34q˘ “ Tr

¨
˝

1 0 0
0 cosp2π{3q sinp2π{3q
0 ´ sinp2π{3q cosp2π{3q

˛
‚“ 1 ` 2 cosp2π{3q “ 0. (18.484)

Notons que, sans cette interprétation géométrique, nous y arrivons aussi facilement : dans
notre base le 3-cycle est e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e1, donc la matrice est :

¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, (18.485)

dont la trace est manifestement nulle : χs
`p123q˘ “ 0.

Le 4-cycle Il réalise e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e4 ÞÑ e1, dont la matrice est
¨
˝

0 0 ´1
1 0 ´1
0 1 ´1

˛
‚, (18.486)

et la trace est χs
`p1, 2, 3, 4q˘ “ ´1.

Nous avons retrouvé les caractères de la représentation ρs, et nous pouvons vérifier qu’elle est
irréductible.

18.10 Transformations de Lorentz

Nous considérons dans cette section un nombre réel c ą 0 ainsi que l’espace R2 muni du produit
pseudo-scalaire 52 donné par la matrice

η “
ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (18.487)

Et pour faire plus vrai, nous notons px0, x1q les coordonnées sur R2. Ainsi

x· y “ c2x0y0 ´ x1y1. (18.488)

Nous insistons sur le fait que cela n’est pas un produit scalaire.

51. Angle d’une rotation, définition 18.120.
52. Définition 9.156.
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Lemme 18.190 ([1]).
Soit c ą 0. L’application

φ : s´c, cr Ñ R

v ÞÑ ´v{cb
1 ´ v2

c2

(18.489)

est une bijection.

Démonstration. Nous commençons par mentionner le fait que φ est continue du fait que le déno-
minateur ne s’annule pas. Une petite étude de fonction montre que

lim
vÑ´cφpvq “ `8, (18.490)

et
lim
vÑc

φpvq “ ´8, (18.491)

et
φ1pvq “ ´ 1

c
b

1 ´ v2

c2

´ v2{c3
´

1 ´ v2

c2

¯3{2 ă 0. (18.492)

Tout cela fait que φ est bijective (entre autres par le théorème des valeurs intermédiaires 10.82 et
le théorème dérivée et croissance 12.184).

Lemme 18.191.
La forme bilinéaire

b : R2 ˆR2 Ñ R

x, y ÞÑ x· y
(18.493)

est non dégénérée 53.

Démonstration. Soit px0, x1q P R2 tel que

b
`px0, x1q, py0, y1q˘ “ 0 (18.494)

pour tout py0, y1q P R2. Nous avons

c2x0y0 ´ x1y1 “ 0. (18.495)

En écrivant cela avec py0, y1q “ p1, 0q puis p0, 1q nous obtenons immédiatement que px0, x1q “
p0, 0q.

Théorème 18.192.
Soit une bijection 54 f : R2 Ñ R2 telle que

fpxq · fpyq “ x· y (18.496)

pour tout x, y P R2. Alors :
(1) f est linéaire.
(2) Il existe un unique choix de px, σ1, σ2q P Rˆ t˘1u ˆ t˘1u tel que la matrice de f ait la forme

f “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (18.497)

53. Définition 9.121.
54. À mon avis, il y a moyen d’affaiblir cette hypothèse. Écrivez-moi si vous avez une idée.
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(3) Il existe un unique v P s´c, cr tel que la matrice de f ait la forme

f “

¨
˚̋

σ1b
1´ v2

c2

´σ1σ2
c2

vb
1´ v2

c2´vb
1´ v2

c2

σ2b
1´ v2

c2

˛
‹‚. (18.498)

Démonstration. Puisque notre produit pseudo-scalaire est non dégénéré (lemme 18.191), le fait
que f soit linéaire est la proposition 9.141. Nous posons

A “
ˆ
α β
γ δ

˙
(18.499)

et, conformément à la proposition 9.146, nous imposons AtηA “ η. Après un petit produit matriciel
nous obtenons : ˆ

c2α2 ´ γ2 c2αβ ´ γδ
c2αβ ´ γδ c2β2 ´ δ2

˙
“
ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (18.500)

Voilà quatre équations à résoudre pour les quatre inconnues α, β, γ, δ. Déjà les équations des termes
anti-diagonaux sont les mêmes. Nous recopions le reste :

$
’&
’%

c2α2 ´ γ2 “ c2 (18.501a)
c2αβ ´ γδ “ 0 (18.501b)
c2β2 ´ δ2 “ 1. (18.501c)

C’est le moment d’utiliser la proposition 15.119. La relation (18.501a) donne

α2 ´
´γ
c

¯2 “ 1, (18.502)

ce qui implique l’existence d’un unique 55 ξ1 P R et σ1 P t˘1u tels que

γ “ c sinhpξ1q (18.503a)
α “ σ1 coshpξ1q. (18.503b)

La relation (18.501c) implique quant à elle l’existence de ξ2 P R et σ2 P t˘1u tels que

δ “ σ2 coshpξ2q (18.504a)

β “ 1
c

sinhpξ2q. (18.504b)

Nous substituons maintenant toutes les valeurs (18.503) et (18.504) dans (18.501b). Cela donne

σ1 coshpξ1q sinhpξ2q “ σ2 sinhpξ1q coshpξ2q. (18.505)

Nous mettons cette relation au carré et nous substituons coshpξ1q2 “ 1 ` sinh2pξ1q. Ce que nous
trouvons est

sinhpξ1q2 “ sinhpξ2q2, (18.506)

qui implique que ξ1 “ ˘ξ2. Nous posons donc ξ2 “ σ3ξ1 pour un certain σ3 P t˘1u. Cela nous
permet d’alléger la notation et d’écrire ξ au lieu de ξ1.

Nous remettons la valeur ξ “ ξ1 “ σ3ξ2 dans l’équation (18.505) en tenant compte du fait que
sinh est impaire et cosh est paire :

σ1σ3 coshpξq sinhpξq “ σ2 sinhpξq coshpξq. (18.507)

Et cela nous enseigne que σ3 “ σ1σ2.

55. Par 15.119.
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Jusqu’à présent nous avons prouvé qu’il existe un unique ξ P R et σ1, σ2 P t˘1u tels que

A “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (18.508)

Nous utilisons à présent la bijection du lemme 18.190. Il existe un unique v P s´c, cr tel que
sinhpξq “ φpvq. En utilisant coshpξq2 “ 1 ` φpvq2, nous trouvons

coshpξq2 “ 1
1 ´ v2

c2

. (18.509)

Mais comme le cosinus hyperbolique est toujours strictement positif, nous pouvons prendre la
racine carrée des deux côtés :

coshpξq “ 1b
1 ´ v2

c2

. (18.510)

En substituant dans (18.508), nous trouvons le résultat annoncé.

18.10.1 Sous-groupe fini d’isométries du plan

Théorème 18.193 ([469]).
Soit un groupe fini G d’isométries de pR2, dq contenant n éléments.

(1) Il existe un point C P R2 fixé par tous les éléments de G.
(2) Si G ne contient pas de réflexion, alors il est cyclique 56 et engendré par la rotation d’angle

2π{n autour de C.
(3) Si G contient au moins une réflexion, et si C est un point fixe de G, alors

(3a) toutes les réflexions ont un axe qui passe par C,
(3b) n est pair,
(3c) Si σ est une réflexion dans G, alors nous avons G “ gr

`
σ,RCp4π{nq˘ où RCpθq est la

rotation d’angle θ autour de C,
(3d) G est isomorphe au groupe diédral Dn{2.

Démonstration. Soit un groupe fini G constitué d’isométries de pR2, dq. Nous prouvons le théorème
point par point.

(i) Pour (1) C’est la proposition 18.92.
(ii) Questions de réflexions Le théorème 18.182 nous dit que les éléments de G sont des

compositions d’au maximum 3 réflexions.
(iii) Exclure trois réflexions Il n’est pas possible que G contienne un élément composé de

trois réflexions. En effet, les composées de trois réflexions, par le théorème 18.184 sont des
réflexions glissées 57, c’est-à-dire des transformations de la forme g “ τv ˝ σℓ où v est un
vecteur parallèle à la droite ℓ. Si x P ℓ, alors

gpxq “ τvpxq “ x` v, (18.511)

de telle sorte que gkpxq “ x` kv, qui signifie que tous les gk sont différents. Le groupe G ne
peut pas être fini si il contient une réflexion glissée.

(iv) G` et G´ Pour la même raison que celle qui exclut les réflexions glissées, G ne peut pas
contenir de translation. Le théorème 18.184 nous donne la liste des possibilités. Après exclu-
sion des translations et des réflexions glissées, il reste :

— l’identité,
— les rotations,

56. Définition 1.270.
57. Définition 18.183.
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— les réflexions.
Nous notons G` la partie de G contenant l’identité et les rotations et G´ celle contenant les
réflexions. Notons que G` n’est pas vide parce qu’il contient au moins l’identité, tandis que
G´ peut être vide, mais n’est certainement pas un groupe.

(v) Même nombre d’éléments Nous prouvons à présent que si G´ est non vide, alors il a le
même nombre d’éléments que G. Un élément de G´ est une réflexion. Soit σ P G´. Nous
prouvons que

φ : G` Ñ G´

f ÞÑ σ ˝ f (18.512)

est une bijection.
(i) Surjective Soit s P G´. Posons f “ σ´1 ˝ s. Puisque σ´1 et s sont des réflexions, f est une

rotation. Donc f P G` et φpfq “ s.
(ii) Injective La condition φpfq “ φpgq dit que σ ˝ f “ σ ˝ g. En composant par σ´1 nous

obtenons f “ g.
(vi) G “ gr

`
RCp2π{pq˘ Nous nommons p le nombre d’éléments de G`. Si G´ est vide, p “ n,

et sinon p “ n{2. Dans les deux cas, G` est un groupe de rotations à p éléments.
Le groupe G` contient seulement des rotations ; or le centre d’une rotation est l’unique point
fixe. Donc tous les éléments de G` sont des rotations autour de C.
Le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange nous indique que tous les éléments de G` vérifient
gp “ Id. Seules les rotations d’angle 2kπ{p autour de C satisfont la condition gp “ Id. Or il
n’y a que p telles rotations. Donc elles sont toutes dans G`. Nous en déduisons que

G` “ gr
`
RCp2π{pq˘. (18.513)

(vii) Pour (2) Dans le cas où G ne contient pas de réflexion, G´ est vide et G contient n
éléments. La relation (18.513) devient

G “ G` “ gr
`
RCp2π{nq˘. (18.514)

(viii) Pour (3) Nous supposons maintenant que G contienne au moins une réflexion. De la sorte
G´ ‰ H.

(i) Pour (3a) Les seuls points fixes d’une réflexion sont ceux de l’axe. Donc C doit être sur
tous les axes des réflexions contenues dans G´.
Notons au passage que deux réflexions d’axes qui se coupent forment une rotation. Donc
G´ ne forme pas un groupe, mais même pas en rêve, quoi.

(ii) Pour (3b) Vu que l’union G “ G` Y G´ est disjointe et que G` et G´ ont le même
nombre d’éléments par la bijection 18.512, si G´ est non vide, G possède un nombre
pair d’éléments.

(iii) Pour (3c) Si σ P G est une réflexion, nous savons que n est pair, que G` possède p “ n{2
éléments et que

G` “ tRCp2kπ{pqu “ tRCp4kπ{nquk“1,...,n{2. (18.515)
L’élément σ P G´ étant fixé, la bijection (18.512) nous indique que tous les éléments de
G´ sont de la forme σ ˝ f avec f P G`. Donc

G´ Ă gr
`
σ,RCp4π{nq˘. (18.516)

Nous avons aussi
G` Ă gr

`
σ,RCp4π{nq˘. (18.517)

Et comme σ et RCp4π{nq sont dans G nous avons gr
`
σ,RCp4π{nq˘ Ă G. Tout cela pour

dire que
G “ gr

`
σ,RCp4π{nq˘. (18.518)
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(iv) Rσ “ σR´1 Nous restons dans le cas où G´ n’est pas vide. Nous considérons R, la rotation
d’angle θ autour de C. Si R0 est la rotation d’angle θ autour de p0, 0q, nous avons

R “ τC ˝R0 ˝ τ´1
C , (18.519)

et si σ0 est la symétrie d’axe parallèle à l’axe de σ, mais passant par p0, 0q nous avons :

σ “ τC ˝ σ0 ˝ τ´1
C . (18.520)

Si v est le vecteur directeur de la réflexion σ0, nous considérons enfin α, la rotation qui
réalise αpvq “ p1, 0q. Nous avons alors

σ0 “ α´1 ˝ s ˝ α (18.521)

où s est la symétrie autour de l’axe horizontal. En n’ayant pas peur d’identifier R2 à
C, l’application s est la conjugaison complexe. Avec tout ça nous avons

Rσ “ τCR0τ
´1
C τCσ0τ

´1
C “ τCR0α

´1sατ´1
C “ τCα

´1R0sατ
´1
C (18.522)

où nous avons utilisé le fait que les rotations autour de p0, 0q forment un groupe abélien
pour commuter α´1 avec R0. Nous utilisons à présent le lemme 18.171 pour commuter
R avec s :

Rσ “ τCα
´1sR´1

0 ατ´1
C (18.523a)

“ τC α
´1sαloomoon
σ0

R´1
0 τ´1

C (18.523b)

“ τCσ0τ
´1
C τCR

´1
0 τ´1

C (18.523c)
“ σR´1. (18.523d)

Nous avons utilisé le fait que τCR
´1
0 τ´1

C “ R´1 comme on peut s’en convaincre en
calculant le produit.

(v) Table de multiplication Nous considérons une réflexion σ P G. Les éléments de G` sont
des rotations autour de C et ceux de G´ de la forme σR où R est une rotation autour
de C. Pour connaître la table de multiplication de G, nous devons écrire

pσϵ1Rkqpσϵ2Rlq “ σϵRm (18.524)

où ϵ1, ϵ2 P t0, 1u, R est la rotation d’angle 4π{n autour de C et ϵ et m sont des constantes
à exprimer en fonction de ϵ1, ϵ2, k et l.
Tous les éléments de G pouvant être écrits soit sous la forme Rm, soit sous la forme
σRm, nous avons les possibilités suivantes :
(1) RmRl “ Rm`l

(2) pRmqpσRlq “ σR´mRl “ σRl´m

(3) pσRmqRl “ σRm`l

(4) pσRmqpσRlq “ σσRl´m “ Rl´m.
(vi) Pour (3d) Récoltons quelque acquis.

— Nous venons de prouver que Rσ “ σR´1.
— Tout élément de G peut s’écrire soit sous la forme Rm, soit sous la forme σRm,

selon que l’élément est dans G` ou G´.
— Tout élément du groupe diédral Dn s’écrit soit sous la forme rm, soit sous la forme

srm (proposition 18.168(2)).
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L’application φ : G Ñ Dn suivante est donc une bijection :
"
φpRmq “ rm (18.525a)
φpσRmq “ srm. (18.525b)

Il nous reste à prouver que c’est un morphisme. Cela se fait en utilisant la table de
multiplication du groupe diédral donnée dans la proposition 18.172 et celle du groupe
G que nous venons d’écrire.

Définition 18.194 (Groupe de symétrie d’une partie de Rn[458]).
Si Y est une partie de Rn, nous définissons le groupe des symétries de Y par

SympY q “ tf P IsompRnq tel que fpY q “ Y u. (18.526)

Nous définissons aussi le groupe des symétries propres de Y par

Sym`pY q “ tf P Isom`pRnq tel que fpY q “ Y u (18.527)

où Isom`pRnq est le groupe des isométries positives de Rn, définition 18.86.

Théorème 18.195 ([458]).
Soit Y Ă R2 tel que le groupe Sym`pY q soit fini d’ordre n. Alors c’est un groupe cyclique d’ordre
n.

Si Sym`pY q est fini, alors SympY q est soit cyclique 58 d’ordre n, soit isomorphe au groupe
diédral 59 d’ordre 2n.

Démonstration. Nous savons déjà par la proposition 18.93 que Sym`pY q est isomorphe à un sous-
groupe H` d’ordre n de SOp2q. Vérifions que ce groupe est cyclique. Si n “ 1, c’est évident. Si
n ě 2 alors nous savons que H` est constitué de rotations d’angles dans r0, 2πr et vu que c’est un
ensemble fini, il possède une rotation d’angle minimal (à part zéro). Notons α0 cet angle.

Nous montrons que H` est engendré par la rotation d’angle α0. Soit une rotation d’angle α.
Étant donné que α0 ă α nous pouvons effectuer la division euclidienne 60 de α par α0 et obtenir

α “ kα0 ` β (18.528)

avec β ă α0. Mézalors Rpβq “ RpαqRpα0q´k est également un élément du groupe. Cela contredit
la minimalité dès que β ‰ 0. Avoir β “ 0 revient à dire que α est un multiple de α0, ce qui signifie
que le groupe H` est cyclique engendré par α0.

Notons au passage que nous avons automatiquement α0 “ 2π
n parce qu’il faut Rpα0qn “ Id.

Nous avons prouvé que Sym`pY q est cyclique d’ordre n.
Nous étudions maintenant le groupe SympY q. Par la proposition 18.93 nous avons un morphisme

injectif
ϕ : SympY q Ñ Op2q, (18.529)

et en posant H “ ϕ
`

SympY q˘ nous avons un isomorphisme de groupes ϕ : SympY q Ñ H. Nous
savons aussi que ce ϕ se restreint en

ϕ : Sym`pY q Ñ H` Ă SOp2q (18.530)

où H` “ ϕ
`

Sym`pY q˘ “ H X SOp2q. Le groupe H` est cyclique et est engendré par la rotation
Rp2π{nq.

Supposons un instant que H Ă SOp2q. Alors nous avons H “ H` et ϕ est un isomorphisme
entre SympY q et le groupe cyclique engendré par Rp2π{nq.

58. Définition 1.270.
59. Définition 18.163.
60. Théorème 1.224.
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Nous supposons à présent que H n’est pas un sous-ensemble de SOp2q. Quelles sont les isomé-
tries de R2 qui ne sont pas de déterminant 1 ? Il faut regarder dans le théorème 18.184 quelles
sont les isométries contenant un nombre impair de réflexions. Ce sont les réflexions et les réflexions
glissées. Or il ne peut pas y avoir de réflexion glissée dans un groupe fini, parce que si f est une
réflexion glissée, tous les fk sont différents.

Nous en déduisons que si H n’est pas inclus dans SOp2q, il contient une réflexion que nous
nommons σ. Nous allons en déduire que H » H` ˆAd C2 où C2 “ tId, σu. Si h P H nous pouvons
écrire

h “ phσϵqσϵ (18.531)
pour n’importe quelle valeur de ϵ, et en particulier pour ϵ “ ˘1.

Si h P SOp2q alors nous écrivons h “ hϵ0 et si h R SOp2q nous écrivons h “ phσqσ. Vu que
hσ P SOp2q, cette dernière écriture est encore de la forme SOp2q ˆ C2. Quoi qu’il en soit, tout
élément de H s’écrit comme un produit

H “ H`C2. (18.532)

Cette décomposition est unique parce que si h1c1 “ h2c2 alors h´1
2 h1 “ c2c

´1
1 , et comme h´1

2 h1 P
H` nous avons c2c

´1
1 P H` et donc c1 “ c2. Partant, nous avons aussi h1 “ h2. Pour avoir

le produit semi-direct, il faut encore montrer que AdpC2qH` Ă H`. Le seul cas à vérifier est
AdpσqH` Ă H`. Comme les éléments de H` sont caractérisés par le fait d’avoir un déterminant
positif, nous avons

AdpσqRpαq “ σRpαqσ´1 P H`. (18.533)

Remarque 18.196.
Tout ceci est cohérent avec le théorème de Burnside 9.293 parce que le sous-groupe fini de SOpnq
engendré par la rotation Rp2π{nq est un groupe d’exposant fini, à savoir que si h est dans ce
groupe, hn “ Id.

18.10.2 Relations trigonométriques dans un triangle rectangle

Nous donnons maintenant quelques relations trigonométriques classiques dans un triangle rec-
tangle. Le théorème de Pythagore est déjà le théorème 11.22 ; nous nous concentrons ici sur les
angles.

Proposition 18.197.
Soient A,B, S P R2 des points distincts et non alignés formant un triangle rectangle en A :

pA´ Sq · pB ´Aq “ 0. (18.534)

En posant θ “ ASB
Ź

nous avons
cospθq “ }A´ S}

}B ´ S} (18.535)

et
sinpθq “ ˘}B ´A}

}B ´ S} . (18.536)

Démonstration. Nous posons C “ A ´ S et D “ B ´ S. Comme C ‰ 0, il existe une rotation Rα
telle que

" pRαCqx ą 0 (18.537a)
pRαCqy “ 0. (18.537b)

Nous posons X “ RαC et Y “ RαD.
Le triangle formé de O, X et Y est « posé » sur l’axe des abscisses et est rectangle en X,

c’est-à-dire
X · pY ´Xq “ 0. (18.538)
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De ce fait, le point Y satisfait à Yx “ Xx. Et enfin, grâce aux propositions 18.156 et 18.157 nous
avons zASB “ {XOY .

Nous écrivons les relations qui définissent l’angle {XOY . Pour cela nous posons X 1 “ X{}X}
et Y 1 “ Y {}Y } et nous avons

#
cospθq “ X 1

xY
1
x (18.539a)

sinpθq “ X 1
yY

1
y . (18.539b)

Vu que X “ pXx, 0q, nous avons X 1
x “ 1. De plus

}Y } “ }RαpDq} “ }D} “ }B ´ S}. (18.540)

En substituant les valeurs dans (18.539),

cospθq “ Y 1
x “ Yx

}Y } “ Xx

}B ´ S} “ }C}
}B ´ S} “ }A´ S}

}B ´ S} . (18.541)

Voilà déjà une chose de prouvée.
Pour la seconde, nous avons sinpθq “ Y 1

y . Selon le signe de Yy nous avons Yy “ ˘}Y ´ X} et
donc

sinpθq “ Y 1
y “ Yy

}Y } “ ˘}Y ´X}
}Y } “ ˘}D ´ C}

}Y } “ ˘}B ´A}
}B ´ S} . (18.542)

Le signe sur la formule du sinus revient au fait que la définition de l’angle {AOB est de considérer
la rotation qui fait aller A vers B. Donc suivant la position relative de A, O et B, il se peut que
l’angle mesuré soit l’angle extérieur au triangle.

La proposition suivante est parfois prise comme définition de l’angle.

Proposition 18.198.
Soient trois points non alignés A,S,B P R2. Nous avons

cos
`zASB

˘ “ pA´ Sq · pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.543)

Démonstration. Nous posons C “ A ´ S, D “ B ´ S, X “ C{}C} et Y “ D{}D}. Avec cela, la
définition 18.150 donne l’équation

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙ˆ
Xx

Xy

˙
“
ˆ
Yx
Yy

˙
(18.544)

que nous écrivons comme le système
"
Xx cospθq ´Xy sinpθq “ Yx (18.545a)
Xy cospθq `Xx sinpθq “ Yy. (18.545b)

Nous considérons maintenant cela comme un système pour
`

cospθq, sinpθq˘ :
ˆ
Xx ´Xy

Xy Xx

˙ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ
Yx
Yy

˙
. (18.546)

Le déterminant de la dernière matrice est Xx ` X2
y “ }X}2 “ 1 parce que X est unitaire. Cette

matrice est donc inversible et son inverse est vite calculée. Nous avons
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ
Xx Xy

´Xy Xx

˙ˆ
Yx
Yy

˙
. (18.547)

Cela donne ce que nous voulions :

cospθq “ X ·Y “ C ·D

}C}}D} “ pA´ Sq · pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.548)
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Remarque 18.199.
Prendre la formule (18.543)

cos
`zASB

˘ “ pA´ Sq · pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.549)

comme définition de l’angle zASB est cependant trompeur parce que ça ne permet de définir les
angles que sur une partie de r0, 2πr sur laquelle le cosinus est injectif. Pour réellement définir tous
les angles, il faut alors un peu bricoler.

Sans vouloir être méchant, je crois que ceux qui procèdent de cette manière sont ceux qui
donnent un cours sur le produit scalaire sans avoir l’intention de lier la définition d’une rotation
comme composée de réflexions aux matrices de SOp2q et aux fonctions trigonométriques.

18.10.3 Pavages du plan

Définition 18.200.
Une application affine f : Rn Ñ Rn est un déplacement lorsqu’elle est une isométrie de pRn, dq
qui préserve l’orientation 61.

Définition 18.201 ([357]).
Un pavage de R2 est une paire pG,Kq où G est un groupe de déplacements 62 de R2 et K un
compact de R2 d’intérieur non vide telle que

(1) G·K “ R2,
(2) Si g1, g2 P G satisfont g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ 0, alors g1 ·K “ g2 ·K.

Nous disons qu’un groupe G de déplacements de R2 est un groupe de pavage de R2 si il existe
un compact K tel que la paire pG,Kq soit un pavage.

En termes de notations,

G·K “
ď

gPG
gpKq “

ď

gPG

ď

kPK
gpkq. (18.550)

Lemme 18.202 ([1]).
Soient une bijection affine φ : R2 Ñ R2 ainsi qu’une droite d et un point A. Nous notons S la
partie de R2 située du côté de d contenant A.

Alors φpSq est la partie de R2 située du côté de φpdq contenant φpAq.
Démonstration. La droite d est donnée par une application affine f : R2 Ñ R et la définition

f “ tx P R2 tel que fpxq “ 0u. (18.551)

Nous supposons que fpAq ą 0 ; sinon, nous pouvons utiliser ´f au lieu de f . Donc

S “ tx P R2 tel que fpxq ą 0u. (18.552)

La partie φpSq est alors donnée par

φpSq “ tφpxq tel que fpxq ą 0u. (18.553)

Comme φ est une bijection, cela s’écrit aussi bien

φpSq “ ty P R2 tel que f
`
φ´1pyq˘ ą 0u. (18.554)

De même
φpdq “ ts P R2 tel que f

`
φ´1psq˘ “ 0u. (18.555)

Donc les deux côtés de la droite φpdq sont donnés par le signe de f ˝ φ´1. Nous avons

pf ˝ φ´1q`φpAq˘ “ fpAq ą 0. (18.556)

Donc φpAq P φpSq.
61. Définition 9.27.
62. Définition 18.200.
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Lemme 18.203.
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2q (18.557)

est un groupe de pavage du plan.

Démonstration. Il suffit de prendre le carré K “ r0, 1sˆr0, 1s. En appliquant les translations, nous
recouvrons tout le plan, sans intersection des intérieurs des carrés. Notons toutefois qu’il y a un
recouvrement des bords.

Lemme 18.204 ([1, 470]).
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2 , R0pπqq (18.558)

est un groupe de pavage du plan.

Démonstration. Le compact à considérer est K “ r0, 1
2 s ˆ r0, 1s. Le compact K et son image par

R0pπq sont représentés sur la figure 18.8.
En agissant sur K avec les translations verticales et horizontales, nous recouvrons des bandes

verticales de largeur 1{2. En agissant de même sur R0pπqpKq, nous recouvrons les autres bandes
verticales.

Donc G·K recouvre bien R2. Il serait cependant un peu présomptueux de croire en avoir fini.
Il faut vérifier la condition (2) de la définition 18.201 d’un pavage.

Supposons que g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ H. Cela signifie qu’il existe k1, k2 P IntpKq tels
que g1pk1q “ g2pk2q, ou encore que

pg´1
2 g1qk1 “ k2 P IntpKq. (18.559)

Quelle est la forme d’un élément général de G ? Le lemme 1.267 nous indique qu’un élément
général de G est un produit fini de τe1 , τe2 et R0pπq. Mais nous savons que si α est linéaire,

α ˝ τu “ ταpuq ˝ α. (18.560)

Dans notre cas, dans un produit général, nous pouvons déplacer tous les facteurs R0pπq à droite en
changeant des τei en τR0pπqei

“ τ´ei . Les translations par contre commutent sans faire d’histoires.
Donc un élément général de G est de la forme

g “ τke1τ
l
e2R0pπqm (18.561)

Nous pouvons évidemment restreindre m à t0, 1u. Supposons k P IntpKq et gpkq P IntpKq. Nous
avons 0 ă kx ă 0.5. Si m “ 1, alors gpkqx P s´1{2, 0r et aucun τke1gpkqx ne pourra plus être entre
0 et 1{2. Donc m “ 0. À partir de là, pour avoir gpkq P IntpKq nous devons avoir également
k “ l “ 0. Donc g “ Id.

Deux éléments g1 et g2 vérifiant la condition (18.559) doivent donc vérifier g´1
2 g1 “ Id, et donc

g1 “ g2. Par conséquent g1 ·K “ g2 ·K.

´1 1
´1

1

Figure 18.8 – Le compact K et son image par R0pπq pour le lemme 18.204.
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Lemme 18.205 ([1, 470]).
Le groupe

grpτe1 , τe2 , R0pπ{2qq (18.562)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Le pavé à considérer est

K “ r´1
2 , 0s ˆ r0, 1

2 s. (18.563)

En lui appliquant trois fois la rotation R0pπ{2q, nous reconstituons le carré r´1
2 ,

1
2 s ˆ r´1

2 ,
1
2 s.

Ensuite, avec les translations, nous pavons tout le plan.
Pour la seconde condition, nous procédons comme dans la démonstration du lemme 18.204.

D’abord R0pπ{2qe1 “ e2 et R0pπ{2qe2 “ ´e1. Donc dans un produit général de τe1 , τe2 et R0pπ{2q
(et de leurs inverses), toutes les rotations peuvent être mises à droite ; nous avons donc un élément
général de G sous la forme

g “ τa ˝R0pπ{2qk (18.564)

avec a P Ze1 ` Ze2 et k P t0, 1, 2, 3u.
Vu que les translations se font par nombres entiers tandis que les différences de coordonnées

entre les R0pπ{2qkK sont demi-entiers, si k P IntpKq, alors aucun τa ne permet d’avoir pτa ˝
R0pπ{2qqk P IntpKq.

Bref, si pg´1
2 g1qk P K, alors encore une fois g´1

2 g1 “ Id.

Et c’est maintenant que les choses compliquées commencent.

Lemme 18.206.
Le groupe

gr
`
τe1 , τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3q˘ (18.565)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Ici le compact K est le triangle de sommets A “ p0, 0q, B “ p1
2 ,

?
3

6 q et C “ p1, 0q.
Plus précisément il s’agit de l’intersection des trois parties suivantes :

— le côté de la droite pABq où est C,
— le côté de la droite pACq où est B,
— le côté de la droite pBCq où est A.

Il est bon d’écrire ces trois conditions sous forme d’inéquations.
— La droite AB est donnée par l’équation fABpx, yq “ 0 pour fABpx, yq “ x ´ ?

3y. Puisque
fABpCq “ 1, la première inéquation pour K est

x´ ?
3y ě 0. (18.566)

— Pour la droite pBCq nous avons fBCpx, yq “ ´x´ ?
3y ` 1 et fBCpAq “ 1. Donc la seconde

inéquation pour K est
´x´ ?

3y ` 1 ě 0 (18.567)

— La droite AC est donnée par l’application fACpx, yq “ y. Vu que fACpBq “ ?
3{6, nous avons

la troisième inéquation pour K :
y ě 0. (18.568)

En résumé, la définition de K est le système
$
’&
’%

x´ ?
3y ě 0 (18.569a)

´x´ ?
3y ` 1 ě 0 (18.569b)

y ě 0. (18.569c)
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La figure 18.9(a) nous montre ce triangle et l’action des puissances de R0pπ{3q sur lui. Pour
votre gouverne, la matrice de cette rotation est

R0pπ{3q “
ˆ

1{2 ´?
3{2?

3{2 1{2

˙
. (18.570)

La figure 18.9(c) vous montre une partie de ce pavage dans toute sa splendeur.
Puisque les translations sont u1 “ e1 et u2 “ p1

2 ,
?

3
2 q, il est suffisant de montrer que notre

pavage pave réellement le parallélogramme construit sur ces deux vecteurs. Nous vous avons très
obligeamment dessiné ce parallélogramme pavé sur la figure 18.9(b).

Pour montrer que les triangles dessinés pavent effectivement le parallélogramme, nous allons
procéder à une exhaustion de cas. Soit px, yq dans le parallélogramme.

Nous commençons par couper le parallélogramme en deux parties suivant la diagonale allant de
u1 à u2. Dans la vie mon p’ti gars, il y a deux types de points : ceux qui vérifient x` 1?

3y ´ 1 ď 0
et les autres.

(i) Si x` y{?
3 ´ 1 ď 0 Ceci est le côté de p0, 0q. Nous subdivisons suivant la petite barre ver-

ticale (suivez le dessin), c’est-à-dire suivant les deux cas : x ě 1
2 et x ď 1

2 .
(i) Si x ď 1

2 Enfin nous coupons avec la droite diagonale partant de p0, 0q, c’est-à-dire selon
que x´ ?

3y ď 0 ou x´ ?
3y ě 0.

(i) Si x´ ?
3y ď 0 Les points dont nous parlons sont les px, yq P R2 vérifiant

$
’’’’&
’’’’%

x` 1?
3
y ´ 1 ď 0 (18.571a)

x ď 1
2 (18.571b)

x´ ?
3y ď 0. (18.571c)

En suivant le dessin, vous remarquerez que l’élément de G à considérer est

g “ τe1 ˝ τp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝R0pπ{3q4. (18.572)

Nous avons

gpAq “ `1
2 ,

?
3

2
˘

(18.573a)

gpBq “ `1
2 ,

?
3

6
˘

(18.573b)

gpCq “ p0, 0q. (18.573c)

Ce que les équations (18.571) décrivent est l’intersection des trois parties suivan-
teas 63 :
— le côté de la droite

`
gpAqgpBq˘ contenant gpCq,

— le côté de la droite
`
gpAqgpCq˘ contenant gpBq,

— le côté de la droite
`
gpBqgpCq˘ contenant gpAq,

Le lemme 18.202 nous permet d’exprimer ces trois parties en termes de K :
— l’image par g du côté de la droite pABq contient C,
— l’image par g du côté de la droite pACq contient B,
— l’image par g du côté de la droite pBCq contient A,
Comme g est une bijection, l’intersection des images par g est l’image par g de
l’intersection. Bref, les équations (18.573) décrivent l’image par g de K.
Cette partie est donc pavée par pG,Kq.

63. Personnellement, je n’ai pas vérifié, mais ça m’étonnerait que ce soit faux. Vérifiez et écrivez-moi.
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(ii) Si x´ ?
3y ě 0 hop, même calculs avec des petites variations. Nous laissons le lecteur

s’en occuper.
(ii) Si x ě 1

2 hop.

(ii) Si x` y{?
3 ´ 1 ě 0 hop.

Les cas listés se traitent surement de la même façon. Nous tenons pour prouvé que pG,Kq est bien
surjectif sur R2.

Nous devons encore montrer la condition (2) de la définition 18.201. Commençons par détermi-
ner la forme générale d’un élément de G sous la forme τa ˝ r0 où r0 est une application linéaire. Le
lemme 1.267 nous indique qu’un élément général de G “ grpτe1 , τp 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3qq est un produit

arbitraire (mais fini) de τe1 , τp 1
2 ,

?
3

2 q et de R0pπ{3q et de leurs inverses.
Comme toujours nous avons α ˝ τv “ ταpvq ˝ α. Donc nous pouvons passer toutes les rotations

R0pπ{3q et R0pπ{3q´1 à droite du produit, quitte à produire des translations des formes suivantes :

R0pπ{3qke1 (18.574a)

R0pπ{3qk`1
2 ,

?
3

2
˘

(18.574b)

R0pπ{3q´ke1 (18.574c)

R0pπ{3q´k`1
2 ,

?
3

2
˘
. (18.574d)

En utilisant la matrice (18.570) nous trouvons assez vite que

R0pπ{3qe1 “
ˆ

1{2?
3{2

˙
(18.575a)

R0pπ{3q2e1 “
ˆ´1{2?

3{2

˙
(18.575b)

R0pπ{3q3e1 “ ´e1. (18.575c)

Les applications suivantes deR0pπ{3q ne donnent rien de nouveau, si ce n’est le signe. Les puissances
de R0pπ{3q appliquées à

`1
2 ,

?
3

2
˘

sont déjà parmi celles listées en (18.575). Quant aux inverses,
R0pπ{3q´1 “ R0pπ{3q5 ; donc rien de nouveau non plus.

Un élément général de G est donc dans

τv ˝R0pπ{3qk (18.576)

avec v dans

Ze1 ` Z
˜

1{2?
3

2

¸
` Z

˜
´1{2?

3
2

¸
. (18.577)

Remarquons que ˆ´1{2?
3{2

˙
“ ´e1 `

ˆ
1{2?
3{2

˙
. (18.578)

Donc un élément général de G est

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝R0pπ{3qm. (18.579)

Nous pouvons maintenant prouver notre point. Pour cela nous allons successivement considérer
les 5 rotations de K présentées dans la sous-figure 18.9(a). Pour chacune nous allons montrer
qu’aucune translation ne permet d’obtenir une intersection avec K.

Nous allons en faire un seul en détail.
(i) Pour L “ R0pπ{3qK hop. les détails sont laissés à notre aimable lectrice qui ne pourra pas

ne pas compléter tous les cas.
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(ii) Pour L “ R0pπ{3q2K Nous allons prouver que si px, yq P IntpLq, alors

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 qpx, yq (18.580)

ne peut pas être dans IntpKq. Pour la simplicité des notations nous notons r “ R0pπ{3q2 ;
nous avons

r “
ˆ´1{2 ´?

3{2?
3{2 ´1{2

˙
. (18.581)

Nous considérons g “ τke1 ˝ τp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝ r. Un calcul nous donne l’image de px, yq par g :

gpx, yq “ τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 q

˜
´1

2x´
?

3
2 y

´
?

3
2 x´ 1

2y

¸
“
˜

´1
2x´

?
3

2 y ` k ´ 1
2 l?

3
2 x´ 1

2y `
?

3
2 l

¸
. (18.582)

Nous considérons px, yq P IntpKq tel que gpx, yq P IntpKq, et nous allons trouver une contra-
diction. Le fait que px, yq P IntpKq signifie que px, yq satisfait les inéquations (18.569) mais
avec des inégalités strictes. Le fait que gpx, yq P IntpKq nous donne trois inéquations de plus.
Assez rapide calcul :

fAB
`
gpx, yq˘ “ ´2x` k ´ 2l, (18.583a)

fBC
`
gpx, yq˘ “ ´x´ ?

3y ´ k ´ l ` 1, (18.583b)

fAC
`
gpx, yq˘ “

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l. (18.583c)

Au final, notre point px, yq doit satisfaire le système suivant :
$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

x´ ?
3y ą 0 (18.584a)

´x´ ?
3y ` 1 ą 0 (18.584b)

y ą 0 (18.584c)
´2x` k ´ 2l ą 0 (18.584d)
´x´ ?

3y ´ k ´ l ` 1 ą 0 (18.584e)?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l ą 0. (18.584f)

Les inéquations 18.584c et 18.584a donnent déjà x ą 0. De même avec 18.584b nous trouvons
x ă 1. Voilà déjà x P s0, 1r qui est directement visible sur le dessin du triangle K.
Puisque x ą 0, l’inéquation (18.584d) donne

k ´ 2l ą ´2x` k ´ 2l ą 0. (18.585)

Donc k ´ 2l ą 0.
Comme x ă 1 et y ą 0, l’inéquation (18.584f) donne

?
3

2 `
?

3
2 l ą

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l ą 0. (18.586)

Donc
?

3
2 p1 ` lq ą 0. Comme l est entier, cela donne l ě 0.

Enfin, de (18.584e) nous tirons

´k ` 1 ą ´x´ ?
3y ´ k ´ l ` 1 ą 0, (18.587)

Ce qui donne k ă 1 et donc k ď 0.
En résumé nous avons trouvé trois inéquations pour k et l :

$
’&
’%

k ď 0 (18.588a)
l ě 0 (18.588b)
k ´ 2l ą 0. (18.588c)

Ce système est impossible.
Il n’existe donc pas de translation qui, appliquée à IntpLq, donne une intersection avec IntpKq.
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(iii) Pour L “ R0pπ{3q3K hop.
(iv) Pour L “ R0pπ{3q4K hop.
(v) Pour L “ R0pπ{3q5K hop.

Voilà. J’espère que toutes les idées sont en place, et que les parties manquantes sont seulement des
vérifications qui se font mécaniquement, de la même manière 64.

´1 1
´1

1

(a) Le compact K et ses ro-
tations.

1

1

(b) Une maille du réseau des
translations de G.

´6 ´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´3

´2

´1

1

2

3

(c) Une partie du pavage complet.

Figure 18.9 – Illustrations pour le pavage du lemme 18.206.

Lemme 18.207.
Le groupe

gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3

˘q (18.589)

est un groupe de pavage.

D’après [470], la démonstration du lemme 18.207 demande d’utiliser le losange de sommets
p0, 0q, p1, 0q, p1

2 ,
?

3
6 q et p1

2 ,´
?

3
6 q 65.

Lemme 18.208 ([1]).
Soient u1, u2 P R2 non colinéaires, ainsi que α, β P r0, 1s. Nous considérons v “ αu1 ` βu2.

Nous supposons pour fixer les idées, que }u1} ě }u2}. Alors

mint}v}, }u1 ` u2 ´ v}u ď }u1}. (18.590)

Autrement dit, tout point intérieur d’un parallélogramme est plus proche d’un angle que la longueur
du plus long côté.

64. Je n’ai pas vérifié. Faites-le et écrivez-moi pour me dire ce qu’il en est.
65. Je n’ai pas vérifié, mais à mon avis une preuve doit prendre les mêmes idées que celles du lemme 18.206.
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Démonstration. Les points αu1 ` βu2 (α, β P r0, 1s) se divisent en deux parties : ceux avec 0 ď
α ` β ď 1 et ceux avec 1 ď α ` β ď 2.

Si α ` β ď 1 alors

}αu1 ` βu2} ă }αu1} ` β}u2} “ α}u1} ` β}u2} ď pα ` βq}u1} ď }u1}. (18.591)

L’inégalité est stricte parce que u1 et u2 ne sont pas colinéaires.
Si au contraire α ` β ě 1 nous avons

}u1 ` u2 ´ αu1 ´ βu2} ă }p1 ´ αqu1} ` }p1 ´ βqu2} ă p2 ´ α ´ βq}u1} ď }u1}. (18.592)

Lemme 18.209.
Soient un ensemble E, et deux bijections r, s : E Ñ E ayant chacune un unique point fixe. Si elles
commutent, alors leurs points fixes sont égaux.

Démonstration. Nous nommons a le point fixe de r et b celui de s. Pour tout x P E nous avons
prsqpxq “ psrqpxq. En particulier pour x “ s´1paq. D’une part

prsqpxq “ rpaq “ a. (18.593)

Et d’autre part,
psrqpaq “ psrs´1qpaq (18.594)

Si nous imposons psrs´1qpaq “ a, nous avons, en appliquant s´1 des deux côtés : prs´1qpaq “
s´1paq. Cela prouve que s´1paq est un point fixe de r. Donc s´1paq “ a.

Nous en déduisons que a est un point fixe de s et donc que a “ b.

Lemme 18.210.
Soit un sous-groupe fini T de pR2,`q tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 dans T .

Alors si u1 et u2 sont les plus petits éléments en norme de T , nous avons

T “ Zu1 ` Zu2. (18.595)

Démonstration. Nous décomposons en plusieurs parties.
(i) R`v X T “ Nvm Soit v P T . L’ensemble tλ P R` tel que λv P T u a un minimum parce

que tous les éléments de T sont en norme plus grands que δ ą 0. Soit λm ce minimum et
vm “ λmv.
Nous prétendons à présent queR`vXT “ Nvm. Nous ne faisons d’ailleurs pas que prétendre ;
nous prouvons. En effet, soit λv P T . Nous devons prouver que λ “ lλm pour un certain l P N.
Soit k P N tel que k ď λ ă k ` 1.
Nous avons

pk ` 1qλm ´ λ ď pk ` 1qλm ´ kλm “ λm. (18.596)

Vu que T est un groupe pour l’addition, et que λmv P T et λv P T , cela implique que`pk ` 1qλm ´ λ
˘
v P T . Mais

|`pk ` 1qλm ´ λ
˘
v| ď λm. (18.597)

Vue la propriété de minimalité de λm, nous avons forcément

pk ` 1qλm ´ λ “ λm. (18.598)

Cela prouve que λ “ kλm.
Jusqu’ici nous avons prouvé que

R`v X T “ Nvm (18.599)

pour un certain multiple vm de v.
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(ii) }u1} ď }v} pour tout v Nous montrons à présent qu’il existe u1 P T tel que }u1} ď }v}
pour tout v P T . Si tel n’était pas le cas, il existerait une suite vk P T telle que }vk`1} ă }vk}.
Toute cette suite serait contenue dans le couronne (compacte) de rayons δ et }u1}. Quitte
à prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que pvkq converge 66. Cette suite serait de
Cauchy et pour tout ϵ (en particulier ϵ ă δ), il existerait p, q tels que }vp ´ vq} ă ϵ. Puisque
T est un groupe pour l’addition, nous aurions vp ´ vq P T avec }vp ´ vq} ă ϵ ď δ.

(iii) Première pause Si T est engendré seulement par u1, nous avons fini. Autrement dit, si
tout T est dans un sous-espace de dimension 1 de R2, nous avons terminé.
Dans la suite, nous supposons donc que T n’est pas contenu dans un sous-espace de dimension
1.

(iv) T “ Zu1 ` Zu2 Soient u1 et u2 les deux plus petits éléments de T en norme (peut-être ex-
aequo). Ces deux éléments ne sont pas colinéaires, sinon leur différence serait plus petite. Ils
forment donc une base de R2.
Soit v P T . Comme tu1, u2u est une base de R2, il existe α, β P R tels que

v “ αu1 ` βu2. (18.600)

Notre but est à présent de prouver que α, β P Z.
Si ce n’était pas le cas, une simple translation nous mènerait dans les circonstances du lemme
18.208. Nous aurions alors que, soit }v}, soit }u1 `u2 ´v} serait strictement plus petit que le
plus grand entre }u1} et }u2}. Cela contredirait le fait que }u1} et }u2} étaient les deux plus
petits.

Proposition 18.211 ([1]).
Si G est un groupe de pavage 67 de R2 et si f : R2 Ñ R2 est une isométrie affine, alors le groupe

G1 “ f ˝G ˝ f´1 “ tf ˝ g ˝ f´1 tel que g P Gu (18.601)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Soit un compact K tel que pG,Kq soit un pavage. Nous notons K 1 “ fpKq. Nous
devons prouver deux choses :

— f ˝G ˝ f´1 est un groupe de déplacements ;

— pG1,K 1q est un pavage.

Ceci mène à prouver trois éléments.

(i) G1 est constitué de déplacements Les éléments de G sont des isométries, ainsi que f et
f´1. Donc les éléments de G1 sont des isométries.
Soit g P G. Comme g est affine, il existe une décomposition g “ τv ˝ g0 où g0 est linéaire.
De même f “ τw ˝ f0. Les règles du produit et de l’inverse de la proposition 8.62(2)(3) nous
indiquent que la partie linéaire de fgf´1 est f0g0f

´1
0 .

En ce qui concerne le déterminant de f0g0f
´1
0 , c’est la proposition 9.9 qui nous indique que

detpf0g0f
´1
0 q “ detpf0q detpg0q detpf´1

0 q “ detpf0q detpg0q detpf0q´1 “ detpg0q “ 1.
(18.602)

66. Proposition 7.250.
67. Définition 18.201.
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(ii) G1 ·K 1 “ R2 Comme f est affine, K 1 est encore compact 68 Nous avons :

pf ˝G ˝ f´1q`fpKq˘ “
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ g ˝ f´1q`αpkq˘ (18.603a)

“
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ gqpkq (18.603b)

“
ď

gPG
f
` ď

kPK
gpkq˘ (18.603c)

“
ď

gPG
pf ˝ gqpKq (18.603d)

“ f
` ď

gPG
gpKq˘ (18.603e)

“ f
`
G·K

˘
(18.603f)

“ R2. (18.603g)

Pour la dernière égalité, nous avons utilisé le fait que f est bijective et que G·K “ R2.
(iii) L’autre condition Deux éléments de G1 s’écrivent fg1f´1 et fg2f´1. Nous les supposons

tels que
pfg1f

´1q · IntpK 1q X pfg2f
´1q · IntpK 1q ‰ H. (18.604)

Nous avons :

pfg1f
´1q · IntpK 1q X pfg2f

´1q · IntpK 1q “ f
`
g1 · IntpKq˘ X f

`
g2 · IntpKq˘ (18.605a)

“ f
`
g1 · IntpKq X g2 · IntpKqloooooooooooooooomoooooooooooooooon

‰H

˘
(18.605b)

‰ H. (18.605c)

Justifications :
— Égalité (18.605a) parce qu’un peu de topologie nous enseigne que f´1` IntpK 1q˘ “

Int
`
f´1pK 1q˘ “ IntpKq parce que f est affine.

— Égalité (18.605b) parce que, f étant bijective, fpAq X fpBq “ fpAXBq ;

Théorème 18.212 ([357, 470]).
Nous notons τv la translation de vecteur v, rA,θ la rotation de centre A et d’angle θ ainsi que
τi “ τei.

Un groupe G est un groupe de pavage de R2 si et seulement si il existe une bijection affine
f : R2 Ñ R2 telle que f ˝G ˝ f´1 est un groupe de la liste suivante :

(1) gr
`
τ1, τ2q

(2) gr
`
τ1, τ2, R0pπq˘

(3) gr
`
τ1, τp 1

2 ,
?

3
2 q, R0p2π{3q˘

(4) gr
`
τ1, τ2, R0pπ{2q˘

(5) gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3

˘q.

Démonstration. Les lemmes 18.203, 18.204, 18.205, 18.206, et 18.207 montrent que les groupes
listés sont des groupes de pavage. La proposition 18.211 nous montre alors que si H “ fGf´1 est
dans la liste, alors G est un groupe de pavage. Il nous reste à montrer que si G est un groupe de
pavage, alors il existe une application affine α telle que αGα´1 est un groupe de la liste.

Soit pG,Kq un pavage de R2. Nous notons T l’ensemble des translations dans G, plus précisé-
ment,

T “ tv P R2 tel que τv P Gu. (18.606)
68. Il suffit de prouver que fpKq est fermé et borné par le théorème de Borel-Lebesgue 10.21.
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(i) Une borne pour T Nous prouvons qu’il existe δ ą 0 tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 P T .
En effet, soit m P IntpKq ainsi que r tel que Bpm, rq Ă IntpKq. Alors si v P T est tel que
}v} ă r nous avons τvpmq P IntpKq, ce qui donnerait

m P τv
`

IntpKq˘ X IntpKq (18.607)

par hypothèse, cette intersection est non vide seulement si v “ 0.
Donc il existe δ tel que }v} ě δ pour tout v P T .

(ii) Utilisation du lemme La partie T est donc dans la position du lemme 18.210 et nous
avons

T “ Zu1 ` Zu2 (18.608)

pour les vecteurs u1 et u2 les plus petits en norme de T .
En réalité, il se peut que T soit plus petit que ça, parce que G peut par exemple ne contenir
aucune translation. Nous avons trois possibilités :

— T “ t0u,
— T “ Zu pour un certain u ‰ 0 dans R2,
— T “ Zu1 ` Zu2 pour certains u1, u2 P R2zt0u.

(iii) Translation Si r, s P G, alors l’élément rsr´1s´1 est une translation. En effet, puisque les
éléments de G sont des déplacements, ce sont des applications affines et donc il existe des
applications linéaires Ar, As et des translations τr, τs telles que r “ Ar ˝ τr et s “ As ˝ τs. La
proposition 8.62 nous donne les inverses. Nous avons

rsr´1s´1 “ pAr ˝ τrqpAs ˝ τsqpA´1
r ˝ τ´Arvr qpA´1

s ˝ τ´Asvsq. (18.609)

La partie linéaire de cela est
Ar ˝As ˝A´1

r ˝A´1
s . (18.610)

C’est donc une composée de rotations centrées en p0, 0q. Mais ces rotations forment un groupe
abélien (proposition 18.122). Donc nous pouvons écrire

Ar ˝As ˝A´1
r ˝A´1

s “ Ar ˝A´1
r ˝As ˝A´1

s “ Id . (18.611)

Tout ceci pour dire que dès que r, s P G, l’élément rsr´1s´1 est une translation.
(iv) Les parties linéaires[1] Nous savons de l’exemple 8.18 que les éléments de G s’écrivent

sous la forme f “ τv ˝ α où v P R2 et α : R2 Ñ R2 est linéaire.
De plus, f étant une isométrie de pR2, dq, l’application α est une isométrie de pR2, }.}q.
Puisque α est une isométrie, detpαq “ ˘1. Mais les déplacements conservent l’orientation ;
donc α doit conserver l’orientation, et la proposition 9.26 nous dit que detpαq ą 0. Donc

detpαq “ 1. (18.612)

Le théorème 18.89 dit que α est la composition d’un nombre pair de réflexions. Mais comme
il y en a au plus trois (théorème 18.182), l’application α est composée de zéro ou deux
réflexions.
Donc les parties linéaires des éléments de G sont des rotations.

(v) Les autres Les parties linéaires des éléments de G sont des rotations. Mais les éléments de
G eux-mêmes ne sont pas tellement mystérieux. Puisque ce sont des isométries de pR2, dq,
elles sont composées de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
Mais ce sont des déplacements, donc ils préservent l’orientation et le théorème 18.89 dit qu’ils
sont des composées de zéro ou deux réflexions (nombre pair). Ce sont donc des rotations.
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(vi) Hein ? Les éléments linéaires de G sont des rotations. Et les autres aussi ? Les linéaires
sont des rotations autour de p0, 0q ; les autres sont des rotations autour de points autres que
p0, 0q.
C’est pourquoi dans la suite, nous préciserons « rotation linéaire » pour une rotation autour
de p0, 0q et nous dirons « rotation » pour une rotation en général. Dans le contexte affine, il
faut toujours faire attention à ça : une rotation peut très bien n’être pas linéaire 69.

(vii) Les rotations linéaires stabilisent T Nous prouvons maintenant que les rotations li-
néaires de G stabilisent T , c’est-à-dire que si v P T et si α est une rotation linéaire de G,
alors αpvq P T . La transformation ατvα

´1 est dans G. Mais pour tout x P R2 nous avons

pατvα´1qpxq “ α
`
α´1pxq ` v

˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (18.613)

Donc ατα´1 “ ταpvq et αpvq P T .
(viii) Exclusion de T “ t0u Le fait que T “ t0u ne signifie pas que tous les éléments de G sont

des rotations ; il peut encore y avoir des composées de rotations et de translations A˝ τ . Cela
étant dit, si T “ t0u, il n’en reste pas moins que rsr´1s´1 est une translation, c’est-à-dire
est égal à Id. Mais rsr´1s´1 “ e implique rs “ sr.
Donc G est abélien. Les éléments de G sont donc des rotations qui commutent deux à deux.
Puisqu’une rotation a son centre comme unique point fixe, le lemme 18.209 nous dit que tous
les éléments de G sont des rotations de même centre.
Soit c le centre commun de tous les éléments de G. Vu que K est compact dans R2, il existe
r ą 0 tel que K Ă Bpc, rq. Puisque G stabilise toutes les boules centrées en c, nous avons

G·K Ă Bpc, rq. (18.614)

Donc nous n’avons pas un recouvrement de R2. Le cas T “ t0u est exclu.
(ix) Exclusion de T “ Zu Nous supposons à présent que T “ Zu pour un certain u P R2.
(i) r0 “ ˘ Id Nous savons que tous les éléments de G sont des rotations ; soit un élément r

de G. La proposition 18.121(3) nous indique qu’il existe un point a P R2 ainsi qu’une
rotation linéaire r0 telle que r “ τ´1

a r0τa. Nous allons prouver que r0 est ˘ Id. D’abord,

rτur
´1 “ τ´1

a r0τaτuτ
´1
a r´1

0 τa “ τ´1
a r0τur

´1
0 τa. (18.615)

Ensuite, nous appliquons cela à x P R2 :

pτ´1
a r0τur

´1
0 τaqpxq “ pτ´1

a r0τuq`r´1
0 px` aq˘ (18.616a)

“ pτ´1
a r0q`r´1

0 px` aq ` u
˘

(18.616b)
“ τ´1

a

`
x` a` r0puq˘ (18.616c)

“ x` r0puq. (18.616d)

Donc r˝τu ˝r´1 “ τr0puq, ce qui prouve que r0puq P T . Comme }r0puq} “ }u} nous avons
forcément r0puq “ ˘u.
Si r0puq “ u, alors r0 “ Id (parce que r0 est une rotation fixant plus qu’un seul point).
Dans ce cas, r “ Id.
Si au contraire r0puq “ ´u, alors r0 “ ´ Id.

(ii) Forme générale Donc si r est un élément non trivial de G nous avons r “ τ´1
a ˝p´ Idq˝τa,

et alors
`
τ´1
a ˝ p´ Idq ˝ τa

˘pxq “ τ´1
a p´ Idqpx` aq “ τ´1

a p´x´ aq “ ´x´ 2a. (18.617)

Donc pour tout r P G, il existe a P R2 tel que

rpxq “ ´x´ 2a. (18.618)

Pour information, le centre de cette rotation est ´a (c’est le seul point fixe).
69. Lorsque, ailleurs dans le Frido, nous disons « rotation », souvent nous pensons « rotation linéaire ». Gardez

cependant à l’esprit qu’une rotation peut très bien être centrée ailleurs qu’en l’origine, et soyez toujours capable de
préciser le cas échéant.



1516 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

(iii) Les centres sont alignés Soit r une rotation de centre ´a et s de centre ´b. Alors

prsqpxq “ rp´x´ 2bq “ x` 2b´ 2a “ x` 2pb´ aq. (18.619)

Donc rs “ τ2pb´aq.
Cela prouve que 2pb´ aq P Zu.

(iv) Une bande Soit la droite D “ Ru. Nous considérons la bande

Br “ tx P R2 tel que dpx,Dq ă ru. (18.620)

(v) Une inclusion Nous prouvons à présent que pour tout r, nous avons

G·Br Ă Br. (18.621)

Nous savons qu’un élément général de G est une rotation centrée en un point de D, et
que l’action d’une telle rotation est donnée par (18.618). Nous avons

d
`
rpxq, D˘ “ dpx` 2a,Dq (18.622a)

“ d
`
τ´1

2a px` 2aq, τ´1
2a pDq˘ (18.622b)

“ dpx,Dq. (18.622c)

Justifications :
— Pour (18.622a), nous avons D “ ´D et dpx, yq “ dp´x,´yq.
— Pour (18.622b), invariance par translation de la distance dans R2.
— Pour (18.622c), les éléments de D sont les multiples de a ; donc cette droite est

invariante par cette translation.
Bref, dpx,Dq “ d

`
rpxq, D˘

. Donc, pour tout r ą 0 70 et pour tout g P G, si x P Br, alors
gpxq P Br.

(vi) Exclusion Comme K est compact et que la fonction x ÞÑ dpx,Dq est continue, il existe
r ą 0 tel que K Ă Br. Avec ça, G·K Ă G·Br Ă Br. Donc G·K ne recouvre par
tout R2 et G n’est pas un groupe de pavage.

Et nous voilà avec seulement T “ Zu1 ` Zu2 en lice.
(i) Pause : quelques parties de G à ne pas confondre Il convient de ne pas se perdre entre

différentes parties de G. Je vous laisse méditer quelque temps sur la liste suivante :
(1) G est le groupe que nous cherchons à déterminer ;
(2) T est le groupe des translations de G ;
(3) le groupe des rotations linéaires dans G ;
(4) l’ensemble des τ´1

A ˝ r ˝ τA où r est une rotation de G centrée en A.
(5) L est l’ensemble des parties linéaires des éléments de G.

En particulier les deux derniers points ne sont pas les mêmes.
Dans le cas (4), il s’agit de dire que r est une rotation centrée en A P R2 et écrire r “
τA ˝ r0 ˝ τ´1

A (proposition 18.121(3)) et considérer r0. Dans ce cas, r0 est une rotation, mais
elle n’est pas ce que nous appelons la « partie linéaire » de r. Il n’y a pas de garantie que
cela forme un groupe.
Si r est une rotation dans G, dans le cas (5) il s’agit de décomposer r “ τv ˝ α (lemme 8.13)
et considérer α. Dans ce cas, α est linéaire, mais il n’y a pas de garantie que α soit une
rotation.

(ii) L est un groupe En trois conditions.

70. Remarquez la notation malheureuse pour r qui est maintenant une distance alors que trois mots plus tôt,
c’était un élément de G.
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— Si α, β P L, il existe v, w P R2 tels que τv ˝α P G et τw ˝β P G. La loi de produit 8.62(2)
dit que τv ˝α ˝ τw ˝ β “ ταpwq`v ˝αβ. Donc αβ est la partie linéaire d’un élément de G.

— De la même façon, en utilisant l’inverse 8.62(3), pτv ˝ αq´1 “ τ´α´1pvq ˝ α´1. Donc α´1

est la partie linéaire d’un élément de G.
— Et enfin Id “ τ0 ˝ Id. Donc l’identité est dans L.

Ok : L est un groupe.
(iii) Précision L’ensemble L est un groupe, certes. Mais rien ne dit que L soit un sous-groupe

de G.
(iv) L préserve le réseau Soit α P L. Il existe v P R2 tel que g “ τv ˝ α P G. Soit u P T . Nous

allons montrer que αpuq P T . Vu que g et τu sont dans G, l’élément gτug´1 est également
dans G. Nous l’appliquons à x P R2 :

pτvατuα´1τ´1
v qpxq “ pτvατuα´1qpx´ vq (18.623a)

“ pτvαq`α´1px´ vq ` u
˘

(18.623b)
“ τv

`
x´ v ` αpuq˘ (18.623c)

“ x` αpuq (18.623d)
“ ταpuqpxq. (18.623e)

Donc gτug´1 “ ταpuq P G.
(v) Question de trace Soit α P L ; dans la base tu1, u2u la matrice de α est

ˆ
a b
c d

˙
(18.624)

avec a, b, c, d P Z. La trace de cette matrice est a` d P Z. Dans la base canonique de R2 par
contre, la proposition 18.132 nous dit qu’il existe θ P r0, 2πr tel que la matrice de α soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.625)

La trace est 2 cospθq. La trace est invariante par changement de base 71, donc 2 cospθq “
a` d P Z. Les possibilités pour cospθq sont donc ´1, ´1{2, 0, 1{2 et 1.

(vi) Les angles possibles Nous savons que cospπ2 q “ 0 et cospπ{3q “ 1{2 (proposition 18.19(6)
et lemme 18.26). La proposition 18.69 nous dit alors que, dans notre cas, les valeurs possibles
pour θ dans r0, 2πr sont

t0, π3 ,
π

2 ,
2π
3 , π,

4π
3 ,

3π
2 ,

5π
3 u. (18.626)

Donc les rotations possibles dans L sont les rotations de ces angles.
Nous devons trouver quels sont les groupes qui peuvent être formés seulement avec ces
éléments.

(vii) Quelques combinaisons impossibles Puisque L est un groupe, il y a des combinai-
sons impossibles. Par exemple si R0pπ{3q et R0pπ{2q sont dans L, alors la composée 72

R0pπ{2qR0pπ{3q “ R0p5π{6q est également dans L. Mais comme 5π{6 n’est pas dans la
liste (18.626), R0p5π{6q n’est pas dans L.
En raisonnant de la sorte, nous voyons que si R0pπ{2q P L, alors L “ gr

`
R0pπ{2q˘.

(viii) La liste Plus généralement, les possibilités pour L sont
— tIdu
— gr

`
R0pπ{2q˘

71. Proposition 9.192.
72. Proposition 18.133 pour l’addition des angles.
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— gr
`
R0pπ{3q˘

— gr
`
R0pπq˘

— gr
`
R0p2π{3q˘

Une justification plus courte pour cette liste est d’invoquer le théorème 18.193(2) qui dit
que L étant un sous-groupe fini des isométries de pR2, dq, il est cyclique et donc monogène.
Notons pour cela que gr

`
R0p4π{3q˘ “ gr

`
R0p2π{3q˘ parce que R0p4π{3q “ R0p2π{3q´1. De

la même manière R0p3π{2q “ R0pπ{2q´1 et R0p5π{3q “ R0pπ{3q´1.
(ix) Le cas un peu générique Nous supposons que L “ gr

`
R0pθq˘ pour un certain θ. Nous

allons voir qu’à part dans les cas θ “ 0 et θ “ π, il est possible de trouver une application
affine α telle que le groupe αGα´1 soit alors dans la liste.
Nous considérons un élément de G de la forme τv0 ˝ R0pθq. Pour être bien clair, il n’est
absolument pas garanti que v0 soit dans T . Nous allons chercher un élément w0 P R2 tel
que le groupe de pavage 73 G1 “ τw0Gτ

´1
w0 contienne R0pθq. Le groupe G1 contient l’élément

g “ τw0τv0R0pθqτ´1
w0 ; nous l’appliquons à x P R2 :

gpxq “ R0pθqx´R0pθqw0 ` w0 ` v0. (18.627)

Nous avons gpxq “ R0pθqx lorsque

w0 “ `
R0pθq ´ 1˘´1

v0. (18.628)

Voilà pourquoi le cas θ “ 0 sera traité à part : dans le cas θ “ 0, l’opérateur R0pθq ´ 1 n’est
pas inversible. Dans les autres cas, nous avons un groupe G1 “ τw0Gτ

´1
w0 qui contient R0pθq.

Puisqu’un élément général de G est de la forme τv ˝R0pθqk, un élément général de G1 est de
la forme

τw0 ˝ τv ˝R0pθqk ˝ τw0 “ τw0`v´R0pθqkw ˝R0pθqk. (18.629)
Donc tous les éléments de G1 sont encore de la forme

τv ˝R0pθqk. (18.630)

Mais dans G1 nous avons une information capitale : R0pθqk lui-même est dans G. Donc si
τv ˝R0pθqk P G1, alors τv P G1.
Vu que G1 est encore un groupe de pavage, tout ce qui a été dit précédemment tient, et le
groupe des translations dans G1 est un réseau T 1 “ Zu1 ` Zu2 où u1 et u2 peuvent être
choisis arbitrairement parmi les deux plus petits vecteurs non colinéaires de T .
Tous les éléments de G1 sont de la forme τv ˝R0pθqk avec v P T 1. Donc

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pθq˘. (18.631)

Nous savons que R0pθq fixe T 1. Or l’élément R0pθqu1 a la même norme que u1 ; donc nous
pouvons choisir u2 “ R0pθq pour peu que R0pθqu1 soit non colinéaire à u1. Et c’est ici que
nous laissons le cas θ “ π de côté.
Nous écrivons donc sans vergogne que

G1 “ gr
`
τu1 , τR0pθqu1 , R0pθq˘. (18.632)

Nous allons maintenant nous occuper de u1. Pour cela nous considérons une rotation suivie
d’une homothétie α telle que αpu1q “ e1. Une telle opération α d’une part, commute avec
R0pθq et d’autre part, réalise α ˝ τv ˝ α´1 “ ταpvq. Donc le groupe G2 “ αG1α´1 est, par le
lemme 1.268,

G2 “ gr
`
τe1 , ταR0pθqu1 , R0pθq˘. (18.633)

Cela s’écrit aussi bien
G2 “ gr

`
τe1 , τR0pθqe1 , R0pθq˘. (18.634)

Et voilà, ce groupe G2 est un de ceux de la liste.
73. Proposition 18.211.
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(x) Le cas L “ tIdu Dans ce cas, tous les éléments de G sont de la forme τv avec v P T . Nous
considérons l’application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que αpu1q “ e1 et αpu2q “ e2. Nous avons

pα ˝ τui ˝ α´1qpxq “ pατuiqα´1pxq “ α
`
α´1pxq ` ui

˘ “ x` αpuiq “ τipxq. (18.635)

Donc α ˝ τui ˝α´1 “ τi. De la même façon, si a P Z nous avons ατauiα
´1 “ τaei . Et avec tout

ça, si v P T , alors v “ au1 ` bu2 et nous avons

ατvα
´1 “ ατau1τbu2α

´1 “ ατau1α
´1ατbu2α

´1 “ τae1τbe2 . (18.636)

Nous avons donc
αGα´1 “ grpτ1, τ2q. (18.637)

Cela est un des groupes de la liste.
Notez qu’à la place de ces calculs, nous pouvions aussi invoquer la proposition 1.268.

(xi) Le cas L “ t´ Idu Dans le cas θ “ π, nous pouvons aller jusqu’à (18.631) et écrire

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pπq˘. (18.638)

Puisque R0pπq “ ´ Id commute avec toutes les applications linéaires et que u1 et u2 ne
sont pas colinéaires, nous pouvons considérer une application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que
αpu1q “ e1, αpu2q “ e2. Nous avons alors

G2 “ αG1α´1 “ gr
`
τe1 , τe2 ,´ Id

˘
, (18.639)

qui est encore dans la liste.

18.11 Un peu de structure de Opnq

18.11.1 Valeurs propres dans Opnq

Proposition 18.213 ([471]).
Soit une matrice A P Opnq. Si λ P C est une valeur propre de A, alors λ̄ est également une valeur
propre de A, et de plus |λ| “ 1.

Démonstration. Dire que λ P C est une valeur propre de A signifie qu’il existe x P Cn (non nul)
tel que Ax “ λx. Comme les éléments de la matrice A sont réels,

Ax̄ “ Āx̄ “ Ax “ λx “ λ̄x̄. (18.640)

Donc λ̄ est une valeur propre de A pour le vecteur propre x̄.
Soit λ une valeur propre de A de vecteur propre x. Alors nous avons d’une part

xAx,Axy “ xAtAx̄, xy “ xx, x̄y, (18.641)

et d’autre part
xAx,Axy “ xλ̄x̄, λxy “ |λ|2xx̄, xy. (18.642)

Puisque x ‰ 0 nous avons aussi xx̄, xy ‰ 0. Par conséquent |λ|2 “ 1 et |λ| “ 1.

Lemme 18.214 ([471]).
Soient un espace vectoriel euclidien E de dimension finie et une isométrie f de E. Soit F un
sous-espace de E stable par f . Alors FK est stable par f .

Démonstration. La restriction fF : F Ñ F est encore une isométrie ; elle est donc inversible : pour
tout y P F , il existe x P F tel que y “ fpxq. Soit a P FK ; nous montrons que fpaq P FK. Soit donc
y P F et calculons :

xy, fpaqy “ xfpxq, fpaqy “ xx, ay “ 0 (18.643)
parce que x P FK.
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Proposition 18.215 ([471]).
Soit une isométrie f : R3 Ñ R3.

(1) L’application linéaire f possède au moins une valeur propre réelle qui vaut ˘1.
(2) Il existe une base orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de f est de la forme

¨
˝
λ 0 0
0 cospθq ´ϵ sinpθq
0 sinpθq ϵ cospθq

˛
‚ (18.644)

avec ϵ, λ “ ˘1 et θ P r0, 2πr.
Démonstration. Le polynôme caractéristique de f , donné par detpf ´ λ Idq, est à coefficients réels
et de degré 3. Il possède donc au moins une solution réelle, par le corolaire 12.88. Soit donc une
valeur propre réelle λ de χf ; par le lemme 18.213 nous avons λ “ ˘1. Soit u1 le vecteur propre
correspondant. Nous notons F l’espace engendré par u1.

Nous avons fpF q “ F et donc fpFKq “ FK par le lemme 18.214. Soit une base orthonormée
tu2, u3u de FK et la matrice B de la restriction fp à FK. Comme l’application fp est une isométrie
de FK, la matrice B est, par le lemme 18.128, de la forme

B “
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
(18.645)

pour un certain θ P r0, 2πr et ϵ “ ˘1.
Dans la base tu1, u2, u3u de R3, la matrice de f est alors

ˆ
λ 0
0 B

˙
, (18.646)

comme annoncé.

Pour classifier les isométries de R3, nous pouvons nous baser sur les possibilités de la matrice
donnée dans le lemme 18.215. Il y a essentiellement quatre possibilités suivant les valeurs de λ “ ˘1
et ϵ “ ˘1.

(i) Si ϵ “ λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚ (18.647)

et l’isométrie correspondante est la rotation d’angle ´θ autour de la droite de u1.
(ii) Si ϵ “ λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

´1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚ (18.648)

Cette application est plus subtile, parce que même dans le plan Spanpu2, u3q, ce n’est pas
une rotation. Nous allons montrer qu’il s’agit d’une réflexion autour de la droite d’angle θ{2
dans le plan Spanpu2, u3q. Nous nommons D cette droite. Dans la base tu1, u2, u3u, les points
de cette droite sont de la forme 74

`
0, cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (18.649)

74. Les plus acharnés remarqueront que tu1, u2, u3u est un ensemble, qui est une base. Mais un ensemble n’est pas
ordonné, alors que pour écrire l’équation de droite qui suit, nous supposons un ordre. Je laisse au tel lecteur le soin
de trouver une bonne notation.
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L’image de u1 par cette réflexion est ´u1, c’est clair.
Étudions en détail l’image de u3. Nous devons démontrer que la droite D coupe le segment
ru3, Apu3qs perpendiculairement en son milieu.
Nous considérons la base pu2, u3q du plan Spanpu2, u3q. En utilisant les coordonnées dans

cette base, nous avons u3 “
ˆ

0
1

˙
et Apu3q “

ˆ
sinpθq

´ cospθq
˙

. Le milieu du segment ru3, Apu3qs
est le point

M “
ˆ

sinpθq
2 ,

1 ´ cospθq
2

˙
. (18.650)

Les formules de duplication d’angle du corolaire 18.14 nous permettent d’écrire sinpθq et
cospθq en fonction de sinpθ{2q et cospθ{2q, et donc d’exprimer le point M de la façon suivante :

M “
ˆ

cospθ{2q sinpθ{2q, 1 ´ `
cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q˘

2

˙
(18.651a)

“ `
cospθ{2q sinpθ{2q, sin2pθ{2q˘ (18.651b)

“ sinpθ{2q` cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (18.651c)

Ce point fait donc partie de la droite D. La droite D coupe le segment ru3, Apu3qs en son
milieu.
En ce qui concerne l’orthogonalité, nous calculons le produit scalaire

`
Apu3q ´ u3

˘
·

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
“ sinpθq cospθ{2q ´ `

1 ` cospθq˘ sinpθ{2q “ 0 (18.652)

où nous avons encore utilisé les duplications d’angles et le fait que 1 “ cos2pθ{2q ` sin2pθ{2q
(lemme 18.4).

(iii) Si ϵ “ ´1 et λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚. (18.653)

C’est la symétrie orthogonale par le plan engendré par u1 et v “ cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3.
Le vecteur u1 est bien évidemment préservé par A. En ce qui concerne le vecteur v,

Apvq “ cospθ{2q
¨
˝

0
cospθq
sinpθq

˛
‚` sinpθ{2q

¨
˝

0
´ sinpθq
cospθq

˛
‚“

¨
˝

0
cospθ{2q
sinpθ{2q

˛
‚“ v. (18.654)

Nous avons sauté quelques étapes de calcul mettant en scène les formules de duplication
d’angle : exprimer cospθq “ cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q et sinpθq “ 2 cospθ{2q sinpθ{2q.
Pour achever, nous devons trouver un vecteur w perpendiculaire au plan, et montrer qu’il
est envoyé par A sur ´w. Un vecteur w “ xu1 ` yu2 ` zu3 est perpendiculaire au plan si les
deux égalités suivantes sont satisfaites :

`
cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3

˘
· pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0 (18.655a)

u1 · pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0. (18.655b)

Nous avons immédiatement x “ 0 et ensuite la relation

y cospθ{2q ` z sinpθ{2q “ 0. (18.656)

En ne regardant que les deux dernières composantes pour alléger l’écriture,

Apwq “ y

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
` z

ˆ
sinpθq

´ cospθq
˙
. (18.657)
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Le but est de montrer que cela est égal à ´y cospθ{2q ´ z sinpθ{2q.
Notons c “ cospθ{2q et s “ sinpθ{2q. Alors Apwq2 “ ypc2 ´ s2q ` 2zcs. Évacuons tout de suite
les deux cas limite : si c “ 0 alors Apwq2 “ ´y (parce que s “ ˘1) et c’est bon. Si s “ 0,
alors Apwq2 “ y, mais la relation (18.656) donne y “ 0, donc c’est bon aussi. Dans le cas
générique, z “ ´yc{2 et

Apwq2 “ ypc2 ´ s2q ´ 2csyc
s

“ ´ypc2 ` s2q “ ´y. (18.658)

En ce qui concerne Apwq3, c’est très similaire :

Apwq3 “ 2ysc´ zpc2 ´ s2q. (18.659)

Avec z “ 0 c’est ´z, donc c’est bon. Avec c “ 0 c’est z mais z “ 0. Et pour le cas générique,
la substitution y “ ´zs{c donne le résultat.

(iv) Si ϵ “ 1 et λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

´1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚. (18.660)

Cela est la composition entre la symétrie de plan Spanpu2, u3q et la rotation d’angle θ dans
ce plan.

18.11.2 Sous-groupes finis de SOp3q

Lemme 18.216 ([1]).
Points fixes pour SOp3q.

(1) Tout élément de SOp3q possède une droite de points fixes.
(2) Tout élément non trivial de SOp3q possède une seule droite de points fixes.

Démonstration. Le polynôme caractéristique d’un élément de SOp3q est de degré trois et possède
donc (en comptant les multiplicités), trois racines dont une réelle par le corolaire 12.88. Comme
nous sommes en dimension impaire, le coefficient du terme de degré 3 est ´1 et le polynôme
caractéristique de g P SOp3q s’écrit

χgpXq “ ´pX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ sq (18.661)

avec s “ ˘1 que nous allons tout de suite fixer. Nous savons que detpgq “ χgp0q mais aussi que
detpgq “ 1. Donc

1 “ detpgq “ χgp0q “ λ1λ̄1s “ s. (18.662)

Tout cela pour dire que tout élément de SOp3q possède une valeur propre égale à 1, et donc une
droite de points fixes.

Pour continuer, supposons que g possède deux droites distinctes de points fixes. En particulier
g fixe un plan. Une base orthonormée de R3 peut être choisie en prenant deux vecteurs e1, e2 dans
ce plan et un vecteur e3 perpendiculaire au plan.

Puisque g est une isométrie, la base reste orthonormée sous l’action de g. Donc g a pour matrice
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ˘1

˛
‚. (18.663)

Pour que le déterminant soit 1, il faut que la matrice soit l’identité.

Proposition 18.217 ([1, 472, 101, 473, 410]).
Les sous-groupes finis de SOp3q sont :
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(1) les groupes cycliques Z{nZ,
(2) les groupes diédraux Dn,
(3) le groupe alterné A4,

(4) le groupe alterné A5

(5) le groupe symétrique S4.

Démonstration. Soit G, un sous-groupe fini de SOp3q. Par la proposition 9.38, les éléments de G
sont des isométries de R3, et le lemme 18.216 dit que tout élément de G possède une droite de
points fixes.

Un point de la sphère unité fixé par g P G est un pôle de g. Nous nommons Ω l’ensemble des
pôles des éléments non triviaux de G.

(i) Une action Le groupe G agit sur Ω. En effet si x P Ω, alors x est fixé par un élément g.
Montrons que hpxq est également fixé par un élément de G. Pas dur : phgh´1qhpxq “ hpxq ;
donc hpxq est un pôle de hgh´1.

(ii) Les fixateurs sont cycliques Nous montrons à présent que pour tout x P Ω, le sous-
groupe Fixpxq est cyclique. Soit donc x P Ω, le plan orthogonal σ “ SpanpxqK et h P Fixpxq.
Nous avons hpσq “ σ. En effet si y P σ nous avons

0 “ y·x “ hpyq ·hpxq “ hpyq ·x, (18.664)

donc hpyq est perpendiculaire à x. L’inclusion inverse se démontre de même : si y P σ alors
y “ h

`
h´1pyq˘ alors que h´1pyq P σ.

La restriction de h à σ est une isométrie de σ. Prenant une isométrie f : σ Ñ R2, l’application

φ : Fixpxq Ñ SOp2q
h ÞÑ f ˝ h ˝ f´1.

(18.665)

est un morphisme injectif de groupes. En effet nous avons d’une part

φphh1q “ f ˝ h ˝ h1 ˝ f´1 “ fhf´1fh1f´1 “ φphqφph1q, (18.666)

d’où le morphisme. Et d’autre part, si φphq “ φph1q alors f ˝h˝f´1 “ f ˝h1 ˝f´1, qui donne
immédiatement h “ h1.
Nous en déduisons que Fixpxq est isomorphe à un sous-groupe de SOp2q (l’image de φ). Le
lemme 18.135 en fait un groupe cyclique.

(iii) Taille des fixateurs Soient Ωi les orbites. Si x, y P Ωi alors nous montrons que | Fixpxq| “
| Fixpyq| avec la bijection

φ : Fixpxq Ñ Fixpyq
h ÞÑ g´1hg

(18.667)

où g est choisie de façon à avoir y “ gpxq (possible parce que x et y sont dans la même
orbite). Cela est surjectif parce que si k P Fixpxq alors k “ φpgkg´1q et l’on vérifie que
gkg´1 P Fixpyq. L’application φ est également injective parce que si ghg´1 “ gh1g´1 alors
h “ h1.

(iv) Un peu de notations Puisque tous les fixateurs des éléments d’une orbite ont la même
taille (finie), nous pouvons noter

ni “ | Fixpxiq| (18.668)

pour xi P Ωi. Nous notons également r le nombre d’orbites de G.
La formule de Burnside du théorème 2.40, avec les notations d’ici, donne

r “ 1
|G|

ÿ

gPG
| Fixpgq|. (18.669)

(v) Une belle formule Soit l’ensemble

A “ tpg, xq tel que g P Gzteu, x P Fixpgqu (18.670)
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où par Fixpgq nous entendons les pôles de G fixés par g.
Il y a |G|´1 possibilités pour la composante g, mais chaque élément g ‰ e possède exactement
deux pôles, donc l’ensemble A contient exactement 2p|G| ´ 1q éléments.
Nous pouvons calculer le nombre d’éléments dans A d’une autre façon : pour chaque x P Ω
nous avons | Fixpxq| ´ 1 éléments de Gzteu qui fixent x. Donc

|A| “
ÿ

xPΩ

`| Fixpxq| ´ 1
˘
. (18.671)

Mais | Fixpxq| est constant sur les orbites. Nous coupons donc la somme sur Ω en plusieurs
sommes sur les orbites Ωi :

|A| “
rÿ

i“1

ÿ

xPΩi

`| Fixpxq| ´ 1
˘ “

ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (18.672)

En égalisant les deux façons de calculer |A|, nous déduisons la formule

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (18.673)

Nous utilisons ensuite la relation orbite-stabilisateur, proposition 2.33 : | Fixpxiq||Ωi| “ |G| ;
la formule (18.673) devient

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|G| ´
ÿ

i

|G|
ni

“ r|G| ` |G|
ÿ

i

1
ni
, (18.674)

ou encore, en simplifiant par |G| :

2 ´ 2
|G| “ r ´

ÿ

i

1
ni

“
rÿ

i“1

ˆ
1 ´ 1

ni

˙
. (18.675)

Nous pouvons aussi repartir de (18.673) et sommer de façon plus simple
ř
i |Ωi| “ |Ω| pour

obtenir
2
`|G| ´ 1

˘ “ r|G| ´ |Ω| (18.676)

où Ω est l’ensemble des pôles de Gzteu.
(vi) Quelles sont les possibilités ? Les nombres |G|, r et ni sont des entiers. Nous allons voir

qu’il n’y a pas des centaines de possibilités pour satisfaire la relation (18.675). D’abord, pour
toute valeur de |G| (strictement plus grande que 1),

1 ď 2 ´ 2
|G| ă 2. (18.677)

Ensuite, si g fixe x alors g´1 fixe également x, de sorte que ni “ | Fixpxiq| ě 2 pour tout i.
Donc tous les termes dans la somme à droite de (18.675) sont dans r1

2 , 1r. Nous avons donc
au minimum deux termes, et au maximum trois. Autrement dit : r “ 2 ou r “ 3.

(vii) Si r “ 2 Le plus simple est de repartir de (18.676). En posant r “ 2 nous trouvons tout de
suite |Ω| “ 2. Il y a donc exactement deux pôles pour l’action de G sur la sphère unité.
Tous les éléments de G laissent donc le même axe invariant et G est un sous-groupe des
isométries du plan qui lui est perpendiculaire. Autrement dit, G est un sous-groupe fini de
SOp2q et donc cyclique par le lemme 18.135.

Nous étudions à présent le cas r “ 3. Vu que ça va être un peu long, nous sautons un niveau
d’indentation.
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(i) Les possibilités pour r “ 3 Nous devons voir les solutions entières pn1, n2, n3, |G|q de

2 ´ 2
|G| “ 3 ´ 1

n1
´ 1
n2

´ 1
n3

ă 2. (18.678)

Il faut en particulier que
1
n1

` 1
n2

` 1
n3

ą 1, (18.679)

ce qui signifie qu’au moins un des ni doit être 1 ou 2, mais qu’il n’est pas possible que tous
les ni soient plus grands ou égaux à 3. Puisque ni “ | Fixpxiq| ě 2, nous en déduisons qu’au
moins un des ni doit valoir 2. Nous posons donc n1 “ 2.
De plus, nous savons que les ni doivent diviser |G|. Donc |G| est pair.

(ii) Si n2 “ 2 Nous sommes dans le cas r “ 3, n1 “ 2, n2 “ 2. Nous avons

1
n3

“ 2
|G| , (18.680)

mais aussi n3 “ |G|{|Ω3| d’où nous déduisons que |Ω3| “ 2. Nous avons donc une orbite à
deux éléments. Soit Ω3 “ tx, yu avec x ‰ y.
Le groupe Fixpxq est un groupe à |G|{2 éléments. Il est donc normal par le lemme 3.29. Si
g P G est tel que gpxq “ y alors nous avons Fixpyq “ g Fixpxqg´1, mais comme Fixpxq est
normal nous avons Fixpxq “ Fixpyq. Donc tous les éléments de Fixpxq fixent x et y. Le groupe
Fixpxq est donc un sous-groupe de SOp2q et est cyclique, comme vu plus haut.
Mais de plus nous avons forcément y “ ´x parce qu’un élément de G qui fixe un point fixe
également l’opposé. Vu que Ω3 “ tx,´xu, il existe s P G tel que spxq “ ´x. Évidemment, s
n’est pas dans Fixpxq et les points fixes de s ne sont pas parmi x et ´x. Donc l’élément s2 a
au moins 4 points fixes : les deux de s ainsi que x et ´x. Il a donc au moins deux droites de
points fixes, et est donc l’identité : s2 “ e.
De plus, vu que spyq doit être égal soit à x soit à y, et que spxq “ y, l’injectivité de s donne
spyq “ x.
Soit a, un générateur de Fixpxq. Nous allons montrer que G “ grps, saq. Nous avons déjà

psaqpxq “ spxq “ y (18.681a)
psaqpyq “ spyq “ x. (18.681b)

Donc sa inverse x et y. Mais sa a ses propres deux points fixes (qui ne sont ni x ni y).
L’élément psaq2 a donc quatre points fixes sur la sphère unité : x, y et les deux de sa. Nous
en déduisons que psaq2 “ e.
Nous nous souvenons que a est un générateur Fixpxq. Mais a “ s· sa, donc ak “ pssaqk.
Nous en déduisons que grps, saq contient au moins Fixpxq.
D’autre part si h et h1 sont des éléments distincts dans Fixpxq, alors sh et sh1 sont des
éléments distincts de grps, saq qui ne sont pas dans Fixpxq. Autrement dit, la partie

A “ tsh tel que h P Fixpxqu (18.682)

est une partie de même cardinal que Fixpxq tout en n’ayant aucune intersection avec Fixpxq
(note : l’identité n’est pas dans A). Mais | Fixpxq| “ |G|{2, donc AYFixpxq “ G. Et justement
AYG Ă grps, saq. Nous en déduisons que grps, saq “ G.
Le théorème 18.179 nous assure que le groupe G est alors le groupe diédral parce que les
éléments s et sa vérifient les relations données en 18.173.

(iii) Si r “ 3, les autres cas possibles Nous repartons de (18.675) en posant r “ 3. Nous
obtenons ceci :

1 ` 2
|G| “ 1

n1
` 1
n2

` 1
n3
. (18.683)
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Nous avons déjà vu que n1 “ 2 était obligatoire, et que tous les cas où deux des ni sont
égaux à 2 sont déjà couverts. Donc n2 et n3 valent 3 ou plus.
Nous trions les ni dans l’ordre croissant. Si n2 “ 4 ou plus, alors n3 vaut 4 ou plus. Mais

1
2 ` 1

4 ` 1
4 “ 1 ă 1 ` 2

|G| . (18.684)

Donc n3 “ 3 est obligatoire. Nous avons alors l’inégalité suivante qui restreint n3 :

1
n3

“ 1
6 ` 3

|G| ą 1
6 . (18.685)

Donc n3 est 3, 4 ou 5.
Les derniers cas à couvrir sont :

— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 3q. Dans ce cas, 7
6 “ 1 ` 2

|G| , donc |G| “ 12.
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 4q. Dans ce cas, |G| “ 24.
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 5q. Dans ce cas, |G| “ 60.

(iv) Le cas p2, 3, 3q Nous utilisons les relations ni|Ωi| “ |G| pour connaître la taille des orbites.
Nous avons :
(1) 2|Ω1| “ 12, donc |Ω1| “ 6,
(2) 3|Ω2| “ 12, donc |Ω2| “ 4,
(3) 3|Ω3| “ 12, donc |Ω3| “ 4.

Nous avons G· Ω2 “ Ω2. D’une part parce que, par définition d’une orbite, G· Ω2 Ă Ω2,
et d’autre part parce que si x P Ω2, alors g´1pxq P Ω2 et g

`
g´1pxq˘ “ x ; donc Ω2 est bien

dans l’image de Ω2 par G. Nous avons donc un morphisme s : G Ñ SΩ2 que nous allons
immédiatement voir comme

s : G Ñ S4 (18.686)
où S4 est le groupe des permutations de t1, 2, 3, 4u.
Voyons que s est injective. Si spgq “ sphq, alors spgh´1q “ Id. Autrement dit, l’élément sh´1

de G est l’identité sur Ω2 qui contient 4 éléments. Fixant 4 points (au moins), l’élément sh´1

est l’identité. Par conséquent
s : G Ñ spGq Ă S4 (18.687)

est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de S4. Mais |G| “ 12 et |S4| “ 24, donc G
est d’indice deux dans S4 et est donc le groupe alterné A4 par la proposition 5.30(3).

(v) Le cas p2, 3, 4q Nous avons |G “ 24| et les orbites ont pour taille :
— 2|Ω1| “ 24, donc |Ω1| “ 12,
— 3|Ω2| “ 24, donc |Ω2| “ 8,
— 4|Ω3| “ 24, donc |Ω3| “ 6.

(i) Ω2 vient par paires Soit x P Ω tel que | Fixpxq| “ 3. Alors x P Ω2 parce que x est forcé-
ment dans un des Ωi et tout élément xi de Ωi vérifie | Fixpxiq| “ ni. Mais comme les
éléments de SOp3q sont des applications linéaires, ceux qui fixent x fixent également ´x.
Cela pour dire que si x P Ω2, alors ´x P Ω2. Nous avons donc quatre éléments distincts
a1, a2, a3 et a4 tels que

Ω2 “ t˘a1,˘a2,˘a3,˘a4u. (18.688)

(ii) Action sur les couples Nous prétendons que G agit sur l’ensemble des couples t˘aiu.
C’est encore la linéarité qui joue : l’élément gpaiq est forcément un des ˘ak (éventuel-
lement k “ i). Si gpaiq “ ak, alors gp´aiq “ ´ak. Autrement dit, pour tout i, il existe
un k tel que g

`tai,´aiu
˘ “ tak,´aku. Cette association i ÞÑ k est bijective (sinon g ne

serait pas bijective), et fournit donc un morphisme de groupes

s : G Ñ S4. (18.689)
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(iii) s est injective Nous prouvons à présent que spgq “ Id si et seulement si g “ e. Dans un
sens c’est évident : gpeq “ Id. Dans l’autre sens, nous devons prouver que si gpaiq P ˘ai
pour tout i alors g “ e.
Si gpaiq “ ai pour tout i, alors g stabilise 4 points et l’affaire est pliée. Nous supposons
qu’au moins un des ai n’est pas stabilisé par g. Pour fixer les idées nous disons que c’est
a1. Nous avons donc gpa1q “ ´a1. (oui : gpa1q “ ´a1 et non ˘ak pour un autre k parce
que nous sommes sous l’hypothèse que g stabilise les couples)
L’élément g2 fixe tout Ω2 ; donc g2 “ e. Nommons ˘b les points fixes de g. Si b P Ω2
alors | Fixpbq| “ 3, c’est-à-dire que les éléments de G qui fixent b sont dans un groupe
d’ordre 3, et le corolaire 2.14 nous indique que ces éléments ne peuvent être que d’ordre
1 ou 3, pas deux. Nous en déduisons que b n’est pas dans Ω2 et donc que gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que si g P kerpsq est non trivial, alors gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Soit maintenant h P G. Comme Ω2 est une orbite, hpaiq P Ω2 et nous notons hpaiq “ ϵak
avec ϵ “ ˘1 et éventuellement k “ i ou éventuellement pas. Nous avons :

ph´1ghqpaiq “ ϵph´1gqpakq “ ´ϵh´1pakq “ ´ϵ2ai “ ´ai. (18.690)

Donc g et h´1gh ont même restriction à Ω2. En particulier h´1ghg´1 est l’identité sur
Ω2 et est donc l’identité.
Pour tout h nous avons g “ h´1gh. Les points fixes de h´1gh sont ˘h´1pbq, mais aussi
˘b. Nous avons donc égalité d’ensemble thpbq,´hpbqu “ tb,´bu pour tout h P G (notez
le changement de notation h Ñ h´1). Cela signifie que tb,´bu est une orbite de G.
Maizon’a pas d’orbites de cardinal deux ; contradition. Nous en déduisons que e est
l’unique élément de kerpsq.

(iv) Conclusion La partie spGq est un sous-groupe de S4 isomorphe à G. Mais au niveau des
cardinaux, |G| “ 24 en même temps que |S4| “ 24. Donc G » spGq » S4.

Nous passons au cas p2, 3, 5q, et comme ça va être long et douloureux 75, nous sautons un niveau
d’indentation.

Au niveau du cardinal de G,
1
2 ` 1

3 ` 1
5 “ 1 ` 2

|G| , (18.691)

donc |G| “ 60. Et pour les orbites, |Ω1| “ 30, |Ω2| “ 20, |Ω3| “ 12.
La proposition 5.40 nous indique que le seul groupe simple d’ordre 60 est le groupe A5. Nous

allons donc nous atteler à prouver que G est simple. Vous êtes prêts ?

(i) Fixateurs et ordres Tous les éléments de G sont dans un fixateur de type Fixpxq, et comme
l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe (corolaire 2.14), tous les éléments de G ont un
ordre 2, 3 ou 5. Nous sommes dans un cas très particulier parce que

— Les trois nombres 2, 3 et 5 sont des nombres premiers distincts. Donc « diviser ni »
signifie pratiquement « être égal à ni », surtout lorsqu’on parle de l’ordre d’un élément,
qui ne peut pas être 1.

— Il existe une seule orbite de chaque taille.
Nous notons Gpniq l’ensemble des éléments de G d’ordre ni. Les parties Gpniq ne contiennent
pas l’identité.

(ii) g P Gpniq implique Fixpgq Ă Ωi Si g P Gpniq et x P Fixpgq alors x P Ωi. En effet x P Fixpgq
signifie gpxq “ x et donc aussi g P Fixpxq. Donc l’ordre de g divise |Fixpxq|, alors que l’ordre
de g est ni et que les possibilités pour | Fixpxq| sont exactement les ni, lesquels sont premiers
entre eux. Donc | Fixpxq| “ ni et x P Ωi.

75. Mais pas autant que le théorème 32.31, cependant.
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(iii) | Fixpxq| “ ni implique x P Ωi Comme plus haut, g P Fixpxq implique que l’ordre de g
divise ni et est donc égal à ni. Autrement dit, g P Gpniq. De plus g P Fixpxq implique
x P Fixpgq. Par le cas juste au-dessus nous déduisons x P Ωi.

(iv) a et ´a dans la même orbite Nous avons évidemment Fixpaq “ Fixp´aq parce que les
éléments deG sont des applications linéaires. Si | Fixpaq| “ ni alors a P Ωi et aussi | Fixp´aq| “
| Fixpaq| “ ni et encore ´a P Ωi.

(v) Nombre de Fixpxiq Soient a, b P Ωi. Nous avons | Fixpaq| “ | Fixpbq| “ ni et Fixpaq “
Fixpbq si et seulement si b “ ´a parce qu’un élément qui fixe a et b fixe automatiquement a,
b, ´a, et ´b. Aucun élément non trivial ne peut fixer quatre points distincts. Autrement dit,

Fixpaq X Fixpbq “
#

Fixpaq si a “ ˘b
teu sinon.

(18.692)

Chaque élément xi P Ωi a son fixateur (il y en aurait |Ωi| “ 60{ni), mais ces fixateurs sont
égaux deux à deux, donc il y a seulement 60

2ni
groupes distincts de la forme | Fixpxiq| avec

xi P Ωi.
(vi) Récapitulatif En reprenant ce que nous venons de dire avec i “ 1, 2, 3 nous trouvons :

(1) n1 “ 2, avec |Ω1| “ 30 et 15 groupes du type Fixpx1q avec x1 parcourant Ω1.
(2) n2 “ 3, avec |Ω2| “ 20 et 10 groupes du type Fixpx2q avec x2 parcourant Ω2.
(3) n3 “ 5, avec |Ω3| “ 12 et 6 groupes du type Fixpx3q avec x3 parcourant Ω3.

Un élément non trivial de G se trouve forcément dans un et un seul de ces sous-groupes. Plus
précisément, si g P Gpniq alors g est dans un des Fixpxiq avec xi P Ωi.
Comptons pour être sûr de ne pas s’être trompé. Chacune des lignes décrit 30 éléments de G ;
par exemple, la seconde ligne donne 10 groupes de taille | Fixpx2q| “ n2 “ 3. Mais tous ces
groupes ont pour intersection exactement teu. Donc le comptage des éléments se fait comme
suit :

3 ˆ 30 ´ 15 ´ 10 ´ 6 ` 1. (18.693)
Le dernier `1 est parce que nous aurions décompté l’identité une fois de trop. Bref, on a
bien 60 éléments comme il se doit.

(vii) Un ensemble à calculer deux fois Soient les ensembles A2, A3 et A5 définis par

Ai “ tpg, aq P Gpniq ˆ Ωi tel que gpaq “ au (18.694)

où Gpniq est la partie de G des éléments d’ordre ni.
Nous avons

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
| Fixpgq X Ωi|. (18.695)

Mais les éléments de Gpniq sont d’ordre ni, et par ce que nous avons dit plus haut, tous les
éléments de Fixpgq sont dans Ωi. Donc Fixpgq X Ωi “ Fixpgq. Nous avons alors

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
| Fixpgq| “ 2|Gpniq| (18.696)

parce que | Fixpgq| “ 2 pour tout g.
En comptant |Ai| dans l’autre sens, nous avons

|Ai| “
ÿ

xPΩi

| Fixpxq XGpniq| (18.697)

Vu que x P Ωi, les éléments de Fixpxq sont d’ordre ni 76 (sauf e), et commeGpniq est justement
l’ensemble des éléments d’ordre ni dans G nous avons Fixpxq X Gpniq “ Fixpxqzteu. Cela

76. Encore et toujours parce que les éléments de Fixpxq ont un ordre qui divise | Fixpxq| “ ni et que ni est premier,
et que nous avons exclu l’identité.
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pour dire que

|Ai| “
ÿ

xPΩi

´
| Fixpxq| ´ 1

¯
(18.698a)

“
ÿ

xPΩi

| Fixpxq| ´
ÿ

xPΩi

1 (18.698b)

“
ÿ

xPΩi

ni ´ |Ωi| | Fixpxq| “ ni pcq x P Ωi (18.698c)

“ |Ωi|ni ´ |Ωi| “ |G| ´ |Ωi|. (18.698d)

En égalisant cela à la valeur 2|Gpniq| déjà trouvée, nous déduisons les valeurs des |Gpniq| :

|Gpniq| “ |G| ´ |Ωi|
2 . (18.699)

Nous avons alors
(1) |Gp2q| “ 15
(2) |Gp3q| “ 20
(3) |Gp5q| “ 24

(viii) Les Sylow de G Les p-Sylow sont définis en 5.6, et le super théorème qui répond à toutes
les questions est le théorème 5.11. Dans notre cas, les diviseurs premiers de |G| “ 60 sont 2,
3 et 5. Il faut faire attention au 2 parce que sa plus haute puissance dans la décomposition
de 60 est 4 et non 2. Nous avons :
(1) Un 2-Sylow est un sous-groupe d’ordre 4.
(2) Un 3-Sylow est un sous-groupe d’ordre 3.
(3) Un 5-Sylow est un sous-groupe d’ordre 5.

Entre autres :
(1) Les 10 sous-groupes Fixpx2q avec x2 P Ω2 sont des 3-Sylow de G.
(2) Les 6 sous-groupes Fixpx3q avec x3 P Ω3 sont des 5-Sylow de G.
(3) Les 15 sous-groupes Fixpx1q avec x1 P Ω1 sont d’ordre 2 et ne sont donc pas des 2-Sylow

de G.
(ix) Tous les 3-Sylow et les 5-Sylow Nous avons déjà trouvé 10 3-Sylow et 6 5-Sylow. Nous

montrons à présent qu’il n’y en a pas d’autres. Le théorème de Sylow 5.11(4) nous indique
que le nombre n3 de 3-Sylow est :

— diviseur de 60,
— dans r1s3

— au moins 10.
Les diviseurs de 60 sont :

1, 5, 3, 15, 2, 10, 6, 30, 4, 20, 12, 60. (18.700)

Le seul qui vérifie toutes les conditions est 10. Donc G possède seulement 10 3-Sylow et ils
sont tous de la forme Fixpx2q avec x2 P Ω2.
Même raisonnement pour les 5-Sylow : il faut

— diviseur de 60,
— dans r1s5

— au moins 6.
La seule possibilité est 6.
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(x) Sous-groupe normal Soit H, un sous-groupe normal de G. Notre but étant de prouver
que G est simple, nous voulons prouver que H est soit teu soit G. Nous supposons que H est
non trivial, et nous allons prouver que H “ G.
Le théorème de Lagrange 2.13(1) nous dit que |H| divise |G|. Le nombre |H| ne peut donc
avoir que 2, 3 et 5 comme facteurs premiers. Avec une mention spéciale pour le 2 : |H|
pourrait être divisible aussi par 4.

(xi) Diviseurs de |H| Soit un sous-groupe normal H de G. Puisque c’est un sous-groupe, son
ordre divise celui de G (encore et toujours le théorème de Lagrange 2.13), et donc les facteurs
premiers de |H| ne peuvent être que 2, 3 et 5.

(xii) Si |H| est divisible en 3 Alors H contient au moins un 3-Sylow. Mais nous avons vu que
les 3-Sylow de H sont les 3-Sylow de G. Donc H contient tous les 3-Sylow de G, parce que
les 3-Syow sont conjugués et H est normal.
Soit E l’ensemble des sous-groupes de H. Puisqu’il est normal, H agit sur E par conjugai-
son, et les 3-Sylow forment une orbite. Si α est un 3-Sylow, la formule des classes (proposi-
tion 2.33(2)) nous donne

|H| “ | Fixpαq||Oα|. (18.701)
Mais l’orbite Oα de α est l’ensemble des 3-Sylow, de sorte que |Oα| “ 10. Donc |H| est
divisible en 10.
Mais il y a pire : H contient au moins les 10 sous-groupes Fixpx2q pour x2 P Ω2. Ce sont 10
groupes de | Fixpx2q| “ 3 éléments. En décomptant e qui est dans l’intersection, cela fait

10 ˆ | Fixpx2q| ´ 10 ` 1 “ 21 (18.702)

éléments. Donc H contient au moins 21 éléments. Le nombre |H| est donc :
— diviseur de 60
— multiple de 10
— au moins 21.

Donc c’est 30 ou 60.
(xiii) Si |H| est divisible en 5 Le même raisonnement tient et |H| est 30 ou 60.

Nous restons avec les possibilités |H| égal à 2, 4, 30 ou 60.
(i) Si |H| “ 4 Alors H contient au moins un 2-Sylow. Un 2-Sylow de H est un sous-groupe

contenant 4 éléments qui sont d’ordre 2m. Le seul m possible dans G est m “ 1. Vu qu’un
2-Sylow de H contient 4 éléments, nous sommes dans le cas où H est un 2-Sylow. Il est donc
le seul 2-Sylow de H parce que H est normal, et que tous les 2-Sylow sont conjugués.
Mais tous les sous-groupes d’ordre 2 sont contenus dans un 2-Sylow. En particulier tous les
15 groupes Fixpx1q sont dans l’unique 2-Sylow H qui est soit-disant d’ordre 4. IL y a là une
belle impossibilité.
Donc, le cas |H| “ 4 est hors-concours.

(ii) Si |H| “ 2 Alors H “ te, gu avec g2 “ e. Si h P G, l’élément hgh´1 ne peut être que e ou g
(parce que H est normal). Le premier cas est g “ e, et le second donne gh “ hg. Donc g est
dans le centre de G : il commute avec tous les éléments de G.
Comme g P Gp2q, nous savons que les éléments a P Fixpgq sont forcément dans Ω1 parce que
les points dont les fixateurs sont formés d’éléments d’ordre 2 sont dans Ω1. Soit h P G. Nous
avons g “ hgh´1 et donc aussi

`
hgh´1˘`hpaq˘ “ hgpaq “ hpaq, (18.703)

donc hpaq et ´hpaq sont des points fixes de hgh´1. Ce sont donc également des points fixes
de g. Nous en déduisons que g a pour points fixes les points a, ´a, hpaq et ´hpaq. Puisque
g n’est pas e, ces quatre points ne peuvent pas être distincts. Comme hpaq ne peut pas être
´hpaq, nous avons forcément hpaq “ ˘a.
Donc l’orbite de a ne contiendrait que 2 éléments. Pas possible.
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(iii) Si |H| “ 30 À part |H| “ 60, le dernier cas à traiter est |H| “ 30. Nous rappelons obli-
geamment que
(1) |Gp2q| “ 15
(2) |Gp3q| “ 20
(3) |Gp5q| “ 24.

Si H possède 30 éléments, le théorème de Sylow dit que H contient au moins un 3-Sylow et
un 5-Sylow, et donc tous. Puisque pour 3 et 5, les Sylow de H et de G sont les mêmes et bien
identifiés, nous allons nous baser dessus. Le sous-groupe H contient tous les 3 et 5-Sylow,
donc le comptage des éléments est :

10 ˆ | Fixpx2q| ` 6 ˆ | Fixpx3q| ´ 15 “ 45. (18.704)

Nous aurions aussi pu ajouter `4 ´ 1 pour compter au moins un 2-Sylow.
Donc dès que H compte 30 éléments, il en compte au moins 45. Autrement dit le cas |H| “ 30
est impossible.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 18.218
La démonstration des groupes finis de SOp3q est longue. Je me demande si il n’y a pas moyen de
faire plus court. Par exemple [472] utilise le théorème de Cauchy 3.27 que je n’utilise pas. D’autre
part, toutes les références me semblent utiliser plus ou moins implicitement le fait que si le sous-
groupe normal H contient un élément de Gpniq, alors il les contiennent tous. J’avoue ne pas trop
comprendre pourquoi.

18.12 Systèmes de coordonnées
La trigonométrie nous offre de nouveaux systèmes de coordonnées qui peuvent se révéler pra-

tiques dans certains cas : les coordonnées polaires sur R2, ainsi que les coordonnées cylindriques
et sphériques sur R3.

18.12.1 Coordonnées polaires

18.12.1.1 Ce que ça signifie intuitivement

On a vu qu’un point M dans R2 peut être représenté par ses abscisses x et ses ordonnées y.
Nous pouvons également déterminer le même point M en donnant un angle et une distance comme
illustré sur la figure 18.10.

px, yq

θ

r

1

1

2

Figure 18.10 – Un point en coordonnées polaires est donné par sa distance à l’origine et par
l’angle qu’il fait avec l’horizontale.

Le même point M peut être décrit indifféremment avec les coordonnées px, yq ou bien avec
pr, θq.
Remarque 18.219.
L’angle θ d’un point n’étant à priori défini qu’à un multiple de 2π près, nous convenons de toujours
choisir un angle 0 ď θ ă 2π. Par ailleurs l’angle θ n’est pas défini si px, yq “ p0, 0q.

La coordonnée r est toujours positive.
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Nous avons dans l’idée de définir r et θ par les formules
"
x “ r cospθq (18.705a)
y “ r sinpθq. (18.705b)

18.12.1.2 Coordonnées polaires : le théorème

Théorème 18.220 (Coordonnées polaires[1]).
Soit l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.706)

(1) L’application T est surjective.
(2) L’application

T : s0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2ztp0, 0qu (18.707)
est bijective.

(3) En considérant la demi-droite D “ tpx, 0quxě0, l’application

T : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD (18.708)

est un C8-difféomorphisme 77.

Démonstration. Une bonne partie de ce théorème est une conséquence de 18.54. La vraie nouveauté
de ce théorème sera la régularité. Nous démontrons point par point.

(1) Pour (1). Soit a “ px, yq P R2. Nous avons a{}a} P S1. Par la proposition 18.54, il existe
θ P r0, 2πs tel que

a

}a} “ `
cospθq, sinpθq˘. (18.709)

Alors a “ }a}` cospθq, sinpθq˘ “ T p}a}, θq. Voilà. L’application T est surjective.
(2) Pour (2). En ce qui concerne la surjectivité,

T
`
0, r0, 2πr˘ “ tp0, 0qu. (18.710)

Donc le point (1) donne le surjectif lorsque nous enlevons d’un côté les points avec r “ 0 et
de l’autre le point p0, 0q.
Pour l’injectivité, nous supposons T pr1, θ1q “ T pr2, θ2q. Puisque }T pt, θq} “ r, nous avons
tout de suite r1 “ r2. Nous restons donc avec l’égalité

ˆ
cospθ1q
sinpθ1q

˙
“
ˆ

cospθ2q
sinpθ2q

˙
. (18.711)

La proposition 18.54 dit alors que θ1 “ θ2.
(3) Pour (3). L’application T est injective en tant que restriction d’une application injective.

Pour le surjectif, soit a P R2zD. Comme a R D, nous avons }a} ‰ 0 et il est légitime de dire,
comme plus haut, qu’il existe θ P r0, 2πr tel que

a

}a} “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
. (18.712)

Ce θ n’est pas zéro parce que θ “ 0 donne le point p1, 0q qui est sur D.
En ce qui concerne l’inverse, nous n’allons pas nous lancer dans une étude subtile de la
fonction (18.141) ; nous avons déjà démontré la continuité dans le lemme 18.60, et monter
dans les dérivées nous semble un peu compliqué. Au lieu de cela, nous allons procéder en
deux étapes :

77. L’application est de classe C8 et son inverse est également de classe C8. Le plus souvent, vous voulez seulement
utiliser ce théorème dans le but de faire un changement de variables dans une intégrale ; vous n’avez donc besoin que
d’un C1-difféomorphisme.
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— Prouver que T est de classe Cp pour tout p en invoquant seulement des théorèmes à
proposition de différentielle,

— En déduire que T´1 est également Cp pour tout p en invoquant le théorème d’inversion
locale 17.50.

Les applications pr, θq ÞÑ r, pr, θq ÞÑ sinpθq et pr, θq ÞÑ cospθq sont de classe C8 grâce
au lemme 12.258. Le lemme 12.279 sur la différentiabilité du produit montre alors que les
fonctions T1 et T2 données par

T1pr, θq “ r cospθq (18.713a)
T2pr, θq “ r sinpθq (18.713b)

sont différentiables 78. Mieux, la proposition 12.282 montre que ces fonctions T1 et T2 sont de
classe Cp pour tout p, c’est-à-dire qu’elles sont de classe C8. Cela montre que les coordonnées
polaires sont de classe C8, et il faut encore parler de l’inverse.
En ce qui concerne la différentielle,

dTpr,θqpu, vq “
ˆ
u cospθq ´ rv sinpθq
u sinpθq ` rv cospθq

˙
. (18.714)

Donc la matrice de la différentielle est

dTpr,θq “
ˆ

cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq,

˙
(18.715)

dont le déterminant est r (lemme 18.4 utilisé). Donc la différentielle en pr, θq est une ap-
plication linéaire inversible parce que r ‰ 0 aux points que nous considérons. L’application
dTpr,θq est bicontinue parce que nous sommes en dimension finie. Tout cela pour dire que le
théorème d’inversion local 17.50 s’applique, et T´1 est Cp dès que T est Cp.
Puisque T est de classe Cp pour tout p, l’inverse T´1 est également Cp pour tout p, c’est-à-
dire que T´1 est de classe C8.

Définition 18.221.
Ce que nous appelons les coordonnées polaires est l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.716)

du théorème 18.220(3). Selon les circonstances, nous considérons l’une ou l’autre des restrictions
pour avoir une bijection ou un difféomorphisme.

Exemple 18.222.
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ` y2

x´ y
. (18.717)

Nous introduisons la fonction

f : R2ztx “ yu Ñ R

px, yq ÞÑ x2 ` y2

x´ y
.

(18.718)

78. Si vous voulez seulement avoir un C1-difféomorphisme, calculez explicitement la différentielle et montrez que
c’est continu. Vous n’avez pas à utiliser la proposition 12.282 ni rien des produits tensoriels.
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Une idée souvent fructueuse pour traiter ce genre de limite est de passer aux coordonnées polaires.
Attention, si on veut faire les choses très explicitement, c’est un peu lourd en notations. Il s’agit
de poser

f :
`s0,8r ˆ r0, 2πr˘z␣Rˆ tπ4 u YRˆ t5π

4 uu Ñ R

pr, θq ÞÑ r2

r
`

cospθq ´ sinpθq˘ .
(18.719)

Bon. À strictement parler, nous aurions pu dire que g est définie pour r “ 0, mais vu que nous
voulons seulement calculer la limite pour r Ñ 0, on n’a pas besoin de la valeur en zéro. De plus
les coordonnées polaires ne sont pas bijectives en l’origine. Donc bon . . .on s’en passe.

Quel est le lien entre f et g ? Du point de vue du calcul, le lien est qu’on a remplacé x par
r cospθq et y par r sinpθq. Le vrai lien est l’égalité

g “ f ˝ T (18.720)

où T est l’application de coordonnées polaires dont les principales propriétés sont données dans le
théorème 18.220(2).

Soit un voisinage B
`p0, 0q, R˘ de p0, 0q dans R2. Le but est de montrer que les valeurs fpBq

se regroupent autour d’une valeur ℓ lorsque R Ñ 0. Soyons plus précis et nommons ℓ le candidat
limite. Soit ϵ ą 0 ; nous devons trouver R ą 0 tel que f

´
B
`p0, 0q, R˘

¯
Ă Bpℓ, ϵq.

Pour R ą 0, nous avons

B
`p0, 0q, R˘ “ T

`r0, Rr ˆ r0, 2πr˘, (18.721)

donc
fpBq “ g

`r0, Rr ˆ r0, 2πr˘. (18.722)
Soit r ă R. Nous avons

lim
θÑπ{4

gpr, θq “ 8. (18.723)

Donc fpBq contient des valeurs arbitrairement grandes, quelle que soit la valeur de R. Il n’y a
donc pas de limite possible.

Si vous voulez un argument un peu plus imagé, en voici un 79 basé sur une combinaison entre
la méthode des coordonnées polaires et la méthode des chemins.

Certes pour chaque θ nous avons limrÑ0 gpr, θq “ 0, mais il ne faut pas en déduire trop vite
que la limite limpx,yqÑp0,0q gpx, yq vaut zéro parce que prendre la limite r Ñ 0 avec θ fixé revient à
prendre la limite le long de la droite d’angle θ.

Il n’est pas possible de majorer gpr, θq par une fonction ne dépendant pas de θ parce que cette
fonction tend vers l’infini lorsque θ Ñ π{4. Est-ce que cela veut dire que la limite n’existe pas ?
Cela veut en tout cas dire que la méthode des coordonnées polaires ne parvient pas à résoudre
l’exercice. Pour conclure, il faudra encore un peu travailler.

Nous pouvons essayer de calculer le long d’un chemin plus général prptq, θptqq. Choisissons
rptq “ t puis cherchons θptq de telle sorte à avoir

cos θptq ´ sin θptq “ t2. (18.724)

Le mieux serait de résoudre cette équation pour trouver θptq. Mais en réalité il n’est pas nécessaire
de résoudre : montrer qu’il existe une solution suffit. Nous pouvons supposer que t2 ă 1. Pour
θ “ π{4 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 0 et pour θ “ 0 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 1. Le théorème
des valeurs intermédiaires nous enseigne alors qu’il existe une valeur de θ qui résout l’équation
(18.724).

Pour être rigoureux, nous devons aussi montrer que la fonction θptq est continue. Pour cela
il faudrait utiliser le théorème de la fonction implicite 17.52. Nous verrons dans l’exemple 18.237
comment s’en sortir sans théorème de la fonction implicite, au prix de plus de calculs. △

79. Qui satisfera tous vos professeurs, pourvu que vous ayez compris que ce qui se cache est une histoire de valeurs
de f prises sur un voisinage de p0, 0q.



18.12. SYSTÈMES DE COORDONNÉES 1535

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (18.725)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx

Bry Bθy
˙

“ det
ˆ

cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (18.726)

La fonction qui donne les coordonnées polaires est

φ : R` ˆ s0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.727)

Son Jacobien vaut

Jφpr, θq “ det
˜Bxpr,θq

Br
Bxpr,θq

BθBypr,θq
Br

Bypr,θq
Bθ

¸
“

∣∣∣∣∣cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

∣∣∣∣∣ “ r. (18.728)

Proposition 18.223.
Soit la fonction

T : s0,`8r ˆR Ñ R2ztp0, 0qu
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘. (18.729)

(1) Elle est surjective.
(2) Pour tout a P R, l’application T est bijective sur la bande s0,`8r ˆ ra´ π, a` πr.
(3) Si a “ 0, la fonction inverse est donnée par

T´1px, yq “ `a
x2 ` y2, arctanpy{xq˘. (18.730)

Soit P “ px, yq un élément dans R2, on dit que r “ a
x2 ` y2 est le rayon de P et que

θ “ arctanpy{xq est son argument principal. L’origine ne peut pas être décrite en coordonnées
polaires parce que si son rayon est manifestement zéro, on ne peut pas lui associer une valeur
univoque de l’angle θ.

Exemple 18.224.
L’équation du cercle de rayon a et centre p0, 0q en coordonnées polaires est r “ a. △

Exemple 18.225.
Une équation possible pour la demi-droite x “ y, x ą 0, est θ “ π{4. △

18.12.1.3 Transformation inverse : théorie

Voyons la question inverse : comment retrouver r et θ si on connait x et y ? Tout d’abord,

r “
a
x2 ` y2 (18.731)

parce que la coordonnée r est la distance entre l’origine et px, yq. Comment trouver l’angle ? Nous
supposons px, yq ‰ p0, 0q. Si x “ 0, alors le point est sur l’axe vertical et nous avons

θ “
#
π{2 si y ą 0
3π{2 si y ă 0

(18.732)
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Notez que si y ă 0, conformément à notre convention θ ě 0, nous avons noté 3π
2 et non ´π

2 .
Supposons maintenant le cas général avec x ‰ 0. Les équations (18.705) montrent que

tanpθq “ y

x
. (18.733)

Nous avons donc
θ “ tan´1

´y
x

¯
. (18.734)

La fonction inverse de la fonction tangente est celle définie plus haut.

18.12.1.4 Transformation inverse : pratique

Le code suivant utilise Sage.

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 def PointToPolaire (x,y):
7 x=SR(x)
8 y=SR(y)
9 r = sqrt(x**2+y**2)

10 if x == 0:
11 if y > 0:
12 alpha = pi/2
13 if y < 0:
14 alpha = 3*pi/2
15 if y == 0 :
16 raise ValueError ," Pas d ’ angle pour le point (0 ,0) !! "
17 else :
18 alpha = atan(y/x)
19 if (x < 0) and (y == 0) :
20 alpha = pi
21 if (x < 0) and (y > 0) :
22 alpha = alpha + pi
23 if (x < 0) and (y < 0 ) :
24 alpha = alpha + pi
25 alpha=alpha. simplify_trig ()
26 r e t u r n (r,alpha)
27

28 print PointToPolaire (1 ,1)
29 print PointToPolaire (-2,1)
30 print PointToPolaire (6* sqrt (3) /2 ,3)

tex/frido/calculAngle.py

Son exécution retourne :

(sqrt(2), 1/4*pi)
(sqrt(5), pi - arctan(1/2))
(6, 1/6*pi)

Notez que ce sont des valeurs exactes. Ce ne sont pas des approximations, Sage travaille de façon
symbolique.

http://www.sagemath.org
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18.12.1.5 Coordonnées polaires : dérivées partielles

Le changement de coordonnées pour les coordonnées polaires est la fonction

f

ˆ
r
θ

˙
“
ˆ
x
y

˙
“
ˆ
r cos θ
r sin θ

˙
. (18.735)

Considérons une fonction g sur R2, et définissons la fonction g̃ par

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq. (18.736)

La formule (12.767) permet de trouver les dérivées partielles de g par rapport à r et θ en termes
de celles par rapport à x et y de g.

Pour faire le lien avec les notations du point précédent, nous avons
f1pr, θq “ r cospθq
f2pr, θq “ r sinpθq
px1, x2q Ñ pr, θq
py1, y2q Ñ px, yq.

(18.737)

Nous avons donc
Bg̃
Br pr, θq “

2ÿ

i“1

Bg
Bxi

`
fpr, θq˘Bfi

Br pr, θq

“ Bg
Bxpr cos θ, r sin θqB`r cos θ

˘

Br pr, θq

` Bg
By pr cos θ, r sin θqB`r sin θ

˘

Br pr, θq

“ cos θ Bg
Bxpr cos θ, r sin θq ` sin θBg

By pr cos θ, r sin θq.

(18.738)

Prenons par exemple gpx, yq “ 1
x2`y2 . Étant donné que

Bg
Bx “ ´2x

px2 ` y2q2 , (18.739)

nous avons Bg
Bxpr cos θ, r sin θq “ ´2 cos θ

r3 . (18.740)

En utilisant la formule,
Bg̃
Br pr, θq “ cospθq

ˆ´2 cos θ
r3

˙
` sinpθq

ˆ´2 sin θ
r3

˙
“ ´ 2

r3 . (18.741)

Nous pouvons vérifier directement que cela est correct. En effet

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq “ 1
r2 , (18.742)

dont la dérivée par rapport à r vaut ´2{r3.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à θ, nous avons

Bg̃
Bθ “ Bg

Bxpr cos θ, r sin θqB`r cospθq˘
Bθ ` Bg

By pr cos θ, r sin θqB`r sinpθq˘
Bθ

“
ˆ´2 cos θ

r3

˙
p´r sin θq `

ˆ´2 sin θ
r3

˙
pr cos θq

“ 0.

(18.743)

En résumé et avec quelques abus de notation :
Bg̃
Br “ cospθq Bg

Bx ` sinpθqBg
By

Bg̃
Bθ “ ´r sinpθq Bg

Bx ` r cospθqBg
By

(18.744)
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18.12.2 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont un perfectionnement des coordonnées polaires. Il s’agit
simplement de donner le point px, y, zq en faisant la conversion px, yq ÞÑ pr, θq et en gardant le z.
Les formules de passage sont

$
’&
’%

x “ r cospθq (18.745a)
y “ r sinpθq (18.745b)
z “ z. (18.745c)

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pr, θ, zq ÞÑ pr cos θ, r sin θ, zq, (18.746)

Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra ´ π, a `
πrˆR, a dans R. Il n’y a presque rien de nouveau par rapport aux coordonnées polaires. Les
coordonnées cylindriques sont intéressantes si on décrit un objet invariant par rapport aux rotations
autour de l’axe des z.

Exemple 18.226.
Il faut savoir ce que décrivent les équations les plus simples en coordonnées cylindriques,

— r ď a, pour a constant dans s0,`8r, est le cylindre de hauteur infinie qui a pour axe l’axe
des z et pour base le disque de rayon a centré à l’origine,

— r “ a est la surface du cylindre,

— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,

— z “ c est un plan parallèle au plan x-y.

△

Exemple 18.227.
Un demi-cône qui a son sommet en l’origine et pour axe l’axe des z est décrit par z “ dr. Si d est
positif il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure. △

Exemple 18.228.
De même, la sphère de rayon a et centrée à l’origine est l’assemblage des calottes z “ ?

a2 ´ r2 et
z “ ´?

a2 ´ r2. △

En ce qui concerne les coordonnées cylindriques, le Jacobien est donné par

Jpr, θ, zq “
∣∣∣∣∣∣∣

Bx
Br

Bx
Bθ

Bx
BzBy

Br
By
Bθ

By
BzBz

Br
Bz
Bθ

Bz
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ ´r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ r. (18.747)

Nous avons donc dx dy dz “ r dr dθ dz.

$
’&
’%

x “ r cos θ (18.748a)
y “ r sin θ (18.748b)
z “ z (18.748c)

avec r P s0,8r, θ P r0, 2πr et z P R. Le jacobien vaut r.
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18.12.3 Coordonnées sphériques

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pρ, θ, ϕq ÞÑ pρ cos θ sinϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cosϕq, (18.749)

Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra ´ π, a `
πrˆrb´ π{2, b` π{2r, a et b dans R. Si a “ 0 et b “ ´π{2 la fonction inverse T´1 est donnée par

T´1 : R3ztp0, 0, 0qu Ñ s0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr
px, y, zq ÞÑ

ˆa
x2 ` y2 ` z2, arctan y

x , arccos
ˆ

z?
x2`y2`z2

˙˙
.

(18.750)

Soit P un point dans R3. L’angle ϕ est l’angle entre le demi-axe positif des z et le vecteur ÝÝÑ
OP , ρ

est la norme de ÝÝÑ
OP et θ est l’argument en coordonnées polaires de la projection de ÝÝÑ

OP sur le plan
x-y.

Remarque 18.229.
Dans la littérature, les angles θ et ϕ sont parfois inversés (voire, changent de nom, par exemple
φ au lieu de ϕ). Il faut donc être très prudent lorsqu’on veut utiliser dans un cours des formules
données dans un autre cours.

Exemple 18.230.
Il faut connaitre le sens des équations plus simples,

— ρ ď a, pour a constant dans s0,`8r, est la boule fermée de rayon a centrée à l’origine,
— ρ “ a est la sphère de rayon a centrée à l’origine,
— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,
— ϕ “ c est un demi-cône qui a son sommet à l’origine et pour axe l’axe des z. Si c est positif

il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure.
△

Les coordonnées sphériques sont ce qu’on appelle les « méridiens » et « longitudes » en
géographie. Les formules de transformation sont

$
’&
’%

x “ ρ sinpθq cospφq (18.751a)
y “ ρ sinpθq sinpφq (18.751b)
z “ ρ cospθq (18.751c)

avec 0 ď θ ď π et 0 ď φ ă 2π.

Remarque 18.231.
Attention : d’un livre à l’autre les conventions sur les noms des angles changent. N’essayez donc
pas d’étudier par cœur des formules concernant les coordonnées sphériques trouvées autre part.
Par exemple sur le premier dessin de wikipédia, l’angle φ est noté θ et l’angle θ est noté Φ. Mais
vous noterez que sur cette même page, les conventions de noms de ces angles changent plusieurs
fois.

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinφ r P s0,8r
y “ r sin θ sinφ avec θ P s0, 2πr
z “ r cosφ ϕ P s0, πr.

(18.752)

Le jacobien associé est Jgpr, θ, φq “ ´r2 sinφ. Rappelons que ce qui rentre dans l’intégrale est la
valeur absolue du jacobien.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Coordonn�es_sph�riques
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$
’&
’%

x “ ρ cos θ sinϕ (18.753a)
y “ ρ sin θ sinϕ (18.753b)
z “ ρ cosϕ (18.753c)

avec ρ P s0,8r, θ P r0, 2πr et ϕ P r0, πr. Le jacobien vaut ´ρ2 sinpϕq.
N’oubliez pas que lorsqu’on effectue un changement de variables dans une intégrale, la valeur

absolue du jacobien apparaît.
Cependant notre convention de coordonnées sphériques fait venir sinpϕq avec ϕ P r0, πr ; vu que

le signe de sinpϕq y est toujours positif, cette histoire de valeur absolue est sans grandes conséquent.
Ce n’est pas le cas de toutes les conventions possibles.

18.12.3.1 Coordonnées sphériques : inverse

Trouvons le changement inverse, c’est-à-dire trouvons ρ, θ et φ en termes de x, y et z. D’abord
nous avons

ρ “
a
x2 ` y2 ` z2. (18.754)

Ensuite nous savons que
cospθq “ z

ρ
(18.755)

détermine de façon unique 80 un angle θ P r0, πs. Dès que ρ et θ sont connus, nous pouvons poser
r “ ρ sin θ et alors nous nous trouvons avec les équations

"
x “ r cospφq (18.756a)
y “ r sinpφq, (18.756b)

qui sont similaires à celles déjà étudiées dans le cas des coordonnées polaires.

18.13 Calcul de limites
Beaucoup de techniques de calcul de limites fonctionnent bien avec les fonctions trigonomé-

triques, entre autres grâce à l’utilisation des coordonnées polaires de la proposition 18.223. De
plus, le théorème de la fonction implicite Nous en voyons quelques exemples à présent.

Exemple 18.232 (Limite et prolongement par continuité).
La fonction

fpxq “ cospxq ´ 1
x

(18.757)

n’est pas définie en x “ 0.
Nous avons vu dans l’équation (18.6) que cosp0q “ 1, donc la limite

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

(18.758)

est la limite définissant la dérivée de cosinus en 0 (ici, le x joue le rôle de ϵ). Le lemme 18.3 nous
donne la dérivée du cosinus comme étant le sinus. Nous avons donc :

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

“ sinp0q “ 0, (18.759)

et nous définissons le prolongement par continuité :

f̃pxq “
#

cospxq´1
x si x ‰ 0

0 sinon.
(18.760)

Encore une fois, le graphe de la fonction f̃ ne présente aucune particularité autour de x “ 0.
80. Le problème ρ “ 0 ne se pose pas ; pourquoi ?
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´6 π ´4 π ´2 π 2 π 4 π 6 π

´1
2

1
2

△

Exemple 18.233 (Un calcul heuristique de limite).
Soit à calculer la limite suivante :

lim
xÑ0

e´2 cospxq`2 sinpxq?
e2 cospxq`2 ´ 1

. (18.761)

La stratégie que nous allons suivre pour calculer cette limite est de développer certaines parties
de l’expression en série de Taylor, afin de simplifier l’expression. La première chose à faire est de
remplacer eypxq par 1 ` ypxq lorsque ypxq Ñ 0. La limite devient

lim
xÑ0

` ´ 2 cospxq ` 3
˘

sinpxqa´2 cospxq ` 2
. (18.762)

Nous allons maintenant remplacer cospxq par 1 au numérateur et par 1 ´ x2{2 au dénominateur.
Pourquoi ? Parce que le cosinus du dénominateur est dans une racine, donc nous nous attendons à
ce que le terme de degré deux du cosinus donne un degré un en dehors de la racine, alors que du
degré un est exactement ce que nous avons au numérateur : le développement du sinus commence
par x.

Nous calculons donc

lim
xÑ0

sinpxqc
´2

´
1 ´ x2

2

¯
` 2

“ lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.763)

Tout ceci n’est évidemment pas très rigoureux, mais en principe vous avez tous les éléments en
main pour justifier les étapes. △

18.13.1 Méthode des coordonnées polaires

La proposition suivante exprime la définition de la limite en d’autres termes, et va être pratique
dans le calcul de certaines limites.

Proposition 18.234.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn, a un point d’accumulation de D et ℓ P Rn. Nous définissons

Er “ tfpxq tel que x P Bpa, rq XDu, (18.764)

et
sr “ supt}v ´ ℓ} tel que v P Eru. (18.765)

Alors nous avons limxÑa fpxq “ ℓ si et seulement si limrÑ0 sr “ 0.

Dans cette proposition, Er représente l’ensemble des valeurs atteintes par f dans un rayon r
autour de a. Le nombre sr sélectionne, parmi toutes ces valeurs, celle qui est la plus éloignée de ℓ
et donne la distance. En d’autres termes, sr est la distance maximale entre fpxq et ℓ lorsque x est
à une distance au maximum r de a.

Lorsque nous avons affaire à une fonction f : R2 Ñ R, cette proposition nous permet de calculer
facilement les limites en passant aux coordonnées polaires.
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Exemple 18.235.
Reprenons la fonction de l’exemple 12.218 :

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 . (18.766)

Son domaine est R2ztp0, 0qu. Nous voulons calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. Écrivons la définition de
Er :

Er “ tfpx, yq tel que px, yq P B`p0, 0q, r˘u. (18.767)

Les points de la boule sont, en coordonnées polaires, les points de la forme pρ, θq avec ρ ă r. La
chose intéressante est que fpρ, θq est relativement simple (plus simple que la fonction départ). En
effet en remplaçant tous les x par ρ cospθq et tous les y par ρ sinpθq, et en utilisant le fait que
cos2pθq ` sin2pθq “ 1, nous trouvons

fpρ, θq “ ρ2 cospθq sinpθq
ρ2 “ cospθq sinpθq. (18.768)

Cela signifie que
Er “ tcospθq sinpθq tel que θ P r0, 2πru. (18.769)

Prenons ℓ quelconque. Le nombre sr est le supremum des

}ℓ´ cospθq sinpθq} (18.770)

lorsque θ parcours r0, 2πs. Nous ne sommes pas obligés calculer la valeur exacte de sr. Ce qui
compte ici est que sr ne vaut certainement pas zéro, et ne dépend pas de r. Donc il est impossible
d’avoir limrÑ0 sr “ 0, et la fonction donnée n’a pas de limite en p0, 0q. △

Nous pouvons retenir cette règle pour calculer les limites lorsque px, yq Ñ p0, 0q de fonctions
f : R2 Ñ R :

(1) passer en coordonnées polaires, c’est-à-dire remplacer x par ρ cospθq et y par ρ sinpθq ;
(2) nous obtenons une fonction g de ρ et θ. Si la limite limrÑ0 gpr, θq n’existe pas ou dépend de

θ, alors la fonction n’a pas de limite. Si on peut majorer g par une fonction ne dépendant
pas de θ, et que cette fonction a une limite lorsque r Ñ 0, alors cette limite est la limite de
la fonction.

La vraie difficulté de la technique des coordonnées polaires est de trouver le supremum de Er,
ou tout au moins de montrer qu’il est borné par une fonction qui a une limite qui ne dépend pas de
θ. Une des situations classiques dans laquelle c’est facile est lorsque la fonction se présente comme
une fonction de r multiplié par une fonction de θ.

Exemple 18.236.
Soit à calculer la limite

lim
px,yqÑp0,0q

xy

ˆ
x2 ´ y2

x2 ` y2

˙
. (18.771)

Le passage aux coordonnées polaires donne

fpr, θq “ r2 sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq. (18.772)

Déterminer le supremum de cela est relativement difficile. Mais nous savons que de toutes façons,
la quantité sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq est bornée par 1. Donc

}fpr, θq} ď r2. (18.773)

Maintenant la règle de l’étau montre que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq est zéro.
La situation vraiment gênante serait celle avec une fonction de θ qui risque de s’annuler dans

un dénominateur. △
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L’exemple 18.222 donnera un cas où la méthode fonctionne plus difficilement. Entre autres
parce qu’il utilisera en même temps la méthode des chemins et celle des coordonnées polaires.

Exemple 18.237.
Considérons fonction

fpx, yq “ x2 ` y2

x´ y
. (18.774)

Une mauvaise idée pour prouver que la limite n’existe pas pour px, yq Ñ p0, 0q est de considérer
le chemin pt, tq. En effet, la fonction n’existe pas sur ce chemin. Or la méthode des chemins parle
uniquement de chemins contenus dans le domaine de la fonction.

Nous prouvons que la limite n’existe pas en trouvant des chemins le long desquels les limites
sont différentes. Si nous essayons le chemin pt, ktq avec k constant, nous trouvons

fpt, ktq “ tp1 ` k2q
1 ´ k

. (18.775)

La limite t Ñ 0 est hélas toujours 0. Nous ne pouvons donc pas conclure.
Nous allons maintenant utiliser la même technique que celle utilisée en coordonnées polaires.

Vous noterez que dans ce cas, travailler en cartésiennes donne lieu à des calculs plus longs. L’astuce
consiste à prendre k non constant et à chercher par exemple kptq de façon à avoir

1 ` kptq2

1 ´ kptq “ 1
t
. (18.776)

Avec une telle fonction k, la fonction t ÞÑ fpt, tkptqq serait la constante 1. L’équation à résoudre
pour k est

tk2 ` k ` pt´ 1q “ 0, (18.777)

et les solutions sont
kptq “ ´1 ˘ a

1 ´ 4tpt´ 1q
2t . (18.778)

Nous proposons donc les chemins
ˆ
x
y

˙
“
˜

t
´1˘

?
1´4tpt´1q
2

¸
(18.779)

Nous devons vérifier deux points. D’abord que ce chemin est bien défini, et ensuite que tkptq tend
bien vers zéro lorsque t Ñ 0 (sinon pt, kptqtq) n’est pas un chemin passant par p0, 0q. Lorsque t est
petit, ce qui se trouve sous la racine est proche de 1 et ne pose pas de problèmes. Ensuite,

lim
tÑ0

tkptq “ ´1 ˘ 1
2 . (18.780)

En choisissant le signe `, nous trouvons un chemin qui nous convient.
Ce que nous avons prouvé est que

f

˜
t,

´1 ` a
1 ´ 4tpt´ 1q

2

¸
“ 1 (18.781)

pour tout t. Le long de ce chemin, la limite de f est donc 1. Cette limite est différente des limites
obtenues le long de chemins avec k constant. La limite limpx,yqÑp0,0q fpx, yq n’existe donc pas. △

Exemple 18.238.
Considérons la fonction (figure 18.11)

fpx, yq “
#a

x2 ` y2 sin 1
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q, (18.782)
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et cherchons la limite px, yq Ñ p0, 0q. Le passage en coordonnées polaires 81 donne

fpρ, θq “ ρ sin 1
ρ
. (18.783)

Pour calculer la limite de cela lorsque ρ Ñ 0, nous remarquons que

0 ď |ρ sin 1
ρ

| ď ρ (18.784)

parce que sinp 1
ρq ď 1 quel que soit ρ. Or évidemment limρÑ0 ρ “ 0, donc la limite de la fonction

(18.783) est zéro et ne dépend pas de θ. Nous en concluons que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. △

´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4

´1

1

Figure 18.11 – La fonction de l’exemple 18.238.

18.13.2 Méthode du développement asymptotique

Nous savons que nous pouvons développer certaines fonctions en série grâce au développement
de Taylor (théorème 12.447). Lorsque nous avons une limite à calculer, nous pouvons remplacer
certaines parties de la fonction à traiter par la formule (12.1284b). Cela est très utile pour comparer
des fonctions trigonométrique à des polynômes.

Lemme 18.239.
Nous avons la limite

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.785)

Démonstration. Une manière de prouver cela est d’écrire

sinpxq “ x` hpxq (18.786)

avec h P opxq, c’est-à-dire limxÑ0 hpxq{x “ 0. Alors nous avons

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ lim
xÑ0

x` hpxq
x

“ lim
xÑ0

x

x
` lim
xÑ0

hpxq
x

“ 1. (18.787)

L’utilisation de la proposition 12.483 permet d’utiliser cette technique dans le cadre de limites
à plusieurs variables. Reprenons le lemme 18.239 un tout petit peu modifié :

Lemme 18.240.
Pour tout x ą 0 nous avons sinpxq ă x.

Démonstration. Nous posons fpxq “ x´ sinpxq. Cette fonction vérifie fp0q “ 0 et

f 1pxq “ 1 ´ cospxq. (18.788)

Vu que | cospxq| ď 1, nous avons toujours f 1pxq ě 0 et même f 1pxq ą 0 pour x P s0, δs. Donc f est
au moins strictement croissante sur s0, δs et ensuite strictement croissante presque partout.

81. Proposition 18.223.
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Exemple 18.241.
Soit à calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq où

fpx, yq “ sinpxyq
xy

. (18.789)

La première chose à faire est de voir f comme la composée de fonctions f “ f1 ˝ f2 avec
f1 : R Ñ R

t ÞÑ sinptq
t

(18.790)

et
f2 : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ xy.
(18.791)

Étant donné que limpx,yqÑp0,0q f2px, yq “ 0, nous avons limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ limtÑ0 f1ptq “ 1. △

Exemple 18.242.
Les dérivées partielles de la fonction fpx, yq “ xy3 ` sin y au point p0, πq sont

Bxfp0, πq “ Bf
Bx p0, πq “ lim

tÑ0
t‰0

ptπ3 ` sin πq ´ psin πq
t

“ π3,

Byfp0, πq “ Bf
By p0, πq “ lim

tÑ0
t‰0

0pπ ` tq3 ` sinpt` πq ´ 0 ·π3

t
“ cosπ “ ´1,

△

18.14 Quelques intégrales avec de la trigonométrie
Le théorème 14.265 manque un peu d’exemples. Nous allons en voir quelques-uns maintenant.

18.14.1 Changement de variables

Le domaine E “ tpx, yq P R2 tel que x2 `y2 ă 1u s’écrit plus facilement E “ tpr, θq tel que r ă
1u en coordonnées polaires. Le passage aux coordonnées polaires permet de transformer une in-
tégration sur un domaine rond à une intégration sur le domaine rectangulaire s0, 2πr ˆ s0, 1r. La
question est évidemment de savoir si nous pouvons écrire

ż

E
f “

ż 2π

0

ż 1

0
fpr cos θ, r sin θqdrdθ. (18.792)

Hélas, non ; la vie n’est pas aussi simple.
Comme dans les intégrales simples, il y a souvent moyen de trouver un changement de variables

qui simplifie les expressions. Le domaine E “ tpx, yq P R2 tel que x2 ` y2 ă 1u par exemple s’écrit
plus facilement E “ tpr, θq tel que r ă 1u en coordonnées polaires. Le passage aux coordonnées
polaires permet de transformer une intégration sur un domaine rond à une intégration sur le
domaine rectangulaire s0, 2πr ˆ s0, 1r. La question est évidemment de savoir si nous pouvons écrire

ż

E
f “

ż 2π

0

ż 1

0
fpr cos θ, r sin θqdrdθ. (18.793)

Hélas ce n’est pas le cas. Il faut tenir compte du fait que le changement de base dilate ou contracte
certaines surfaces.

Soit φ : D1 Ă R2 Ñ D2 Ă R2 une fonction bijective de classe C1 dont l’inverse est également
de classe C1. On désigne par x et y ses composantes, c’est-à-dire que

φpu, vq “
ˆ
xpu, vq
ypu, vq

˙
(18.794)

avec pu, vq P D1.
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Théorème 18.243.
Soit une fonction continue f : D2 Ñ R. Alors

ż

φpD1q
fpx, yqdxdy “

ż

D1

f
`
xpu, vq, ypu, vq˘|Jφpu, vq|dudv (18.795)

où Jφ est le Jacobien de φ c’est-à-dire

Jφpu, vq “ det
ˆ Bx

Bu
Bx
BvBy

Bu
Bu
Bv

˙
. (18.796)

Ne pas oublier de prendre la valeur absolue lorsqu’on utilise le Jacobien dans un changement
de variables.

18.14.2 Coordonnées polaires

Exemple 18.244.
Calculons la surface du disque D de rayon R. Nous devons calculer

ż

D
dxdy. (18.797)

Pour passer au polaires, nous savons que le disque est décrit par

D “ tpr, θq tel que 0 ď r ď R, 0 ď θ ď 2πu. (18.798)

Nous avons donc
ż

D
dxdy “

ż

D
r drdθ “

ż 2π

0

ż R

0
r drdθ “ 2π

ż R

0
r dr “ πR2. (18.799)

△

Exemple 18.245.
Montrons comment intégrer la fonction fpx, yq “ a

1 ´ x2 ´ y2 sur le domaine délimité par la
droite y “ x et le cercle x2 ` y2 “ y, représenté sur la figure 18.12. Pour trouver le centre et le
rayon du cercle x2 `y2 “ y, nous commençons par écrire x2 `y2 ´y “ 0, et ensuite nous reformons
le carré : y2 ´ y “ py ´ 1

2q2 ´ 1
4 .

‚
P

Figure 18.12 – Passage en polaire pour intégrer sur un morceau de cercle.

Le passage en polaire transforme les équations du bord du domaine en

cospθq “ sinpθq
r2 “ r sinpθq. (18.800)

L’angle θ parcours donc s0, π{4r, et le rayon, pour chacun de ces θ parcours s0, sinpθqr. La fonction
à intégrer se note maintenant fpr, θq “ ?

1 ´ r2. Donc l’intégrale à calculer est
ż π{4

0

˜ż sinpθq

0

a
1 ´ r2r rd

¸
. (18.801)

Remarquez la présence d’un r supplémentaire pour le jacobien.
Notez que les coordonnées du point P sont p1, 1q. △
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En pratique, lors du passage en coordonnées polaires, le « dxdy » devient « r drdθ ».

Exemple 18.246.
On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ` y2 sur la région V suivante :

V “ tpx, yq P R2 |x2 ` y2 ď 1, x ą 0, y ą 0u.
On peut faire le calcul directement,

ż

V
fpx, yq dV “

ż 1

0

ż ?
1´x2

0
x2 ` y2 dy dx “

ż 1

0

˜
x2
a

1 ´ x2 ` p1 ´ x2q3{2

3

¸
dx

mais c’est un peu ennuyeux. On peut simplifier beaucoup les calculs avec un changement de
variables vers les coordonnées polaires. Dans ce cas, on sait bien que le difféomorphisme à utiliser
est ϕpr, θq “ pr cos θ, r sin θq. Le jacobien Jϕ est

Jϕpr, θq “
ˇ̌
ˇ̌ cos θ sin θ

´r sin θ r cos θ

ˇ̌
ˇ̌ “ r, (18.802)

qui est toujours positif. D’une part, la fonction f peut s’écrire sous la forme fpϕpr, θqq “ r2 et
d’autre part, ϕ´1pV q “s0, 1sˆs0, π{2r. Par conséquent, la formule du changement de variables nous
donne ż

V
fpx, yq dV “

ż π{2

0

ż 1

0
r3dr dθ “

ż π{2

0

1
4 dθ “ π

8 .

△

Exemple 18.247.
Montrons comment intégrer la fonction fpx, yq “ a

1 ´ x2 ´ y2 sur le domaine délimité par la
droite y “ x et le cercle x2 ` y2 “ y, représenté sur la figure 18.13. Pour trouver le centre et le
rayon du cercle x2 `y2 “ y, nous commençons par écrire x2 `y2 ´y “ 0, et ensuite nous reformons
le carré : y2 ´ y “ py ´ 1

2q2 ´ 1
4 .

‚
P

Figure 18.13 – Passage en polaire pour intégrer sur un morceau de cercle.

Le passage en polaire transforme les équations du bord du domaine en

cospθq “ sinpθq
r2 “ r sinpθq. (18.803)

L’angle θ parcours donc s0, π{4r, et le rayon, pour chacun de ces θ parcours s0, sinpθqr. La fonction
à intégrer se note maintenant fpr, θq “ ?

1 ´ r2. Donc l’intégrale à calculer est

ż π{4

0

˜ż sinpθq

0

a
1 ´ r2r rd

¸
. (18.804)

Remarquez la présence d’un r supplémentaire pour le jacobien.
Notez que les coordonnées du point P sont p1, 1q. △
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18.14.3 Coordonnées cylindriques

Exemple 18.248.
On veut calculer le volume de la région A définie par l’intersection entre la boule unité et le cylindre
qui a pour base un disque de rayon 1{2 centré en p0, 1{2q

A “ tpx, y, zq P R3 |x2 ` y2 ` z1 ď 1u X tpx, y, zq P R3 |x2 ` py ´ 1{2q2 ď 1{4u.
On peut décrire A en coordonnées cylindriques

A “
!

pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR |
´ π{2 ă θ ă π, 0 ă r ď sin θ, ´

a
1 ´ r2 ď z ď

a
1 ´ r2

)
.

(18.805)

Le jacobien de ce changement de variables, Jcyl, est

Jcylpr, θq, z “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sin θ 0
´r sin θ r cos θ 0

0 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ r, (18.806)

qui est toujours positif. Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π{2

´π{2

ż sin θ

0

ż ?
1´r2

´?
1´r2

rdz dr dθ “ 2π
8 ` 8

9 .

△

Exemple 18.249 (Volume d’un solide de révolution).
Soit g : ra, bs Ñ R` une fonction continue et positive. On dit que le solide A décrit par

A “
!

px, y, zq P R3 | z P ra, bs,
a
x2 ` y2 ď g2pzq

)

est un solide de révolution. Afin de calculer son volume, on peut décrire A en coordonnées cylin-
driques,

A “ ␣pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR | a ď z ď b, 0 ă r2 ď g2pzq( .
Le jacobien de ce changement de variables est Jcyl “ r, comme dans l’exemple précédent. Le
volume de A est donc

ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż b

a

ż π

´π

ż gpzq

0
r dr dθ dz “

ż b

a
πg2pzq dz.

Cette formule peut être utilisée pour tout solide de révolution. △

18.14.3.1 Coordonnées sphériques

Le calcul est un peu plus long :

Jpρ, θ, φq “
∣∣∣∣∣∣∣

Bx
Bρ

Bx
Bθ

Bx
BφBy

Bρ
By
Bθ

By
BφBz

Bρ
Bz
Bθ

Bz
Bφ

∣∣∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosφ ρ cos θ cosφ ´ρ sin θ sinφ
sin θ sinφ ρ cos θ sinφ ´ρ sin θ cosφ

cos θ ´ρ sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ ρ2 sin θ.

(18.807)

Donc
dx dy dz “ ρ2 sinpθq dρ dθ dφ. (18.808)
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18.14.4 Coordonnées sphériques

Exemple 18.250.
On veut calculer le volume du cornet de glace A

A “
!

px, y, zq P R3 | px, yq P S2,
a
x2 ` y2 ď z ď

a
1 ´ x2 ´ y2

)
.

On peut décrire A en coordonnées sphériques.

A “ tpρ, θ, ϕq Ps0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr | 0 ă ϕ ď π{4, 0 ă ρ ď 1u.

Le jacobien de ce changement de variables Jsph est

Jsphpρ, θ, ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sinϕ sin θ sinϕ cosϕ
´ρ sin θ sinϕ ρ cos θ sinϕ 0
ρ cos θ cosϕ ρ sin θ cosϕ ´ρ sinϕ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ρ2 sinϕ, (18.809)

Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π

´π

ż π{4

0

ż 1

0
ρ2 sinϕdρ dϕ dθ “ 2π

3

ˆ
1 ´ 1?

2

˙
.

△

Exemple 18.251 (Une petite faute à ne pas faire).
Si nous voulons calculer le volume de la sphère de rayon R, nous écrivons donc

ż R

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 4πR “ 4

3πR
3. (18.810)

Ici, la valeur absolue n’est pas importante parce que lorsque ϕ P s0, π, r, le sinus de ϕ est positif.
Des petits malins pourraient remarquer que le changement de variable (18.752) est encore un

paramétrage de R3 si on intervertit le domaine des angles :

θ : 0 Ñ π

ϕ : 0 Ñ 2π,
(18.811)

alors nous paramétrons encore parfaitement bien la sphère, mais hélas
ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 0. (18.812)

Pourquoi ces « nouvelles » coordonnées sphériques sont-elles mauvaises ? Il y a que quand l’angle
ϕ parcours s0, 2πr, son sinus n’est plus toujours positif, donc la valeur absolue du jacobien n’est
plus r2 sinpϕq, mais r2 sinpϕq pour les ϕ entre 0 et π, puis ´r2 sinpϕq pour ϕ entre π et 2π. Donc
l’intégrale (18.812) n’est pas correcte. Il faut la remplacer par

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ´

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

π
r2 sinpϕqdϕ “ 4

3πR
3 (18.813)

△

18.14.5 Un autre système utile

Un changement de variables que l’on voit assez souvent est
"
u “ x` y (18.814a)
v “ x´ y. (18.814b)
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Afin de calculer son jacobien, il faut d’abord exprimer x et y en fonctions de u et v :
"
x “ pu` vq{2 (18.815a)
y “ pu´ vq{2. (18.815b)

La matrice jacobienne est ˆ Bx
Bu

Bx
BvBy

Bu
By
Bv

˙
“
ˆ1

2
1
21

2 ´1
2

˙
. (18.816)

Le déterminant vaut ´1
2 . Nous avons donc

dxdy “ 1
2dudv. (18.817)

Nous insistons sur le fait que c’est 1
2 et non ´1

2 qui intervient parce que que la formule du chan-
gement de variable demande d’introduire la valeur absolue du jacobien.

Exemple 18.252.
Calculer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ´ y2 sur le domaine représenté sur la figure 18.14.

´1 1 2 3

´2

´1

1

2

Figure 18.14 – Un domaine qui s’écrit étonnament bien avec un bon changement de coordonnées.

Les droites qui délimitent le domaine d’intégration sont

y “ ´x` 2
y “ x´ 2
y “ x

y “ ´x
(18.818)

Le domaine est donc donné par les équations
$
’’’&
’’’%

y ` x ă 2 (18.819a)
y ´ x ą ´2 (18.819b)
y ´ x ă 0 (18.819c)
y ` x ą 0. (18.819d)

En utilisant le changement de variables u “ x` y, v “ x´ y nous trouvons le domaine 0 ă u ă 2,
0 ă v ă 2. En ce qui concerne la fonction, fpx, yq “ px` yqpx´ yq et par conséquent

fpu, vq “ uv. (18.820)

L’intégrale à calculer est simplement
ż 2

0

ż 2

0
uv dudv “

ż 2

0
u du

„
v2

2

ȷ2

0
“ 2

ż 2

0
u du “ 4. (18.821)

△
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18.15 Aire d’une surface de révolution
Soit γ une courbe dans le plan xy, paramétrée par

γpuq “
¨
˝
xpuq
ypuq

0

˛
‚ (18.822)

avec u P ra, bs. Nous supposons que la courbe est toujours positive, c’est-à-dire ypuq ą 0 pour tout
u.

Nous voulons considérer la surface obtenue en effectuant une rotation de cette ligne autour de
l’axe X. Chaque point de la courbe va parcourir un cercle de rayon ypuq dans le plan Y X et centré
en pxpuq, 0, 0q. La surface est donc donnée par

φpu, θq “
¨
˝

xpuq
ypuq cos θ
ypuq sin θ

˛
‚ (18.823)

avec pu, θq P ra, bs ˆ r0, 2πs. Notez que la courbe de départ correspond à θ “ 0.
Les vecteurs tangents à la surface pour ce paramétrage sont

Tu “ Bφ
Bu “

¨
˝

x1puq
y1puq cos θ
y1puq sin θ

˛
‚ Tθ “ Bφ

Bθ “
¨
˝

0
´ypuq sin θ
ypuq cos θ

˛
‚. (18.824)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs vaut

Tu ˆ Tθ “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1 y1 cos θ y1 sin θ
0 ´y sin θ y cos θ

∣∣∣∣∣∣∣
“ y1puqypuq ex ´ x1puqypuq cos θ ey ` x1puqypuq sin θ ez.

(18.825)

En ce qui concerne la norme :

dS “ }Tu ˆ Tθ} “ apy1yq2 ` px1yq2 “ |ypuq|ay1puq2 ` x1puq2. (18.826)

Étant donné que nous avons supposé que ypuq ą 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues,
et l’aire de la surface de révolution devient :

AirepSq “
ż 2π

0
dθ

ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du

“ 2π
ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du.

(18.827)

Exemple 18.253.
Calculons la surface du cône de révolution de rayon (à la base) R et de hauteur h. La courbe de
départ est le segment droite qui part de p0, 0q et qui termine en pR, hq de la figure 18.15.

Ce segment peut être paramétré par

γpuq “
¨
˝
Ru
hu
0

˛
‚ (18.828)

avec u P r0, 1s. Cela donne xpuq “ Ru, ypuq “ hu et par conséquent

Aire “ 2π
ż 1

0
hu

a
R2 ` h2 “ πh

a
R2 ` h2. (18.829)

Ce résultat peut aussi être exprimé en fonction de l’angle, grâce à la formule (18.536). En sachant
que h “ ?

h2 `R2 sinpαq, nous trouvons

Aire “ πpR2 ` h2q sinpαq. (18.830)

△



1552 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

‚pR, hq

α

R

h

Figure 18.15 – En faisant tourner cette droite autour de l’axe X, nous obtenons un cône.

Exemple 18.254.
Calculons la surface latérale du tore obtenu par révolution du cercle de la figure 18.16.

a

‚
R

Figure 18.16 – Si nous tournons ce cercle autour de l’axe X, nous obtenons un tore de rayon
« externe » a et de rayon « interne » R.

Le chemin qui détermine le cercle de départ est

γpuq “
¨
˝

R cospuq
a`R sinpuq

0

˛
‚, (18.831)

c’est-à-dire xpuq “ R cospuq, ypuq “ a`R sinpuq avec u P r0, 2πs. Nous avons donc l’aire

Aire “ 2π
ż 2π

0

`
a`R sinpuq˘Rdu

“ 2πR
`
2πa`Rr´ cospuqs2π

0
˘

“ 4π2aR.

(18.832)

△

18.16 Table de caractères du groupe diédral
Cette section vient de [89] ; nous avons comme but d’établir la table des caractères des repré-

sentations complexes du groupe diédral Dn.

18.16.1 Représentations de dimension un

Nous nous occupons des représentations de Dn sur C. Les applications linéaires C Ñ C sont
seulement les multiplications par des nombres complexes. Nous cherchons donc ψ : Dn Ñ C˚.

Nous savons que Dn est généré 82 par s et r. Vu que s2 “ 1, nous avons

ψpsq2 “ ψps2q “ ψp1q “ 1, (18.833)
82. Voir proposition 18.168 et tout ce qui suit.
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donc ψpsq P t´1, 1u. Nous savons aussi que srsr “ 1, donc

ψpsq2ψprq2 “ 1, (18.834)

ce qui donne ψprq P t´1, 1u.
Nous avons donc quatre représentations de dimension un données par

ψprq “ 1 ψprq “ ´1
ψpsq “ 1 ρ`` ρ`´
ψpsq “ ´1 ρ´` ρ´´

Attention au fait que nous devons aussi avoir la relation ψprqn “ ψprnq “ 1. Donc ψprq doit être
une racine ne de l’unité. Nous allons donc devoir avoir un compte différent selon la parité de n.
Nous en reparlerons à la fin, au moment de faire les comptes. En ce qui concerne les caractères
correspondants,

rk srk

χ`` 1 1
χ`´ p´1qk p´1qk
χ´` 1 ´1
χ´´ p´1qk p´1qk`1

Étant donné qu’ils sont tous différents, ce sont des représentations deux à deux non équivalentes,
lemme 16.16.

18.16.2 Représentations de dimension deux

Nous cherchons maintenant les représentations ρ : Dn Ñ EndpC2q. Ici nous supposons connue la
liste des éléments de Dn donnée par le corolaire 18.169. Soit ω “ e2iπ{n et h P Z ; nous considérons
la représentation ρphq de Dn définie par

ρphqprkq “
ˆ
ωhk 0
0 ω´hk

˙
(18.835a)

ρphqpstkq “
ˆ

0 ω´hk
ωhk 0

˙
. (18.835b)

Cela donne bien ρphq sur tous les éléments de Dn par la proposition 18.168. Nous pouvons res-
treindre le domaine de h en remarquant d’abord que ρphq “ ρph`nq, et ensuite que les représentations

ρphq et ρp´hq sont équivalentes. Un opérateur d’entrelacement est donné par T “
ˆ

0 1
1 0

˙
, et il est

facile de vérifier que Tρphqpxq “ ρ´hpxqT avec x “ rk puis avec x “ srk.
Donc ρphq » ρp´hq » ρpn´hq et nous pouvons restreindre notre étude à 0 ď h ď n

2 .
Nous allons séparer les cas n “ 0, h “ n{2 et les autres. En effet si nous notons par commodité

a “ ωh, alors un vecteur px, yq est vecteur propre de ρphqpsq et de ρphqprq si et seulement si il vérifie
les systèmes d’équations

$
&
%
ax “ λx (18.836a)
1
a
y “ λy (18.836b)

et
$
&
%

1
a
y “ µx (18.837a)

ax “ µy (18.837b)

avec λ et µ des nombres non nuls. Une représentation sera réductible si et seulement si ces deux
systèmes acceptent une solution non nulle commune. Il est vite vu que si x ‰ 0 et y ‰ 0, alors
a2 “ 1, ce qui signifie h “ 0 ou h “ n{2. Sinon, il n’y a pas de solutions, et la représentation
associée est irréductible.
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(1) h “ 0. Nous avons

ρp0qprkq “
ˆ

1 0
0 1

˙
ρp0qpsrkq “

ˆ
0 1
1 0

˙
, (18.838)

donc le caractère de cette représentation est χp0qprkq “ 2 et χp0qpsrkq “ 0. Donc nous avons

χp0q “ χ`` ` χ´`. (18.839)

Il y a maintenant (au moins) quatre façons de voir que la représentation ρp0q est réductible.
Première méthode Trouver un opérateur d’entrelacement. Pour cela nous calculons les

matrices :

Sprq “ pρ`` ‘ ρ´`qprkq “
ˆ
ρ``prkq 0

0 ρ´`prkq
˙

“
ˆ

1 0
0 1

˙
(18.840a)

Spsrkq “ pρ`` ‘ ρ´`qpsrkq “
ˆ
ρ``psrkq 0

0 ρ´`psrkq
˙

“
ˆ

1 0
0 ´1

˙
(18.840b)

(18.840c)

Nous cherchons une matrice T telle que TSprkq “ ρp0qprkqT et TSpsrkq “ ρp0qpsrkqT .
Étant donné que Sprkq “ 1 “ ρp0qprkq, la première contrainte n’en est pas une. Nous

pouvons vérifier qu’avec T “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
, nous avons bien

T

ˆ
1 0
0 ´1

˙
“
ˆ

0 1
1 0

˙
. (18.841)

Donc ce T entrelace ρ``‘ρ´` avec ρp0q qui sont donc deux représentations équivalentes.
Donc ρp0q est réductible et ça ne nous intéresse pas de la lister.

Seconde méthode Invoquer le théorème 16.23(1) et dire que les représentations sont équi-
valentes parce que les caractères sont égaux.

Troisième méthode Utiliser le théorème 16.23(2) et calculer xχp0q, χp0qy :

xχp0q, χp0qy “ 1
|Dn|

ÿ

gPDn

|χp0qpgq|2 (18.842a)

“ 1
2n

`
4 ` 0 ` 4pn´ 1q˘ (18.842b)

“ 2. (18.842c)

Ici le 4 est pour le 1, le zéro est pour les termes srk et 4pn´ 1q est pour les n´ 1 termes
rk. Vu que le résultat n’est pas 1, la représentation ρp0q n’est pas irréductible.

Quatrième méthode Regarder les solutions des systèmes (18.836) et (18.837) dont nous
avons parlé plus haut.

La première méthode a l’avantage d’être simple et ne demander aucune théorie particulière à
part les définitions. La seconde méthode est la plus rapide, mais demande un théorème très
puissant. La troisième utilise également un théorème assez avancé, mais a l’avantage sur les
deux autres méthodes de ne pas avoir besoin de savoir à priori un candidat décomposition
de ρ0q ; cette méthode est applicable même sans faire la remarque que χp0q “ χ`` ` χ´`.
Quoi qu’il en soit, nous ne listons pas χp0q dans notre table de caractères.

(2) h “ n{2. Vu que ωn{2 “ eiπ “ ´1, nous avons

ρpn{2qprkq “
ˆp´1qk 0

0 p´1qk
˙

ρpn{2qpsrkq “
ˆ

0 p´1qk
p´1qk 0

˙
, (18.843)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Unicode
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et donc

χpn{2qprkq “ 2p´1qk (18.844a)
χpn{2qpsrkq “ 0. (18.844b)

Il est vite vu que χpn{2q “ χ`´ ` χ´`. Ergo la représentation ρpn{2q n’est pas irréductible.
(3) 0 ă h ă n

2 . Dans ce cas nous avons ωh ‰ ω´h, et en regardant les systèmes d’équations
donnés plus haut, nous voyons que ρphqpsq et ρphqprq n’ont pas de vecteurs propres communs.
Donc ces représentations sont irréductibles.
Nous devons cependant encore vérifier si elles sont deux à deux non équivalentes. Supposons
que pour h ‰ h1 nous ayons une matrice T P GLp2,Cq telle que TρphqprqT´1 “ ρph1qprq. Cela
impliquerait en particulier que les matrices ρphqprq et ρph1qprq aient même valeurs propres.
Nous aurions donc tωh, ω´hu “ tωh1

, ω´h1u. Mais cela est impossible avec 0 ă h ă h1 ă n
2 .

Donc toutes ces représentations sont distinctes.
Le caractère de la représentation ρphq est χphqprkq “ ωhk ` ω´hk “ 2 cos

`2πhk
n

˘
.

Nous ajoutons donc la ligne suivante à notre liste :

rk srk

χphq 2 cos
`2πhk

n

˘
0

18.16.3 Le compte pour n pair

Nous avons 4 représentations de dimension 1 puis n
2 ´ 1 représentations de dimension 2. En

tout nous avons
n

2 ` 3 (18.845)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 18.9.14.5. Pour rappel, le nombre de représentations non équivalentes est égal au
nombre de classes de conjugaison par le corolaire 16.26. Notons que c’est cela qui justifie le fait
que nous ne devons pas chercher d’autres représentations. Nous sommes sûrs de les avoir toutes
trouvées.

18.16.4 Le compte pour n impair

Nous avions fait mention plus haut du fait que si ψ est une représentation de dimension 1, le
nombre ψprq devait être une racine ne de l’unité. Donc en dimension 1 nous avons seulement les
représentations ρ`` et ρ´`. Pour celles de dimension 2, nous en avons n´1

2 . En tout nous avons
donc

n` 3
2 (18.846)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 18.9.14.6.
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Chapitre 19

Corps finis, racines de l’unité

19.1 Le groupe des racines de l’unité dans les nombres complexes

19.1.1 Le groupe

Définition 19.1.
Une racine ne de l’unité dans un anneau est une racine du polynôme Xn ´ 1.

Lemme-Définition 19.2.
Soit

Un “ te2iπk{n tel que k “ 0, . . . , n´ 1u (19.1)

(1) L’ensemble Un est un groupe pour la multiplication.
(2) L’ensemble Un est l’ensemble des racines ne de l’unité dans C.

Démonstration. Il est vite vérifié que tous les éléments de Un sont des racines de l’unité parce que
`
e2iπk{n˘n “ e2iπk “ 1, (19.2)

entre autres à cause du lemme 18.11.
Cela nous donne déjà n racines pour Xn ´ 1 dans C. Le théorème 6.104 nous indique qu’il ne

peut pas y en avoir plus.

19.3.
En ce qui concerne les notations, dans Un, le « U » signifie « unité ». Cela n’a à peu près rien à
voir avec le « U » du groupe SUpnq ; dans ce dernier, le « U » est pour « unitaire ».

Un des intérêts du groupe des racines est qu’il permet de factoriser Xn ´ 1, comme nous le
verrons via les polynômes cyclotomiques dans le lemme 19.23.

Lemme 19.4 ([474]).
Un nombre complexe algébrique dont tous les conjugués sont de module 1 est une racine de l’unité 1.

Lemme 19.5.
L’ensemble Un est un groupe cyclique 2 d’ordre n généré par ξ “ e2iπ{n.

Démonstration. Il y a trois propriétés à vérifier pour que ce soit un groupe.
(i) Neutre Le nombre 1 est une racine de l’unité.
(ii) Inverse Si ω P Un alors ωn “ 1 et donc ωωn´1 “ 1, ce qui signifie que ωn´1 est un inverse

de ω. Il reste à voir que ωn´1 P Un. En effet
`
ωn´1˘n “ pωnqn´1 “ 1n´1 “ 1.

(iii) Associativité Cas particulier de l’associativité dans C.

1. Définition 19.1.
2. Définition 1.270.

1557
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Le fait que ce soit un groupe cyclique contenant n éléments fait partie de la définition.

Le lemme suivant donne les autres générateurs.

Lemme 19.6.
Le nombre ξa est un générateur de Un si et seulement si pgcdpa, nq “ 1.

Démonstration. Si pgcdpa, nq “ 1 alors le théorème de Bézout 1.228 nous fournit des entiers u et
v tels que ua` vn “ 1. Alors nous avons

e2iπ{n “ e2pua`vnqiπ{n “ pe2aiπ{nqu, (19.3)

ce qui signifie que ξ est dans le groupe engendré par ξa, et par conséquent tout Un est engendré.
Pour l’implication inverse, nous utilisons le théorème de Bézout dans le sens inverse. Soit ξa

un générateur de Un. Alors il existe u tel que pξaqu “ ξ, donc ξau´1 “ 1, c’est-à-dire qu’il existe v
tel que au´ 1 “ vn. Cette dernière égalité implique que pgcdpa, nq “ 1.

Exemple 19.7.
Une conséquence tout à fait extraordinaire de ce lemme est que le nombre 7 est générateur de
Z{12Z (parce que pgcdp7, 12q “ 1). Or en solfège, une quinte fait 7 demi-tons, et une gamme en
fait 12. Le cycle des quintes est donc générateur de la gamme chromatique[475]. Ce fait est connu
des musiciens 3 depuis des siècles. △

Proposition 19.8 (Intersection par deux).
Les ensembles Uα et Uβ ont une intersection réduite à t1u si et seulement si α et β sont premiers
entre eux.

Démonstration. Nous rappelons qu’une racine αe de l’unité peut s’écrire sous la forme e2iπk{α avec
0 ď k ă α.

(i) Sens direct Par contraposée, nous supposons que α et β ne sont pas premiers entre eux, et
nous notons d leur pgcd. Nous nommons α “ dα1 et β “ dβ1. Pour trouver une intersection
entre Uα et Uβ nous devons trouver une valeur de 0 ă k ă α telle que

pe2iπk{αqβ “ e2iπkβ{α “ 1, (19.4)

c’est-à-dire une valeur de k telle que kβ{α soit un entier. Mais kβ{α “ kβ1{α1 et par consé-
quent prendre k “ α1 fonctionne. Surtout que par hypothèse d ą 1 et donc k “ α1 ă α.

(ii) Sens réciproque Supposons maintenant que α et β soient premiers entre eux. Soit z P
Uα X Uβ. Le fait que z soit une racine αe de l’unité implique qu’il existe un k ă α tel que
z “ e2iπk{α. Mais si z est également une racine βe de l’unité, alors zβ “ 1, c’est-à-dire que
kβ{α doit être un entier, soit l cet entier. Nous avons

kβ “ lα. (19.5)

Si k ą 0, comme le nombre α divise kβ, cela conduirait via le lemme de Gauss 3.15 à dire
que α divise k. Mais α ne peut pas diviser k parce que nous avions supposé que k était
strictement plus petit que α. Donc k “ 0 et z “ 1.

Proposition 19.9 (Intersection : le cas général[1]).
Soient des entiers positifs α1, . . . , αp. Nous avons

pď

i“1
Uαi “ t1u (19.6)

si et seulement si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 (c’est-à-dire que les αi sont premiers dans leur ensemble).
3. Même ceux qui ignorent le théorème de Bézout.
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Démonstration. Nous décomposons les αi en facteurs premiers 4 de la façon suivante : αi “
ś
kPN p

α
pkq

i
k où les pk sont les nombres premiers.

(i) Caractérisation par une décomposition en facteurs premiers Les éléments z différents
de 1 dans Uα1 s’écrivent sous la forme

z “ e2iπk{α1 (19.7)

avec 0 ă k ă α1.
Pour tout i ‰ 1, le fait que z P Uαi X Uα1 se traduit par le fait que

`
e2iπk{α1

˘αi “ 1, c’est-
à-dire que αik{α1 est entier, donc que α1 divise kαi. Par conséquent il existera un élément
différent de 1 dans l’intersection des Uαi si et seulement si il existe un entier k strictement
compris entre 0 et α1 pour lequel α1 divise tous les kαi.
Un entier 0 ă k ă α1 convient si et seulement si pour tout l, la puissance de pl dans la
décomposition de k est au moins égale à

α
plq
1 ´ α

plq
i (19.8)

pour tout l.
(ii) Sens direct L’hypothèse pgcdpα1, . . . , αpq ‰ 1 implique qu’il existe un l pour lequel tous les

α
plq
i sont non nuls. Nous construisons le k voulu en prenant pour tout pi la même puissance

que celle dans α1, sauf pour pl pour lequel nous prenons la puissance αplq
1 ´ minitαplq

i u. Le
minimum en question est strictement positif, ce qui donne un k strictement inférieur à α1.

(iii) Sens réciproque Si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 alors pour tout l, il existe un i tel que αplq
i “ 0.

Donc pour tout l, la puissance de pl dans la décomposition de k est au moins αplq
1 . Cela

implique que k ě α1, ce qui est impossible.

Définition 19.10.
Les générateurs de Un sont les racines primitives 5 de l’unité dans C. Nous nommons ∆n leur
ensemble :

∆n “ te2iπk{n tel que 1 ď k ď n et pgcdpk, nq “ 1u. (19.9)

Nous avons par exemple
— Pour n “ 1, pgcdpk, 1q “ 1 et 1 ď k ď 1 uniquement pour k “ 1.
— Pour n “ 2, pgcdpk, 2q “ 1 et 1 ď k ď 2 uniquement pour k “ 1.
— Pour n “ 3, pgcdpk, 3q “ 1 et 1 ď k ď 3 uniquement pour k “ 1, k “ 2.

∆1 “ t1u (19.10a)
∆2 “ teiπu (19.10b)
∆4 “ teiπ{2, ei3π{2u. (19.10c)

Notons que 1 P ∆d seulement avec d “ 1.

19.1.2 Fonction indicatrice d’Euler (première partie)

Nous introduisons ici la fonction indicatrice d’Euler et ses liens basiques avec les racines de
l’unité. Pour les propriétés plus avancées, voir 19.1.5.

4. Théorème 3.17.
5. parce qu’en prenant les puissances successives de l’une d’entre elles, nous retrouvons toutes les racines de

l’unité, voir aussi la définition 19.60.
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19.1.3 Introduction par les racines de l’unité

Définition 19.11.
La fonction φ donnée par

φpnq “ Cardp∆nq (19.11)

est l’indicatrice d’Euler.

Si p est un nombre premier, alors φppq “ p´ 1.

Lemme 19.12.
Nous avons

Un “
ď

dn
∆d (19.12)

et l’union est disjointe. Nous avons aussi la formule

n “
ÿ

dn
φpdq. (19.13)

Démonstration. À l’application x ÞÑ e2iπx près, nous pouvons considérer

∆d “
"
k

d
tel que k “ 0, . . . , d´ 1 et pgcdpk, dq “ 1

*
, (19.14)

c’est-à-dire l’ensemble des fractions irréductibles dont le dénominateur est d. L’union des ∆d sera
donc disjointe.

Toujours à l’application x ÞÑ e2iπx près, le groupe Un est donné par

Un “
"
k

n
tel que k “ 0, . . . , n´ 1

*
. (19.15)

L’égalité (19.12) revient maintenant à dire que toute fraction de la forme k
n s’écrit de façon irré-

ductible avec un dénominateur qui divise n.
La relation (19.13) consiste à prendre le cardinal des deux côtés de (19.12). Nous avons

CardpUnq “ n et l’union étant disjointe, à droite nous avons la somme des cardinaux.
Pour chaque diviseur d de n nous considérons l’ensemble

Φnpdq “ tm P N tel que pgcdpm,nq “ n

d
u. (19.16)

Étant donné que tous les entiers entre 1 et n ont un pgcd avec n qui est automatiquement un
quotient de n nous avons

t1, . . . , nu “
ď

dn
Φnpdq (19.17)

où l’union est disjointe. Par ailleurs nous savons que si pgcdpa, bq “ 1, alors pgcdpka, kbq “ k. Donc
si m P ∆d, alors m· n

d appartient à Φnpdq. En d’autres termes, a ÞÑ n
da est une bijection entre ∆d

et Φnpdq.
Nous avons donc CardpΦnpdqq “ Cardp∆dq “ φpdq et finalement

Cardt1, . . . , nu “
ÿ

dn
CardpΦnpdqq “

ÿ

dn
φpdq. (19.18)

Lemme 19.13.
Si p est un nombre premier, alors φppnq “ pn ´ pn´1.
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Démonstration. Les éléments de t1, . . . , pnu qui ont un pgcd différent de 1 avec pn sont des nombres
qui s’écrivent sous la forme qp avec q ď pn´1 6. Il y a évidemment pn´1 tels nombres.

Par conséquent le cardinal de Ppn est φppnq “ pn ´ pn´1.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 19.14
Pn n’a pas été défini.

Définition proposée (et vue par après) : Pn “ tm P N tel que pgcdpm,nq “ 1u. À mettre donc
en lien avec ∆d.

19.1.4 Générateurs

Proposition 19.15.
Soit n P Nzt0u et le groupe (additif) Z{nZ. L’élément rxsn est un générateur de Z{nZ si et
seulement si x P Pn. En particulier Z{nZ est un groupe contenant φpnq générateurs.

Démonstration. Nous avons gr
`r1sn

˘ “ Z{nZ. L’élément rxsn sera générateur si et seulement si il
génère r1sn, c’est-à-dire si il existe u tel que urxsn “ r1sn. Cette dernière égalité étant une égalité
de classes dans Z{nZ, elle sera vraie si et seulement si il existe v tel que

ux` vn “ 1. (19.19)

Cela signifie entre autres que 7 xZ ` nZ “ Z, et aussi que pgcdpx, nq “ 1 par le théorème de
Bézout 1.228, et donc que x P Pn.

Corolaire 19.16.
Un groupe monogène d’ordre n possède φpnq générateurs, où φ est la fonction indicatrice d’Euler
définie en 19.11.

Démonstration. Le théorème 5.16 nous dit qu’un groupe monogène d’ordre n est isomorphe à
Z{nZ. La proposition 19.15 nous indique que Z{nZ possède φpnq générateurs.

19.1.5 Fonction indicatrice d’Euler (propriétés)

Corolaire 19.17.
L’indicatrice d’Euler est multiplicative : si p est premier avec q, alors φppqq “ φppqφpqq. De plus
si p et q sont premiers entre eux,

φppqq “ pp´ 1qpq ´ 1q. (19.20)

Démonstration. Nous savons que si p et q sont premiers entre eux, alors le théorème 5.25 nous
donne l’isomorphisme de groupe

pZ{pqZ,`q » pZ{pZ,`q ˆ pZ{qZ,`q. (19.21)

Un élément px, yq est générateur du produit si et seulement si x est générateur de Z{pZ et y est
générateur de Z{qZ. Par la proposition 19.15, il y a φppqφpqq tels éléments. Par ailleurs le nombre
de générateurs de Z{pqZ est φppqq, d’où l’égalité.

Si p est premier, nous avons φppq “ p ´ 1 parce que tous les entiers de t1, . . . , p ´ 1u sont
premiers avec p.

6. Corolaire 3.25.
7. Corolaire 1.230
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19.1.6 Décomposition en éléments simples

Lemme 19.18 ([476, 1]).
Soient des nombres complexes distincts a1, . . . , aN . Alors pour tout z R taiui“1,...,N ,

Nź

i“1

1
z ´ ai

“
Nÿ

i“1

λi
z ´ ai

(19.22)

où
λi “

ź

j‰i

1
ai ´ aj

. (19.23)

Démonstration. Nous posons P pzq “ śN
k“1pz ´ akq, et nous calculons :

Nÿ

i“1

λi
z ´ ai

“
Nÿ

i“1

λi
ś
k‰ipz ´ akq

śN
k“1pz ´ akq (19.24a)

“ 1
P pzq

Nÿ

i“1
λi

ź

k‰i
pz ´ akq (19.24b)

Il s’agit maintenant de prouver que la somme de gauche vaut toujours 1. Nous posons

Spzq “
Nÿ

i“1

ś
k‰ipz ´ akqś
k‰ipai ´ akq . (19.25)

Calculons Spalq :

Spalq “
Nÿ

i“1

ś
k‰ipal ´ akqś
k‰ipai ´ akq . (19.26)

Pour les termes i ‰ l, le numérateur est nul, car il contient le facteur al ´ al “ 0. Donc la somme
se réduit au seul terme i “ l :

Spalq “
ś
k‰lpal ´ akqś
k‰lpal ´ akq “ 1. (19.27)

Le polynôme S ´ 1 est donc un polynôme de degré N ´ 1 qui possède N racines distinctes. Le
théorème 6.104 implique que S ´ 1 “ 0 et donc que S “ 1 comme nous le voulions.

Il est possible de décomposer une fraction rationnelle en fractions dites « simples ». Si |z| ă 1
nous avons par exemple la décomposition

1
1 ´ zr

“
ÿ

ωPUr

Aω
ω ´ z

(19.28)

où Ur est le groupe des racines re de l’unité défini en (19.1). Les nombres Aω peuvent alors être
déterminés en effectuant la somme. Le dénominateur commun sera 1 ´ zr tandis que les Aω sont
déterminés en égalant le numérateur à 1.

Exemple 19.19.
Pour décomposer la fraction 1

1´x2 nous savons que les racines du dénominateur sont ˘1. Donc nous
écrivons

1
1 ´ x2 “ A

1 ´ x
` B

1 ` x
. (19.29)

Nous trouvons les valeurs de A et B en effectuant la somme :
Ap1 ` xq `Bp1 ´ xq

1 ´ x2 “ A`B ` pA´Bqx
1 ´ x2 . (19.30)

Les coefficients A et B doivent donc vérifier A`B “ 1 et A´B “ 0. Au final,
1

1 ´ x2 “ 1
2p1 ´ xq ` 1

2p1 ` xq . (19.31)

△
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19.2 Chiffrement RSA

Ce passage sur RSA provient en bonne partie de la page de Wikipédia[477].
Alice veut envoyer un message à Bob. L’idée est que Bob va donner à Alice une clef publique

qui va permettre de chiffrer le message, tandis que Bob va garder pour lui une clef privée qui
permet de déchiffrer.

19.2.1 Mise en place par Bob

Bob se crée une paire de clef publique, clef privée de la façon suivante.
(1) Bob choisit deux nombres premiers distincts p, q.
(2) Il calcule n “ pq .
(3) Par le corolaire 19.17, l’indicatrice d’Euler φpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q est facile à calculer pour

Bob.
(4) Bob choisit e P N premier avec φpnq, puis d tel que ed P r1sφpnq.

Maintenant la paire est : clef publique pn, eq et clef privée pn, dq 8.
Bob envoie la paire pn, eq à Alice.

Remarque 19.20.
Ici nous ne supposons pas que la communication soit sure. Une tierce personne peut intercepter
le message. D’ailleurs en principe, les gens publient leur clef publique sur leurs sites, voire sur des
sites dédiés. Le problème de l’identification reste à résoudre à l’ancienne.

19.2.2 Chiffrement

Nous chiffrons en utilisant la clef publique pn, eq. D’abord Alice se débrouille pour transformer
son message en un nombre plus petit que n. Soit M ce message. Alice code M en

C “ M e mod n. (19.32)

Tout le truc est que nous allons voir que l’application x ÞÑ xe est une bijection de Fn, et que
l’inverse est facile à calculer par Bob, et difficile pour les autres. Alice envoie C à Bob. Encore une
fois, nous ne supposons pas que cette communication soit privée. Le nombre C peut être intercepté.

19.2.3 Déchiffrement

Nous allons montrer que M “ Cd mod n, et donc que Bob, connaissant pn, dq, peut déchiffrer.
D’abord

Cd “ pM eqd “ M ed, (19.33)

mais nous savons qu’il existe k tel que

ed “ 1 ` kφpnq “ 1 ` kpp´ 1qpq ´ 1q. (19.34)

L’étape astucieuse est de remarquer que

M1`kpp´1qpq´1q P rM sp X rM sq. (19.35)

Pour montrer cela nous utilisons le petit théorème de Fermat 6.15(4).
— Si M est premier avec p, alors Mp´1 P r1sp.
— Si M n’est pas premier avec p, alors M est multiple de p et on sait que Mp´1 P r0sp “ rM sp.
8. Le fait que e soit public et d soit privé est une convention. e comme encryption et d comme decryption.

http://en.wikipedia.org/wiki/Key_signing_party
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Dans les deux cas nous avons (19.35). Le nombre M1`kφpnq ´M est donc à la fois multiple de p et
de q.

Le lemme chinois 6.28 nous dit immédiatement 9 qu’alors

M1`kφpnq ´M (19.36)

est un multiple de pq “ n, c’est-à-dire que

Cd “ M ed P rM sn. (19.37)

Si on ne croit pas au lemme chinois, on peut utiliser le lemme de Gauss. Posons

M1`kφpnq ´M “ ap “ bq. (19.38)

Dans ce cas p divise bq, mais q est premier avec p, donc le lemme de Gauss 3.93 nous enseigne 10

que p divise b.

19.2.4 Une imprudence à ne pas commettre

Nous avons pris deux cas selon que M soit ou non premier avec p. Une question qui se pose est
la suivante : est-ce que c’est une bonne idée d’envoyer un message qui ne soit pas premier avec p ?

Si nous savons que M n’est pas premier avec p, alors nous avons M e “ lepe et n “ pq qui sont
publics. Donc un calcul de PGCD permettrait de trouver p.

Il faut cependant savoir que
— La probabilité que ça arrive est infime : comme M est entre 0 et n “ pq, les multiples de p

possibles sont p, 2p, ¨ ¨ ¨ pq. Il y a donc une chance sur p que cela arrive. Typiquement avec des
p de l’ordre de 10120, on peut utiliser RSA chaque milliseconde sur chaque atome de l’univers
depuis le début des temps que ça ne se serait presque certainement pas encore produit.

— De toutes façons, Alice ne sait pas vérifier si son message est premier avec p, parce qu’elle
ne connaît pas p.

— En conclusion, la partie de la preuve qui montre queM1`φpnq P rM spXrM sq dans le casM non
premier avec p est, à toutes fins pratiques, inutile parce que ce cas de figure ne se présentera
jamais dans toutes l’histoire de l’univers, même pas avec une civilisation intelligente autour
de chaque étoile.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 19.21
Est-ce que ces trois points sont corrects ?

19.2.5 Problèmes calculatoires

Pour implémenter RSA, il faut pouvoir faire (au moins) trois choses :
(1) Trouver de grands nombres premiers.
(2) Trouver des couples de Bézout.
(3) Calculer M e lorsque e est très grand.

En ce qui concerne le problème de trouver des nombres premiers, c’est compliqué, mais il faut
savoir qu’il y en a plein. À 120 chiffres, il y a environ autant de nombres premiers que d’atomes
dans 1020 fois l’univers connu. Cela rend impossible toute tentative de factoriser un grand nombre
en essayant toutes les possibilités. Même pas en science-fiction 11.

Trouver des nombres u et v tels que Au`Bv “ pgcdpA,Bq est un problème expliqué en 3.2.1.

9. C’est ici qu’il est important que p ne soit pas égal à q. Si p “ q, alors le lemme chinois ne fonctionne pas.
10. Ici aussi, si p “ q, ça ne marche pas.
11. Cela donne une idée des connaissances en math des klingons, dont le docteur Spock parvient à craquer le code

mentalement en deux heures.
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En ce qui concerne le calcul de M e lorsque e est grand, il n’est évidemment pas pensable de faire
M ·M · . . .M avec e facteurs. Un truc pour calculer en moins d’étapes est l’exponentiation
rapide. Si e “ 2k est pair, nous calculons

M e “ pMkq2; (19.39)

si e “ 2k ` 1 alors nous calculons
M e “ MpMkq2. (19.40)

Le calcul prend alors seulement environ log2peq étapes. Pour donner une idée,

log2p10120q » 400. (19.41)

Très raisonnable, mais un ordinateur reste indispensable.

19.2.6 La solidité de RSA

La solidité de la méthode repose sur deux conjectures (non démontrées ! !) :
— Pour déchiffrer il faut connaitre p et q.
— La difficulté de trouver p et q en partant de n “ pq est exponentielle en n.

Dans la méthode de déchiffrage proposée ici, p et q sont utilisés pour calculer d qui est solution de
ed “ r1sφpnq. La seule formule connue pour calculer φpnq est φpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q. Si on trouve
plus simple, alors RSA peut être craqué.

19.2.7 Note non mathématique pour doucher l’enthousiasme

Il est souvent dit[478] que différents systèmes de chiffrement peuvent aider à avoir des discus-
sions « discrètes » dans les régimes totalitaires. La technologie au service de la démocratie, voilà
qui enthousiasme la jeunesse 12. La réalité est qu’il est souvent possible de craquer un système de
chiffrement arbitrairement complexe, même sans connaitre le petit théorème de Fermat . . .
. . .tout dépend du contexte.

19.3 Polynômes cyclotomiques

19.3.1 Définitions et propriétés

Définition 19.22.
Le polynôme cyclotomique d’indice n est le polynôme

ϕnpXq “
ź

zP∆n

pX ´ zq (19.42)

où ∆n est l’ensemble des racines primitives de l’unité de la définition 19.10 :

∆n “ te2iπk{n tel que 1 ď k ď n et pgcdpk, nq “ 1u, (19.43)

voir la définition 19.10.

Le polynôme ϕn est un polynôme unitaire de degré φpnq où φ est l’indicatrice d’Euler 13. Nous
avons par exemple

∆1 “ t1u (19.44a)
∆2 “ t´1u (19.44b)
∆3 “ te2iπ{3, e4iπ{3u (19.44c)

12. Cela dit, le navigateur Tor[479], qui est un pur produit de RSA, permet effectivement d’accéder en France aux
sites bloqués pour apologie du terrorisme (mars 2015).

13. Définie par l’équation 19.11.
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et les premiers polynômes cyclotomiques sont donnés par

ϕ1pXq “ X ´ 1 (19.45a)
ϕ2pXq “ X ` 1 (19.45b)
ϕ3pXq “ X2 `X ` 1. (19.45c)

Pour le dernier nous avons utilisé le fait que e6iπ{3 “ 1 et e2iπ{3 ` e4iπ{3 “ ´1.

Lemme 19.23.
Le polynôme Xn ´ 1 se factorise des diverses manières suivantes :

Xn ´ 1 “
ź

zPUn

pX ´ zq “
ź

dn

ź

zP∆d

pX ´ zq “
ź

dn
ϕdpXq (19.46)

où Un est défini en 19.2.

Démonstration. En ce qui concerne la première égalité, tous les éléments de Un sont des racines
simples de Xn ´ 1. Donc le théorème 3.148 dit qu’il existe un nombre k (polynôme de degré zéro)
tel que Xn ´ 1 “ k

ś
zPUn

pX ´ zq. Vu le coefficient du terme de plus haut degré, ce k ne peut être
que 1.

Pour la suite nous utilisons l’union disjointe Un “ Ť
dn ∆d du lemme 19.12 et la définition

(19.42) des polynômes cyclotomiques.

Remarque 19.24.
Notons juste pour le plaisir que dans le produit

ś
dn

ś
zP∆d

, il y a bien n termes parce que
Cardp∆dq “ φpdq et

ř
dn φpdq “ n (définition 19.10 et lemme 19.12).

Proposition 19.25.
Les polynômes cyclotomiques sont à coefficients entiers : ϕn P ZrXs.
Démonstration. Nous devons démontrer que les coefficients de ϕn sont dans Z alors qu’ils sont à
priori dans C. Nous démontrons cela par récurrence. D’abord ϕ1pXq “ X ´ 1, d’accord. Ensuite

Xn`1 ´ 1 “
ź

dn`1
ϕdpXq “ ϕn`1pXq ·

ź

dn`1
dďn

ϕdpXq

loooooomoooooon
PZrXs par récurrence

(19.47)

Le lemme 6.46 conclut que ϕn`1 P ZrXs. Nous avons considéré Z comme sous anneau du corps
C.

Proposition 19.26.
Soient 1 ď m ď n, deux entiers, et

T pXq “ Xn ´ 1
Xm ´ 1 P ZpXq. (19.48)

Alors :
(1) si m  n alors T P ZrXs,
(2) si m  n et si m ă n alors ϕn divise T dans ZrXs.

Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Si m divise n alors les diviseurs de n sont l’union des diviseurs de m et des diviseurs de n

qui ne divisent pas m. Soit

Q “ tdiviseurs de n ne divisant pas mu. (19.49)
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Nous avons alors

Xn ´ 1 “
ź

dn
ϕdpXq “

ź

dm
ϕdpXq ·

ź

qPQ
ϕqpXq “ pXm ´ 1q ·

ź

qPQ
ϕqpXq. (19.50)

Nous avons donc
T pXq “ Xn ´ 1

Xm ´ 1 “
ź

qPQ
ϕqpXq P ZrXs. (19.51)

(2) Nous venons de montrer que
T “

ź

qPQ
ϕq P ZrXs. (19.52)

Étant donné que m ă n nous avons n P Q et donc

T “ ϕn ·
ź

qPQztnu
ϕq. (19.53)

Par conséquent ϕn divise T dans ZrXs.

Corolaire 19.27.
Si p est premier alors le polynôme cyclotomique ϕp a une bonne tête :

ϕppXq “ 1 `X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1. (19.54)

Démonstration. Nous utilisons la formule du lemme 19.23 en remarquant que seuls p et 1 divisent
p :

Xp ´ 1 “
ź

dp
ϕdpXq “ ϕ1pXqϕppXq “ pX ´ 1qϕppXq. (19.55)

Nous pouvons simplifier par X ´ 1 en utilisant la formule du lemme 3.154(2) :

1 `X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1 “ ϕppXq (19.56)

Proposition 19.28 (Irréductibilité des polynômes cyclotomiques[480]).
Les polynômes cyclotomiques sont irréductibles sur Q.

Démonstration. Pour rappel, nous savons déjà que pour tout n P N, ϕn P ZrXs. Puisque les racines
de ϕn sont les racines primitives de l’unité, nous devons montrer que toutes les racines primitives de
l’unité ont même polynôme minimal (qui sera alors ϕn) ; en effet comme ces polynômes divisent ϕn,
s’ils sont distincts, la proposition 6.101 s’applique et le produit des polynômes minimaux diviserait
ϕn. Dans le cas inverse, ϕn est polynôme minimal des racines primitives de l’unité et est donc
irréductible. Soit donc ξ, une telle racine primitive. Une autre racine primitive est de la forme ξl
où l est un nombre premier tel que pgcdpl, nq “ 1.

Soient f et g, les polynômes minimaux dans ZrXs de ξ et ξl. Nous allons montrer que f “ g
et donc que f “ g “ ϕn. Supposons par l’absurde que f ‰ g. Dans ce cas ils seraient des facteurs
irréductibles distincts de ϕn et il existerait un polynôme h tel que ϕn “ fgh. A priori, h P QrXs
parce que nous sommes justement en train de prouver que ϕn est irréductible dans QrXs. Quoi
qu’il en soit, le lemme de Gauss 6.48 nous montre que h P ZrXs parce que ϕn, f et g ont des
coefficients entiers. Nous avons

fpξq “ gpξlq “ 0. (19.57)
Considérons le polynôme ψpXq “ gpX lq. Ce polynôme ψ est dans ZrXs et ψ est annulateur de
ξ, donc f divise ψ en tant que polynôme minimal de ξ. Il y a un polynôme unitaire à coefficients
entiers (lemme de Gauss forever) k tel que

ψ “ fk (19.58)
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Nous considérons maintenant les projections sur FlrXs : étant donné que ϕn “ fgh, nous savons
que f̄ ḡ divise ϕ̄n. En même temps, f̄ divise ψ̄. En utilisant le morphisme de Frobenius (c’est ici
que la projection sur Fl joue), nous avons aussi

ψ̄pXq “ ḡpX lq “ ḡpXql. (19.59)

Par conséquent dire que f̄ divise ψ̄ revient à dire que f̄pXq divise ḡpXql. En particulier tout facteur
irréductible de f̄ divise ḡ. Un facteur irréductible de f̄ serait donc à la fois dans f̄ et dans ḡ et
donc deux fois (au moins) dans ϕ̄n parce que f̄ ḡ divise ϕn. Dans un corps de décomposition de ce
facteur, ϕn aurait une racine double, alors que ce n’est pas le cas. Contradiction. Nous concluons
que f “ g.

Le corolaire suivant va être utilisé pour déterminer les polygones constructibles à la règle et au
compas, théorème de Gauss-Wantzel 19.93.

Corolaire 19.29.
Soit p un nombre premier et α un entier non nul. Nous posons q “ pα. Alors le polynôme minimal
de e2iπ{q sur Q est le polynôme cyclotomique ϕq.

Démonstration. Le polynôme ϕq est irréductible par la proposition 19.28, il est unitaire par défini-
tion et contient le monôme X ´ e2iπ{q, donc il est annulateur. Annulateur, irréductible et unitaire,
la proposition 6.76(2) en fait le polynôme minimal de e2iπ{q.

Théorème 19.30.
Soit P P ZrXs un polynôme unitaire irréductible non constant tel que toutes les racines dans C
soient de module ď 1. Alors, soit P “ X, soit P est un polynôme cyclotomique.

Démonstration. Le polynôme P “ X vérifie les conditions. Pour la suite, nous supposons que
P ‰ X.

Nous notons P “ ř
i aiX

i. Étant donné que P est irréductible et différent de X, nous avons
a0 ‰ 0 (sinon x “ 0 serait une racine). Nous allons montrer que les racines de P sont toutes des
racines N -ièmes de l’unité (avec le même N pour toutes).

Soient tξiui“1,...,d les racines de P ; on a

P “
dź

i“1
pX ´ ξiq (19.60)

avec
śd
i“1 ξi “ a0. Par hypothèse, |ξi| ď 1 et donc 0 ă |a0| ď 1. Puisque P P ZrXs nous avons

donc a0 “ 1 et |ξi| “ 1, pour tout i.
Nous introduisons les polynômes

gqpXq “
dź

i“1

`
X ´ pξiqq

˘
, (19.61)

et en particulier g1 “ P , et nous développons

gqpXq “ Xn ` C1,qX
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` Cn,q (19.62)

où
Ck,q “ p´1qk

ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pξi1 . . . ξik qq. (19.63)

Nous introduisons aussi les polynômes

Fk,qpX1, . . . , Xnq “ p´1qk
ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pXi1 . . . Xik qq (19.64)

qui sont des polynômes symétriques. Ils vérifient deux propriétés. La première est que

Cr,q “ Fr,qpξ1, . . . , ξnq, (19.65)
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et la seconde est que les polynômes Fr,1 sont les polynômes symétriques élémentaires à un coefficient
près. Le théorème 6.168 nous donne alors des polynômes Gk,q P ZrX1, . . . , Xns tels que

Fk,qpX1, . . . , Xnq “ Gk,q
`
F1,1pX1, . . . , Xnq, . . . , Fk,1pX1, . . . , Xnq˘. (19.66)

Nous savons que
|Ck,q| ď

ÿ

1ďi1ă...ăikăd
1 “

ˆ
d

k

˙
. (19.67)

Donc gq fait partie de l’ensemble fini des polynômes dans Zrqs dont tous les coefficients sont bornés
en valeur absolue par

max
k“1,...,d

ˆ
d

k

˙
. (19.68)

Il existe un certain nombre d’ensembles tξiu qui sont racines de polynômes vérifiant les conditions
du théorème. À chacun de ces ensembles est associé une suite de polynômes gq et donc des coeffi-
cients Ck,q. Ce que nous avons vu est que l’ensemble de tous les coefficients Ck,q possibles (pour
un choix donné des tξiu) est fini, en particulier, comme C1,q “ ř

i ξ
q
i , pour chaque k, l’ensemble

tξqk tel que q P Nu. (19.69)

Par le principe des tiroirs, il existe q1 et q2 tels que ξq1
k “ ξq2

k . Ici, q1 et q2 dépendent de k et nous
notons Nk “ q1 ´ q2 ; nous avons donc ξNk

k “ 1.
En posant N “ ppcmpN1, . . . , Ndq, nous avons

ξNk “ 1 (19.70)

pour tout k.
Mais P est irréductible dans ZrXs ; si il a ˘1 comme racines, alors c’est que P “ X ` 1 ou

P “ X ´ 1 et ce sont des polynômes cyclotomiques. Si P n’a pas ˘1 parmi ses racines, alors P n’a
pas de racines dans Q parce que ˘1 sont les seules racines de XN ´ 1 dans Q.

Par conséquent P est un facteur irréductible de XN ´ 1 dans QrXs. Mais étant donné que

XN ´ 1 “
ź

dN
ϕdpXq, (19.71)

les polynômes cyclotomiques sont les seuls facteurs irréductibles deXN´1. Donc P est un polynôme
cyclotomique.

19.3.2 Nombres premiers

Lemme 19.31 ([481]).
Soit n ě 1. Il existe un nombre premier p et un entier a tels que

(1) p divise ϕnpaq,
(2) p ne divise aucun de ϕdpaq avec d  n et d ‰ n.

De tels p et a vérifient automatiquement
(1) p divise an ´ 1,
(2) p ne divise aucun des ad ´ 1 pour d  n, d ‰ n.

Démonstration. Nous posons
BpXq “

ź

dn
d‰n

ϕdpXq, (19.72)

et nous commençons par montrer que ϕn est premier avec B. Nous avons Xn ´ 1 “ Bϕn, donc B
et ϕn n’ont pas de racine commune (même pas dans C) parce que ce serait une racine double de
Xn ´ 1. Notons que par définition 19.42, les polynômes cyclotomiques sont scindés (dans C), donc
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en particulier les polynômes ϕn et B sont scindés, et donc premiers entre eux, dans C et a fortiori
dans Q. Par Bézout (corolaire 3.92), il existe U, V P QrXs tels que

Uϕn ` V B “ 1. (19.73)

Si nous prenons a P Z tel que U 1 “ aU et V 1 “ aV soient tous deux dans ZrXs, alors nous avons

U 1ϕn ` V 1B “ a, (19.74)

égalité dans ZrXs. Quitte à prendre un multiple assez grand de a, nous pouvons choisir a de telle
sorte que |ϕnpaq| ě 2. Nous prenons alors un nombre premier p divisant ϕnpaq.

Montrons que le a et le p ainsi construits satisfont aux exigences.
Puisque Xn ´ 1 “ Bϕn, si p divise ϕnpaq, il divise automatiquement an ´ 1 et donc ransp “ 1,

ce qui signifie entre autres que a et p sont premiers entre eux. Évaluons l’équation (19.74) en a :

U 1paqϕnpaq ` V 1paqBpaq “ a. (19.75)

Le nombre p ne divisant pas a, mais divisant ϕnpaq, il ne peut pas diviser Bpaq 14. Étant donné
que p ne divise pas Bpaq, il ne divise aucun des ϕdpaq avec d  n et d ‰ n.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la preuve. Nous supposons avoir a et p tels
que p soit un nombre premier divisant ϕnpaq et tels que p ne divise aucun des ϕdpaq avec d  n,
d ‰ n. Le fait de diviser ϕnpaq entraine le fait de diviser an ´ 1 parce que ϕn est un des facteurs
de Xn ´ 1. Soit maintenant d ‰ n divisant n ; nous avons

Xd ´ 1 “
ź

d1d
ϕd1 , (19.76)

et cela est une partie du produit ź

dn
d‰n

ϕd. (19.77)

Puisque p ne divise aucun des ϕdpaq de ce dernier produit, a fortiori, il ne divise pas le produit 19.76,
et donc pas ad ´ 1.

Lemme 19.32.
Si n ě 1, alors il existe un nombre premier dans r1sn, c’est-à-dire un nombre premier de la forme
1 ` kn avec k P Nzt0u.

Démonstration. Soient n ě 1 et p, a les nombres donnés par le lemme 19.31. Puisque p divise
ϕnpaq, p divise an ´ 1 et donc rasp a un ordre qui divise n dans pZ{pZqzt0u parce que rasnp “ r1sp.

Prenons d ‰ n divisant n. Nous savons que

ad ´ 1 “
ź

d1d
ϕd1paq. (19.78)

Par construction de a et p, nous avons

rϕd1paqsp ‰ 0 (19.79)

Comme Z{pZ est intègre, le produit est également non nul, c’est-à-dire
“ź

d1d
ϕd1paq‰

p
‰ 0, (19.80)

et donc rasap ‰ 1. Nous avons donc montré que si d ‰ n divise n, alors nous avons en même temps

rasnp “ 1 (19.81)

et
rasdp ‰ 1. (19.82)

Cela prouve que rasp est d’ordre exactement n. Oui, mais l’ordre de rasp doit diviser l’ordre du
groupe Z{pZ qui est p´ 1, donc n divise p´ 1 et nous écrivons p “ kn` 1 avec k entier.

14. C’est pour pouvoir dire ça que l’on a choisi V 1
P ZrXs de telle sorte que V 1

paq soit dans Z
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Théorème 19.33 (Forme faible du théorème de Dirichlet [101]).
Pour tout n ě 1, il existe une infinité de nombres premiers dans r1sn.

Démonstration. Le lemme 19.32 nous donne déjà l’existence de nombres premiers dans r1sn. Il faut
maintenant voir qu’il y en a une infinité. Nous supposons qu’il y en ait seulement un nombre fini :
p1, . . . , pr, et nous notons

N “ np1 . . . pr. (19.83)

Nous utilisons maintenant le lemme 19.32 avec ce N , c’est-à-dire qu’on a un nombre premier de la
forme

p “ 1 ` kN “ 1 ` knp1 . . . pr. (19.84)

C’est un nombre premier plus grand que tous les pi, et de la forme 1 `λn. Cela contredit l’exhaus-
tivité de la liste p1, . . . , pr.

19.4 Corps finis

Si vous cherchez des choses à propos de RSA, c’est à la section 19.2.

19.4.1 Théorème de Wedderburn

Théorème 19.34 (Théorème de Wedderburn[142]).
Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps fini et Z, le centre de K. Ce dernier est un corps fini et un
sous-corps de K. Si q “ CardpZq alors par le lemme 6.54 nous avons

CardpKq “ qn (19.85)

pour un certain n.
Nous supposons maintenant que K est non commutatif. Dans ce cas Z ‰ K et nous avons

n ě 2. Nous considérons aussi

Zx “ ta P K tel que ax “ xau. (19.86)

Le centre Z est un sous-corps de Zx, donc il existe dpxq tel que

CardpZxq “ qdpxq. (19.87)

De la même manière, Zx est un sous-corps de K, donc il existe mpxq tel que

CardpKq “ CardpZxqmpxq. (19.88)

En mettant bout à bout, nous avons

qn “ CardpZxqmpxq “ qdpxqmpxq, (19.89)

et par conséquent n “ dpxqmpxq. Le point important à retenir est que dpxq divise n pour tout
x P K.

Nous considérons maintenant l’action adjointe du groupe Kzt0u sur lui-même :

φpkqx “ kxk´1. (19.90)

Nous notons Ox l’orbite de x P Kzt0u pour cette action, et Fixpxq son stabilisateur. Nous avons

Zy “ Fixpyq Y t0u (19.91)
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parce que Zy et Fixpyq ont les mêmes définitions, sauf que Fixpyq est dans Kzt0u alors que Zy est
dans K. Nous avons donc

Card
`

Fixpyq˘ “ CardpZyq ´ 1 “ qdpyq ´ 1. (19.92)

Nous avons CardpOxq “ 1 si et seulement si Ox “ txu si et seulement si Fixpxq “ Kzt0u si et
seulement si z P Zzt0u. Soient z0, . . . , zq´1 les éléments de Z avec z0 “ 0. Ce sont les éléments qui
auront une orbite réduite à un point. Les orbites qui coupent Zzt0u sont

tz1u, . . . , tzq´1u (19.93)

et il y en a q´1. Soient Oy1 , . . . ,Oyr , les autres orbites. Nous utilisons l’équation des classes (2.76) :

CardpK˚q “ CardpZ˚q `
rÿ

i“1

CardpK˚q
CardpFixpyiqq , (19.94)

mais CardpZ˚q “ q ´ 1, CardpK˚q “ qn ´ 1 et Card
`

Fixpyiq
˘ “ qdpyiq ´ 1, donc

qn ´ 1 “ pq ´ 1q `
rÿ

i“1

qn ´ 1
qdpyiq ´ 1

. (19.95)

Nous considérons la fraction rationnelle

F pXq “ pXn ´ 1q ´
rÿ

i“1

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

. (19.96)

Étant donné que dpyiq divise n, nous avons, contrairement aux apparences, F P ZrXs, par la
proposition 19.26(1).

Nous pouvons exploiter un peu mieux la proposition 19.26 en remarquant que dpyiq ă n parce
que sinon CardpZyiq “ CardpKq, ce qui signifierait que yi P Z, ce qui nous avions exclu. Par
conséquent le polynôme cyclotomique ϕn divise

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

(19.97)

dans ZrXs. Le polynôme cyclotomique ϕn divise également Xn ´ 1 et par conséquent ϕn divise F .
Il existe donc Q P ZrXs tel que F “ Qϕn. En particulier en évaluant en q :

F pqq “ Qpqqϕnpqq “ q ´ 1. (19.98)

En effet nous avons F pqq “ q ´ 1 par construction : comparer (19.95) avec (19.96). Évidemment
q ‰ 1 parce que si q “ 1 alors CardpKq “ 1 et le théorème est trivial. Par ailleurs Qpqq est un entier
(parce que Q P ZrXs et q P N) et Qpqq ‰ 0, parce qu’à droite de (19.98) nous avons q ´ 1 ‰ 0.
Nous avons donc |Qpqq| ě 1 et donc

|ϕnpqq| ď q ´ 1. (19.99)

Par définition du polynôme cyclotomique nous avons

|ϕnpqq| “
ź

zP∆n

|q ´ z|. (19.100)

Étant donné que ce produit doit être inférieur à q´ 1, au moins un des termes doit l’être : il existe
z0 P ∆n tel que |z0 ´ q| ď q ´ 1. Étant donné que n ě 2 nous avons z0 ‰ 1.

Mais d’autre part, comme indiqué sur la figure 19.1, la distance entre z0 et q doit être strictement
plus grande que q´ 1 parce que q´ 1 est le minimum de la distance entre le cercle trigonométrique
et q, et n’est atteint qu’en z “ 1.

Nous avons ainsi obtenu une contradiction, et nous concluons que le corps K est commutatif.



19.4. CORPS FINIS 1573

‚ z0

‚q‚
1

Figure 19.1 – Nous devons avoir |z0 ´ q| ą q ´ 1.

19.4.2 Existence, unicité

Nous avons déjà défini le corps fini Fp lorsque p est un nombre premier dans la section 6.1.3.
Le théorème suivant sert à définir Fpn lorsque p est premier.

Théorème 19.35.
Soit p un nombre premier, soit n P Nzt0u et q “ pn. Alors il existe un unique corps K de cardinal
q. Ce corps est le corps de décomposition du polynôme Xq ´X sur Fp.

Démonstration. Montrons l’unicité. SoitK un corps fini de cardinal q “ pn. Le groupe multiplicatif
K˚ est de cardinal q ´ 1, et par le corolaire 2.14 tous les éléments de K˚ vérifient gq´1 “ e, c’est-
à-dire que dans KrXs, les éléments de K˚ sont des racines du polynôme

Xq´1 ´ 1 (19.101)

Par conséquentK est un corps de décomposition pour le polynôme QpXq “ Xq´X “ XpXq´1 ´1q
parce que QpXq “ 0 dans K. Il est unique par la proposition 6.138.

Montrons maintenant que le corps de décomposition de P “ Xq ´ X sur Fp est un corps de
cardinal q. Pour ce faire nous considéronsK ce corps de décomposition, et E, l’ensemble des racines
de P dans K. Nous allons montrer que E “ K et que E est un corps contenant q éléments.

Montrons que E est un corps. Pour α, β P E nous avons

pαβqq “ αqβq “ αβ (19.102)

parce que αq “ α. Le produit αβ est donc encore dans E. Pour la somme,

pα ` βqq “ pα ` βqpn “
´

pα ` βqp
¯pn´1

“ pαp ` βpqpn´1 “ . . . “ αp
n ` βp

n “ α ` β. (19.103)

En ce qui concerne l’inverse,
pα´1qq “ pαqq´1 “ α´1. (19.104)

Donc E est un corps. Évidemment E est un corps de décomposition de P au sens où E est une
extension de Fp sur lequel P est scindé (parce qu’il est scindé sur K et E est le sous-corps de K
contenant les racines de P ) et tel que E “ Fpptαiuq où les αi sont les racines de P . Notons que
Fp Ă E parce que dans Fp on a xq “ x.

Par unicité, nous avons K “ E. Nous devons montrer que P possède exactement q racines
distinctes, afin d’avoir CardpEq “ q. Pour cela remarquons que

P 1pXq “ qXq´1 ´ 1 “ ´1 (19.105)

dans Fp. En effet P P Fp et q “ 0 dans Fp. Par conséquent P 1 ne s’annule pas et P n’a pas de
racine double. Toutes les racines étant simples, il y en a exactement q.

Le théorème 19.35 ne permet pas de construire le corps à q “ pn éléments. Nous allons main-
tenant voir un certain nombre de résultats donnant des façons de le construire. Ces résultats
proviennent de [482, 483, 484] et de wikipedia

Proposition 19.36 ([484]).
Soit K un corps fini. Alors le groupe multiplicatif Kzt0u est cyclique.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_l'%C3%A9l%C3%A9ment_primitif
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Démonstration. Soit K un corps ayant q éléments. Le groupe Kzt0u en a q ´ 1 ; ergo l’ordre des
éléments de Kzt0u sont des diviseurs de q ´ 1 ; c’est le corolaire 2.14. Soit d un diviseur de q ´ 1
et

Hdzt0u “ tx d’ordre d dans Kzt0uu (19.106a)
Hd “ tracines de Xd ´ 1 dans Ku. (19.106b)

Ici le polynôme Xd ´ 1 est vu dans KrXs. Notons que nous avons automatiquement Hd̊ Ă Hd,
mais l’inclusion inverse n’est pas assurée parce que les éléments d’ordre d{2 par exemple sont aussi
dans Hd. Supposons Hd̊ ‰ H et considérons a P Hd̊ . Alors l’application

ϕ : Z{dZ Ñ Hd

n ÞÑ an
(19.107)

est un isomorphisme d’anneaux. En effet étant donné que a P Hd̊ Ă Hd, l’ensemble Hd contient le
groupe cyclique engendré par a. Ce dernier contient, par construction, d éléments. Mais CardpHdq ď
d parce que Hd est l’ensemble des racines d’un polynôme de degré d. Par conséquent CardpHdq “ d
et l’ensemble Hd est bien engendré par a et ϕ est bien un isomorphisme. Par conséquent tous les
éléments de Hd̊ sont des générateurs de Hd.

Inversement soit x un générateur de Hd. L’ordre de Hd étant d, l’ordre de x doit être un diviseur
de d. Supposons donc que x soit d’ordre d{k. Dans ce cas nous devrions avoir CardpHdq “ d{k, ce
qui contredit l’isomorphisme ϕ.

En conclusion, Hd̊ est l’ensemble des générateurs du groupe Hd. Le nombre de générateurs de
Z{dZ étant φpdq par la proposition 19.15, et Hd étant isomorphe à Z{dZ nous avons

CardpHd̊ q “ φpdq. (19.108)

Par conséquent si Hd̊ n’est pas vide, son cardinal est φpdq. Nous avons

q ´ 1 “ CardpK˚q (19.109a)
“ Card

` ď

dq´1
Hd̊

˘
(19.109b)

“
ÿ

dq´1
CardpHd̊ q (19.109c)

ď
ÿ

dq´1
φpdq “ q ´ 1 (19.109d)

où nous avons utilisé le lemme 19.12. Par conséquent pour tout d divisant q ´ 1 nous avons
CardpHd̊ q “ φpdq et il y a au moins un élément d’ordre q ´ 1 dans K. Cet élément engendre K˚
parce que K˚ contient exactement q ´ 1 éléments. Par conséquent K est cyclique.

Corolaire 19.37.
Si p est un nombre premier, alors

pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ. (19.110)

L’isomorphisme est un isomorphisme de groupes (abéliens). À gauche multiplicatif et à droite
additif.

Démonstration. La proposition 19.36 nous enseigne que le groupe multiplicatif d’un corps fini est
cyclique et donc isomorphe à un certain Z{nZ. Donc pZ{pZq˚ est un groupe cyclique d’ordre p, et
donc isomorphe à Z{nZ avec n “ p´ 1.

Lorsque K est un corps les éléments du groupe K˚ sont les éléments primitifs de K.
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Proposition 19.38.
Soit K un corps contenant q éléments. Alors

(1) xq “ x pour tout x P K,
(2) Xq ´X “ ś

aPKpX ´ aq.
Démonstration. Le groupe Kzt0u ayant q ´ 1 éléments, ses éléments vérifient aq´1 “ 1 par le
corolaire 2.14 et par conséquent aq “ aaq´1 “ a.

Soit a P K. Étant donné que aq ´ a “ 0, le polynôme pX ´ aq divise Xq ´ X dans KrXs. Par
conséquent ź

aPK
pX ´ aq (19.111)

divise également Xq ´X. Les polynômes Xq ´X et
ś
aPKpX ´ aq étant deux polynômes unitaires

de même degré, le fait que l’un divise l’autre montre qu’ils sont égaux.

Exemple 19.39.
Soit K “ Q et L “ Qp?

2,
?

3q. Afin de montrer que L “ Qpαq avec α “ ?
2 ` ?

3 nous devons
montrer que

?
2 et

?
3 sont des polynômes en α. △

Une conséquence de xq “ x est qu’il ne faut pas considérer le théorème 6.104 trop rapidement en
disant « s’il s’annule partout, alors c’est le polynôme nul ». En effet dans un corps fini, « partout »
n’est pas forcément très grand.

Exemple 19.40.
Si F3 “ Z{3Z est le 15 corps à 3 éléments, alors le polynôme P pXq “ X3 ´X s’évalue à zéro pour
tout x P F3 (proposition 19.38.) mais il n’est pas le polynôme nul. △

19.4.3 Symboles de Legendre et carrés

Source : [485].
Nous disons que a P Fp est un carré si il existe b P Fp tel que a “ b2.

Définition 19.41.
Soit n P N et p ą 2 un nombre premier. Le symbole de Legendre est défini par

ˆ
n

p

˙
“

$
’&
’%

0 si p divise n
1 si n est un carré dans Fp
´1 sinon.

(19.112)

Note : ´1 peut être un carré, et pas que dans C. Par exemple dans F5 nous avons 4 “ ´1 et
donc ´1 est un carré.

Proposition 19.42.
Soit un nombre premier p ą 2. Le corps Fp̊ contient autant de carrés que de non carrés. De plus
pour tout n P N nous avons ˆ

n

p

˙
“ npp´1q{2 mod p. (19.113)

Démonstration. Nous considérons l’application

ψ : Fp̊ Ñ Fp̊

x ÞÑ x2.
(19.114)

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs et kerψ “ t´1, 1u. Étant donné que p ą 2, nous
avons alors

Cardpkerψq “ 2 (19.115)

15. Le singulier est justifié par le théorème 19.35, mais ça n’a pas d’importance ici.
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parce que 1 ‰ ´1. Évidemment l’ensemble des carrés dans Fp̊ est l’image de ψ. Le premier théorème
d’isomorphisme 2.6(3) nous permet alors de conclure que

CardpImagepψqq “ CardpFp̊q
2 . (19.116)

Ceci prouve la première assertion.
Par le petit théorème de Fermat (théorème 6.15), nous avons xp´1 “ 1 pour tout x P Fp̊ . Les

pp´ 1q éléments de Fp̊ sont donc tous racines d’un des deux polynômes

Xpp´1q{2 “ ˘1. (19.117)

Mais chacun des deux ne peut avoir, au maximum, que pp ´ 1q{2 solutions. Ils ont donc chacun
exactement pp´ 1q{2 racines.

Nous pouvons maintenant prouver la formule (19.113). D’abord si n “ 0, elle est évidente. Si
n est un carré dans Fp, nous posons n “ x2 et nous avons

npp´1q{2 “ np´1 “ 1 “
ˆ
n

p

˙
. (19.118)

Si n n’est pas un carré, c’est que n n’est pas une racine de Xpp´1q{2 “ 1. Le nombre n est alors
une racine de Xpp´1q{2 “ ´1. Nous avons alors

npp´1q{2 “ ´1 “
ˆ
n

p

˙
. (19.119)

Corolaire 19.43.
Si a, b P N et si p ą 2 est un nombre premier, alors

ˆ
ab

p

˙
“
ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (19.120)

Démonstration. Par la formule (19.113),
ˆ
ab

p

˙
“ pabqpp´1q{2 “ app´1q{2bpp´1q{2 “

ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (19.121)

Soit un nombre premier q ą 2 et A, un anneau de caractéristique p. Si α P A vérifie

1 ` α ` ¨ ¨ ¨ ` αq´1 “ 0, (19.122)

nous définissons la somme de Gauss par

τ “
ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙
αx “

q´1ÿ

x“1

ˆ
x

q

˙
αx. (19.123)

Notons que la somme de Gauss dépend de q et du α choisis.

Proposition 19.44.
Les sommes de Gauss vérifient les propriétés suivantes.

(1) τ2 “
´

´1
q

¯
q. Nous allons noter ϵpqq “

´
´1
q

¯
.

(2) Si A est de caractéristique p ě 3 et si p ‰ q alors

τp “
ˆ
p

q

˙
τ. (19.124)
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(3) Si A est de caractéristique p et si q est premier avec p, alors τ est inversible dans A.

Démonstration. D’abord nous notons que

αq ´ 1 “ pα ´ 1qp1 ` α ` ¨ ¨ ¨ ` αq´1q “ 0 (19.125)

par définition de α. Nous calculons

ϵpqqτ2 “ ϵpqq
ÿ

x,yPFq

ˆ
x

q

˙ˆ
y

q

˙
αx`y (19.126a)

“
ÿ

x,yPFq

ˆ´xy
q

˙
αx`y. (19.126b)

“
ÿ

zPFq

ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
αz (19.126c)

“
ÿ

zPFq

szα
z (19.126d)

Justifications :
— Pour obtenir (19.126b) nous avons utilisé le corolaire 19.43.
— (19.126c) est un changement de variable z “ x` y dans la somme sur x.
— Pour (19.126d) nous avons posé

sz “
ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
. (19.127)

Nous avons
s0 “

ÿ

yPFq

ˆ
y2

q

˙
. (19.128)

Dans cette somme, tous les termes sont égaux à 1, sauf celui avec y “ 0 qui vaut zéro. Nous avons
donc s0 “ q ´ 1. Voyons maintenant sy avec y ‰ 0. L’application

Fq̊ Ñ Fqzt1u
k ÞÑ 1 ´ zy´1 (19.129)

étant une bijection nous pouvons effectuer le changement de variables t “ y´1z´ 1 pour la somme
sur y en notant y´1 l’inverse de y dans Fq̊ , nous trouvons alors

ÿ

yPFq

ˆ
ypz ´ yq

q

˙
“

ÿ

yPFq

ˆ
y2py´1z ´ 1q

q

˙
(19.130a)

“
ÿ

yPFq

ˆ
y´1z ´ 1

q

˙
(19.130b)

“
ÿ

tPFqzt1u

ˆ
t

q

˙
(19.130c)

“
ÿ

tPFq

ˆ
y

q

˙

loooomoooon
“0

´
ˆ

1
1

˙
(19.130d)

“ ´1 (19.130e)

parce qu’il y a autant de carrés que de non carrés dans Fq̊ (proposition 19.42). En résumé nous
avons

ϵpqqτ2 “
ÿ

zPFq

szα
z (19.131)
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où

sz “
#
q ´ 1 si z “ 0
´1 sinon.

(19.132)

Cela donne
ϵpqqτ2 “ pq ´ 1q ´ pα ` ¨ ¨ ¨ ` αq´1qlooooooooomooooooooon

“´1

“ q (19.133)

où nous avons utilisé l’hypothèse sur α. Donc ϵpqqτ2 “ q, et étant donné que ϵpqq “ ˘1 nous
concluons

τ2 “ ϵpqqq. (19.134)
Nous prouvons maintenant la seconde partie. Comme A est de caractéristique p, en utilisant

le fait que le morphisme de Frobenius est un morphisme,

τp “
¨
˝ ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙
αx

˛
‚
p

“
ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙p
αpx. (19.135)

Étant donné que
´
x
q

¯
“ ˘1 et que p est impair, nous avons

ˆ
x

q

˙p
“
ˆ
x

q

˙
. (19.136)

Du coup nous avons ˆ
p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
xp

q

˙
αpx. (19.137)

Mais p étant inversible dans Fq, l’application x ÞÑ px est une bijection et nous pouvons sommer
sur px au lieu de x : ˆ

p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
x

q

˙
αx “ τ. (19.138)

Nous trouvons alors que
τp “

ˆ
p

q

˙
τ. (19.139)

Étant donné la formule du τ2 que nous venons de démontrer, nous avons τ2 “ ˘q. Les nombres
p et q étant premiers entre eux, le théorème de Bézout (théorème 1.228) nous donne a et b tels que

ap` bq “ 1. (19.140)

Cela montre que b est un inverse de q modulo p. Donc τ2 est inversible, et il en découle que τ
lui-même est inversible.

Théorème 19.45 (Loi de réciprocité quadratique).
Soient deux nombres premiers distincts p, q ě 3. Alors

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pp´1qpq´1q

4

ˆ
q

p

˙
. (19.141)

Démonstration. Soit ϕq le polynôme 1 `X ` ¨ ¨ ¨ `Xq´1 et l’anneau

A “ FprXs{pϕqq. (19.142)

C’est un anneau de caractéristique p parce que son unité est le polynôme constant 1. Nous nommons
α “ X{pϕqq, c’est-à-dire que ϕqpαq “ 0 dans A, et nous pouvons considérer la somme de Gauss

τ “
ÿ

iPFq

ˆ
i

q

˙
αi. (19.143)
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Notons que ceci est un élément de A et plus précisément un polynôme de degré zéro dans A,
et encore plus précisément, une classe d’un tel polyôme. Donc les coefficients de α doivent être
compris comme des éléments de Fp. Nous savons (proposition 19.44) que

τ2 “
ˆ´1
q

˙
, (19.144)

et en utilisant la formule (19.113) nous trouvons
ˆ
τ2

p

˙
“ pτ2qpp´1q{2 mod p “ τp´1 mod p (19.145)

En réalité sur cette dernière ligne, nous ne devrions pas préciser le « modulo p » parce que, comme
mentionné plus haut, ce sont des éléments de Fp. En utilisant cela, ainsi que (19.124), nous avons

ˆ
τ2

p

˙

loomoon
τp´1

τ “ τp “
ˆ
p

q

˙
τ (19.146)

Puisque τ est inversible, nous écrivons
ˆ
τ2

p

˙
“
ˆ
p

q

˙
(19.147)

Nous utilisons maintenant la formule (19.113) sur le membre de gauche avec n “ τ2 “
´

´1
q

¯
:

ˆ
p

q

˙
“
ˆ´1
q

˙ q´1
2

ˆ
q

p

˙
. (19.148)

Toujours avec la même formule nous pouvons substituer
´

´1
q

¯
par p´1qpq´1q{2 et obtenir

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pq´1q

2
pp´1q

2 . (19.149)

Lemme 19.46.
Si p est un nombre premier p ě 3, alors le symbole de Legendre x ÞÑ

´
x
p

¯
est l’unique morphisme

non trivial de Fp̊ dans t´1, 1u.

Démonstration. Le fait que le symbole de Legendre soit non trivial est simplement le fait qu’il y ait
des carrés et des non carrés dans Fp̊ ; voir la proposition 19.42. Pour l’unicité, soit α : Fp̊ Ñ t´1, 1u
un morphisme surjectif (c’est-à-dire non trivial). Étant donné que

Fp̊ “ kerpαq Y ´ kerpαq, (19.150)

le groupe Fp̊{ kerpαq ne contient que deux éléments : r1s et r´1s. Autrement dit, kerpαq est d’indice
2 dans Fp̊ .

Or Fpzt0u ne possède qu’un seul sous-groupe d’indice 2. En effet soit S un tel sous-groupe et a,
un générateur de Fpzt0u (qui est cyclique par la proposition 19.36), alors a2 P S par le lemme 3.30.
Par conséquent S contient le groupe des puissances paires de a. Le groupe S ne peut rien contenir
de plus parce qu’il est d’indice 2 et que l’ordre de Fpzt0u est pair.

Bref, le sous-groupe kerpαq est l’unique sous-groupe d’indice 2 dans Fpzt0u. Mais la proposi-
tion 19.42 nous indique que |pFpzt0uq2| “ p´1

2 , c’est-à-dire que le groupe des carrés est d’indice 2.
Nous avons donc, par l’unicité,

kerpαq “ pFpzt0uq2. (19.151)
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Au final, pour y P Fpzt0u,

αpyq “
#

1 si y est un carré
´1 sinon.

(19.152)

Ce qui est bien la définition des symboles de Legendre.

Proposition 19.47.
Pour p premier nous avons

ˆ
2
p

˙
“
#

1 si p P r1s8 ou p P r7s8

´1 sinon.
(19.153)

Démonstration. Soit le polynôme
X4 ` 1 P FprXs (19.154)

et α, une racine dans une extension 16 de Fp 17. Nous posons θ “ α ` α´1 et nous calculons

θ2 “ pα ` α´1qpα ` α´1q “ α2 ` 2 ` pα2q´1 “ α2 ` 2 ´ α2 “ 2 (19.155)

parce que α2 étant ´1, nous avons pα2q´1 “ ´α2. Bref, θ2 “ 2.
Dire que 2 est un carré modulo p revient à dire que θ est dans Fp. C’est-à-dire que pour calculer

le symbole de Legendre
´

2
p

¯
, nous étudions pour quels p, l’élément θ est vraiment dans Fp et non

seulement dans l’extension Fppαq. En tenant compte de l’exemple 6.90, il faut distinguer deux cas :
αp “ α et αp ‰ α. Autrement dit, si αk “ α pour un certain nombre premier k, alors le cas p “ k
est à traiter à part. La liste des puissances de α est :

1, α, α2, α3,´1,´α,´α2,´α3, 1, α, . . . (19.156)

Nous avons donc automatiquement α9k “ α, mais p “ 9k est exclu parce que p est premier. Nous
devons donc vérifier si une des propriétés

α2 “ α (19.157a)
α3 “ α (19.157b)

´α “ α (19.157c)
´α3 “ α (19.157d)

est possible. Il est aisément vérifiable, au cas par cas, que ces possibilités sont toutes incompatibles
avec α4 “ ´1. Nous avons donc certainement αp ‰ α et compte tenu de l’exemple 6.90, l’équation
xp “ x caractérise les éléments de Fp dans Fppαq.

L’équation X2 “ 2 a exactement deux solutions qui sont ˘θ. Nous avons donc 2 P F2
p si et

seulement si θ P Fp si et seulement si θp “ θ. Nous avons réduit notre problème à déterminer pour
quels p nous avons θp “ θ. D’abord nous avons, par le morphisme de Frobenius,

θp “ pα ` α´1qp “ αp ` α´p. (19.158)

Nous pouvons maintenant conclure facilement. Un nombre premier étant impair (sauf p “ 2 qui
peut être traité à part), p est automatiquement dans un des ensembles r1s8, r3s8, r5s8 ou r7s8. Nous
avons quatre petites vérifications à faire. Dans tous les cas α8k “ 1. Si p “ 1 ` 8k, alors

θp “ α1`8k ` pα´1q1`8k “ α ` α´1 “ θ, (19.159)

donc 2 est un carré dans Fp. Si p P r3s8, alors θp “ α3 ` α´3. Si cela était égal à α ` α´1, alors
nous aurions

α6 ` 1 “ α4 ` α2, (19.160)
et donc α2 “ 1, ce qui est impossible. Les vérifications pour p P r5s8 et p P r7s8 sont du même
style.

16. Dans la source que je suivais (je ne sais plus où), on parlait ici de « fermeture » de Fp et non d’extension. Il me
semble que parler simplement d’extension suffit. Vous confirmez ?

17. Voir par exemple la proposition 6.135 pour l’existence d’une extension comme il faut.
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19.4.4 Théorème de Chevalley-Warning

Lemme 19.48.
Soit K un corps de caractéristique p et de cardinal q. Pour m P N nous définissons

Sm “
ÿ

xPK
xm. (19.161)

Alors nous avons

Sm mod p “
#

´1 si m ě 1 et m divisible par q ´ 1
0 sinon.

(19.162)

Démonstration. Si m “ 0, alors x0 “ 1 et Sm “ q. Par conséquent Sm mod p “ 0 parce que la
caractéristique d’un corps divise son ordre (proposition 1.297).

Nous prenons maintenant m ě 1 et nous voyons séparément les cas où q ´ 1 divise m ou non.
Si q ´ 1 divise m, alors pour tout x ‰ 0 nous avons

xm “ xkpq´1q “ 1 (19.163)

parce que Kzt0u est cyclique et xq´1 “ 1 par le petit théorème de Fermat (théorème 6.15). Par
conséquent nous avons ÿ

xPK
xm “

ÿ

xPKzt0u
1 “ q ´ 1. (19.164)

Si le nombre m ě 1 n’est pas divisible par q´ 1 alors nous prenons un générateur y du groupe
Kzt0u. Un tel élément vérifie ym ‰ 1. En effet, si y vérifiait ym “ 1 alors cela signifierait que
l’ordre de Kzt0u est un diviseur de m, ce qui n’est pas le cas ici, parce que l’ordre de Kzt0u est
q ´ 1. Pour un tel y, l’application

φ : Kzt0u Ñ Kzt0u
x ÞÑ yx

(19.165)

est une bijection 18. En ce qui concerne l’injectivité, ya “ yb implique a “ b. En ce qui concerne la
surjectivité, si a est un générateur, si z “ al et si y “ ak, alors

z “ φpal´kq. (19.166)

Nous pouvons maintenant poser le calcul.

Sm “
ÿ

xPKzt0u
xn “

ÿ

xPKzt0u
pyxqm “ ym

ÿ

xPKzt0u
xm “ ymSm. (19.167)

Étant donné que ym ‰ 1, la seule solution est Sm “ 0.

Théorème 19.49 (Chevalley-Warning[486]).
Soit K un corps fini de cardinal q et de caractéristique p. Soient P1, . . . , Pr des éléments de
KrX1, . . . , Xns tels que

řr
i“1 degpPiq ă n. Nous considérons l’ensemble des zéros communs à tous

les polynômes :
V “ tx P Kn tel que P1pxq “ . . . “ Prpxq “ 0u. (19.168)

Alors CardpV q “ 0 mod p.

Démonstration. Nous considérons le polynôme

P “
rź

i“1
p1 ´ P q´1

i q. (19.169)

18. Notons que nous n’avons pas réellement besoin que y soit un générateur. Nous n’utilisons seulement le fait que
ym

‰ 1 et y ‰ 0.
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Montrons que

P pxq “
#

1 si x P V
0 sinon.

(19.170)

La première ligne est facile : étant donné que tous les Pipxq sont nuls pour x P V , nous avons
P pxq “ 1. Si x n’est pas dans V , alors nous avons un i tel que Pipxq P Kzt0u. Mais dans ce cas
(toujours la cyclicité de Kzt0u) nous avons Pipxqq´1 “ 1 et donc le produit est nul.

En utilisant l’hypothèse sur le degré des Pi, nous trouvons

degpP q “
rÿ

i“1
pq ´ 1q degpPiq ă npq ´ 1q. (19.171)

Pour un polynôme Q P KrX1, . . . , Xns, nous définissons
ż
Q “

ÿ

xPKn

Qpxq. (19.172)

Nous avons immédiatement
ż
P “

ÿ

xPKn

P pxq “
ÿ

xPV
1 “ CardpV q mod p. (19.173)

Nous insistons sur le « modulo p » parce que dans la formule P pxq “ 1, le membre de droite est le
1 de K ; il est donc automatiquement modulo la caractéristique de K.

Il nous reste à prouver que
ş
P “ 0. Pour cela nous décomposons

P “
ÿ

m

cmX
m1
1 . . . Xmn

n (19.174)

où la somme s’étend sur les m P Nn tels que cm ‰ 0. Nous avons
ż
P “

ÿ

xPKn

ÿ

m

cmx
m1
1 . . . xmn

n (19.175a)

“
ÿ

m

cm

˜ ÿ

xPKn

xm1
1 . . . xmn

n

¸
(19.175b)

“
ÿ

m

cmSm1 . . . Smn . (19.175c)

Le terme de plus haut degré dans la décomposition (19.174) est celui du m tel que
ř
imi est le plus

grand. Comme ce degré est plus petit que npq ´ 1q, pour chacun des m rentrant dans la somme,
nous avons

nÿ

i“1
mi ă npq ´ 1q. (19.176)

En particulier pour tout m P Nn, il existe i tel que mi ă q ´ 1, et dans ce cas Smi “ 0. Donc tous
les termes de la somme ÿ

mPNn

cmSm1 . . . Smn (19.177)

ont un facteur nul.

Corolaire 19.50.
Soit Pi des polynômes à n variables avec

řr
i“1 degpPiq ă n. Si les Pi n’ont pas de terme constant,

alors ils ont un zéro commun non trivial.

Démonstration. Nous reprenons les notations du théorème 19.49. Étant donné que les Pi n’ont
pas de terme constant, 0 P V , mais CardpV q “ 0 mod p. Par conséquent nous devons avoir
CardpV q ą p.
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Exemple 19.51.
Nous considérons les polynômes

P1px, y, t, uq “ xy ` x` ux (19.178a)
P2px, y, t, uq “ x` y ´ 3t. (19.178b)

La somme de leurs degrés est 3 et ce sont des polynômes à 4 variables. Nous devons donc avoir,
en vertu du corolaire 19.50, d’autres racines que la racine triviale px, y, t, uq “ p0, 0, 0, 0q.

Le corolaire nous donne aussi une borne inférieure du nombre de racines à chercher : plus que la
caractéristique du corps sur lequel nous travaillons. Nous pouvons dire cela sans avoir la moindre
idée de la façon dont on pourrait résoudre le système P1 “ P2 “ 0. △

19.4.5 Contenu d’un polynôme

Lemme 19.52 (de Gauss[89, 487]).
Soient P,Q P ZrXs. Alors

cpPQq “ cpP qcpQq (19.179)

où c est le contenu, définition 3.135.

Démonstration. Afin de fixer les notations, nous posons P “ ř
i aiX

i et Q “ ř
j bjY

j .

(i) Pour les polynômes primitifs Nous commençons par supposer que cpP q “ cpQq “ 1.
Dans ce cas si cpPQq ‰ 1, nous considérons un nombre premier p divisant cpPQq. Puisque
le contenu de P et de Q vaut 1, le nombre p ne peut pas diviser tous leurs coefficients. Nous
définissons i0 de façon que ai0 soit le premier à ne pas être divisible par p, et j0 de telle façon
que bj0 soit le premier à ne pas être divisible par p. Autrement dit :

p  a0, p  a1, . . . , p  ai0´1, p ffl ai0 (19.180)

et de façon similaire pour j0. Donc p ne divise ni ai0 , ni bj0 . Nous nous demandons alors avec
malice quel est le coefficient de Xi0`j0 dans PQ. La réponse est :

ai0bj0 `
ÿ

i`j“i0`j0
iăi0 ou jăj0

aibj . (19.181)

Par définition p divise soit ai soit bj pour chacun des termes de la grande somme. Comme p
ne divise pas ai0bj0 , il ne divise pas le coefficient de Xi0`j0 dans PQ, alors que nous étions
partis en disant que p divisait tous les coefficients de PQ.
Nous concluons donc que cpPQq “ 1.

(ii) Cas général Si P et Q sont maintenant des polynômes sans condition particulière dans
ZrXs, nous considérons P1 “ P

cpP q et Q1 “ Q
cpQq ; ces deux polynômes sont primitifs et nous

avons alors, en utilisant la première partie :

cpP1Q1q “ 1. (19.182)

Étant donné que
P1Q1 “ 1

cpP qcpQqPQ, (19.183)

nous avons
cpPQq “ cpP qcpQqcpP1Q1q “ cpP qcpQq. (19.184)
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19.4.6 Théorème de l’élément primitif

Définition 19.53.
Soit K un corps. Une extension L de K est dite finie si L est un espace vectoriel de dimension
finie sur K.

Notez que la définition d’extension finie ne suppose ni que K, ni que L, soient finis en tant
qu’ensembles.

Théorème 19.54 (de l’élément primitif). Si K est un corps fini, toute extension finie de K est
simple 19.

Si K est un corps quelconque alors toute extension séparable finie est simple.

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que dans le cas où K est fini. Dans ce cas nous savons
par la proposition 19.36 que le groupe Kzt0u est cyclique. Si de plus L est une extension finie
alors L est fini en tant qu’ensemble. Par conséquent Lzt0u est un groupe cyclique. Si α est un
générateur de L alors L “ Kpαq et l’extension est donc simple.

Une preuve de l’assertion dans le cas où K est infini peut être trouvée sur wikipédia.

Proposition 19.55.
L’ordre d’un polynôme P vérifie les propriétés suivantes :

(1) L’ordre de P est l’ordre multiplicatif de ses racines
(2) L’ordre de P divise pn ´ 1.

Lemme 19.56.
Soit p un nombre premier et P un polynôme irréductible unitaire de degré n. Si α, β P FprXs{P ,
alors pα ` βqp “ αp ` βp.

Démonstration. La preuve est exactement la preuve classique :

pα ` βqp “
ÿ

k

ˆ
k

p

˙
αkβp´k (19.185)

où les coefficients binomiaux sont dans Fp et donc nuls pour les k différents de p et de 0.

Cette proposition est encore vraie avec α, β P Fpn et pα ` βqpn .

Lemme 19.57.
Si α P Fq est une racine d’ordre k de P (de degré n) alors les racines de Xk´1 sont tαi tel que i “
0, . . . , k ´ 1u.

Nous serions donc intéressés à construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme
primitif. Le théorème suivant donne une description abstraite de Fq qui va nous servir de point de
départ pour la construction.

Théorème 19.58 (Théorème de l’élément primitif).
Soit p un nombre premier, n P N et q “ pn. Soit K un corps à q éléments. Alors

(1) Il existe α P K tel que K “ Fprαs.
(2) Il existe un polynôme irréductible P P FprXs de degré n tel que

ϕ : FprXs{pP q Ñ K

X ÞÑ α
(19.186)

soit un isomorphisme de corps.
Soient α et P choisis pour avoir les propriétés citées plus haut. Alors nous avons les propriétés
suivantes.

(1) P est primitif 20.
19. Définition 6.86.
20. Définition 3.137.
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(2) P est scindé dans K.
(3) L’ensemble des racines de P est tα, αp, . . . , αpn´1u.
(4) Le polynôme P divise Xq ´X dans FprXs.

Démonstration. Le corps K étant fini, il est cyclique par la proposition 19.36. Soit α un générateur
de Kzt0u alors

K “ Fprαs. (19.187)

Soit ℓ le plus grand entier tel que l’ensemble

t1, α, ¨ ¨ ¨ , αℓ´1u Ă K (19.188)

soit libre. Pour rappel, K est un espace vectoriel sur Fp. Il existe des ai P Fp tels que

αℓ ` aℓ´1α
ℓ´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 “ 0. (19.189)

De façon équivalente, il existe un polynôme unitaire P P FprXs de degré ℓ tel que P pαq “ 0. Étant
donné que α est générateur de K,

K “ Spant1, α, . . . , αℓ´1u (19.190)

parce que K est généré par les puissances de α alors que les puissances de α plus hautes que ℓ´ 1
peuvent être générées par 1, α, . . . , αℓ´1. L’espace K est donc un Fp-espace vectoriel de dimension
ℓ ; par conséquent

CardpKq “ pn “ q (19.191)

et ℓ “ n.
Montrons que P est irréductible dans Fp. Si P était réductible dans Fp, l’élément α P K serait

une racine d’un des facteurs, c’est-à-dire qu’il serait racine d’un polynôme de degré inférieur à n,
ce qui contredirait le fait que

tαℓ´1, . . . , 1u (19.192)

soit libre.
Montrons que l’application

ϕ : FprXs{pP q Ñ K

X ÞÑ α
(19.193)

est un isomorphisme. Pour l’injectivité, deux éléments Q1, Q2 P FprXs{pP q s’écrivent

Q1 “
n´1ÿ

k“0
akX

k (19.194a)

Q2 “
n´1ÿ

k“0
bkX

k
. (19.194b)

Dans ce cas si ϕpQ1q “ ϕpQ2q alors

ϕpQ1q “
n´1ÿ

k“0
akα

k “ ϕpQ2q “
n´1ÿ

k“0
bkα

k. (19.195)

Mais l’ensemble t1, α, . . . , αn´1u étant libre sur Fp, cela implique ak “ bk. La surjectivité de ϕ
provient du fait que α génère K.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la démonstration. Soient α P K tel que K “
Fprαs et P P FprXs un polynôme irréductible de degré n tel que α ÞÑ X soit un isomorphisme
entre K et FprXs{pP q.

Le polynôme P est primitif parce que α est d’ordre pn dans K alors que X ÞÑ α est un
isomorphisme. Par conséquent X est d’ordre pn dans FprXs{P .
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Nous commençons par prouver que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (19.196)

est l’ensemble des racines distinctes de P . Pour cela nous posons

P pXq “
nÿ

k“0
akX

k (19.197)

avec ak P Fp. D’abord α est une racine de P . En effet

P pXq “
ÿ

k

akX
k “ 0 (19.198)

parce que cette somme est calculée dans FprXs{pP q. En appliquant l’isomorphisme ϕ à l’égalité
(19.198) nous trouvons

0 “ ϕ
`
P pXq˘ “

ÿ

k

akϕpXkq “
ÿ

k

akα
k. (19.199)

Donc α est bien une racine de P dans FprXs. Nous devons montrer qu’il en est de même pour
les autres puissances dans l’ensemble (19.196). Étant donné que pour tout x dans Fp nous avons
xp “ x, nous avons aussi

P pXpq “
ÿ

k

akpXpqk “
ÿ

k

apkpXpqk “
ÿ

k

pakXkqp (19.200)

alors que nous savons que x ÞÑ xp est un automorphisme de Fp par la proposition 1.299. Par
conséquent

P pXpq “
ÿ

k

pakXkqp “
˜ÿ

k

akX
k

¸p

“ P pXqp. (19.201)

Nous avons montré que si β est une racine de P , alors βp est également une racine de P . Nous
savons déjà que α est une racine de P , et que α est également générateur de K, c’est-à-dire que α
est d’ordre q ´ 1. Les puissances

α, αp, αp
2
, . . . , αp

n´1 (19.202)

sont donc distinctes (αpn “ αq “ 1) et sont toutes des racines de P . Étant donné que P est de
degré n il ne peut pas y avoir d’autres racines. Nous concluons que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (19.203)

est l’ensemble des racines distinctes de P dans K. Le polynôme P est alors scindé dans KrXs.
Le dernier point du théorème est de montrer que P divise Xq ´ X. Pour cela nous allons

montrer que toutes les racines de P sont des racines de Xq ´X. Soit β une racine de P ; il s’écrit
β “ αk pour un certain k. Étant donné que αq´1 “ e “ αp

n´1,

βq “ pαpnqk (19.204a)

“ `
αp

n´1α
˘k (19.204b)

“ `
αq´1α

˘k (19.204c)
“ αk (19.204d)
“ β. (19.204e)

Cela signifie que βq “ β et donc que β est racine de Xq ´X.

Corolaire 19.59.
Le corps fini à q “ pn éléments est de caractéristique p.
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Démonstration. Nous considérons le corps fini K à q éléments sous la forme K “ FprXs{P comme
indiqué par l’équation (19.186). Soit 1q la classe du polynôme 1 modulo P , nous considérons le
morphisme

µ : Z Ñ Fq

n ÞÑ n1q.
(19.205)

Le noyau de cette application est kerµ “ Zp parce que p1q “ 0, les coefficients étant à comprendre
dans Fp.

Définition 19.60.
Soient P , un polynôme de degré n, et p, un nombre premier. Un élément α P FprXs{pP q est une
racine primitive si les puissances de α parcourent tout le groupe multiplicatif pFprXs{P qzt0u.

Lemme 19.61.
Soit p un nombre premier et P , un polynôme de degré n. Si α P FprXs{P est une racine primitive
de P alors les autres racines de P sont également primitives.

Démonstration. Soit α P FprXs{P une racine primitive de P . L’élément αp est également une
racine parce que si P “ ř

k akX
k,

P pαpq “
ÿ

k

pakαkqp “ `ÿ

k

akα
k
˘p “ 0 (19.206)

où nous avons utilisé le fait que apk “ ak étant donné que ak P Fp. Par hypothèse α est une racine
primitive ; cela implique que les éléments α, αp, αp2

, . . . , αp
n´1 sont distincts dans FprXs{P . Ces

éléments constituent donc toutes les racines de P .
Soit β “ αp

k une racine de P . Montrons que α est une puissance de β. Étant donné que
pFprXs{P qzt0u est un groupe à pn´1 éléments, le corolaire 2.14 indique que αpn “ α. En particulier
avec r “ pn´k nous avons

βr “ αrp
k “ αp

n “ α. (19.207)

Par suite toutes les puissances de α sont des puissances de β, ce qui implique que β est générateur
du groupe cyclique pFprXs{P qzt0u.

Lemme 19.62.
Soit p un nombre premier et n, un entier. Un polynôme de degré d, irréductible dans FprXs, divise
Xpn ´X si et seulement si, d divise n.

Théorème 19.63.
Soient P et Q deux polynômes irréductibles de degré n dans FprXs. Alors les quotients FprXs{P
et FprXs{Q sont isomorphes en tant que corps.

En guise de démonstration de ce théorème, nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 19.64.
Si K et L sont deux corps à q “ pn éléments, alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit a un élément primitif de K et P son polynôme minimal. Nous savons que
K » FprXs{P par le théorème de l’élément primitif 19.58. L’élément a est en particulier une racine
de Xq ´X. Par ailleurs P divise Xq ´X par le lemme 19.62.

Nous avons aussi
Xq ´X “

ź

bPL
pX ´ bq (19.208)

par la proposition 19.38. Étant donné que P divise Xq ´X, un des éléments de L annule P . Soit
b P L tel que P pbq “ 0. Soit Q le polynôme minimal de b. Par définition nous savons que Q divise
P , mais P étant irréductible et unitaire, nous avons immédiatement P “ Q. En particulier

FprXs{P » FprXs{Q » K. (19.209)



1588 CHAPITRE 19. CORPS FINIS, RACINES DE L’UNITÉ

Nous montrons maintenant que FprXs{Q » L par l’application

ϕ : FprXs{Q Ñ L

X ÞÑ b
(19.210)

qui se prolonge en RpXq ÞÑ Rpbq pour tout R P FprXs. Cette application est bien définie parce
que Qpbq “ 0. Elle est injective parce que Rpbq “ 0 ne peut pas avoir lieu avec R P FprXs{Q parce
que Q est le polynôme minimal de b. La surjectivité vient alors du fait que les deux corps ont le
même nombre d’éléments.

19.4.7 Construction de Fpn

Le théorème 19.35 nous indique que, pour tout q P N, il existe un unique corps possédant q
éléments. Ce corps est noté Fq.

Le théorème 19.58 nous incite à chercher à écrire Fq sous la forme

Fq “ FprXs{pP q (19.211)

pour un certain polynôme irréductible P P FprXs.

19.4.7.1 La version du faignant

Nous pouvons construire le corps à q “ pn éléments en prenant le quotient de FprXs par
n’importe quel polynôme irréductible de degré n. Le résultat est le suivant.

Proposition 19.65.
Soit P un polynôme unitaire irréductible dans FprXs. Nous posons K “ FprXs{pP q. Alors

(1) K est un corps à q éléments.
(2) α “ X est une racine de P dans K.
(3) K “ Fprαs.

Démonstration. (1) En vertu du corolaire 6.41, K est un corps. Il est aussi un espace vectoriel
de dimension n sur Fp, et contient donc pn “ q éléments.

(2) Nous avons P pXq “ 0 par construction de K “ FprXs{pP q.
(3) En tant que quotient de FprXs, les éléments de K sont des polynômes en X.

19.4.7.2 La version plus élaborée

Construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme irréductible quelconque ne donne
pas d’information sur les générateurs de Fqzt0u, et en particulier il n’est pas toujours vrai que X
est générateur.

Exemple 19.66.
Construisons F4. Le polynôme X2 ` X ` 1 est irréductible dans F2 parce qu’il n’a pas de racine
(c’est vite vu : dans F2 il n’y a que deux candidats). Donc F4 “ F2rXs{pX2 `X ` 1q. △

Remarque 19.67.
Le corps F2 n’est pas un sous-corps de C parce que leurs caractéristiques ne sont pas les mêmes.
Une conséquence est que les racines de polynômes peuvent être très différentes. Par exemple le
polynôme X2 ` 1 accepte x “ 1 comme racine dans F2 tandis qu’il a pour racines ˘i dans C.

En changeant de corps, les racines peuvent donc complètement changer. Ce n’est pas juste qu’il
y a des racines dans l’un et pas dans l’autre.

Exemple 19.68.
Cherchons à construire F16 comme quotient de F2 par un polynôme de degré 4.
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: x=polygen(GF(2))
sage: -x-1
x + 1
sage: Q=x**15-1
sage: Q.factor()
(x + 1) * (x^2 + x + 1) * (x^4 + x + 1) * (x^4 + x^3 + 1)

* (x^4 + x^3 + x^2 + x + 1)

Les polynômes candidats à avoir des racines génératrices sont donc au nombre de 3 :

P1 “ X4 `X ` 1 (19.212a)
P2 “ X4 `X3 ` 1 (19.212b)
P3 “ X4 `X3 `X2 `X ` 1. (19.212c)

Dans le quotient F2rXs{P3, l’élément X n’est pas générateur. En effet nous avons X4 “ X3 `
X2 `X ` 1 et par conséquent les puissances successives de X sont

X (19.213a)
X2 (19.213b)
X3 (19.213c)
X4 “ X3 `X2 `X ` 1 (19.213d)
1. (19.213e)

La classe de X dans F2rXs{P3 n’est donc pas génératrice du groupe pF2rXs{P3qzt0u.
Le polynôme P1 “ X4 ` X ` 1 par contre est primitif parce que les puissances de X dans

F2rXs{P1 sont

X (19.214a)
X2 (19.214b)
X3 (19.214c)
X ` 1 (19.214d)
X2 `X (19.214e)
X3 `X2 (19.214f)
X ` 1 `X3 (19.214g)
X2 ` 1 (19.214h)
X3 `X (19.214i)
X ` 1 `X2 (19.214j)
X2 `X `X3 (19.214k)
X3 `X2 `X ` 1 (19.214l)
1 `X2 `X2 (19.214m)
1 `X3 (19.214n)
1 (19.214o)

Cela fait 15 puissances distinctes, ce qui prouve que P1 est primitif. Nous verrons plus loin comment
alléger un peu la vérification de la primitivité de P1. △
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Proposition 19.69 ([1]).
Soient un nombre premier p, un entier non nul n P Nzt0u ainsi qu’un polynôme P irréductible
unitaire primitif dans FprXs. Nous considérons K “ FprXs{P et α “ X P K. En notant q “ pn

nous avons
(1) Les racines de P sont tα, αp, . . . , αpn´1u et αq “ α.
(2) P est le polynôme minimal de α.
(3) P est scindé dans K.
(4) P divise Xq ´X dans K.
(5) La famille t1, α, α2, . . . , αn´1u est une base de K en tant qu’espace vectoriel sur Fp.
(6) En tant qu’ensemble,

Fq “ t0, α, α2, α3, . . . , αq´1u, (19.215)

et les αk sont distincts pour k “ 1, . . . , q ´ 1.

Démonstration. La plupart des assertions sont des corolaires ou des paraphrases de résultats conte-
nus dans les propositions précédentes.

(1) L’assertion à propos des racines de P est contenue dans le lemme 19.61. D’autre part le
groupe pFprXs{P qzt0u est cyclique d’ordre q ´ 1. Par conséquent le corolaire 2.14 indique
que αq´1 “ 1 et donc αq “ α.

(2) Soit P̃ un polynôme annulateur de α. Nous voyons que si β est racine de P̃ alors βp est
également racine de P̃ en utilisant les techniques habituelles. Par conséquent toutes les racines
de P sont racines de P̃ , ce qui implique que P̃ est de degré au moins égal à celui de P .

(3) Possédant n racines distinctes dans K, le polynôme P est scindé.
(4) D’après le lemme 19.38 un polynôme irréductible de degré n divise le polynôme Xpn ´ X.

Une autre façon de montrer ce point est de remarquer que le polynôme P est scindé et que
toutes ses racines sont également racines de Xq ´X.

(5) Une combinaison linéaire nulle entre les éléments de t1, α, α2, . . . , αn´1u serait un polynôme
annulateur de degré n ´ 1 de α. Cet ensemble est donc libre. Par ailleurs un ensemble libre
de n éléments dans un espace vectoriel de dimension n est générateur.

(6) Si αl “ αk avec k ă l et k, l ď q alors nous avons αr “ 1 avec r “ l´k ă q, ce qui contredirait
la primitivité de P . Les éléments 0, α, . . . , αq´1 étant distincts et au nombre de q, ils forment
tout l’ensemble Fq.

19.4.8 Exemple : étude de F16

Dans cette section nous voulons construire F16. Nous considérons donc p “ 2 et n “ 4. Des
polynôme irréductibles de degré 4 dans F2rXs ne sont pas très difficiles à trouver. Par exemple
X4 `X3 `X2 `X ` 1.

Si vous en voulez d’autres, en voici.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 19.70
Le lemme suivant me semble douteux. Écrivez-moi si vous avez une preuve ou un contre-exemple.

Lemme 19.71 ([1]).
Soit un polynôme de degré 4 dans F2rXs. Si il vérifie

(1) le terme constant est non nul,
(2) il y a un nombre impair de termes non nuls,

alors il est irréductible.
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Les polynômes primitifs par contre, doivent être trouvés parmi les diviseurs irréductibles de
X15 ´ 1. Montrons que

P “ X4 `X3 ` 1 (19.216)

est primitif. Nous posons ω “ X P F2rXs{P . L’ordre de ω dans le groupe pF2rXs{P qzt0u doit être
un diviseur de 15 et donc peut être seulement 1, 3, 5 ou 15. Le fait que l’ordre ne soit ni 1 ni 3 est
trivial parce que le degré de P est 4. Montrons que l’ordre de ω n’est pas 5 non plus :

ω5 “ ω4ω “ pω3 ` 1qω “ ω4 ` ω “ ω3 ` ω ` 1 ‰ 1. (19.217)

Dans ce calcul nous avons abondamment utilisé le fait que ´1 “ 1.
À partir de maintenant nous posons K “ F2rXs{P . Les racines de P sont ω, ω2, ω4 et ω8. En

effet si β est une racine de P , alors β2 est une racine en vertu de

P pβ2q “ pβ2q4 ` pβ2q3 ` 1 “ pβ4q2 ` pβ3q2 ` 12 “ pβ4 ` β3 ` 1q2 “ 0. (19.218)

Ici nous avons implicitement utilisé le lemme 19.56. D’autre part P ne peut pas avoir plus de 4
racines.

Proposition 19.72.
L’ensemble tω, ω2, ω4, ω8u est une base de F16 sur F2.

Démonstration. Nous savons que t1, ω, ω2, ω3u est une base. En effet cet ensemble est libre (sinon
ω aurait un polynôme annulateur de degré 3) et générateur parce que l’espace engendré par 4
vecteurs indépendants sur F2 contient 24 “ 16 éléments.

Nous posons e0 “ 1, e1 “ ω, e2 “ ω2, e3 “ ω3 et f1 “ ω, f2 “ ω2, f3 “ ω4, f4 “ ω8. En
utilisant le calcul modulo ω4 ` ω3 ` 1 “ 0 et 2 “ 0 nous trouvons

f1 “ ω (19.219a)
f2 “ ω2 (19.219b)
f3 “ ω3 ` 1 (19.219c)
f4 “ ω3 ` ω2 ` ω. (19.219d)

Ensuite nous montrons que les vecteurs ei peuvent être construits comme combinaisons linéaires
des vecteurs fj :

f1 ` f2 ` f3 ` f4 “ e0 (19.220a)
f1 “ e1 (19.220b)
f2 “ e2 (19.220c)

f1 ` f2 ` f4 “ e3. (19.220d)

Les quatre vecteurs fj forment donc bien une base parce qu’ils sont générateurs d’un espace de
dimension 4.

Exemple 19.73. (1) Résoudre dans F16 l’équation x5 “ a en discutant éventuellement en fonc-
tion de la valeur de a.

(2) Montrer qu’il existe quatre éléments γ P F16 tels que pour chacun d’eux l’ensemble Bγ “
tγ, γ2, γ4, γ8u est une base de F16 sur F2 telle que le produit de deux éléments de Bγ est,
soit un élement de Bγ , soit 1.

C’est parti !
(1) Si a “ 0, alors x “ 0 est la seule solution. Si a ‰ 0 alors a est une puissance de ω ; nous

posons a “ ωl. Nous cherchons x sous la forme x “ ωk. L’équation à résoudre pour k est

ω5k “ ωl (19.221)
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où l est donné. Cette équation revient à

5k “ l mod 15. (19.222)

Si l n’est pas un multiple de 5, alors il n’y a pas de solution. Il n’y a des solutions que pour
l “ 0, 5, 10 et elles sont :

k “

$
’&
’%

3, 6, 9, 12 si l=0
1 si l=5
2 si l=10

(19.223)

(2) Nous cherchons γ sous la forme γ “ ωk. Parmi les nombreuses contraintes liées à l’énoncé,
nous devons avoir

γ5 “ 1, γ, γ2, γ4, γ8. (19.224)

Les possibilités γ5 “ γ, γ2, γ4, γ5 ne sont pas bonnes parce qu’elles impliqueraient que Bγ
n’est pas une base. Reste à explorer γ5 “ 1.
Étant donné le premier point, nous restons avec les possibilités

γ “ 1, ω3, ω6, ω9, ω12. (19.225)

Évidemment γ “ 1 ne produit pas une base. Avec γ “ ω3 nous trouvons

Bγ “ tω3, ω6, ω12, ω24u “ tω3, ω6, ω12, ω9u (19.226)

où nous avons utilisé le fait que ωk “ ωk mod 15. En utilisant le fait que ω4 “ ω3 ` 1 nous
trouvons

ω5 “ ω3 ` ω ` 1 (19.227a)
ω6 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (19.227b)
ω9 “ ω2 ` 1 (19.227c)
ω12 “ ω ` 1. (19.227d)

L’ensemble Bγ est alors formé des éléments

f1 “ ω3 (19.228a)
f2 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (19.228b)
f3 “ ω ` 1 (19.228c)
f4 “ ω2 ` 1. (19.228d)

Il est assez simple de vérifier que c’est une base en remarquant que f1 ` f2 ` f2 ` f4 “ 1.
Les possibilités γ “ ω6, ω9, ω12 produisent les mêmes ensembles Bγ .

△

19.4.9 Polynômes irréductibles sur Fq
Définition 19.74.
La fonction de Möbius est la fonction µ : Nzt0u Ñ t´1, 0, 1u définie par

µpnq “

$
’&
’%

0 si n est divisible par un carré différent de 1,
1 si n est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts,
´1 si n est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts,

(19.229)
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Proposition 19.75 ([488]).
Si m et n sont strictement positifs et premiers entre eux, alors

µpmnq “ µpmqµpnq. (19.230)

De plus nous avons
ÿ

dn
µpdq “

#
1 si n “ 1
0 si n ą 1

(19.231)

Proposition 19.76 (Formule d’inversion de Möbius[488]).
Soient f, g : N Ñ C telles que pour tout n ě 1,

gpnq “
ÿ

dn
fpdq. (19.232)

Alors
fpnq “

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
gpdq (19.233)

où µ est la fonction de Möbius pour tout n ě 1.

Lemme 19.77 ([489]).
Soient P,Q P KrXs ayant une racine commune dans une extension L de K. Si P est irréductible,
alors P  Q.

Démonstration. Si P ne divise pas Q, alors P et Q sont premiers entre eux parce que dans la
décomposition en irréductibles de Q, il n’y a pas de P tandis que dans celle de P , il n’y a que P .
Par conséquent, il existe a, b P K Ă L tels que 21 aP ` bQ “ 1. Cette dernière égalité est encore
valable dans L et donc rend impossible l’existence d’une racine commune.

Proposition 19.78 ([489, 89]).
Soit p un nombre premier, n ě 1 et r P Nzt0u. Nous notons q “ pr, Apn, qq, l’ensemble des
polynômes unitaires irréductibles de degré n sur Fq. Nous notons aussi Ipn, qq “ Card

`
Apn, qq˘.

Alors :
(1) Le polynôme Xqn ´X se décompose en irréductibles de la façon suivante :

Xqn ´X “
ź

dn

ź

PPApd,qq
P. (19.234)

(2) Le nombre d’irréductibles est donné par

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd (19.235)

où µ est la fonction de Möbius (définition 19.74).
(3) Nous avons l’équivalence de suite

Ipn, qq „nÑ8
qn

n
. (19.236)

Démonstration. (1) Soit un diviseur d de n et P P Apd, qq. Montrons que P divise Xqn ´X. Nous
considérons le corps K “ FqrXs{pP q, qui est une extension de degré degpP q de Fq parce qu’il
s’agit des polynômes de degré au maximum degpP q à coefficients dans Fq. Ce corps possède
donc qd éléments et est isomorphe à Fqd par la proposition 19.64. Par construction dans K,
l’élément α “ rXs (la classe de X dans le quotient par P ) est une racine de P . Cet élément

21. Théorème de Bézout, 6.44.
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est également une racine de Xqd ´ X parce que tout élément de Fqd est une racine de ce
polynôme. Ce dernier point est la proposition 19.38.
Nous sommes donc dans la situation où P etXqd´X ont une racine commune dans l’extension
FqrXs{pP q. Nous en déduisons que α est aussi une racine de Xqn ´X. En effet en utilisant
le fait que αqd “ α, nous avons

αq
n “ αq

kd “ αq
dqpk´1qd “

´
αq

d
¯qpk´1qd

“ αq
pk´1qd

, (19.237)

donc par récurrence, on a encore αq
n “ α, et α est racine de Xqn ´ X. Puisque P est

irréductible, le lemme 19.77 nous indique alors, que P divise Xqn ´X.
Étant donné que tous les éléments de Apd, qq divisent Xqn ´ X et sont irréductibles, leur
produit divise encore Xqn ´X :

ź

dn

ź

PPApd,qq
P  Xqn ´X. (19.238)

Nous devons à présent montrer que tous les facteurs irréductibles de Xqn ´X sont dans un
Apd, qq avec d  n. Soit donc P un facteur irréductible de Xqn ´ X de degré d ě 1. Nous
posons encore K “ FqrXs{pP q et nous utilisons la propriété de multiplication sur les degrés
(proposition 6.59) :

rFqn : KsrK : Fqs “ rFqn : Fqs “ n, (19.239)
donc rK : Fqs, qui vaut degpP q est un diviseur de n.
Étant donné queXqn ´X n’a que des racines simples sur Fqn (à nouveau la proposition 19.38),
dans sa décomposition en irréductibles sur Fq, il n’a pas de facteur carré ; il n’a donc qu’une
fois chacun des P P Apd, qq avec d  n. Autrement dit, tous les facteurs irréductibles de
Xqn ´X sont dans le produit

ś
dn

ś
PPApd,qq P et donc Xqn ´X divise ce gros produit :

Xqn ´X 
ź

dn

ź

PPApd,qq
P. (19.240)

Ayant déjà obtenu la divisibilité inverse et les polynômes étant unitaires, nous avons égalité.
(2) Nous passons au degré dans l’expression que nous venons de démontrer :

qn “
ÿ

dn
dCard

`
Apd, qq˘ “

ÿ

dn
dIpd, qq. (19.241)

Nous pouvons utiliser la formule d’inversion de Möbius (proposition 19.76) pour les fonctions
gpnq “ qn et fpnq “ dIpn, qq. Nous écrivons alors

fpnq “
ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd, (19.242)

ou encore
Ipn, qq “ 1

n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd, (19.243)

ce qu’il fallait.
(3) Nous posons

rn “
ÿ

dn
dăn

µ
´n
d

¯
qd, (19.244)

mais sachant que les diviseurs de n, outre n lui-même, sont tous plus petits ou égaux à n{2
et qu’en valeur absolue, la fonction de Möbius est toujours plus petite ou égale à 22 1,

|rn| ď
tn{2uÿ

d“1
qd “ q ´ qtn{2u

1 ´ q
“ q

qtn{2u ´ 1
q ´ 1 ď qtn{2u`1

q ´ 1 . (19.245)

22. Dans [89], ma dernière inégalité arrive comme une égalité.
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D’autre part en reprenant la formule déjà prouvée,

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd “ 1

n

´
rn ` µ

´n
n

¯
qn
¯

“ rn ` qn

n
. (19.246)

Au numérateur, le plus haut degré en n est qn parce que rn est en qtn{2u. Donc nous avons
bien l’équivalence de suite pour n Ñ 8 :

qn ` rn
n

„nÑ8
qn

n
. (19.247)

19.4.10 Matrices

Proposition 19.79.
Nous avons

|GLpn,Fpq| “ ppn ´ 1qppn ´ pq . . . ppn ´ pn´1q. (19.248)

Démonstration. Par construction il existe une bijection entre GLpn,Fpq et l’ensemble des bases
de Fnp . Nous devons donc seulement compter le nombre de bases. Pour le premier vecteur de base
nous avons le choix entre les pn ´ 1 éléments non nuls de Fnp . Pour le second nous avons le choix
entre pn ´ p éléments, et ainsi de suite.

Lemme 19.80.
Soit K un corps fini autre que F2 23, soit un groupe abélien M et un morphisme φ : GLpn,Kq Ñ M .
Alors il existe un unique morphisme δ : Kzt0u Ñ M tel que φ “ δ ˝ det.

Démonstration. D’abord le groupe dérivé de GLpn,Kq est SLpn,Kq parce que les éléments de
D
`
GLpn,Kq˘ sont de la forme ghg´1h´1 dont le déterminant est 1.
De plus le groupe SLpn,Kq est normal dans GLpn,Kq. Par conséquent GLpn,Kq{ SLpn,Kq est

un groupe et nous pouvons définir l’application relevée

φ̃ : GLpn,Kq
SLpn,Kq Ñ M (19.249)

vérifiant φ “ φ̃ ˝ π où π est la projection.
Nous pouvons faire la même chose avec l’application

det : GLpn,Kq Ñ Kzt0u (19.250)

qui est un morphisme de groupes dont le noyau est SLpn,Kq. Cela nous donne une application

d̃et : GLpn,Kq
SLpn,Kq Ñ Kzt0u (19.251)

telle que det “ d̃et˝π. Cette application d̃et est un isomorphisme. En effet, elle est surjective parce
que le déterminant l’est, et elle est injective parce que son noyau est précisément ce par quoi on
prend le quotient. Par conséquent d̃et possède un inverse et nous pouvons écrire

φ “ φ̃ ˝ d̃et´1 ˝ d̃et ˝ π. (19.252)

Étant donné que d̃et ˝ π “ det, nous avons alors φ “ δ ˝ det avec δ “ φ̃ ˝ d̃et´1. Ceci conclut la
partie existence de la preuve.

En ce qui concerne l’unicité, nous considérons δ1 : Kzt0u Ñ M telle que φ “ δ1 ˝ det. Pour tout
u P GLpn,Kq nous avons δ1pdetpuqq “ φpuq “ δpdetpuqq. L’application det étant surjective depuis
GLpn,Kq vers Kzt0u, nous avons δ1 “ δ.

23. Je ne comprends pas très bien à quel moment joue cette hypothèse.
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Théorème 19.81.
Soient p ě 3 un nombre premier et E, un Fp-espace vectoriel de dimension finie n. Pour tout
u P GLpEq nous avons

ϵpuq “
ˆ

detpuq
p

˙
. (19.253)

Ici ϵ est la signature de u vue comme une permutation des éléments de Fp.

Démonstration. Commençons par prouver que
ϵ : GLpEq Ñ t´1, 1u. (19.254)

est un morphisme. Si nous notons u P SpEq l’élément du groupe symétrique correspondant à la
matrice u P GLpEq, alors nous avons uv “ u ˝ v, et la signature étant un morphisme (proposi-
tion 1.205),

ϵpuvq “ ϵpu ˝ vq “ ϵpuqϵpvq. (19.255)
Par ailleurs t´1, 1u est abélien, donc le lemme 19.80 s’applique et nous pouvons considérer un
morphisme δ : Fpzt0u Ñ t´1, 1u tel que ϵ “ δ ˝ det.

Nous allons utiliser le lemme 19.46 pour montrer que δ est le symbole de Legendre. Pour cela
il nous faudrait trouver un x P Fpzt0u tel que δpxq “ ´1. Étant donné que det est surjective, nous
cherchons ce x sous la forme x “ detpuq. Par conséquent nous aurions

δpxq “ pδ ˝ detqpuq “ ϵpuq, (19.256)
et notre problème revient à trouver une matrice u P GLpEq dont la permutation associée soit de
signature ´1.

Soit n “ dimE ; en conséquence de la proposition 19.65(3), l’espace Eq “ Fpn est un Fp-espace
vectoriel de dimension n et est donc isomorphe en tant qu’espace vectoriel à E. Étant donné que
Fq est un corps fini, nous savons que Fqzt0u est un groupe cyclique à q ´ 1 éléments. Soit y, un
générateur de Fqzt0u et l’application

β : Fq Ñ Fq

x ÞÑ yx.
(19.257)

Cela est manifestement Fp-linéaire (ici y et x sont des classes de polynômes et Fp est le corps des
coefficients). L’application β fixe zéro et à part zéro, agit comme le cycle

p1, y, y2, . . . , yq´2q. (19.258)
Nous savons qu’un cycle de longueur n est de signature p´1qn`1. Ici le cycle est de longueur q ´ 1
qui est pair (parce que p ě 3) et par conséquent, l’application β est de signature ´1.

19.5 Constructions à la règle et au compas
Définition 19.82 ([490]).
Soit E une partie de R2. Un point de R2 est constructible en une étape à partir de E si il est un
point de E ou une intersection de deux objets parmi

— les droites passant par deux points distincts de E ;
— les cercles centrés en un point de E et dont le rayon est la distance entre deux points de E.

Nous notons C1pEq l’ensemble des points constructibles en une étape à partir de E.
Les points constructibles en n étapes à partir de E sont définis par récurrence : Cn`1pEq “

C1
`
CnpEq˘. Enfin un point de R2 est constructible à partir de E si il appartient à

CpEq “
8ď

n“1
CnpEq. (19.259)

Un réel est constructible si il est l’abscisse d’un point constructible.

Pour toute la suite, nous allons considérer les points et réels constructibles à partir de l’ensemble
E “ tp0, 0q, p0, 1qu.
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19.5.1 Quelques constructions

Proposition 19.83 ([491]).
Les nombres rationnels sont tous constructibles.

Démonstration. Si le réel r est constructible, alors kr est également constructible pour tout k P Z.
Nous devons donc seulement pouvoir construire le nombre 1{n pour tout n P Nzt0u.

‚A ‚B

‚
C

‚
K

‚L

La méthode pour construire le nombre 1{n est la suivante. Soit rABs un segment de longueur
1 (par exemple A “ p0, 0q et B “ p1, 0q) et un point C, non aligné avec A et B, et tel que rACs
ait une longueur n. Nous plaçons sur rACs le point K situé à une distance 1 de A en pointant le
compas en A et en traçant le cercle de rayon rABs.

La droite passant par K et parallèle à pBCq coupe rABs en un point L. Maintenant, le segment
rALs a une longueur de 1{n, par le théorème de Thalès 24.

Exemple 19.84 (Multiplication à la règle et au compas[490]).
Soient x et y deux nombres constructibles. Montrons qu’il est possible de construire le nombre xy.
La construction est la suivante :

‚0

‚y

‚
x

‚
xy

‚1

— On trace deux droites sécantes en A.
— Sur la première nous plaçons le point Y à distance y de A et le point P à distance 1 de A.
— Sur la seconde on place le point X à distance x de A.
— On trace la droite pPXq
— Puis la parallèle à pPXq passant par Y .
— Le point d’intersection entre cette dernière droite et pAXq est le point B.

La longueur AB est égale à xy. △

Exemple 19.85 (Racine carrée à la règle et au compas[490]).
Nous supposons que le nombre x est constructible, et nous voulons une construction qui donne un
segment de longueur

?
x. Nous traçons un segment rBCs dont la longueur correspond à la plus

grande des valeurs entre x et 1, puis le cercle de diamètre BC, ensuite le point H sur rBCs tel que
BH corresponde à la plus petite des valeurs entre x et 1, enfin la perpendiculaire à pBCq menée
par H, qui rencontre le cercle en un point A. D’après le théorème de Thalès sur le cercle 25, le
triangle ABC est rectangle en A.

24. Théorème 12.158.
25. Théorème 12.159.
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Les triangles ABC et ABH sont donc semblables parce qu’ils sont rectangles avec un angle
(autre que l’angle droit) égal. Nous avons donc proportionnalité des longueurs des côtés :

AB

BH
“ BC

AB
, (19.260)

ce qui donne AB2 “ BC ˆBH “ x (BC et BH valent respectivement 1 et x ou le contraire).

A

B

C

H

△

Exemple 19.86 (Duplication d’un angle).
Si un angle α est constructible, nous allons construire les angles 2α, 3α, etc. Pour cela nous
considérons un cercle de centre O et les points A et I sur le cercle tels que zAOI “ α. Le cercle de
centre A et de rayon AI intersecte le cercle de départ en les points I et B.

Le point A est à égale distance de B et I ; le point O également. Donc la droite pOAq est
médiatrice du segment rBIs. Par conséquent elle est la hauteur du triangle isocèle OBI. L’angle
{BOA est alors le même que zAOI ; par conséquent zBOI “ 2α.

‚
O

‚B

‚ A

‚
I

En traçant le cercle de centre B et de rayon BA, nous continuons et nous construisons 3α. △

L’exemple suivant qui permet d’additionner des angles repose sur le fait que deux cordes de
mêmes longueurs sous-tendent des angles égaux, et est une adaptation simple de la duplication
d’angle.

Exemple 19.87 (Addition d’angles).
Quitte à soustraire ou additionner un certain nombre de fois 90˝, nous supposons que les deux
angles donnés sont entre 0˝ et 90˝.

Soient A,B, I sur un cercle de centre O, et nous notons α “ zOAI, β “ zBOI. Nous traçons le
cercle de centre B et de rayon AI ; il intersecte le cercle en des points K1 et K2. Les angles {K1OB
et {K2OB sont tous deux égaux à α.

Les angles {K1OA et {K2OA sont égaux à β ´ α et β ` α. △

19.88.
Notez que l’exemple 19.87 donne un moyen de construire α ` β et α ´ β ensemble. Il ne permet
pas de savoir lequel est α ` β et lequel est α ´ β.



19.5. CONSTRUCTIONS À LA RÈGLE ET AU COMPAS 1599

19.5.2 Nombres constructibles

Théorème 19.89 (Wantzel[492]).
Le réel a est constructible si et seulement si il existe une suite finie de corps Li tels que

(1) L0 “ Q,
(2) Li`1 est un extension quadratique 26 de Li
(3) a P Ln.

Démonstration. Soit K un corps de nombres constructibles (par exemple Q) ; nous notons EK
l’ensemble des points de R2 dont les coordonnées sont dans K. Ce sont des points forcément
constructibles.

(i) Intersection de droites Si A,B P EK alors la droite pABq a pour équation ax` by` c “ 0
avec a, b, c P K, et le point d’intersection entre deux droites est donné par la solution du
système

"
ax` by ` c “ 0 (19.261a)
a1x` b1y ` c1 “ 0, (19.261b)

dont les solutions sont encore dans K.
(ii) Intersection droite-cerle L’équation d’un cercle est de la forme

px´ uq2 ` py ´ vq2 “ r2 (19.262)

où pu, vq P EK et r est la distance entre deux points de EK ; donc r2 P K. En développant
et en redéfinissant u, v nous voyons que tous les cercles à considérer ont une équation de la
forme

x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.263)
avec u, v, t P K. Il s’agit de voir où sont les solutions du système

"
ax` by ` c “ 0 (19.264a)
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0. (19.264b)

Si a ‰ 0 alors nous pouvons opérer la substitution x “ ´pc ` byq{a et obtenir l’équation
suivante pour y : ˆ´c´ by

a

˙2
` y2 ` u

ˆ´c´ by

a

˙
` vy ` t “ 0. (19.265)

Cette équation est de la forme P pyq “ 0 où P est un polynôme du second degré à coefficients
dans K.
Si a “ 0 nous substituons y au lieu de x et le résultat est le même.
C’est le moment de relire la proposition 6.96 qui nous assure que si le réel α est une solution
de P pyq “ 0 hors de K, alors l’extension Kpαq est de degré 2 parce que le polynôme minimal
de α est de degré 2 : “

Krαs : K
‰ “ 2. (19.266)

De plus Krαs “ Kpαq.
(iii) Intersection cercle-cercle Le système

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.267a)
x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0 (19.267b)

est équivalent au système (en substituant la seconde équation par la différence entre les deux)

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.268a)
pu´ aqx` pv ´ bqy ` t´ c “ 0 (19.268b)

qui est à nouveau une intersection entre un cercle et une droite.
26. C’est-à-dire une extension finie de degré 2.
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Passons à la conclusion. Si α est un nombre constructible, alors il apparaît dans les coordonnées
d’un point de CmpEQq pour un certain m. Nous supposons (pour la récurrence) que chaque réel
constructible en m´1 étapes possède sa pile d’extension quadratiques en partant de Q. Le nombre
α vérifie donc

aα2 ` bα ` c “ 0 (19.269)

avec a, b, c trois réels constructibles en m ´ 1 étapes. L’hypothèse de récurrence donne donc des
piles d’extensions

L0 “ Q L1
0 “ Q L2

0 “ Q
Li`1 “ Lipaiq L1

i`1 “ L1
ipbiq L2

i`1 “ L2
i pciq

a P Ln b P L1
n1 c P L2

n2 .

(19.270)

Nous considérons donc la suite d’extensions de Q qui consiste à étendre successivement par les
nombres a1, . . . , an, b1, . . . , bn1 , c1, . . . , cn2 tout en excluant les doublons : il est possible que par
exemple b3 soit déjà dans Qpa1, . . . , anq. Cela nous fournit une suite d’extensions

M0 “ Q
Mi`1 “ Mipαiq
a, b, c P Mn.

(19.271)

Ici le n n’est pas spécialement le même que celui plus haut. Maintenant, α est dans une extension
quadratique de Mn.

Pour la réciproque, nous supposons avoir une tour d’extensions quadratiques L0 “ Q, Li, et
α P Ln, et nous voulons prouver que α est constructible. Nous y allons par récurrence : si n “ 0
alors α est rationnel, et il est constructible par la proposition 19.83.

Supposons que tous les points à coordonnées dans Li sont constructibles. Alors, nous allons
prouver que les éléments de Li`1 le sont également. Puisque α est solution d’une équation de degré
2 à coefficients dans Li, nous avons

aα2 ` bα ` c “ 0 (19.272)

pour certains a, b, c P Li et donc

α “ ´b˘ ?
b2 ´ 4ac

2a . (19.273)

Les exemples 19.84 et 19.85 montrent que les produits et les racines carrées de nombres construc-
tibles sont constructibles. Donc α est constructible.

19.5.3 Polygones constructibles

Définition 19.90.
Un angle α est constructible si le nombre cospαq est constructible.

La raison est qu’il suffit de prendre la perpendiculaire à l’axe horizontal.

Lemme 19.91 ([89]).
Soient m et n, deux nombres premiers entre eux. L’angle 2π

mn est constructible si et seulement si
les angles 2π

m et 2π
n sont constructibles.

Démonstration. (i) Sens direct Il suffit de pouvoir multiplier un angle par un entier, ce qui est
fait dans l’exemple 19.86.

(ii) Sens réciproque Le théorème de Bézout 1.228 nous donne a, b P Z tels que an ` bm “ 1.
Cela donne immédiatement

1
mn

“ a

m
` b

n
, (19.274)

et donc
2π
mn

“ a
2π
m

` b
2π
n
, (19.275)
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ce qui fait que l’angle 2π{mn est une combinaison entière d’angles constructibles. Il est donc
constructible par l’exemple 19.87.

Lemme 19.92.
Soit un entier n ě 3 ayant

n “
kź

i“1
pαi
i (19.276)

comme décomposition en facteurs premiers. Le polynôme régulier à n côtés est constructible si et
seulement si les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.

Démonstration. Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si l’angle 2π
n est

constructible, c’est-à-dire si l’angle
2πśk
i“1 p

αi
i

(19.277)

est constructible. Par récurrence sur le lemme 19.91, cet angle est constructible si et seulement si
les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.

Théorème 19.93 (Gauss-Wantzel[89]).
Soit α P Nzt0u.

(1) L’angle 2π
2α est constructible.

(2) Si p est premier et p ‰ 2, alors l’angle 2π
pα est constructible si et seulement si α “ 1 et p est

un nombre de Fermat, c’est-à-dire de la forme 1 ` 2p2βq pour β P N.
(3) Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si n est le produit d’une

puissance de 2 et d’un nombre fini de nombres premiers de Fermat distincts.

Démonstration. Le point (1) est une construction de bissectrice, et le point (3) consistera à remettre
en place différents morceaux. Le gros de la preuve est donc consacré à (2).

(i) Sens direct Nous supposons que l’angle 2π
pα est constructible ; alors le nombre cos

`
2π{pα˘

l’est également et le théorème de Wantzel 19.89 nous indique que
”
Q
´

cosp2π{pαq
¯

: Q
ı

“ 2m (19.278)

pour un certain m. Posons q “ pα et ω “ e2iπ{q. Grâce au corolaire 19.29, nous savons que
le polynôme minimal de ω est le polynôme cyclotomique ϕq dont le degré est 27

φpqq “ φppαq “ pα´1pp´ 1q. (19.279)

Par conséquent “
Qpωq : Q

‰ “ pα´1pp´ 1q. (19.280)

Mais par ailleurs
ω ` ω´1 “ 2 cosp2π{qq, (19.281)

donc cosp2π{qq P Qpωq. Et en multipliant (19.281) par ω nous trouvons le polynôme annula-
teur suivant pour ω :

ω2 ´ 2 cos
ˆ

2π
q

˙
ω ` 1 “ 0. (19.282)

Cela signifie que ω est de degré 2 dans Q
`

cosp2π{qq˘, c’est-à-dire
“
Qpωq : Q

`
cosp2π{qq˘‰ “ 2. (19.283)

27. Voir juste en dessous de la définition 19.22.
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En remettant bout à bout et en utilisant la propriété multiplicative des degrés des exten-
sions 28,

“
Qpωq : Q

‰
looooomooooon
pα´1pp´1q

“
”
Qpωq : Q

`
cosp2π{pαq˘

ı
looooooooooooooomooooooooooooooon

2

”
Q
`

cosp2π{pαq˘ : Q
ı

looooooooooooomooooooooooooon
2m

, (19.284)

donc pα´1pp ´ 1q “ 2m`1, mais comme p est premier et impair, α “ 1 et p “ 2m`1 ` 1. Par
ailleurs m ` 1 est un entier et nous nous proposons de mettre en facteur la puissance de 2
dans son développement en facteurs premiers : m` 1 “ λ2β avec β P N et un certain nombre
impair λ P N˚. Nous avons :

p “ 2λ2β ` 1 “
´

22β
¯λ ` 1, (19.285)

mais le lemme 3.154(1) nous indique alors que 1 ` 22β divise 1 `
´

22β
¯λ “ p. Mais vu que

p est premier, il ne peut être divisé que par p lui-même et donc λ soit être égal à 1 et nous
avons

p “ 1 ` 22β
, (19.286)

ce qui signifie que p est un nombre de Fermat premier.
(ii) Sens réciproque Nous supposons que p est un nombre premier de la forme p “ 1 ` 22β et

nous devons prouver que l’angle 2π
p est constructible. Pour cela nous posons tout de suite

n “ 2β et ω “ e2iπ{p. Comme dans la première partie nous nous souvenons que le polynôme
minimal de ω est le polynôme cyclotomique ϕp de degré p´ 1 ; donc

rQpωq : Qs “ p´ 1. (19.287)

(i) Un groupe d’automorphismes Nous considérons le groupe G “ AutQ
`
Qpωq˘ des au-

tomorphismes du corps Qpωq agissant sur Q comme l’identité. Tous les éléments de
Qpωq étant des polynômes en ω (proposition 6.96), un élément g P G est uniquement
déterminé par gpωq, et de plus gp0q “ 0 ainsi que ϕppωq “ 0 et que ϕp commute avec g,
donc

ϕp
`
gpωq˘ “ g

`
ϕppωq˘ “ gp0q “ 0, (19.288)

ce qui signifie que gpωq est une racine du polynôme cyclotomique ϕp. Par définition 19.22,
les racines sont tω, ω2, . . . , ωp´1u, ce qui signifie que l’action de g consiste à élever ω à
une certaine puissance entre 1 et p ´ 1. Le groupe G est donc d’ordre |G| “ p ´ 1 et a
pour éléments

gk : ω ÞÑ ϕk (19.289)
avec k “ 1, . . . , p´ 1. L’application 29

ψ : G Ñ pZ{pZq˚

gk ÞÑ rksp. (19.290)

est un morphisme surjectif entre deux groupes finis de même cardinal, donc c’est un
isomorphisme. Le corolaire 19.37 nous donne de plus l’isomorphisme pZ{pZq˚ » Z{pp´
1qZ, ce qui fait que G a un élément d’ordre p´ 1 (parce que Z{pp´ 1qZ en a un). Nous
notons g0 cet élément.

(ii) La tour d’extensions À partir de cet élément g0 P G nous définissons avec 0 ď i ď n :

Ki “ tz P Qpωq tel que g2i

0 pzq “ zu. (19.291)

Ces ensembles sont bien des corps parce que g0 est un morphisme : g0pzz1q “ g0pzqg0pz1q ;
on en déduit immédiatement que g2

0pzz1q “ g2
0pzqg2

0pz1q.
28. Proposition 6.59.
29. Pour rappel, la notation rksp est la classe de l’entier k modulo p, qui est un élément de Z{pZ.
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(iii) Kn “ Qpωq Cela est dû au fait que g0 est, par définition, d’ordre 2n, ce qui signifie que
g2n

0 pzq “ z pour tout z P Qpωq.
(iv) K0 “ Q Puisque les éléments de G laissent Q invariant nous avons forcément Q Ă K0.

Nous nous attelons maintenant à prouver l’inclusion inverse. Nous savons par la propo-
sition 6.96(2) que tωiui“0,...,p´2 est une base 30 de Qpωq. Vu que g0 : Qpωq Ñ Qpωq est
un isomorphisme, l’image d’une base est une base :

tg0pωqiui“0,...,p´2 (19.292)

est également une base de Qpωq. Soit z P K0 et décomposons-le dans cette base 31 :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi; (19.293)

nous appliquons g0 à cette égalité en tenant compte du fait que g0pzq “ z :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi`1. (19.294)

En identifiant les coefficients (et en remarquant que le dernier terme dans (19.293) est
le premier dans (19.294)) nous voyons que tous les coefficients sont égaux :

z “ λ0g0pω ` ¨ ¨ ¨ ` ωp´1q “ λ0g0
`
ϕppωq ´ 1

˘ “ ´λ0 P Q. (19.295)

Dans cette chaine d’égalités nous avons utilisé le fait que ϕppXq “ 1 `X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1

(corolaire 19.27) et que ϕppωq “ 0 par définition.
(v) Ki Ă Ki`1 strictement Nous avons une inclusion pour la simple raison que si z P Ki,

alors g2i

0 pzq “ z. Par conséquent :

g2i`1
0 pzq “ g2ˆ2i

0 pzq “ pg2i

0 q2pzq “ z. (19.296)

Afin de voir que l’inclusion est stricte nous montrons que l’élément

x “
2n´i´1ÿ

k“0
gk2i`1

0 pωq (19.297)

est dans Ki`1zKi. Dans la base t1, ω, . . . , ωp´1u l’élément x a une composante ω avec
le terme k “ 0, mais si on lui applique g2i

0 nous obtenons

g2i

0 pxq “
2n´i´1´1ÿ

k“0
g

2ip1`2kq
0 pωq. (19.298)

Une composante ω pour cela demanderait d’avoir 2ip1 ` 2kq “ λ2n avec λ P N ; cela
demanderait

k “ λ2n´i´1 ´ 1
2 (19.299)

ce qui est impossible. Donc x R Ki.
Nous montrons que x P Ki`1 de la même manière :

g2i`1
0 pxq “

2n´i´1´1ÿ

k“0
g2i`1pk`1qpωq. (19.300)

Soit k0 entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 ; nous voulons trouver un k entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 tel que
k02i`1 “ 2i`1pk ` 1q ; cela est très simple : il suffit de prendre k “ k0 ´ 1 tant que
k0 ‰ 0. Si k0 “ 0 alors cela correspond au terme ω dans (19.297), et il se trouve dans
(19.300) avec k “ 2n´i´1 ´ 1. Donc g2i`1

0 pxq “ x et x P Ki`1.
30. Ici [89] parle de Qpωq{Q. Dans ce cas il me semble qu’il faille faire partir les valeurs de i de 0 et non de 1.
31. Il s’agit d’une base en tant qu’espace vectoriel sur Q, donc les λi sont dans Q.
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(vi) Les degrés dans la tour Par définition de n et de ω, et par la propriété multiplicative
des degrés 32 nous avons :

2n “ p´ 1 “ “
Qpωq : Q

‰ “ “
Qpωq : Kn´1

‰
. . .

“
K1 : Q

‰
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

n facteurs

. (19.301)

Un produit de n facteurs entiers tous strictement plus grands que zéro doit valoir 2n.
Ils doivent donc tous valoir 2 et nous avons en particulier

“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1. (19.302)

(vii) cosp2π{pq P Kn´1 Soit f “ g2n´1
0 ; puisque l’action de g0 (comme de tous les éléments de

G) est de décaler les puissances de ω, il existe λ P N tel que fpωq “ ωλ. Mais f2 “ Id
donc

ω “ f2pωq “ ω2λ, (19.303)
ce qui donne 1 “ ωλ

2´1 ou encore que p divise λ2´1 parce que ω est une racine primitive
pede l’unité. Par conséquent rλ2´1sp “ 0 ce qui donne rλsp “ ˘r1sp, mais comme f ‰ Id
nous avons

rλsp “ ´r1sp. (19.304)
Ce que donne fpωq “ ω´1.
Par ailleurs Qpωq est un corps, donc il contient

cos
ˆ

2π
p

˙
“ 1

2pω ` ω´1q. (19.305)

Nous en déduisons que cosp2π{pq est un point fixe de f “ g2´1
0 :

f
`

cosp2π{pq˘ “ 1
2
`
fpωq ` fpω´1q˘ “ cosp2π{pq. (19.306)

Être un point fixe de g2n´1
0 signifie être un élément de Kn´1 :

cos
ˆ

2π
p

˙
P Kn´1. (19.307)

(viii) Questions de degrés Nous avons alors les (non)inclusions suivantes :

Q pcosp2π{pqq Ă Kn´1 Ł Kn “ Qpωq, (19.308)

ce qui fait que

1 ă “
Qpωq : Kn´1

‰ ď “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2 (19.309)

La première inégalité est le fait que Qpωq n’est pas égal à Kn´1. La dernière égalité se
démontre de la même manière que (19.283) (ici α “ 1). Les inégalités de (19.309) sont
donc en réalité des égalités :

“
Qpωq : Kn´1

‰ “ “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2. (19.310)

Cela, combiné au fait que Q
`

cosp2π{pq˘ Ă Kn´1 donne

Kn´1 “ Q`
cosp2π{pq˘. (19.311)

Mais nous savons déjà que
“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1, donc
“
Q
`

cosp2π{pq˘ : Q
‰ “ 2n´1 (19.312)

et le nombre cosp2π{pq est bien sûr le sommet d’une tour d’extensions quadratiques
partant de Q. Il est donc constructible par le théorème de Wantzel 19.89.

32. Proposition 6.59
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Il est maintenant l’heure de conclure en prouvant le point (3). D’abord si n est un produit de
nombres premiers de Fermat distincts, alors n “ p1 . . . pm et l’angle 2π

n est constructible si et
seulement si chacun des angles 2π

pk
est constructible (lemme 19.92), ce qui est le cas d’après la

partie (2). Si n est le produit d’une puissance de 2 avec un produit de nombres premiers de
Fermat, le polygone à n côtés est tout autant constructible : il suffit de bissecter les angles.

À l’inverse si le polynôme à n côtés (avec n impair) est constructible, alors n “ ś
i p
αi
i , dont

l’angle est constructible si et seulement si α “ 1 et pi est un nombre premier de Fermat. Et si le
polygone à n côtés (n pair) est constructible, alors n “ 2λ

ś
i p
αi
i . Ce polygone est constructible

si et seulement si le polygone à
ś
i p
αi
i côtés est constructible : il suffit de regrouper les côtés par

deux.

Remarque 19.94.
D’après Wikipédia[493], les seuls nombres de Fermat connus pour être premiers sont

F0 “ 3 (19.313a)
F1 “ 5 (19.313b)
F2 “ 17 (19.313c)
F3 “ 257 (19.313d)
F4 “ 65537. (19.313e)

Pour les autres, essentiellement on ne sait pas. Il n’est même pas sûr qu’il y en ait d’autres. Le
problème des polygones constructibles n’est donc pas encore tout à fait terminé.

Remarque 19.95.
Les angles 2π

pα avec p premier et α ą 1 ne sont pas constructibles. Il n’est donc pas possible de
trisecter l’angle 2π

3 . Voilà qui règle un des vieux problèmes de l’antiquité.
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Chapitre 20

Intégration sur des variétés

20.1 Variétés

20.1.1 Introduction

Soit f : S2 Ñ R une fonction définie sur la sphère usuelle S2 Ă R3. Une question naturelle est
d’estimer la régularité de f ; est-elle continue, dérivable, différentiable ? Il n’existe pas de dérivée
directionnelle étant donné que le quotient différentiel

fpx` ϵu1, y ` ϵu2q ´ fpx, yq
ϵ

n’a pas de sens pour un point px ` ϵu1, y ` ϵu2q qui n’est pas –sauf valeurs particulières– dans la
surface. Pour la même raison il n’est pas possible de parler de différentiabilité de cette manière.
Comment faire, sans devoir étendre le domaine de définition de f à un voisinage de la sphère ? Une
solution possible est de parler de la notion de variété.

Une variété est un objet qui ressemble, vu de près, à Rm pour un certain m. En d’autres
termes, on imagine une variété comme un recollement de morceaux de Rm vivant dans un espace
plus grand Rn. Ces morceaux sont appelés des ouverts de carte, et l’application qui exprime la
ressemblance à Rm est l’application de carte.

20.1.2 Définition, carte

Définition 20.1.
Une variété de dimension m de classe C1 est une partie M de Rn (n ě m) munie d’un ensemble
de paires tUα, φαu où Uα est un ouvert de Rn et φα : Uα Ñ Rn est une application vérifiant

(1) φα est une bijection entre Uα et φαpUαq ;
(2) pour tout a P M , il existe un α tel que a P φαpUαq ;
(3) pour tout α, β, la partie φ´1

α

`
φαpUαq X φβpUβq˘ est un ouvert de Uα ;

(4) L’application
φ´1
β ˝ φα : φ´1

α

`
φαpUαq X φβpUβq˘ Ñ Uβ (20.1)

est un C1-difféomorphisme vers son image.

Notez que cette définition n’utilise pas du tout la structure de Rn dans lequel se trouve M .
Seulement la structure différentielle du Rm depuis lequel les cartes partent. En particulier, nous
n’avons pas dit si φα : Uα Ñ M était de classe C1 pour une topologie induite de Rn vers M . Nous
pouvons en réalité définir plus généralement une variété en remplaçant « une partie de Rn » par
« un ensemble » sans rien y changer.

La difficulté qui apparaît lorsque nous voulons dire que M est un ensemble quelconque au lieu
d’une partie de Rn est pour la mesure.

Nous verrons plus loin comment les cartes φα peuvent transporter la mesure de Uα (celle de
Lebesgue dans Rm) vers une partie de Rn en utilisant le déterminant de dφα. Cela n’est possible

1607
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que parce que Rn a une structure différentielle qui permet de définir dφα. Si M est un ensemble
quelconque, cette façon de faire n’est plus possible. Dans ce cas, il faut définir des fibrés tangents
et cotangents puis en extraire une « forme volume ». Le choix de la forme volume n’étant pas
canonique, il n’y a pas d’intégrale canonique sur une variété générale comme il y en a une sur une
variété « dans Rn ».

Définition 20.2.
Soit une variété M de dimension m. Une carte pour M est un couple pU,φq où U est un ouvert
de Rm et φ : U Ñ M est une application

(1) qui est une bijection entre U et son image,
(2) pour tout α,

φ´1
α ˝ φ : φ´1`φpUq X φαpUαq˘ Ñ φ´1

α

`
φpUq X φαpUαq˘ (20.2)

est un C1-difféomorphisme.

Proposition 20.3 ([1]).
Si pU1, φ1q et pU2, φ2q sont des cartes pour la variété M , alors en posant S “ φ1pU1q X φ2pU2q,
l’application

φ´1
2 ˝ φ1 : φ´1

1 pSq Ñ φ´1
2 pSq (20.3)

est un C1-difféomorphisme.

Démonstration. Le fait que φ´1
2 ˝ φ1 soit une bijection est dû au fait que nous ayons choisit les

espaces de départ et d’arrivée pour que ce soit une bijection.
Soit a P φ1pU1q Xφ2pU2q. Soient α tel que a P φαpUαq et un ouvert A autour de φ´1

α paq tel que
φαpAq Ă φ1pU1q X φ2pU2q. Nous allons montrer que

φ´1
2 ˝ φ1 : φ1

`
φαpAq˘ Ñ φ´1

2
`
φαpAq˘ (20.4)

est un C1-difféomorphisme. Nous avons

φ2 ˝ φ1 “ φ´1
2 ˝ φα ˝ φ´1

α ˝ φ1, (20.5)

mais vu que φ1 et φ2 sont des cartes, les applications φ´1
2 ˝ φα et φα ˝ φ1 sont de classe C1 et

d’inverses C1. La composition l’est encore.

Nous avons demandé qu’une variété n’admette que des cartes partant d’ouverts deRm. Aurions-
nous pu admettre, dans la définition 20.2 que la carte parte d’un ouvert de Rp avec p ‰ m ? Non.
Voici une résultat qui dit que si une carte part de Rm, alors toutes les cartes doivent partir de Rm.

Proposition 20.4.
Soit une variété M de dimension m et une carte φα : Uα Ñ M . Si U est un ouvert de Rp et si
φ : U Ñ M est telle que φ´1

α ˝ φ soit un difféomorphisme, alors p “ m.

Démonstration. Soit A “ φαpUαq X φpUq. Les parties φ´1
α pAq et φ´1pUq sont des ouverts de Rm

et de Rp respectivement. Par hypothèse, l’application

φ´1
α ˝ φ : φ´1pAq Ñ φ´1

α pAq (20.6)

est un difféomorphisme entre l’ouvert φ´1pAq Ă Rp et l’ouvert φ´1
α pAq Ă Rm. La proposition

11.187 implique que m “ p.

20.1.3 Ancienne définition

Cette section est à recycler.
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Définition 20.5.
Soit H ‰ M Ă Rn, 1 ď m ă n et k ě 1. M est une variété de classe Ck de dimension m si
pour tout a P M , il existe un voisinage ouvert U de a dans Rn, et un ouvert V de Rm tel que
U X M soit le graphe d’une fonction f : V Ă Rm Ñ Rn´m de classe C1, c’est-à-dire qu’il existe
un réagencement des coordonnées pxi1 , . . . , xim , xim`1 , . . . , xinq avec

M X U “

$
’&
’%

px1, . . . , xnq P Rn tel que pxi1 , . . . , ximq P V

$
’&
’%

xim`1 “ f1pxi1 , . . . , ximq
... “ ...
xin “ fn´mpxi1 , . . . , ximq

,
/.
/-

où V est un voisinage ouvert de pai1 , . . . , aimq P Rm.

La littérature regorge de théorèmes qui proposent des conditions équivalentes à la définition
d’une variété. Celle que nous allons le plus utiliser est la suivante

Proposition 20.6.
Soit M Ă Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a P M , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn et une application F : W Ă Rm Ñ Rn où W est un ouvert
tels que

(1) F est un homéomorphisme de W vers M X U ,
(2) F P C1pW,Rnq,
(3) Le rang de dF pwq P LpRm,Rnq est de rang maximum (c’est-à-dire m) en tout point w P W .

Pour rappel, si T : Rm Ñ Rn est une application linéaire, son rang 1 est la dimension de son
image. Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est
égal à la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue dans A 2.

La condition de rang maximum sert à éviter le genre de cas de la figure 20.1 qui représente
l’image de l’ouvert s´1, 1r par l’application F ptq “ pt2, t3q.

Figure 20.1 – Quelque chose qui n’est pas de rang maximum et qui n’est pas une variété.

La différentielle a pour matrice
dF ptq “ p2t, 3t2q. (20.7)

Le rang maximum est 1, mais en t “ 0, la matrice vaut p0, 0q et son rang est zéro. Pour toute autre
valeur de t, c’est bon.

Une autre caractérisation des variétés est donnée par la proposition suivante

1. Définition 4.43.
2. Proposition 4.118
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Proposition 20.7.
Soit M P Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a P M , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn tel et une application G P C1pU ,Rn´mq tel que

(1) le rang de dGa P LpRn,Rn´mq soit maximum (c’est-à-dire n´m) en tout a P M ,
(2) M X U “ tx P U tel que Gpxq “ 0u.

20.1.4 Espace tangent

Soit M , une variété dans Rn, et considérons un chemin γ : I Ñ Rn tel que γptq P M pour tout
t P I et tel que γp0q “ a et que γ est dérivable en 0. La tangente au chemin γ au point a P M est
la droite

s ÞÑ a` sγ1p0q. (20.8)
L’espace tangent de M au point a est l’ensemble décrit par toutes les tangentes en a pour tous
les chemins γ possibles.

Proposition 20.8.
Une variété de dimension m dans Rn a un espace tangent de dimension m en chacun de ses points.

20.2 Intégration

20.2.1 Le problème pour une intégration globale

Soient une variété M et une partie A de M . Si nous avons une fonction f : A Ñ R, nous
voudrions définir une intégrale de f sur A en utilisant les cartes.

Il y a une petite complication. Supposons que A soit dans φαpUαq X φβpUβq. Pour la carte φα
nous aurions tendance à vouloir écrire

ż

A
f “

ż

φ´1
α pAq

f ˝ φα (20.9)

pour la mesure de Lebesgue induite de Rm vers son ouvert Uα. Pas de problème à ce que (20.9)
soit bien définie. Le problème est que α n’est pas à priori spécial par rapport à β et qu’il faudrait
également que ż

A
f “

ż

φ´1
β

pAq
f ˝ φβ (20.10)

Mais en utilisant le changement de variable (théorème 14.265(3)) pour le C1-difféomorphisme
ϕ “ φ´1

α ˝ φβ, nous avons
ż

φ´1
α pAq

f ˝ φα “
ż

φβpAq
pf ˝ φα ˝ φ´1

α ˝ φβq|Jϕ| “
ż

φβpAq
pf ˝ φβq|Jϕ|. (20.11)

À moins d’une coïncidence extraordinaire sur les valeurs du jacobien, il n’y aura pas égalité entre
(20.9) et (20.10).

Pour faire mieux, il faudra ajouter quelque chose qui compense l’arrivée du jacobien. C’est ce
que nous allons faire maintenant.

20.2.2 Intégrale sur une carte

Dans un premier temps, nous allons définir l’intégrale sur une carte. Nous verrons plus tard
comment combiner les cartes pour faire une intégrale sur une variété entière.

Proposition-Définition 20.9 ([1]).
Soient deux cartes pU1, φ1q et pU2, φ2q pour la partie A d’une variété de dimension m dans Rn.
Soit une fonction mesurable f : A Ñ r0,`8s 3.

3. Si f est seulement mesurable, allez voir les hypothèses du théorème 14.265(3).
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Alors 4
ż

U1

pf ˝ φ1qpxq
b

det
`pdφ1qx̊pdφ1qx

˘
dx “

ż

U2

pf ˝ φ2qpyq
b

det
`pdφ2qẙpdφ2qy

˘
dy (20.12)

où les deux intégrales sont au sens de la mesure de Lebesgue sur des ouverts de Rm.
Ce nombre est l’intégrale de f sur A, et est noté

ż

A
f. (20.13)

Démonstration. Vu que nous sommes en présence de cartes pour une variété, les applications
φ1 : U1 Ñ A et φ2 : U2 Ñ A sont des bijections telles que φ´1

1 ˝ φ2 : U2 Ñ U1 soit un C1-
difféomorphisme.

Nous considérons le C1-difféomorphisme ϕ “ φ´1
1 ˝ φ2. Notre but est d’utiliser le théorème de

changement de variables 14.265(2).
Vu que φ1 est une bijection, pφ1 ˝ φ´1

1 qpAq “ A et nous avons

ϕ´1`φ´1
1 pAq˘ “ φ´1

2 pAq. (20.14)

Ensuite, f ˝ φ1 ˝ ϕ “ f ˝ φ2.
Jusqu’ici, rien de drôle me diriez-vous. Ok. Alors voyons un peu comment se passe le jacobien

et ce qui se trouve sous la racine carré.
L’application x ÞÑ det

`pdφ1qx̊ ˝ pdφ1qx
˘

doit être composée avec ϕ pour donner

y ÞÑ det
`pdφ1q˚

ϕpyq ˝ pdφ1qϕpyq
˘
. (20.15)

Attardons-nous un peu sur pdφ1qϕpyq. Nous savons par la règle de différentiation en chaine 11.184
que

dpφ1 ˝ ϕqy “ pdφ1qϕpyq ˝ pdϕqy. (20.16)
Le lemme 11.186 nous dit que l’application linéaire dϕy : Rm Ñ Rm est inversible et que dϕ´1

y “
pdϕ´1qϕpyq. En composant les deux côtés de (20.16) par cela nous trouvons

pdφ1qϕpyq “ dpφ1 ˝ ϕqy ˝ pdϕq´1
y “ pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq. (20.17)

C’est me moment d’utiliser la proposition 9.32 à propos de la composition des applications ad-
jointes. Ce qui est dans le déterminant est :
`pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq

˘˚ ˝ `pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq
˘ “ pdϕ´1q˚

ϕpyqloooomoooon
RmÑRm

˝ pdφ2qẙ ˝ pdφ2qyloooooooomoooooooon
RmÑRm

˝ pdϕ´1qϕpyqloooomoooon
RmÑRm

. (20.18)

Nous utilisons à présent un combo entre les propriétés des déterminants et de l’adjoint : les pro-
positions 9.9(2) et 9.31 font sortir | det

`pdϕ´1qϕpyq
˘| de la racine carré. Ne pas oublier la valeur

absolue parce que
?
x2 “ |x| et non

?
x2 “ x. Cela pour dire que

b
det

`pdφ1q˚
ϕpyq ˝ pdφ1qϕpyq

˘ “ | det
`pdϕ´1qϕpyq

˘|
b

det
`pdφ2qẙ ˝ pdφ2qy

˘
. (20.19)

En ce qui concerne l’intégrale que nous voulons calculer, en mettant les bouts ensemble,
ż

φ´1
1 pAq

pf ˝ φ1qpxqadetp¨ ¨ ¨ qdx

“
ż

φ´1
2 pAq

pf ˝ φ2qpyq| det
`pdϕ´1qϕpyq

˘|
b

det
`pdφ2qẙ ˝ pdφ2qy

˘| detpdϕyq|dy.
(20.20)

Enfin, les déterminants se suppriment : dans la valeur absolue nous avons :

det
`pdϕ´1qϕpyq

˘
detpdϕyq “ det

`pdϕ´1qϕpyq ˝ dϕy
˘ “ detpIdq “ 1. (20.21)

4. Voir la définition de l’adjoint 9.29.
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20.10.
Notez que si A est un ouvert de Rm lui-même, le nombre défini dans la définition 20.9 est l’intégrale
usuelle. Pour le voir, choisir U “ A ainsi que la carte

φ : U Ñ A

x ÞÑ x.
(20.22)

La différentielle de φ est l’identité, de telle sorte que det
`pdφqx̊pdφqx

˘ “ 1. De même, f ˝ φ “ f .
Il reste seulement

ş
U fpxqdx.

Si nous voulons que la formule de la proposition 20.9 fournisse une définition raisonnable deş
A f , il faut que si pU,φq est une carte,

det
`
dφx̊ ˝ dφx

˘ ě 0 (20.23)

pour tout x, et ne soit nul sur aucun ouvert de U .

Lemme 20.11 ([1]).
Soit une carte pU,φq d’une variété M de dimension Rm. Soit x P U . Alors

(1) L’opérateur dφx̊ ˝ dφx est autoadjoint semi-défini positif.
(2) Il existe une base de Rm formée de vecteurs propres de dφx̊ ˝ dφx. Les valeurs propres sont

réelles et positives.
(3) Pour tout x P U nous avons

detpdφx̊ ˝ dφxq ą 0. (20.24)

Démonstration. Point par point.
(1) Soit x P U . Nous notons A “ dφx. Par la proposition 9.32 nous avons pAA˚q˚ “ AA˚ du fait

que pA˚q˚ “ A. Donc A˚A est autoadjoint. Sa matrice est donc symétrique par la proposition
9.29(2).
De plus, pour tout u P Rm nous avons

xA˚Au, uy “ xAu,Auy ě 0. (20.25)

Cela implique que la matrice de A˚A est semi-définie positive par le lemme 9.219(2). L’opé-
rateur A˚A est également semi-défini positif par la proposition 9.220.

(2) L’existence de la base de vecteurs propres est le théorème 9.212. Ce théorème dit de plus
que les valeurs propres sont réelles. Le fait qu’elles soient positives est le fait déjà prouvé que
A˚A est semi-défini positif.

(3) Dans la base de vecteurs propres, la matrice est diagonale avec des nombres positifs sur la dia-
gonale. Le déterminant est alors le produit des valeurs propres. Voilà pourquoi le déterminant
est positif.
Il nous reste à montrer que ce déterminant ne peut pas être nul. Si detpdφå ˝ dφaq “ 0,
alors l’application dφå ˝ dφ a un noyau (proposition 9.9(2)), c’est-à-dire un vecteur u tel que
dφådφapuq “ 0 en particulier,

0 “ xdφådφau, uy “ xdφau, dφau, y “ }dφau}2. (20.26)

Donc dφapuq “ 0.
Mais φ : U Ñ φpUq est bijective, donc l’application φ´1 : φpUq Ñ U l’est aussi et vu que φ est
une carte, l’application φ´1 ˝ φ : U Ñ U est égale à l’identité. L’identité est une application
linéaire dont la différentielle est elle-même, c’est-à-dire que

dpφ´1 ˝ φqa “ pdφ´1qφpaq ˝ dφa “ Id . (20.27)

Si donc u ‰ 0, nous devons avoir dφapuq ‰ 0.
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20.2.3 Quelques expressions pour l’élément de volume

Ce que nous appelons « élément de volume » (pour des raisons qui apparaîtront plus tard)
est le coefficient

a
detpdφx̊ ˝ dφxq, introduit pour le besoin de compenser l’arrivée du jacobien en

cas de changement de variables. Mais à quoi ressemble de coefficient pour les variétés de petite
dimension ?

C’est ce que nous allons voir maintenant.

20.2.3.1 En dimension un

Nous supposons une variété de dimension un dans Rn. Une carte est donc une application
φ : R Ñ Rn dont nous notons φi les composantes. Nous avons, pour u P R,

dφapuq “ d

dt

”
φpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

¨
˚̋
φ1pa` tuq

...
φnpa` tuq

˛
‹‚“ u

¨
˚̋
φ1

1paq
...

φ1
npaq

˛
‹‚“ uφ1paq. (20.28)

Là dedans, vous vous souviendrez que a P R et que φ1paq P Rn.
Nous devons savoir ce que vaut dφåx lorsque a P R et x P Rm. Pour tout u P R nous avons

xdφax, uyR “ xx, dφapuqyRn “ uxx, φ1paqyRn “ uφ1paq ·x “ xφ1paq ·x, uyR. (20.29)

Donc dφåpxq “ φ1paq ·x.
Question notation, nous avons noté xa, byR “ ab et indifféremment xx, yyRn “ x· y.
L’application dφå ˝dφa est une application linéaire bijective entre R et R. Sa matrice est donc

1 ˆ 1 et elle se calcule en appliquant l’application au vecteur de base 1 de R :

pdφå ˝ dφaqp1q “ dφå
`
φ1paq˘ “ φ1paq ·φ1paq “ }φ1paq}2. (20.30)

Nous avons donc
det

`
dφå ˝ dφa

˘ “ }φ1paq}2. (20.31)

20.2.3.2 En dimension quelconque

Soit une carte φ : Rm Ñ Rn pour une variété de dimension m. Les éléments de matrice de la
différentielle d’une application sont donnés par la proposition 12.257 :

pdφaqij “ Bφi
Bxj paq. (20.32)

Les éléments de la matrice de dφå sont ceux de la matrice transposée. En ce qui concerna la
composition, c’est le produit des matrices :

pdφå ˝ dφaqij “
ÿ

k

pdφåqikpdφaqkj “
ÿ

k

pdφaqkipdφaqkj “
ÿ

k

Bφk
Bxi paqBφk

Bxj paq. (20.33)

Cela pour écrire cette bonne formule :

pdφå ˝ dφaqij “ Bφ
Bxi paq · Bφ

Bxj paq. (20.34)

20.2.3.3 En dimension deux

Nous considérons maintenant une carte φ : U Ñ R3 avec U Ă R2. En notant vi “ Biφpaq nous
notons la formule (20.34) sous la forme

det
`
dφå ˝ dφa

˘ “ det
ˆ
v1 · v1 v1 · v2
v2 · v1 v2 · v2

˙
“ }v1}2}v2}2 ´ pv1 · v2q2. (20.35)

L’identité de Lagrange de la proposition 11.31 nous donne alors
a

detpdφå ˝ dφaq “ }Bφ
Bx ˆ Bφ

By }. (20.36)
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20.2.3.4 En dimension trois

Nous considérons maintenant une carte φ : U Ñ R3 avec U Ă R3. Nous notons u “ Bφ
BBxpaq,

v “ Bφ
By paq et w “ Bφ

Bz paq.
En utilisant l’expression du lemme 11.29 à propos du produit mixte, la formule 20.34 donne

detpdφå ˝ dφaq “ det

¨
˝

}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ ˇ̌puˆ vq ·w

ˇ̌
. (20.37)

Donc
detpdφå ˝ dφaq “ ˇ̌pBφ

Bx paq ˆ Bφ
By paqq · Bφ

Bz paqˇ̌. (20.38)

20.3 Intégrale sur une variété

20.3.1 Mesure sur une carte

Nous considérons dans cette section uniquement des variétés M de dimension 2 dans R3. Une
particularité de R3 (par rapport aux autres Rn) est qu’il existe le produit vectoriel.

Si v, w P R3, alors le vecteur v ˆw est une vecteur normal au plan décrit par v et w qui jouit
de l’importante propriété suivante :

aire du parallélogramme “ }v ˆ w}. (20.39)

L’aire du parallélogramme construit sur v et w est donnée par la norme du produit vectoriel. Afin
de donner une mesure infinitésimale en un point p P M , nous voudrions prendre deux vecteurs
tangents à M en p, et puis considérer la norme de leur produit vectoriel. Cette idée se heurte à la
question du choix des vecteurs tangents à considérer.

Dans R2, le choix est évident : nous choisissons ex et ey, et nous avons }ex ˆ ey} “ 1. L’idée
est donc de choisir une carte F : W Ñ F pwq autour du point p “ F pwq, et de choisir les vecteurs
tangents qui correspondent à ex et ey via la carte, c’est-à-dire les vecteurs

BF
Bx pwq, et BF

By pwq. (20.40)

L’élément infinitésimal de surface sur M au point p “ F pwq est alors défini par

dσF “ }BF
Bx pwq ˆ BF

By pwq}dw, (20.41)

et si la partie A Ă M est entièrement contenue dans F pW q, nous définissons la mesure de A par

µ2pAq “
ż

F´1pAq
dσF “

ż

F´1pAq
}BF

Bx pwq ˆ BF
By pwq}dw. (20.42)

Remarque 20.12.
Afin que cette définition ait un sens, nous devons prouver qu’elle ne dépend pas du choix de la
carte F . En effet, les vecteurs BxF et ByF dépendent de la carte F , donc leur produit vectoriel
(et sa norme) dépendent également de la carte F choisie. Il faudrait donc un petit miracle pour
que le nombre µ2pAq donné par (20.42) soit indépendant du choix de F . Nous allons bientôt voir
comme cas particulier du théorème 20.15 que c’est en fait le cas. C’est-à-dire que si F et F̃ sont
deux cartes qui contiennent A, alors

ż

F´1pAq
dσF “

ż

F̃´1pAq
dσF̃ . (20.43)
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20.3.1.1 Exemple : la mesure de la sphère

Nous nous proposons maintenant de calculer la surface de la sphère S2 “ x2 ` y2 ` z2 “ R2.
L’application F : Bpp0, 0q, Rq Ñ R3 donnée par

F px, yq “
¨
˝

x
ya

R2 ´ x2 ´ y2

˛
‚ (20.44)

est une carte pour une demi-sphère. Ses dérivées partielles sont

BF
Bx “

¨
˚̋

1
0

´ x?
R2´x2´y2

˛
‹‚, BF

By “

¨
˚̋

0
1

´ y?
R2´x2´y2

˛
‹‚. (20.45)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs tangents donne

BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq “ x

α
e1 ` y

α
e2 ` e3 (20.46)

où α “ a
R2 ´ x2 ´ y2. En calculant la norme, nous trouvons

}BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq} “
d

R2

R2 ´ x2 ´ y2 , (20.47)

et en passant aux coordonnées polaires, nous écrivons l’intégrale (20.42) sous la forme
ż

B
}BxF ˆ ByF } “

ż 2π

0
dθ

ż R

0
r

d
R2

R2 ´ x2 ´ y2dr “ 2πR2, (20.48)

qui est bien la mesure de la demi-sphère.

20.3.2 Intégrale sur une carte

Nous pouvons maintenant définir l’intégrale d’une fonction sur une carte de la variété M .

Définition 20.13.
Soit F : W Ă R2 Ñ R3, une carte pour une variété M . Soit A, une partie de F pW q telle que
A “ F pBq où B Ă W est mesurable. Soit encore f : A Ñ R, une fonction continue. L’intégrale
de f sur A est le nombre

ż

A
f “

ż

A
fdσF “

ż

F´1pAq
pf ˝ F qpwq}BF

Bx pwq ˆ BF
By pwq}dw (20.49)

Remarque 20.14.
L’intégrale (20.49) n’est pas toujours bien définie. Étant donné que F est C1 et que f est continue,
l’intégrante est continue. L’intégrale sera donc bien définie par exemple lorsque B est borné et si
la fermeture Ā est un compact contenu dans F pwq.

Le théorème suivant montre que le travail que nous avons fait jusqu’à présent ne dépend en
fait pas du choix de carte F effectué.

Théorème 20.15.
Soient F : W Ñ F pwq et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variété M . Soit une partie A Ă
F pW q X F̃ pW̃ q telle que A “ F pBq avec B Ă W mesurable. Alors A “ F̃ pB̃q avec B̃ Ă W̃
mesurable.

Si f est une fonction continue, et si
ş
A fdσF existe, alors

ş
A fdσF̃ existe et

ż

A
fdσF “

ż

A
fdσF̃ . (20.50)
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20.3.3 Exemples

Intégrons la fonction fpx, y, zq sur le carré K “ s0, 1r ˆ s0, 2r ˆ t1u. La première carte que nous
pouvons utiliser est

F : s0, 1r ˆ s0, 2r Ñ K

px, yq ÞÑ px, y, 1q. (20.51)

Nous trouvons aisément les vecteurs tangents qui forment l’élément de surface :

BF
Bx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚, BF

By “
¨
˝

0
1
0

˛
‚, (20.52)

donc dσF “ 1 · dxdy, et
ż

K
fdσF “

ż

s0,1rˆs0,2r
fpx, y, 1q · 1 · dxdy. (20.53)

Nous pouvons également utiliser la carte

F̃ : s0, 1
2 r ˆ s0, 6r Ñ K

px̃, ỹq ÞÑ p2x̃, ỹ3 , 1q.
(20.54)

Les vecteurs tangents sont maintenant

BF̃
Bx̃ “

¨
˝

2
0
0

˛
‚, BF̃

Bỹ “
¨
˝

0
1{3
0

˛
‚, (20.55)

et nous avons donc dσF̃ “ }2
3e3} “ 2

3 . Cette fois, l’intégrale de f sur K s’écrit
ż

K
fdσF̃ “

ż

s0, 1
2 rˆs0,6r

f
`
2x̃, ỹ3 , 1

˘
· 2

3 · dx̃sỹ. (20.56)

Conformément au théorème 20.15, cette dernière intégrale est égale à l’intégrale (20.53) parce qu’il
s’agit juste d’un changement de variable.

20.3.4 Orientation

Soient F : W Ñ F pwq et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variété M . Nous pouvons considérer
la fonction h “ F̃´1 ˝ F , définie uniquement sur l’intersection des cartes :

h : F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘ Ñ F̃´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘. (20.57)

Nous disons que F et F̃ ont même orientation si

Jhpwq ą 0 (20.58)

pour tout w P F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘.
Considérons les deux cartes suivantes pour le même carré :

F : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ R3

px, yq ÞÑ px, y, 0q (20.59)

et
F̃ : s0, 1

2 r ˆ s0, 1
3 r Ñ R3

px, yq ÞÑ p2x, 3y, 0q
(20.60)
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Ici, hpx, yq “ `
x
2 ,

y
3
˘

et nous avons Jh “ 1
6 ą 0. Ces deux cartes ont même orientation. Notez que

BF
Bx ˆ BF

By “ e3, (20.61)

tandis que
BF̃
Bx ˆ BF̃

By “ 6e3. (20.62)

Les vecteurs normaux à le paramétrage pointent dans le même sens.
Si par contre nous prenons le paramétrage

G : s0, 1r ˆ s0, 1, r Ñ R2

px, yq ÞÑ px, p1 ´ yq, 0q, (20.63)

nous avons BG
Bx ˆ BG

By “ ´e3, (20.64)

et si g “ G´1 ˝ F , alors Jg “ ´1.
L’orientation d’une carte montre donc si le vecteur normal à la surface pointe d’un côté ou de

l’autre de la surface.

Définition 20.16 (Variété orientable).
Une variété M est orientable si il existe un atlas de M tel que deux cartes quelconques ont
toujours même orientation. Une variété est orientée lorsque qu’un tel choix d’atlas est fait.

Proposition 20.17.
Soit M , une variété orientable et un atlas orienté tFi : Wi Ñ R3u. Alors le vecteur unitaire

BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
} BF

Bx px, yq ˆ BF
By px, yq} (20.65)

ne dépend pas du choix de F parmi les Fi.

Démonstration. Considérons deux cartes F1 et F2, ainsi que l’application h “ F´1
2 ˝ F1. Écrivons

le vecteur BxF1 ˆ ByF1 en utilisant F1 “ F2 ˝ h. D’abord, par la règle de dérivation de fonctions
composées,

BpF2 ˝ hq
Bx “ BF2

Bx
Bh1
Bx ` BF2

By
Bh2
Bx . (20.66)

Après avoir fait le même calcul pour BpF2˝hq
By , nous pouvons écrire

BxpF2 ˝ hq ˆ BypF2 ˝ hq “ pBxh1BxF2 ` Bxh2ByF2q ˆ pByh1BxF2 ` Byh2ByF2q. (20.67)

Dans cette expression, les facteurs Bihj sont des nombres, donc ils se factorisent dans les produits
vectoriels. En tenant compte du fait que BxF2 ˆ BxF2 “ 0 et ByF2 ˆ ByF2 “ 0, ainsi que de
l’antisymétrie du produit vectoriel, l’expression se réduit à

ˆBF2
Bx ˆ BF2

By
˙

pBxh1Byh2 ´ Bxh2Byh2q. (20.68)

Par conséquent,

BF1
Bx ˆ BF1

By “ BpF2 ˝ hq
Bx ˆ BpF2 ˝ hq

By “
ˆBF2

Bx ˆ BF2
By

˙
det Jh. (20.69)

Donc, tant que Jh est positif, les vecteurs unitaires correspondants au membre de gauche et de
droite sont égaux.
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Corolaire 20.18.
Si nous avons choisi un atlas orienté pour la variété M , nous avons une fonction continue G : M Ñ
R3 telle que }Gppq} “ 1 pour tout p P M . Cette fonction est donnée par

GpF px, yqq “
BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
} BF

Bx px, yq ˆ BF
By px, yq} (20.70)

sur l’image de la carte F .

Démonstration. La fonction G est construite indépendamment sur chaque carte F pW q en utilisant
la formule (20.70). Cette fonction est une fonction bien définie sur tout M parce que nous venons
de démontrer que sur F1pW1q X F2pW2q, les fonctions construites à partir de F1 et à partir de F2
sont égales.

Il est possible que prouver, bien que cela soit plus compliqué, que la réciproque est également
vraie.

Proposition 20.19.
Une variété M de dimension 2 dans R3 est orientable si et seulement si il existe une fonction
continue G : M Ñ R3 telle que pour tout p P M , le vecteur Gppq soit de norme 1 et normal à M
au point p.

20.3.5 Formes différentielles

Nous allons donner une toute petite introduction aux formes différentielles sur des variétés
compactes.

Lemme 20.20 ([494]).
Soit ω une k-forme sur Rn et f , une fonction C8 sur Rn. Alors dpf˚ωq “ f˚dω.

Démonstration. Nous effectuons la preuve par récurrence sur le degré de la forme. Soit d’abord
une 0-forme, c’est-à-dire une fonction g : Rn Ñ R. Nous avons

dpd˚gqX “ dpg ˝ fqX “ pdg ˝ dfqX “ dg
`
dfX

˘ “ pf˚dgqpXq. (20.71)

Supposons maintenant que le résultat soit exact pour toutes les p´ 1-formes et montrons qu’il
reste valable pour les p-formes. Par linéarité de la différentielle nous pouvons nous contenter de
considérer la forme différentielle

ω “ g dx1 ^ . . . dxp (20.72)

où g est une fonction C8. Pour soulager les notations nous allons noter dxI “ dx1 ^ . . . dxp´1.
Nous avons

dpf˚ωq “ d
`
f˚pgdxI ^ dxpq˘ (20.73a)

“ d
`
f˚pgdxIq ^ f˚dxp

˘
(20.73b)

“ d
`
f˚pgdxIq˘ ^ f˚dxp ` p´1qp´1f˚pgdxIq ^ pf˚dxpq (20.73c)

“ f˚`dpgdxIq˘ ^ f˚dxp (20.73d)
“ f˚`dpgdxIq ^ dxp

˘
(20.73e)

“ f˚dω (20.73f)

Justifications : (20.73c) est la formule de Leibnitz. (20.73d) est parce que le second terme est nul :
dpf˚dxpq “ f˚pd2xpq “ 0. Nous avons utilisé l’hypothèse de récurrence et le fait que d2 “ 0. L’étape
(20.73f) est une utilisation à l’envers de la règle de Leibnitz en tenant compte que d2xp “ 0.

Soit M une variété de dimension n et ω une n-forme différentielle

ωp “ fppqdx1 ^ . . .^ dxn. (20.74)
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Si pU,φq est une carte (U Ă Rn et φ : U Ñ M) alors nous définissons
ż

φpUq
ω “

ż

U
f
`
φpxq˘dx1 . . . dxn. (20.75)

Lorsque nous voulons intégrer sur une partie plus grande qu’une carte nous utilisons une partition
de l’unité du théorème 15.157.

Proposition-Définition 20.21 (Intégrale d’une forme sur une variété).
Si tfiu est une partition de l’unité subordonnée 5 à un atlas de M nous définissons

ż

M
ω “

ÿ

i

ż

Ui

fω. (20.76)

Il est possible de montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la partition de l’unité.

Remarque 20.22.
Nous ne définissons pas d’intégrale de k-forme différentielle sur une variété de dimension n ‰ k.
Le seul cas où cela se fait est le cas de 0-formes (les fonctions), mais cela n’est pas vraiment un
cas particulier vu que les 0-formes sont associées aux n-formes de façon évidente.

Remarque 20.23.
La définition 20.21 permet d’intégrer des formes sur des variétés, pas sur des sous-variétés. Autre-
ment dit, ce n’est pas cette définition là qu’il faut utiliser pour comprendre des objets comme

ż

γ
f (20.77)

où γ est un chemin dans Rn. Nous définirons ce genre de choses plus bas.

20.3.6 Intégrale d’une fonction sur une sous-variété

Nous allons nous restreindre au cas d’une sous-variété de Rn. C’est-à-dire que nous considérons
l’espace Rn comme espace ambiant et nous allons intégrer sur des parties de Rn. Ces parties
peuvent être de dimension plus basses que n, et c’est justement ça qui fait la différence entre ce
que nous faisons maintenant et la définition 20.21.

L’exemple typique est l’intégrale sur une surface dans R3, ou de volumes.
Nous supposons à présent que M est une variété compacte de dimension 2 dans R3. La com-

pacité fait que M possède un atlas contenant un nombre fini de cartes Fi : Wi Ñ FipWiq.
Si A Ă M est tel que pour chaque i, AXFipWiq “ FipViq pour un ensemble Vi mesurable dans

R2, alors nous considérons
A1 “ AX F1pW2q “ F1pV1q. (20.78)

Ensuite, nous construisons A2 en considérant FApW2q et en lui retranchant A1 :

A2 “ `
AX F2pW2q˘ X F1pV1q. (20.79)

En continuant de la sorte, nous construisons la décomposition

A “ A1 Y . . .YAp (20.80)

de A en ouverts disjoints, chacun de ouverts Ap étant compris dans une carte.
Il est possible de prouver que dans ce cas, la définition suivante a un sens et ne dépend pas du

choix de l’atlas effectué.

Définition 20.24.
Si f : A Ñ R est une fonction continue, alors l’intégrale est le nombre

ż

A
f “

pÿ

i“1

ż

Ai

fdσFi . (20.81)

5. Définition 15.157.
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20.4 Longueur, aire, volumes etc.

Grâce à la mesure de Lebesgue (définition 14.220), nous avons la définition d’aires dans R2

et de volumes dans R3. Dans tout ce qui suit, nous considérons toujours la tribu de Lebesgue, la
mesure de Lebesgue, et l’intégrale de Lebesgue correspondante.

Définition 20.25.
L’aire de la partie mesurable S de R2 est le nombre

ż

R2
1S (20.82)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie S.

Définition 20.26.
Le volume de la partie mesurable V de R3 est le nombre

ż

RR

1V (20.83)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie V .

Ceci est bien beau, mais ne permet pas de définir l’aire d’une surface dans R3, ni une longueur
dans R2. Nous n’avons pas encore défini ce que nous appelons une surface dans R3, mais selon
toute définition raisonnable, si S en est une, elle sera négligeable au sens de la mesure de Lebesgue
dans R3 et nous aurons toujours ż

R3
1S “ 0. (20.84)

L’objet de ce chapitre sera de donner un sens aux notions de longueurs dans R2, de surfaces
dans R3 et d’y définir des intégrales permettant de définir longueurs et aires.

20.4.1 Quelques aires faciles

Nous nous souvenons de la proposition 11.33 qui donnait une bonne propriété du produit
vectoriel dans R3. Nous en donnons une autre.

Lemme 20.27.
L’aire d’une droite dans R2 est nulle.

Démonstration. Nous considérons la mesure le Lebesgue λ sur R et une droite A dans R2.
La mesure dans R2 est donné par la définition 14.220 qui demande de calculer les intégrales

(14.631) :

pλb λqpAq “
ż

R

λ
`
A2pxq˘dλpxq “

ż

R

λ
`
A1pyq˘dλpyq (20.85)

où A2pxq “ ty P R tel que px, yq P Au et A1pyq “ tx P R tel que px, yq P Au.
En vertu du lemme 12.148, cette droite est soit d’équation y “ ax` b, soit d’équation x “ a.

(i) Droite y “ ax` b Dans ce cas,A2pxq “ tax`bu. C’est un singleton et nous avons λ
`
A2pxq˘ “

0 pour tout x. Nous avons donc pλb λqpAq “ 0.
(ii) Droite x “ a Nous utilisons la seconde possibilité laissée par l’égalité (20.85). L’ensemble

A1 est facile à déterminer : A1pyq “ tau pour tout y. Donc λ
`
A1pyq˘ “ 0 pour tout y, et

l’intégrale est nulle.

Lemme 20.28.
Tout hyperplan est de mesure nulle.
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Remarque 20.29.
Dans la preuve de 20.27, nous aurions pu faire le cas x “ a en utilisant la première formule. Dans
ce cas nous serions partis de

A2pxq “
#
R si x “ a

H sinon,
(20.86)

et donc de

λ
`
A2pxq˘ “

#
8 si x “ a

0 sinon.
(20.87)

Le lemme 14.160 nous dit que l’intégrale de A2 sur R est nulle.

Définition 20.30.
Soient a, u1 et u2 dans R2. Le parallélogramme basé en a formé sur u1 et u2 est l’ensemble

ta` su1 ` tu2 tel que 0 ď 1, 0 ď s ď 1u. (20.88)

Assez souvent, nous supposeront que u1 et u2 ne sont pas colinéaires.

Proposition 20.31.
L’aire 6 du parallélogramme 7 basé en a et formé sur u1 et u2 (que nous supposons n’être pas
colinéaires) est donné par

}uˆ v} “ |u1v2 ´ v1u2|. (20.89)

Démonstration. En vertu de la définition 20.25 d’une aire, le nombre à calculer est
ş
D 1dλ où

D0 “ ta` xu` yv tel que x P r0, 1s, y P r0, 1su. (20.90)

En posant
D “ ta` xu` yv tel que x P s0, 1r, y P s0, 1ru, (20.91)

nous avons ż

D0

dλ “
ż

D
dλ, (20.92)

parce que ce que nous avons enlevé sont des segment de droites alors que les droites sont de mesure
nulle (lemme 20.27).

Nous considérons la paramétrisation

φ : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ D

px, yq ÞÑ a` xu` yv.
(20.93)

Pour le théorème 14.265, nous devons montrer que ϕ est un C1-difféomorphisme. Comme nous
sommes un peu fatigués, nous allons seulement prouver ϕ est injective 8. Supposons que ϕpx1, x2q “
ϕpy1, y2q. Alors

px1 ´ x2qu` py1 ´ y2qv “ 0. (20.94)

Si y1 ´ y2 “ 0, alors x1 ´ x2 “ 0 et on est bon. Sinon,

v “ ´x1 ´ x2
y1 ´ y2

u (20.95)

Vu que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, nous en déduisons que x1 ´ x2 “ 0 et on est
encore bon.

6. Définition 20.25.
7. Définition 20.30.
8. Pour le reste, écrivez l’inverse explicitement, et prouvez que c’est C1. Si ça pose problème, écrivez-moi parce

que je n’ai pas vérifié.
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Nous utilisons la formule (14.773) de changement de variable avec la fonction ϕ. Le jacobien à
calculer est

J “ det
ˆpBxϕ1qpx, yq pBxϕ2qpx, yq

pByϕ1qpx, yq pByϕ2qpx, yq
˙

“ det
ˆ
u1 u2
v1 v2

˙
“ |u1v2 ´ v1u2|. (20.96)

Le lien avec le produit vectoriel est un petit abus de notation : il s’agit du produit vectoriel
entre pu1, u2, 0q et pv1, v2, 0q qui peut être obtenu en utilisant directement la formule de définition
(11.73).

20.5 Autres théorèmes de points fixes
En termes de théorème de points fixes nous avons déjà vu le théorème de Picard 17.36. Voir

aussi le thème 63.

20.5.1 Brouwer

Proposition 20.32.
Soit f : ra, bs Ñ ra, bs une fonction continue. Alors f accepte un point fixe.

Démonstration. En effet si nous considérons gpxq “ fpxq´x alors nous avons gpaq “ fpaq´a ě 0 et
gpbq “ fpbq´b ď 0. Si gpaq ou gpbq est nul, la proposition est démontrée ; nous supposons donc que
gpaq ą 0 et gpbq ă 0. La proposition découle à présent du théorème des valeurs intermédiaires 10.82.

Exemple 20.33.
La fonction x ÞÑ cospxq est continue entre r´1, 1s et r´1, 1s. Elle admet donc un point fixe. Par
conséquent il existe (au moins) une solution à l’équation cospxq “ x. △

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 20.34
La démonstration de la proposition 20.35 souffre de quelque problèmes. Voir en particulier la ques-
tion et la réponse dans [495].

En fait, prouver réellement ce théorème via le théorème de Stokes nous mènerait trop loin. Si
vous voulez le faire, n’hésitez pas à compléter. Mais sachez qu’il faudra d’abord définir complètement
l’intégration sur des variétés.

Proposition 20.35 (Brouwer dans Rn version C8 via Stokes).
Soit B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Rn et f : B Ñ B une fonction C8. Alors f
admet un point fixe.

Démonstration. Supposons que f ne possède pas de points fixes. Alors pour tout x P B nous
considérons la demi-droite issue de fpxq et passant par x (cette demi-droite existe parce que x et
fpxq sont supposés distincts). Cette demi-droite intersecte BB en un point que nous appelons gpxq.
Prouvons que cette fonction est Ck dès que f est Ck (y compris avec k “ 8).

Le point gpxq est la solution du système
$
’&
’%

gpxq ´ fpxq “ λ
`
x´ fpxq˘ (20.97a)

}gpxq}2 “ 1 (20.97b)
λ ě 0. (20.97c)

En substituant nous obtenons l’équation

Pxpλq “ }λ`x´ fpxq˘ ` fpxq}2 ´ 1 “ 0, (20.98)

ou encore
λ2}x´ fpxq}2 ` 2λ

`
x´ fpxq˘· fpxq ` }fpxq}2 ´ 1 “ 0. (20.99)
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En tenant compte du fait que }fpxq} ă 1 (parce que les images de f sont dans B), nous trouvons
que Pxp0q ď 0 et Pxp1q ď 0. De même limλÑ8 Pxpλq “ `8. Par conséquent le polynôme de second
degré Px a exactement deux racines distinctes λ1 ď 0 et λ2 ě 1. La racine que nous cherchons est
la seconde. Le discriminant est strictement positif, donc pas besoin d’avoir peur de la racine dans

λpxq “ ´`
x´ fpxq˘· fpxq ` ?

∆x

}x´ fpxq}2 (20.100)

où
∆x “ 4

´`
x´ fpxq˘· fpxq

¯2 ´ 4}x´ fpxq}2`}fpxq}2 ´ 1
˘
. (20.101)

Notons que la fonction λpxq est Ck dès que f est Ck ; et en particulier elle est C8 si f l’est.
En résumé la fonction g ainsi définie vérifie deux propriétés :

(1) elle est C8 ;
(2) elle est l’identité sur BB.

La suite de la preuve consiste à montrer qu’une telle application g : B Ñ BB ne peut pas exister 9.
Nous considérons une forme de volume ω sur BB : l’intégrale de ω sur BB est l’aire de BB qui est
non nulle. Nous avons alors la contradiction suivante :

0 ă
ż

BB
ω “

ż

BB
g˚ω “

ż

B
dpg˚ωq “

ż

B
g˚pdωq “ 0 (20.102)

Justifications 10 :

— L’intégrale
ş

BB ω est l’aire de BB et est donc strictement positive.
— La fonction g est l’identité sur BB. Nous avons donc ω “ g˚ω.
— Le lemme 20.20.
— La forme ω est de volume, par conséquent de degré maximum et dω “ 0.

Un des points délicats est de se ramener au cas de fonctions C8. Pour la régularisation par
convolution, voir [496] ; pour celle utilisant le théorème de Weierstrass, voir [497].

Théorème 20.36 (Brouwer dans Rn version continue).
Soit B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Rn et f : B Ñ B une fonction continue 11.
Alors f admet un point fixe.

Démonstration. Nous commençons par définir une suite de fonctions

fkpxq “ fpxq
1 ` 1

k

. (20.103)

Nous avons }fk ´ f}8 ď 1
1`k où la norme est la norme uniforme sur B. Par le théorème de

Weierstrass 12.423 il existe une suite de fonctions C8pB,Rq que nous nommons gk telles que

}gk ´ fk}8 ď 1
1 ` k

. (20.104)

9. Notons qu’il n’existe pas non plus de rétractions continues sur B, mais pour le montrer il faut utiliser d’autres
méthodes que Stokes, ou alors présenter les choses dans un autre ordre.

10. Voir 20.34.
11. Une fonction continue sur un fermé de Rn est à comprendre pour la topologie induite.
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Vérifions que cette fonction gk soit bien une fonction qui prend ses valeurs dans B :

}gkpxq} ď }gkpxq ´ fkpxq} ` }fkpxq} (20.105a)

ď 1
1 ` k

` }fpxq}
1 ` 1

k

(20.105b)

ď 1
1 ` k

` 1
1 ` 1

k

(20.105c)

“ 1. (20.105d)

Par la version C8 du théorème (proposition 20.35), gk admet un point fixe que l’on nomme xk.
Étant donné que xk est dans le compact B, quitte à prendre une sous-suite nous supposons

que la suite pxkq converge vers un élément x P B. Nous montrons maintenant que x est un point
fixe de f :

}fpxq ´ x} “ }fpxq ´ gkpxq ` gkpxq ´ xk ` xk ´ x} (20.106a)
ď }fpxq ´ gkpxq} ` }gkpxq ´ xk}loooooomoooooon

“0

`}xk ´ x} (20.106b)

ď 1
1 ` k

` }xk ´ x}. (20.106c)

En prenant le limite k Ñ 8 le membre de droite tend vers zéro et nous obtenons fpxq “ x.

20.5.2 Théorème de Schauder

Une conséquence du théorème de Brouwer est le théorème de Schauder qui est valide en di-
mension infinie.

Théorème 20.37 (Théorème de Schauder[498]).
Soit E, un espace vectoriel normé, K un convexe compact de E et f : K Ñ K une fonction
continue. Alors f admet un point fixe.

Démonstration. Étant donné que f : K Ñ K est continue, elle y est uniformément continue. Si
nous choisissons ϵ alors il existe δ ą 0 tel que

}fpxq ´ fpyq} ď ϵ (20.107)

dès que }x ´ y} ď δ. La compacité de K permet de choisir un recouvrement fini par des ouverts
de la forme

K Ă
ď

1ďiďp
Bpxj , δq (20.108)

où tx1, . . . , xpu Ă K. Nous considérons maintenant L “ Spantfpxjq tel que 1 ď j ď pu et

K˚ “ K X L. (20.109)

Le fait que K et L soient convexes implique que K˚ est convexe. L’ensemble K˚ est également
compact parce qu’il s’agit d’une partie fermée de K qui est compact (lemme 7.82). Notons en
particulier que K˚ est contenu dans un espace vectoriel de dimension finie, ce qui n’est pas le cas
de K.

Nous allons à présent construire une sorte de partition de l’unité subordonnée au recouvrement
(20.108) sur K (voir le théorème 15.157). Nous commençons par définir

ψjpxq “
#

0 si }x´ xj} ě δ

1 ´ }x´xj}
δ sinon.

(20.110)
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pour chaque 1 ď j ď p. Notons que ψj est une fonction positive, nulle en-dehors de Bpxj , δq. En
particulier la fonction suivante est bien définie :

φjpxq “ ψjpxqřp
k“1 ψkpxq (20.111)

et nous avons
řp
j“1 φjpxq “ 1. Les fonctions φj sont continues sur K et nous définissons finalement

gpxq “
pÿ

j“1
φjpxqfpxjq. (20.112)

Pour chaque x P K, l’élément gpxq est une combinaison des éléments fpxjq P K˚. Étant donné que
K˚ est convexe et que la somme des coefficients φjpxq vaut un, nous avons que g prend ses valeurs
dans K˚ par la proposition 8.30.

Nous considérons seulement la restriction g : K˚ Ñ K˚ qui est continue sur un compact contenu
dans un espace vectoriel de dimension finie. Le théorème de Brouwer nous enseigne alors que g a
un point fixe (proposition 20.36). Nous nommons y ce point fixe. Notons que y est fonction du ϵ
choisi au début de la construction, via le δ qui avait conditionné la partition de l’unité.

Nous avons

fpyq ´ y “ fpyq ´ gpyq (20.113a)

“
pÿ

j“1
φjpyqfpyq ´

pÿ

j“1
φjpyqfpxjq (20.113b)

“
pÿ

j“1
φpjqpyq`fpyq ´ fpxjq

˘
. (20.113c)

Par construction, φjpyq ‰ 0 seulement si }y ´ xj} ď δ et par conséquent seulement si }fpyq ´
fpxjq} ď ϵ. D’autre part nous avons φjpyq ě 0 ; en prenant la norme de (20.113) nous trouvons

}fpyq ´ y} ď
pÿ

j“1
}φjpyq`fpyq ´ fpxjq

˘} ď
pÿ

j“1
φjpyqϵ “ ϵ. (20.114)

Nous nous souvenons maintenant que y était fonction de ϵ. Soit ym le y qui correspond à ϵ “ 2´m.
Nous avons alors

}fpymq ´ ym} ď 2´m. (20.115)
L’élément ym est dans K˚ qui est compact, donc quitte à choisir une sous-suite nous pouvons
supposer que ym est une suite qui converge vers y˚ P K 12. Nous avons les majorations

}fpy˚q ´ y˚} ď }fpy˚q ´ fpymq} ` }fpymq ´ ym} ` }ym ´ y˚}. (20.116)

Si m est assez grand, les trois termes du membre de droite peuvent être rendus arbitrairement
petits, d’où nous concluons que

fpy˚q “ y˚ (20.117)
et donc que f possède un point fixe.

20.5.3 Théorème de Cauchy-Arzella

Théorème 20.38 (Cauchy-Arzela[417]).
Nous considérons le système d’équation différentielles

"
y1 “ fpt, yq (20.118a)
ypt0q “ y0. (20.118b)

avec f : U Ñ Rn, continue où U est ouvert dans RˆRn. Alors il existe un voisinage fermé V de
t0 sur lequel une solution C1 du problème (20.118) existe.

12. Notons que même dans la sous-suite nous avons }fpymq ´ ym} ď 2´m, avec le même « m » des deux côtés de
l’inégalité.
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Idée de la démonstration. Nous considérons M “ }f}8 et K, l’ensemble des fonctions M -Lipschitz
sur U . Nous prouvons que pK, }.}8q est compact. Ensuite nous considérons l’application

Φ: K Ñ K

Φpfqptq “ x0 `
ż t

t0

f
`
u, fpuq˘du. (20.119)

Après avoir prouvé que Φ était continue, nous concluons qu’elle a un point fixe par le théorème de
Schauder 20.37.

Remarque 20.39.
Quelques remarques.

(1) Les théorème de Cauchy-Lipschitz et Cauchy-Arzella donnent des existences pour des équa-
tions différentielles du type y1 “ fpt, yq. Et si nous avons une équation du second ordre ?
Alors il y a la méthode de la réduction de l’ordre qui permet de transformer une équation
différentielle d’ordre élevé en un système d’ordre 1.

(2) Ces théorèmes posent des conditions initiales : la valeur de y est donnée en un point, et la
méthode de la réduction de l’ordre permet de donner l’existence de solutions d’un problème
d’ordre k en donnant les valeurs de yp0q, y1p0q, . . .ypk´1qp0q. C’est-à-dire de la fonction et de
ses dérivées en un point. Rien n’est dit sur l’existence de conditions aux bords.

Ces deux points sont illustrés dans les exemples 32.16 et 32.17.

20.5.4 Théorème de Markov-Kakutani

Le théorème de Markov-Kakutani, nous donne l’existence d’une mesure de Haar sur un groupe
compact.

Théorème 20.40 (Markov-Katutani[499]).
Soit E un espace vectoriel normé et L, une partie non vide, convexe, fermée et bornée de E1. Soit
T : L Ñ L une application continue. Alors T a un point fixe.

Démonstration. Nous considérons un point x0 P L et la suite

xn “ 1
n` 1

nÿ

i“0
T ix0. (20.120)

La somme des coefficients devant les T ipx0q étant 1, la convexité de L montre que xn P L. Nous
considérons l’ensemble

C “
č

nPN
txm tel que m ě nu. (20.121)

Le lemme 7.261 indique que C n’est pas vide, et de plus il existe une sous-suite de pxnq qui converge
vers un élément x P C. Nous avons

lim
nÑ8xσpnqpvq “ xpvq (20.122)

pour tout v P E. Montrons que x est un point fixe de T . Nous avons

}pTxσpkq ´ xσpkqqv} “
›››T 1

1 ` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq ´ 1

1 ` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq

››› (20.123a)

“
››› 1
1 ` σpkq

σpkqÿ

i“0
T i`1x0pvq ´ T ix0pvq

››› (20.123b)

“ 1
1 ` σpkq

››T σpkq`1x0pvq ´ x0pvq›› (20.123c)

ď 2M
σpkq ` 1 (20.123d)
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où M “ ř
yPL }ypvq} ă 8 parce que L est borné. En prenant k Ñ 8 nous trouvons

lim
kÑ8

`
Txσpkq ´ xσpkq

˘
v “ 0, (20.124)

ce qui signifie que Tx “ x parce que T est continue.

20.6 Intégrales curvilignes

20.6.1 Chemins de classe C1

Définition 20.41.
Soit p, q P Rn. Un chemin C1 par morceaux joignant p à q est une application continue

γ : ra, bs Ñ Rn γpaq “ p, γpbq “ q (20.125)

pour laquelle il existe une subdivision a “ t0 ă t1 ă . . . ă tr´1 ă tr “ b telle que :
(1) la restriction de γ sur chaque ouvert sti, ti`1r est de classe C1 ;
(2) pour tout 0 ď i ď r, γ1 possède une limite à gauche (sauf pour i “ 0) et une limite à droite

(sauf pour i “ r) en ti.
Le chemin γ est (globalement) de classe C1 si la subdivision peut être choisie de « longueur »
r “ 1.

Remarque 20.42.
Si a et b sont des points de Rn, on peut créer le chemin particulier

γ : r0, 1s Ñ Rn : t ÞÑ p1 ´ tqa` tb (20.126)

qui relie ces points par un segment de droite.

20.6.2 Intégrer une fonction

Définition 20.43.
Soit f : D Ă Rn Ñ R une fonction continue, et γ : ra, bs Ñ D un chemin C1. On définit
l’intégrale de f sur γ par

ż

γ
fds “

ż

γ
f “

ż b

a
fpγptqq ››γ1ptq›› dt. (20.127)

Note : dans le cadre de l’analyse complexe, ce n’est pas exactement cette définition. Voir 26.26.

Exemple 20.44.
Soit l’hélice

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚,

(20.128)

et la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2. L’intégrale de f sur σ est
ż

σ
f “

ż 2π

0
pcos2 t` sin2 t` t2q}σ1ptq}dt

“
ż 2π

0
p1 ` t2q?

2dt

“ ?
2
„
t` t3

3

ȷ2π

0

“ ?
2
ˆ

2π ` 8π3

8

˙
.

(20.129)

△



1628 CHAPITRE 20. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Remarque 20.45.
Si f “ 1, alors nous tombons sur ż

γ
ds “

ż b

a
}γ1ptq}dt, (20.130)

Nous verrons par le théorème 21.10 que cette dernière intégrale est la longueur de la courbe. Il est
un fait général que l’intégrale de la fonction 1 sur un ensemble en donne la « mesure ». Cela est à
mettre en rapport avec le lemme 14.163 en gardant en tête que

ş
γ 1 n’est pas la mesure de l’image

de γ dans R2.

Proposition 20.46 (Indépendence en le paramétrage).
La valeur de l’intégrale de f sur γ ne dépend pas du paramétrage (équivalent ou pas) choisi.

Démonstration. Soit donc un chemin γ : rc, ds Ñ R3 ainsi que φ : rc, ds Ñ ra, bs, un reparamétrage
de classe C1, strictement monotone et le chemin σ définit par γpsq “ σ

`
φpsq˘ avec s P rc, ds. En

supposant que φ1psq ě 0, nous avons

I “
ż

γ
f “

ż d

c
f
`
γpsq˘}γ1psq}ds

“
ż d

c
f
´
σ
`
φpsq˘

¯
}σ1`φpsq˘}|φ1psq|ds.

(20.131)

Pour cette intégrale, nous posons t “ φpsq, et par conséquent dt “ φ1psqds. Étant donné que
φ1psq ě 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues, et obtenir

I “
ż φpdq

φpcq
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż

σ
f.

(20.132)

Essayez de faire le cas φ1psq ď 0.

Remarque 20.47.
Attention : les intégrales sur des chemins dans C ne sont la même chose. En effet C doit être
souvent plutôt traité comme R que comme R2. Si γ est un chemin dans C, l’intégrale

ż

γ
f (20.133)

doit être comprise comme une généralisation de
şb
a fpxqdx et non comme l’intégrale sur un chemin.

La différence est qu’en retournant les bornes d’une intégrale usuelle sur R on change le signe, alors
qu’en retournant un chemin dans R2, on ne change pas. Bref, la définition est que si γ : ra, bs Ñ C

est un chemin, alors ż

γ
f “

ż

γ
fpzqdz “

ż b

a
f
`
γptq˘γ1ptqdt, (20.134)

sans valeur absolue autour de γ1ptq.

20.6.3 Intégrer un champ de vecteurs

Définition 20.48.
Un champ de vecteur est une application G : Rn Ñ Rn. On définit l’intégrale de G sur un
chemin γ : ra, bs Ñ Rn par ż

γ
G

def“
ż b

a

@
Gpγptqq, γ1ptqD dt.
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Remarque 20.49.
Cette définition ne dépend pas de le paramétrage choisie, mais le signe change selon le sens du
chemin.

Si σ1ptq ‰ 0, nous pouvons considérer le vecteur unitaire tangent à la courbe :

T ptq “ σ1ptq
}σ1ptq} . (20.135)

Si F est un champ de vecteurs sur R3, la circulation de F le long de σ sera donnée par
ż

σ
F · ds “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt “

ż b

a
F
`
σptq˘· σ1ptq

}σ1ptq}dt “
ż

σ
F ·Tds (20.136)

où dans la dernière expression, F ·T est vu comme fonction px, y, zq ÞÑ F px, y, zq ·T px, y, zq.
L’intégrale d’un champ de vecteurs sur une courbe n’est donc rien d’autre que l’intégrale de la
composante tangentielle du champ de vecteurs.

20.6.4 Intégrer une forme différentielle sur un chemin

La formule d’intégration d’un champ de vecteur 13,
ż

γ
G “

ż

ra,bs
xGpγptqq, γ1ptqydt, (20.137)

contient quelque chose d’intéressant : la combinaison xGpγptqq, γ1ptqy. Cette combinaison sert à
transformer le vecteur tangent γ1ptq en un nombre en utilisant le produit scalaire avec le vecteur
Gpγptqq.

Si G est un champ de vecteur sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons utiliser l’isomorphisme
musical (définition 12.633)

G5
x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (20.138)

pour écrire de façon plus compacte :
ż

γ
G “

ż

ra,bs
G5
γptq

`
γ1ptq˘dt. (20.139)

Définition 20.50.
Soient une forme différentielle ω sur Rn et un chemin de classe C1 γ : ra, bs Ñ Rn. L’intégrale
de ω sur γ est définie par ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptqγ1ptqdt (20.140)

Remarque 20.51.
Cette définition ne dépend pas de le paramétrage choisie, mais le signe change selon le sens du
chemin.

20.6.5 Intégration d’une forme différentielle sur un chemin

Les formes intégrales que nous avons déjà vues sont celles de fonctions et de champs de vecteur
sur des chemins. Si γ : ra, bs Ñ Rn est le chemin, les formules sont

ż

γ
f “

ż

ra,bs
f
`
γptq˘}γ1ptq}dt

ż

γ
G “

ż

ra,bs
xG`γptq˘, γ1ptqydt.

(20.141)

13. Définition 20.48.
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Dans les deux cas, le principe est que nous disposons de quelque chose (la fonction f ou le vecteur
G), et du vecteur tangent γ1ptq, et nous essayons d’en tirer un nombre que nous intégrons. Lorsque
nous avons une 1-forme, la façon de l’utiliser pour produire un nombre avec le vecteur tangent est
évidemment d’appliquer la 1-forme au vecteur tangent. La définition suivante est donc naturelle.

Définition 20.52.
Soit γ : ra, bs Ñ Rn, un chemin de classe C1 tel que son image est contenue dans le domaine D. Si
ω es une 1-forme différentielle sur D, nous définissons l’intégrale de ω le long de γ le nombre

ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt

“
ż b

a

”
a1
`
γptq˘γ1

1ptq ` ¨ ¨ ¨ ` an
`
γptq˘γ1

nptq
ı
dt.

(20.142)

Cette définition est une bonne définition parce que si on change le paramétrage du chemin, on
ne change pas la valeur de l’intégrale, c’est la proposition suivante.

Proposition 20.53.
Si γ et β sont des chemins équivalents, alors

ż

γ
ω “

ż

β
ω, (20.143)

c’est-à-dire que l’intégrale est invariante sous les reparamétrages du chemin.

Démonstration. Deux chemins sont équivalents quand il existe un difféomorphisme C1 h : ra, bs Ñ
rc, ds tel que γptq “ pβ ˝hqptq. En remplaçant γ par pβ ˝hq dans la définition de

ş
γ ω, nous trouvons

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż b

a
ωpβ˝hqptq

`pβ ˝ hq1ptq˘dt. (20.144)

Un changement de variable u “ hptq transforme cette dernière intégrale en
ş
β ω, ce qui prouve la

proposition.

Remarque 20.54.
Si γ est une somme de chemins, γ “ γp1q ` ¨ ¨ ¨ ` γpnq, où chacun des γpiq est un chemin, alors

ż

γ
ω “

nÿ

i“1

ż

γi

ω (20.145)

parce que ω est linéaire.

Remarque 20.55.
Si ´γ est le chemin

´γ : ra, bs Ñ Rn

t ÞÑ γ
`
b´ pt´ aq˘, (20.146)

alors ż

´γ
ω “ ´

ż

γ
ω, (20.147)

c’est-à-dire que si l’on parcours le chemin en sens inverse, alors on change le signe de l’intégrale.

L’intégrale d’une forme différentielle sur un chemin est compatible avec l’intégrale déjà connue
d’un champ de vecteur sur le chemin parce que si G est un champ de vecteurs,

ż

γ
G5 “

ż

γ
G. (20.148)
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En effet, ż

γG5

“
ż b

a
G5
γptqpγ1ptqq

“
ż b

a

“
G1pγptqqdx1 ` . . . Gnpγptqqdxn

‰`
γ1

1ptq, . . . , γ1
nptq˘

“
ż b

a
xGpγptqq, γ1ptqy

“
ż

γ
G.

(20.149)

Proposition 20.56.
Soit ω “ df , une 1-forme exacte et continue sur le domaine D. Alors la valeur de

ş
γ df ne dépend

que des valeurs de f aux extrémités de γ.

Démonstration. Nous avons
ż

γ
ω “

ż

γ
df “

ż b

a

ÿ

i“1
n

Bf
Bxi

`
γptq˘γ1

iptqdt

“
ż b

a

d

dt

´
pf ˝ γqptq

¯
dt

“ pf ˝ γqpbq ´ pf ˝ γpaqq.

(20.150)

20.6.6 Interprétation physique : travail

Définition 20.57 ([500]).
Une force F : D Ă Rn Ñ Rn est conservative si elle dérive d’un potentiel, c’est-à-dire si il existe
une fonction V P C1pD,Rq telle que

F pxq “ p∇V qpxq. (20.151)

Étant donné que F est un champ de vecteurs, nous avons une forme différentielle associée F 5,

F 5
x : x ÞÑ xF pxq, vy. (20.152)

Lemme 20.58.
Le champ F est conservatif si et seulement si la 1-forme différentielle F 5 est exacte.

Démonstration. Supposons que la force F soit conservative, c’est-à-dire qu’il existe une fonction
V telle que F “ ∇V . Dans ce cas, il est facile de prouver que F 5 est exacte et est donnée par
F 5
x “ dV pxq. En effet,

F 5
xpvq “ xF pxq, vy

“ F1pxqv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fnpxqvn
“ BV

Bx1
pxqv1 ` . . .

BV
Bxn pxqvn

“ dV pxqv.

(20.153)

Pour le sens inverse, supposons que F 5 soit exacte. Dans ce cas, nous avons une fonction V
telle que F 5 “ dV . Il est facile de prouver qu’alors, F “ ∇V .

En résumé, nous avons deux façons équivalentes d’exprimer que la force F dérive du potentiel
V : soit nous disons F “ ∇V , soit nous disons F 5 “ dV .
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Proposition 20.59.
Si F est une force conservative, alors le travail 14 de F lors d’un déplacement ne dépend pas du
chemin suivit.

Démonstration. Le travail d’une force le long d’un chemin n’est autre que l’intégrale de la force le
long du chemin, et le calcul est facile :

WγpF q “
ż

γ
F “

ż

γ
dV “ V

`
γpbq˘ ´ V

`
γpaq˘. (20.154)

Donc si β est un autre chemin tel que βpaq “ γpaq et βpbq “ γpbq, nous avons WβpF q “ WγpF q.

20.6.7 Intégrer un champ de vecteurs sur un bord en 2D

Si D Ă R2 est tel que BD est une variété de dimension 1 et tel que D accepte un champ de
vecteur normal extérieur unitaire ν. Si nous voulons définir

ż

BD
G, (20.155)

le mieux est de prendre un paramétrage γ : r0, 1s Ñ R2 et de calculer
ż 1

0
xGγptq,

9γptq
} 9γptq}ydt. (20.156)

Hélas, cette définition ne fonctionne pas parce que son signe dépend du sens de le paramétrage γ.
Si le paramétrage tourne dans l’autre sens, il y a un signe de différence.

Nous allons définir ż

BD
G “

ż 1

0
xGγptq, T ptqydt (20.157)

où T ptq “ 9γptq{} 9γptq} et où γ est choisi de telle façon que la rotation d’angle π
2 amène ν sur T .

Cela fixe le choix de sens.
Ce choix de sens aura des répercussions dans l’application de la formule de Green et du théorème

de Stokes.

20.6.8 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 2D

Nous n’allons pas chercher très loin :
ż

BD
ω “

ż

BD
ω7, (20.158)

c’est-à-dire que l’intégrale de la forme différentielle est celle du champ de vecteur associé. Le
membre de droite est définit par (20.157), avec le choix d’orientation qui va avec.

20.6.9 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 3D

Nous allons maintenant intégrer une forme différentielle sur certains chemins fermés dans R3.
Soit F pDq Ă R3, une variété de dimension 2 dans R3 où F : D Ă R2 Ñ R3 est la carte. Nous
supposons que D vérifie les hypothèses de la formule de Green. Alors nous définissons

ż

F pBDq
ω “

ż

BD
F ˚ω (20.159)

où F ˚ω est la forme différentielle définie sur BD par pF ˚ωqpvq “ ω
`
dF pvq˘.

Cette définition est très abstraite, mais nous n’allons, en pratique, jamais l’utiliser, grâce au
théorème de Stokes.

14. Voir [501].
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20.6.10 Intégrer un champ de vecteurs sur un bord en 3D

Encore une fois, nous n’allons pas chercher bien loin :
ż

F pBDq
G “

ż

F pBDq
G5 (20.160)

où G5 est la forme différentielle associée au champ de vecteur. Le membre de droite est définit par
l’équation (20.159).

20.6.11 Dérivées croisées et forme différentielle exacte

Nous considérons le problème suivant : trouver une fonction f : R2 Ñ R telle que
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (20.161a)
Bf
By “ bpx, yq (20.161b)

où a et b sont des fonctions supposées suffisamment régulières. Nous savons que ce problème n’a
pas de solutions lorsque

Ba
By ‰ Bb

Bx (20.162)

parce que cela impliquerait B2
xyf ‰ B2

yxf . Nous sommes en droit de nous demander si la condition

Ba
By “ Bb

Bx (20.163)

impliquerait qu’il existe une solution au problème (20.161). La réponse est oui, et nous allons
brièvement la justifier. Pour plus de détails nous vous demandons de chercher un peu. La référence
[502] peut être utile.

Proposition 20.60.
Si a et b sont des fonctions qui satisfont à la condition

Ba
By “ Bb

Bx, (20.164)

alors la fonction
fpx, yq “

ż x

0
apt, 0qdt`

ż y

0
bpx, tqdt (20.165)

répond au problème
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (20.166a)
Bf
By “ bpx, yq (20.166b)

La preuve qui suit n’en est pas complètement une parce qu’il manque des justifications, no-
tamment au moment de permuter la dérivée et l’intégrale.

Démonstration. La clef de la preuve est le théorème fondamental de l’analyse :
ż x

0

Bf
Bx pt, yqdt “ fpx, yq (20.167)

et son pendant par rapport à y :
ż y

0

Bf
By px, tqdt “ fpx, yq. (20.168)
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En appliquant ces version du théorème fondamental, nous obtenons immédiatement.

Bf
By “ bpx, yq. (20.169)

En ce qui concerne la dérivée par rapport à y,

Bf
Bx “ apx, 0q `

ż y

0

Bb
Bxpx, tqdt (20.170a)

“ apx, 0q `
ż y

0

Ba
By px, tqdt (20.170b)

“ apx, 0q ` rapx, tqst“yt“0 (20.170c)
“ apx, yq. (20.170d)

En ce qui concerne l’unicité, supposons que f et g soient deux solutions au problème. L’équation

Bf
Bx “ apx, yq “ Bg

Bx (20.171)

implique que
fpx, yq “ gpx, yq ` Cpyq (20.172)

où C est une fonction seulement de y. L’autre équation implique

fpx, yq “ gpx, yq `Dpxq (20.173)

où D est seulement une fonction de x. En égalisant nous voyons que les fonctions C et D doivent
être des constantes.

Par conséquent la fonction f est donnée à une constante près et en réalité la fonction (20.165)
est suffisante pour répondre au problème de trouver toutes les fonctions dont les dérivées partielles
sont données par les fonctions a et b.

La fonction f ainsi créée est un potentiel pour le champ de force

F px, yq “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (20.174)

Notez que ce champ de vecteurs est le gradient de f . La question initiale aurait donc pu être posée
en les termes suivants : trouver une fonction f dont le gradient est donné par

∇f “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (20.175)

20.7 Surfaces paramétrées
De la même façon qu’un chemin dans R3 est décrit comme une application σ : R Ñ R3, une

surface dans R3 sera vue comme une application φ : R2 Ñ R3. Une surface paramétrée dans
R3 est une application

φ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ φpu, vq “
¨
˝
xpu, vq
ypu, vq
zpu, zq

˛
‚.

(20.176)

Nous allons parler de la « surface φ » pour désigner l’image de φ dans R3.
Si on fixe le paramètre u´ u0, alors l’application

v ÞÑ φpu0, vq (20.177)
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est un chemin dans la surface. Un vecteur tangent à ce chemin sera tangent à la courbe :

Bφ
Bv pu0, v0q “

¨
˝

Bx
Bv pu0, vOq
By
Bv pu0, vOq
Bz
Bv pu0, vOq

˛
‚. (20.178)

De même, en fixant v0, on considère le chemin

u ÞÑ φpu, v0q. (20.179)

Le vecteur tangent à ce chemin est égalent tangent à la surface :

Bφ
Bu “

¨
˝

Bx
Bupu0, vOq
By
Bupu0, vOq
Bz
Bupu0, vOq

˛
‚ (20.180)

Définition 20.61.
Nous disons que la surface est régulière si les vecteurs Buφpu0, v0q et Bvφpu0, v0q sont non nuls et
non colinéaires.

Si la surface est régulière, les vecteurs tangents à le paramétrage forment le plan tangent à la
surface au point φpu0, v0q.

Un vecteur orthogonal à la surface (et donc au plan tangent) est donc donné par le produit
vectoriel :

npu0, v0q “ Bφ
Bu pu0, v0q ˆ Bφ

Bv pu0, v0q. (20.181)

L’équation du plan tangent est alors obtenue par
¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·npu0, v0q “ 0 (20.182)

où x0 “ xpu0, v0q, y0 “ ypu0, v0q, z0 “ zpu0, v0q.

20.7.1 Graphe d’une fonction

Soit la fonction f : D Ă R2 Ñ R. Le graphe de f est l’ensemble des points de la forme
`
x, y, fpx, yq˘ (20.183)

tels que px, yq P D. Cela est une surface paramétrée par

φ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚.

(20.184)

Les vecteurs tangents sont

Bφ
Bx “

¨
˝

1
0
Bf
Bx

˛
‚, Bφ

By “
¨
˝

0
1

Bφ
By

˛
‚. (20.185)

La surface est donc partout régulière parce que ces deux vecteurs ne sont jamais nuls ou colinéaires.
Un vecteur normal à cette surface au point px0, y0, fpx0, y0qq est donné par le produit vectoriel

n “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxfpx0, y0q
0 1 Byfpx0, y0q

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´Bf
Bx px0, y0qex ´ Bf

By px0, y0qey ` ez. (20.186)
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En suivant l’équation (20.182), nous avons l’équation suivante pour le plan :
¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·

¨
˚̋´ Bf

Bx px0, y0q
´ Bf

By px0, y0q
1

˛
‹‚“ 0, (20.187)

c’est-à-dire
´px´ x0qBf

Bx px0, y0q ´ py ´ y0qBf
By px0, y0q ` z ´ fpx0, y0q “ 0, (20.188)

ce qui revient à
z ´ fpx0, y0q “ Bf

Bx px0, y0qpx´ x0q ` Bf
By px0, y0qpy ´ y0q. (20.189)

Nous retrouvons donc l’équation du plan tangent à un graphe.

Exemple 20.62.
La sphère de rayon R peut être paramétrée par les angles sphériques :

ϕpθ, φq “
¨
˝
R sin θ cosφ
R sin θ sinφ
R cos θ

˛
‚ (20.190)

avec pθ, φq P r0, πs ˆ r0, 2πs.
Tentons d’en trouver le plan tangent au point px, y, zq “ pR, 0, 0q. Un petit dessin nous montre

que c’est un plan vertical d’équation x “ R. Montrons cela en utilisant la théorie que nous venons
de découvrir. D’abord le point pR, 0, 0q correspond à θ0 “ π

2 et φ “ 0. Les vecteurs tangents sont

Tθ “ Bϕ
Bθ pR, π2 , 0q “

¨
˝
R cos θ cosφ
R cos θ sinφ

´R sin θ

˛
‚“

¨
˝

0
0

´R

˛
‚, (20.191)

et

Tφ “ Bϕ
BφpR, π2 , 0q “

¨
˝

´R sin θ sinφ
R sin θ cosφ

0

˛
‚“

¨
˝

0
R
0

˛
‚. (20.192)

Cela sont de toute évidence bien les deux vecteurs tangents à la sphère au point px, y, zq “ pR, 0, 0q.
Le vecteur normal est ∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
0 0 ´R
0 R 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ R2ex. (20.193)

Ici encore, nous avons le vecteur que nous attendions sur un dessin. L’équation du plan tangent
est maintenant ¨

˝
x´R
y
z

˛
‚·

¨
˝
R2

0
0

˛
‚“ 0, (20.194)

c’est-à-dire R2px´Rq “ 0 et donc x “ R. △

20.7.2 Intégrale sur une partie de Rm

Soit M une variété de dimension n dans Rm. Soit F : W Ă Rn Ñ M un paramétrage d’un
ouvert relatif de M .

Si f est une fonction définie sur un sous-ensemble A Ă F pW q tel que F´1pAq est mesurable,
l’intégrale de f sur A est définie par

ż

A
f “

ż

F´1pAq
fpF pwqqadetpJF pwqtJF pwqqdw
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où l’intégrale est l’intégration usuelle (de Lebesgue) sur F´1pAq Ă Rn. On écrit parfois cette
intégrale

ş
F´1pAq fpF pwqqdσ où

dσ “ a
detpJF pwqtJF pwqqdw (20.195)

est l’élément infinitésimal de volume de la variété.
Si m “ 3 et n “ 2, l’élément infinitésimal de volume vaut

dσ “
››››

BF
Bw1

ˆ BF
Bw2

›››› dw

où ˆ représente le produit vectoriel dans R3, et pw1, w2q sont les coordonnées sur W Ă R2. Dans
la suite, nous ne regarderons plus que ce cas.

20.8 Intégrales de surface

20.8.1 Intégrale d’un champ de vecteurs

Dans l’intégration curviligne, on a noté que si l’intégrale d’une fonction ne dépendait pas
de l’orientation du chemin, l’intégrale d’un champ de vecteurs ou d’une forme différentielle en
dépendait. Ce problème d’orientation apparait également dans l’intégration sur des surfaces de
l’espace.

Définition 20.63.
Une orientation sur une surface S Ă R3 est le choix d’un champ de vecteurs continu ν : S Ñ R3

dont la norme en tout point de S vaut 1.

On remarque qu’ayant fait un tel choix d’orientation νpxq en un point x, le seul autre choix
possible en x est ´νpxq. Si S est le bord d’un ouvert D Ă R3, l’orientation induite par D sur S
est, si elle existe, l’orientation qui pointe hors de D en tout point de S. Plus précisément, il faut
que pour tout x P D il existe ϵ ą 0 vérifiant, pour tout 0 ă t ă ϵ, la relation tνpxq R D. Dans ce
cas, le champ de vecteurs ν est appelé le vecteur normal unitaire extérieur à D et il est forcément
unique.

Soit G un champ de vecteurs défini sur une surface orientée par un champ ν. L’intégrale de G
sur S, aussi appelée le flux de G à travers S, est

ĳ

S

G· dS
def“

ĳ

S

xG, νy dσ. (20.196)

Si on suppose que la surface est paramétrée par une application

F : W Ă R2 Ñ R3 : pu, vq ÞÑ pF1pu, vq, F2pu, vq, F3pu, vqq

alors un vecteur unitaire ν peut s’écrire sous la forme

ν “
BF
Bu ˆ BF

Bv››BF
Bu ˆ BF

Bv
››

et grâce à ce paramétrage l’intégrale (20.196) devient
ĳ

S

G· dS “
ĳ

W

B
GpF pu, vqq, BF

Bu ˆ BF
Bv

F
dudv.

où on utilise l’expression de dσ obtenue précédemment dans le cas qui nous intéresse (surface dans
l’espace).



1638 CHAPITRE 20. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

20.9 Intégrales de surface

20.9.1 Aire d’une surface paramétrée

Lorsque nous avions vu la longueur d’une courbe paramétrée, nous avions pris comme « élément
de longueur » la norme du vecteur tangent. Il est donc naturel de prendre comme « élément de
surface » une petite surface que l’on peut construire à partir des deux vecteurs tangents à la surface.

Au point φpu0, v0q, nous avons les deux vecteurs tangents

Tu “ Bφ
Bu pu0, v0q Tv “ Bφ

Bv pu0, v0q. (20.197)

L’élément de surface que nous pouvons construire à partir de ces deux vecteurs est la surface du
parallélogramme, donnée par la norme du produit vectoriel :

dS “ }Tu ˆ Tv}. (20.198)

L’aire de la surface donné par φ : D Ă R2 Ñ R3 sera donc donnée par

Aire
`
φpDq˘ “

ĳ

D

}Tu ˆ Tv}du dv. (20.199)

Exemple 20.64.
Calculons l’aire de la sphère. Les vecteurs tangents ont déjà été calculés aux équations (20.191) et
(20.192) :

Tθ “
¨
˝
R cos θ cosφ
R cos θ sinφ

´R sin θ

˛
‚, Tφ “

¨
˝

´R sin θ sinφ
R sin θ cosφ

0

˛
‚. (20.200)

Le produit vectoriel vaut

Tθ ˆ Tφ “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
R cos θ cosφ R cos θ sinφ ´R sin θ

´R sin θ sinφ R sin θ cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ pR2 sin2 θ cosφqex ` pR2 sin2 θ sinφqey

` pR2 cos θ sin θ cos2 φ`R2 sin θ cos θ sin2 φqez.

(20.201)

La norme demande quelques calculs et mises en évidences. Le résultat est :

}Tθ ˆ Tφ} “ R2 sin θ. (20.202)

L’aire de la sphère est donc donnée par

Aire “
ż 2π

0
dφ

ż π

0
R2 sin θdθ “ 2πR2r´ cos θsπ0 “ 4πR2. (20.203)

Il est bon de se souvenir que, en coordonnées sphériques,

}Tθ ˆ Tφ} “ R2 sin θ. (20.204)

Or nous savons que ce vecteur est dirigé dans le sens de er parce que ce dernier est le vecteur qui
est constamment dirigé radialement. En coordonnées sphériques nous avons donc

Tθ ˆ Tφ “ R2 sinpθqer. (20.205)

△

Remarque 20.65.
L’équation (20.202) donne l’élément de surface pour la sphère. Notez que cela est justement l’ex-
pression du jacobien des coordonnées sphériques. Cela n’est évidemment pas une coïncidence.
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Exemple 20.66.
Nous pouvons donner l’aire du graphe d’une fonction quelconque. La surface est paramétrée par

φpx, yq “
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚. (20.206)

Les vecteurs tangents sont

Tx “
¨
˝

1
0

Bxf

˛
‚, Ty “

¨
˝

0
1

Byf

˛
‚. (20.207)

Le produit vectoriel est donné par

Tx ˆ Ty “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxf
0 1 Byf

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´Bxfqex ´ pByfqey ` ez. (20.208)

L’élément de surface est par conséquent

dS “
dˆBf

Bx
˙2

`
ˆBf

By
˙2

` 1, (20.209)

et la surface du graphe sera

Aire “
ĳ

D

dˆBf
Bx px, yq

˙2
`
ˆBf

By px, yq
˙2

` 1 dx dy (20.210)

△

20.9.2 Intégrale d’une fonction sur une surface

Si S est une surface dans R3 paramétrée par

φ : D Ñ R3

pu, vq ÞÑ φpu, vq P S, (20.211)

et si f est une fonction f : R3 Ñ R définie au moins sur S, l’intégrale de f sur S est logiquement
définie par ż

S
f dS “

ĳ

D

f
`
φpu, vq˘}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (20.212)

où Tu “ Bφ
Bu et Yv “ Bφ

Bv . La quantité

}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (20.213)

est appelé élément de surface.
Encore une fois, si on prend f “ 1, alors on retrouve la surface de S :

ż

S
dS “ AirepSq. (20.214)

Remarque 20.67.
Le nombre

ş
S fdS ne dépend pas de le paramétrage choisie pour S.
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20.9.3 Intégrale d’une 2-forme

Nous considérons ω, une 2-forme différentielle sur R2.

Définition 20.68.
Si ωpx,yq “ upx, yqdx^ dy et si D est un ouvert de R2 alors nous définissons

ż

D
ω “

ż

D
upx, yqdx dy. (20.215)

Nous voulons maintenant intégrer une 2-forme sur une surface dans R3. Soit S Ă R3, une
surface orientée (c’est-à-dire que nous avons un choix continu d’un vecteur normal unitaire n).
Nous supposons de plus avoir un paramétrage ϕ : D Ñ S de S avec D ouvert dans R2 compatible
avec l’orientation, c’est-à-dire que pour tout pt, sq P D,

n
`
ϕpt, sq˘ “ Bϕ

Bt pt, sq ˆ Bϕ
Bs pt, sq. (20.216)

Définition 20.69.
Pour intégrer ω sur S nous faisons ż

S
ω “

ż

D
ϕ˚ω (20.217)

où ϕ˚ω est de la forme F pt, sqdt^ ds.

Montrons ce que cela fait. Soient u, v des vecteurs de D et calculons

pϕ˚ωqpu, vq “ ω
`
dϕpuq, dϕpvq˘ (20.218a)

“ ω

ˆ
u1

Bϕ
Bx1

` u2
B8
Bx2

, v1
Bϕ
Bx1

` v2
B8
Bx2

˙
. (20.218b)

Les termes en u1v1 et u2v2 sont nuls ; par exemple :

ω

ˆ
u1

Bϕ
Bx1

, v1
Bϕ
Bx1

˙
“ u1v1ω

ˆ B8
Bx1

,
Bϕ
Bx1

˙
“ 0 (20.219)

parce que ω est antisymétrique. Il nous reste donc

pϕ˚ωqpu, vq “ pu1v2 ´ u2v1qω
ˆ Bϕ

Bx1
,

Bϕ
Bx2

˙
(20.220a)

“ ω

ˆ Bϕ
Bx1

,
Bϕ
Bx2

˙
pdt^ dsqpu, vq. (20.220b)

Cette dernière ligne est bien de la forme ϕ˚ω “ F pt, sqdt^ ds.

20.10 Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface
Nous voulons construire un moulin à eau. Comment placer les pales pour maximiser le travail

de la pression de l’eau ? On n’a pas attendu l’invention du calcul intégral pour répondre à cette
question. Trois paramètres rentrent en ligne de compte :

(1) plus il y a d’eau, plus ça pousse ;
(2) plus la surface de la palle est grande, plus on va utiliser d’eau ;
(3) plus la palle est perpendiculaire au courant, plus on va en profiter.

Nous voyons sur la figure 20.2 que lorsque la palle du moulin est inclinée, non seulement elle prend
moins d’eau sur elle, mais qu’en plus elle la prend avec un moins bon angle : une partie de la force
ne sert pas à la faire tourner.

L’idée du flux d’un champ de vecteurs à travers une surface est de savoir quelle est la quantité
« utile » de vecteurs qui traverse la surface. Ce sera simplement l’intégrale sur la surface de la
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(a) L’eau pousse bien perpendiculaire-
ment à la palle du moulin.

(b) Lorsque l’eau ne pousse pas perpen-
diculairement, une partie de la force est
perdue. Ici la partie normale (en rouge)
est très petite.

Figure 20.2 – La partie rouge de la force est perdue si l’eau ne pousse pas perpendiculairement.
De plus lorsque la palle est inclinée, elle prend moins d’eau sur elle.

composante du champ de vecteurs normale à la surface. Il reste deux problèmes à régler : le
premier est de savoir quel est le vecteur normal à la surface, et le second est de savoir comment
« sélectionner » la composante normale d’un champ de vecteurs F .

Le problème de trouver un vecteur normal est résolu par le produit vectoriel des vecteurs
tangents. Si la surface est donnée par φ : D Ă R2 Ñ R3, les vecteurs tangents sont Tu “ Buφpu, vq
et Tv “ Bvφpu, vq. Le normal de norme 1 est donné par :

npu, vq “ Tu ˆ Tv
}Tu ˆ Tv} . (20.221)

Si p est un point de la surface φpDq, la composante de F ppq qui est normale à la surface au
point p est donnée par le produit scalaire

F ppqK “ F ppq ·nppq. (20.222)

C’est ce nombre là que nous intégrons sur la surface.

Définition 20.70.
Le flux du champ de vecteurs à travers la surface S “ φpDq est

ż
F · dS “

ż
F ·ndudv. (20.223)

Une petite simplification se produit lorsqu’on veut calculer effectivement cette intégrale. En
effet F ·n est, en soi, une fonction sur S. Pour l’intégrer, il faut donc la multiplier par }Tu ˆ Tv}
(c’est la définition de l’intégrale d’une fonction sur une surface). Donc, étant donné que n “
pTu ˆ Tvq{}Tu ˆ Tv}, nous avons

ż
F · dS “

ĳ

D

F
`
φpu, vq˘· pTu ˆ Tvq dudv (20.224)

où Tu “ Bϕ
Bu et Tv “ Bφ

Bv .

Exemple 20.71.
Soit le champ de vecteurs

F “
¨
˝

2x
2y
2z

˛
‚. (20.225)

Calculons son flux au travers de la sphère de rayon R.
Nous choisissons de paramétrer la sphère en coordonnées sphériques avec ϕpθ, φq. Nous pouvons

reprendre le résultat (20.205) :
Tθ ˆ Tφ “ R2 sinpθq. (20.226)
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Nous savons aussi que
F
`
ϕpθ, φq˘ “ 2er. (20.227)

L’intégrale à calculer est donc

I “
ż π

0
dθ

ż 2π

0
dφ 2er ·

`
R2 sinpθqer

˘
. (20.228)

Vu que le produit scalaire er · er vaut 1, nous calculons

I “ 4πR2
ż π

0
sinpθqdθ “ 8πR2. (20.229)

△

Exemple 20.72.
Calculons le flux du champ de force de gravitation d’une masse au travers de la sphère de centre
R centrée autour la masse. À un coefficient constant près, le champ vaut

Gpr, θ, φq “ 1
r2 er. (20.230)

Sur la sphère de rayon R, nous avons

G
`
ϕpθ, φq˘ “ 1

R2 er. (20.231)

L’intégrale est donc ż π

0
dθ

ż 2π

0

1
R2 er ·

`
R2 sinpθqer

˘
dφ “ 8π. (20.232)

Ce flux ne dépend pas de R. △

Exemple 20.73.
Soit S le disque de rayon 5 placé horizontalement à la hauteur 12. Calculer le flux du champ de
vecteurs

F px, y, zq “ xex ` yey ` zez. (20.233)
Les équations de la surface sont z “ 12, x2 `y2 ď 25. Nous prenons le paramétrage en coordonnées
cylindriques :

φpr, θq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

12

˛
‚. (20.234)

Les vecteurs tangents sont

Tr “ Bφ
Br “

¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚ Tθ “ Bφ

Bθ “
¨
˝

´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (20.235)

Le vecteur normal est alors
Tr ˆ Tθ “ rez. (20.236)

Sur la surface, le champ de vecteurs s’écrit

F
`
φpr, θq˘ “ r cospθqex ` r sinpθqey ` 12ez. (20.237)

Par conséquent
F · pTr ˆ Tθq “ 12r. (20.238)

L’intégrale à calculer est ż 5

0
dr

ż 2π

0
12r dθ “ 12 · 2π

ż 5

0
r dr

“ 25
2 24π

“ 300π.

(20.239)

△
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20.11 Divergence, Green, Stokes

Le théorème de Stokes (et ses variations) peut se voir comme une généralisation du théorème
fondamental du calcul différentiel et intégral qui stipule que

ż b

a
f 1pxqdx “ fpbq ´ fpaq

c’est-à-dire qui relie l’intégrale de f 1 sur I “ ra, bs aux valeurs de f sur le bord BI “ ta, bu. Le
signe ´ qui apparait vient de l’orientation ; celle-ci requiert de la prudence dans l’utilisation des
théorèmes.

Voici, pour votre culture générale, un énoncé général :

Théorème 20.74.
Si M est une variété orientable de dimension n avec un bord noté BM , alors pour toute forme
différentielle ω de degré n´ 1 on a ż

M
dω “

ż

BM
ω.

où dω désigne la différentielle extérieure de ω.

Nous allons maintenant voir quelques cas particuliers.
Une des nombreuses formes du théorème de Stokes (théorème 20.74) est que si la forme diffé-

rentielle ω est exacte alors son intégrale est facile.

Théorème 20.75 ([1]).
Si γ est une chemin de classe C1 dans un ouvert Ω et si ω est la forme différentielle exacte ω “ df ,
alors ż

γ
df “ f

`
γp1q˘ ´ f

`
γp0q˘. (20.240)

Démonstration. C’est une application du lemme 12.289 et du théorème fondamental du calcul
intégral 14.247.

20.11.1 Théorème de la divergence

Si nous considérons une surface dans Rn et un champ de vecteurs, il est bon de se demander
quelle « quantité de vecteurs » traverse la surface. Soit D, un ouvert borné de Rn telle que BD soit
une variété de dimension n´ 1, et G, un champ de vecteurs défini sur D̄. Afin de compter combien
de G traverse BD, il faudra faire en sorte de ne considérer que la composante de G normale à BD :
pas question d’intégrer par exemple la norme de G sur BD.

Comme nous le savons, la composante du vecteur v dans la direction w est le produit scalaire
v· 1w où 1w est le vecteur de norme 1 dans la direction w. Nous allons donc introduire le concept
de vecteur normal extérieur.

Définition 20.76.
Soit x P BD et ν P Rn, nous disons que ν est un vecteur normal extérieur de BD si

(1) xν, vy “ 0 pour tout vecteur tangent v à BD au point x. Pour rappel, BD étant une variété
de dimension n´ 1, il y a n´ 1 tels vecteurs v linéairement indépendants.

(2) Il existe un δ ą 0 tel que @t P s0, δr, nous avons c` tν R D̄ et x´ tν P D.

Nous pouvons maintenant définir le concept de flux. Soit D Ă Rn tel que BD soit une variété
de dimension n ´ 1 qui admette un vecteur normal extérieur νpxq en chaque point. Soit aussi
G : D̄ Ñ Rn, un champ de vecteur de classe C1. Le flux de G au travers de BD est le nombre

ż

BD
xGpxq, νpxqydσpxq. (20.241)
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Cette intégrale est en général très compliquée à calculer parce qu’il faut trouver le champ de
vecteur normal, puis un paramétrage de la surface BD et ensuite appliquer la méthode décrite au
point 20.8.

Heureusement, il y a un théorème qui nous permet de calculer plus facilement : sans devoir
trouver de vecteurs normaux.

Il n’est pas plus contraignant d’énoncer ce théorème dans le cadre d’une hypersurface de Rn,
ce que nous faisons donc :

Théorème 20.77 (Formule de la divergence).
Soit D un ouvert borné de Rn dont le bord est « assez régulier par morceaux », c’est-à-dire :

BD “ A1 Y . . . Ap YN (20.242)

où
(1) A1, . . . , Ap, N sont deux à deux disjoints,
(2) pour tout i ď p, Ai est un ouvert relatif d’une certaine variété Mi de dimension pn´ 1q
(3) Āi Ă Mi

(4) N est un compact contenu dans une réunion finie de variétés de dimensions pn´ 2q.
Supposons également qu’en chaque point de A1 Y . . .YAp il existe un vecteur normal extérieur ν.

Si G est un champ de vecteurs de classe C1 sur D̄ alors
ż

D
∇ ·G “

pÿ

i“1

ż

Ai

xG, νy . (20.243)

L’intégrale du membre de gauche est l’intégrale sur un ouvert d’une simple fonction.

20.11.2 Formule de Green

Définition 20.78 (chemin, lacet[503, 504]).
Plusieurs notions autour de chemins dans un espace topologique X.

(1) Un chemin dans un espace vectoriel X est une application continue γ : ra, bs Ñ X avec
a ă b.

(2) Un lacet dans X est un chemin γ : ra, bs Ñ X tel que γpaq “ γpbq.
(3) Un chemin γ : r0, 1s Ñ Rn est régulier si il est C1 et si γ1ptq ‰ 0 pour tout t
(4) Le chemin γ : ra, bs Ñ X est un chemin de Jordan si il est injective.
(5) Un lacet γ : ra, bs Ñ X est un lacet de Jordan si γ : ra, br Ñ X est injective.
(6) Une courbe de Jordan est l’image d’un lacet de Jordan.
(7) Une courbe simple est l’image d’un lacet de Jordan.

20.79.
Un chemin de Jordan peut évidemment être vue comme une application γ : r0, 2πs Ñ R2 telle
que γp0q “ γp2πq. En particulier il n’est jamais mauvais de se rappeler qu’on peut choisir un
paramétrage normal par la proposition 21.47.

La formule de Green est un cas particulier du théorème de la divergence dans le cas n “ 2,
légèrement reformulé.

Théorème 20.80.
Soit D Ă R2 ouvert borné tel que son bord est est la réunion finie d’un certain nombre de chemins
de classe C1 de Jordan réguliers. Supposons qu’en chaque point de son bord, D possède un vecteur
normal unitaire extérieur ν. Soient P et Q deux fonctions réelles de classe C1 sur D̄. Alors

ĳ

D

pBxQ´ ByP qdx dy “
¿

BD
Pdx`Qdy (20.244)
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où chaque chemin γ formant le bord de D est orienté de sorte que Tν “ 9γ
} 9γ} où T représente la

rotation d’angle `π
2 .

Justifions le fait que cela soit un cas particulier de la formule de Stokes du théorème 20.74.
Nous considérons la forme différentielle

ω “ Pdx`Qdy, (20.245)

et sa différentielle

dω “
ÿ

i

dωi ^ dxi (20.246a)

“
ˆBP

Bx dx` BP
By dy

˙
^ dx`

ˆBQ
Bx dx` BQ

By dy
˙

^ dy (20.246b)

“
ˆBQ

Bx ´ BP
By

˙
dx^ dy. (20.246c)

Intégrons cette forme dω sur le domaine ouvert D que nous paramétrons de façon triviale par

φ : D Ñ R2

pu, vq ÞÑ pu, vq. (20.247)

Ce que nous avons est ĳ

D

dω “
ĳ

D

dωpu,vq
ˆBφ

Bu ,
Bφ
Bv

˙
dudv (20.248)

Nous avons aussi Tu “ Bφ
Bu “

ˆ
1
0

˙
et Tv “ Bφ

Bv “
ˆ

0
1

˙
et donc

pdx^ dyqpTu, Tvq “ dxpTuqdypTvq ´ dxpTvqdypTuq “ 1 ´ 0 “ 1. (20.249)

L’intégrale (20.248) se développe donc en
ĳ

D

dω “
ĳ

D

ˆBQ
Bx pu, vq ´ BP

By pu, vq
˙

pdx^ dyqpTu, Tvqdudv “
ĳ

D

ˆBQ
Bx ´ BP

By
˙
dudv. (20.250)

Par conséquent la formule de Stokes nous donne la formule (20.244).
La formule de Green nous permet de calculer l’aire de la surface délimitée par une courbe

fermée en termes de l’intégrale d’une forme bien choisie le long du contour. Pour cela nous prenons
la forme

ω “ ´y

2dx` x

2dy, (20.251)

de telle sorte que BxQ´ ByQ “ 1 et que
ĳ

D

dω “
ĳ

D

ddudv “ S, (20.252)

et au final l’aire est donnée par
S “

ż

BD

´
´y

2dx` x

2dy
¯
. (20.253)

Lorsque le bord de D est paramétré par

γ : ra, bs Ñ R2

u ÞÑ
ˆ
xpuq
ypuq

˙
,

(20.254)

nous avons
pPdx`Qdyqγ1puq “ Px1 `Qy1, (20.255)
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et alors ż

BD
Pdx`Qdy “

ż b

a
P
`
xpuq, ypuq˘x1puq `Q

`
xpuq, ypuq˘y1puqdu. (20.256)

En ce qui concerne l’aire de la surface, nous prenons les P et Q de la forme 20.251 :

S “ 1
2

ż b

a

´
´ ypuqx1puq ` xpuqy1puq

¯
du. (20.257)

20.11.3 Formule de Stokes

La formule de Stokes est la version classique, qui permet d’exprimer la circulation d’un champ
de vecteur le long d’une courbe de R3 comme le flux de son rotationnel à travers n’importe quel
surface dont le bord est la courbe. La version présentée ici suppose que la surface peut se paramétrer
en un seul morceau :

Théorème 20.81 (Formule de Stokes).
Soit F : W Ă R2 Ñ R3 un paramétrage (carte) d’une surface dans R3, supposée de classe C2.
Soit D un ouvert de R2 vérifiant les hypothèses de la formule de Green, et tel que D̄ Ă W . Soit
G un champ de vecteurs de classe C1 défini sur F pD̄q, et soit N le champ normal unitaire donné
par le paramétrage

N “
BF
Bu ^ BF

Bv››BF
Bu ^ BF

Bv
›› (20.258)

alors ĳ

F pDq
x∇ ˆG,Ny dσF “

ż

F pBDq
G (20.259)

où les chemins formant le bord BD sont orientés comme dans le théorème de Green.

Notons, juste pour avoir une bonne nouvelle de temps en temps, que

dσF “
››››

BF
Bu ˆ BF

Bv
›››› dudv, (20.260)

mais cette norme apparaît exactement au dénominateur de N . Il ne faut donc pas la calculer parce
qu’elle se simplifie.

Sous forme un peu plus physicienne 15, la formule (20.259) s’écrit
ż

F pDq
x∇ ˆG,Npxqy dσF pxq “

ż

F pγq
xG,T y ds (20.261)

où T est le vecteur unitaire tangent à F pγq.

20.11.3.1 Quelle est la bonne orientation ?

Le signe du vecteur normal N dépend du choix de l’ordre des coordonnées dans la carte.
Supposons que je veuille paramétrer la surface x2 ` y2 “ 1, z “ 1. Nous prenons naturellement
comme carte le cercle C de rayon 1 dans R2 et la carte

F pr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (20.262)

Mais nous aurions aussi pu mettre les coordonnées r et θ dans l’autre ordre :

F̃ pθ, rq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (20.263)

15. et surtout plus explicite.
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Les vecteurs normaux ne sont pas les même : la carte F donnera BrF ˆ BθF , tandis que l’autre
donnera BθF̃ ˆ BrF̃ . Le signe change !

Il faut savoir laquelle choisir. Le cercle C Ă R2 a une orientation donnée par le théorème de
Green. Nous choisissons l’ordre des coordonnées pour que 1θ et 1r soient dans la même orientation
que les vecteurs ν et T tels que donnés par le théorème de Green, et tels que dessinés sur la
figure 20.3.

n

eθ

Figure 20.3 – L’orientation sur le cercle. Si nous les prenons dans l’ordre, les vecteurs p1r, 1θq ont
la même orientation que celle donnée par les vecteurs pν, T q donnés par la convention de Green.

Plus généralement, nous choisissons l’ordre des coordonnées u et v pour que la base p1u, 1vq ait
la même orientation que pν, T q où T a le sens convenu dans le théorème de Green.

20.12 Résumé des intégrales vues
Nous sommes maintenant capables de revoir tous les types d’intégrales vues jusqu’ici de façon

très cohérentes. Nous commencerons par les intégrales de fonctions et nous ferons ensuite les
intégrales de champs de vecteurs.

20.12.1 L’intégrale d’une fonction sur les réels

Si f : ra, bs Ă R Ñ R est une fonction usuelle, sont intégrale est
ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq (20.264)

où F est une primitive de f .

20.12.2 Intégrale d’une fonction sur un chemin

Si f est une fonction sur R3 et si σ : ra, bs Ñ R3 est un chemin dans R3, l’intégrale de f sur σ
est, par définition, ż

f dσ “
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt. (20.265)

20.12.3 Intégrale d’une fonction sur une surface

Nous devons paramétrer la surface S par une application φ : D Ă R2 Ñ R3. À partir d’un
tel paramétrage, nous construisons un élément de surface en prenant le produit vectoriel des deux
vecteurs tangents :

dS “ Bφ
Bu ˆ Bφ

Bv dudv. (20.266)

L’intégrale est ż
f dS “

ĳ

D

f
`
φpu, vq˘

››››
Bφ
Bu ˆ Bφ

Bv
›››› dudv. (20.267)
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Il ne faut pas rajouter de jacobien : la norme du produit vectoriel est le jacobien.

Remarque 20.82.
La formule (20.267) est autant valable pour des surfaces dans R2 que dans R3. Si nous considérons
une surface dans R2, nous la voyons dans R3 en ajoutant un zéro comme troisième composante.

Exemple 20.83.
Les coordonnées polaires sont données par

φpr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

0

˛
‚. (20.268)

Les vecteurs tangents à ce paramétrage sont

Tr “ Bφ
Br “

¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚, Tθ “ Bφ

Bθ “
¨
˝

´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (20.269)

Le vecteur normal est

Bφ
Br ˆ Bφ

Bθ “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
cos θ sin θ 0

´r sin θ r cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ rez. (20.270)

Nous trouvons donc que l’élément de surface est la norme de rez, c’est-à-dire r, le jacobien connu.
△

20.12.4 Intégrale d’une fonction sur un volume

Si V est un volume dans R3, nous effectuons la même procédure : nous trouvons un paramé-
trage, et nous formons un élément de volume avec les vecteurs tangents de le paramétrage. Nous
avons donc un volume déterminé par l’application

φ : D Ă R3 Ñ R3, (20.271)

et ses trois vecteurs tangents

Tu “ Bφ
Bu

Tv “ Bφ
Bv

Tw “ Bφ
Bw.

(20.272)

Comment former un volume avec trois vecteurs ? Réponse : le produit mixte. L’intégrale de f sur
V sera ż

f dV “
¡

D

f
`
φpu, v, wq˘

››››
Bφ
Bu ·

ˆBφ
Bv ˆ Bφ

Bw
˙›››› dudv. (20.273)

Encore une fois, le produit mixte est le jacobien. Prenons les coordonnées sphériques :

xpr, θ, φq “ r sinpθq cospφq
ypr, θ, φq “ r sinpθq sinpφq
zpr, θ, φq “ r cospθq

(20.274)
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Les trois vecteurs tangents seront

Tr “
¨
˝

Bx
BrBy
BrBz
Br

˛
‚“

¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚ (20.275a)

Tθ “
¨
˝

Bx
BθBy
BθBz
Bθ

˛
‚“

¨
˝
r cospθq cospφq
r cospθq sinpφq

´r sinpθq

˛
‚ (20.275b)

Tφ “

¨
˚̋

Bx
BφBy
BφBz
Bφ

˛
‹‚“

¨
˝

´r sinpθq sinpφq
r sinpθq cospφq

0

˛
‚ (20.275c)

Nous avons vu que le produit mixte revient à mettre toutes les composantes dans une matrice. Ici
nous avons donc

Bϕ
Br ·

ˆBϕ
Bθ ˆ Bϕ

Bφ
˙

“
∣∣∣∣∣∣∣

Bx
Br

By
Br

Bz
BrBx

Bθ
By
Bθ

Bz
BθBx

Bφ
By
Bφ

Bz
Bφ

∣∣∣∣∣∣∣ (20.276)

Cela est précisément le jacobien dont nous parlions plus haut.

20.12.5 Conclusion pour les fonctions

Lorsque nous intégrons une fonction sur un chemin, une surface ou un volume, la technique est
toujours la même :

(1) Trouver un paramétrage à une, deux ou trois variables.

(2) Dériver le paramétrage par rapport à ses variables.

(3) Construire un élément de longueur, surface ou volume à partir des vecteurs que l’on a. Cela
se fait en prenant la norme, le produit vectoriel ou le produit mixte.

20.12.6 Circulation d’un champ de vecteurs

Pour les champs de vecteurs, nous faisons la même chose, mais au lieu de multiplier par l’élé-
ment de longueur ou de surface, nous prenons le produit scalaire. Si nous considérons la courbe
paramétrée σ : ra, bs Ñ R3 et le champ de vecteurs F , nous avons donc

ż

σ
F “

ż
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.277)

20.12.7 Flux d’un champ de vecteurs

Si la surface S Ă R3 est paramétrée par

ϕ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ ϕpu, vq, (20.278)

et si F est un champ de vecteurs, alors on a
ż

S
F “

ż

S
F · dS “

ĳ

D

F
`
ϕpu, vq˘·

ˆBϕ
Bu ˆ Bϕ

Bv
˙
dudv. (20.279)
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20.12.8 Conclusion pour les champs de vecteurs

La circulation et le flux ne représentent pas tout à fait la même chose. En effet pour la circula-
tion, nous sélectionnons la composante tangente à la courbe, c’est-à-dire la partie du vecteurs qui
« circule » le long de la courbe. Une force perpendiculaire au mouvement ne travaille pas.

La situation est exactement le contraire pour le flux. Étant donné que le vecteur

Bϕ
Bu ˆ Bϕ

Bv (20.280)

est normal à la surface, le fait de prendre le produit scalaire du champ de vecteurs avec lui
sélectionne la composante normale à la surface, c’est-à-dire la partie du vecteur qui traverse la
surface.

20.12.9 Attention pour les surfaces fermées !

Si nous considérons une surface fermée, il faut faire attention à choisir une orientation. Les
vecteurs normaux doivent soit tous pointer vers l’intérieur soit tous vers l’extérieur. En effet, en
tant que vecteur normal, nous avons choisi de prendre

Tu ˆ Tv. (20.281)

Mais le vecteur Tv ˆ Tu est tout aussi normal ! Il n’y a pas à priori de façon standard pour choisir
l’un ou l’autre. Il faut juste être cohérent : il faut que si on divise la surface en plusieurs morceaux,
tous les vecteurs pointent dans le même sens.

Notez que si vous faites un choix et que votre voisin fait le choix inverse, vous obtiendrez des
réponses qui diffèrent d’un signe. Sans plus de précisions 16, les deux réponses sont correctes.

Un exemple de ce problème est donné dans l’exemple 20.84.

Exemple 20.84.
Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “ ex (20.282)

au travers du cylindre de rayon R et de hauteur h autour de l’axe z.
Même question si le cylindre est autour de l’axe x.
Remarque : ces cylindres sont considérés avec leur « couvercles ».
Un paramétrage du cylindre autour de l’axe z est

ϕpθ, zq “
¨
˝
R cos θ
R sin θ
z

˛
‚. (20.283)

Les vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝

´R sin θ
R cos θ

0

˛
‚, Tz “

¨
˝

0
0
1

˛
‚. (20.284)

Le vecteur normal est donc

Tθ ˆ Tz “ R cospθqex `R sinpθqey. (20.285)

C’est un vecteur dirigé vers l’extérieur.
Le champ de vecteurs considéré est constant : F pθ, zq “ ex. Nous avons donc

F pθ, zq · pTθ ˆ Tzq “ R cospθq (20.286)

16. Il faudrait définir ce qu’est une surface orientable et choisir une orientation.
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et le flux vaut

Φ “
ż 2π

0
dθ

ż h

0
R cospθqdz “ 0. (20.287)

En ce qui concerne les couvercles haut au bas, ils sont paramétrés par

ϕ1pr, θq “
¨
˝
R cospθq
R sinpθq

h

˛
‚, ϕ2pr, θq “

¨
˝
R cospθq
R sinpθq

0

˛
‚. (20.288)

Les vecteurs normaux correspondants sont dans la direction de ez, de façon que le produit scalaire
avec F pr, θq soit nul. Le flux total est donc nul.

Regardons maintenant le cylindre le long de l’axe x. Un paramétrage est

ϕpθ, xq “
¨
˝

x
R cospθq
R sinpθq

˛
‚, (20.289)

et le vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝

0
´R sin θ
R cos θ

˛
‚, Tx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (20.290)

Le vecteur normal est alors donné par

Tθ ˆ Tx “ R cospθqey `R sinpθqez. (20.291)

Nous avons par conséquent F pθ, xq · pTθ ˆ Txq “ 0. Pas de flux par le côté du cylindre.
Regardons les « couvercles ». Le premier est donné par le paramétrage

ϕ1pr, θq “
¨
˝

0
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (20.292)

Le vecteur normal serait Tr ˆ Tθ “ rex, et le flux

Φ “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
r dr “ πR2. (20.293)

Le second couvercle est donné par

ϕ2pr, θq “
¨
˝

h
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (20.294)

Le vecteur normal est encore rex, et le flux est à nouveau πR2.
Le flux total serait donc 2πR2.
Cela n’est pas possible parce que tous les vecteurs qui « rentrent » d’un côté doivent « sortir »

de l’autre côté. L’erreur est le le premier vecteur normal est un vecteur qui pointe vers l’intérieur
du cylindre, tandis que le second pointe vers l’extérieur. Si nous choisissons, par convention, de
prendre uniquement les vecteurs extérieurs, il faut changer le vecteur normal du premier couvercle
en ´rex. Le premier flux vaudra donc

´πR2, (20.295)

de telle sorte que le flux total sera nul. △
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20.13 Formes différentielles exactes et fermées

Nous avons déjà parlé de formes différentielles et de leurs intégrales sur un chemin dans la
section 12.22.

Définition 20.85.
La forme différentielle ω est exacte si il existe une fonction f telle que ω “ df ; elle est dite
fermée si dω “ 0.

Dire que la forme différentielle ω “ fdx` gdy est fermée, c’est dire que

Bg
Bx “ Bf

By . (20.296)

Il est naturel de se demander si toutes les formes différentielles sont des différentielles de fonc-
tions. Une réponse complète est délicate à établir, mais a d’innombrables conséquences en physique,
notamment en ce qui concerne l’existence d’un potentiel vecteur pour le champ magnétique dans
les équations de Maxwell.

Le fait qu’une forme exacte soit fermée est relativement facile à établir ; c’est la proposition
suivante. La question plus délicate est la réciproque : sous quelles conditions une forme fermée
est-elle exacte ?

Proposition 20.86.
Si ω est une 1-forme exacte de classe C1, alors ω est fermée.

Démonstration. Le fait que ω soit exacte implique l’existence d’une fonction f telle que ω “ df ,
c’est-à-dire

ωx “
ÿ

i

aipxqdxi “
ÿ

i

Bf
Bxi pxqdxi, (20.297)

c’est-à-dire que aipxq “ Bf
Bxi

pxq. L’hypothèse que ω est C1 implique que f est C2, et donc que nous
pouvons inverser l’ordre de dérivation pour les dérivées secondes B2

ijf “ B2
jif . Nous pouvons donc

faire le calcul suivant : Bai
Bxj “ B

Bxj
Bf
Bxi “ B

Bxi
Bf
Bxj “ Baj

Bxi , (20.298)

ce qu’il fallait démontrer.

La réciproque est vraie sur un ouvert simplement connexe.

Théorème 20.87.
Supposons que D Ă Rn soit un ouvert simplement connexe. Alors toute forme différentielle de
degré 1 et de classe C1 sur D qui est fermée est exacte.

Nous allons prouver ce théorème dans un cas un peu moins général : celui d’un domaine étoilé
de R2 plutôt que simplement connexe de Rn.

Théorème 20.88.
Soit D Ă R2, une ouvert étoilé, et ω, une 1-forme fermée de classe C1. Alors ω est exacte.

Démonstration. Soit D Ă R2, un ouvert étoilé par rapport à l’origine. Soient f : D Ñ R, g : D Ñ
R, des fonctions de classe C1 telles que

Bf
By “ Bg

Bx (20.299)

sur D, et

F px, yq “
ż 1

0

“
fptx, tyqx` gptx, tyqy‰dt (20.300)

pour tout px, yq P D.
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Étant donné que nous ne définissons F px, yq que pour des px, yq P D, la fonction t ÞÑ fptx, tyq
est C1 sur tout le compact r0, 1s et aucune divergence de l’intégrale n’est à craindre. Nous sommes
donc dans le cadre de la proposition 17.27, et nous pouvons dériver sous le signe intégral.

Nous calculons, en utilisant la règle de dérivation de fonctions composées

BF
Bx px, tq “

ż 1

0

„
f

Bf
Bx ptx, tyqx` fptx, tyq ` t

Bg
Bxptx, tyqy

ȷ
dt

“
ż 1

0

„
t
´
x

Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq

¯
` fptx, tyq

ȷ
dt

(20.301)

où nous avons utilisé l’hypothèse Byf “ Bxg. Ce qui se trouve dans la parenthèse n’est autre que
Bt
`
fptx, tyq˘, plus précisément, si nous posons Fpx, y, tq “ fptx, tyq, nous avons

BF
Bt px, y, tq “ x

Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq. (20.302)

En recopiant le résultat (20.301) en termes de F , nous avons

BF
Bx px, tq “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt px, y, tq ` Fpx, y, tq

˙
dt

“
ż 1

0
Bt
`
tFpx, y, tq˘dt

“ “
fFpx, y, tq‰1

0
“ Fpx, y, 1q
“ fpx, yq.

(20.303)

Le résultat correspondant pour BF
By px, yq “ gpx, yq s’obtient de la même manière. Nous avons donc

obtenu que
BF
Bx “ f, et BF

By “ g. (20.304)

En ayant prouvé cela, nous avons prouvé que si ω “ fdx ` gdy avec Byf “ Bxg, alors ω “ dF où
F est définie par (20.300).

Démonstration alternative du théorème 20.88. Nous posons u “ tx et v “ ty, ainsi que Fpx, y, tq “
fpu, vq et Gpx, y, tq “ gpu, vq. Avec cette notation, nous avons

F px, yq “
ż 1

0

`
xFpx, y, tq ` yGpx, y, tq˘dt, (20.305)

et BF
Bx “ Bf

Bu
Bu
Bx ` Bf

Bv
Bv
Bx “ t

Bf
Bu,

BG
Bx “ t

Bg
Bu.

(20.306)

Ainsi,
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
x

BF
Bx ` F ` y

BG
Bx

˙
dt

“
ż 1

0

ˆ
xt

Bf
Bu ` F ` yt

Bg
Bu

˙
dt

“
ż 1

0

„
t

ˆ
x

Bf
Bu ` y

Bf
Bv

˙
` F

ȷ
dt.

(20.307)

où nous avons utilisé le fait que, par hypothèse, Bg
Bu “ Bf

Bv . Nous calculons par ailleurs que

BF
Bt “ Bf

Bu
Bu
Bt ` Bf

Bv
Bv
Bt “ x

Bf
Bu ` y

Bf
Bv . (20.308)
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Donc, nous avons
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt ` F

˙
dt “

ż 1

0

B
BtptFqdt. (20.309)

Par conséquent,
BF
Bx “ rtFs1

0 “ Fpx, y, 1q “ fpx, yq. (20.310)

Le même genre de calculs fournit BF
By “ gpx, yq.

20.14 Théorème d’Abel angulaire
Théorème 20.89 (Abel angulaire[89]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence plus grand ou égal à 1 et de somme f . Soit
θ0 P r0, π2 r. Nous posons

∆θ0 “ tz “ 1 ´ ρeiφ tel que ρ ą 0, φ P rθ0, θ0s, |z| ă 1u. (20.311)

Nous supposons de plus que
ř
n an converge. Alors

lim
zÑ1
zP∆0

fpzq “
8ÿ

k“0
ak. (20.312)

Démonstration. Le résultat de ce théorème est que l’on peut calculer la limite z Ñ 1 avec des
chemins contenus dans un domaine de la forme de celui dessiné à la figure 20.4.

‚

Figure 20.4 – La zone dans laquelle peut être le chemin qui va vers z “ 1.

De façon très classique nous posons

S “
8ÿ

k“0
ak Sn “

nÿ

k“0
ak, (20.313)

et Rn “ S ´ Sn. En particulier an “ Rn´1 ´Rn.
Le but du théorème est de montrer que

ř
anz

n converge vers S lorsque z converge vers 1 à
l’intérieur de ∆θ0 . Pour cela nous calculons pour un N donné la différence

řN
n“0 anz

n ´ SN en
triant les termes par ordre de Rn, en isolant le terme R0 et le terme RN :

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “
Nÿ

n“1
anpzn ´ 1q (20.314a)

“
Nÿ

n“1
pRn´1 ´Rnqpzn ´ 1q (20.314b)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnpzn`1 ´ 1 ´ zn ` 1q `RN pzN ´ 1q (20.314c)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnz

npz ´ 1q `RN pzN ´ 1q (20.314d)

“ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (20.314e)



20.14. THÉORÈME D’ABEL ANGULAIRE 1655

Cela est valable pour tout N et |z| ă 1. Nous avons donc

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (20.315)

Par hypothèse nous avons limNÑ8 RN “ 0. Et de plus le membre de gauche converge parce que
chacun des deux termes converge séparément. En passant à la limite nous avons pour tout |z| ă 1 :

fpzq ´ S “ pz ´ 1q
8ÿ

n“0
Rnz

n. (20.316)

Nous voudrions étudier le comportement de la différence fpzq ´S lorsque z tend vers 1. Pour cela
nous nous fixons ϵ ą 0 et N ě 1 tel que |Rn| ă ϵ dès que n ě N . Alors pour tout |z| ă 1 nous
avons

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
¨
˝

Nÿ

n“0
|Rn| |zn|loomoon

ď1

`
8ÿ

n“N`1
|Rn|loomoon

ďϵ
|zn|

˛
‚ (20.317a)

ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ϵ

|z ´ 1|
1 ´ |z| (20.317b)

où nous avons utilisé la somme de la série géométrique (1.600) et l’égalité |zn| “ |z|n. Avant de
nous particulariser à z P ∆θ0 nous devons anticiper un problème au dénominateur en multipliant
par le binôme conjugué :

|z ´ 1|
1 ´ |z| “ |z ´ 1|p1 ` |z|q

1 ´ |z|2 . (20.318)

C’est maintenant que nous nous particularisons à z P ∆θ0 en posant z “ ρeiφ et en remarquant
que |z|2 “ 1 ´ 2ρ cospφq ` ρ2. Nous avons le calcul suivant :

|z ´ 1|
1 ´ |z| “ ρp1 ` |z|q

2ρ cospφq ´ ρ2 (20.319a)

“ 1 ` |z|
2 cospφq ´ ρ

(20.319b)

ď 2
2 cospφq ´ ρ

(20.319c)

ď 2
2 cospφq ´ cospθ0q (20.319d)

ď 2
2 cospθ0q ´ cospθ0q (20.319e)

“ 2
cospθ0q . (20.319f)

Quelques justifications.
— Vu que nous avons dans l’idée de faire ρ Ñ 0 nous supposons que ρ ă cospθ0q.
— Nous avons cospφq ą cospθ0q parce que z est dans ∆θ0 .

Nous avons donc, pour tout z P ∆θ0 que

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ϵ

2
cospθ0q . (20.320)

Il suffit de prendre ρ assez petit pour que

|z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ă ϵ (20.321)
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et nous avons

|fpzq ´ S| ď ϵ

ˆ
1 ` 2

cospθ0q
˙
. (20.322)

Nous avons donc bien lim zÑ1
zP∆0

fpzq “ S, comme nous le voulions.

La réciproque du théorème d’Abel angulaire est que si fpzq “ ř
n anz

n sur Bp0, 1q se prolonge
par continuité en z “ 1 alors cette prolongation se fait par fp1q “ ř

n an. Cela est faux comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple 20.90.
Nous considérons la série entière

ř8
n“0p´1qnzn qui converge 17 vers

fpzq “ 1
1 ` z

(20.323)

sur Bp0, 1q. De plus nous avons

lim
zÑ1|z|ă1

1
1 ` z

“ 1
2 . (20.324)

Donc la fonction converge bien vers quelque chose lorsque z tend vers 1. La fonction f se prolonge
par continuité en 1. Pourtant la série es coefficients

ř
np´1qn ne converge pas. △

Le théorème suivant donne une espèce d’inverse au théorème d’Abel angulaire. En effet il dit
que si la série converge en allant vers 1 le long de l’axe réel, alors ça converge vers la somme des
coefficients. Il faut cependant une hypothèse en plus sur les an.

Théorème 20.91 (Théorème taubérien faible[89]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence 1 et de somme f . Nous supposons

(1) Il existe S P C tel que lim xÑ1
xPs´1,1r

fpxq “ S.

(2) limnÑ8 nan “ 0.

Alors la série
ř8
n“0 an converge et vaut S.

Démonstration. Nous notons Sn “ ř
k“0 ak et M “ supkě1 k|ak|, qui est fini par hypothèse. Pour

x P s0, 1r et n ě 0 nous avons

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
ak ´

nÿ

k“1
akx

k ´
8ÿ

k“n`1
akx

k “
nÿ

k“1
akp1 ´ xkq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k. (20.325)

Nous utilisons la série géométrique sous la forme 1 ´ xk “ p1 ´ xqřn
i“0 x

i pour écrire

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
akp1 ´ xq

k´1ÿ

i“0
xi

loomoon
ďk

´
8ÿ

k“n`1
akx

k (20.326a)

ď
nÿ

k“1
kakp1 ´ xq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k, (20.326b)

17. C’est la série géométrique de raison ´z.
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donc en passant à la norme
ˇ̌
Sn ´ fpxqˇ̌ ď p1 ´ xqMn`

ÿ

k“n`1
|ak|xk (20.327a)

ď p1 ´ xqMn`
8ÿ

k“n`1

k

n
|ak|loomoon

ďM{n

xk (20.327b)

ď p1 ´ xqMn` M

n

8ÿ

k“n`1
xk (20.327c)

ď p1 ´ xqMn` M

n

1
1 ´ x

. (20.327d)

Ce que nous cherchons à étudier est le comportement x Ñ 1 et montrer que Sn Ñ S, ce qui nous
incite à calculer |Sn ´ fp1 ´ ϵ

nq| avec 0 ă ϵ ă 1 :
ˇ̌
Sn ´ f

`
1 ´ ϵ

n

˘ˇ̌ ď ϵM ` ϵ. (20.328)

Nous choisissons N1 tel que M
n ď ϵ2 dès que n ě N1. En sus nous savons que

lim
ϵÑ0

fp1 ´ ϵq “ S. (20.329)

Nous choisissons N2 de telle sorte à avoir
ˇ̌
ˇf
´

1 ´ ϵ

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ă ϵ, (20.330)

et en prenant n ě maxpN1, N2q nous avons

|Sn ´ S| ď
ˇ̌
ˇSn ´ f

´
1 ´ ϵ

n

¯ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇf
´

1 ´ ϵ

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ď ϵM ` 2ϵ. (20.331)

Il suffit de choisir ϵ suffisamment petit (en particulier pour que ϵM soit petit) pour montrer que
|Sn ´ S| est borné par un nombre arbitrairement petit.

20.14.1 Passage à la limite sous le signe intégral

Un autre résultat très important pour l’étude de l’intégrabilité est le théorème de la conver-
gence dominée de Lebesgue :

Théorème 20.92.
Soit E Ă Rn un ensemble mesurable et tfku, une suite de fonctions intégrables sur E qui converge
simplement vers une fonction f : E Ñ R. Supposons qu’il existe une fonction g intégrable sur E
telle que pour tout k,

|fpxq| ď gpxq (20.332)

pour tout x P E. Alors f est intégrable sur E et
ż

E
f “ lim

kÑ8

ż

E
fk. (20.333)

20.14.2 Intégrale en dimension un

Proposition 20.93 (Critère de comparaison).
Soit f mesurable sur sa,8r et bornée sur tout sa, bs, et supposons qu’il existe un X0 ě a, tel que
sur sX0,8r,

|fpxq| ď gpxq (20.334)

où gpxq est intégrable. Alors fpxq est intégrable sur sa,8r.
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Corolaire 20.94 (Critère d’équivalence).
Soient f et g des fonctions mesurables et positives ou nulles sur sa,8r, bornées sur tout sa, bs,
telles que

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ L (20.335)

existe dans R̄.
(1) Si L ‰ 8 et

ş8
a gpxq existe, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si L ‰ 0 et si
ş8
a fpxqdx existe, alors

ş8
a gpxqdx existe,

Corolaire 20.95 (Critère des fonctions test).
Soit fpxq une fonction mesurable et positive ou nulle sur sa,8r et bornée pour tout sa, bs. Nous
posons

Lpαq “ lim
xÑ8x

αfpxq, (20.336)

et nous supposons qu’elle existe.
(1) Si il existe α ą 1 tel que Lpαq ‰ 8, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si il existe α ď 1 et Lpαq ‰ 0, alors
ş8
a fpxqdx n’existe pas.

Corolaire 20.96.
Soit f : sa, bs Ñ R une fonction mesurable, positive ou nulle, et bornée sur ra ` ϵ, bs @ϵ ą 0. Si
limxÑapx´ aqαfpxq “ L existe, alors

(1) Si α ă 1 et L ‰ 8, alors
şb
a fpxqdx existe,

(2) Si α ě 1 et L ‰ 0, alors
şb
a fpxqdx n’existe pas.

20.14.3 Intégrales convergentes

Définition 20.97.
Soit f , une fonction mesurable sur ra,8r, bornée sur tout intervalle ra, bs. On dit que l’intégrale

ż 8

a
fpxqdx (20.337)

converge si la limite

lim
XÑ8

ż X

a
f (20.338)

existe et est finie.

20.14.4 La méthode de Rothstein-Trager

Mes sources pour parler d’intégration de fractions rationnelles : [505].

Théorème 20.98 (Rothstein-Trager[506]).
Soient P,Q P QrXs premiers entre eux avec pgcdpP,Qq “ 1 et degpP q ă degpQq. Nous supposons
que Q est unitaire et sans facteurs carrés. Supposons que nous puissions écrire, dans un extension
K de Q la primitive de P {Q de la façon suivante :

ż
P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq (20.339)

où les ci sont des constantes non nulles et deux à deux distinctes et où les Pi sont des polynômes
unitaires non constants sans facteurs carrés et premiers deux à deux entre eux dans KrXs.

Alors les ci sont les racines distinctes du polynôme

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq P KrY s (20.340)

et
Pi “ pgcdpP ´ ciQ

1, Qq. (20.341)
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Démonstration. Nous posons
Ui “

ź

j‰i
Pj . (20.342)

(i) Question de division Ensuite nous dérivons formellement l’équation (20.339) et nous mul-
tiplions les deux côtés du résultat par

śn
j“1 Pj :

P
nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ci
P 1i
Pi

nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (20.343)

Une première chose que nous en tirons est que Q divise le produit P
śn
j“1 Pj ; mais P et Q

étant premiers entre eux,

Q 
nź

j“1
Pj (20.344)

par le théorème de Gauss 6.47.
Une seconde chose que nous tirons de (20.343) est que Pj divise Q

řn
i“1 ciP

1
iUi. De cette

somme, à cause du Ui qui est divisé par Pj pour tout i sauf i “ j, le polynôme Pj divise tous
les termes sauf peut-être un. Donc il les divise tous et en particulier

Pj  QcjP 1
JUj (20.345)

En nous souvenant que les Pk sont premiers entre eux, Pj ne divise pas Uj . De plus Pj étant
sans facteurs carrés, les polynômes Pj et P 1

j sont premiers entre eux. Il ne reste que Q. Nous
en déduisons que

Pj  Q (20.346)
pour tout 1 ď j ď n. Et vu que les Pi sont premiers entre eux, le fait que chacun divise Q
implique que leur produit divise Q, c’est-à-dire

nź

j“1
Pj  Q. (20.347)

Or nous avions déjà prouvé la division contraire. Du fait que les deux polynômes sont unitaires
nous en déduisons qu’ils sont en réalité égaux :

Q “
nź

j“1
Pj . (20.348)

Nous pouvons simplifier les deux membres de (20.343) par cela :

P “
nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (20.349)

(ii) Encore un peu de division En dérivant (20.348) nous trouvons

Q1 “
nÿ

j“1
P 1
jUj , (20.350)

et en écrivant P sous sa forme (20.349),

P ´ ciQ
1 “

nÿ

j“1
cjP

1
jUj ´

nÿ

j“1
ciP

1
jUj “

nÿ

j“1
pcj ´ ciqP 1

jUj . (20.351)

Le terme i “ j de la somme est nul ; en ce qui concerne les autres termes, ils sont divisés par
Pi parce que Pi  Uj . Donc Pi divise tous les termes de la somme et nous avons

Pi  P ´ ciQ
1. (20.352)
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(iii) Un pgcd pour continuer Nous montrons à présent que Pi “ pgcdpP´ciQ1, Qq. Pour cela
nous utilisons la multiplicativité du PGCD lorsque les facteurs sont premiers entre eux :

pgcdpP ´ ciQ
1, Qq “ pgcdpP ´ ciQ

1,
nź

j“1
Pjq “

nź

j“1
pgcdpP ´ ciQ

1, Pjq. (20.353)

Nous remplaçons P ´ ciQ
1 par son expression (20.351) et nous écrivons un des facteurs du

produit :

pgcdpP ´ ciQ
1, Pjq “ pgcdp

nÿ

k“1
pck ´ ciqP 1

kUk, Pjq (20.354)

Le polynôme Pj divise tous les Uk sauf celui avec k “ j. Donc le lemme 6.53(1) nous permet
de dire

pgcdpP ´ ciQ
1, Pjq “ pgcd

`pcj ´ ciqP 1
jUj , Pj

˘ “
#

1 si i ‰ j

Pj si i “ j.
(20.355)

La seconde ligne provient du fait que nous ayons déjà montré que Pj  P ´ cjQ
1. En fin de

compte,
pgcdpP ´ ciQ

1, Qq “ Pi. (20.356)

(iv) Une histoire de résultant Les nombres ci sont tels que les polynômes P ´ ciQ
1 et Q ne

sont pas premiers entre eux. Vu que les Pi sont non nuls, la proposition 9.17 nous dit que le
résultant

resXpP ´ ciQ
1, Qq “ 0. (20.357)

Donc les ci sont des racines du polynôme (en Y )

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq. (20.358)

Nous n’avons pas prouvé qu’ils étaient toutes les racines 18.
(v) Toutes les racines Nous allons maintenant montrer que les ci étaient toutes les racines

imaginables du polynôme (20.358) dans toutes les extensions de Q. Soit donc c une racine
de R dans une extension K̂ de K qui ne soit pas parmi les ci de la formule (20.339). Étant
donné que c est racine du résultat, les polynômes P ´ cQ1 et Q ont un PGCD non trivial,
c’est-à-dire non constant. Donc

pgcdpP ´ cQ1, Qq “ s P K̂rXs (20.359)

est un polynôme non constant. Si T un facteur irréductible de S, alors T divise P ´ cQ1 et
Q, mais Q “ śn

i“1 Pi avec les Pi premiers entre eux. Donc T ne peut diviser que l’un (et
exactement un) d’entre eux 19. Soit Pi0 celui qui est divisé par T . La relation (20.351) dans
ce contexte donne :

P ´ cQ1 “
nÿ

j“1
pcj ´ cqP 1

jUj (20.360)

Le polynôme T divise tous les Uj avec j ‰ i0, mais comme en plus il divise P ´ cQ1, il divise
aussi le dernier terme de la somme :

T  pci0 ´ cqP 1
i0Ui0 . (20.361)

Le polynôme T ne divisant pas Ui0 et pci0 ´ cq étant non nul, nous concluons que T divise
P 1
i0 . Mais cela n’est pas possible parce que nous avons supposé que Pi0 était sans facteur

carré, ce qui voulait entre autres dire que Pi0 et P 1
i0 n’ont pas de facteurs communs.

18. De plus, nous n’avons pas de garanties que ces racines soient dans Q, et en fait il y a des cas dans lesquels les
ci n’y sont pas.

19. On ne peut pas diviser deux trucs qui sont premiers entre eux ; c’est une question de cohérence, madame !
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Ce théorème suggère la méthode suivante pour trouver la primitive de la fraction rationnelle
P {Q (si elle vérifie les hypothèses)

(1) Écrire le résultant Rpyq “ resXpP ´ yQ1, Qq et en trouver les racines tciui“1,...,n.
(2) Calculer les Pp “ pgcdpP ´ ciQ

1, Qq.
(3) Écrire la réponse : ż

P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq. (20.362)

Notons que le polynôme RpY q est de degré degpQq (pour le voir, faire un peu de comptage de
lignes et colonnes dans la matrice de Sylvester), donc il n’est à priori pas pire à factoriser que Q
lui-même 20. Mais il se peut que nous ayons de la chance et que R soit plus facile que Q.

À part qu’on a peut-être plus de chance avec R qu’avec Q, l’avantage de la méthode est qu’elle
permet d’éviter de passer par des extensions de Q non nécessaires 21.

Exemple 20.99 ([506]).
Prenons la fraction rationnelle x

x2´3 . L’intégration via les fractions simples est :
ż

x

x2 ´ 3dx “ 1
2

ż 1
x´ ?

3
` 1

2

ż 1
x` ?

3
“ 1

2 lnpx´ ?
3q ` 1

2 lnpx` ?
3q “ 1

2 lnpx2 ´ 3q. (20.363)

Nous voyons que dans la réponse, il n’y a pas de racines. Passer par l’extension Qr?3s est par
conséquent peut-être un effort inutile. Voyons comment les choses se mettent avec la méthode
Rothstein-Trager.

D’abord

RpY q “ resXpX ´ 2Y X,X2 ´ 3q (20.364a)
“ resX

`p1 ´ 2Y qX,X2 ´ 3
˘

(20.364b)

“ det

¨
˝

1 ´ 2Y 0 0
0 1 ´ 2Y 0
1 0 ´3

˛
‚ (20.364c)

“ p1 ´ 2Y q` ´ 3p1 ´ 2Y q˘ (20.364d)
“ ´3p1 ´ 2Y q2, (20.364e)

dont les solutions sont faciles : il n’y a que la racine double y “ 1
2 . La somme (20.339) sera donc

réduite à un seul terme avec c1 “ 1
2 . Nous calculons P1 :

P1 “ pgcdpX ´ 1
22X,X2 ´ 3q “ pgcdp0, X2 ´ 3q “ X2 ´ 3, (20.365)

et par conséquent ż
X

X2 ´ 3 “ 1
2 lnpX2 ´ 3q. (20.366)

À aucun moment nous ne sommes sortis de Q. △

Comme vu sur cet exemple, l’intérêt du théorème de Rothstein-Trager est de permettre, lors-
qu’on a de la chance, d’en profiter, et non de nous en rendre compte à la fin en remarquant
bêtement que la réponse pouvait s’écrire dans QrXs.

20. C’est de la factorisation de Q qu’on a besoin pour utiliser la méthode de décomposition en fractions simples.
21. J’imagine que pour un ordinateur, c’est plus facile d’éviter les extensions.
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Remarque 20.100.
Afin d’utiliser cette méthode, il faut s’assurer que Q soit sans facteurs carrés. Si nous devons
intégrer un P

Q quelconque, nous devons commencer par écrire

Q “ Q1Q
2
2Q

3
3 . . . Q

r
r, (20.367)

et ensuite il y a moyen de ramener l’intégrale de P {Q à des intégrales de P
Q1...Qr

. Cela ne demande
pas de factoriser complètement Q, mais seulement de trouver ses facteurs irréductibles Qi dans
QrXs.

Dans l’exemple donné plus haut, Q “ X2 ´3 a des facteurs irréductibles autres que Q lui-même
dans RrXs, mais nous n’en avons pas besoin.

Voici une exemple où nous évitons de passer par les complexes.

Exemple 20.101 ([507]).
À calculer :

ş 1
x3`x . La décomposition en fractions simples donne :

1
x3 ` x

“ 1
x

´ 1{2
x´ i

´ 1{2
x` i

. (20.368)

Déjà cette décomposition passe par l’extension Qris, et le calcul de la primitive de 1
x`i demande le

logarithme complexe qui ne sera vu que dans la proposition 26.79 au prix d’un peu de sang. Nous
verrons dans l’exemple 26.80 comment ça se passe en passant par les complexes.

En ce qui concerne la méthode de Rothstein-Trager, nous commençons par calculer le résultant
(qui est tout de même un peu de calcul) :

P pyq “ resX
` ´ 3yX2 ´ y ` 1, X3 ´X

˘
(20.369a)

“ det

¨
˚̊
˚̊
˝

´3y 0 1 ´ y 0 0
0 ´3y 0 1 ´ y 0
0 0 ´3y 0 1 ´ y
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0

˛
‹‹‹‹‚

(20.369b)

“ ´py ´ 1q2p2y ` 1q2 (20.369c)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.7, Release Date: 2013-02-19 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: y=var(’y’)
sage: R=matrix(5,5,[-3*y,0,1-y,0,0,0,-3*y,0,1-y,0,0,0,

-3*y,0,1-y,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0])
sage: R.determinant().factor()
-(y - 1)*(2*y + 1)^2

Les solutions sont c1 “ 1 et c2 “ ´1
2 . Nous pouvons alors calculer les Pi :

P1 “ pgcdp´3X2, X3 `Xq “ X (20.370)

et
P2 “ pgcdp3

2X
2 ` 3

2 , X
3 `Xq “ X2 ` 1, (20.371)

et finalement ż 1
X3 `X

“ lnpXq ´ 1
2 lnpX2 ` 1q. (20.372)

△
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Notons qu’il n’y a pas de miracles : lorsque la réponse contient des racines, nous ne pouvons
pas couper à passer par des extensions et factoriser un peu à la dure.

Exemple 20.102 ([507]).
Nous voulons calculer ż 1

X2 ` 1 . (20.373)

Nous posons donc P “ 1 et Q “ X2 ` 1. Le résultant à calculer est

P pyq “ resXp´2yX ` 1, X2 ` 1q “ det

¨
˝

´2y 1 0
0 ´2y 1
1 0 1

˛
‚“ 4y2 ` 1. (20.374a)

Les racines de cela sont complexes et il n’y a donc pas d’échappatoires : c1 “ i
2 , c2 “ ´ i

2 . Ensuite,
étant donné que X2 ` 1 “ pX ` iqpX ´ iq “ ip´iX ` 1qpX ´ 1q nous avons

P1 “ pgcdp´iX ` 1, X2 ` 1q “ X ` i. (20.375)

Notons que de façon naturelle, nous aurions écrit P1 “ 1´iX, mais par convention nous considérons
le PGCD unitaire. Cela ne change rien à la réponse parce que changer Pi en kPi ne fait que rajouter
une constante lnpkq à la primitive trouvée.

De la même façon,
P2 “ pgcdp1 ` iX,X2 ` 1q “ X ´ i. (20.376)

Au final nous écrivons ż 1
X2 ` 1 “ i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (20.377)

△

Remarque 20.103.
Tout cela est si nous voulons absolument écrire la primitive avec des logarithmes de polynômes.
Pour celui de l’exemple 20.102, nous avons trouvé

ż 1
X2 ` 1 “ i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (20.378)

Mais

sage: f(x)=1/(x**2+1)
sage: f.integrate(x)
x |--> arctan(x)

Si nous acceptons de passer aux fonctions trigonométriques (inverses), la primitive prend un tour
très différent et bien réel. Ces deux visions de l’univers sont bien entendu 22 compatibles. En effet,
afin de tomber juste, nous allons prendre la primitive

fpxq “ i

2 lnpix´ 1q ´ i

2 lnpix` 1q (20.379)

au lieu de (20.378). Il s’agit seulement de multiplier l’intérieur des logarithmes, ce qui ne donne
qu’une constante de différence. Ensuite nous passons à la forme trigonométrique des nombres
complexes : ix´ 1 “ ?

x2 ` 1ei arctanp´xq et ix` 1 “ ?
x2 ` 1ei arctanpxq. Avec un peu de calcul,

fpxq “ ´1
2

´
arctanp´xq ´ arctanpxq

¯
“ arctanpxq. (20.380)

22. Si on croit que la mathématique est cohérente.
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20.15 Rappel sur les intégrales usuelles

Soit une fonction
f : ra, bs Ă R Ñ R`

x ÞÑ fpxq. (20.381)

L’intégrale de f sur le segment ra, bs, notée
şb
a fpxqdx est le nombre égal à l’aire de la surface située

entre le graphe de f et l’axe des x, comme indiqué à la figure 20.5.

‚
a

‚
b

Figure 20.5 – L’intégrale de f entre a et b représente la surface sous la fonction.

Définition 20.104.
Si f est une fonction de une variable à valeurs réelles, une primitive de f est une fonction F
telle que F 1 “ f .

Toute fonction continue admet une primitive.

Théorème 20.105 (Théorème fondamental du caclul intégral).
Si f est une fonction positive et continue, et si F est une primitive de f , alors

ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq. (20.382)

Remarque 20.106.
Si f est une fonction continue par morceaux, l’intégrale de f se calcule comme la somme des
intégrales de ses morceaux. Plus précisément si nous avons a “ x0 ă x1 ă . . . ă xn “ b et si f est
continue sur sxi, xi`1r pour tout i, alors nous posons

ż b

a
fpxqdx “

ż x1

x0

fpxqdx`
ż x2

x1

fpxqdx` ¨ ¨ ¨ `
ż nn

xn´1

fpxqdx. (20.383)

Sur chacun des morceaux, l’intégrale se calcule normalement en passant par une primitive.

20.16 Intégrales le long de chemins

20.16.1 Circulation d’un champ de vecteur

Définition 20.107.
Soit F : R3 Ñ R3 un champ de vecteurs et un chemin σ : ra, bs Ñ R3. On appelle circulation de
F le long du chemin σ le scalaire ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.384)

Il existe de nombreuses notations pour cela ; entre autres :
ż

σ
F “

ż

σ
F · ds. (20.385)
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En physique, la circulation de la force le long d’un chemin est la travail de la force.

Exemple 20.108.
À la surface de la Terre, le champ de gravitation est donné par

Gpx, y, zq “ ´mg
¨
˝

0
0
1

˛
‚. (20.386)

Si nous considérons un mobile qui monte à vitesse constante jusqu’à la hauteur h, c’est-à-dire le
chemin

σptq “
¨
˝

0
0
t

˛
‚ (20.387)

avec t P r0, hs. Le travail de la gravitation est alors donné par

W “
ż h

0
G
`
σptq˘·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mg

ż h

0

¨
˝

0
0
1

˛
‚·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mgh. (20.388)

Cela est bien le résultat usuel de l’énergie potentielle. Nous allons voir bientôt que nous nommons
la fonction mgh énergie potentielle précisément parce que la force dérive de ce potentiel. △

Exemple 20.109.
Soit le chemin

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚.

(20.389)

et le champ de vecteurs

F

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (20.390)

La circulation de ce champ de vecteur le long de l’hélice σ est
ż

σ
F · ds “

ż 2π

0
pF ˝ σqptq ·σ1ptqdt

“
ż 2π

0

¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚·

¨
˝

cosptq
sinptq

1

˛
‚dt

“
ż 2π

0
tdt

“
„
t2

2

ȷ2π

0
“ 2π2.

(20.391)

△

Proposition 20.110.
La circulation d’un champ de vecteurs le long d’un chemin ne dépend pas de le paramétrage. En
d’autres termes, si σ1 et σ2 sont deux chemins équivalents, alors

ż

σ1

F “
ż

σ2

F. (20.392)
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Démonstration. Soient deux chemins σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 équivalents, c’est-à-dire
tels que

σ1ptq “ σ2
`
φptq˘ (20.393)

où φ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante. En utilisant le fait que σ1ptq “ φ1ptqσ1
2
`
φptq˘, nous

avons ż

σ1

F · ds “
ż b

a
F
`
σ1ptq˘·σ1

1ptqdt

“
ż b

a
F
´
σ2
`
φptq˘

¯
·σ1

2
`
φptq˘φ1ptqdt

“
ż φpbq

φpaq
F
`
σ2psq˘·σ2psqds

“
ż d

c
F
`
σ2psq˘·σ1

2psqds

“
ż

σ2

F · ds.

(20.394)

où nous avons effectué le changement de variables s “ φptq, ds “ φ1ptqdt.
Remarque 20.111.
Si σ2 est le chemin opposé de σ, alors

ż

σ2

F “ ´
ż

σ1

F. (20.395)

20.17 Circulation d’un champ conservatif

Si nous avons une fonction scalaire V : R3 Ñ R, nous pouvons construire un champ de vecteur
en prenant le gradient :

F pxq “ ∇V pxq. (20.396)

On dit que le champ de vecteur F dérive de V , et on dit que V est le potentiel de F . Nous
posons la définition suivante :

Définition 20.112.
Un champ de vecteurs F : R3 Ñ R3 est un champ conservatif si il existe une fonction V : R3 Ñ R

telle que
F pxq “ ∇V pxq. (20.397)

Nous disons aussi parfois que le champ V dérive d’un potentiel ou bien qu’il s’agit d’un champ de
gradient.

Les champs de vecteurs conservatifs sont particulièrement importants parce que presque toutes
les forces connues en physiques dérivent d’un potentiel. Nous verrons que la terminologie « conser-
vatif » provient du fait que les forces de ce type conservent l’énergie associée.

Proposition 20.113.
Considérons une fonction V : R3 Ñ R (que nous appellerons potentiel) et le champ de vecteur qui
en dérive :

F “ ∇V. (20.398)

Alors ż

σ
F · ds “ V

`
σpbq˘ ´ V

`
σpaq˘. (20.399)

Autrement dit, le travail nécessaires pour déplacer un objet d’un point à un autre dans un champ
de force conservatif vaut la différence de potentiel entre le point de départ et le point d’arrivée.
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Démonstration. Par définition,
ż

σ
F · ds “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.400)

Nous pouvons transformer l’intégrante de la façon suivante :

F
`
σptq˘·σ1ptq “ ∇V

`
σptq˘·σ1ptq

“ BV
Bx

`
σptq˘σ1

xptq ` BV
By

`
σptq˘σ1

yptq ` BV
Bz

`
σptq˘σ1

zptq

“ d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
(20.401)

où nous avons posé

σptq “
¨
˝
σxptq
σyptq
σzptq

˛
‚ (20.402)

et utilisé à l’envers la formule de dérivation de fonction composée pour

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
“
´

pV ˝ σqptq
¯1
. (20.403)

En remettant ces expressions dans l’intégrale (20.400),
ż

σ
F · ds “

ż b

a

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
dt “ V

`
σpbq˘ ´ V

`
σpaq˘. (20.404)

Exemple 20.114.
Nous savons que le champ de gravitation dérive d’un potentiel. À la surface de la Terre, le potentiel
de gravitation vu par une masse m est donné par la fonction V px, y, zq “ mgz. Si nous voulons
soulever cette masse d’une hauteur h, cela demandera toujours une énergie mgh, quel que soit le
chemin suivit : en ligne droite vertical, en diagonal, en hélice, . . . △

Exemple 20.115.
À plus grande échelle, le champ de gravitation est encore un champ qui dérive d’un potentiel. En
coordonnées sphériques,

V pρ, θ, φq “ k
m

ρ
(20.405)

Lorsqu’un satellite a une orbite de rayon R autour la Terre, il reste sur la sphère ρ “ R. Donc il reste
sur une surface sur laquelle V est constante. Il n’y a donc pas de travail de la force de gravitation !
C’est pour cela qu’un satellite peut tourner pendant des siècles sans apport énergétique. △

Exemple 20.116.
Soit le champ de vecteurs

F

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
y
x

˙
(20.406)

et le chemin
σptq “

ˆ
t4{4

sin3ptπ2 q.
˙

(20.407)

Nous voulons calculer la circulation de F le long du chemin σ entre t “ 0 et t “ 1.
La première chose à voir est que F “ ∇V avec V px, yq “ xy. Donc la circulation sera donnée

par ż

σ
F · ds “ V

`
σp1q˘ ´ V

`
σp0q˘ “ V

`1
4 , 1

˘ ´ V p0, 0q “ 1
4 ´ 0 “ 1

4 . (20.408)

Nous n’avons pas réellement calculé l’intégrale. △
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20.18 Intégration de fonction à deux variables

20.18.1 Intégration sur un domaine rectangulaire

Soit une fonction positive
f : ra, bs ˆ rc, ds Ñ R`

px, yq ÞÑ fpx, yq. (20.409)

L’intégrale de f sur le rectangle ra, bs ˆ rc, ds est le volume sous le graphe de la fonction.
C’est-à-dire le volume de l’ensemble

tpx, y, zq tel que px, yq P ra, bs ˆ rc, ds, z ď fpx, yqu. (20.410)

Théorème 20.117 (Théorème de Fubini).
Soit une fonction f : R2 Ñ R une fonction continue par morceaux sur R “ ra, bs ˆ rc, ds. Alors

ż

R
fpx, yqdxdy “

ż b

a

„ż d

c
fpx, yqdy

ȷ
dx “

ż d

c

„ż b

a
fpx, yqdx

ȷ
dy. (20.411)

En pratique, nous utilisons le théorème de Fubini pour calculer les intégrales sur des rectangles.

Exemple 20.118.
Nous voudrions intégrer la fonction fpx, yq ´ 4 ` x2 ` y2 sur le rectangle de la figure 20.6.

1

1

2

Figure 20.6 – Intégration sur un rectangle

L’ensemble sur lequel nous intégrons est donné par le produit cartésien d’intervalles E “
r0, 1s ˆ r0, 2s. Le théorème de Fubini montre que nous pouvons intégrer séparément sur l’intervalle
horizontal et vertical :

ż

E“r0,1sˆr0,2s
f “

ż

r0,1s

˜ż

r0,2s
p4 ´ x2 ´ y2qdy

¸
dx. (20.412)

Ces intégrales sont maintenant des intégrales usuelles qui s’effectuent en calculant des primitives :
ż 1

0

ż 2

0
p4 ´ x2 ´ y2qdy dx “

ż 1

0

„
4y ´ x2y ´ y3

3

ȷ2

0
dx

“
ż 1

0
p8 ´ 2x2 ´ 8

3qdx

“
„

16x
3 ´ 2x3

3

ȷ1

0

“ 14
3 .

(20.413)

Avec Sage, on peut faire comme ceci :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
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sage: f(x,y)=4-x**2-y**2
sage: f.integrate(y,0,2).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 14/3

△

20.18.2 Intégration sur un domaine non rectangulaire

Nous voulons maintenant intégrer la fonction fpx, yq “ x2 ` y2 sur le triangle de la figure 20.7.

1 2

1

2

Figure 20.7 – Intégration sur un triangle

Étant donné que y varie de 0 à 2 et que pour chaque y, la variable x varie de 0 à y, nous
écrivons l’intégrale sur le triangle sous la forme :

ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (20.414)

Il existe principalement deux types de domaines non rectangulaires : les « horizontaux » et les
« verticaux », voir figure 20.8.

‚
a

‚
b

(a) Un domaine horizontal.

‚c

‚d

(b) Un domaine vertical.

Figure 20.8 – Deux types de surfaces. Nous avons tracé un rectangle qui contient chacune des
deux surfaces. L’intégrale sur un domaine sera l’intégrale sur le rectangle de la fonction qui vaut
zéro en dehors du domaine.

Les surfaces horizontales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que x P ra, bs, φ1pxq ď y ď φ2pxqu (20.415)
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où φ1 et φ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de φ1 et φ2. Pour un tel domaine nous avons

ż

D
fpx, yqdxdy “

ż b

a
dx

ż φ2pxq

φ1pxq
fpx, yqdy. (20.416)

Les surfaces verticales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que y P rc, ds, ψ1pyq ď x ď ψ2pyqu (20.417)

où φ1 et φ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de φ1 et φ2. Dans ces cas nous avons

ż

D
f “

ż d

c
dy

ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx. (20.418)

Proposition 20.119.
L’aire du domaine D vaut l’intégrable de la fonction fpx, yq “ 1 sur D :

AirepDq “
ż

D
dxdy. (20.419)

Démonstration. Supposons que le domaine soit du type « horizontal ». En utilisant le théorème de
Fubini avec fpx, yq “ 1 nous avons

ż

D
dxdy “

ż b

a

«ż φ2pxq

φ1pxq
dy

ff
dx “

ż b

a

“
φ2pxq ´ φ1pxq‰. (20.420)

Cela représente l’aire sous φ2 moins l’aire sous φ1, et par conséquent l’aire contenue entre les
deux.

Exemple 20.120.
Cherchons la surface du disque de centre p0, 0q et de rayon 1 dessinée à la figure 20.9.

Figure 20.9 – En bleu, la fonction
?
r2 ´ x2 et en rouge, la fonction ´?

r2 ´ x2.

Le domaine est donné par φ1pxq ď y ď φ2pxq et x P r´r, rs où φ1pxq “ ´?
r2 ´ x2 et φ2pxq “?

r2 ´ x2. L’aire est donc donnée par

A “
ż r

´r

“
φ2pxq ´ φ1pxq‰dx “ 2

ż r

´r

a
r2 ´ x2dx “ 4

ż r

0

a
r2 ´ x2. (20.421)

Nous effectuons le premier changement de variables x “ ru, donc dx “ rdu. En ce qui concerne
les bornes, si x “ 0, alors u “ 0 et si x “ r, alors u “ 1. L’intégrale à calculer devient

A “ 4
ż 1

0

a
r2 ´ r2u2rdu “ 4r2

ż 1

0

a
1 ´ u2du. (20.422)
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Cette dernière intégrale se calcule en posant

u “ sinptq du “ cosptqdt
u “ 0 t “ 0
u “ 1 t “ π{2.

(20.423)

Nous avons
A “ 4r2

ż π{2

0

b
1 ´ sin2ptq cosptqdt “ 4r2

ż π{2

0
cos2ptqdt. (20.424)

En utilisant la formule 2 cos2pxq “ 1 ` cosp2xq, nous avons

A “ 4r2
ż π{2

0

1 ` cosp2tq
2 dt “ πr2. (20.425)

△

20.18.3 Changement de variables

Nous n’allons pas parler de changements de variables maintenant parce que les principaux
exemples sont les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques qui requièrent les fonctions
trigonométriques. Ce sera pour la section 18.14.

20.19 Les intégrales triples
Les intégrales triples fonctionnent exactement de la même manière que les intégrales doubles.

Il s’agit de déterminer sur quelle domaine les variables varient et d’intégrer successivement par
rapport à x, y et z. Il est autorisé de permuter l’ordre d’intégration 23 à condition d’adapter les
domaines d’intégration.

Exemple 20.121.
Soit le domaine parallélépipédique rectangle

R “ r0, 1s ˆ r1, 2s ˆ r0, 4s. (20.426)

Pour intégrer la fonction fpx, y, zq “ x2y sinpzq sur R, nous faisons

I “
ż

R
x2y sinpzq dxdydz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
dy

ż 4

0
x2y sinpzqdz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
x2yp1 ´ cosp4qqdy

“
ż 1

0

3
2p1 ´ cosp4qqx2dx

“ 1
2
`
1 ´ cosp4q˘.

(20.427)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x**2*y*sin(z)
sage: f.integrate(x,0,1).integrate(y,1,2).integrate(z,0,4)
(x, y, z) |--> -1/2*cos(4) + 1/2

23. En toute rigueur, cela n’est pas vrai, mais nous ne considérons seulement des cas où cela est autorisé.
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△

Exemple 20.122.
Soit D la région délimitée par le plan x “ 0, y “ 0, z “ 2 et la surface d’équation

z “ x2 ` y2. (20.428)

Cherchons à calculer
ş
D x dx dy dz. Ici, un dessin indique que le volume considéré est z ě x2 ` y2.

Il y a plusieurs façons de décrire cet ensemble. Une est celle-ci :
z : 0 Ñ 2
x : 0 Ñ ?

z

y : 0 Ñ
a
z ´ x2.

(20.429)

Cela revient à dire que z peut prendre toutes les valeurs de 0 à 2, puis que pour chaque z, la
variable x peut aller de 0 à

?
z, mais que pour chaque z et x fixés, la variable y ne peut pas

dépasser
?
z ´ x2. En suivant cette méthode, l’intégrale à calculer est

ż 2

0
dz

ż ?
z

0
dx

ż ?
z´x2

0
fpx, y, zqdy. (20.430)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(z>0)
sage: assume(z-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Notez qu’il a fallu aider Sage en lui indiquant que z ą 0 et z ´ x2 ą 0.
Un autre paramétrage serait

x : 0 Ñ ?
2

y : 0 Ñ
a

2 ´ x2

z : x2 ` y2 Ñ 2.
(20.431)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(2-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Écrivons le détail de cette dernière intégrale :

I “
ż ?

2

0
dx

ż ?
2´x2

0
dy

ż 2

x2`y2
xdz

“
ż ?

2

0
dx

ż ?
2´x2

0
xp2 ´ x2 ´ y2qdy

“
ż ?

2

0
dxx

„
p2 ´ x2qy ´ y3

3

ȷ?
2´x2

0

“
ż ?

2

0

2
3xp2 ´ x2q3{2dx.

(20.432)
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Ici nous effectuons le changement de variable u “ x2, du “ 2xdx. Ne pas oublier de changer les
bornes de l’intégrale :

I “ 1
3

ż 2

0
p2 ´ uq3{2du. (20.433)

Le changement de variable t “ 2 ´ u, dt “ ´du fait venir (attention aux bornes ! !)

I “ ´1
3

ż 0

2
t3{2dt “ 1

3

«
t5{2

5{2

ff2

0

“ 8
15

?
2. (20.434)

△

20.19.1 Volume

Parmi le nombreuses interprétations géométriques de l’intégrale triple, notons celle-ci :

Proposition 20.123.
Soit D Ă R3. Le volume de D est donné par

V olpDq “
ż

D
dxdydz. (20.435)

C’est-à-dire l’intégrale de la fonction fpx, y, zq “ 1 sur D.

Suivant les points de vue, cette proposition peut être considérée comme une définition] du
volume.

Exemple 20.124.
Calculons le volume de la sphère de rayon R. Le domaine de variation des variables x, y et z pour
la sphère est

x : ´R Ñ R

y : ´
a
R2 ´ x2 Ñ

a
R2 ´ x2

z : ´
a
R2 ´ x2 ´ y2 Ñ

a
R2 ´ x2 ´ y2.

(20.436)

Par conséquent nous devons calculer l’intégrale

V “
ż R

´R
dx

ż ?
R2´x2

´?
R2´x2

dy

ż ?
R2´x2´y2

´
?
R2´x2´y2

dz. (20.437)

La première intégrale est simple :

V “ 2
ż R

´R
dx

ż ?
R2´x2

´?
R2´x2

a
R2 ´ x2 ´ y2dy. (20.438)

Afin de simplifier la notation, nous posons a “ R2 ´x2. Ceci n’est pas un changement de variables :
juste une notation provisoire le temps d’effectuer l’intégration sur y. Étudions donc

I “
ż ?

a

´?
a

a
a´ y2dy, (20.439)

ce qui est la surface du demi-disque de rayon
?
a. Nous avons donc

I “ πa

2 “ π

2 pR2 ´ x2q, (20.440)

et

V “ 2
ż R

´R
π

2 pR2 ´ x2qdx “ π

„
R2x´ x3

3

ȷR

´R
“ 4

3πR
3. (20.441)

△
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Exemple 20.125.
Nous pouvons calculer le volume de la sphère en utilisant les coordonnées sphériques. Les bornes
des variables pour la sphère de rayon R sont

ρ : 0 Ñ R

θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π.
(20.442)

En n’oubliant pas le jacobien ρ2 sinpθq, l’intégrale à calculer est

V “
ż R

0
dρ

ż 2π

0
dφ

ż π

0
ρ2 sinpθqdθ (20.443)

L’intégrale sur φ fait juste une multiplication par 2π. Celle sur ρ vaut
ż R

0
ρ2dρ “ R3

3 . (20.444)

L’intégrale sur θ donne ż π

0
sinpθqdθ “ r´ cospθqsπ0 “ 2. (20.445)

Le tout fait par conséquent
V “ 4

3πR
3. (20.446)

Sans contestes, le passage aux coordonnées sphériques a considérablement simplifié le calcul par
rapport à celui de l’exemple 20.124. △

20.20 Un petit peu plus formel

20.20.1 Intégration sur un domaine non rectangulaire

´2 ´1 1 2
´1

1

Figure 20.10 – Intégrer sur des domaines plus complexes.

La méthode de Fubini ne fonctionne plus sur un domaine non rectangulaire tel que celui de la
figure 20.10. Nous allons donc utiliser une astuce. Considérons le domaine

E “ tpx, yq P R2 tel que a ă x ă b et αpxq ă y ă βpxqu (20.447)

représenté sur la figure 20.10. Nous considérons la fonction

f̃px, yq “
#
fpx, yq si px, yq P E
0 sinon.

(20.448)

Ensuite intégrons f̃ sur un rectangle qui englobe la surface à intégrer à l’aide de Fubini. Étant
donné que f̃ “ f sur la surface et que f̃ est nulle en dehors, nous avons

ż

E
f “

ż

E
f̃ “

ż

rectangle
f̃ “

ż b

a

˜ż βpxq

αpxq
fpx, yqdy

¸
dx. (20.449)

Dans le cas de l’intégrale de fpx, yq “ x2 ` y2 sur le triangle de la figure 20.7, nous avons
ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (20.450)
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Remarque 20.126.
Le nombre

ş
D fpx, yqdxdy ne dépend pas du choix du rectangle englobant D.

En pratique, nous calculons l’intégrale en utilisant une extension du théorème de Fubini :

Théorème 20.127.
Soit f : D Ă R2 Ñ R une fonction continue où D est un domaine de type vertical ou horizontal.

(1) Si D est vertical, alors
ż

D
f “

ż b

a

«ż φ2pxq

φ1pxq
fpx, yqdy

ff
dx. (20.451)

(2) Si D est horizontal, alors

ż

D
f “

ż d

c

«ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx

ff
dy. (20.452)

20.20.1.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (20.453)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx

Bry Bθy
˙

“ det
ˆ

cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (20.454)

20.20.1.2 Coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinφ r P s0,8r
y “ r sin θ sinφ avec θ P s0, 2πr
z “ r cosφ ϕ P s0, πr.

(20.455)

Le jacobien associé est Jgpr, θ, φq “ ´r2 sinφ. Rappelons que ce qui rentre dans l’intégrale est la
valeur absolue du jacobien.

Si nous voulons calculer le volume de la sphère de rayon R, nous écrivons donc
ż R

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 4πR “ 4

3πR
3. (20.456)

Ici, la valeur absolue n’est pas importante parce que lorsque ϕ P s0, π, r, le sinus de ϕ est positif.
Des petits malins pourraient remarquer que le changement de variable (20.455) est encore un

paramétrage de R3 si on intervertit le domaine des angles :

θ : 0 Ñ π

ϕ : 0 Ñ 2π,
(20.457)

alors nous paramétrons encore parfaitement bien la sphère, mais hélas
ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 0. (20.458)
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Pourquoi ces « nouvelles » coordonnées sphériques sont-elles mauvaises ? Il y a que quand l’angle
ϕ parcours s0, 2πr, son sinus n’est plus toujours positif, donc la valeur absolue du jacobien n’est
plus r2 sinpϕq, mais r2 sinpϕq pour les ϕ entre 0 et π, puis ´r2 sinpϕq pour ϕ entre π et 2π. Donc
l’intégrale (20.458) n’est pas correcte. Il faut la remplacer par

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ´

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

π
r2 sinpϕqdϕ “ 4

3πR
3 (20.459)

20.21 Aire et primitive
Soient f : R Ñ R une fonction continue et x P R. Pour chaque x P R, nous pouvons considérer

le nombre F pxq défini par
F pxq “

ż x

a
fptqdt. (20.460)

a x

fpxq

S “ F pxq “ şx
a fptqdt

Figure 20.11 – Surface sous une courbe
La fonction F ainsi définie a deux importantes propriétés :

(1) C’est une primitive de f ,
(2) Elle donne la surface en dessous de f entre les points a et x, voir la figure 20.11.

Notons que tant que f est positive, la surface est croissante.
La manière de calculer la surface comprise entre deux fonctions est dessinée à la figure 20.12.
La surface entre les deux fonctions y1pxq et y2pxq se calcule comme suit.

(1) On calcule les intersections entre y1 et y2. Notons a et b les ordonnées obtenues.
(2) La surface demandée est la différence entre la surface sous la fonction y1 (la plus grande) et

la surface sous la fonction y2 (la plus petite), donc

S “
ż b

a
y1 ´

ż b

a
y1. (20.461)

20.21.1 Longueur d’arc de courbe

La longueur de l’arc de courbe de la fonction y “ fpxq entre les abscisses x0 et x1 est donné
par la formule

lpx0, x1q “
ż x1

x0

a
1 ` y1ptq2dt. (20.462)

Lorsque la courbe est donnée sous forme paramétrique
"
x “ xptq (20.463a)
y “ yptq, (20.463b)

alors la formule devient
lpt1, t2q “

ż t2
t1

a
9xptq2 ` 9yptq2dt, (20.464)

où 9xptq “ x1ptq.
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‚
a

‚
b

(a) La grande surface.

‚
a

‚
b

(b) La surface à soustraire.

‚
a

‚
b

(c) La surface entre les deux fonctions.

Figure 20.12 – Le calcul de la surface comprise entre deux fonctions.

20.21.2 Aire de révolution

Pour savoir l’aire engendrée par la ligne y “ fpxq entre a et b autour de l’axe Ox, on utilise la
formule

S “ 2π
ż b

a

a
1 ` f 1pxq2fpxqdx. (20.465)

20.22 L’aire en dessous d’une courbe

Soit f une fonction à valeurs dans R`.
Nous voudrions pouvoir calculer l’aire au-dessous du graphe de la fonction f . Nous notons Sf pxq

l’aire là-dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la figure 20.13.
Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x

et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px` ∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (20.466)

ou encore
fpxq “ Sf px` ∆xq ´ Sf pxq

∆x . (20.467)
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‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 20.13 – L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime de
combien la surface augmente lorsqu’on passe de x à x` ∆x.

Nous formalisons la notion de « lorsque ∆x est très petit » par une limite :

fpxq “ lim
∆xÑ0

Sf px` ∆xq ´ Sf pxq
∆x . (20.468)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire là-dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

20.23 Propriétés des intégrales
Lemme 20.128.
Pour toute fonction u : ra, bs Ñ Rn, nous avons

}
ż b

a
uptqdt} ď

ż b

a
}uptq}dt (20.469)

pourvu que le membre de gauche ait un sens.

Démonstration. Étant donné que
şb
a uptqdt est un élément de Rn, par la proposition 11.9, il existe

un ξ P Rn de norme 1 tel que

}
ż b

a
uptqdt} “ ξ·

ż b

a
uptqdt “

ż b

a
uptq · ξdt ď

ż b

a
}uptq}}ξ} “

ż b

a
}uptq}dt. (20.470)

Proposition 20.129 (Relations de Chasles).
Soit f une fonction continue sur l’intervalle I. Si a, b, c P I nous avons

ż c

a
fpxqdx “

ż b

a
fpxqdx`

ż c

b
fpxqdx. (20.471)

Sur la figure 20.14, la surface de a à c est évidemment égale à la somme des surfaces de a à b
et de b à c.

Corolaire 20.130.
ż b

a
fpxqdx “ ´

ż a

b
fpxqdx. (20.472)

Proposition 20.131 (Linéarité de l’intégrale).
Si f et g sont deux fonctions continues sur I Ă R, a, b P I et λ P R nous avons

ż b

a

`
fpxq ` gpxq˘dx “

ż b

a
fpxqdx`

ż b

a
gpxqdx, (20.473)
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‚
a

‚
b

‚
c

Figure 20.14 – Illustration pour les relations de Chasles.

et ż b

a
λfpxqdx “ λ

ż b

a
fpxqdx. (20.474)

Proposition 20.132 (L’intégrale est monotone).
Soient a, b P I avec a ă b. Si f ě g sur ra, bs alors

ż b

a
fpxqdx ě

ż b

a
gpxqdx. (20.475)

Corolaire 20.133 (Positivité).
Si a ă b et f ě 0 sur ra, bs alors ż b

a
fpxqdx ě 0. (20.476)

Ce résultat n’est qu’une application de la proposition 20.132 car il consiste à prendre comme
fonction g la fonction nulle.

20.24 Techniques d’intégration
Par le théorème 14.247, la calcul d’une intégrale consiste essentiellement à trouver une primitive

de la fonction à intégrer. Il est donc indispensable de bien connaitre les dérivées des fonctions
usuelles.

Voici un tableau des primitives à connaitre.

Fonction Primitive Ensemble de définition Remarques
fpxq ş

fpxq dx de f
xα xα`1

α`1 ` C dépend de α α P Rzt´1u
1
x ln

`|x|˘ ` C x ‰ 0
1

1`x2 arctanpxq ` C R
1?

1´x2 arcsinpxq ` C s´1, 1r
´1?
1´x2 arccospxq ` C s´1, 1r
ex ex ` C R

sinpxq ´ cospxq ` C R

cospxq sinpxq ` C R

1 ` tan2pxq tanpxq ` C in intervalle de la forme s´π
2 ,

π
2 r ` kπ
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Notez que au signe près, les fonctions arcsin et arccos ont la même dérivée.
Si la fonction à intégrer est une combinaison linéaire de fonctions usuelles alors sa primitive peut

être calculée en utilisant la proposition 20.131. Dans les sections suivantes on abordera deux autres
cas où la fonction à intégrer peut s’écrire en termes de fonctions dont on connaît une primitive.

20.24.1 Intégration par parties

Proposition 20.134 ([1]).
Si u et v sont deux fonctions dérivables de dérivées continues sur l’intervalle ra, bs alors

ż b

a
upxqv1pxqdx “ “

upxqvpxq‰b
a

´
ż b

a
u1pxqvpxqdx. (20.477)

Si de plus les fonctions uv1 et u1v sont intégrables sur ra,8s, alors
ż 8

a
upxqv1pxqdx “ “

upxqvpxq‰8
a

´
ż 8

a
u1pxqvpxqdx. (20.478)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser à l’envers la formule de dérivation d’un produit :

uv1 “ puvq1 ´ u1v. (20.479)

Les fonctions à gauche et à droite étant égales, elles ont même intégrale sur ra, bs et par linéarité,
voir proposition 20.131, on a :

ż b

a
upxqv1pxqdx “

ż b

a
puvq1pxq ´

ż b

a
u1pxqvpxqdx. (20.480)

La fonction uv est évidemment une primitive de puvq1, de telle sorte que l’on puisse un peu simplifier
cette expression : ż b

a
upxqv1pxqdx “

”
upxqvpxq

ıb
a

´
ż b

a
u1pxqvpxqdx, (20.481)

ce qu’il fallait démontrer.
En ce qui concerne l’affirmation avec b “ 8, le lemme 14.239 est applicable et il suffit de passer

à la limite dans (20.477).

Exemple 20.135.
Un cas typique d’utilisation de l’intégrale par parties est le suivant. Soit à calculer

ż π

0
x cospxqdx. (20.482)

Nous devons écrire x cospxq comme un produit upxqv1pxq. Il y a (au moins) deux moyens de le
faire : "

u “ x (20.483a)
v1 “ cospxq. (20.483b)

ou "
u “ cospxq (20.484a)
v1 “ x. (20.484b)

Nous allons choisir le premier 24. Nous avons donc
u “ x, v1 “ cospxq
u1 “ 1 v “ sinpxq. (20.485)

En utilisant la formule d’intégration par parties,
ż π

0
x cospxqdx “

”
x sinpxq

ıπ
0

´
ż π

0
1 ˆ sinpxqdx “ π sinpπq ´

”
´ cospxq

ıπ
0

“ ´2. (20.486)

△
24. Mais nous conseillons vivement au lecteur d’essayer le deuxième pour se rendre compte qu’il ne fonctionne pas.
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Le plus souvent, pour alléger les notations, il est plus pratique d’utiliser l’intégration par parties
pour déterminer une primitive. Nous utilisons pour cela la formule (sans doute plus simple à retenir)

ż
uv1 “ uv ´

ż
u1v. (20.487)

Exemple 20.136.
Nous reprenons l’exemple 20.135 en déterminant cette fois une primitive de x cospxq :

ż
x cospxqdx “ x sinpxq ´

ż
sinpxqdx “ x sinpxq ` cospxq ` C, C P R. (20.488)

Nous retrouvons le résultat numérique de l’exemple précédent en ajoutant les extrêmes d’intégra-
tion ż π

0
x cospxqdx “ “

x sinpxq ` cospxq‰π0 “ ´2. (20.489)

△

Remarque 20.137.
Lorsqu’on calcule des intégrales, il est bon de passer par la primitive (c’est-à-dire en suivant
l’exemple 20.136 et non 20.135) parce qu’il est alors facile de vérifier le résultat en calculant la
dérivée de la primitive trouvée.

Par exemple pour vérifier si (20.488) est correct, il suffit de dériver x sinpxq ` cospxq :
`
x sinpxq ` cospxq˘1 “ sinpxq ` x cospxq ´ sinpxq “ x cospxq. (20.490)

La fonction x sinpxq ` cospxq est donc bien une primitive de x cospxq.
Exemple 20.138 (Primitive du logarithme).
La primitive de la fonction logarithme définie en 15.78 nous offre un bon moment d’intégration
par partie.

Trouver la primitive de la fonction x ÞÑ lnpxq. Pour calculer
ż

lnpxqdx (20.491)

nous écrivons lnpxq “ 1 ˆ lnpxq et nous posons u1 “ 1 et v “ lnpxq, c’est-à-dire

u1 “ 1 v “ lnpxq
u “ x v1 “ 1

x
.

(20.492)

La formule d’intégration par parties (20.477) donne donc
ż

lnpxq “ x lnpxq ´
ż
xˆ 1

x
“ x lnpxq ´

ż
1 “ x lnpxq ´ x` C, C P R. (20.493)

Il est facile de vérifier par un petit calcul que
`
x lnpxq ´ x

˘1 “ lnpxq. (20.494)

△

20.24.2 Changement de variables – pour trouver des primitives

De la même manière que l’utilisation « à l’envers » de la formule de dérivation du produit avait
donné la méthode d’intégration par parties, nous allons voir que que l’utilisation « à l’envers »
de la formule de dérivation d’une fonction composée donne lieu à la méthode d’intégration par
changement de variables.
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Proposition 20.139.
Soient I et J des intervalles de R, u : I Ñ J une fonction qui est dérivable de dérivée continue et
f : J Ñ R une fonction admettant une primitive F . Alors la fonction

x ÞÑ F
`
upxq˘ (20.495)

est une primitive de
f
`
upxq˘u1pxq. (20.496)

Démonstration. Cela est une utilisation immédiate de la formule de dérivée des fonctions compo-
sées.

Exemple 20.140.
Soit à calculer ż

x
a

1 ´ x2dx. (20.497)

La fonction gpxq “ x
?

1 ´ x2 est le produit de x et de
?

1 ´ x2. On remarque que la dérivée de
1 ´ x2 est ´2x : nous avons alors, à un facteur ´2 près, une expression de la forme (20.496) où
la racine carrée joue le rôle de f , fptq “ ?

t, et 1 ´ x2 le rôle de u. Une primitive de la fonction
fptq “ ?

t est F ptq “ 2t3{2{3.
Donc la fonction 2upxq3{2

3 “ 2
3p1 ´ x2q3{2 est primitive de ´2x

?
1 ´ x2 “ ´2gpxq. Autrement

dit, ż
´2x

a
1 ´ x2 dx “ 2p1 ´ x2q3{2

3 ` C, (20.498)

et en divisant par ´2 nous trouvons la primitive demandée :
ż
x
a

1 ´ x2 dx “ ´p1 ´ x2q3{2

3 ` C. (20.499)

△

L’exemple suivant donne une façon plus économe de retenir la méthode du changement de
variables.

Exemple 20.141.
Soit à calculer ż

cospxqesinpxqdx. (20.500)

Vu qu’il y a beaucoup de fonctions trigonométriques dans la fonction à intégrer, nous allons poser
upxq “ sinpxq, et remplacer élément par élément tout ce qui contient du « x » dans l’intégrale
demandée par la quantité correspondante en termes de u.

La difficulté est de savoir ce que nous allons faire du « dx » dans l’intégrale. Ce dx marque
une variation (infinitésimale) de x. La formule des accroissements finis dit que si x augmente de la
valeur dx, alors upxq augmente de u1pxqdx, c’est-à-dire que

du “ cospxqdx. (20.501)

Nous avons donc les substitutions suivantes à faire :

sinpxq “ u (20.502a)
du “ cospxqdx (20.502b)

dx “ du

cospxq . (20.502c)

La chose « magique » est que le cospxq se trouvant dans la fonction se simplifie avec le cosinus qui
arrive lorsqu’on remplace dx par du

cospxq . Les substitutions faites nous restons avec
ż

cospxqesinpxqdx “
ż
eudu “ eu ` C, où u “ sinpxq. (20.503)
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Attention : la réponse doit être impérativement donnée en termes de x et non de u. Nous écrivons
donc ż

cospxqesinpxq “ esinpxq ` C. (20.504)

△

20.24.3 Changement de variables – pour calculer des intégrales

Le théorème 14.247 fixe la relation entre la recherche des primitives de f et la calcul de l’intégrale
de f sur l’intervalle d’extrêmes a et b. On a vu dans la section précédente comment utiliser le
changement de variable pour trouver une primitive de f . Il faut maintenant comprendre comment
appliquer ce qu’on a vu dans le calcul d’une intégrale.

En effet nous avons le choix entre
— trouver une primitive de f comme dans la section précédente et appliquer ensuite la formule

du corolaire 14.247 ;
— écrire une intégrale pour la nouvelle variable u “ upxq sur l’intervalle entre upaq et upbq.
Nous allons voir ce deux méthodes dans des exemples.

Exemple 20.142.
Soit à calculer ż 1{2

1{3
x
a

1 ´ x2dx. (20.505)

Les primitives
ş
x

?
1 ´ x2dx ont été trouvé dans l’exemple 20.141. Une primitive est

F pxq “
ż
x
a

1 ´ x2dx “ ´p1 ´ x2q3{2

3 . (20.506)

Nous pouvons maintenant calculer l’intégrale de x
?

1 ´ x2 sur l’intervalle r1{3, 1{2s par la définition
ż 1{2

1{3
x
a

1 ´ x2dx “ F

ˆ
1
2

˙
´ F

ˆ
1
3

˙
“ ´

?
3

8 ` 16
?

2
81 . (20.507)

△

Remarque 20.143.
Pour que le calcul d’intégrale donne quelque chose de sensé il faut absolument que la primitive
soit écrite en tant que fonction de x et non comme fonction de u. La méthode que nous allons voir
dans l’exemple suivant réduit grandement la probabilité d’oublier ce détail, d’où le fait qu’elle soit
de loin la plus utilisée.

Exemple 20.144.
Calculons à nouveau ż 1{2

1{3
x
a

1 ´ x2dx. (20.508)

Cette fois nous allons toucher à l’intervalle d’intégration en même temps que faire le changement
de variables. Nous savons déjà les substitutions

$
’’&
’’%

u “ 1 ´ x2 (20.509a)
du “ ´2xdx (20.509b)

dx “ du

´2x. (20.509c)

En ce qui concerne les extrêmes d’intégration, si x “ 1{3 alors u “ 1 ´ 1
9 “ 8

9 et si x “ 1
2 alors

u “ 3
4 . Nous avons donc encore les substitutions suivantes :

"
x “ 1{3 Ñ u “ 8{9 (20.510a)
x “ 1{2 Ñ u “ 3{4 (20.510b)
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Le calcul est alors
ż 1{2

1{3
x
a

1 ´ x2dx “ ´1
2

ż 3{4

8{9

?
udu “ ´1

2

«
u3{2

3{2

ff3{4

8{9

“ ´
?

3
8 ` 16

?
2

81 . (20.511)

Attention : la dernière égalité n’est pas immédiate ; elle demande quelques calculs et une bonne
utilisation des règles de puissances. △

La deuxième méthode est plus utilisée et, avec un peu d’exercice, plus rapide à mettre en place
que la première.

Jusqu’à présent nous avons utilisé des changements de variables dans lesquels nous exprimions u
en termes de x. Comme le montre l’exemple suivant, il est parfois fructueux d’utiliser le changement
de variable dans le sens inverse : avec x exprimé en termes d’un paramètre.

Exemple 20.145.
À calculer : ż ?

3{2

1{2

a
1 ´ x2dx. (20.512)

Nous posons x “ sinpθq parce que nous savons que 1 ´ sin2pθq “ cos2pθq ; nous espérons que le
changement de variables simplifie l’expression 25. Les substitutions à faire dans l’intégrale sont :

"
x “ sinpθq (20.513a)
dx “ cospθqdθ, (20.513b)

et en ce qui concerne les bornes, si x “ 1{2 alors sinpθq “ 1
2 , c’est-à-dire θ “ π

6 . Si x “ ?
3{2 alors

θ “ π
3 . Donc

ż ?
3{2

1{2

a
1 ´ x2dx “

ż π{3

π{6

b
1 ´ sin2pθq cospθqdt. (20.514)

Nous avons 1 ´ sin2pθq “ cos2pθq et vu que θ P rπ6 , π3 s nous avons toujours cospθq ą 0, ce qui donnea
cos2pθq “ cospθq. Nous devons donc calculer

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ. (20.515)

Pour celle-là, il faut utiliser une formule de trigonométrie 26 :

cos2pθq “ 1 ` cosp2θq
2 . (20.516)

Donc ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

ż π{3

π{6

1 ` cosp2θq
2 dθ “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
`
ż π{3

π{6

cosp2θq
2 dθ, (20.517)

Pour calculer proprement la dernière intégrale nous effectuons un autre changement de variable
(facile) en posant t “ 2θ, dt “ 2dθ, tpπ{6q “ π{3 et tpπ{3q “ 2π{3, nous avons alors

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
`
ż 2π{3

π{3

cosptq
4 dt “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
“ π

6 ´ π

12 “ π

12 , (20.518)

parce que sin
`2π

3
˘ “ sin

`
π
3
˘
. Au final,

ż ?
3{2

1{2

a
1 ´ x2dx “ π

12 . (20.519)

△
25. Lorsqu’on fait un changement de variables, il s’agit toujours d’espérer que l’expression se simplifie. Il n’y a pas

moyen de savoir à priori si tel changement de variable va être utile. Il faut essayer.
26. En fait, il y a moyen de terminer le calcul en intégrant deux fois par parties, mais c’est plus compliqué.
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20.24.4 Intégrations des fractions rationnelles réduites

Définition 20.146.
Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes à coefficients réels ou complexes.

Par exemple
x5 ` 7x4 ´ x3

2 ` x

x2 ´ 1 (20.520)

est une fraction rationnelle.
Il sera expliqué dans le cours d’algèbre que toute fraction rationnelle peut être écrite sous

forme d’une somme d’éléments simples, c’est-à-dire de fractions rationnelles d’un des deux types
suivants :

α

px´ aqm , α, a P R,m P N (20.521a)

αx` β

px2 ` ax` bqm ; α, β, a, b P R,m P N, a2 ´ 4b ă 0. (20.521b)

Nous allons nous contenter de donner un exemple de chaque type.
(1) En ce qui concerne le cas (20.521a) avec m “ 1, nous avons par exemple

ż 1
x´ 3dx “ ln

`|x´ 3|˘ ` C. (20.522)

Si vous voulez en être tout à fait sûr, effectuez d’abord le changement de variables u “ x´ 3
qui donne dx “ du.

(2) En ce qui concerne le cas (20.521a) avec m ‰ 1, nous avons par exemple
ż 1

px´ 1q4dx “ ´ 1
3px´ 1q3 ` C. (20.523)

Encore une fois, pour s’en convaincre, utiliser le changement de variables u “ x´1, dx “ du :
ż 1

px´ 1q4dx “
ż 1
u4du “

ż
u´4du “ ´u´3

3 ` C “ ´1
3

1
px´ 1q3 ` C. (20.524)

(3) En ce qui concerne le cas (20.521b) avec α ‰ 0, nous avons par exemple
ż

x

x2 ` 4dx “ 1
2 lnpx2 ` 4q ` C. (20.525)

Pour ce faire, il faut faire le changement de variables u “ x2 ` 4, du “ 2xdx, dx “ du
2x qui

donne ż
x

x2 ` 4dx “ 1
2

ż
du

u
“ 1

2 lnp|u|q ` C “ 1
2 lnp|x2 ` 4|q ` C. (20.526)

Dans ce cas nous pouvons oublier d’écrire la valeur absolue dans le logarithme parce que de
toutes façons, x2 ` 4 est toujours positif.

(4) En ce qui concerne le cas (20.521b) avec α “ 0, nous avons par exemple
ż

dx

x2 ` 4 “ 1
4

ż
dx

px2 q2 ` 1 “ 1
2 arctanpx2 q ` C. (20.527)

où nous avons utilisé la primitive
ş

dx
x2`1dx “ arctanpxq du tableau de la page 1679. Pour vous

en convaincre vous pouvez faire la dernière étape avec le changement de variables u “ x{2,
dx “ 2du.

20.24.5 Quelques formules à connaitre
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À retenir 20.147
ż

pαfpxq ` βgpxqq dx “ α

ż
fpxq dx` β

ż
gpxq dx. (20.528a)

ż
fpxqg1pxq dx “ fpxqgpxq ´

ż
f 1pxqgpxq dx. (20.528b)

ż
f 1pupxqqu1pxq dx “

ż
fptq dt, avec t “ upxq. (20.528c)

ż
f 1pxq
fpxq dx “ log |fpxq| ` C, c’est un cas particulier de la formule précédente. (20.528d)

20.24.6 Approximation de lnp2q

Théorème 20.148 (Taylor, reste intégral).
Soit une fonction f : ra, bs Ñ R de classe Cn`1. Alors pour tout N ď n nous avons

fpbq “ fpaq `
Nÿ

k“1

f pkqpaq
k! pb´ aqk ` 1

N !

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (20.529)

Démonstration. Notons que dans l’énoncé, n est fixé ; nous faisons une récurrence sur N . Ça ne
change pas grand chose, mais il faut être conscient de ce qui est exactement dans l’hypothèse du
théorème et ce qui est dans l’hypothèse de récurrence.

Bref, n est fixé, la fonction f est de classe Cn`1 et nous vérifions d’abord la formule avec N “ 1.
À droite dans (20.529) nous avons

fpaq ` f 1paqpb´ aq
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt. (20.530)

Nous évaluons l’intégrale à part en faisant une intégration par parties 27. Il s’agit de poser

u “ b´ t (20.531a)
v1 “ f2, (20.531b)

de déduire

u1 “ ´1 (20.532a)
v “ f 1 (20.532b)

et d’écrire
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt “ “pb´ tqf 1ptq‰b

a
´
ż b

a
p´qf 1ptqdt (20.533a)

“ ´pb´ aqf 1paq `
ż b

a
f 1ptqdt (20.533b)

“ ´pb´ aqf 1paq ` fpbq ´ fpaq. (20.533c)

Dans le calcul nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral 14.247. En remettant
ça dans (20.530) nous trouvons fpbq comme il se doit.

En ce qui concerne la récurrence, nous devons calculer

fpaq `
N`1ÿ

k“1

f pkqpaq

k! pb´ aqk ` 1
pN ` 1q!

ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt. (20.534)

27. Proposition 20.134.
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Ici encore, il s’agit de faire une intégration par partie, et sortir de la somme le terme k “ N ` 1.
L’intégration par partie donne

ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt “ ´pb´ aqN`1f pN`1qpaq ` pN ` 1q

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (20.535)

En remettant tout ensemble, il y a encore deux termes qui se simplifient, et des termes qui se
remettent pour former la formule de récurrence. Bref, on obtient que (20.534) se réduit bien à
fpbq.

Cette formule avec reste intégral sert par exemple à prouver un encadrement pour lnp2q, voir
la proposition 20.149.

Proposition 20.149 (Approximation de lnp2q[508]).
Pour tout n nous avons ˇ̌

ˇ̌
ˇlnp2q ´

nÿ

k“1

p´1qk`1

k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 1

n` 1 . (20.536)

Démonstration. Nous écrivons la formule de Taylor avec reste intégral du théorème 20.148 pour la
fonction f “ ln et pour a “ 1 et b “ x. Cela donne :

lnpxq “ lnp1q `
Nÿ

k“1

lnpkqp1q
k! px´ 1qk ` 1

N !px´ tqN lnpN`1qptqdt. (20.537)

Sachant que la dérivée du logarithme 28 est 1{x et faisant une petite récurrence, pour k ě 1 nous
avons

lnpkqpxq “ p´1qk`1pk ´ 1q!
xk

. (20.538)

En remplaçant,

lnpxq “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
px´ 1qk `

ż x

1

p´1qN px´ tqN
tN`1 dt. (20.539)

C’est le moment de poser x “ 2 et de faire les simplifications qui s’imposent,

lnp2q “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
`
ż 2

1

p´1qN p2 ´ tqN
tN`1 dt. (20.540)

Nous déplaçons la somme à gauche, et nous prenons la valeur absolue des deux côtés :

| lnp2q ´
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
| “ |

ż 2

1

p´1qN p2 ´ tqN
tN`1 dt| (20.541a)

ď
ż 2

1

ż 2

1

p2 ´ tqN
tN`1 dt (20.541b)

ď
ż 2

1
p2 ´ tqN . (20.541c)

Justifications :

— Pour 20.541b. Majoration en rentrant la valeur absolue dans l’intégrale, suppression de
p´1qN , et le fait que pour t P r1, 2s, 2 ´ t ě 0.

— Pour 20.541c. Majoration en supprimant purement et simplement le dénominateur tN`1 ě 1.

28. Voir la proposition 15.88.
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Ais-je vraiment besoin de vous dire que la dernière intégrale se calcule en posant le changement
de variables 29 u “ 2 ´ t ? Le résultat est que

ż 2

1
p2 ´ tqNdt “ 1

N ` 1 . (20.542)

Exemple 20.150 ([1]).
La convergence de l’encadrement (20.149) n’est pas terrible. Pour avoir une erreur de 1

10 , il faut

1
10 “ 1

n` 1 , (20.543)

ce qui demande n “ 9. Ça reste jouable, même pour les jeunes d’aujourd’hui. Écrivons 9 termes :

| lnp2q ´ 1 ` 1
2 ´ 1

3 ` 1
4 ´ 1

5 ` 1
6 ´ 1

7 ` 1
8 ´ 1

9 | ď 1
10 . (20.544)

En calculant 30,
| lnp2q ´ 1879

2520 | ď 1
10 . (20.545)

Voici donc un bel encadrement

1879
2520 ´ 1

10 ď lnp2q ď 1879
2520 ` 1

10 . (20.546)

Pour avoir quelque chose avec des virgules, d’abord un peu de calcul mental donne

1879
2520 » 0.745634920634921. (20.547)

Donc en majorant et minorant, disons, la troisième décimale 31, on n’est pas moins précis que le
1
10 . On a

0.744 ´ 1
10 ď lnp2q ď 0.746 ` 1

10 . (20.548)

Bref, on retient l’approximation
0.644 ď lnp2q ď 0.846. (20.549)

Pour la quantité de travail, avouez que ce n’est pas terrible comme résultat. Eh oui ; le calcul
numérique c’est tout un métier ; il existe des méthodes nettement plus efficaces que ce que nous
venons de faire. △

Proposition 20.151 (Formule de Taylor avec reste intégral[509, 346]).
Soient X et Y des espaces normés et un ouvert O Ă X. Si f P CmpO, Y q et si rp, xs Ă O alors

fpxq “ fppq `
m´1ÿ

k“1

1
k!pdkfqppx´ pqk

` 1
pm´ 1q!

ż 1

0
p1 ´ tqm´1pdmfqp`tpx´pqpx´ pqm dt

(20.550)

où ωpu
k signifie ωppu, . . . , uq lorsque ω P Ωk. Cette formule est le développement de Taylor à

l’ordre m´ 1.

29. Proposition 20.139.
30. Moi j’ai utilisé Sage, mais si tu es au tableau, débrouilles-toi.
31. Notez ici que nous utilisons le fait que la division euclidienne, elle, donne un encadrement pour les fractions.

Pensez-y.
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Remarque 20.152.
Quelques remarques sur l’énoncé.

(1) Dans le cas m “ 2, la proposition 12.353 donne de bonnes formules pour calculer pd2fqapu, vq.
(2) Notez que l’intégrale n’est pas une intégrale faisant intervenir les espaces X ou Y . Elle est

une simple intégrale d’une fonction R Ñ R, comme définie par la mesure de Lebesgue de la
définition 14.132.

(3) Comme expliqué dans l’exemple 12.352, toute ces applications de différentielles se réduisent
à des termes de la forme

f pkqppqpx´ pqk (20.551)

dans le cas d’une fonction R Ñ R.

20.25 Constructions plus naïves de l’intégrale dans le cas réel

Les sections 14.2 et 14.8 ont donné une construction très complète de la mesure de Lebesgue,
et nous avons définit la théorie de l’intégration sur un espace mesuré quelconque dans la défini-
tion 14.156.

Dans cette section nous allons donner différentes choses plus rapides qui servent souvent de
définition dans les cours moins avancés.

20.25.1 Mesure de Lebesgue, version rapide

Nous construisons à présent la mesure de Lebesgue sur Rn. Un pavé dans Rn est un ensemble
de la forme

B “
nź

i“1
rai, bis; (20.552)

le volume d’un tel pavé est défini par VolpBq “ ś
ipbi ´ aiq. Soit maintenant A Ă Rn. La mesure

externe de A est le nombre

m˚pAq “ inft
ÿ

BPF
VolpBq où F est un ensemble dénombrable de pavés dont l’union recouvre A.u

(20.553)

Définition 20.153.
Nous disons que A est mesurable au sens de Lebesgue si pour tout ensemble S Ă Rn nous avons
l’égalité

m˚pSq “ m˚pAX Sq `m˚pSzAq. (20.554)

Dans ce cas nous disons que la mesure de Lebesgue de A est mpAq “ m˚pAq.
Proposition 20.154.
Deux fonctions continues égales presque partout pour la mesure de Lebesgue 32 sont égales.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions continues telles que fpxq “ gpxq pour presque tout
x P D. La fonction h “ f ´ g est alors presque partout nulle et nous devons prouver qu’elle est
nulle sur tout D. La fonction h est continue ; si hpaq ‰ 0 pour un certain a P D alors h est non
nulle sur un ouvert autour de a par continuité et donc est non nulle sur un ensemble de mesure
non nulle.

32. Définition 20.153.
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20.25.2 Pavés et subdivisions

Définition 20.155.
Nous appelons pavé de Rp toute partie de Rp obtenue comme produit de p intervalles de R. Plus
explicitement, une partie R est un pavé de Rp si il s’écrit sous la forme

R “ ␣px1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
xi P Ii, i “ 1, . . . , p

(
,

où Ii est un intervalle de R pour tout i “ 1, . . . , p.

On appelle pavé fermé de Rp le produit de p intervalles fermés

R “
pź

i“1
rai, bis.

On définit de même le pavé ouvert

S “
pź

i“1
sai, bir.

Un pavé R “ śp
i“1 Ii est dit borné si tous les intervalles Ii sont bornés dans R. Les pavés non

bornés sont des produits d’intervalles où un (ou plusieurs) des intervalles n’est pas borné. Par
exemple,

N “s ´ 8, 5s ˆ r0, 13s.
L’espace Rp, lui-même, est un pavé de Rp.

Définition 20.156.
Une partie A de Rp est dite pavable si il existe une famille finie de pavés bornés Rj, j “ 1, . . . , n,
et deux à deux disjoints tels que

A “
nď

j“1
Rj .

Un exemple d’ensemble pavable dans R2 est donné à la figure 20.15. Il existe beaucoup d’en-
sembles dans R2 qui ne sont pas pavables, par exemple les ellipses.

2 4 6 8

2

4

6

8

Figure 20.15 – Un ensemble pavable.

Le complémentaire d’un pavé est un ensemble pavable et, en particulier, tout complémentaire
d’un pavé borné est une réunion de pavés non bornés. Toute union finie et toute intersection
d’ensemble pavables est pavable.

Définition 20.157.
Soit R un pavé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser R “ śp

i“1rai, bis. On appelle
longueur de l’i-ème arrête de R le nombre bi ´ ai. La mesure p-dimensionnelle de R, mpRq,
est le produit des longueurs

mpRq “
pź

i“1
pbi ´ aiq.
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Exemple 20.158.
Dans R3, l’ensemble R “ r´1, 1s ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé fermé de mesure

mpRq “ p1 ` 1q · p4 ´ 3q · p2 ´ 0q “ 4.

Il s’agit du volume usuel du parallélépipède rectangle. △

Exemple 20.159.
L’ensemble R “ s´1, 1r ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé de R3. Il n’est ni fermé ni ouvert, sa mesure
est encore 4. △

Si R est un pavé non borné on peut encore définir sa mesure. La notion de mesure se généralise
en deux étapes. D’abord on dit que la longueur d’une arête non bornée est 8. Ensuite, on adopte
la convention 0 · 8 “ 0. Il faut remarquer que avec cette généralisation tout point et toute droite
dans R2 ont mesure nulle.

Afin de définir les intégrales, nous allons intensivement faire appel à la notion de subdivision
d’intervalles, voir définition 21.3 et la discussion qui suit.

Lorsqu’on considère un pavé borné R “ śp
i“1 Ii de Rp, on note Si l’ensemble des subdivisions

de l’intervalle Ii. La notion de subdivision de généralise au cas des pavés.

Définition 20.160.
Soir R un pavé fermé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser à R “ śp

i“1rai, bis. On
appelle subdivision finie de R les éléments de l’ensemble S “ śp

i“1 Si,

S “
!

pY1, . . . , Ypq
ˇ̌
Yi “ pyi,jqni

j“1 P Si, i “ 1, . . . , p
)
.

On peut définir de même l’ensemble des subdivisions d’un pavé non borné.

Souvent, une subdivision d’un pavé R “ śp
i“1 Ii sera noté σ “ pyi,jqni

j“1. Dans cette notation,
on sous-entend que pour chaque i fixé, les nombres yi,j (il y en a ni) forment une subdivision de
l’intervalle Ii. Afin de vous familiariser avec ces notations, repérez bien tous les éléments de la
figure 20.16.

‚
a1 “ y10

‚
y11

‚
y12

‚
y13

‚
y14

‚
b1 “ y15

‚a2 “ y20

‚y21

‚y22

‚b2 “ y23

Figure 20.16 – Une cellule d’une subdivision d’un pavé de R2. La cellule grisée est Rp4,2q.

Définition 20.161.
Si σ est une subdivision d’un pavé R, un raffinement de σ est une subdivision de R obtenue en
fixant plus de points dans chaque intervalle.

La subdivision σ de R détermine n1n2 . . . np pavés fermés de la forme

Rpk1,...,kpq “ tpx1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
yi,ki´1 ď xi ď yi,ki

u,
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où ki est dans t1, . . . , niu et i dans t1, . . . , pu. On les appelles cellules de σ. On remarque que les
cellules de σ sont toujours deux à deux disjointes (sauf au plus sur leurs bords).

Lemme 20.162.
Soit R un pavé borné de Rp et soit σ “ pyi,jqni

j“1 une subdivision de R. On a

mpRq “
ÿ

pk1,...,kpqPK
mpRpk1,...,kpqq,

où K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . .ˆ t1, . . . , npu.

Le lemme 20.162 suggère de définir la mesure d’un ensemble borné pavable P “ Ťn
j“1Rj comme

la somme des mesures des pavés disjoints Rj , j “ 1, . . . , n.

Définition 20.163.
Une application f : Rp Ñ R est dite application en escalier sur Rm si

— f est une application bornée,

— il existe une subdivision σ de Rp telle que la restriction de f est une application constante
sur toute cellule Rk de σ

f|Rk
“ Ck, Ck P R,

Une telle subdivision σ est dite associée à f .

Exemple 20.164.
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
"

1 si px, yq P r0, 3s ˆ r´1, 2s,
2 sinon. (20.555)

est une application en escalier. Exercice : donner une subdivision de R2 associée à cette fonction.
△

Exemple 20.165.
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
" 1

m2`n2 , si px, yq P rm,m` 1s ˆ rn, n` 1s, m, n P N0,

0, sinon (20.556)

est une application en escalier. Observez que, dans ce cas, il n’existe pas une subdivision finie de
R2 associée à f . △

Remarque 20.166.
Si la subdivision σ est associée à f alors tout raffinement de σ (c’est-à-dire, toute subdivision
obtenue en fixant plus de points dans chaque intervalle) a la même propriété.

Si f et g sont deux applications en escalier sur R et σf et σg sont des subdivisions de R
associées respectivement à f et g, alors on peut construire une troisième subdivision de R qui est
associée à f et à g en même temps. Soient σf “ pY1, . . . , Ypq et σg “ pZ1, . . . , Zpq, où Yi “ pyi,jqmi

j“1
et Zi “ pzi,jqni

j“1 sont des subdivisions de l’intervalle rai, bis, pour i “ 1, . . . , p. La subdivision de
rai, bis obtenue par l’union de Yi et Zi est encore une subdivision finie, qu’on appellera Ȳi. La
subdivision σ̄ “ pȲ1, . . . , Ȳpq de R est un raffinement de σf et de σg, donc elle est associée à la fois
à f et à g.

Cela nous permet de prouver que si f et g sont des applications en escalier, alors f ` g, fg,
mintf, gu, maxtf, gu et |f | sont des applications en escalier.
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20.25.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 20.167.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le support de f est la fermeture de l’ensemble des points x
tels que fpxq ‰ 0.

Définition 20.168.
Une application en escalier f est dite intégrable si son support est compact.

Soit f une application en escalier sur Rp. Soit σ une subdivision de Rp associée à f et appelons
Rk les cellules de σ, avec k “ pk1, . . . , kpq dans K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . . ˆ t1, . . . , npu.
Alors

f|Rk
“ Ck, Ck P R.

Définition 20.169.
On définit l’intégrale de f sur Rp par

ż

Rp

f dV “
ÿ

kPK
CkmpRkq.

L’intégrale ainsi définie est un nombre réel. La proposition suivante nous dit que l’intégrale est
« bien définie », au sens que sa valeur ne dépend pas de la subdivision associée à f qu’on utilise
dans le calcul.

Proposition 20.170.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp. Soient σ1 et σ2 deux subdivisions de Rp

associées à f . L’intégrale de f ne dépend pas de la subdivision choisie.

On ne donne pas une preuve complète de cette proposition. En fait elle est une conséquence de
la formule de réduction introduite dans la suite de ce chapitre.

20.25.4 Intégrales partielles

Soit f deRp dansR une fonction continue, nulle hors du pavé borné R. Posons R “ śp
i“1rai, bis,

pour fixer les idées. Pour chaque i dans t1, . . . , pu fixé, on peut associer à f la fonction Fi de p´ 1
variables définie par

Fipx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq “
ż bi

ai

fpx1, . . . , xi´1, y, xi`1, . . . , xpq dy.

La fonction Fi est l’intégrale partielle de f par rapport à la i-ème variable. En particulier, si
fpx1, . . . , xpq “ gpxiqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq on obtient

Fi “
ż bi

ai

gpyqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq dy “ h·
ż bi

ai

g dy.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp
et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée xi-ème section de f en
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp.

Exemple 20.171.
Soit f la fonction de R2 dans R définie par

fpx, yq “
#
x` 3y si px, yq P r9, 10s ˆ sπ, 5s
0 sinon.

(20.557)

Les intégrales partielles de f sont

F1pyq “
ż 10

9
x` 3y dx “

„
x2

2 ` 3xy
ȷx“10

x“9
“ 19

2 ` 3y,
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F2pxq “
ż 5

π
x` 3y dy “

„
xy ` 3y2

2

ȷy“5

y“π
“ xp5 ´ πq ` 3

2p25 ´ π2q.

△

20.25.5 Réduction d’une intégrale multiple

Soit R “ ra, bs ˆ rc, ds un pavé fermé et borné de R2 et soit f une application en escalier
intégrable sur R2 telle que le support de f soit contenu dans R. On considère la subdivision σ de
R définie par les subdivisions

a “ x0 ď x1 ď . . . ď xm “ b,

c “ y0 ď y1 ď . . . ď yn “ d.

Les cellules de σ sont

Ri,j “ rxi, xi`1s ˆ ryj , yj`1s, i “ 0, . . . ,m´ 1, j “ 0, . . . , n´ 1.

La mesure de R est la somme des mesures des Ri,j

mpRq “
ÿ

pi,jqPt0,...,m´1uˆt0,...,n´1u
mpRi,jq “

“
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq · pyi`1 ´ yiq “

“
m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq ·

n´1ÿ

j“0
pyi`1 ´ yiq “

“ pb´ aq · pd´ cq.

(20.558)

Si f est constante sur chaque cellule de σ on peut écrire f de la forme suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χRi,j

où les Ci,j sont des constantes réelles et χRi,j est la fonction caractéristique de Ri,j

χRi,j px, yq “
"

1, si px, yq P Ri,j ,
0, sinon. (20.559)

Comme px, yq est dans Ri,j si et seulement si x P rxi, xi`1s et y P ryj , yj`1s, on vérifie que la fonction
χRi,j est égal au produit des fonctions caractéristiques des intervalles rxi, xi`1s et ryj , yj`1s

χRi,j px, yq “ χrxi,xi`1spxq ·χryj ,yj`1spyq.

On peut donc écrire la fonction f de la façon suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq ·χryj ,yj`1spyq.

Comme on suppose que le support de f est une partie de R, l’intégrale de f sur R2 est

ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,jmpRi,jq “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j pxi`1 ´ xiq · pyj`1 ´ yjq. (20.560)
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Cette intégrale peut être réduite à la composition de deux intégrales partielles. Il suffit de remar-
quer que la valeur de l’intégrale de la fonction caractéristique d’un intervalle est la longueur de
l’intervalle,

Ci,jpxi`1 ´ xiq · pyj`1 ´ yjq “

“ Ci,j

ˆż xi`1

xi

χrxi,xi`1spxq dx
˙

·
˜ż yj`1

yj

χryj ,yj`1spyq dy
¸

“

“ Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
,

(20.561)

et utiliser les propriétés de linéarité de l’intégrale
ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
“

“
ż d

c

ż b

a

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq ·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż d

c

ż b

a
f dxdy.

(20.562)

De même on obtient
ż

R2
f dV “

ż b

a

ż d

c

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq ·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż b

a

ż d

c
f dxdy.

(20.563)

En général, on prouve la proposition suivante

Proposition 20.172.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp et soit R un pavé borné dans Rp qui contient
le support de f . Comme d’habitude, pour fixer les idées nous écrivons “ śp

i“1rai, bis. Alors
ż

Rp

fpx1, . . . , xpq dV “
ż bp

ap

ż bp´1

ap´1

¨ ¨ ¨
ż b1

a1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp “

“
ż bsp

asp

ż bsp´1

asp´1

¨ ¨ ¨
ż bs1

as1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp,
(20.564)

pour toute permutation ps1, . . . , spq de l’ensemble t1, . . . pu.

20.25.6 Propriétés de l’intégrale

Soient f et g deux fonctions en escalier intégrables de Rp dans R, et soient a et b dans R.
Linéarité de l’intégrale :

— Additivité : f ` g est intégrable et
ż

Rp

pf ` gq dV “
ż

Rp

f dV `
ż

Rp

g dV,

— Homogénéité : λf est intégrable pour tout réel λ
ż

Rp

λf dV “ λ

ż

Rp

f dV,
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Monotonie Si f ď g alors ż

Rp

f dV ď
ż

Rp

g dV,

Inégalité fondamentale

|
ż

Rp

f dV | ď
ż

Rp

|f | dV.

Cette dernière inégalité s’obtient de la façon suivante :

|
ż

Rp

f dV | “ |
ÿ

kPK
CkmpRkq| ď

ÿ

kPK
|Ck|mpRkq “

ż

Rp

|f | dV.

Inégalité de Čebičeff Si f est une application en escalier alors pour tout a ą 0 dansR l’ensemble
tx P Rp : |fpxq| ě au est pavable et borné, et l’inégalité suivante est satisfaite

m ptx P Rp : |fpxq| ě auq ď 1
a

ż

Rp

|f | dV.

20.25.7 Intégrales multiples, cas général

Nous voulons généraliser la définition d’intégrale multiple au cas des domaines non pavables et
de fonctions qui ne sont pas en escalier. Il y a plusieurs méthodes de le faire et ici on ne considère
qu’une seule, introduite par Riemann.

Définition 20.173.
Soit f : Rp Ñ R une fonction.

— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ď f , l’intégrale de f˚ est dit une
somme inférieure de f .

— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ě f , l’intégrale de f˚ est dit une
somme supérieure de f .

Soient
ř

˚ f et
ř˚ f les ensembles des sommes inférieures et supérieures de f . Grâce à la

propriété de monotonie de l’intégrale on sait que si a est dans
ř

˚ f et b est dans
ř˚ f alors a ď b.

Définition 20.174.
La fonction f est intégrable (au sens de Riemann) si

ř
˚ f et

ř˚ f ne sont pas vides et

inf Σ˚f “ I “ sup Σ˚f.

Dans ce cas, la valeur I est appelée intégrale de f sur Rp.

Remarque 20.175.
Toute fonction intégrable est bornée et à support compact. En effet, si le support de la fonction
n’est pas compact alors soit

ř
˚ f soit

ř˚ f doit être vide !

L’intégrale qu’on vient de définir possède toutes les propriétés de l’intégrale pour les fonctions
en escalier. Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Il y a des cas où l’intégrabilité d’une fonction n’est pas évidente. Cependant, dans la plupart
des exercices et des exemples de ce cours, nous nous aidons avec le critère suivant

Proposition 20.176.
Toute fonction continue à support compact est intégrable.

Cette proposition n’est à priori pas étonnante, vu qu’une fonction continue sur un support
compact est bornée (théorème de Weierstrass 7.126).



20.25. CONSTRUCTIONS PLUS NAÏVES DE L’INTÉGRALE DANS LE CAS RÉEL 1697

20.25.8 Réduction d’une intégrale multiple

On n’utilise jamais la définition pour calculer la valeur d’une intégrale multiple. La méthode
plus efficace, en pratique, est de réduire l’intégrale à la composition de plusieurs intégrales d’une
variable.

Théorème 20.177 (de Fubini).
Soit f une fonction intégrable de R2 dans R. Si pour tout x dans R la section fpx, · q est intégrable
par rapport à y, alors ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dx
˙
dy.

De même, si pour tout y dans R la section fp · , yq est intégrable par rapport à x, alors
ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dy
˙
dx.

En général, on ne peut pas dire que les sections d’une fonction intégrable sont intégrables, donc
il faut vraiment se souvenir des hypothèses du théorème 20.177. En dimension plus haute, on a le
même résultat

Théorème 20.178.
Soit f une fonction intégrable de Rp dans R. Si pour tout pp´ 1q-uple px1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq
dans Rp´1 la section fpx1, . . . , xi´1, · , xi`1, . . . , xpq est intégrable par rapport à xi, alors

ż

Rp

f dV “
ż

R

ˆż

Rp´1
f dV

˙
dxi.

Si f est une fonction positive et intégrable de R2 dans R on peut interpréter l’intégrale de
f comme le volume du solide au-dessous du graphe de f . Avec cette interprétation, l’intégrale
partielle par rapport à x pour y “ y0 fixé est l’aire de la tranche qu’on obtient en coupant le solide
par le plan y “ y0.

Exemple 20.179.
Le premier exemple à faire est celui d’une fonction en escalier intégrable et positive. Soit f : R2 Ñ R

la fonction

fpx, yq “

$
’&
’%

1 si px, yq P R1 “ s´1, 3s ˆ r4, 5s
3 si px, yq P R2 “ s13, 15r ˆ r0, 2r
0 dans les autres cas.

(20.565)

L’intégrale de f sur R2 est 1 ·mpR1q ` 3 ·mpR2q “ 16. On voit tout de suite qu’il s’agit de la
somme du volume des deux parallélépipèdes de hauteurs respectives 1 et 3 et bases R1 et R2. △

Exemple 20.180.
On veut calculer le volume du solide S, borné par le paraboloïde elliptique x2 ` 2y2 ` z “ 16 et le
plans x “ 2, x “ 0, y “ 2 y “ 0, z “ 0. On observe que la portion de paraboloïde elliptique qui
nous intéresse est le graphe de la fonction fpx, yq “ 16´x2 ´2y2 pour px, yq dans R “ r0, 2sˆr0, 2s.
La fonction f est continue ainsi que ses sections, donc on peut appliquer le théorème 20.177 et
décomposer l’intégrale double en deux intégrales simples :

ż

R
16 ´ x2 ´ 2y2 dV “

ż 2

0

ż 2

0
fpx, yq dxdy “

“
ż 2

0

„
p16 ´ 2y2qx´ x3

3

ȷx“2

x“0
dy “

“
„ˆ

32 ´ 8
3

˙
y ´ 4y3

3

ȷx“2

x“0
“ 64 ´ 16 ` 32

3 “ 48.

(20.566)

Vérifiez, comme exercice, qu’on obtient le même résultat en intégrant d’abord par rapport à y et
puis par rapport à x. △
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Exemple 20.181.
Dans les hypothèses du théorème 20.177 l’ordre des intégrations partielles ne change pas la valeur
de l’intégrale. En fait, si les calculs sont faits par des êtres humains l’ordre d’intégration peut faire
une certaine différence comme dans cet exemple. On veut évaluer la valeur de l’intégrale

ż

R2
fpx, yq dV

où

fpx, yq “
#
y sinpx, yq si px, yq P r1, 2, s ˆ r0, πs
0 sinon.

(20.567)

Les deux sections de fpx, yq “ y sinpxyq sont continues. Si on intègre d’abord par rapport à y on
obtient

´
ż 2

1

π cospπxq
x

dx`
ż 2

1

sinpπxq
x2 dx,

qui n’est pas du tout immédiat, alors que, si on intègre d’abord par rapport à x on obtient
ż π

0
cos y ´ cosp2yq dy.

△

20.25.9 Intégrales sur des parties de R2

On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ ?
1 ´ x2 sur son domaine, la boule unité

Bpp0, 0q, 1q. La théorie introduite jusqu’ici n’est pas suffisante pour résoudre ce problème, parce
que Bpp0, 0q, 1q n’est pas pavable. Les parties bornées de Rp sur lesquelles on peut intégrer des
fonctions sont dites mesurables (au sens de Riemann) parce que, comme on verra dans la suite, la
mesure d’une partie de Rp est l’intégrale (si il existe) de sa fonction caractéristique.

On peut dire qu’une partie de Rp est mesurable si son bord est «assez régulier». Dans R2 il est
suffisant que le bord de A soit une réunion finie de courbes paramétrées continues. En particulier,
on est très souvent dans un des deux cas suivants
Régions du premier type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions continues

de x
A “ tpx, yq P R2 : a ď x ď b, g1pxq ď y ď g2pxqu,

avec g1 et g2 continues.
Régions du deuxième type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions conti-

nues de y
A “ tpx, yq P R2 : c ď y ď d, h1pyq ď x ď h2pyqu,

avec h1 et h2 continues.

Exemple 20.182.
Il y a des régions qui sont des deux types au même temps, comme les boules centrées à l’origine, le
triangle de sommets p0, 0q, p0, aq et pb, 0q, ou la région C délimité par les courbes y “ 2x et y “ x2.
Cette dernière admet les représentations suivantes

C “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ď 1, x2 ď y ď 2xu,

et
C “ tpx, yq P R2 : 0 ď y ď 1, y{2 ď x ď ?

yu.
△
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‚
a

‚
b

g1

g2

(a) Une region du premier type

‚c

‚d

h1
h2

(b) Une region du deuxième type

Figure 20.17 – Régions du premier et du deuxième type

Définition 20.183.
Soit f une fonction de R2 dans R dont le support A est une région du premier ou du deuxième
type. On définit la fonction f̄ comme

f̄px, yq “
"
fpx, yq, si px, yq P A,
0, sinon. (20.568)

La fonction f est dite intégrable si f̄ est intégrable, et la valeur de son intégrale est

ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV.

Une fonction continue définie sur une région du premier ou du deuxième type est toujours
intégrable.

Pour fixer les idées on suppose ici que A est du premier type et contenue dans le pavé borné
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R “ ra, bs ˆ rc, ds. En suivant la définition on obtient
ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV “

“
ż b

a

ż d

c
f̄ dydx “

“
ż b

a

˜ż g1pxq

c
f̄ dy `

ż g2pxq

g1pxq
f̄ dy `

ż d

g2pxq
f̄ dy

¸
dx “

“
ż b

a

ż g2pxq

g1pxq
f dydx.

(20.569)

De même, si A est du deuxième type on obtient
ż

A
f dV “

ż d

c

ż h2pyq

h1pyq
f dxdy. (20.570)

Exemple 20.184.
On peut maintenant résoudre notre problème de départ, évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “?

1 ´ x2 sur Bpp0, 0q, 1q. Nous choisissons de décrire la boule unité de R2 comme une région du
premier type : Bpp0, 0q, 1q “ tpx, yq : x P r´1, 1s, ´?

1 ´ x2 ď y ď ?
1 ´ x2u.

I “
ż

B

a
1 ´ x2 dV “

ż 1

´1

ż ?
1´x2

´?
1´x2

a
1 ´ x2dydx (20.571)

La première intégrale à effectuer, par rapport à y, est l’intégrale d’une fonction constante. Ne pas
oublier que l’on intègre

?
1 ´ x2 par rapport à y ; c’est bien une constante et l’intégrale consiste

seulement à multiplier par y :

I “
ż 1

´1

”
y
a

1 ´ x2
ıy“?

1´x2

y“´?
1´x2

dx “ 2
ż 1

´1
p1 ´ x2qdx. (20.572)

Cela est à nouveau une intégrale simple à effectuer. Le résultat est

2
ż 1

´1
p1 ´ x2qdx “ 2

„
x´ x3

3

ȷx“1

x“´1
“ 8

3 . (20.573)

△

Remarque 20.185.
Toutes les techniques d’intégration à une variable restent valables. Par exemple, lorsqu’une des
intégrales est l’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à zéro,
l’intégrale vaut zéro.

20.186.
Par le lemme 14.163 nous savons que la mesure d’une région bornée de R2 est l’intégrale de sa
fonction caractéristique, si elle existe.

La mesure d’une région bornée de R2 est dite son aire, et celle d’une région bornée de R3 est
son volume. Voir aussi la remarque 21.11.

Exemple 20.187.
On veut calculer l’aire de la région de la figure 20.18 définie par

A “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, x3 ´ 1 ď y ď xu.
On considère l’intégrale

ż

R2
χA dV “

ż 1

0

ż x

x3`1
1 dy dx “

ż 1

0
´x3 ` x` 1 dx “ ´1

4 ` 1
2 ` 1 “ 5

4 .

△
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3

Figure 20.18 – La région A de l’exemple 20.187

Exemple 20.188.
Parfois la région sur laquelle on veut intégrer peut être décrite indifféremment de deux façons, mais
la fonction à intégrer nous force a choisir un ordre particulier. Vérifiez que la fonction fpx, yq “
sinpy2q sur la région triangulaire de sommets p0, 0q, p0, 2q, p2, 2q doit être intégrée d’abord par
rapport à x. △

Si une région bornée n’est pas de premier ou de deuxième type on peut normalement la découper
en morceaux plus faciles à décrire. On utilise alors la propriété suivante.

Lemme 20.189.
Soit A un sous-ensemble borné de R2 et soient B1 et B2 deux parties de A telles que B1 XB2 “ H
et B1 Y B2 “ A. Alors, pour toute fonction f intégrable sur A (et en particulier pour sa fonction
caractéristique) on a ż

A
f dV “

ż

B1

f dV `
ż

B2

f dV.

Exemple 20.190.
La région D que nous voyons sur la figure 20.19 est bornée par la parabole y2 “ 2x` 6 et la droite
y “ x ´ 1. La région D est une région du deuxième type. Nous pouvons aussi la décrire comme
l’union de deux régions du premier type D1 et D2,

D1 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, ´?
2x` 6 ď y ď ?

2x` 6u,
et

D2 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, x´ 1 ď y ď ?
2x` 6u.

△

20.25.10 Intégrales sur des parties de R3

Dans ces notes nous n’avons pas l’ambition de traiter d’une façon rigoureuse l’étude des en-
sembles mesurables de R3. Comme dans la section précédente on se limitera à considérer des cas
particuliers.

Définition 20.191.
Soit E une région de R3. On dit que E est une région solide de premier type si E est contenue
entre les graphes de deux fonctions continues de x et y.

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A Ă R2, u1px, yq ď z ď u2px, yqu.
Le sous-ensemble de A deR2 qui apparaît dans la définition 20.191 est la projection (ou l’ombre)

de E sur le plan x-y.
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Figure 20.19 – La région D de l’exemple 20.190

Exemple 20.192.
La région E donnée par une portion de sphère collée à un cône est une région solide de premier
type

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P B`p0, 0q, 1˘,
a
x2 ` y2 ď z ď

a
1 ´ x2 ´ y2u. (20.574)

L’ombre de E est la boule unité de R2. L’ensemble
a
x2 ` y2 ď z est un cône posé sur sa pointe

tandis que l’ensemble z ď a
1 ´ x2 ´ y2 est la demi-sphère. L’ensemble E contient les points entre

les deux, voir la figure 20.20.

´1 1

1

Figure 20.20 – Il faut voir ça en trois dimensions.

△

Si la fonction f , à intégrer sur E, et ses sections sont intégrables alors on peut réduire l’intégrale
ż

E
fpx, y, zq dV “

ż

A

˜ż u2px,yq

u1px,yq
fpx, y, zq dz

¸
dV “

“
ż

A
pF px, y, u2px, yqq ´ F px, y, u1px, yqqq dV,

(20.575)

où F est une primitive de f par rapport à la variable z, c’est-à-dire en considérant x et y comme
des constantes. Il faut ensuite évaluer la partie qui reste comme dans la section précédente. Comme
le calcul des aires dans R2, le calcul des volumes dans R3 est fait par des intégrales. En fait le
volume d’une région solide dans R3 est sa mesure.
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Définition 20.193.
La mesure d’une région de R3 est l’intégrale de sa fonction caractéristique.

Soit E une région solide du premier type, nous pouvons évaluer son volume par l’intégrale
ż

A
pu2px, yq ´ u1px, yqq dV.

Parfois c’est plus intéressant de calculer le volume avec la formule de réduction contraire : l’intégrale
double d’abord et puis l’intégrale simple par rapport à z. On parle alors de calcul de volume « par
tranche ».

Exemple 20.194.
On veut calculer le volume de la boule de rayon a, centrée à l’origine B “ tpx, y, zq P R3 |x2 `
y2 ` z2 ď a2u. On peut décrire B par

B “
!

px, y, zq P R3 | px, yq P Da,´
a
a2 ´ x2 ´ y2 ď z ď

a
a2 ´ x2 ´ y2

)
,

où Da est le disque de rayon a centré en p0, 0q, donc le volume B sera

2
ż

Da

a
a2 ´ x2 ´ y2dV.

Cette intégrale est un peu ennuyeuse à calculer. On peut simplifier le calcul en observant que pour
z̄ fixé dans l’intervalle r´a, as la section de la boule au niveau z̄ est un disque de rayon

?
a2 ´ z2.

L’aire d’un tel disque est πpa2 ` z2q. Si on réduit l’intégrale de volume de la façon
ż

B
1 dV “

ż a

´a

a
a2 ´ z2 dz,

on obtient tout de suite la valeur cherchée : le volume de B est 4{3πa3. △

Exemple 20.195.
On calcule l’intégrale de fpx, y, zq “ z sur la pyramide P bornée par le plans x “ 0, y “ 0,
x`y`z “ 1, x`y`z{2 “ 1. On remarque tout de suite que le plans x`y`z “ 1, x`y`z{2 “ 1
se coupent en la droite x ` y “ 1, z “ 0 (on se souvient qu’une droite dans R3, c’est deux
équations). Cela veut dire que la projection de P sur le plan x-y est le triangle T borné par les
droites x “ z “ 0, y “ z “ 0 et x` y “ 1, z “ 0. On décrit donc P par

P “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P T, 1 ´ 2x´ 2y ď z ď 1 ´ x´ yu
et T par

T “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1 ´ xu,
donc l’intégrale de f sur P est

ż

p
fpx, y, zq dV “

ż 1

0

ż 1´x

0

ż 1´x´y

1´2x´2y
z dz dy dx “ ´ 1

24 .

Notez que lorsque x et y sont entre 0 et 1, nous avons bien 1 ´ 2x ´ 2y ă 1 ´ x ´ y, d’où le fait
que nous mettons 1 ´ 2x´ 2y dans la borne inférieure de l’intégrale. △

De façon analogue on définit les régions solides du deuxième et du troisième type.

20.25.11 Intégrales de fonctions non bornées sur des ensembles non bornés

Soit f : Rn Ñ R, une fonction positive. On dit qu’elle est intégrable sur E Ă Rn si
(1) @r ą 0, la fonction frpxq “ fpxq1făr est intégrable sur Er ;
(2) la limite limrÑ8

ş
Er
fr est finie.
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Dans ce cas, on pose ż

E
f “ lim

rÑ8

ż

Er

fr. (20.576)

Théorème 20.196.
Soit E mesurable dans Rn et f : E Ñ R. Si f est mesurable et si il existe g : E Ñ R intégrable
sur E telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P E, alors f est intégrable sur E.

Réciproquement, si f est intégrable sur E, alors f est mesurable.

Lemme 20.197.
Si f est une fonction sur ra,8r, alors nous avons la formule

lim
bÑ8

ż b

a
fpxqdx “

ż 8

a
fpxqdx (20.577)

au sens où si un des deux membres existe, alors l’autre existe et est égal.

Démonstration. Supposons que le membre de gauche existe. Cela signifie que la fonction

ψpxq “
ż x

a
f (20.578)

est bornée. Soit M , un majorant. Pour toute fonction simple φ dominant f , on a
ş
φ ď M , donc

l’ensemble sur lequel on prend le supremum pour calculer
ş8
a f est majoré par M et possède donc

un supremum. Nous avons donc ż 8

a
f ď lim

bÑ8

ż b

a
f. (20.579)

20.25.12 Lemme de Morse

Lemme 20.198 (Lemme de Morse).
Soit f P C3pU ,Rq où U est un ouvert de Rn contenant 0. Nous supposons que df0 “ 0 et que d2f0
est non dégénérée 33 et de signature pp, n´ pq. Alors il existe un C1-difféomorphisme φ entre deux
voisinages de 0 dans Rn tel que

(1) φp0q “ 0,
(2) si φpxq “ u alors

fpxq ´ fp0q “ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (20.580)

Une autre façon de dire est qu’il existe un C1-difféomorphisme local ψ tel que

pf ˝ ψqpxq ´ fp0q “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n. (20.581)

Démonstration. Nous allons noter Hf la matrice hessienne de f , c’est-à-dire Hfa “ d2fa P
Lp2qpRn,Rq. Écrivons la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 20.151 avec p “ 0
et m “ 2) :

fpxq ´ fp0q “ df0pxqloomoon
“0

`
ż 1

0
p1 ´ tq d2ftxpx, xqlooooomooooon

xtpHfqtxx“xHftxx,xy
dt “ xtQpxqx (20.582)

avec
Qpxq “

ż 1

0
p1 ´ tqpHfqtxdt (20.583)

33. En tant qu’application bilinéaire.
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qui est une intégrale dans Lp2qpRn,Rq. Nous prouvons à présent que Q est de classe C1 en utilisant
le résultat de différentiabilité sous l’intégrale 17.28. Pour cela nous passons aux composantes (de
la matrice) et nous considérons

hkl : U ˆ r0, 1s Ñ R

hklpx, tq “ p1 ´ tq B2f

BxkBxl ptxq. (20.584)

Étant donné que f est de classe C3, la dérivée de hkl par rapport à xi ne pose pas de problèmes :

Bhkl
Bxi “ tpt´ 1q B3f

BxiBxkBxl ptxq, (20.585)

qui est encore continue à la fois en t et en x. La proposition 17.28 nous montre à présent que

Qklpxq “
ż 1

0
p1 ´ tqhklptxqdt (20.586)

est une fonction C1. Étant donné que les composantes de Q sont C1, la fonction Q est également
C1.

Nous avons Qp0q “ 1
2pHfq0 P Sn X GLpn,Rq, d’abord parce que f est C2 (et donc la matrice

hessienne est symétrique), ensuite par hypothèse d2f0 est non dégénérée.
À partir de là, le lemme 17.119 donne un voisinage V de Qp0q dans Sn et une application ϕ de

classe C1

ϕ : V Ñ GLpn,Rq (20.587)
telle que pour tout A P V ,

ϕpAqtQp0qϕpAq “ A. (20.588)
Si on pose M “ ϕ˝Q, et si x est dans un voisinage de zéro, Q étant continue nous avons Qpxq P V
et donc

Qpxq “ MpxqtQp0qMpxq. (20.589)
Notons que l’application M : R Ñ GLpn,Rq est de classe C1 parce que Q et ϕ le sont.

Nous avons

fpxq ´ fp0q “ xtQpxqx “ xtMpxqtQp0qMpxqx “ ypxqtQp0qypxq (20.590)

où ypxq “ Mpxqx “ pϕ ˝ Qqpxqx est encore une fonction de classe C1 parce que la multiplication
est une application C8.

D’un autre côté le théorème de Sylvester 9.233 nous donne une matrice inversible P telle que

Qp0q “ P t
ˆ
1p

´1n´p

˙
P. (20.591)

Et nous posons enfin u “ φpxq “ Pypxq qui est toujours de classe C1 et qui donne

fpxq ´ fp0q “ ytQp0qy (20.592a)

“ ytP t
ˆ
1

´1
˙
Py (20.592b)

“ ut
ˆ
1

´1
˙
u (20.592c)

“ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (20.592d)

Nous devons maintenant montrer que, quitte à réduire son domaine à un ouvert plus petit, φ
est un C1-difféomorphisme. Dans la chaine qui donne φ, seule l’application

g : U Ă Rn Ñ Rn

x ÞÑ Mpxqx (20.593)
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est sujette à caution. Nous allons appliquer le théorème d’inversion locale. Nous savons que g est
de classe C1 et donc différentiable ; calculons la différentielle en utilisant la formule (12.672) :

dg0pxq “ d

dt

”
gptxq

ı
t“0

“ d

dt

”
tMptxqx

ı
t“0

“ Mp0qx. (20.594)

Note que nous avons utilisé la règle de Leibnitz pour la dérivée d’un produit, mais le second terme
s’est annulé. Donc dg0 “ Mp0q P GLpn,Rq et g est localement un C1-difféomorphisme.

Il suffit de restreindre φ au domaine sur lequel g est un C1-difféomorphisme pour que φ devienne
lui-même un C1-difféomorphisme.

Définition 20.199.
Un point a est un point critique de la fonction différentiable f si dfa “ 0.

Corolaire 20.200 ([510]).
Les points critiques non dégénérés d’une fonction C3 sont isolés.

Démonstration. Soit a un point critique non dégénéré. Par le lemme de Morse 20.198, il existe un
C1-difféomorphisme ψ et un entier p tel que

pf ˝ ψqpxq “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n ` fpaq (20.595)

sur un voisinage U de a. Vue la formule générale dfxpuq “ ∇fpxq ·u, si x est un point critique de
f , alors ∇fpxq “ 0. Dans notre cas, les points critiques de f ˝ ψ dans U doivent vérifier xi “ 0
pour tout i, et donc x “ a.

Nous devons nous assurer que la fonction f elle-même n’a pas de points critiques dans U . Pour
cela nous utilisons la formule générale de dérivation de fonction composée :

∇pf ˝ ψqpxq “
ÿ

k

Bf
Byk

`
gpxq˘∇gkpxq. (20.596)

Si ψpxq est une point critique de f , alors le membre de droite est le vecteur nul parce que tous
les Bkf

`
ψpxq˘ sont nuls. Par conséquent le membre de gauche est également nul, et x est un point

critique de f ˝ ψ. Or nous venons de voir que f ˝ ψ n’a pas de points critiques dans U .
Donc f n’a pas de points critiques dans un voisinage d’un point critique non dégénéré.

20.26 Autres intégrales sympathiques

20.26.1 Intégrale de Wallis

Lemme 20.201 ([511]).
Soit n ą 0. En posant In “ ş

sinnpxqdx, nous avons :

In “ cospxq sinn´1pxq
n

` n´ 1
n

In´2, (20.597)

c’est-à-dire ż
sinnpxqdx “ n´ 1

n

ż
sinn´2ptqdt´ sinn´1pxq cospxq

n
. (20.598)

De la même manière,
ż

cosnpxqdx “ cosn´1pxq sinpxq
n

` n´ 1
n

ż
cosn´2pxqdx. (20.599)

Démonstration. Nous posons In “ ş
sinnptqdt, et nous y allons par récurrence. D’abord pour n “ 1.

Dans ce cas, la formule à démontrer se réduit à
ż

sinpxqdx “ cospxq. (20.600)
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Pas de problèmes.
Pour n ě 2, nous évaluons l’intégrale In en utilisant une intégration par partie 34 en posant

"
u “ sinn´1ptq (20.601a)
v1 “ sinptq (20.601b)

et en déduisant
"
u1 “ pn´ 1q sinn´2ptq cosptq (20.602a)
v “ ´ cosptq. (20.602b)

Nous avons alors le calcul

In “ ´ cospxq sinn´1pxq `
ż

pn´ 1q sinn´2pxq cos2pxqdx (20.603a)

“ ´ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1q
ż

sinn´2 cos2pxqloomoon
“1´sin2pxq

dx (20.603b)

“ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1q
ż

sinn´2pxqdx
looooooomooooooon

“In´2

´pn´ 1q
ż

sinnpxq
loooomoooon

“In

dx (20.603c)

Nous avons donc déjà prouvé que

In “ cospxq sinn´1pxq ` pn´ 1qpIn´2 ´ Inq. (20.604)

En isolant In,

In “ cospxq sinn´1pxq
n

` n´ 1
n

In´2. (20.605)

La formule (20.599) se démontre de la même façon.

Lemme 20.202 ([512, 513]).
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnptqdt. (20.606)

Alors :
(1) une formule de récurrence :

Wn “ n´ 1
n

Wn´2, (20.607)

(2) et une formule un peu explicite :

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (20.608)

Démonstration. Le nombre Wn est seulement la seconde intégrale du lemme 20.201, évaluée entre
0 et π{2. En partant donc de (20.599), nous avons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx “

„
cosn´1pxq sinpxq

n

ȷπ{2

0
` n´ 1

n

ż π{2

0
cosn´2pxqdx. (20.609)

Le terme aux bords disparaît grâce aux valeurs trigonométriques remarquables 35. Il reste immé-
diatement

Wn “ n´ 1
n

Wn´2. (20.610)

34. Proposition 20.134.
35. Par exemple la proposition 18.19(10).
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À partir de là, nous démontrons (20.608) par récurrence. D’abord pour n “ 0, c’est l’égalité
W0 “ π{2 qui est correcte parce que

ż π{2

0
cos0pxqdx “

ż π{2

0
1dx. (20.611)

Pour la récurrence elle-même,

W2pn`1q “ 2n` 1
2pn` 1qW2n (20.612a)

“ 2n` 1
2n` 2

p2nq!
p2nn!q2

π

2 (20.612b)

. . .pas mal de petits calculs . . . (20.612c)

“ p2n` 2q!`pn` 1q!2n`1
˘2
π

2 . (20.612d)

Voilà.

Maintenant, la suite pWnq se divise en ses termes pairs et ses termes impairs. Pour les pairs,
nous avons une formule assez explicite donnée par le lemme 20.202. Pour les termes impairs, nous
n’avons rien. Dans tous les cas, nous avons la formule de récurrence

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (20.613)

qui ne sert à rien pour déduire des choses sur les termes impairs à partir de ce que l’on sait des
termes pairs.

Sommes-nous perdus ? Non. La situation se débloque grâce au lemme suivant.

Lemme 20.203.
La suite donnée par

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (20.614)

est décroissante.

Démonstration. Vu que l’intégrale est sur r0, π{2s, le nombre cospxq prend ses valeurs dans r0, 1s.
Nous avons donc

cosn`1pxq ď cosnpxq. (20.615)
Les intégrales suivent les mêmes inégalités.

Ce lemme permet de relancer le jeu parce que les termes impairs sont coincés entre les termes
pairs, qui décroissent. Les termes impairs doivent donc décroître à la même vitesse. Le lemme
suivant met cela en musique.

Lemme 20.204.
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (20.616)

La fonction α : N Ñ R définie par Wn “ αpnqWn´1 vérifie limnÑ8 αpnq “ 1.

Démonstration. Parce que nous en aurons besoin, nous triturons d’abord un peu la formule de
récurrence (20.607). D’abord nous l’inversons un peu pour avoir

Wn “ n` 2
n

Wn`2, (20.617)

et ensuite nous écrivons
Wn´1 “ n` 1

n
Wn`1. (20.618)
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Ne vous posez pas de questions, ça va être utile. Le fait que la suite soit décroissante (lemme
20.203) nous permet d’écrire

Wn`2 ď Wn ď Wn´1. (20.619)

En y remplaçant Wn par αpnqWn`1 et Wn´1 par (20.618),

Wn`1 ď αpnqWn`1 ď n` 1
n

Wn`1. (20.620)

Nous simplifions par Wn`1 et nous trouvons l’encadrement, valable pour tout n :

1 ď αpnq ď n` 1
n

. (20.621)

Nous en déduisons par la règle de l’étau que αpnq Ñ 1.

Lemme 20.205.
Soit

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx. (20.622)

Encore plusieurs choses à dire.
(1) Pour tout n nous avons

nWnWn´1 “ π

2 . (20.623)

(2) Nous avons l’équivalence de suites 36

Wn „
c

π

2n. (20.624)

Démonstration. En deux parties
(i) La suite constante Nous posonsKn “ nWnWn´1. Grâce aux formules de récurrence (20.607)

que nous écrivons sous la forme

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (20.625a)

Wn`1 “ n

n` 1Wn´1, (20.625b)

nous avons

Kn`1 “ pn` 1qWn`1Wn “ pn` 1q n

n` 1
n´ 1
n

Wn´2Wn2 “ pn´ 1qWn´1Wn´2 “ Kn´1.

(20.626)
Nous avons montré que Kn`1 “ Kn´1.
Il nous reste à prouver que K1 “ K2 “ π

2 . Pour cela nous avons immédiatement W0 “ π
2

ainsi que

W1 “
ż π{2

0
cosptqdt “ 1. (20.627)

Pour W2, il ne faut pas calculer d’intégrales, mais seulement utiliser la formule (20.608).
Nous trouvons vite W2 “ π

4 . Donc

K1 “ W1W0 “ π

2 (20.628)

et
K2 “ 2W2W1 “ π

2 . (20.629)

36. Définition 10.30.
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(ii) L’équivalence de suites Soit la fonction α définie par Wn “ αpnqWn´1. Le lemme 20.204
nous dit que αpnq Ñ 1. Nous l’utilisons dans (20.623) :

π

2 “ nWnWn´1 “ nαpnqW 2
n´1. (20.630)

Donc
W 2
n´1 “ π

2nαpnq , (20.631)

et

Wn´1

d
1

αpnq
c

π

2n. (20.632)

Vu que le coefficient
a

1{αpnq tend vers 1 pour n Ñ 1, nous avons l’équivalence demandée.

20.26.2 Formule de Stirling

Lemme 20.206 ([514]).
Si n P N nous avons la formule

lnp1 ` 1
n

q “ 2
8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(20.633)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser astucieusement le développement de la proposition 15.97. Nous
avons d’une part

lnp1 ` tq “
8ÿ

k“1
p´1qk`1x

k

k
(20.634)

et d’autre part,

´ lnp1 ´ tq “
8ÿ

k“1

xk

k
. (20.635)

Cela permet de calculer, en utilisant l’associativité de la série 37

ln
ˆ

1 ` t

1 ´ t

˙
“ lnp1 ` tq ´ lnp1 ´ tq (20.636a)

“
8ÿ

k“1

ˆp´1qk`1xk

k
` xk

k

˙
(20.636b)

“ 2
8ÿ

k“0

x2k`1

2k ` 1 (20.636c)

parce que tous les termes pairs s’annulent, tandis que les termes impairs sont doublés. Notez que
la somme dans (20.636c) commence à k “ 0, contrairement aux autres qui commencent à 1.

Et là c’est l’astuce : on écrit l’égalité (20.636) avec le t qu’il faut pour que

1 ` t

1 ´ t
“ 1 ` 1

n
. (20.637)

Nous posons donc t “ 1
2n`1 nous avons

ln
ˆ

1 ` 1
n

˙
“ 2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
, (20.638)

ce qu’il fallait.
37. Proposition 11.90.
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Lemme 20.207 (Formule de Stirling[515, 516, 512, 514, 517]).
Nous avons l’équivalence de suites 38

n! „
´n
e

¯n ?
2πn. (20.639)

Démonstration. Nous posons
an “ n!?

2n
`
n
e

˘n (20.640)

et bn “ lnpanq.
(i) Une formule pour bn ´ bn`1 Nous faisons un beau calcul qui utilise les formules de la pro-

position 15.81 ainsi que lnpeq “ 1 :

bn ´ bn`1 “ ln
ˆ

an
an`1

˙
(20.641a)

“ ln
˜

pn` 1qn`1{2

nn`1{2
1
e

¸
(20.641b)

“ ln
ˆ

pn` 1
n

qn`1{2
˙

´ 1 (20.641c)

“
ˆ
n` 1

2

˙
lnp1 ` 1

n
q ´ 1. (20.641d)

(ii) La suite pbnq est décroissante Nous écrivons l’égalité (20.641) en utilisant le lemme 20.206 :

bn ´ bn`1 “ pn` 1
2q lnp1 ` 1

n
q ´ 1 (20.642a)

“ 1
2p2n` 1q2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
´ 1 (20.642b)

“ p2n` 1q
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(20.642c)

“
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k
. (20.642d)

Notez que le terme k “ 0 s’est simplifié avec le ´1. Vu que le tout est une somme de termes
positifs, nous avons

bn ´ bn`1 ą 0 (20.643)
et la suite est décroissante.

(iii) Majoration pour bn ´ bn`1 Vu que 1
2k`1 ă 1, nous pouvons majorer :

bn ´ bn`1 ď
8ÿ

k“1

ˆ
1

p2n` 1q2

˙k
. (20.644)

Nous remarquons que cela est une série géométrique déjà traitée dans la proposition 11.119.
Nous faisons un peu de calcul en partant de

8ÿ

k“1
qn “ q

1 ´ q
(20.645)

avec q “ 1
p2n`1q2 . Après quelques simplifications,

bn ´ bn`1 ď 1
4

1
npn` 1q (20.646)

38. Définition 10.30.
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(iv) Le coup de la somme télescopique Nous avons

b1 ´ bn “ pb1 ´ b2q ` pb2 ´ b3q ` . . .` pbn1 ´ bnq. (20.647)

Chacun de ces termes est majoré ; nous avons donc

b1 ´ bn ă 1
4

n´1ÿ

m“1

1
mpm` 1q ď 1

4

8ÿ

m“1

1
mpm` 1q “ 1

4 (20.648)

grâce au lemme 11.123 pour la dernière somme.
(v) La suite bn est bornée vers le bas Vu que b1 “ 1 ´ lnp2q

2 , nous avons

bn ą b1 ´ 1
4 “ 3

4 ´ lnp2q
2 . (20.649)

En utilisant la majoration de l’exemple 20.150 nous trouvons

0.327 ď bn ď 0.427. (20.650)

Cet encadrement n’est pas très important. Le point est que la suite pbnq soit bornée vers le
bas ; savoir que la borne est strictement positive n’est pas indispensable.

(vi) Une limite pour panq La suite pbnq est décroissante et bornée vers le bas, donc elle est
convergente par le lemme 10.31. Vu que l’exponentielle est une fonction continue 39, la suite
an “ ebn est également convergente.
Vu que limnÑ8 bn ą 0, nous avons limnÑ8 an “ elimnÑ8 bn ą 1.
L’important est que nous sachions que panq est une suite convergente. Nous notons L sa
limite :

lim
nÑ8

n!?
2n

`
n
e

˘n “ L. (20.651)

Ou encore :
lim
nÑ8

n!
L

?
2n

`
n
e

˘n “ 1. (20.652)

Autrement dit, en posant
n! “ αpnqL?

2n
´n
e

¯n
, (20.653)

nous avons limnÑ8 αpnq “ 1.
(vii) Introduction de Wallis Nous avons déjà parlé dans le lemme 20.202 du nombre

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (20.654)

Le lemme 20.205 implique que la suite In “ W2n est équivalente à
a
π{4n.

Cela étant dit, nous faisons un gros calcul en remplaçant les factorielles dans W2n par la
formule (20.653). Après pas mal de calculs 40, nous trouvons

In “ αp2nq
αpnq2

1?
n

π

2n. (20.655)

Nous avons donc c
π

4n „ αp2nq
αpnq2

π?
n

1
2L. (20.656)

Il existe donc une fonction βpnq avec βpnq Ñ 1 telle que
?
π

2
1?
n

“ βpnqαp2nq
αpnq2

π?
n

1
2L. (20.657)

39. Parce qu’elle est dérivable, voir par exemple le théorème 15.73.
40. Si vous êtes en manque de papier de brouillon, c’est le moment de vous inquiéter.
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En simplifiant par 1{?
n, ?

π

2 “ βpnqαp2nq
αpnq2

π

2L. (20.658)

Nous prenons à présent la limite n Ñ 8 en nous rappelant que α et β donnent 1. Après
simplifications, nous trouvons

L “ ?
π. (20.659)

(viii) La fin Nous introduisons la valeur L “ ?
π dans l’expression (20.653) de la factorielle :

n! “ αpnq?
2πn

´n
e

¯n
. (20.660)

La dernière équation est exactement ce qui signifie l’équivalence de suite demandée.

20.26.3 La fonction sinus cardinal, intégrale de Dirichlet

Définition 20.208.
La fonction sinus cardinal est

fptq “
#

1 si t “ 0
sinptq
t sinon.

(20.661)

Elle sert à plein de choses. Entre autres, le lemme 20.211 montrera que la fonction x ÞÑ
| sinpxq{x| a une intégrale sur R qui vaut 8. Cela nous permettra de donner un exemple d’une
fonction dans L1pRq dont la transformée de Fourier n’est pas dans L1pRq (lemme 29.8).

20.209.
Le but que nous nous fixons maintenant est de prouver que

ż 8

0

sinptq
t

dt “ π

2 . (20.662)

Un adage dit que si un théorème est trop long, c’est qu’il n’a pas assez de lemmes. Nous allons
faire plein de lemmes.

Lemme 20.210.
La fonction sinus cardinal est continue.

Démonstration. Elle est continue en zéro parce que le lemme 18.239 nous donne

lim
tÑ0

sinptq
t

“ 1. (20.663)

Nous commençons par une mauvaise nouvelle.

Lemme 20.211 ([1]).
Nous avons ż

R

|sinpxq
x

|dx “ 8. (20.664)

Démonstration. Soit δ ą 0 tel que sur l’intervalle rπ2 ´ δ, π2 ` δs, nous ayons sinpxq ą 0.9 41 .
Les intervalles Ik “ rπ2 ´ δ ` 2kπ, π2 ` δ ` 2kπs sont disjoints et la fonction que nous intégrons

est partout positive. Nous découpons

R “ C `
8ď

k“0
rπ2 ´ δ ` 2kπ, π2 ` δ ` 2kπs (20.665)

41. Ça existe par une astucieuse combinaison du théorème 10.82 des valeurs intermédiaires, de la valeur remar-
quable sinpπ{2q “ 1 (de (18.40)) et du fait que sin est continue (proposition 18.1).
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où C est le complémentaire qu’il faut pour faire R.
La σ-additivité de l’intégrale de Lebesgue (proposition 14.194) nous indique que

ż

R

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌ “
ż

C

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌ `
8ÿ

k“0

ż

Ik

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx (20.666)

Vu que tous les termes sont positifs, nous obtenons une majoration en en supprimant un. Allons-y :

ż

R

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx ě

8ÿ

k“0

ż

Ik

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx (20.667a)

ě
8ÿ

k“0
0.9

ż

Ik

1
x
dx (20.667b)

ě 0.9
8ÿ

k“0
2δ 1

π
2 ´ δ ` 2kπ (20.667c)

ě 1.8δ
8ÿ

k“0

1
2πpk ` 1q (20.667d)

“ 1.8δ
2π

8ÿ

k“0

1
k ` 1 . (20.667e)

Justifications :
— Pour (20.667c), nous avons majoré 1

x par 1
π
2 `δ`2kπ sur Ik.

— Pour (20.667d), nous avons dit que π
2 ` δ ă 2π.

La dernière somme dans (20.667) diverge.
Donc la fonction sinus cardinal n’est pas dans L1pRq.

La mauvaise nouvelle suivante en est un corolaire immédiat.

Lemme 20.212.
La fonction t ÞÑ sinptq

t n’est pas intégrable sur r0,8r au sens de Lebesgue.

Démonstration. Le lemme 20.211 nous dit que
ş8
0 |f | “ 8. Dans ce cas,

ş8
0 f n’existe pas par le

lemme 14.175.

Donc l’intégrale
ş8
0

sinptq
t dt n’existe pas parce que la définition de l’intégrale de Lebesgue ne

permet pas de profiter des compensations qui arrivent entre les valeurs positives et négatives.
Nous définissons donc ż 8

0

sinptq
t

dt “ lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt. (20.668)

Pour chaque b, l’intégrale existe sans problèmes (fonction continue sur le compact r0, bs), et les
compensations se font. Il n’est pas pas sans espoir que la limite (20.668) existe et valle un nombre
fini.

Lemme 20.213 ([518]).
La limite

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt (20.669)

existe dans R.

Démonstration. En plusieurs parties.
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(i) Découpage Nous découpons l’intervalle r0, bs en morceaux du type rkπ, pk ` 1qπs et un
morceau restant lorsque b n’est pas un multiple de π :

r0, bs “
Npbq´1ď

k“0
rkπ, pk ` 1qπs Y rNpbqπ, bs (20.670)

où Npbq est un entier bien choisi 42. En tout cas limbÑ8 Npbq “ 8.
(ii) Majoration 1 Pour chaque b P R` nous avons

ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0

ż
“
kπ,pk`1qπ

‰ sinptq
t

dt`
ż

r
`
Npbq`1

˘
π,bs

sinptq
t

(20.671)

Dans le dernier terme, nous majorons | sinptq| ď 1 et 1
t ď `

Npbq ` 1
˘
π. Cela donne

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż
“`
Npbq`1

˘
π,b
‰ sinptq

t

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď b´ `

Npbq ` 1
˘
π`

Npbq ` 1
˘
π

ď 1
Npbq ` 1 (20.672)

où nous avons encore majoré b ď `
Npbq ` 2

˘
π.

(iii) Majoration 2 En ce qui concerne les autres termes, sur l’intervalle rkπ, pk ` 1qπs, nous
avons sinptq “ p´1qk| sinptq|. Nous avons alors

ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt` αpbq (20.673)

où |αpbq| ď 1
Npbq`1 ; l’important est que limbÑ8 αpbq “ 0.

(iv) Une suite alternée L’inégalité (20.673) nous incite à étudier la série
ř8
k“0p´1qkak en

ayant posé

ak “
ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt. (20.674)

Nous montrons à présent que la suite pakq vérifie les conditions du critère des séries alternées
11.124.
D’abord, ak`1 ď ak. En effet en utilisant le changement de variables 43 u “ t´ π,

ak`1 “
ż pk`2qπ

pk`1qπ
| sinptq|

t
dt “

ż pk`1qπ

kπ

| sinpu` πq|
u` π

du “
ż pk`1qπ

kπ

| sinpuq|
u` π

du ă ak. (20.675)

Nous avons utilisé le fait que | sinpu` πq| “ | sinpuq| pour tout u.
De plus, vu que | sinptq| ď 1 et que t P rkπ, pk ` 1qπs, nous avons

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

ď
ż pk`1qπ

kπ

1
kπ

“ pk ` 1qπ ´ kπ

kπ
“ 1
k
. (20.676)

Donc ak ď 1
k Ñ 0.

Le critère des séries alternées 11.124 nous dit que

8ÿ

k“0
p´1qkak ă 8. (20.677)

42. Il me semble que le traitement de ce terme manque dans [518].
43. Le théorème 14.265 est toujours bon à citer.
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(v) Conclusion Nous repartons de (20.673) :
ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt` αpbq. (20.678)

Cette égalité est valable pour tout b P R`. Le passage à la limite b Ñ 0 à droite donne un
nombre fini ; donc à gauche aussi, et nous avons prouvé que

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt ă 8. (20.679)

Notre tache n’est donc pas sans espoir. Au moins l’intégrale que nous cherchons à évaluer est
finie.

Lemme 20.214.
Soit x P s0,8r. L’intégrale

F pxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt (20.680)

existe au sens de Lebesgue usuel.

Démonstration. Vu qu’en t “ 0 nous avons sinptq
t “ 1, il n’y a pas de problèmes de ce côté. Lorsque

t ą 1 nous avons la majoration
|e´tx sinptq

t
| ď |e´tx|. (20.681)

Lorsque t est assez grand, le lemme 15.102 nous donne aussi la majoration

|e´tx| ď 1
t2
. (20.682)

La proposition 14.261(2) implique que
ş8
1

1
t2 ă 8. Et les majorations font que la proposition 14.164

nous donne le résultat.

Lemme 20.215 ([518]).
Il existe une constante C P R telle que

Ipxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` C (20.683)

pour tout x ą 0.

Démonstration. En permutant dérivée et intégrale, nous allons prouver que I 1pxq “ ´ 1
1`x2 .

(i) Permuter Nous posons
fpx, tq “ e´tx sinptq

t
, (20.684)

et nous vérifions les hypothèses du théorème 17.19.

(1) Pour chaque x ą 0 fixé, la fonction t ÞÑ fpx, tq est intégrable sur r0,8r, c’est le lemme
20.214.

(2) Pour t ą 0 fixé, la fonction x ÞÑ fpx, tq est dérivable.
(3) Nous avons la dérivée partielle

Bf
Bx px, tq “ ´e´tx sinptq (20.685)

qui vérifie
|Bf
Bx px, tq| ď e´tx, (20.686)

alors que la fonction t ÞÑ e´tx est intégrable sur r0,8r.
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Nous pouvons donc dériver sous l’intégrale et obtenir

F 1pxq “ ´
ż 8

0
e´xt sinptqdt. (20.687)

(ii) Quelques intégrations par partie Nous posons

Jpxq “
ż 8

0
e´xt sinptqdt. (20.688)

Cette intégrale est une intégrale de Lebesgue toute simple. En effet, posons provisoirement
sptq “ e´xt sinptq. La partie positive de s vérifie s`ptq ď e´xt et la partie négative vérifie
s´ptq ą ´e´xt. Les deux ont une intégrale qui converge. La définition 14.174 dit alors que J
est une intégrale tout à fait propre. Elle serait d’ailleurs mieux écrite sous la forme

Jpxq “
ż

r0,8s
e´xt sinptqdt. (20.689)

Bref. Tout ça pour dire que nous avons tout à fait le droit de la faire par parties 44, en deux
fois.
D’abord en posant u “ e´xt et v1 “ sinptq nous avons

Jpxq “ “´e´xt cosptq‰t“8
t“0 ´

ż 8

0
p´qxe´xtp´q cosptqdt “ 1 ´ x

ż 8

0
e´xt cosptqdt. (20.690)

Nous faisons l’intégrale encore par parties en posant u “ e´xt et v1 “ cosptq :
ż 8

0
e´xt cosptqdt “ “

e´xt sinptq‰8
0 ´

ż 8

0
p´qe´xt sinptqdt “ Jpxq. (20.691)

Donc

Jpxq “ 1 ´ x

ż 8

0
e´xt cosptqdt (20.692a)

“ 1 ´ x

ż 8

0
e´xt cosptqdt (20.692b)

“ 1 ´ x
´
x

ż 8

0
e´xt sinptqdt

looooooooomooooooooon
Jpxq

¯
(20.692c)

“ 1 ´ x2Jpxq. (20.692d)

Voilà qui prouve que Jpxq “ 1
1`x2 , et donc que

F 1pxq “ ´Jpxq “ ´ 1
1 ` x2 . (20.693)

(iii) Et enfin Le théorème 18.37(2) nous dit que la dérivée de la fonction arctan est précisément
1{p1 ` xq. Donc F et arctan ont la même dérivée (au signe près). Donc il existe C P R tel
que

F pxq “ ´ arctanpxq ` C (20.694)

pour tout x ą 0.

44. Proposition 20.134.
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Lemme 20.216.
Nous avons

F pxq “
ż 8

0
e´xt sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 (20.695)

pour tout x ą 0.

Démonstration. Le but de ce lemme est de fixer la constante laissée arbitraire dans le lemme
20.215. Nous savons qu’il existe C P R tel que

F pxq “ ´ arctanpxq ` C. (20.696)

Le but est de prendre la limite x Ñ 8 des deux côtés.
Par le lemme 18.240, nous avons | sinptq

t | ď 1 sur r0,8r. Donc

F pxq ď
ż 8

0
e´xtdt “

„
´ 1
x
e´xt

ȷt“8

t“0
“ 1
x
. (20.697)

Vu que F pxq ď 1
x pour tout x, nous avons certainement limxÑ8 F pxq “ 0.

D’autre part,
lim
xÑ8 arctanpxq “ π

2 . (20.698)

En passant à la limite dans (20.696), nous avons

0 “ ´π

2 ` C, (20.699)

et donc C “ π{2.

Nous avons maintenant la formule

F pxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 (20.700)

qui est valable pour tout x ą 0.
Notre but sera de prendre la limite x Ñ 0 des deux côtés. Vu que arctan est continue, le

membre de droite ne pose pas de problèmes et donne π{2. Pour le membre de gauche, il faut
encore permuter une limite et une intégrale.

Pour la suite, nous allons étudier[518]
ż 8

0
p1 ´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.701)

Cette intégrale n’existe pas au sens de Lebesgue et est définie par

Lpxq “ lim
bÑ8

ż b

0
p1 ´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.702)

Rien n’indique cependant pour l’instant que cette limite existe.

Lemme 20.217 ([518]).
Soit x ą 0. Nous posons

Lkpxq “
ż pk`1qπ

kπ
p1 ´ e´txq | sinptq|

t
dt. (20.703)

La suite pLkpxqqkPN satisfait le critère des séries alternées 45, c’est-à-dire que cette suite est positive,
décroissante à limite nulle.

Démonstration. Notons que chacune des intégrales Lkpxq est sans problèmes : fonction continue
sur un compact. Trois éléments à prouver.

45. Théorème 11.124.



20.26. AUTRES INTÉGRALES SYMPATHIQUES 1719

(i) Positive Vu que dans toute notre histoire, x, t ą 0, nous avons 1 ´ e´tx ą 0 et donc toute
la fonction intégrée est positive.

(ii) Tend vers zéro Vu que 1 ´ e´tx ă 1, nous avons

Lkpxq ď
ż pk`1qπ

kπ

1
t
dt ď π

1
kπ

“ 1
k
. (20.704)

Donc limkÑ8 Lkpxq “ 0.
(iii) Décroissante Nous devons à présent prouver que Lkpxq est décroissante en k lorsque x est

fixé.
Nous avons Lk`1p0q “ Lkp0q pour tout k. Nous allons montrer que L1

k`1pxq ă L1
kpxq pour

tout x ą 0. De cette façon nous aurons bien Lk`1pxq ă Lkpxq pour tout k et x.
En permutant (encore) intégrale et dérivée,

L1
k`1pxq “

ż pk`2qπ

pk`1qπ
e´tx| sinptq|dt (20.705a)

“
ż pk`1qπ

kπ
e´pu`πqx| sinpu` πq| (20.705b)

“ e´πx
ż pk`1qπ

kπ
e´ux| sinpuq|du (20.705c)

“ e´πxL1
kpxq. (20.705d)

Justifications :
— Pour (20.705a), permuter dérivée et intégrale ; je ne donne pas tout le détail. Ça a déjà

été fait.
— Pour (20.705b), nous avons fait le changement de variables u “ t´ π.
— Pour (20.705c), nous avons utilisé le fait que | sinpu`πq| “ | sinpuq| ainsi que e´pu`πqx “

e´uxe´πx par (12.1122).
Nous avons donc prouvé que

L1
k`1pxq “ e´πxL1

kpxq ă L1
kpxq. (20.706)

Lemme 20.218.
Pour chaque x ą 0, nous avons la limite

lim
bÑ8

ż b

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq ă 8. (20.707)

Démonstration. Nous fixons (provisoirement) b et nous découpons l’intervalle d’intégration comme

r0, bs “
Nď

k“1
rkπ, pk ` 1qπs Y “pN ` 1qπ, b‰ (20.708)

où N est une fonction de b ; quelque chose comme Npbq est le plus grand entier tel que
`
Npbq`1

˘
π ď

π. Sur chacun des intervalles nous avons sinptq “ p´1qk| sinptq|. Nous avons donc

ż b

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “

Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ
p1 ´ e´txq | sinptq|

t
dt

`
ż b

pN`1qπ
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt

(20.709)
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Le premier terme est
řNpbq
k“0 Lkpxq, dont nous savons que la limite b Ñ 8 existe parce que Lkpxq

vérifie le critère des séries alternées (lemme 20.217). En ce qui concerne le second terme,

ˇ̌ ż b

pN`1qπ
p1 ´ e´txqsinptq

t

ˇ̌ ă b´ pN ` 1qπ
pN ` 1qπ ă 1

Npbq ` 1 . (20.710)

La dernière inégalité est le fait que Npbq est choisi pour avoir b´ `
Npbq ` 1

˘
π ă π.

Les deux termes de (20.709) ont donc une limite lorsque b Ñ 8. Nous pouvons donc passer à
la limite en sommant les deux limites :

ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq. (20.711)

Cette égalité est valable pour chaque x ą 0.
Le fait que la limite soit finie est dans le critère des séries alternées. Pour chaque x, la suite

Lkpxq vérifie ce critère par le lemme 20.217.

Lemme 20.219.
Nous avons

lim
xÑ0`

ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “ 0. (20.712)

Démonstration. La définition de l’intégrale ainsi que le lemme 20.218 nous ont déjà donné
ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “ lim

bÑ8

ż b

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq (20.713)

ainsi que l’assurance que le tout est un nombre réel fini 46.

(i) Majoration pour la série alternée Nous majorons un peu. Pour x ą 0 et N P N nous
avons

|
Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq| ď

Nÿ

k“0
|Lkpxq| (20.714a)

“
Nÿ

k“0

ˇ̌ ż pk`1qπ

kπ
p1 ´ e´txq | sinptq|

t
dt
ˇ̌

(20.714b)

ď
Nÿ

k“0

ż pN`1qπ

kπ
p1 ´ e´txq | sinptq|

t
dt (20.714c)

“
ż pN`1qπ

0
p1 ´ e´txq | sinptq|

t
dt (20.714d)

ď
ż pN`1qπ

0
tx

| sinptq|
t

dt (20.714e)

ď
ż pN`1qπ

0
xdt (20.714f)

“ xpN ` 1qπ. (20.714g)

Justifications :
— Pour (20.714b) c’est la définition (20.703).
— Pour (20.714e), c’est le fait que 0 ď 1 ´ e´u ď u pour tout u ě 0 ainsi que la sous-

additivité de l’intégrale de la proposition 14.180.

46. De toutes façons, il n’existe pas de nombres réels infinis, mais vous voyez ce que je veux dire.
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(ii) Majoration pour l’intégrale Nous fixons N P N, et nous avons :

ˇ̌
lim
bÑ8

ż b

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt
ˇ̌ “ ˇ̌ 8ÿ

k“0
p´1qkLkpxqˇ̌ (20.715a)

“ ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq `

8ÿ

k“N`1
p´1qkLkpxqˇ̌ (20.715b)

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxqˇ̌ ` ˇ̌ 8ÿ

k“N`1
p´1qkLkpxqˇ̌ (20.715c)

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxqˇ̌ ` LN`1pxq (20.715d)

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxqˇ̌ ` 1

N ` 1 (20.715e)

(20.715f)

Justifications :
— Pour (20.715d) c’est le reste du critère des séries alternées, théorème 11.124(3).
— Pour (20.715e) c’est la majoration (20.704) déjà faite.

(iii) Les deux ensemble Pour chaque N et pour chaque x ą 0 nous avons, en mettant (20.714)
au bout de (20.715) :

ˇ̌ ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt
ˇ̌ ď xpN ` 1qπ ` 1

N ` 1 . (20.716)

En prenant la limite x Ñ 0 nous trouvons

lim
xÑ0

ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt ď 1

N ` 1 (20.717)

pour tout N . Donc cette limite est nulle :

lim
xÑ0

ż 8

0
p1 ´ e´txqsinptq

t
dt “ 0. (20.718)

Maintenant que nous avons fait plein de lemmes, nous pouvons énoncer notre résultat principal,
et le démontrer facilement.

Théorème 20.220 (Intégrale de Dirichlet[518]).
Nous avons

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt “ π

2 . (20.719)

Nous avons écrit limbÑ8
şb
0

sinptq
t dt et non

ş8
0

sinptq
t dt parce que cette dernière intégrale n’existe

pas vraiment au sens de Lebesgue, voir le lemme 20.212. Dans la suite nous écrirons cependantş8
0

sinptq
t dt, en gardant en tête que cela n’est défini que via la limite.

Démonstration. Nous nommons D la valeur que nous cherchons. Le lemme 20.213 nous assure que

D “ lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

ă 8. (20.720)

Le lemme 20.216 nous donne, quant à lui,

lim
bÑ8

ż b

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 . (20.721)
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Vu que les deux limites existent, on peut permuter somme et limite 47 :

D ` arctanpxq ´ π

2 “ lim
bÑ8

` ż b

0

sinptq
t

`
ż b

0
e´tx sinptq

t
dt
˘

(20.722a)

“ lim
bÑ8

ż b

0
p1 ´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.722b)

Pour (20.722b), nous avons des fonctions bornées sur un intervalle borné (s0, br), donc il n’y a pas
de mal à sommer les intégrales.

Donc pour tout x ą 0, nous avons

D ` arctanpxq ´ π

2 “
ż 8

0
p1 ´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.723)

Nous passons à la limite x Ñ 0 en utilisant le lemme 20.219 et le fait que arctanp0q “ 0 (lemme
18.40) :

D ´ π

2 “ 0, (20.724)

c’est-à-dire que résultat annoncé.

47. C’est une phrase un peu grandiloquente pour dire que limbÑa fpbq ´ limbÑa gpbq “ limbÑapfpbq ´ gpbqq. Ici
nous avons a “ 8 et les fonctions f et g sont celles définies par les intégrales.



Chapitre 21

Arcs paramétrés

La structure de ce chapitre, comme beaucoup de choses dans le Frido, est fortement liée au
choix de présenter toutes les matières dans l’ordre mathématiquement logique. Nous devons donc
le placer après la trigonométrie ; les propriétés principales des fonctions trigonométriques étant
dans la proposition 18.19, et c’est la proposition 18.54 qui nous permet de dire que

`
cosptq, sinptq˘

décrit le cercle.
Et enfin nous n’avons pas encore calculé la circonférence du cercle, et pour cause : nous n’avons

pas encore donné de définition à la longueur d’un chemin dans R2. C’est pourquoi ce chapitre va
aller droit à la longueur avant de donner des exemples.

21.1 Définitions

Définition 21.1.
Un arc paramétré dans Rp est un couple pI, γq où I est un intervalle de R et γ est une application
continue de I dans Rp. Nous disons que pI, γq est un arc paramétré compact (ou un chemin dans
Rp) lorsque I est compact dans R.

L’intervalle I d’un arc paramétré compact est toujours de la forme ra, bs, étant donné que tous
les intervalles compacts de R sont de cette forme. Un sous arc de pI, γq est un arc de la forme
pI0, γq avec I0 Ă I.

Définition 21.2.
Un chemin dans R est une application continue

σ : ra, bs Ñ R3

t ÞÑ σptq. (21.1)

La fonction σ1ptq est la vitesse du chemin σ. Si la fonction t ÞÑ σptq est dérivable, on dit que
σ2ptq est l’accélération. Les points σpaq et σpbq sont les extrémités du chemin. L’ensemble

tσptq tel que t P ra, bsu (21.2)

est la courbe σ.

21.2 Longueur d’arc

Nous voulons définir et étudier la notion de longueur d’un arc paramétré. Pour cela, le plus
raisonnable est d’approcher l’arc par des petits segments de droites (dont les longueurs sont évi-
dentes), et d’extraire la « meilleure » approximation.

Une des notions clefs pour la suite est celle de subdivision d’intervalles. Cette notion sera encore
utilisée par la suite à propos des intégrales.

1723
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Définition 21.3.
Si I est un intervalle d’extrêmes a et b avec a ă b, nous appelons subdivision finie de I un choix
de nombres ti tels que

a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b. (21.3)

Nous disons qu’une subdivision σ1 est plus fine que la subdivision σ si l’ensemble des points de
σ est inclus dans celui des points de σ1. Dans ce cas, la subdivision σ1 est un raffinement de σ.
Nous désignons par SpIq l’ensemble des subdivisions finies de l’intervalle I.

Dans la suite, toutes les subdivisions que nous considérons seront des subdivisions finies. Aussi
nous parlerons simplement de subdivisions sans préciser. Nous allons souvent noter σ “ ptiqni“1 pour
désigner la subdivision formée par les nombres ti. Il faut garder en tête que dans une subdivision,
les nombres sont ordonnés.

‚γpt0q

‚
γpt1q

‚
γpt2q

‚
γpt3q

‚γpt4q

Figure 21.1 – La longueur d’un découpage. La somme des longueurs des segments droits est facile
à calculer.

Définition 21.4.
Soit un arc paramétré compact pI, γq et une subdivision σ “ ptiqni“1 de I “ ra, bs. À partir de γ et
du découpage σ nous définissons le nombre (voir figure 21.1)

lσpγq “
nÿ

i“1

››γptiq ´ γpti´1q››. (21.4)

On appelle longueur de l’arc γ le nombre

lpγq “ sup
σ
lσpγq P r0,8s. (21.5)

Nous disons que γ est rectifiable lorsque lpγq ă 8.

Lorsque nous voulons spécifier sur quel intervalle nous considérons l’arc, nous noterons lpI, γq
au lieu de lpγq pour être plus précis.

Par l’inégalité triangulaire, si σ1 est plus fine que σ, nous avons

lσpγq ď lσ1pγq, (21.6)

Comme cela peut être vu sur la figure 21.2.

Figure 21.2 – Il est visible que la longueur donnée par l’approximation par des petits segments
(verts) est plus longue et plus précise que celle donnée par les longs segments (rouge).
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Proposition 21.5.
Si P et Q sont des points de R2, alors le segment de droite joignant P à Q est le plus court des
arcs paramétrés passant par P et Q.

Démonstration. Si γ est un arc paramétré joignant P et Q, la longueur de γ est donné par un
supremum dont un des éléments est la longueur du segment de droite.

Dans la vie réelle, il est souvent difficile et peu pratique de calculer le supremum « à la main ».
C’est pourquoi nous allons travailler à exprimer la longueur d’un arc à l’aide d’une intégrale
(théorème 21.10).

Lemme 21.6.
Nous avons lpγq “ 0 si et seulement si γptq est un vecteur constant.

Démonstration. Si l’application γptq est constante, le résultat est évident. Supposons maintenant
que γ ne soit pas constante. Cela signifie qu’il existe t1 et t2 dans I tels que γpt1q ‰ γpt2q.
Dans ce cas, si nous prenons le découpage σ “ ta, t1, t2, bu, la somme (21.4) contient au moins le
terme non nul }γpt2q ´ γpt1q}, et donc lσpγq ą 0. Par définition du supremum, nous avons alors
lpγq ě lσpγq ą 0.

Proposition 21.7.
Soit pI, γq un arc paramétré compact.

(1) Si γ1 “ pI 1, γq avec I 1 Ă I, alors lpγ1q ď lpγq.
(2) Soit c P ra, bs, et considérons les arcs γ1 “ `ra, cs, γ˘ et γ2 “ `rc, bs, γ˘. Alors

lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q. (21.7)

En particulier, γ est rectifiable si et seulement si γ1 et γ2 le sont.

Démonstration. (1) Nous notons I “ ra, bs et I 1 “ ra1, b1s. Étant donné que I 1 Ă I, nous avons

a ď a1 ă b1 ď b. (21.8)

Pour chaque subdivision σ0 : a1 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b1 de I 1, nous pouvons construire une
subdivision de I en « ajoutant » les points a et b, c’est-à-dire

σ : a ď t0 ă . . . ă tn ď b. (21.9)

Si nous calculons lσpγq, nous avons tous les termes qui arrivent dans lσ0pγ1q plus le premier
et dernier terme : }γpt0q ´ γpaq} et }γpbq ´ γptnq}. Nous avons donc

lσ0pγ1q ď lσpγq ď sup
σ
lσpγq “ lpγq. (21.10)

Étant donné que pour toute subdivision σ0 nous avons lσ0pγ1q ď lpγq, en prenant le supremum
sur les subdivisions σ0 de I 1, nous avons comme annoncé

lpγ1q ď lpγq. (21.11)

(2) Soit σ “ ttiu une subdivision de ra, bs. Nous considérons les subdivisions σ1 et σ2 définies
comme suit :

σ1 : tti tel que ti ă cu Y tcu,
σ2 : tti tel que ti ą cu Y tcu. (21.12)

L’inégalité triangulaire implique que

lσpγq ď lσYtcupγq “ lσ1pγ1q ` lσ2pγ2q ď lpγ1q ` lpγ2q. (21.13)

Nous avons donc
lpγq ď lpγ1q ` lpγ2q. (21.14)
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Nous prouvons maintenant l’inégalité inverse. Soit ε ą 0. Étant donné que lpγ1q est le supre-
mum des quantités lσ1pγ1q lorsque σ1 parcours toutes les subdivisions possibles, il existe une
partition σε1 telle que (idem pour γ2)

lσε
1
pγ1q ` ε

2 ą lpγ1q,
lσε

2
pγ2q ` ε

2 ą lpγ2q,
(21.15)

où σε1 est une subdivision de ra, cs et σε2 en est une de rc, bs. En faisant la somme des deux
équations (21.15), nous trouvons

lpγ1q ` lpγ2q ă lσε
1
pγ1q ` lσε

2
pγ2q ` ε “ lσε

1Yσε
2
pγq ď lpγq ` ε. (21.16)

L’inégalité lpγ1q ` lpγ2q ă lpγq ` ε étant valable pour tout ε, nous avons

lpγ1q ` lpγ2q ď lpγq. (21.17)

Cette inégalité, combinée avec l’inégalité (21.14), donne bien lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q.

21.3 Abscisse curviligne
Définition 21.8.
Soit pI, γq un arc rectifiable compact avec I “ ra, bs. L’application

φ : ra, bs Ñ R`

t ÞÑ l
`ra, ts, γ˘ (21.18)

est la longueur d’arc de γ.

Cette fonction nous permet de calculer la distance (suivant la courbe) entre deux points arbi-
traires parce que si a ď t ă u ď b, nous avons

l
`rt, us, γ˘ “ φpuq ´ φptq. (21.19)

En effet,
φpuq ´ φptq “ l

`ra, us, γ˘ ´ l
`ra, ts, γ˘, (21.20)

mais en utilisant la proposition 21.7, nous avons

l
`ra, us, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘ ` l
`rt, us, γ˘. (21.21)

Proposition 21.9.
La longueur d’arc d’un arc rectifiable compact est une fonction continue et croissante.

Démonstration. Soit pI, γq un arc paramétré rectifiable compact avec I “ ra, bs. Afin de mon-
trer que φ est croissante, prenons t P I ainsi que h ą 0 et montrons que φpt ` hq ě φptq. La
proposition 21.7 implique que

l
`ra, t` hs, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘ ` l
`rt, t` hs, γ˘, (21.22)

c’est-à-dire
φpt` hq “ φptq ` l

`rt, t` hs, γ˘ ě φptq. (21.23)

Pour la continuité, soit t fixé dans ra, bs et ε ą 0. Il nous faut démontrer qu’il existe η ą 0 tel
que si s est dans r0, ηs alors

|φpt` sq ´ φptq| ď ε, @t P ra, bs.
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Étant donné que l
`rt, bs, γ˘ est le supremum des lσ

`rt, bs, γ˘, il existe une subdivision σ donnée par
les points t, t1, ¨ ¨ ¨ , tn´1, b telle que

lσ
`rt, bs, γ˘ ą l

`rt, bs, γ˘ ´ ε

2 “ φpbq ´ φptq ´ ε

2 . (21.24)

La continuité de γ implique qu’il existe un η tel que

s P r0, ηs ñ }γpt` sq ´ γptq} ă ε

2 (21.25)

Quitte à prendre η encore plus petit, nous supposons que t` η ă t1. Soit s P r0, ηs et considérons
la subdivision de rt, bs donnée par σ1 “ σ Y tt ` su. Étant donné que σ1 est plus fine que σ, le
nombre lσ

`rt, bs, γ˘ est inférieur ou égal à lσ1

`rt, bs, γ˘. Nous avons donc les inégalités

φpbq ´ φptq ´ ε

2 ď lσ
`rt, bs, γ˘

ď lσ1

`rt, bs, γ˘

“ ››γpt` sq ´ γptq›› ` lσ1zttu
`rt` s, bsγ˘

ď }γpt` sq ´ γptq} ` φpbq ´ φpt` sq
ď ε

2 ` φpbq ´ φpt` sq.

(21.26)

Au final, nous avons trouvé que
φpt` sq ´ φptq ď ε, (21.27)

ce qui prouve que φ est continue au point t.

En guise de paramètre sur un arc, nous pouvons utiliser la longueur d’arc elle-même. En effet
si pI, γq est un arc de longueur l, nous pouvons donner le même arc avec le couple

`r0, ls, g˘ où g
est la fonction qui au réel s fait correspondre l’élément γ

`
φ´1psq˘ de Rn. Dire

P “ pγ ˝ φ´1qpsq (21.28)

revient à dire que le point P est le point sur la courbe sur lequel on tombe après avoir marché une
distance s sur la courbe.

Nous allons revenir sur ce « changement de paramètre » plus tard, en particulier dans la sec-
tion 21.7.

21.3.1 Formule intégrale de la longueur

Nous pouvons voir un chemin γ comme étant la trajectoire d’une particule en fonction du
temps. Sa vitesse à l’instant t est le vecteur γ1ptq, tandis que sa vitesse scalaire est le nombre
}γ1ptq}. Une question naturelle est de savoir quelle est la longueur de la trajectoire parcourue entre
t “ a et t “ b.

Si nous prenons un petit intervalle de temps dt, nous pouvons supposer que le mobile avance
à la vitesse constante }γ1ptq}. Cela ferait un trajet parcouru de longueur }γ1ptq}dt. Nous nous
attendons donc à une formule de la forme suivante pour la longueur de γ :

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt. (21.29)

Plus explicitement, si γptq “ `
xptq, yptq, zptq˘, alors nous aurions la formule

lpγq “
ż b

a

a
x1ptq2 ` y1ptq2 ` z1ptq2dt. (21.30)
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Théorème 21.10.
Soit pI, γq un arc paramétré compact de classe C1. Alors γ est rectifiable et

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt “

ż

γ
1, (21.31)

où I “ ra, bs.
Démonstration. L’égalité avec l’intégrale le long de γ de la fonction 1 est simplement la défini-
tion 20.43 de l’intégrale curviligne.

Si σ “ ttiu est une subdivision de l’intervalle ra, bs, alors

lσpγq “
nÿ

i“1
}γptiq ´ γpti´1q}

“
nÿ

i“1
}
ż ti
ti´1

γ1ptqdt}

ď
nÿ

i“1

ż ti
ti´1

}γ1ptq}dt

“
ż b

a
}γ1ptq}dt.

(21.32)

Cela prouve déjà que

lpγq “ sup
σ
lσpγq ď

ż b

a
}γ1ptq}dt. (21.33)

Nous devons maintenant prouver l’inégalité inverse.
Notons φ l’abscisse curviligne φptq “ l

`ra, ts, γ˘. Cette dernière vérifie

φpt` hq ´ φptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ě }γpt` hq ´ γptq}, (21.34)

et en particulier ››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď φpt` hq ´ φptq
h

. (21.35)

D’autre part, en utilisant (21.33) sur le segment rt, t` hs, nous avons

φpt` hq ´ φptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ď

ż t`h

t
}γ1puq}du. (21.36)

Cela nous permet de continuer l’inéquation (21.35) en
››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď φpt` hq ´ φptq
h

ď 1
h

ż t`h

t
}γ1puq}du. (21.37)

Prenons la limite h Ñ 0. À gauche nous reconnaissons la formule de la dérivée, et nous obtenons
}γ1ptq} ; au centre nous avons φ1ptq et à droite, si npuq représente une primitive de la fonction
u ÞÑ }γ1puq},

lim
hÑ0

npt` hq ´ nptq
h

“ n1ptq “ }γ1ptq}. (21.38)

Au final,
}γ1ptq} ď φ1ptq ď }γ1ptq}, (21.39)

c’est-à-dire φ1ptq “ }γ1ptq} et donc par le théorème fondamental du calcul intégral 14.247,

φptq ´ φpaq “
ż t

a
}γ1puq}du. (21.40)
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Par construction de la longueur d’arc, φpaq “ 0 et en posant t “ b nous obtenons la relation
recherchée :

lpγq “ φpbq “
ż b

a
}γ1puq}du. (21.41)

Remarque 21.11.
Cela est cohérent avec 20.186, mais il faut garder en tête que lpγq n’est pas le mesure de Lebesgue
de l’image de γ dans R2. Cette dernière est nulle.

Exemple 21.12.
Soient donc a et b deux points de Rm, et γ la droite joignant a à b, c’est-à-dire

γptq “ p1 ´ tqa` tb (21.42)

avec t P r0, 1s. Le théorème 21.10 nous enseigne que la longueur de ce chemin est

l
`r0, 1s, γ˘ “

ż 1

0
}γ1ptq}dt “

ż 1

0
} ´ a` b} “ }b´ a}, (21.43)

qui est bien la distance entre a et b. △

Exemple 21.13 (Circonférence du cercle).
Nous savons que l’image de

γ : r0, 2πr Ñ R2

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘ (21.44)

est le cercle de centre p0, 0q et de rayon R ą 0. Et de plus cet arc est de classe C1 (et même C8)
par la proposition 18.1. La longueur sera, d’après la formule (21.10)

lγ “
ż 2π

0
}γ1ptq}dt “ 2πR (21.45)

grâce à la formule sin2 ` cos2 “ 1 du lemme 18.4.
Mais tout cela n’est pas satisfaisant parce que nous n’avons pas encore de valeur numérique de

π.
Il y a une autre façon de faire en considérant le quart de cercle dont la longueur en fonction de

π est vite calculée par

lγ “
ż pi{2

0
}γ1ptq}dt “ πR

2 . (21.46)

Cette même longueur est calculée en termes de fonctions plus courantes avec le chemin

σ : s0, 1r Ñ R2

t ÞÑ
ˆ

t?
R2 ´ t2

˙ (21.47)

La longueur s’exprime avec

lσ “
ż 1

0

c
R2

R2 ` t2
dt. (21.48)

Notons que le changement de variables t “ R sinpuq permet de retrouver l’expression lσ “ πR{2.
Pour avoir une approximation de π, il est loisible de calculer une approximation numérique de

l’intégrale (21.48) (avec R “ 1) et de l’égaler à π{2. △

Proposition 21.14.
Soit le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ 1u. Nous considérons la bijection 1 φ : r0, 2πr Ñ S. Soient

1. Corolaire 18.55.
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deux points a, b P S ainsi que θa “ φ´1paq, θb “ φ´1pbq. Nous supposons que θa ď θb et que
{ap0, 0qb “ θ 2.

Nous considérons le chemin
γ : rθa, θbs Ñ S

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘. (21.49)

Alors lpγq “ θ 3.

Démonstration. Vu que }a} “ }b} “ R, la définition de l’angle xaob dit que
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
a

R
“ b

R
. (21.50)

En substituant a “ R
`

cospθaq, sinpθbq
˘

et b “ R
`

cospθbq, sinpθbq
˘

et en faisant une petite multipli-
cation matrice par vecteur :

ˆ
cospθq cospθaq ´ sinpθq sinpθaq
sinpθq cospθaq ` cospθq sinpθaq

˙
“
ˆ
cospθbq
sinpθbq.

˙
(21.51)

En utilisant les formules de trigonométrie du lemme 18.13, il vient
" cospθ ` θaq “ cospθbq (21.52a)

sinpθ ` θaq “ sinpθbq. (21.52b)
La proposition 18.22 nous enseigne alors que θb “ θ ` θa ` 2kπ pour un certain k P Z. Vu que θa
et θb sont entre 2 et 2π, il est obligatoire que k “ 0 et donc que θb “ θa ` θ.

Enfin nous calculons la longueur de γ avec le théorème 21.10 qui permet de réduire la longueur
à une intégrale : lpγq “ şθa`θ

θa
}γ1ptq}dt.

Dans notre cas, γ1ptq “ R
` ´ sinptq, cosptq˘ et donc }γ1ptq} “ R. Donc

lpγq “
ż θa`θ

θa

}γ1ptq}dt “ Rθ, (21.53)

comme annoncé.

Exemple 21.15.
Considérons l’arc de cercle de rayon R interceptée par l’angle θ présenté sur la figure 21.3.

θ

R

θ0

θ1

Figure 21.3 – Quelle est la longueur de la partie bleue de ce cercle de rayon R ?

Par définition, cette longueur sera
ż θ1

θ0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptqdt “ Rpθ1 ´ θ0q. (21.54)

Le radian comme unité de mesure d’angle est donc l’unité parfaite : elle est la longueur d’arc
interceptée (si le rayon est R “ 1). △

2. Angle, définition 18.150
3. Longueur d’arc, définition 21.4.
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Une conséquence à peine indirecte de ce que nous venons de voir à propos de longueur d’arc
de cercle est la proposition suivante 4.

Proposition 21.16.
Pour tout x, y P R, nous avons

|eix ´ eiy| ď |x´ y|. (21.55)

Démonstration. Évacuons tout de suite la différence entre R2 et C : ils sont isométriques. Si vous
n’êtes pas convaincu que tout se passe bien, vous pouvez récrire toute la démonstration en écrivant
systématiquement

`
cospxq, sinpxq˘ au lieu de eix. Cela serait au passage un bon exercice pour voir

que les formules de dérivation fonctionnent bien.
Nous considérons les points eix et eiy dans C et deux chemins différents les joignant. Le premier

est le segment de droite
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ teix ` p1 ´ tqeiy. (21.56)

Le second est l’arc de cercle
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ ei
`
tx`p1´tqy

˘
.

(21.57)

Nous avons σ1
1ptq “ eix ´ eiy qui ne dépend pas de t, et donc la longueur est facile à calculer à

partir de la formule intégrale du théorème 21.10 :

lpσ1q “
ż 1

0
|σ1

1ptq| “ |eix ´ eiy|. (21.58)

En ce qui concerne le second chemin,

σ1
2ptq “ px´ yqei

`
tx`p1´tqy

˘
. (21.59)

Nous avons 5 |σ1
2ptq| “ |x´ y| qui ne dépend pas non plus de t. Donc

lpσ2q “ |x´ y|. (21.60)

Étant donné la proposition 21.5 qui dit que le chemin le plus court est le segment de droite,

lpσ1q ă lpσ2q (21.61)

et donc le résultat annoncé.

21.17.
Si on veut savoir la longueur d’une courbe donnée sous la forme d’une fonction y “ ypxq, un chemin
qui trace la courbe est évidemment donné par

γptq “ pt, yptqq, (21.62)

et le vecteur tangent au chemin est γ1ptq “ p1, y1ptqq. Donc

}γ1ptq} “ a
1 ` y1ptq2, (21.63)

et

L “
ż b

a

a
1 ` y1ptq2. (21.64)

4. À mon avis il y a moyen de prouver ça avec un développement limité, mais je ne sais pas trop comment majorer
l’erreur sans accepter que x soit arbitrairement proche de y. Si vous savez comment faire, écrivez-moi.

5. Si vous voulez citer des résultats, lemme 18.11 et proposition 10.93.
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Exemple 21.18.
La longueur de l’hélice

σptq “
¨
˝

cosp2tq
sinp2tq?

5t

˛
‚ (21.65)

pour t P r0, 2πs est donnée par

lpσq “
ż 4π

0

b
4 sin2p2tq ` 4 cos2p2tq ` 5dt “

ż 4π

0

?
9 “ 12π. (21.66)

△

Définition 21.19.
Soit σ1 : ra, bs Ñ R3, un chemin et σ2 : rc, ds Ñ R3, un autre chemin. On dit que ces chemins sont
équivalents si il existe une fonction φ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante telle que σ1ptq “
σ2
`
φptq˘.
Deux chemins équivalents parcourent la même courbe dans le même sens. Ils ne le parcourent

toutefois pas à la même vitesse. On dit que les chemins sont opposée si la fonction φ de la
définition est strictement décroissante. Dans ce cas, ils ont la même image, mais parcourue dans le
sens opposés. Nous disons que deux chemins équivalents sont un changement de paramétrage
pour la même courbe.

Dans le cas d’un paramétrage équivalente, nous avons φpaq “ c et φpbq “ d. Les points de
départ et d’arrivée des deux paramètres coïncident. Dans le cas d’un paramètre qui va dans le sens
opposé par contre nous avons automatiquement φpaq “ d et φpbq “ c.

Proposition 21.20.
La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramètre (équivalent ou opposé) choisi.

Démonstration. Soient σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 tels que

σ1ptq “ σ2
`
φptq˘ (21.67)

où φ : ra, bs Ñ ra, ds est une bijection strictement monotone. Par définition on a

lpσ1q “
ż b

a
}σ1

1ptq}dt. (21.68)

Nous pouvons exprimer la dérivée de σ1 en termes de celle de σ2 en dérivant la relation (21.67) :

σ1
1ptq “ φ1ptqσ1

2
`
φptq˘. (21.69)

En ce qui concerne la norme,
}σ1

1ptq} “ |φ1ptq|}σ1
2ptq}. (21.70)

Notez dans cette relation que φ1ptq est un nombre (et non un vecteur). Étant donné que nous avons
supposé que φ était monotone, soit elle est monotone croissante et }φ1ptq} “ φ1ptq pour tout t, soit
elle est monotone décroissante et }φ1ptq} “1 φptq pour tout t.

Considérons d’abord le premier cas, c’est-à-dire }φ1ptq} “ φ1ptq. Nous posons s “ φptq, ds “
φ1ptqdt. En remplaçant cela dans la formule de la longueur est

lpσ1q “
ż b

a
φ1ptq}σ2

`
φptq˘}dt

“
ż φpbq

φpaq
}σ1

2psq}ds

“
ż d

c
}σ1

2psq}ds
“ lpσ2q.

(21.71)
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Si nous considérons maintenant un paramétrage strictement décroissante. Dans ce cas, φ1ptq ď 0
et }φ1ptq} “ ´φ1ptq. Nous posons encore une fois s “ φptq, ds “ φ1ptqds. Ici il ne faut pas oublier
que φpaq “ d et φpbq “ c. Le calcul est à part cela le même en faisant attention au singe :

lpσ1q “
ż b

a
φ1ptq}σ2

`
φptq˘}dt

“ ´
ż φpbq

φpaq
}σ1

2psq}ds

“ ´
ż c

d
}σ1

2psq}ds

“
ż d

c
}σ1

2psq}ds
“ lpσ2q.

(21.72)

Nous avons changé le signe en changeant l’ordre des bornes.

21.4 Suite du chapitre
Le grand avantage des arcs paramétrés par rapports aux graphes de fonctions est le le graphe

peut « faire des retours en arrière », ou bien des auto intersections. Outre les deux exemples typiques
de la la figure 21.4, un exemple classique est la droite verticale. Les fonctions y “ ax`b permettent
de décrire toutes les droites, sauf les droites verticales. Dans le cadre des courbes paramétrées, les
droites verticales et horizontales sont sur pied d’égalité. Quelques exemples classiques :
Droite horizontale Une droite horizontale à la hauteur a est donnée par la courbe paramétrée

γptq “ pt, aq, avec t P I “ R.
Droite verticale Une droite verticale à la distance b de l’origine est donnée par la courbe para-

métrée γptq “ pb, tq, avec t P I “ R.
Graphe d’une fonction Le graphe d’une fonction f : R Ñ R est donné par l’arc γptq “ `

t, fptq˘.
Un cercle Le cercle de rayon R est donné par l’arc γptq “ `

R cosptq, R sinptq˘.

´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

6

(a) γptq “ p2 sinptq, tq, avec 0 ď t ď 2π

´1 1

´1

1

(b) γptq “ psinp2tq, sinptqq avec
´π ď t ď π

Figure 21.4 – Des exemples d’arcs paramétrées. Ceux ne sont pas des graphes.

Remarque 21.21.
Afin d’alléger la notation, nous allons le plus souvent désigner l’arc pI, γq simplement par la fonc-
tion γ. Il est cependant toujours très important de savoir sur quel intervalle nous considérons le
chemin. Cela dépendra le plus souvent du contexte, et nous indiquerons l’intervalle I explicitement
lorsqu’une ambigüité est à craindre.
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Par exemple, lorsque nous considérons le cercle γptq “ `
R cosptq, R sinptq˘, le plus souvent

l’intervalle de variation de t sera I “ r0, 2πs. Par contre, si nous considérons la droite γptq “ pt, 2tq,
l’intervalle de variation de t sera naturellement I “ R.

21.5 Autres exemples
Exemple 21.22.
Soit v P R3 et x0 P R3. Le chemin

σptq “ x0 ` tv (21.73)
est une droite. Sa vitesse est σ1ptq “ v. △

Exemple 21.23.
La courbe

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
P R2 (21.74)

avec t P r0, 2πr est le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique.
Notez que si on prend t P r0, 4πr, nous avons un autre chemin ; c’est le même cercle unité, mais

parcouru deux fois. Même si le « dessin » (le graphe) des deux est le même, le chemin n’est pas le
même.

Le chemin
γptq “

ˆ
cosp2π ´ tq
sinp2π ´ tq

˙
(21.75)

est le cercle unité parcouru une fois dans le sens inverse. Encore une fois le « dessin » est le même,
mais le chemin n’est pas le même. △

Exemple 21.24.
Le chemin

σptq “
ˆ
t
t2

˙
(21.76)

est un chemin dont l’image est la parabole d’équation y “ x2. △

L’importance de la dérivée du chemin réside en le fait qu’elle donne la tangente. En effet le
vecteur σ1ptq est tangent au graphe de σ au point σptq.
Corolaire 21.25.
La tangente à un cercle est perpendiculaire au rayon.

Démonstration. Nous savons que pour un cercle,

y1pxq “ ´x?
R2 ´ x2 . (21.77)

Un point général du cercle a pour abscisse x “ R cospθq. En remplaçant nous trouvons le coefficient
directeur suivant pour la tangente :

y1`R cospθq˘ “ ´ 1
tanpθq . (21.78)

Par conséquent une droite perpendiculaire à la tangente aurait comme coefficient directeur le
nombre tanpθq. Or cela est bien le coefficient directeur du rayon qui joint le point p0, 0q au point`
R cospθq, R sinpθq˘.

Exemple 21.26.
Pour le cercle,

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
, (21.79)
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la dérivée est donnée par

σ1ptq “
ˆ´ sinptq

cosptq.
˙

(21.80)

Le produit scalaire σptq ·σ1ptq est nul. Le vecteur σ1ptq est donc bien tangent (corolaire 21.25). △

Exemple 21.27.
Le courbe donnée par le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚ (21.81)

est une hélice. Sa vitesse est

σ1ptq “
¨
˝

´ sinptq
cosptq

1

˛
‚. (21.82)

Notez que pour tout t P R, nous avons }σ1ptq} “ ?
2. △

Remarque 21.28.
Lorsqu’on parle d’une courbe dans l’espace, l’intervalle sur lequel on considère la variation du
paramètre est une donné fondamentale. Elle fait partie intégrante de la définition de la courbe.

21.6 Élément de longueur

21.6.1 Élément de longueur : cartésiennes

Étant donné que la longueur d’arc d’une courbe paramétrée pI, γq est donnée par l’intégrale
de }γ1ptq}, il est naturel d’appeler le nombre }γ1ptq} dt, l’élément de longueur de la courbe γ au
point γptq.

En coordonnées cartésiennes dans le plan, une courbe paramétrée est donnée par

γptq “ `
x1ptq, x2ptq˘, (21.83)

et l’élément de longueur est
}x1ptq} dt “

b
px1

1q2 ` px1
2q2 dt. (21.84)

21.6.2 Élément de longueur : polaires (1)

En coordonnées polaires, une courbe est donnée par

γptq “ `
ρptq, θptq˘, (21.85)

et le passage aux cartésiennes se fait via les formules
#
xptq “ ρptq cos

`
θptq˘ (21.86a)

yptq “ ρptq sin
`
θptq˘. (21.86b)

L’élément de longueur se trouve directement en remplaçant xptq et yptq dans la formule (21.84).
Les dérivées sont données par

x1ptq “ ρ1ptq cos θptq ´ ρptqθ1ptq sin θptq
y1ptq “ ρ1ptq sin θptq ` ρptqθ1ptq cos θptq, (21.87)

et un calcul montre que
`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ `
ρ1ptq˘2 ` `

ρptq˘2`
θ1ptq˘2

. (21.88)

Nous reviendrons plus en détail sur le concept de changement de paramétrage (ici, les polaires)
à la section 21.7.
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21.6.3 Élément de longueur : polaires (2)

Parfois on utilise θ comme paramètre. L’équation de la courbe est alors donnée en coordonnées
polaires sous la forme

ρpθq “ fpθq, (21.89)
où f est une fonction réelle et il faut comprendre que nous parlons de la courbe

`
ρpθq, θ˘ en

coordonnées polaires. En coordonnées cartésiennes, cette courbe est donnée par
"
xptq “ ρptq cosptq (21.90a)
yptq “ ρptq sinptq (21.90b)

avec t qui parcours le plus souvent l’intervalle r0, 2πs. Notez qu’il se peut que le domaine ne soit pas
toujours r0, 2πs ; cela peut dépendre des circonstances. Quoi qu’il en soit, la donnée du domaine
fait partie de la donnée d’une courbe, et il ne peut donc pas y avoir d’équivoques à ce niveau.

Nous utilisons à nouveau la formule (21.84) en y mettant les valeurs (21.90) :
"
x1ptq “ ρ1ptq cosptq ´ ρptq sinptq (21.91a)
y1ptq “ ρ1ptq sinptq ` ρptq cosptq, (21.91b)

et `
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ ρ1ptq2 ` ρptq2. (21.92)

Remarque 21.29.
N’oubliez pas, en utilisant ces formules, que ce qui rentre dans l’intégrale est la racine carré de
px1q2 ` py1q2.

Exemple 21.30.
Calculons la circonférence du cercle. En coordonnées polaires, le graphe du cercle correspond à
l’équation `

ρptq, θptq˘ “ pR, tq (21.93)
où R est constante (le rayon du cercle) et t va de 0 à 2π. En substituant dans l’équation (21.88),
l’élément de longueur à intégrer est seulement

?
R2 “ R (21.94)

parce que ρ1ptq “ 0 et θ1ptq “ 1. La longueur du cercle est alors directement donnée par

l “
ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (21.95)

Nous pouvions aussi faire le calcul en coordonnées cartésiennes. Alors la courbe est donnée par
les équations

xptq “ R cosptq
yptq “ R sinptq (21.96)

et t P r0, 2πs. La circonférence du cercle est alors

l “
ż 2π

0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptq dt “

ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (21.97)

△

Remarque 21.31.
Il faut bien comprendre que quand on parle de courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes
on pense à une courbe dont le paramètre est, par exemple, t et les équations de la courbe sont
pxptq, yptqq. Cela ne veut pas dire que x ou y soit le paramètre. La cas où x ou y est le paramètre
est un cas particulier qui est possible seulement pour certaines courbes et notamment pour les
graphes. Le cercle de rayon 1 n’est pas un graphe, donc si on veut utiliser x ou y comme paramètre
il faut d’abord découper la courbe en deux morceaux, par exemple, la moitié inférieure (y ă 0) et
la moitié supérieure (y ą 0).
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Exemple 21.32.
Une cycloïde est une courbe paramétrée par

"
xptq “ apt´ sinptqq (21.98a)
yptq “ ap1 ´ cosptqq (21.98b)

avec a ą 0 et t P R. Comme montré sur la figure 21.5, la cycloïde donne lieu à un graphe périodique.
Il est possible de montrer (le faire) que le premier arc correspond à t P r0, 2πs. Nous voulons donc
calculer la longueur de l’arc sur cet intervalle.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1

2

Figure 21.5 – La cycloïde de paramètre a “ 1 entre 0 et 4π.

Nous avons x1ptq “ ap1 ´ cosptqq et y1ptq “ a sinptq, de telle façon que

apx1q2 ` py1q2 “ a
a

2 ´ 2 cosptq “ a

d
4 sin2

ˆ
t

2

˙
“ 2a

ˇ̌
ˇ sin t

2

ˇ̌
ˇ. (21.99)

La longueur est donc donnée par
ż 2π

0
2a| sin t

2 |dt “ 4a
ż π

0
sinptqdt “ 8a. (21.100)

△

Exemple 21.33.
La cardioïde est la courbe donnée par

ρpθq “ ap1 ` cospθqq. (21.101)

avec θ P r´π, πs. Le nom de cette courbe provient de son graphe illustré à la figure 21.6.

Figure 21.6 – Une cardioïde, ρ “ 1 ` cospθq.
L’équation (21.101) est donnée sous la forme (21.89), c’est-à-dire que θptq “ t et θ1ptq “ 1, et

par conséquent l’élément de longueur est donné par

pρ1q2 ` pρq2 “ ` ´ a sinpθq˘2 ` a2`1 ` cospθq˘2

“ a2 sin2pθq ` a2`1 ` 2 cospθq ` cos2pθq˘

“ a2`1 ` 1 ` 2 cospθq˘

“ 2a2`1 ` cospθq˘

“ 4a2 cos2 θ

2 .

(21.102)
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La longueur d’arc est donc donnée par

l “
ż π

´π
2a cos θ2dθ “ 2a

ż π{2

´π{2
cosptq2dt “ 8a. (21.103)

△

21.6.4 Approximation de la longueur par des cordes

Définition 21.34 (Point régulier, birégulier[519]).
Soit un arc paramétré pI, γq. Un point t P I est dit régulier si γ1ptq ‰ 0, et il est dit critique
si γ1ptq “ 0. Le point t P I est dit birégulier si les vecteurs γ1ptq et γ2ptq sont linéairement
indépendants et non nuls.

Par extension, nous dirons également que le point γptq lui-même est régulier, critique ou biré-
gulier. Un arc est dit régulier lorsque tous ses points sont réguliers.

Note : dans le lemme 21.72 et ses dépendances, nous utilisons effectivement que l’arc γ est de
classe C2.

Nous savons que la longueur d’une courbe est donné par le supremum sur toutes les subdivisions
de la longueur des cordes correspondantes. De plus l’inégalité triangulaire nous enseigne que plus
la subdivision est fine, plus la longueur sera grande. Il est donc naturel de penser que sur un
petit intervalle, la longueur de la courbe ne doit pas être très différente de la longueur de la corde
correspondante.

La proposition suivante est un énoncé précis et quantitatif de ce fait.

Proposition 21.35.
Soit pI, γq un arc de classe C1 et t0 P I un point régulier (c’est-à-dire γ1pt0q ‰ 0). Alors pour tout
ε ą 0, il y a un δ ą 0 tel que on trouve t, t1 P I X pt0, δq tels que

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t
}γ1puq}du´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 2ε|t´ t1|. (21.104)

Intuitivement, cette proposition signifie qu’au voisinage de t0, la longueur d’arc est équivalente
à celle de la corde.

Démonstration. Par la continuité de γ1 (parce que γ est C1), pour tout ε, il existe un δ tel que

|t´ t0| ă δ ñ ››γ1ptq ´ γ1pt0q›› ď ε. (21.105)

Nous considérons la fonction

u ÞÑ γpuq ´ γpt0q ´ pu´ t0qγ1pt0q, (21.106)

dont la dérivée (par rapport à u) est
γ1puq ´ γ1pt0q. (21.107)

Nous y appliquons la formule des accroissements finis entre t et t1 choisis dans I X st0 ´ δ, t0 ` δr.
Il existe un u entre t et t1 tel que

››γptq ´ γpt0q ´ pt´ t0qγ1pt0q ´ γpt1q ` γpt0q ` pt1 ´ t0qγ1pt0q››
“ |t´ t1|}γ1puq ´ γ1pt0q}
ď ε|t´ t1|.

(21.108)

En simplifiant ce qui peut être simplifié dans le membre de gauche, nous trouvons
››γptq ´ γpt1q ´ pt´ t1qγ1pt0q›› ď ε|t´ t1|. (21.109)
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Le membre de gauche peut être minoré en utilisant la proposition 7.137 :
ˇ̌
ˇ}γptq ´ γpt1q} ´ }pt´ t1qγ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.110)

D’autre part, les inégalités (7.118) montrent que

´}γ1puq ´ γ1pt0q} ď }γ1puq} ´ }γ1pt0q} ď }γ1puq ´ γ1pt0q}. (21.111)

Si de plus u est compris entre t et t1, ces inégalités sont encore coincées entre ´ε et ε. En intégrant
(21.111) par rapport à u entre t et t1, nous obtenons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t

››γ1puq›› ´ pt´ t1q››γ1pt0q››
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.112)

Afin d’alléger les notations pour la ligne suivante, nous notons A le nombre positif
şt1
t }γ1puq}du.

Nous avons
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q} ` |t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ

ď
ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ|t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ.

(21.113)

L’équation (21.110) montre que le second terme est plus petit ou égal à ε|t´ t1|. En ce qui concerne
le premier terme, étant donné que A est positif,

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇA´ pt´ t1q }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.114)

Au final, l’inéquation (21.113) donne
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ ď 2ε |t´ t1|, (21.115)

ce qu’il fallait démontrer.

21.7 Arc géométrique
Définition 21.36.
Soient pI, γq et pJ, gq deux arcs paramétrés de classe Ck. On dit qu’il sont équivalents si il existe
une bijection θ : I Ñ J de classe Ck, d’inverse de classe Ck telle que g “ γ ˝ θ. Nous notons γ „ g
lorsque γ et g sont équivalents (les ensembles I et J sont sous-entendus).

Le passage d’un paramétrage pI, γq à une autre pJ, gq se fait selon le diagramme suivant :

I
γ // Rn

J

g

>>

θ

OO (21.116)

Proposition 21.37.
La relation donnée dans la définition 21.36 est une relation d’équivalence.

Démonstration. Les trois points d’une relation d’équivalence se vérifient en utilisant le fait que θ
est inversible, et que l’inverse θ´1 jouit des mêmes propriétés de continuité (Ck) que θ.
Réflexivité Nous avons γ „ γ avec θ “ Id.
Symétrie Si γ „ g, alors nous avons une application θ telle que g “ γ ˝ θ, et donc γ “ g ˝ θ´1, ce

qui montre que g „ γ.
Transitivité Si γ „ g et g „ h avec g “ γ ˝ θ et h “ g ˝ ω, alors h “ γ ˝ pθ ˝ ωq, ce qui montre

que γ „ h.
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Si les arcs pI, γq et pJ, gq sont équivalents, les images dans Rn sont identiques, et décrivent
donc « le même dessin ». Nous allons préciser cette notion plus loin.

Définition 21.38.
Pour cette raison les classes d’équivalences sont appelées des arcs géométriques (de classe Ck).

Si Γ est une arc géométrique, ses représentants sont dits des paramétrages admissibles ou,
plus simplement paramétrage. On dit que l’application θ : J Ñ I est un changement de variable.
Nous disons que un arc géométrique est compact quand ses représentants sont compacts.

Lemme 21.39.
Dans le cas d’un arc C1, les changements de variables sont strictement monotones (croissants ou
décroissants).

Démonstration. Nous considérons pI, γq et pJ, gq, deux paramétrages différents du même arc géo-
métrique, et θ P C1pJ, Iq le changement de variable. Nous allons noter t la variable sur I et s la
variable sur J . Par définition, θ

`
θ´1ptq˘ “ t, et par conséquent,

θ1`θ´1ptq˘pθ´1q1ptq “ 1. (21.117)

En particulier θ1`θ´1ptq˘ ne s’annule pas pour aucune valeur de t. Mais θ´1ptq peut prendre n’im-
porte quelle valeur dans J , donc nous avons θ1psq ‰ 0 pour tout s P J . Cela signifie bien que θ est
strictement monotone. En effet, θ1 étant continue, elle ne peut pas changer de signe sans passer
par zéro (théorème 10.82 des valeurs intermédiaires).

Théorème 21.40.
La longueur d’un arc est indépendante de son paramétrage, c’est-à-dire que les représentants d’un
arc géométrique compact de classe C1 ont même longueur.

Démonstration. Nous utilisons les mêmes notations que celles du lemme 21.39. Nous savons déjà
que le changement de variable θ : J Ñ I est strictement monotone. Supposons que θ soit croissante.
En effectuant un changement de variable dans l’intégrale qui donne la longueur 6 nous avons

lpγq “
ż

I
}γ1ptq}dt

“
ż

J
}γ1`θpsq˘}θ1psqds

“
ż

J
}γ1`θpsq˘θ1psq}ds

“
ż

J
} d
ds

pγ ˝ θqpsq}ds

“
ż

J
}g1psq}ds

“ lpJ, gq.

(21.118)

Définition 21.41.
Nous nommons longueur d’un arc géométrique la longueur commune de tous ses représentants.
On dit que l’arc géométrique est rectifiable si sa longueur est ă 8.

6. Théorème 21.10.
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21.7.1 Abscisse curviligne et paramétrage normal

Définition 21.42.
Soit pI, γq un arc paramétré continu rectifiable. Nous appelons abscisse curviligne de γ toute
application ϕ : I Ñ R telle que pour tout t, t1 P I avec t ă t1, nous ayons

l
`rt, t1s, γ˘ “ ˇ̌

ϕpt1q ´ ϕptqˇ̌. (21.119)

Si il existe un t0 P I tel que ϕpt0q “ 0, alors nous disons que t0 est l’origine de l’abscisse ϕ.

Définition 21.43.
Un arc paramétré pI, γN q continu rectifiable est dit normal si l’identité est une abscisse curviligne.

Lemme 21.44.
Si γ est de classe C1 et est un paramétrage normal, alors

(1) pour tout choix de t et t1 dans I avec t ă t1, nous avons

l
`rt, t1s, γN

˘ “ t1 ´ t. (21.120)

(2) }γ1ptq} “ 1 pour tout t.

Démonstration. Pour tout x1, x2 dans le domaine nous avons

l
`rx1, x2s, γ˘ “

ż x2

x1

}γ1ptq}dt “ x2 ´ x1. (21.121)

Cela implique }γ1ptq} “ 1 pour tout t. En effet, pour fixer les idées, supposons que }γ1ptq} ą 1
en un point, par continuité, cela reste strictement supérieur à 1 sur un intervalle. L’intégrale sur
cet intervalle ne peut alors pas être la taille de l’intervalle.

Exemple 21.45.
Le cercle unitaire est donné par l’arc

γptq “ `
cosptq, sinptq˘ (21.122)

et t P r0, 2πs. Pour tout choix de t et t1 dans r0, 2πs, nous avons

l
`rt, t1s, γ˘ “

ż t1

t

b
sin2puq ` cos2puqdu “ t1 ´ t. (21.123)

Les angles exprimés en radians forment donc un paramétrage normal du cercle de rayon 1. △

Lemme 21.46.
Pour un arc paramétré compact, la longueur d’arc est une abscisse curviligne.

Démonstration. Par définition de la longueur d’arc φ, nous avons

φpt1q ´ φptq “ l
`ra, t1s, γ˘ ´ l

`ra, ts, γ˘ “ ♢. (21.124)

Supposons pour fixer les idées que t1 ą t. En utilisant la proposition 21.7, nous avons

l
`ra, t1s, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘ ` l
`rt, t1s, γ˘, (21.125)

et donc après simplification de deux termes,

♢ “ l
`rt, t1s, γ˘, (21.126)

ce qui est précisément la propriété demandée pour être une abscisse curviligne.
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Proposition 21.47.
Pour tout arc paramétré C1 sans points critiques, il existe un changement de coordonnées qui rend
l’arc normal.

Démonstration. Soit pI, γq un arc de classe C1. Nous devons montrer qu’il existe un intervalle J
et une application θ : J Ñ I de classe C1 et d’inverse C1 tel que l’arc pJ, γN q soit C1 où γN “ γ ˝ θ.

Si I “ ra, bs, nous considérons la fonction

ϕ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (21.127)

Étant définie par l’intégrale d’une fonction C0, la fonction ϕ est C1, et nous avons ϕ1ptq “ }γ1ptq} ą 0
pour tout t P I. Vue comme application ϕ : ra, bs Ñ r0, lpγqs, l’application ϕ est bijective et d’inverse
C1. Voyons cela point par point.

(1) La fonction ϕ est injective parce que strictement croissante.

(2) Elle est surjective parce que ϕpaq “ 0 et ϕpbq “ lpγq.
(3) La continuité de l’inverse est plus délicate. Soit l P r0, lpγqs et ε ą 0. Pour prouver la

continuité de ϕ´1 en s, nous devons trouver un δ tel que

|s´ s1| ă δ ñ ˇ̌
ϕ´1psq ´ ϕ´1ps1qˇ̌ ă ε. (21.128)

Étant donné que s et s1 sont dans l’image de ϕ, nous considérons les uniques t et t1 tels que
s “ ϕptq et s1 “ ϕpt1q. La quantité ϕptq ´ ϕpt1q devient

ż t

a

››γ1puq››du´
ż t1

a

››γ1puq››du “
ż t1

t

››γ1puq››du. (21.129)

D’autre part, ϕ´1psq “ t et ϕ´1ps1q “ t1, donc la condition (21.129) devient

|
ż t

t1

››γ1puq››du| ď δ ñ |t´ t1| ă ε. (21.130)

Cela revient à la continuité des fonctions définies par une intégrale.

(4) La dérivée de son inverse est donnée par 7

pϕ´1q1psq “ 1
ϕ1`ϕ´1psq˘ . (21.131)

Nous avons vu que ϕ´1 et ϕ1 étaient continues. La fonction pϕ´1q1 étant exprimée en termes
de ces deux fonctions elle est également continue.

Nous considérons l’arc paramétré pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq. (21.132)

7. Pour obtenir cette formule, dérivez les deux membres de l’équation ϕ
`
ϕ´1

psq
˘

“ s.
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Nous montrons maintenant que ce nouveau paramétrage est normal. Soient 0 ď s ď s1 ď lpγq,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s

››γ1
N puq››du

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››pγ1
N ˝ ϕqptq››ϕ1ptqdt

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››pγN ˝ ϕq1ptq››dt

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››γ1ptq››dt

“
ż ϕ´1ps1q

0

››γ1ptq›› dt´
ż ϕ´1psq

0

››γ1ptq›› dt
“ ϕ

`
ϕ´1ps1q˘ ´ ϕ

`
ϕ´1psq˘

“ s1 ´ s,

(21.133)

ce qui prouve que le paramétrage pJ, γN q est normale.

Nous retenons que le paramétrage normal de γ est donnée par pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq (21.134)

où
ϕ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (21.135)

Notons aussi que ϕ est une fonction croissante, étant l’intégrale d’une fonction positive.

Exemple 21.48.
Trouvons les coordonnées normales pour la cycloïde donnée par

"
xptq “ apt´ sinptqq, (21.136a)
yptq “ ap1 ´ cosptqq (21.136b)

et t P s0, 2πr. Relire l’exemple 21.32.
D’abord nous trouvons ϕ avec la formule (21.135) avec a “ 0. En utilisant le bout de calcul

(21.99), nous avons

ϕptq “ 2a
ż t

0
sin u2du “ 4a

ˆ
1 ´ cos t2

˙
. (21.137)

Pour trouver ϕ´1psq, nous résolvons l’équation

s “ ϕ
`
ϕ´1psq˘ (21.138)

par rapport à ϕ´1psq. Dans un premier temps, nous trouvons

1 ´ s

4a “ cos ϕ
´1psq

2 , (21.139)

donc ϕ´1psq
2 “ arccosp4a´s

4a q, et finalement

ϕ´1psq “ 2 arccos
ˆ

4a´ s

4a

˙
. (21.140)

Il nous reste à injecter cela dans les expressions de xptq et yptq pour trouver pγN qxpsq et pγN qypsq.
D’abord,

pγN qxpsq “ a
“
ϕ´1psq ´ sin

`
ϕ´1psq˘‰. (21.141)
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Nous utilisons maintenant la formule trigonométrique sinpxq “ 2 sin x
2 cos x2 afin de simplifier les

expressions :

pγN qx “ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 2 sin

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘
cos

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘ı

“ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 4a´ s

2a

d
1 ´

ˆ
4a´ s

4a

˙2ı

“ 2a arccos
ˆ

4a´ s

4a

˙
´
a

8as´ s2 4a´ s

8a

(21.142)

où nous avons utilisé la formule sin
`

arccospxq˘ “ ?
1 ´ x2. Ensuite, pour obtenir pγN qy nous

devons calculer
pγN qypsq “ a

“
1 ´ cos

`
ϕ´1psq˘‰. (21.143)

Encore une fois, il est intéressant d’exprimer le cosinus en termes des angles divisés par deux :
cospxq “ cos2 x

2 ´ sin2 x
2 .

pγN qy “ a
”
1 ´ cos2 ϕ

´1psq
2 ` sin2 ϕ

´1psq
2

ı

“ a
”
2 ´ 2 cos2 ϕ

´1psq
2

ı

“ 2a
”
1 ´

ˆ
4a´ s

4a

˙2 ı
.

(21.144)

Dans ce paramétrage, s P s0, 8ar. △

Exemple 21.49.
La cardioïde ρpθq “ a

`
1 ` cospθq˘ avec θ entre ´π et π. Avant d’utiliser la formule (21.135), nous

devons trouver l’élément de longueur de la cardioïde. Étant donné la façon dont l’équation de la
cardioïde nous est donnée, l’élément de longueur est donné par 8 (21.92) :

}γ1puq}2 “ a2 sin2puq ` a2p1 ` cospuqq2

“ 2a2`1 ` cospuq˘, (21.145)

et par conséquent 9

ϕptq “
ż t

0

b
2a2

`
1 ` cospuq˘du

“
ż t

0

c
2a2

´
1 ` cos2 u

2 ´ sin2 u

2

¯
du

“ 2a
ż t

0
cos u2du

“ 4a sin t

2 .

(21.146)

Pour trouver l’inverse, nous résolvons ϕ
`
ϕ´1psq˘ “ s par rapport à ϕ´1psq :

4a sin
ˆ
ϕ´1psq

2

˙
“ s,

ϕ´1psq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
.

(21.147)

8. Nous vous déconseillons d’étudier cette formule par cœur. Sachez cependant la retrouver assez vite.
9. L’utilisation stricte de la formule (21.135) demanderait d’intégrer à partir de ´π. Pour plus de simplicité, nous

intégrons à partir de zéro, et nous verrons plus tard comment adapter l’intervalle du nouveau paramètre.
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Avant d’écrire trop brutalement γN psq “ pγ ˝ϕ´1qpsq, il faut comprendre comment est γ. Nous
avons reçu la courbe sous forme polaire, c’est-à-dire

γptq “ `
γrptq, γθptq

˘ “
´
a
`
1 ` cosptq˘, t

¯
. (21.148)

C’est comme cela qu’il faut comprendre la donnée ρpθq “ a
`
1 ` cospθq˘. Maintenant la formule

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq devient
#

pγN qrpsq “ γr
`
ϕ´1psq˘ (21.149a)

pγN qθpsq “ γθ
`
ϕ´1psq˘. (21.149b)

Étant donné que γθptq “ t, la seconde est facile :

pγN qθpsq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
. (21.150)

Pour la première,

pγN qrpsq “ a
“
1 ` cos

`
2 arcsin s

4a
˘‰ “ 16a2 ´ s2

8a . (21.151)

Nous écrivons donc le nouveau paramétrage en coordonnées polaires sous la forme
ˆ

16a2 ´ s2

8a , 2 arcsin s

4a

˙
. (21.152)

La question qui arrive maintenant est de savoir quel intervalle parcours la nouvelle variable s.
D’après le résultat de l’exemple 21.101, la longueur de la cardioïde est de 8a et nous avons donc
s P r0, 8as. Cependant, la condition d’existence de arcsin nous interdit d’avoir s plus grand que 4a
en valeur absolue. Où est le problème ?

Le problème est que nous avons changé l’origine de notre paramètre en donnant ϕptq comme
une intégrale à partir de 0 au lieu de ´π. Cela se voit en regardant de quel point nous partons : en
s “ 0 nous sommes sur le point p2a, 0q tandis qu’avec le paramètre original, c’est-à-dire θ P r´π, πs,
nous avons pour θ “ ´π le point p0,´πq.

Il se passe donc que si nous commençons à parcourir la cardioïde avec s “ 0, nous partons du
milieu, et nous ne parcourons donc pas tout. Étant donné que le « premier » point de la cardioïde
est le point p0,´πq, le paramètre s commence en s “ ´4a, et nous avons comme intervalle :

s P r´4a, 4as, (21.153)

ce qui est en accord avec la conditions d’existence. △

Quel enseignement tirer de cet exemple ? Lorsqu’on calcule ϕptq pour trouver les coordonnées
normales, il y a deux solutions.

(1) Utiliser strictement la formule ϕptq “ şt
a }γ1puq}du, en prenant bien comme borne de départ

le point de départ de le paramétrage de γ. À ce moment la coordonnée normale construite
aura r0, lpγqs comme intervalle de variation.

(2) Faire commencer l’intervalle d’intégration en zéro (ou ailleurs). Un bon choix peut simplifier
quelques calculs, mais alors il faudra bien choisir la valeur de départ de la nouvelle coor-
données pour que le « premier » point de la courbe soit correct. Dans ce cas, la longueur de
l’intervalle sera quand même lpγq. Il n’y a donc pas de problèmes pour trouver la valeur du
bout de l’intervalle de variation du paramètre normal.

Dans tous les cas, il faut bien préciser l’intervalle de variation du paramètre lorsqu’on donne une
courbe paramétrée.
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21.7.2 Tangente à une courbe paramétrée

Définition 21.50.
Soit pI, γq un arc paramétré de classe Ck avec k ě 1. Nous disons que la courbe admet une tangente
en γpt0q P Rn lorsque les deux conditions suivantes sont remplies

(1) γptq ‰ γpt0q pour tout t dans un voisinage de t0 ;
(2) la direction de la droite qui passe par γptq et γpt0q admet une limite lorsque t Ñ t0.

Dans ce cas, la tangente sera la droite passant par le point γpt0q et dont la direction est donnée
par la limite.

Dans cette définition, par direction d’une droite, nous entendons le vecteur de norme 1 pa-
rallèle à celle-ci sans tenir compte du signe. La tangente sera donc la droite passant par γpt0q et
parallèle au vecteur

lim
tÑt0

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} . (21.154)

Évidemment si nous avions écrit γpt0q´γptq, ça n’aurait pas changé la droite. Par abus de langage,
nous parlerons souvent de « la direction u » même lorsque u n’est pas de norme 1.

Formellement, une direction est une classe d’équivalence de vecteurs pour la relation u „ v si
il existe λ ‰ 0 tel que u “ λv, mais nous n’aurons pas besoin de cette précision ici.

Sans surprises, la tangente est à peu près toujours donnée par la dérivée lorsqu’elle existe. Plus
précisément nous avons le

Théorème 21.51.
Soit pI, γq, un arc paramétré de classe Ck (k ě 1) et t0 P I tel que

γ1pt0q “ γ2pt0q “ . . . “ γpq´1qpt0q “ 0 (21.155)

et
γpqqpt0q ‰ 0 (21.156)

pour un entier 1 ď q ď k. Alors γ admet une tangente en γpt0q de direction γpqqpt0q.
Démonstration. Le développement de γpt0q en série de Taylor autour de t jusqu’à l’ordre q est

γptq “ γpt0q ` γ1pt0q|t´ t0| ` γ1tpt0q
2 |t´ t0|2 ` ¨ ¨ ¨ ` γpqqpt0q

q! |t´ t0|q

` εptq|t´ t0|q
(21.157)

où ε est une application ε : R Ñ Rn telle que limtÑt0 εptq “ 0. En utilisant les hypothèses, nous
éliminons la majorité des termes dans le développement (21.157) :

γptq ´ γpt0q “ 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q. (21.158)

La direction de la droite qui joint γptq à γpt0q est donc donnée par

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “

1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q
} 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q} (21.159)

et la limite lorsque t Ñ t0 donne γpqqpt0q comme direction de la tangente.

Lorsque le théorème s’applique, le vecteur

τ “ γpqqpt0q
}γpqqpt0q} (21.160)

est appelé le vecteur unitaire tangent en γpt0q à l’arc paramétré γ.
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Corolaire 21.52.
Si pI, γq est un arc paramétré de classe C1 régulier (c’est-à-dire γ1ptq ‰ 0 pour tout t) alors l’arc
admet une tangente en tout point et le vecteur unitaire de la tangente est donné par

τptq “ γ1ptq
}γ1ptq} , (21.161)

pour tout t dans I.

Corolaire 21.53.
Si γ “ pJ, γN q est un arc paramétré de classe C1, normal, alors le vecteur unitaire de la tangente
au point γN psq est donné par τpsq “ γ1

N psq.
Démonstration. Nous devons démontrer que dans le cas d’un paramétrage normal nous avons
}γ1
N psq} “ 1 pour tout s. Par définition,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s
}γ1
N puq}du “ s1 ´ s. (21.162)

Par conséquent,

lim
hÑ0

1
h

ż s`h

s
}γ1
N puq}du “ lim

yÑ0

s` h´ s

h
“ 1. (21.163)

Cela implique que }γ1
N psq} “ 1, et donc en particulier que pJ, γN q est un arc régulier. Le corolaire

précédent montre alors que τpsq “ γ1
N psq{}γ1

N psq} “ γ1
N psq.

Exemple 21.54.
Considérons la courbe γptq “ pt2, t3q, et cherchons la tangente en t0 “ 0. En dérivant nous avons
successivement

γptq “ pt2, t3q
γ1ptq “ p2t, 3t2q
γ2ptq “ p2, 6tq.

(21.164)

En posant t “ 0, nous trouvons que γ1p0q “ 0 mais γ2p0q “ p2, 0q ‰ 0. Le théorème nous dit donc
que la direction de la tangente est horizontale. Nous pouvons faire le calcul directement :

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “ pt2, t3q?

t4 ` t6
“ pt2, t3q
t2

?
1 ` t2

“ p1, tq?
1 ` t2

, (21.165)

dont la limite t Ñ 0 est bien le vecteur horizontal p1, 0q.
La figure 21.7 montre quelques tangentes, c’est-à-dire quelques vecteurs dans la direction γ1ptq

(pour les t ‰ 0, il ne faut pas aller à la dérivée seconde). Nous remarquons que de part et d’autres
du sommet, les vecteurs ne sont pas dirigés dans le même sens. En tant que vecteurs de norme 1,
ces vecteurs n’ont pas de limites quand t Ñ 0. Ce sont bien les directions qui ont une limite, parce
que la direction ne tient pas compte du sens.

△

21.8 Un peu de topologie
La proposition 21.55 donne une sorte de théorème des valeurs intermédiaires pour le cas d’une

application à valeurs dans un chemin.

Proposition 21.55 ([1]).
Soit une application continue et injective γ : r0, 1s Ñ Rn. Nous posons Γ “ γ

`r0, 1s˘ sur lequel
nous considérons la topologie induite 10 de Rn.

Nous supposons que γ´1 : Γ Ñ r0, 1s est continue 11

Nous considérons un chemin α : r0, 1s Ñ Rn tel que
10. Définition 7.33.
11. Je ne suis pas certain que cette hypothèse soit indispensable.
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Figure 21.7 – Quelques tangentes de la courbe γptq “ pt2, t3q.

(1) α est continu,
(2) αp0q “ γp0q
(3) α

`r0, 1s˘ Ă Γ
(4) αp1q “ γpt0q pour un certain t0 P r0, 1s.

Alors pour tout t P r0, t0s, il existe u P r0, 1s tel que αpuq “ γp1q.
Démonstration. Nous commençons par montrer que l’application α : r0, 1s Ñ Γ est encore continue
lorsque nous voyons bien l’espace d’arrivée comme Γ muni de sa propre topologie et non comme
R2 muni de sa topologie usuelle.

Soit un ouvert O de Γ ; il existe un ouvert O1 de R2 tel que O “ O1 X Γ. Vu que α ne prend ses
valeurs que dans Γ, nous avons α´1pΓ X O1q “ α´1pO1q et comme α est continue pour la topologie
de R2, la partie α´1pO1q est un ouvert de r0, 1s.

Nous considérons donc l’application

γ´1 ˝ α : r0, 1s Ñ r0, 1s (21.166)

qui est continue et vérifie donc le théorème des valeurs intermédiaires 10.82. Les hypothèses αp0q “
γp0q et αp1q “ γpt0q donnent

pγ´1 ˝ αqp0q “ 0 (21.167a)
pγ´1 ˝ αqp1q “ t0. (21.167b)

Donc pour tout t P r0, t0s, il existe u P r0, 1s tel que pγ´1 ˝ αqpuq “ t. En appliquant γ des deux
côtés, nous voyons que ce u vérifie αpuq “ γptq comme demandé.

La proposition suivant dit essentiellement que la longueur d’un chemin est minoré par la lon-
gueur de son graphe.

Proposition 21.56 ([1]).
Soient a, b P Rn. Soit une application continue et injective γ : r0, 1s Ñ Rn telle que γp0q “ a et
γp1q “ b.

Nous considérons maintenant un second chemin continu α : r0, 1s Ñ Rn tel que αp0q “ a,
αp1q “ b et σpr0, 1sq Ă γpr0, 1sq.

Alors la longueur de γ minore celle de α : lpγq ď lpαq.
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Démonstration. Pour rappel, la longueur d’un chemin est donné par l’infimum des longueurs des
lignes brisées reliant des points du chemin (définition 21.4). Soit une subdivision σ de r0, 1s et la
« longueur » correspondante pour γ :

lσpγq “
nÿ

i“1
}γptiq ´ γpti´1q}. (21.168)

Nous allons construite une subdivision de r0, 1s pour laquelle la longueur de α sera la même. De
cette façon, le supremum pour α sera un supremum sur un ensemble plus grand que celui du
supremum pour γ.

Vu que le graphe de α est contenu dans celui de γ, et que les points de départ et d’arrivée
sont les mêmes, la proposition 21.55 nous donne que pour tout t P r0, 1s, il existe u P r0, 1s tel que
αpuq “ γptq.

Cela ne suffit pas à considérer une subdivision puiqi“1,...,n de r0, 1s pour laquelle αpuiq “ γptiq
parce qu’il faut encore que les ui soient ordonnés. Vu que α n’est pas injective, il n’y a pas de
garanties de ce côté. Nous posons :

ui “ mintx P r0, 1s tel que αpxq “ γptiqu. (21.169)

Montrons que ce minimum existe. Ce minimum existe parce que α étant continue, l’ensemble des
x sur lesquels αpxq a une valeur donnée est fermé (le complémentaire est ouvert par le théorème
des valeurs intermédiaires). De plus cet ensemble est borné parce qu’il est inclus dans r0, 1s. Il est
donc compact et possède un minimum.

Nous prouvons à présent que ui`1 ě ui. Nous avons αpui`1q “ γpti`1q et il existe u dans
r0, ui`1r tel queαpuq “ γptiq (proposition 21.55). Vu que ui est le minimum de tels u, nous avons
ui P r0, ui`1r. Cela prouve bien que ui ă ui`1.

Ces puiqi“1,...,n forment une subdivision de r0, 1s telle que αpuiq “ γptiq. La longueur associée
à la subdivision puiq pour α est la même que celle associée à ptiq pour γ.

Donc lpαq ě lpγq.

´1

1

Figure 21.8 – La figure de la proposition 21.57.

Proposition 21.57 ([1]).
Nous considérons la partie suivante de R2 :

A2 “ ␣`
t, sinp1{tq˘(

tPs0,1s (21.170)

qui est dessinée est sur la figure 21.8. Ensuite nous posons

A “ ␣p0, 0q(. (21.171)

La partie A est connexe, mais pas connexe par arcs.

Démonstration. En plusieurs points.
(i) A2 est connexe La partie A2 est l’image de la fonction

f : s0, 1s Ñ R2

t ÞÑ `
t, sinp1{tq˘. (21.172)

Vu que f est continue et que son ensemble de départ est connexe, A2 est connexe (proposition
7.184).
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(ii) A est connexe Soient deux ouverts disjoints O1 et O2 dont l’union contient A. Nous sup-
posons que p0, 0q P O1. Si O1 contient B

`p0, 0q, r˘, alors il contient tous les points de la forme` 1
2kπ , 0

˘
pour k assez grand. Ces points sont dans A1.

Vu que O1 contient des points de A1, il doit contenir tous les points de A1 ; sinon les ouverts
O1 et O2 contrediraient la connexité de A1. Finalement, A Ă O1 et A est connexe.

(iii) Connexité par arcs : le chemin Pour faire aller le chemin dans le bon sens, nous consi-
dérons

γ : r0, 1r Ñ R2

t ÞÑ fp1 ´ tq. (21.173)

Si A était connexe par arcs, il existerait une application continue α : r0, 1s Ñ A telle que
αp0q “ `

1, sinp1q˘ “ γp0q et αp1q “ p0, 0q.
(iv) Minoration de la longueur de α Vu que α est continue, ses composantes le sont et vé-

rifient le théorème des valeurs intermédiaires. Pour tout t P s0, 1r, il existe u P s0, 1r tel que
αpuq “ γptq.
Par la proposition 21.56, la longueur de α est minorée par la longueur du chemin γ entre 0
et t0 pour tout t.

(v) La longueur de γ Vu que γ passe une infinité de fois par zéro et par 1, il est possible de
construire une subdivision de s0, 1r par rapport à la quelle la longueur de γ est arbitrairement
grande.

(vi) Conclusion Donc la longueur de α est minoré par tous les nombres, arbitrairement grand.
Autrement dit, la longueur de α est infinie. Mais α étant un chemin continu depuis un
compact, cela est impossible.
Nous déduisons qu’un chemin continu liant

`
1, sinp1q˘ à p0, 0q en restant sur A est impossible.

21.9 Repère de Frenet
Dans cette section, nous ne considérons que des courbes dans R3.

Proposition 21.58.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2. Alors pour toute valeur de s dans J , nous
avons

τpsq · τ 1psq “ 0 (21.174)
où τpsq “ γ1

N psq. C’est-à-dire que la dérivée seconde est perpendiculaire à la dérivée première.

Démonstration. Le paramétrage étant normal, nous avons

}γ1
N psq}2 “

nÿ

i“1
x1
ipsq2 “ 1; (21.175)

ce qui implique, en dérivant les deux membres, que

0 “ 2
nÿ

i“1
x1
ipsqx2

i psq, (21.176)

c’est-à-dire exactement γ1
N psq · γ2

N psq “ 0 ; d’où la thèse.

Remarque 21.59.
Si nous n’utilisons pas des coordonnées normales, la proposition 21.58 n’est pas spécialement vraie.
Prenons par exemple la courbe qui donne la parabole :

γptq “ pt, t2q (21.177a)
γ1ptq “ p1, 2tq (21.177b)
γ2ptq “ p0, 2q (21.177c)
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Nous avons γ1ptq · γ2ptq “ 4t. Par conséquent, la dérivée seconde n’est la normale à la courbe que
en t “ 0. Cela est une propriété très intéressante des coordonnées normales : la dérivée seconde
d’une coordonnées normale donne un vecteur normal à la courbe, c’est-à-dire perpendiculaire à la
tangente.

Définition 21.60.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2.

(1) Le vecteur unitaire tangent est donné par le corolaire 21.52 : τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}.
(2) La normale principale est le vecteur τ 1psq. Le vecteur unitaire normal est le vecteur

νpsq “ τ 1psq
}τ 1psq} “ γ2

N psq
}γ2
N psq} . (21.178)

Nous déduirons une formule plus pratique en dehors des coordonnées normales en (21.206).
(3) La courbure au point γN psq est le réel

cpsq “ }τ 1psq} “ }γ2
N psq}. (21.179)

Note : il y a une notion de courbure signée qui sera donnée dans la définition 21.74.
(4) Le rayon de courbure est le réel

Rpsq “ 1
cpsq “ 1

}γ2
N psq} . (21.180)

Par la proposition 21.58, nous avons νpsq · τpsq “ 0. En combinant toutes les formules, nous
avons les différentes expressions suivantes pour le vecteur normal unitaire :

νpsq “ γ2
N psq
cpsq “ τ 1psq

}τ 1psq} “ τ 1psq
cpsq “ Rpsqτ 1psq “ Rpsqγ2

N psq. (21.181)

Proposition 21.61.
La fonction courbure s’écrit c “ }γ1

N ˆ γ2
N}.

Démonstration. Par la proposition 11.31 nous avons :
xγ1
N , γ

2
Ny2 ` }γ1

N ˆ γ2
N}2 “ }γ1

N}2}γ2
N}2 “ }γ2

N}2 (21.182)
parce que, le paramétrage étant normal, }γ1

N} “ 1. Mais xγ1
N , γ

2
Ny “ 0, donc il reste }γ1

N ˆ γ2
N}2 “

}γ2
N}2, d’où

cpsq “ }γ2
N psq} “ }γ1

N psq ˆ γ2
N psq} (21.183)

pour chaque s dans J .

Définition 21.62.
Soit s un point birégulier (c’est-à-dire γ1

N psq ‰ 0 et γ2
N psq ‰ 0) de l’arc normal γ “ pJ, γN q. Le

vecteur unitaire de la binormale est le vecteur
βpsq “ τpsq ˆ νpsq (21.184)

Par leurs définitions, τ et ν sont unitaires, tandis que la proposition 21.58 montre qu’ils sont
également orthogonaux. Les propriétés du produit vectoriel font que β est également unitaire, et
simultanément orthogonal à τ et à ν.

Définition 21.63.
Le repère orthonormal tγN psq, τpsq, βpsqu est le repère de Frenet au point γN psq.
Lemme 21.64.
Le vecteur unitaire normal est donné par νpsq “ βpsq ˆ τpsq.
Démonstration. Ceci est une application de la formule d’expulsion (11.90) et de l’orthonormalité
de la base de Frenet :

β ˆ τ “ pτ ˆ νq ˆ τ “ ´pν· τqτ ` pτ · τqν “ ν. (21.185)
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21.9.1 Torsion

Décomposons le vecteur β1psq dans la base de Frenet. Pour cela nous allons utiliser la proposi-
tion 9.161 et montrer que β1psq · τpsq “ β1psq ·βpsq “ 0, ce qui voudra dire que, dans la base de
Frenet, les composantes de β1 le long de τ et β sont nulles. Le vecteur β1 sera donc colinéaire à ν.

D’abord, étant donné que la norme de βpsq est constante par rapport à s, nous avons

0 “ d

ds
}βpsq}2 “ 2β1psq ·βpsq. (21.186)

Ensuite, nous dérivons la définition βpsq “ τpsqˆνpsq en utilisant la formule de Leibnitz (12.437) :

β1psq “ τ 1psq ˆ νpsq ` τpsq ˆ ν 1psq. (21.187)

Mais τ 1psq “ γ2
N psq tandis que νpsq “ γ2

N psq
}γ2

N psq} , de telle sorte que τ 1psq ˆ νpsq “ 0. Nous restons
donc avec β1psq “ τpsq ˆ ν 1psq, ce qui prouve que β1psq est perpendiculaire à τpsq et donc que
β1psq · τpsq “ 0.

Le vecteur β1psq est donc un multiple de νpsq. Nous notons tpsq le facteur de proportionnalité :

β1psq “ tpsqνpsq. (21.188)

Définition 21.65.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C3. La torsion de γ au point γN psq est le réel

tpsq “ }β1psq} “ }τpsq ˆ ν 1psq}. (21.189)

Lorsque tpsq ‰ 0, le réel T psq “ 1
tpsq est le rayon de torsion de γ en γN psq.

Étant donné que pour chaque s, l’ensemble tτpsq, νpsq, βpsqu est une base, il est naturel de
vouloir décomposer leurs dérivées dans cette base. D’abord, par définition de c et de t, nous avons

τ 1psq “ cpsqνpsq
β1psq “ tpsqνpsq. (21.190)

Il reste à décomposer ν 1psq. Définissons ατ , αν et αβ (qui peuvent dépendre de s) par

ν 1psq “ αττpsq ` αννpsq ` αββpsq. (21.191)

En vertu de la proposition 9.161, nous avons

ατ “ xν 1psq, τpsqy “ ´xνpsq, τ 1psqy “ ´xνpsq, cpsqνpsqy “ ´cpsq,
αν “ xν 1psq, νpsqy “ 0,
αβ “ xν 1psq, βpsqy “ ´xνpsq, β1psqy “ ´tpsq,

(21.192)

où nous avons utilisé le fait que xνpsq, νpsqy “ }νpsq}2 “ 1. Si nous mettons ces résultats sous
forme matricielle, nous avons les formules de Frenet :

¨
˝
τ 1psq
ν 1psq
β1psq

˛
‚“

¨
˝

0 cpsq 0
´cpsq 0 ´tpsq

0 tpsq 0

˛
‚
¨
˝
τpsq
νpsq
βpsq

˛
‚. (21.193)

Proposition 21.66.
Si s est un point birégulier, alors la torsion est donnée par

tpsq “ ´ pγ1
N ˆ γ2

N q ˆ γ3
N

}γ1
N psq ˆ γ2

N psq}2 . (21.194)
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Démonstration. Par l’équation (21.181), nous avons γ2
N psq “ c1psqνpsq, et par conséquent

γ3
N psq “ c1psqνpsq ` cpsqν 1psq “ c1psqνpsq ` cpsq“ ´ cpsqτpsq ´ tpsqβpsq‰, (21.195)

où nous avons utilisé la formule de Frenet pour ν 1psq. Par ailleurs, sachant le corolaire 21.53 et la
formule de Frenet pour τ 1, nous avons

γ1
N ˆ γ2

N “ τpsq ˆ τ 1psq “ τpsq ˆ cpsqνpsq “ cpsqβpsq. (21.196)

En combinant les deux dernières équations, et en se souvenant que la base de Frenet et orthonor-
male,

pγ1
N ˆ γ2

N q · γ3
N psq “ ´cpsq2tpsq, (21.197)

et donc, en remplaçant cpsq par la formule (21.183),

tpsq “ ´pγ1
N ˆ γ2

N q · γ3
N

}γ1
N ˆ γ2

N}2 . (21.198)

21.10 Hors des coordonnées normales

Remarque 21.67.
Notons que la définition de τ est donnée pour tout arc C1 régulier pI, γq par τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}.
La propriété τ “ γ1

N n’est valable que lorsque le paramétrage est normal. Les autres définitions
ont toutes été données dans le cas d’un paramétrage normal.

La remarque 21.67 nous incite à exprimer toute la base de Frenet en termes de γ lorsque le
paramétrage n’est pas normal. Étant donné que nous pouvons toujours faire le changement de
variable γptq “ γN

`
ϕptq˘ (proposition 21.47), il est possible d’exprimer les vecteurs τ , ν et β ainsi

que les réels c et t en fonction de γ et de ses dérivées.
Nous allons maintenant travailler à écrire les formules.
Pour plus de facilité, nous collectons les définitions. Afin d’alléger la notation, nous n’exprimons

pas explicitement les dépendances en s :
Vecteur unitaire tangent Par le corolaire 21.53, τ est donné par τ “ γ1

N .
Vecteur unitaire normal Par la définition 21.60, ν est donné par ν “ τ 1

}τ 1} .
Vecteur unitaire de la binormale Par la définition 21.60, β est donné par β “ τ ˆ ν.
Courbure Par la définition 21.60, c est donné par c “ }τ 1}.
Torsion Par la définition 21.65, t est donné par t “ }β1}.

Le schéma du changement de variable est

t P I f //

ϕ
��

R3

s P J
g

<< (21.199)

La difficulté ne sera pas d’éliminer γN de toutes les formules, mais bien de se débarrasser des
fonctions ϕ qui arrivent quand nous exprimons γN en termes de γ, et en particulier lorsque nous
voulons exprimer les dérivées de γN en termes de γ et de ses dérivées.

Regardons d’abord comment les dérivées de γN s’expriment en termes de γ. En utilisant le fait
que γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq et que }γ1

N psq} “ 1, nous avons

γ1
N psq “ γ1

N psq
}γ1
N psq} “ pγ ˝ ϕ´1q1psq

}pγ ˝ ϕ´1q1psq} “ γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq
}γ1`ϕ´1psq˘}|pϕ´1q1psq| “ γ1ptq

}γ1ptq} (21.200)
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où nous avons utilisé le fait que ϕ´1 étant croissante (parce que l’inverse d’une fonction croissante
est croissante), pϕ´1q1psq “ |pϕ´1q1psq|. Pourquoi écrivons nous |ϕ´1psq| et non }ϕ´1psq} ?

Pour la dérivée seconde, nous dérivons la relation (21.200) :

γ2
N psq “ γ2`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq

}γ1`ϕ´1psq˘} ` γ1`ϕ´1psq˘ d
ds

”
}γ1`ϕ´1psq˘}

ı
. (21.201)

Le petit calcul suivant va nous permettre de simplifier cette expression :

pϕ´1q1psq “ pϕ´1q1`ϕptq˘ “ 1
ϕ1ptq “ 1

}γ1ptq} . (21.202)

Donc
γ2
N psq “ γ2ptq

}γ1ptq}2 ` γ1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı
(21.203)

où il est entendu que t “ ϕ´1psq. Avec cette expression, nous ne nous sommes pas encore débarrassés
de la fonction ϕ, mais nous allons voir que cela nous sera suffisant.

Pour le vecteur unitaire tangent τpsq, nous avons donc immédiatement

τpsq “ γ1
N psq “ γ1ptq

}γ1ptq} . (21.204)

Ici encore il est sous-entendu que le t dans le membre de droite est lié au s du membre de gauche
par t “ ϕ´1psq. Il est donc naturel de nous demander si nous avons gagné quelque chose, étant
donné que la formule (21.204) contient encore la fonction ϕ.

Géométriquement, le vecteur τpsq est le vecteur normal unitaire de la courbe au point γN psq.
En utilisant les relations du diagramme (21.199), nous avons en réalité γN psq “ γN

`
ϕptq˘ “ γptq.

Le vecteur γ1ptq
}γ1ptq} représente donc le vecteur normal tangent au point γptq.

Pour calculer la courbure, nous devons d’abord calculer le produit vectoriel

γ1
N psq ˆ γ2

N psq “ γ1ptq
}γ1ptq} ˆ

ˆ
γ2ptq

}γ1ptq}2 ` γ1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı˙

“ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3

(21.205)

parce que le deuxième terme dans la parenthèse est un multiple de γ1ptq, de telle sorte à ce que
son produit vectoriel avec γ1ptq{}γ1ptq} soit nul. En prenant la norme,

cpsq “ }γ1ptq ˆ γ2ptq}
}γ1ptq}3 . (21.206)

Encore une fois, cette équation nous enseigne que la courbure au point γptq P R3 est donnée par
le membre de droite, qui ne dépend que de t.

Le vecteur unitaire binormal est donné par βpsq “ τpsqˆνpsq. En utilisant (21.204) et (21.181),

βpsq “ τpsq ˆ νpsq “ γ1
N psq ˆ γ2

N psq
cpsq . (21.207)

Les formules (21.205) pour le produit vectoriel et (21.206) pour la courbure donnent ensuite

βpsq “ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3 · 1

cpsq “ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (21.208)

Cela donne le vecteur unitaire binormal au point γptq en termes de γ1ptq et γ2ptq.
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La torsion demande d’utiliser la dérivée troisième de γN . Nous avons

γ3
N psq “ pγ ˝ ϕ´1q3psq

“
´
γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq

¯2

“
´
γ2`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq2 ` γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q2psq

¯1

“ γ3`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq3 ` v

“ γ3`ϕ´1psq˘
}γ1ptq}3 ` v par (21.202)

(21.209)

où v est un élément de xγ2`ϕ´1psq˘, γ1`ϕ´1psq˘y. Le vecteur v est donc perpendiculaire à γ1 ˆγ2 et
donc à γ1

N ˆ γ2
N à cause de la relation (21.205) qui montre que γ1 ˆ γ2 est parallèle à γ1

N ˆ γ2
N . De

ce fait, lorsque nous calculons pγ1
N ˆ γ2

N q · γ3
N , la partie v de γ3

N n’entre pas en ligne de compte.
Nous avons donc le calcul suivant, en remplaçant les diverses occurrences de γ1

N ˆ γ2
N par sa

valeur (21.205) en termes de γ,

tpsq “ ´pγ1
N ˆ γ2

N q · γ3
N

}γ1
N ˆ γ2

N}2

“ ´ pγ1
N ˆ γ2

N q · γ3ptq
}γ1
N ˆ γ2

N}2 }γ1ptq}2

“ ´pγ1 ˆ γ2q · γ3

}γ1 ˆ γ2}2 .

(21.210)

Dans cette expression, il est sous-entendu que tous les γN sont fonctions de s et tous les γ sont
fonction de t où s et t sont liés par s “ ϕptq.

Ce que nous avons prouvé est le

Théorème 21.68.
Pour tout représentant pI, γq, les éléments métriques pτ, ν, β, c, tq au point γptq s’expriment en
fonction de γptq, γ1ptq, γ2ptq et γ3ptq.
Lemme 21.69.
Si γ est le graphe de la fonction y alors la courbure de γ est donnée par la formule

c
`
γptq˘ “ |y2ptq|

`
1 ` y1ptq2

˘3{2 (21.211)

Démonstration. Nous avons :

γptq “ `
t, yptq˘ (21.212a)

γ1ptq “ `
1, y1ptq˘ (21.212b)

γ2ptq “ `
0, y2ptq˘. (21.212c)

Il s’agit maintenant seulement d’utiliser la formule (21.206) en se souvenant comment on calcule
un produit vectoriel 12 :

γ1 ˆ γ2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 y1 0
0 y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ y2. (21.213)

12. Définition 11.24.
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21.11 Tracer des courbes paramétriques dans R2

Nous allons maintenant voir comment les concepts introduits nous aident à effectivement tracer
des courbes dans le plan. Les courbes que nous regardons sont de la forme γptq “ `

xptq, yptq˘, et
nous supposons que ces fonctions soient suffisamment régulières (disons trois fois continument déri-
vables). Nous ne supposons pas que la courbe soit donnée en coordonnées normales, en particulier,
γ2ptq n’est pas le vecteur normal en γptq.

La notion clef qui va jouer est le cercle osculateur de la courbe γ au point γptq. Sans rentrer
dans les détails, disons que c’est le cercle qui « colle » le mieux possible la courbe. Le rayon de ce
cercle est le rayon de courbure :

Rptq “ }γptq}3

}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (21.214)

En pratique, le produit vectoriel se calcule comme ceci :

γ1ptq ˆ γ2ptq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1ptq y1ptq 0
x2ptq y2ptq 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ px1y2 ´ x2y1qez. (21.215)

Le centre du cercle osculateur va se trouver quelque part sur la normale. Le vecteur normal est
donné par

nptq “ J
γ1ptq

}γ1ptq} (21.216)

où J est la rotation d’angle π
2 :

J

ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“
ˆ

0 1
´1 0

˙ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“
ˆ
y1ptq

´x1ptq
˙
. (21.217)

Cela nous laisse deux possibilités pour le centre du cercle osculateur : γptq ` Rptqnptq ou bien
γptq ´ Rptqnptq. Il faut savoir de quel côté de la courbe est situé le centre du cercle osculateur. Il
faut choisir le côté de la concavité, c’est-à-dire le côté de la dérivée seconde.

γ1ptqγ2ptq

nptq
´nptq

‚
P

Figure 21.9 – De quel côté de γ1ptq se trouvent nptq et ´nptq ?

La difficulté maintenant est de savoir qui de nptq ou ´nptq est du côté de γ2ptq. Il faut savoir si
nptq est du même côté de la droite tangente que γ2ptq ou non. Par construction, si nous regardons
la figure 21.9, le vecteur nptq sera toujours à gauche de γ1ptq. Le fait que γ2ptq soit à gauche ou à
droite de γ1ptq est donné par le signe du produit vectoriel γ1ptq ˆ γ2ptq. Si ce produit vectoriel est
positif, il faut choisir ´nptq et si il est négatif, il faut choisir n1ptq.

Le truc pour obtenir le signe de x1y2 ´ x2y1 est de faire

pγ1 ˆ γ2q · ez
}γ1 ˆ γ2} . (21.218)

Le centre de courbure sera donc situé à la position

Ωptq “ γptq ´ nptq }γptq}3

}γ1ptq ˆ γ2ptq}2 pγ1 ˆ γ2q · ez (21.219)
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Nous pouvons écrire cela plus explicitement en nous souvenant que γ1 ˆ γ2 “ px1y2 ´ x2y1qez, par
conséquent pγ1ˆγ2q · ez

}γ1ˆγ2}2 “ 1
x1y2´x2y1 . Nous avons

Ωxptq “ xptq ´ y1ptq x12 ` y12

x1y2 ´ x2y1 (21.220a)

Ωyptq “ yptq ` x1ptq x12 ` y12

x1y2 ´ x2y1 . (21.220b)

Quelques exemples de cercles osculateurs sont sur la figure 21.10.

‚ ‚

‚‚

Figure 21.10 – Exemple de cercles osculateurs.

21.12 Courbes planes
Définition 21.70.
Une courbe γ : ra, bs Ñ Rn est fermée si γpaq “ γpbq. Elle est simple si γptq ‰ γpt1q dès que
t, t1 P sa, br et t ‰ t1.

Définition 21.71.
Nous disons qu’une courbe fermée est continue, de classe C1, de classe C2 ou autre condition de
régularité si son extension périodique comme application γ : R Ñ R2 a cette régularité.

21.12.1 Angle

Lemme 21.72 ([455]).
Soient des courbes régulières γ et σ de classe C2 de l’intervalle ouvert I vers R2. Soit θ0 P R tel
que

γ1pt0q ·σ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ cospθ0q (21.221a)

γ1pt0q · Jσ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ cospθ0q. (21.221b)

Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R

γ1ptq ·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ cos

`
θptq˘ (21.222a)

γ1ptq · Jσ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ sin

`
θptq˘. (21.222b)

Démonstration. Il suffit de prendre

fptq “ γ1ptq ·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} (21.223)
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et
gptq “ γ1ptq · Jσ1ptq

}γ1ptq}}σ1ptq} (21.224)

dans la proposition 18.34. Ces courbes sont de classe C1 parce que γ et σ sont de classe C2.

21.12.2 Courbure signée

Nous avons déjà défini la courbure d’une courbe en la définition 21.60. Nous introduisons
maintenant la courbure signée qui est propre à la dimension deux.

Définition 21.73.
La structure complexe sur R2 est l’application

J : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ p´y, xq. (21.225)

Définition 21.74.
La courbure signée de la courbe γ : I Ñ R2 (I est un intervalle dans R) est la fonction

κptq “ γ2ptq · Jγ1ptq
}γ1ptq}3 (21.226)

où J est la structure complexe de la définition 21.73.

Cette définition est motivée par le fait qu’en identifiant R2 à C, l’application J revient à
l’application z ÞÑ iz.

Si v, w P R2 nous avons formellement

v ˆ w “ ´pv· Jwqe3. (21.227)

En particulier pour tout v P R2 nous avons

v· Jv “ 0. (21.228)

Lemme 21.75.
Soir une courbe régulière γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : rc, ds Ñ ra, bs. Si nous posons
σ “ γ ˝ h alors

κσpuq “ sgn
`
h1puq˘κγ

`
hpuq˘. (21.229)

Démonstration. Nous utilisons la définition (21.226) de la courbure signée. La règle de dérivation
en chaine donne :

σ1puq “ γ1`hpuq˘h1puq (21.230a)
σ2puq “ γ2`hpuq˘h1puq2 ` γ1`hpuq˘h2puq. (21.230b)

La numérateur de κσpuq est :

pγ2 ˝ hqh12 · Jpγ1 ˝ hqh1 ` h2pγ1 ˝ hq · Jpγ1 ·hqh1 (21.231)

dont le second terme est nul parce que v· Jv “ 0. Il nous reste donc

κσpuq “ ph1q3

|h1|3
pγ2 ˝ hq · Jpγ1 ˝ hq

}γ1 ˝ h}3 “ sgnph1qκγ
`
hpuq˘. (21.232)

Lemme 21.76 ([455]).
Si γN est un arc paramétré normal, alors

γ2
N psq “ κpsqJγ1

N psq. (21.233)
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Démonstration. Vu que le paramétrage est normal, γ1
N · γ1

N “ 1, et en dérivant, γ2
N · γ1

N “ 0.
Donc γ2

N est un multiple de Jγ1. En tenant compte du fait que le paramétrage est normal, la
courbure est

κpsq “ γ2
N psq · Jγ1psq. (21.234)

En y injectant γ2psq “ λpsqJγ1psq nous trouvons

κpsq “ λpsqJγ1psq · Jγ1psq “ λpsq. (21.235)

Donc le facteur de proportionnalité est κpsq.
Théorème 21.77.
Soit une courbe γ : I Ñ R2 de classe C2.

(1) γ est une partie de droite si et seulement si κptq “ 0 pour tout t.
(2) γ est une partie d’un cercle de rayon r ą 0 si et seulement si |κpsq| “ 1

r .

Démonstration. Si γ est une droite, la dérivée seconde est nulle et la courbure est nulle. Supposons
pour la réciproque que κptq “ 0 pour tout t. Nous utilisant un paramétrage normal de γ, ce qui
ne change pas que la courbure reste nulle. Nous avons par le lemme 21.76 que γ2psq “ 0 et donc
l’existence de a, b P R2 tels que γptq “ at` b.

Passons au cas du cercle. Si γ est un cercle, le paramétrage normal est

γptq “ R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
(21.236a)

γ1ptq “
ˆ´ sinp tRq

cosp tRq
˙

(21.236b)

γ2ptq “ ´ 1
R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
. (21.236c)

Avec tout cela nous avons κpsq “ γ2psq · Jγ1psq “ 1
R .

Nous supposons enfin que κptq “ 1{R et que le paramétrage soit normal (encore une fois, un
reparamétrage ne change pas la courbure lorsqu’elle est constante). Nous définissons la courbe

β : rb, cs Ñ R2

t ÞÑ γptq ` rJγ1ptq. (21.237)

Nous avons β1ptq “ γ1ptq ` rJγ2ptq. Mais par le lemme 21.76 nous avons γ2 “ kJγ1 “ 1
rJγ

1. Donc

β1ptq “ γ1ptq ´ γ1ptq “ 0. (21.238)

Du coup β est constante : βptq “ a. Alors a “ γptq ` rJγ1ptq et en particulier

}γptq ´ a} “ }rJγ1ptq} “ r. (21.239)

Donc effectivement γ reste sur un cercle de rayon r et de centre a.

Définition 21.78 ([455]).
La courbure totale de la courbe γ : ra, bs Ñ R2 est le nombre

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt. (21.240)

Lemme 21.79.
La courbure signée ne change pas sous reparamétrage positif, et change de signe sous reparamétrage
négatif.
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Démonstration. Soit la courbe γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : ra, bs Ñ rc, ds. Il s’agit
d’intégrer la relation (21.229) en effectuant le changement de variables t “ hpuq :

Kγ “
ż b

a
κγptq}γ1ptq}dt (21.241a)

“
ż d

c
κγ

`
hpuq˘loooomoooon

κσpuq

}γ1`hpuq˘}h1puqdu. (21.241b)

En utilisant le fait que σ1puq “ γ1`hpuq˘h1puq nous avons alors

Kγ “
ż d

c
κσpuq

››››
σ1puq
h1puq

››››h1puqdu (21.242a)

“
ż d

c
κσpuq}σ1puq} h

1puq
|h1puq|du (21.242b)

“ sgnph1qKσ. (21.242c)

Lemme-Définition 21.80 ([455]).
Soit une courbe régulière γ : I Ñ R2 de classe C2 et t0 dans l’intérieur de I. Soit θ0 P R tel que

γ1pt0q
}γ1pt0q} “ `

cospθ0q, sinpθ0q˘. (21.243)

Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et

γ1ptq
}γ1ptq} “

ˆ
cos

`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(21.244)

pour tout t P I.
Cette fonction est l’angle de γ déterminé par θ0.

Démonstration. Soit βptq “ pt, 0q ; alors β1ptq “ p1, 0q et nous avons

γ1 ·β1 “ γ1
x (21.245a)

γ1 · Jβ1 “ γ1
y. (21.245b)

Par la proposition 21.72 il existe une unique fonction θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et
$
’’&
’’%

cos
`
θptq˘ “ γ1 ·β1

}γ1}}β1} “ γ1
x

}γ1} (21.246a)

sin
`
θptq˘ “ γ1 · Jβ1

}γ1}}β1} “ γ1
y

}γ1} . (21.246b)

Une telle fonction est bien celle que l’on demande ici.

Lemme 21.81.
Si γ est une courbe régulière de classe C2, alors sa courbure et son angle vérifient la relation

θ1ptq “ }γ1ptq}κptq. (21.247)

Démonstration. Par définition de l’angle (lemme 21.80) nous avons

γ1ptq
}γ1ptq} “ `

cos θptq, sin θptq˘. (21.248)
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Dérivant cela,

γ2ptq
}γ1ptq} ` γ1ptq d

dt

ˆ
1

}γ1ptq}
˙

“ θ1ptq
ˆ´ sin

`
θptq˘

cos
`
θptq˘

˙
(21.249a)

“ θ1ptqJ
ˆ

cos
`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(21.249b)

“ θ1ptq Jγ
1ptq

}γ1ptq} . (21.249c)

Nous prenons le produit scalaire de cette égalité avec Jγ1 en tenant compte du fait que γ1 · Jγ1 “ 0 :

γ2 · Jγ1

}γ1} “ θ1

}γ1}Jγ
1 · Jγ1. (21.250)

En remarquant que Jv· Jv “ }v}2 nous trouvons θ1}γ1} “ }γ1}2κγ et donc

θ1ptq “ }γ1ptq}κγptq, (21.251)

ce qu’il fallait prouver.

Ce lemme nous fournit la formule attendue pour la courbure totale.

Lemme 21.82 ([455]).
Soit une courbe régulière de classe C2 γ : ra, bs Ñ R2. Sa courbure totale est donnée par

K “ θpbq ´ θpaq. (21.252)

Démonstration. Il suffit de remplacer dans la définition (21.240) de la courbure totale l’intégrante
par son expression du lemme 21.81 :

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt “

ż b

a
θ1ptqdt “ θpbq ´ θpaq (21.253)

par le théorème 14.247.

21.12.3 Degré, indice et homotopie

Définition 21.83 ([455]).
Le nombre de tours d’une courbe fermée de classe C1 γ : ra, bs Ñ R2 est le nombre

Turnpγq “ 1
2π

ż b

a
κptq}γ1ptq}dt (21.254)

où κ est la courbure signée définie en 21.74.

Lemme-Définition 21.84.
Soit une application continue ϕ : S1 Ñ S1. Un relèvement de σ est une application φ : R Ñ R

une application continue telle que

ϕ
`

cosptq, sinptq˘ “
ˆ

cos
`
φptq˘

sin
`
φptq˘

˙
. (21.255)

Le degré est l’entier degpϕq tel que

φp2πq ´ φp0q “ 2 degpϕqπ. (21.256)

Ce nombre ne dépend pas du choix du relèvement φ.
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Démonstration. Soient φ1 et φ2, deux applications qui satisfont les contraintes. Nous avons une
fonction continue n : S1 Ñ R telle que

φ1ptq ´ φ2ptq “ 2πnptq. (21.257)

La fonction n ne pouvant prendre que des valeurs entières et étant continue, elle est constante. Par
conséquent

φ1p2πq ´ φ1p0q “ φ2p2πq ´ φ2p0q, (21.258)

ce que nous voulions.

Définition 21.85.
Soit une courbe fermée γ : r0, Ls Ñ R2 de classe C1. Nous posons

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} (21.259)

où γ̃puq “ γ
`
L
2πu

˘
. L’indice de rotation de γ est le degré de Φγ, c’est-à-dire

Indpγq “ degpΦγq. (21.260)

Notons que dans cette définition, Φγ n’est rien d’autre que le vecteur unitaire tangent à γ,
ramené à r0, 2πs.
Proposition 21.86.
Pour une courbe fermée de classe 13 C2, l’indice de rotation est égal au nombre de tours.

Démonstration. Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe vérifiant les hypothèses. Par définition, Indpγq “
degpΦγq où

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “

ˆ
cos θ̃ptq
sin θ̃ptq

˙
(21.261)

où nous avons noté θ̃ l’angle tournant 14 de γ̃ et θ celui de γ. Vu que θ̃ vérifie les hypothèses de la
définition 21.84 nous pouvons calculer le degré de Φγ par

degpΦγq “ 1
2π

`
θ̃p2πq ´ θ̃p0q˘ “ 1

2π

ż 2π

0
θ̃1psqds. (21.262)

Il faut trouver le lien entre θ et θ̃. Pour cela nous notons que

γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “ γ1 ` L

2π t
˘

}γ1 ` L
2π
˘ } . (21.263)

En comparant avec (21.261) il vient
θ̃ptq “ θ

` L
2π t

˘
(21.264)

et
θ̃1psq “ L

2πθ
1
ˆ
L

2πs
˙
. (21.265)

Le changement de variables t “ L
2πs est donc tout vu dans l’intégrale (21.262) :

degpΦγq “ 1
2π

ż 2π

0

L

2πθ
1` L

2πs
˘
ds “ 1

2π

ż L

0
θ1ptqdt “ 1

2π

ż L

0
κγptq}γ1ptq}dt “ Turnpγq (21.266)

où nous avons aussi utilisé le lemme 21.81 qui donne le lien entre θ1 et κ.
13. La dérivée seconde arrive dans la définition de la courbure ; il faudrait donc supposer au moins C2 pour avoir

la continuité de la courbure.
14. Définition 21.80.
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Définition 21.87 (homotopie de chemins fermés).
Les courbes fermées γ0, γ1 : r0, Ls Ñ Y (Y est un espace topologique) sont homotopes si il existe
une application continue

F : r0, 1s ˆ r0, Ls Ñ Y (21.267)

telle que
(1) F p0, tq “ γ0ptq pour tout t,
(2) F p1, tq “ γ1ptq pour tout t,
(3) F pu, Lq “ F pu, 0q pour tout u.

L’application F est l’homotopie entre γ0 et γ1.

Proposition 21.88 (Homotopie, degré et indice[455]).
Il y a deux résultats à ne pas confondre.

(1) Si ϕi : S1 Ñ S1 sont homotopes, alors degpϕ1q “ degpϕ2q.
(2) Si γi : r0, Ls Ñ R2 sont homotopes, alors Indpϕ1q “ Indpϕ2q.

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en deux parties.
(i) Le degré pour les applications S1 Ñ S1 Soient deux applications homotopes γi : S1 Ñ

S1. Si F est l’homotopie 15 entre γ0 et γ1, nous posons γuptq “ F pu, tq qui est encore une
courbe fermée γu : S1 Ñ S2. Nous pouvons donc considérer le degré de γu. C’est un entier
nu qui vérifie

γ̃up2πq ´ γ̃up0q “ 2πnu. (21.268)

Le membre de gauche est une fonction continue de u ; dans le membre de droite nu ne pouvant
prendre que des valeurs entières, elle est alors constante.

(ii) Indice de rotation pour des courbes dans R2 Soient maintenant γ0 et γ1 deux courbes
homotopes de r0, Ls dans R2. Par définition, Indpγiq “ degpΦγiq. Prouvons alors que Φγ0 et
homotope à Φγ1 . De cette façon, la première partie de la preuve conclura à

Indpγ0q “ degpΦγ0q “ degpΦγ1q “ Indpγ1q. (21.269)

Nous savons que

Φγ “ γ1 ` L
2π t

˘

}γ1 ` L
2π t

˘ } , (21.270)

donc en posant

ΦF pu, tq “ γ1
u

`
L
2π t

˘

}γ1
u

`
L
2π t

˘} (21.271)

nous avons une homotopie entre Φγ0 et Φγ1 .

Théorème 21.89 ([455]).
Le nombre de tours d’une courbe simple fermée de classe C2 dans R2 est ˘1.

Démonstration. Soit une telle courbe γ et son image Γ.
(i) Choix d’un point et d’une tangente Si ℓ est une droite dans le plan, soit p le point de

Γ le plus proche de ℓ. Il n’est peut-être pas unique, mais la parallèle à ℓ passant par p est
une tangente à Γ telle que tout Γ se trouve d’un seul côté de ℓp. Pour voir cela, il suffit de
choisir un système d’axes pour lequel ℓ est l’axe y “ 0. La distance entre ℓ et les points de
Γ est donnée par γy, et donc les extrémums sont atteints là où γ1

y “ 0, c’est-à-dire pour les
points sur lesquels la tangente est parallèle à ℓ.
Étant donné qu’il y a (au moins) un maximum et un minimum distincts, pour pouvons choisir
le point p de telle sorte que pour tout point q P Γ, l’angle du vecteur q ´ p soit entre α0 et

15. Définition 21.87.
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α0 ` π et non entre α0 ´ pi et α0. Ce choix revient à choisir p de telle sorte que Γ soit d’un
côté ou de l’autre de ℓp.
Pour simplifier les notations plus tard nous choisissons ℓp horizontale, de telle sorte que
α0 “ 0, et que Γ est au dessus de ℓp. Les angles des vecteurs q´ p pour q P Γ sont donc tous
entre 0 et π.

(ii) Définition de Σ Soit L la longueur 16 de γ et β, un paramétrage de γ telle que βp0q “ p.
Nous considérons le triangle

T “ tpt1, t2q P R2 tel que 0 ď t1 ď t2 ď Lu (21.272)

et l’application sécante Σ: T Ñ S1 définie par

Σpt1, t2q “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

β1ptq
}β1ptq} si t1 “ t2 “ t

´ β1p0q
}β1p0q} si t1 “ 0 et t2 “ L

βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} sinon.

(21.273)

(iii) Continuité de Σ Nous devons prouver les limites 17 suivantes :

lim
pt1,t2qÑpt,tq

0ďt1ďtďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “ β1ptq

}β1ptq} (21.274a)

lim
pt1,t2qÑp0,Lq
0ďt1ďtďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “ ´ β1p0q

}β1p0q} (21.274b)

Nous commençons par (21.274a) en multipliant et divisant par t2 ´ t1 :

βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} “ βpt2q ´ βpt1q

t2 ´ t1

t2 ´ t1
}βpt2q ´ βpt1q} . (21.275)

Si chacune des limites des deux facteurs existent dans R, la limite du produit sera le produit
des limites. Pour le premier facteur nous développons βpt2q autour de t “ t1 via la formulation
(12.1286) :

βpt2q “ βpt1q ` pt2 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q (21.276)

où α est une fonction ayant la propriété limtÑ0
αptq
t “ 0. Nous avons à calculer la limite de

pt1 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q
t2 ´ t1

“ β1pt1q ` αpt2 ´ t1q
t2 ´ t1

. (21.277)

Prendre la limite pt1, t2q Ñ pt, tq donne bien β1ptq parce que β est de classe C1. En ce qui
concerne la limite de la deuxième partie, nous allons la faire plus en détail pour la limite
(21.274b).
La limite (21.274b). Nous prenons la prolongation périodique de β. Alors si t2 “ L´ ϵ nous
pouvons écrire βp´ϵq au lieu de βpt2q. Nous développons βpt1q autour de t “ ´ϵ (parce que
t1 est petit) :

βpt1q “ βp´ϵq ` pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq. (21.278)

Après multiplication et division par t1 ` ϵ, la première limite à calculer est celle de

βp´ϵq ´ βpt1q
t1 ` ϵ

“ ´β1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq
t1 ` ϵ

, (21.279)

16. Définition 21.4.
17. Limite au sens de la définition 7.92, en sachant qu’elle est unique par la proposition 7.95.
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pour pϵ, t1q Ñ p0, 0q. Cela donne bien ´β1p0q. La seconde limite à calculer est celle de

t1 ` ϵ

}βp´ϵq ´ βpt1q} “ t1 ` ϵ

} ´ pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ´ αpt1 ` ϵq} “ t1 ` ϵ

}pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq} . (21.280)

Nous calculons la limite de l’inverse (qui, si elle est non nulle donnera la réponse en inversant
à nouveau) en nous souvenant de la formule

ˇ̌
a´ |b|ˇ̌ ď |a` b| ď ˇ̌

a` |b|ˇ̌. (21.281)

Nous avons l’encadrement
ˇ̌pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ´ |αpt1 ` ϵq|ˇ̌

t1 ` ϵ
ď }pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq}

t1 ` ϵ
(21.282a)

ď
ˇ̌pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` |αpt1 ` ϵq|ˇ̌

t1 ` ϵ
v (21.282b)

Les limites des deux extrêmes existent et valent β1p0q ; la règle de l’étau 12.221 conclu.
(iv) Deux chemins homotopes Nous considérons dans T les points A “ p0, 0q, B “ p0, Lq et

C “ pL,Lq. Nous allons considérer les chemins direct de A à C et celui passant via B. Et
comme ces chemins doivent être paramétrés de 0 à 2π, il faut faire un peu attention. Nous
définissons les chemins

σi : S1 Ñ S1 (21.283)

par

σ1ptq “ Σ
ˆ
L

2π t,
L

2π t
˙

“ β1ptL{2πq
}β1ptL{2πq} “ β̃1ptq

}β̃1ptq} “ Φβ (21.284a)

σ2ptq “
#

Σp0, Lπ tq si 0 ď t ď π

Σ
`
L
π pt´ πq, L˘ si π ď t ď 2π

(21.284b)

où nous avons repris les notations de la définition 21.85. Notons que pour σ2, en t “ π les
deux expressions donnent

σ2pπq “ Σp0, Lq “ ´ β1p0q
}β1p0q} . (21.285)

Ce sont des chemins fermés parce que

σ1p2πq “ ΣpL,Lq “ β1pLq
}β1pLq} “ β1p0q

}β1p0q} “ Σp0, 0q “ σ1p0q. (21.286)

Notons que dans toutes ces définitions et calculs, nous avons utilisé de façon assez cruciale
la définition 21.71 pour définir la dérivée de β en t “ 0.
Les chemins σ1 et σ2 sont homotopes par construction.

(v) Indices et degrés La proposition 21.88(1) nous donne degpσ1q “ degpσ2q. Nous avons alors
la chaine d’égalités

degpσ2q “ degpσ1q “ degpΦβq “ Indpβq “ Indpγq “ Turnpγq (21.287)

où les justifications sont :
(1) degpσ2q “ degpσ1q par homotopie : proposition 21.88.
(2) degpσ1q “ degpΦβq parce que σ1 “ Φβ.
(3) degpΦβ “ Indpβq par définition 21.85 de l’indice.
(4) Indpβq “ Indpγq par invariance de l’indice sous reparamétrage.
(5) Indpγq “ Turnpγq par la proposition 21.86.

Il nous reste à montrer que degpσ2q “ ˘1.
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(vi) La géométrie de σ2 Notons que par définition les valeurs de σ2ptq sont les vecteurs (uni-
taires) joignant p aux points de Γ lorsque 0 ď t ď π, et les vecteurs inverses pour π ď t ď 2π.
Plus précisément nous avons, si 0 ă a ă π :

σ2paq “ Σp0, L
π
aq “ βpLπ aq ´ βpLq

}βpLπ aq ´ βpLq} (21.288)

et
σ2pπ ` aq “ ΣpL

π
a, Lq “ βpLq ´ βpLπ aq

}βpLq ´ βpLπ aq} . (21.289)

En sachant que βp0q “ βpLq nous avons alors

σ2pπ ` aq “ ´σ2paq. (21.290)

Notons aussi que le fait que γ soit une courbe simple assure que le numérateur et le dénomi-
nateur de σ2 ne s’annulent pas autrement que pour t “ L ou t “ 0.

(vii) Un relèvement pour σ2 Ces propriétés motivent cette idée pour le relèvement de σ2 :

θ : r0, 2πr Ñ r0, 2πr
t ÞÑ l’angle du vecteur σ2ptq, (21.291)

avec θp2πq définit par continuité. Nous allons cependant voir, en étant plus prudent, que
cette définition n’assure pas la continuité (surtout en t “ π).
Soyons donc plus prudent et construisons θ petit à petit.
Étant donné que ℓp est tangente à Γ au point p, la droite ℓp est parallèle à β1p0q, et l’angle
entre ℓp et β1p0q est soit 0 soit π. Donc θp0q devrait valoir soit 0 soit π.
Nous commençons par définir ceci :

θ : r0, πr Ñ r0, πs
t ÞÑ angle de σ2ptq “ arccos

`
σ2ptqx

˘
.

(21.292)

C’est le choix d’avoir ℓp horizontale et Γ au dessus de ℓp qui nous assure que pour tout
t P r0, πs, l’angle de σ2ptq peut être choisi entre 0 et π. De plus cette fonction est continue
en tant que partie de la fonction arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs qui est elle-même continue par la
proposition 7.178.
Le fait que θ soit continue est assuré par le fait que σ2 est C8.

(i) Si θp0q “ 0 Cela correspond à la situation des vecteurs rouges sur la figure 21.11.
Vu que σ2pπq “ ´σ2p0q, l’angle de σ2 en t “ π est le supplémentaire de celui en t “ 0.
Mais pour 0 ď t ă π, θptq prend ses valeurs entre 0 et π, le seul supplémentaire de 0
à être disponible est θpπq “ π (et non θpπq “ ´π par exemple). Nous définissons donc
θpπq “ π pour la continuité.
En ce qui concerne les π ă t ă 2π nous savons que σ2pπ` aq “ ´σ2paq. Les angles sont
donc les supplémentaires de ceux pour 0 ď t ď π. Pour assurer la continuité en t “ pi
nous sélectionnons la place sπ, 2πs ; et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ sπ, 2πs
t ÞÑ angle de σ2ptq. (21.293)

Le nombre θp2πq est défini par continuité. Il doit valoir θp2πq “ 2π.
La fonction θ ainsi définie est un relèvement pour σ2, et le degré peut être calculé :

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ 1. (21.294)
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Figure 21.11 – Les vecteurs représenant σ2 dans le cas où β1p0q est dans le sens de ℓp ou dans le
sens inverse. Pour le sport nous avons dessiné la situation avec une droite ℓ quelconque plutôt que
horizontale.

(ii) Si θp0q “ π Cela correspond à la situation des vecteurs bleus sur la figure 21.11.
Alors θpπq “ 0 est obligatoire parce qu’il doit être supplémentaire à θp0q. Les angles
atteints par σ2ptq pour t P sπ, 2πr sont encore les complémentaires, mais cette fois la
continuité en t “ π nous impose de les chercher dans s´π, 0s et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ s´π, 0s
t ÞÑ angle de σ2ptq. (21.295)

Par continuité nous devons avoir θp2πq “ θpπq ´ π et donc θp2πq “ ´π.
Le degré de σ2 est alors

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ ´1. (21.296)

(viii) Conclusion Nous avons montré que le degré de σ2 est 1 ou ´1, et en remontant les égalités
(21.287) nous déduisons que Turnpγq “ ˘1.

21.13 Courbes fermées planes

21.13.1 Cercle circonscrit

La proposition suivante est dans le même esprit que l’ellipse de John-Loewer 18.

Proposition-Définition 21.90 (Cercle circonscrit[520, 1]).
Soit une courbe fermée simple et continue γ : r0, 1s Ñ R2. Soit Γ son image. Il existe un unique
cercle de rayon minimum contenant Γ. Ce cercle est le cercle circonscrit à γ.

Il a les propriétés suivantes :
(1) Le cercle circonscrit à γ coupe Γ en au moins deux points distincts.
(2) Tout arc du cercle circonscrit plus grand que le demi-cercle intersection Γ.

Démonstration. Division de la preuve.
(i) Existence L’application γ étant continue, l’ensemble Γ est compact (théorème 7.186). Nous

considérons l’ensemble Q des formes quadratiques de la forme

qa,rpxq “ }a´ x}2 ´ r2 (21.297)

avec a P R2 et r P R. Nous mettons sur cet ensemble la topologie de R2 ˆ R “ R3. Le
nombre qa,rpxq est continu en a, r et x. Soit A l’ensemble des formes quadratiques de cette
forme et vérifiant

q
`
γptq˘ ď 0 (21.298)

18. Proposition 17.123.
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pour tout t P r0, 1s.
Cet ensemble A est non vide parce que Γ est compact et donc borné ; il existe donc une boule
qui contient Γ en son intérieur.
Montrons que A est fermé dans Q. Si qa,r R A alors il existe t0 tel que qa,r

`
γpt0q˘ ą 0. Par

continuité, il existe un voisinage de pa, rq dans R3 et donc de qa,r dans Q tel que qa1,r1

`
γpt0q˘

reste strictement positif pour tout pa1, r1q dans ce voisinage.
En particulier l’ensemble

tr P R` tel que D pa, rq tel que qa,r P Au (21.299)

est fermé et borné vers le base. De plus r “ 0 n’est pas dans cet ensemble. Il possède donc
un minimum strictement positif. Le cercle correspondant donne l’existence.

(ii) Unicité En ce qui concerne l’unicité, si Γ est contenu dans les boules Bpa,Rq et Bpb, Rq
alors

Γ Ă Bpa,Rq XBpb, Rq. (21.300)

‚
A

‚
B

‚
O

‚I

‚Q

Nous choisissons les axes comme indiqué sur le dessin et nous montrons que l’intersection
est dans le cercle de centre O et de rayon }OI} ă R. Soit Q un point de l’intersection ; par
symétrie il est suffisant de supposer Qx ă 0 et Qy ą 0. Vu que Q est dans le cercle de centre
B et de rayon R, il doit satisfaire

pBx ´Qxq2 `Q2
y ă R. (21.301)

D’autre part le point I est d’abscisse Ix “ 0 et d’ordonnée donnée par I2
y “ R2 ´B2

x.
Nous devons prouver que Q2

x `Q2
y ď I2

y . Il s’agit simplement de calculer

Q2
x `Q2

y ď Q2
x `R2 ´B2

x ` 2BxQx ´Q2
x “ R2 ´B2

x ` 2BxQx ď R2 ´B2
x “ I2

y (21.302)

parce que Bx ą 0 et Qx ă 0.
Nous concluons que Γ est inclus dans un cercle de rayon plus petit que R et donc que R n’est
pas minimum. D’où l’unicité.

(iii) Au moins deux intersections Nous nommons C le cercle circonscrit à γ, et nous écri-
vons, pour p P Γ

rppq “ dpp, Cq (21.303)

la distance entre p et C. Cela est une fonction continue sur le compact Γ. Elle atteint donc
ses bornes sur Γ.
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Si C X Γ “ H alors rppq ą 0 pour tout p et le minimum est également strictement positif.
Soit r0 ce minimum. Alors le cercle C2 même centre que C mais de rayon r0{2 n’intersecte
pas non plus Γ parce que

dpp, Cq ď dpp, C2q ` dpC2, Cq (21.304)

où dpp, Cq “ rppq et dpC2, Cq “ r0{2.

dpp, C2q ě rppq ´ r0
2 ě r0

2 ą 0. (21.305)

Si C X Γ “ tqu alors un choix d’axe place le centre de C en p0, 0q, le point q en p1, 0q et fixe
le rayon de C à 1. Pour p P Γ nous notons rppq la distance entre p et le point de C situé sur
sa gauche, c’est-à-dire, si p “ ppx, pyq,

rppq “
b

1 ´ p2
y ` px. (21.306)

Cela est encore une fonction continue sur Γ qui atteint son minimum valant r0. Alors le cercle
de centre p r0

2 , 0q et de même rayon contient encore Γ mais n’a plus de points d’intersection
avec Γ.
Enfin, tout nombre de points d’intersection entre C et Γ est possible à partir de 2. Pour en
avoir deux, prendre une ellipse, et pour en avoir plus, prendre des polynômes dont les angles
sont un peu modifiés de façon à rester C1.

(iv) Intersection avec les demi-arcs Supposons, en fixant encore les axes, que le cercle cir-
conscrit soir encore centré en p0, 0q et que Γ n’intersecte pas le demi-cercle x ă 0. Alors pour
tout p P Γ la distance entre p et ce demi-cercle est strictement positive. Il y a un minimum
r0. En décalant le centre du cercle de r0{2 vers la droite, nous obtenons un nouveau cercle
contenant Γ mais ne l’intersectant pas.

21.13.2 Description locale

Définition 21.91.
Une courbe plane différentiable est convexe si son graphe est en tout point d’un seul côté de sa
tangente.

Lemme 21.92 ([1]).
Soit une courbe simple, convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C1. Nous notons
Γ l’image de γ. Alors Γ est localement le graphe d’une fonction convexe (définition 17.79).

Démonstration. Soit p P Γ et lp la tangente à Γ en p. Nous considérons un système d’axe centré en
p de telle sorte que lp soit l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées soit dirigé de tel manière que Γ
se trouve dans la partie y ą 0. De plus nous paramétrons γ de telle sorte à avoir γp0q “ p “ p0, 0q.

Vu que lp ” y “ 0 est la tangente à Γ nous avons γ1
y “ 0 et γ1

xp0q ą 0. Nous en déduisons que
γ1
xptq ą 0 pour tout t P Bp0, δq pour δ suffisamment petit. Nous posons alors

gpxq “ γy
`
γ´1
x pxq˘ (21.307)

qui est bien définie parce que γx est une bijection entre Bp0, δq et son image. La fonction g est
continue par la proposition 7.179 et même dérivable par la proposition 12.187. De plus, vu la
formule (12.465), la fonction g´1 est de classe C1 parce que pg´1q1 est une composée d’applications
continues.

(i) Si g est C2 Dans ce cas, g2 ne peut pas changer de signe, sinon la tangente coupe le graphe.
Par positivité de g (et le fait que gp0q “ g1p0q “ 0), il n’est pas possible d’avoir g2 ă 0
partout. Donc g2 ě 0 partout. Cela prouve que g est convexe par la caractérisation 17.85.
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(ii) Si g est seulement de classe C1 Le graphe de g correspond au graphe de Γ. Nous mon-
trons que g est convexe en utilisant la caractérisation de la proposition 17.90.
La tangente au graphe de g en x “ x0, que nous notons l0, est la tangente à Γ en t “ γ´1

x px0q.
Le graphe de g, qui est une partie de Γ se trouve donc d’un seule côté de l0.
Nous nous restreignons g à un compact I et nous considérons la fonction

dapxq “ gpxq ´ lapxq (21.308)

qui donne la distance entre le graphe de g et la tangente à g en x “ a. Cela est une fonction
continue en x et en a. Le graphe de g est au dessus de la tangente en x “ 0 (par construction
des axes). Supposons que le graphe de g soit en dessous de la tangente en x “ x2. Alors nous
avons, pour tout x :

"
d0pxq ě 0 (21.309a)
dx1pxq ď 0. (21.309b)

Nous posons
spaq “ sup

xPI
dapxq, (21.310)

qui est une fonction continue par la proposition 12.36. Vu le définitions, sp0q ě 0 et spx2q ď 0.
Il existe donc m P r0,m2s tel que spmq “ 0. À ce moment nous avons gpxq “ lmpxq pour tout
x P I et donc g est une droite, et en réalité toutes les inégalités sont des égalités. La fonction
g est alors bien convexe (mais pas strictement).

21.13.3 Enveloppe convexe

Proposition 21.93 ([521, 1]).
Soit une courbe simple, fermée et convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C2.
Nous notons Γ l’image de γ. Alors il existe un convexe D tel que BD “ Γ.

Démonstration. Pour p P Γ nous notons lp la tangente à Γ en p et Hp le demi-plan (fermé)
contenant Γ. Nous posons

D “
č

pPΓ
Hp. (21.311)

Cet ensemble est convexe comme intersection de convexes 19 et fermé comme intersection de fer-
més 20. Nous prouvons que Γ “ BD.

L’inclusion Γ Ă BD est la plus facile. Si p P Γ alors p est dans chacun des Hq et donc dans D.
De plus tout voisinage de p contient des points en dehors de Hp, donc p n’est pas dans l’intérieur
de D. Ce dernier étant fermé, un point hors de l’intérieur est sur le bord. Ergo p P BD.

Pour l’inclusion inverse, soit p P BD.
(i) Il existe q tel que p P lq Vu que D est fermé, le point p est dans D, et donc dans tous les

Hq. Supposons qu’il soit dans l’intérieur de tous les Hq. Alors nous considérons la fonction

rpqq “ dpp,Hqq
2 (21.312)

définie sur Γ. C’est une fonction continue 21 strictement positive définie sur le compact Γ qui
possède donc un minimum strictement positif. Si r0 est ce minimum, alors Bpp, r0q est inclue
à tous les Hq, ce qui ferait que p est à l’intérieur de D. Nous concluons à l’existence de q P Γ
tel que p P lq.

19. Proposition 7.135.
20. Lemme 7.6(1).
21. L’équation de la droite lq a des coefficients continus parce que γ est de classe C1.
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(ii) Le point où ça décolle Nous supposons que p R Γ, sinon ce serait trop facile. Nous para-
métrons γ de telle sorte à avoir q “ γp0q et nous posons

T “ tt P R` tel que lγptq “ lqu. (21.313)

Cela est un fermé dans R parce que γ est de classe C1. Nous posons t0 “ infpT cq et pour
tout ϵ suffisamment petit,

"
lγpt0`ϵq ‰ lq, (21.314a)
lγpt0´ϵq “ lq. (21.314b)

La seconde est parce que si lγpt0´ϵq ‰ lq nous aurions t0 ´ ϵ P T c. Soit r “ γpt0q ; nous
avons lr “ lq parce que si lr ‰ lq alors par continuité de γ1 nous aurions lr1 ‰ lq pour tout
r1 P γ`Bpt0, δq˘.

(iii) Graphe d’une fonction strictement convexe En suivant le lemme 21.92, l’ensemble Γ
est localement (autour de r) le graphe d’une fonction convexe au-dessus de lr. Soit g : Bp0, δq Ñ
R2 cette fonction convexe.
Soit ϵ ą 0. Si g2pxq “ 0 sur s0, ϵs alors g1 y est constante. Mais g1p0q “, ce qui signifierait
que sur r0, ϵs nous ayons g1pxq “ 0 et donc gpxq “ 0. Cela ferait que lr1 ” y “ 0 pour tout r1
de la forme px, 0q avec x P r0, ϵs (qui sont des points de Γ). Cela est en contradiction avec la
définition de r. Donc il existe un point x P r0, ϵr tel que g2pxq ą 0.
Rappelons que p P lq, ce qui fait que p a pour coordonnées ppx, 0q. Nous restreignons δ et ϵ
de telle sorte que px soit plus grand à la fois que ϵ et δ.
Il existe donc un intervalle ra, bs avec a, b ě 0 et a, b ă px sur lequel g est strictement convexe.

(iv) La tangente qui tue En particulier gpbq ą 0 et le théorème des accroissements finis 12.192(1)
nous donne l’existence de m P r0, bs tel que la tangente à g en x “ m est parallèle au segment
joignant p0, 0q à pb, fpbqq. Cette tangente, que nous nommons lm, est en dessous de la corde,
par strict convexité. En particulier, son point d’intersection avec y “ 0 est strictement entre
0 et m.
L’ensemble D est d’un seul côté de lm. Ce côté est forcément celui de q “ p0, 0q (parce que
q P Γ Ă D), et donc le points de coordonnées px, 0q avec x ą m ne sont pas dans D. Pas de
chance, p est un point de ce type.

(v) La contradiction Nous avons prouvé que si p P BDzΓ alors p n’est pas dans D, ce qui est
impossible parce que, l’ensemble D étant fermé, nous avons BD Ă D.

Remarque 21.94.
Bien que cela puisse paraitre évident dès le début, nous ne démontrerons que dans la proposi-
tion 21.96 que D est l’enveloppe convexe de Γ.

Corolaire 21.95.
Si p P IntpDq alors toute droite passant par p intersecte Γ en exactement 2 points.

Démonstration. Vu que la partie D est bornée, toute droite passant par son intérieur coupe BD en
au moins deux points (un dans chaque sens, et en utilisant le lemme de passage de douane 7.110).

Soit ℓ une droite passant par p et supposons qu’elle coupe Γ en trois points distincts. Alors au
moins deux d’entre eux sont du même côté de p. Soient q1 et q2 ces points. Nous avons donc dans
l’ordre p P IntpDq, q1 P BD et q2 P BD.

Vu que tout Γ est d’un seul côté de ses tangentes, lesdites tangentes ne passent pas par l’intérieur
de D. Ni p ni q2 ne sont sur ℓq1 , parce que si q2 P ℓq1 alors ℓq1 “ ℓ, ce qui est impossible parce que
ℓ passe par p P IntpDq.

Or p et q2 sont de part et d’autres de ℓq1 , ce qui est impossible parce que Γ est d’un seul côté
de cette droite.
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Proposition 21.96.
Soit D l’ensemble définit en (21.311).

(1) D “ ConvpΓq (ConvpΓq désigne l’enveloppe convexe de Γ)
(2) B ConvpΓq “ Γ.

Pour la définition d’enveloppe convexe, voir la définition 8.39.

Démonstration. L’ensemble D est un convexe contenant Γ. Donc ConvpΓq Ă D. L’inclusion inverse
est à prouver.

Soit x P D. Si x P BD alors x P Γ (proposition 21.93) et donc x P ConvpΓq. Nous ne devons
donc traiter que le cas x P IntpDq.

Le corolaire 21.95 nous dit que toute droite passant par x coupe Γ en exactement deux points.
Soient p et q ces points. Alors p, q P Γ Ă ConvpΓq. Vu que ConvpΓq est convexe, tout le segment
rp, qs est dans ConvpΓq, et en particulier p P ConvpΓq.

Nous passons à la seconde affirmation. Nous savons que D “ ConvpΓq. En prenant le bord des
deux côtés, BD “ B ConvpΓq, donc Γ “ B ConvpΓq.

Lemme 21.97 (Des tangentes parallèles[522]).
Une courbe fermée γ de classe C1 est convexe si et seulement si elle ne possède pas 3 tangentes
parallèles distinctes.

Démonstration. Si le graphe Γ possédait trois tangentes parallèles distinctes, une serait entre les
deux autres et le graphe Γ serait de part et d’autres de cette tangente. Dans ce cas, γ n’est pas
convexe.

Nous montrons maintenant que si γ n’est pas convexe, alors elle possède trois tangentes paral-
lèles distinctes. Pour p P Γ tel que Γ soit des deux côtés de lp.

Soient Γ1 et Γ2 les parties de Γ délimitées par lp. Nous notons qi le point de Γi le plus éloigné
de la droite lp, il existe parce que G est compact et que la fonction distance à lp est continue sur
Γ. Les points p, q1 et q2 sont distincts (sinon lp ne couperait pas Γ en deux parties).

Montrons que lqi ∥ lp. Pour cela nous choisissons un système d’axe dans lequel lp ” y “ 0.
Dans ce système, la distance entre γptq et lp est γyptq et les extrémums de cette fonction ont lieu
aux points t tels que γ1

yptq “ 0, c’est-à-dire aux points sur lesquels la tangente est parallèle à lp.
À quel moment avons nous utilisé le fait que la courbe soit fermée ? Au moment de dire que

le point le plus éloigné devait vérifier γ1
yptq “ 0. En effet un extrémum peut ne pas vérifier cette

condition si il n’est pas à l’intérieur du domaine. Dans notre cas, nous avons γ : r0, 1s Ñ R2 qui
est fermée : γp0q “ γp1q. Donc en réalité nous pouvons considérer γ : R Ñ R2 et tous les points
du domaine sont intérieurs au domaine. L’extrémum doit donc vérifier la condition d’annulation
de la dérivée.

Exemple 21.98.
Si la courbe n’est pas fermée, alors le lemme 21.97 ne tient pas comme le montre le contre-exemple
du graphe de fpxq “ x3 ´ x. Il est non convexe et pourtant ne présente que 2 tangentes parallèles
(dans chaque directions). △

Lemme 21.99.
Soit γ une courbe convexe et ℓ une droite qui intersecte Γ mais qui n’est pas tangente. Alors
l’intersection entre ℓ et Γ comprend au maximum 2 points.

Démonstration. Supposons que ℓ coupe Γ en trois points p, q, r (dans cet ordre). Vu que ℓ n’est
pas tangente à Γ, la tangente ℓq est distincte de ℓ (et intersecte ℓ en l’unique point q). Les points
p et r sont dans Γ et sont pourtant de deux côtés différents de ℓq. Contradiction avec la convexité
de γ.

La proposition suivante nous dit que si deux points de Γ ont la même tangente, alors entre ces
deux points, Γ est le segment de droite les joignant.
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Proposition 21.100 ([1]).
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe fermée simple et convexe de classe C1. Si la tangente en p “ γpspq
et la tangente en q “ γpsqq sont identiques (pas seulement parallèles), alors soit

γ
`rsp, sqs

˘ “ rp, qs (21.315)

soit
γ
`rsq, Ls˘ “ rp, qs (21.316)

Démonstration. Nous considérons un système d’axe dans lequel p “ p0, 0q, ℓp “ ℓq ” y “ 0 et tel
que γyptq ě 0 pour tout t. Nous choisissons enfin un paramétrage de γ telle que p “ γp0q.

Si γy
`r0, sqs

˘ “ t0u alors par le théorème des valeurs intermédiaires 10.82, tous les points du
type pt, 0q avec 0 ď t ď qx sont atteints par γptq avec 0 ď t ď sq. De plus aucun autre point ne
peut être atteint parce que γ étant simple, elle ne peut pas faire de retour en arrière.

Nous supposons donc que γy n’est pas identiquement nulle sur r0, sqs ; il existe donc un sM
avec 0 ă sM ă qq qui maximise γy sur r0, sqs. La tangente à Γ en γpsM q est horizontale. Les
droites y “ 0 et y “ γypsM q sont donc deux tangentes parallèles à Γ. Par le lemme des tangentes
parallèles 21.97, il n’y a pas d’autres tangentes horizontales. Donc pour tout n P N la droite y “ 1

n
n’est tangente nulle part 22 à Γ.

Par le lemme 21.99, la droite y “ 1
n ne peut intersecter Γ qu’en seulement deux points. Or le

théorème des valeurs intermédiaires appliqué à γy sachant que γyp0q “ γypsqq “ 0 et γypsM q ą 0
nous donne an, bn tels que

0 ă an ă sM (21.317a)
sM ă bn ă sq (21.317b)

et γypanq “ γypbnq “ 1
n . Donc la droite y “ 1

n intersecte γ deux fois dans r0, sqs. En conséquence
de quoi γyptq ă 1

n pour tout t P rqq, Ls. Cela étant valable pour tout n nous avons γy
`rsq, Ls˘ “ t0u

et nous sommes ramenés essentiellement au premier cas.

Proposition 21.101.
Soit une courbe fermée simple γ de classe C1 et une droite ℓ. Alors il existe au moins deux points
distincts q1, q2 tels que ℓq1 ∥ ℓq2 ∥ ℓ avec ℓp ‰ ℓq.

Démonstration. Pour p P Γ nous considérons le nombre rppq “ dpp, ℓq. En tant que fonction
continue sur un compact, elle possède un minimum et un maximum. Dans un système d’axe pour
lequel ℓ ” y “ 0, la fonction r s’écrit rppq “ py et les extrémums arrivent en γpsq avec γ1

ypsq “ 0, ce
qui signifie que les tangentes aux extrémums sont parallèles à ℓ. Vu que le maximum et le minimum
ne peuvent pas être égaux (sinon la courbe serait horizontale et pas simple), les tangentes en ces
points sont distinctes.

Corolaire 21.102.
Soit une courbe convexe fermée simple γ de classe C2. L’ensemble ConvpΓq est compact.

Démonstration. Nous savons que ConvpΓq n’est autre que D par la proposition 21.96. Nous sa-
vons déjà que D est fermé. Il nous suffit donc de prouver qu’il est borné (théorème de Borel-
Lebesgue 10.21). Nous considérons deux droites perpendiculaires et les 4 tangentes correspondantes
par la proposition 21.101. Vu que Γ est d’un seul côté de chacune de ces tangentes, elle est contenue
dans le rectangle délimité par ces 4 droites.

21.13.4 Courbure et convexité

Lemme 21.103.
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe simple, fermée en paramétrage normal. Alors l’application

σ : r0, Ls Ñ S1

s ÞÑ γpsq (21.318)

22. À part n “ 0 et si par manque de chance, γypsM q est un nombre de la forme 1{n.
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est surjective.

Démonstration. Le théorème 21.89 nous dit que si θp0q “ a alors θp2πq “ a ` 2π ou a ´ 2π. Le
théorème des valeurs intermédiaires nous dit alors que θ prend toutes les valeurs entre a et a` 2π
ou a´ 2π.

Proposition 21.104 ([522]).
Une courbe fermée simple de classe C2 est convexe si et seulement si sa courbure est soit toujours
positive, soit toujours négative.

Démonstration. Nous considérons la courbe γ munie d’un paramétrage de vitesse 1, c’est-à-dire
avec }γ1ptq} “ 1 pour tout t. Si θ est sa fonction d’angle, alors nous avons θ1 “ κ par le lemme 21.81.
Donc la fonction θ est monotone si et seulement si la courbure ne change pas de signe. Nous allons
montrer que θ est monotone si et seulement si γ est convexe.

(i) ñ Nous supposons que θ est monotone et γ non convexe. Soient p P Γ tel que Γ soit des deux
côtés de ℓp, et soient les points q1, q2 donnés par le lemme des tangentes parallèles 21.97
tels que ℓp ∥ ℓq1 ∥ ℓq2 . Parmi les vecteurs tangents en p, q1 et q2, deux au moins ont la
même direction ; supposons que ce sont q1 et q2. C’est-à-dire que si p “ γps0q, q1 “ γps1q et
q2 “ γps2q alors nous avons γ1ps1q “ γ1ps2q et donc aussi

θps1q “ θps2q ` 2nπ (21.319)

pour un certain n. Mais θ est monotone et la différence entre sa première et sa dernière valeur
doit valoir 2π ou ´2π par le théorème 21.89. Donc n ne peut valoir que ´1, 0 et 1.
Si n “ 0 alors θ est constante sur rs1, s2s. Si n “ 1 alors θps1q “ σps2q ` 2π alors que sur
toute la courbe, θ ne peut faire que 2π. Donc θ est constant sur r0, s1s et sur rs2, Ls (où L
est le bord de le paramétrage). Si n “ ´1, même conclusion.
Dans tous les cas, Γ contient une ligne droite, soit de q1 à q2, soit de q2 à q1. Et dans ces cas
nous avons ℓq1 “ ℓq2 , ce qui est contraire à la construction de qi.
Nous concluons que γ est convexe.

(ii) ð Nous supposons que γ est convexe, mais que θ n’est pas monotone. Il existe donc s1 ă
s0 ă s2 tels que

θps1q “ θps2q ‰ θps0q. (21.320)

Et vu le lemme 21.103, il existe s3 tel que γ1ps3q “ ´γ1ps1q.
Donc en s1, s2 et s3 nous avons trois tangentes parallèles. La proposition 21.97 est alors
formelle, γ étant convexe, deux de ces tangentes doivent être identiques.
La proposition 21.100 dit qu’entre deux points dont les tangentes sont identiques, la courbe
doit être un segment de droite. Or sur un segment de droite, κ “ 0 et θ est constante.

— La partie γ
`rs1, s2s˘ ne peut pas être droite parce que nous avions supposé l’existence

d’un s0 P ss1, s2r tel que θps1q “ θps2q ‰ θps0q.
— La partie γ

`rs1, s3s˘ ne peut pas être droite parce que θps3q ‰ θps1q.
— La partie γ

`rs2, s3s˘ ne peut pas être droite parce que θps2q ‰ θps1q.
Nous sommes donc devant une contradiction.
Nous en concluons que θ doit être monotone.

21.13.5 Théorème des quatre sommets

Lemme 21.105.
Soit une droite ℓ du plan. Il existe a, c P R2 avec c ‰ 0 tels que z P ℓ si et seulement si pz´aq · c “
0.
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Démonstration. Une droite est paramétrée par γptq “ p ` tq. En posant a “ p et c “ Jq nous
avons la réponse. En effet nous allons montrer qu’avec ces valeurs de a et c, nous avons z P Γ si et
seulement si pz ´ aq · c “ 0.

D’abord un point de γ est de la forme z “ γptq “ p` tq. Nous avons :

`
γptq ´ a

˘
· c “ `

γptq ´ p
˘

· Jq “ tq· Jq “ 0. (21.321)

Et dans l’autre sens, si pz´aq · c “ 0 nous devons prouver que z P Γ. Nous avons : pz´pq · Jq “
0, ce qui fait que z ´ p est un multiple de q. Autrement dit : z ´ p “ λq ou encore z “ αq ` p, qui
est sur la droite Γ.

Définition 21.106.
Un sommet d’une courbe est un point d’extrémum local de la courbure.

Théorème 21.107 (Théorème des quatre sommets[89, 455]).
Soit un arc paramétrique γ : R Ñ R2 fermé, simple et convexe 23 de classe C3 et T -périodique.

Alors γ possède au moins 4 points critiques sur chaque période.

Démonstration. Nous supposons que le paramétrage de γ soit normale.
Si la courbure κ est constante sur une partie ouverte de la (du paramétrage de la) courbe,

alors tous les points de cette partie sont des sommets et le théorème est fait. Nous supposons que
κ n’est pas constante et en particulier que Γ ne contient ni bouts de droites ni bouts de cercles
(théorème 21.77).

La fonction κ étant de classe C1 sur le compact Γ, elle admet au moins un maximum et un
minimum distincts. Vu que ces points sont intérieurs, ils correspondent au changement de signe de
κ1. Soient p et q ces points. Pour la simplicité nous supposons que γ est paramétré de telle sorte
que γp0q “ p, et q “ γpsqq avec 0 ă sq ă T .

Nous supposons que p et q sont les seuls points de changement de signe de κ1.
Soit ℓ la droite passant par p et q. Tous les points du segment rp, qs (qui sont dans ConvpΓq)

ne peuvent pas être sur Γ (sinon nous aurions un morceau de droite). Donc certains points sont
dans l’intérieur de ConvpΓq. Donc la droite ℓ passe par l’intérieur de ConvpΓq et le corolaire 21.95
nous dit que la droite ℓ ne coupe Γ en seulement deux points.

Par conséquent, les ensembles γ
`r0, sqs

˘
et γ

`rsq, T s˘ sont de part et d’autre de Γ. Vu qu’en
ces points, κ1 change de signe et qu’il ne change de signe en aucun autre points, la fonction κ1 est
positive d’un côté de ℓ et négative de l’autre.

D’autre part par le lemme 21.105, il existe a P R2 et c ‰ 0 tels que z P ℓ si et seulement si
pz ´ aq · c “ 0. La fonction z ÞÑ pz ´ aq · c est donc positive d’un côté de ℓ et négative de l’autre.

En résumé les fonctions

s ÞÑ κ1psq (21.322a)
s ÞÑ `

γpsq ´ a
˘

· c (21.322b)

changent de signe en même temps et le produit a donc un signe constant. Ce produit n’est de plus
pas nul parce que κ1 n’est nul sur aucun intervalle (sinon κ y serait constant et Γ un segment de
droite) et

`
γpsq ´ a

˘
· c ne s’annule pour aucun s sauf ceux qui correspondent à p et q.

23. Par la proposition 21.104 nous pouvons aussi bien demander à la courbure d’être toujours strictement positive,
comme le fait [89].
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Nous avons donc

0 ‰
ż T

0
κ1psq`γpsq ´ a

˘
· c ds (21.323a)

“
”`
γpsq ´ a

˘
· cκpsq

ıT
0looooooooooooomooooooooooooon

A“0

´
ż T

0
κpsqγ1psq · c ds (21.323b)

“ ´
ż T

0
κpsq`γ1psq · c

˘
ds (21.323c)

“
ż T

0
Jγ2psq · c ds (21.323d)

“ J

ż T

0
γ2psq · c ds (21.323e)

“ J
“
γ1psq · c

‰T
0 (21.323f)

“ 0. (21.323g)

Justifications :

— L’expression A est nulle parce que les valeurs en 0 et en T sont identiques.
— Nous utilisons le lemme 21.76 pour faire ´κpsqγ1psq “ Jγ2psq.

Le tout est une contradiction de la forme 0 ‰ a “ 0.
Nous avons donc au moins un troisième point de changement de signe de κ1. Vu que la courbe

est périodique, il en faut un nombre pair et donc un quatrième.

L’exemple de l’ellipse montre qu’il n’y a pas lieu de chercher d’autres extrémums de κ à part
les 4 déjà trouvés.

Exemple 21.108.
Nous trouvons les sommets de l’ellipse.

γptq “ `
a cosptq, b sinptq˘ (21.324a)

γ1ptq “ ` ´ a sinptq, b cosptq˘ (21.324b)
γ2ptq “ ´`

a cosptq, b sinptq˘ (21.324c)
(21.324d)

La courbure est

κptq “ γ2 · Jγ1

}γ1}3 (21.325a)

“ ´1
ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2

ˆ
a cosptq
b sinptq

˙
·

ˆ´b cosptq
´a sinptq

˙
(21.325b)

“ ab

ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2 . (21.325c)

Vu que ab ą 0, les extrémums de cela sont ceux du dénominateur et il suffit donc d’étudier les
extrémums de

fptq “ a2 sin2ptq ` b2 cos2ptq. (21.326)

Nous avons
f 1ptq “ 2pa2 ´ b2q cosptq sinptq, (21.327)

fonction qui s’annule effectivement 4 fois sur une période. Deux maximums et deux minima. △



21.13. COURBES FERMÉES PLANES 1777

21.13.6 Espace topologique normal

Définition 21.109.
Un espace topologique normal est un espace topologique séparé dont les ouverts séparent stric-
tement les fermés disjoints.

Autrement dit, si F1 et F2 sont des fermés disjoints de X, alors il existe des ouverts disjoints
O1 et O2 tels que F1 Ă O1 et F2 Ă O2.

Proposition 21.110.
L’espace topologique Rn est normal.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 21.111
J’ai écrit le lemme 21.112 de façon adhoc pour une utilisation dans le théorème d’Urysohn. J’avoue
n’être pas certain qu’il soit vrai. Si vous en trouvez une preuve, écrivez-moi.

Lemme 21.112 ([1]).
Soit un espace topologique normal X. Si O est ouvert dans X et si F est un fermé contenu dans
O, alors il existe un ouvert U tel que

F Ă U Ă Ū Ă O. (21.328)

21.13.7 Théorème d’Urysohn

Lemme 21.113.
Soit un espace topologique X. Soit une partie D dense de r0, 1s. Nous considérons des ouverts
tUsusPD de X indexés par D. Nous supposons que si s1 ă s2 alors Ūs1 Ă Us2. Enfin pour tout
x P X nous posons

Ax “ ts P D tel que x P Usu. (21.329)

Alors l’application
f : X Ñ r0, 1s

x ÞÑ
#

infpAxq si x P Ť
sPD Us

1 sinon.
(21.330)

est continue.

Démonstration. Dans la suite nous prenons les conventions suivantes :
ď

sPH
Us “ H (21.331a)

č

sPH
Us “ X (21.331b)

(21.331c)

Soit t P r0, 1s.
(i) tx tel que fpxq ă tu “ Ť

săt Us D’abord nous considérons x P X tel que fpxq ă t, et nous
prouvons que x P Ť

sPD
săt

Us. Vu que fpxq “ infpAxq ă t ď 1, il existe s0 ă t tel que s0 P Ax.
Pour ce s0 nous avons x P Ax0 , et donc

x P Us0 Ă
ď

sPD
săt

Us. (21.332)

Dans l’autre sens, soient s0 ă t et x P Us0 . Nous avons s0 P Ax et donc fpxq ď s0 ă t.
(ii) tx tel que fpxq ď tu “ Ť

sąt Ūs Si t “ 1, alors tx tel que fpxq ď tu “ X, et
Ş
sąt Ūs “Ť

sPH Ūs “ X. Supposons que t ă 1.
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Soit x P X tel que fpxq ď t. Vu que t ă 1 et que D est dense dans r0, 1s, il existe s P D tel
que

s ą t ě fpxq “ infpAxq. (21.333)

Donc il existe a P Ax tel que a P sinfpAxq, sr. Vu que a P Ax, nous avons x P Ua, et vu que
a ă s, nous avons Ūa Ă Us. Donc

x P Ua Ă Ūa Ă Us. (21.334)

Donc x P Us pour tout s ą t (dans D), et donc x P Ş
sąt Ūs. Nous avons donc déjà prouvé

que
tx tel que fpxq ď tu Ă

č

sPD
sąt

Us. (21.335)

Nous faisons à présent l’inclusion dans l’autre sens. Soit x P Ş
xPD
sąt

Ūs, et montrons que

fpxq ď t. Nous avons déjà traité le cas t “ 1 ; nous continuous à supposer que t ă 1.
Soit ϵ ą 0 assez petit pour avoir t` ϵ ă 1. Vu que D est dense dans r0, 1s, il existe s1, s2 P D
tels que

t ă s1 ă s2 ă t` ϵ. (21.336)

Par hypothèse x P Ūs1 et donc
x P Ūs1 Ă Us2 . (21.337)

Cela prouve que s2 P Ax, et nous avons alors

fpxq “ infpAxq ď s2 ă t` ϵ. (21.338)

Étant donné que ϵ est arbitrairement petit, nous avons fpxq ď t.
(iii) tx tel que fpxq ă tu est ouvert pour tout t P R Nous commençons par t P r0, 1s. Dans

ce cas nous avons vu que
tx tel que fpxq ă tu “

ď

sPD
săt

Us (21.339)

qui est une union d’ouverts, et donc qui est ouvert.
Si t ă 0, alors ď

săt
Us “

ď

sPH
Us “ H, (21.340)

est ouvert. Si t ą 1, alors tx tel que fpxq ă tu “ X parce que f prend ses valeurs dans r0, 1s.

(iv) tx tel que fpxq ď tu est fermé pour tout t P R Si t P r0, 1s, alors nous savons déjà que

tx tel que fpxq ď tu “
ď

sąt
Ūs (21.341)

qui est fermé comme intersection de fermés (lemme 7.6(1)). Vu que f prend ses valeurs dans
r0, 1s, nous avons tx tel que fpxq ă tu “ H lorsque t ă 0 et tx tel que fpxq ă tu “ X lorsque
t ą 1.

(iv) f est contiue Soient a, b P R avec a ă b. Nous avons,

f´1`sa, br˘ “ tf ă buztf ď au “ tf ă bu X tf ď auc. (21.342)

Mais nous savons que tf ă bu est ouvert et que tf ď au est fermé. Donc f´1`sa, br˘ est
ouvert comme intersection d’ouverts.
La proposition 7.118 dit (entre autres) que les sa, br forment une base de la topologie de R.
La proposition 7.42 dit que cela suffit pour conclure à la continuité de f .
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Théorème 21.114 (Théorème d’Urysohn[503]).
Soit un espace topologique normal X. Soient A et B, des fermés disjoints de X. Il existe une
application continue f : X Ñ r0, 1s telle que f |A “ 0 et f |B “ 1.

Démonstration. Pour chaque m P N nous considérons Dm “ tk{2muk“0,...,2m , et posons D “Ť8
m“0Dm.
(i) D est dense dans r0, 1s Soient x P r0, 1s et ϵ ą 0. Considérons m tel que 1{2m ă ϵ. Dans

ce cas, il existe s P Dm tel que |s´ x| ă 1
2m ă ϵ.

(ii) Construction des Us Nous allons maintenant construire un ouvert Us pour chaque s P D.
Et nous allons le faire de telle sorte d’avoir s1 ă s2 ñ Ūs1 Ă Us2 .

(iii) Pour s P D0 Nous commençons avec les éléments de D0 “ t0, 1u. D’abord nous posons

U1 “ Bc. (21.343)

Vu que B est fermé, c’est un ouvert.
Pour construire U0, nous remarquons que A est un fermé disjoint de B dans l’espace normal
X. Il existe donc des ouverts U0 et U 1

0 qui séparent A et B, c’est à dire tels que A Ă U0,
B Ă U 1

0 et U0 X U 1
0 “ H.

Nous avons Ū0 Ă Bc. En effet si a P Ū0 X B, alors a P B et donc U 1
0 est un voisinage ouvert

de a. Ce voisinage n’intersectant pas U0, a n’est pas dans la fermeture de U0.
Nous avons donc bien la relation

Ū0 Ă Bc “ U1. (21.344)

(iv) Récurrence Nous avons défini Us pour s P D0. Pour la récurrence, nous supposons que Us
est défini pour s P Dm´1, et qu’ils vérifient la condition. Nous allons construire les Us pour
s P Dm.
Remarquons que Dm´1 Ă Dm. Plus précisément, les éléments de Dm qui ne sont pas dans
Dm´1 sont ceux de la forme k{2m avec k impair.
Soit donc k impair et considérons s “ k{2m. Par hypothèse de récurrence nous avons déjà

Ūpk´1q{2m Ă Upk`1q{2m . (21.345)

Le lemme 21.112 nous permet de considérer un ouvert U tel que

Ūpk´1q{2m Ă U Ă Ū Ă Upk`1q{2m . (21.346)

Nous posons Uk{2m “ U et nous prouvons que Ūs1 Ă Us2 dès que s1 ă s2 dans Dm.
Soient s1 “ k{2m et s2 “ l{2m avec k ă l. Il y a quatre possibilités suivant la parité de k et
l.

(i) Si k et l sont pairs Alors s1 et s2 sont dans Dm´1 et l’hypothèse de récurrence dit Ūs1 Ă
Us2 .

(ii) Si k est impair et l est pair Nous notons k “ 2k1 ` 1 et l “ 2l1. Vu que k ă l, nous
avons k1 ` 1

2 ă l1. Mais comme k1 et l1 sont entiers, nous avons k1 ` 1 ď l1. Et nous
sommes partis pour le calcul :

Ūs1 “ Ūk{2m (21.347a)
Ă Upk`1q{2m construction pour k pair (21.347b)
“ Upk1`1q{2m´1 (21.347c)
Ă Ul1{2m´1 hyp. rec. dans Dm´1 (21.347d)
“ Ul{2m (21.347e)
“ Us2 . (21.347f)
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(iii) Si k est pair et l est impair Laissé aux bons soins du lecteur. J’ai pas vérifié, mais [503]
dit que c’est similaire. Écrivez-moi si vous voyez un problème.

(iv) Si k et l sont impairs Laissé aux bons soins du lecteur. J’ai pas vérifié, mais [503] dit
que c’est similaire. Écrivez-moi si vous voyez un problème.

(v) Résumé Nous avons posé Dm “ tk{2muk“0,...,2m , et D “ Ť8
m“0Dm. Nous avons prouvé que

D est dense dans r0, 1s, et nous avons construit, pour chaque s P D un ouvert Us de X, de
telle façon que

Ūs1 Ă Us2 (21.348)

pour tout s1 ă s2. Bref, le lemme 21.113 est applicable. Nous posons donc

f : X Ñ r0, 1s

x ÞÑ
#

infpAxq si x P Ť
sPD Us

1 sinon.
(21.349)

avec Ax “ ts P D tel que x P Usu.
(vi) Ce f est ce qu’il nous fait Si x P B, alors x n’est pas dans U1 et donc n’est dans aucun

des Us. Donc fpxq “ 1.
Si x P A, alors nous avons x P U0 (parce que A Ă U0). En particulier 0 P Ax, et donc
fpxq “ infpAxq “ 0.

21.115.
Les fractions de la forme a{2b sont nommées fractions dyadiques et nous avons déjà vu qu’elles
sont denses dans R dans le corolaire 1.379.

Lemme 21.116 ([503]).
Soit un espace topologique normal 24 X. Soient M P R` et A fermé dans X, et une application
continue f : A Ñ r´M,M s.

Il existe une application continue g : X Ñ r´M{3,M{3s telle que pour tout x P A,

|fpxq ´ gpxq| ă 2M
3 , (21.350)

Démonstration. Nous divisons A en trois parties :

A´ “ f
`r´M,´M{3s˘, (21.351a)

A` “ f
`rM{3, 3s˘, (21.351b)

A0 “ f
`r´M{3,M{3s˘. (21.351c)

Les parties A` et A´ sont fermées parce que f est continue. D’autre part, X est normal, de telle
sorte que le théorème d’Urysohn 21.114 s’applique.

Nous considérons donc une application continue g1 : X Ñ r0, 1s telle que g´1
1 pA´q “ t0u et

g´1
1 pA`q “ t1u. Nous posons alors

gpxq “
ˆ

2M
3

˙
g1pxq ´ M

3 . (21.352)

Vérification des propriétés de g.
(i) g est continue Parce que g1 est continue.
(ii) g prend ses valeurs dans r´M{3,M{3s Parce que g1 prend ses valeurs dans r0, 1s et que

t ÞÑ p2M{3qt´M{3 est croissante.

24. Définition 21.109.
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(iii) |fpxq ´ gpxq| sur A Si x P A´, alors g1pxq “ 0 et donc gpxq “ ´M{3. Donc

|fpxq ´ gpxq| “ |fpxq ´M{3| ď 2M{3 (21.353)

parce que fpxq P r´M{3,M{3s.
Si x P A`, alors g1pxq “ 1 et donc gpxq “ M{3. Même fin de raisonnement qu’en (21.353).
Si x P A0, alors fpxq P r´M{3,M{3s et gpxq P r´M{3,M{3s et donc encore |fpxq ´ gpxq| ď
2M{3.

Lemme 21.117 ([503]).
Soient un espace topologique normal X ainsi qu’un fermé A dans X. Nous considérons une fonction
continue f : A Ñ r´M,M s.

Il existe une application g : X Ñ r´M,M s continue prolongeant f .

Démonstration. Nous allons commencer par construire une suite d’applications gi : X Ñ R telles
que

(1) Pour tout x P A et pour tout n P N,

ˇ̌
fpxq ´

rÿ

i“1
ngipxqˇ̌ ď

ˆ
2
3

˙N
M (21.354)

(2) Pour tout x P X et pour tout i,

|gipxq| ď
ˆ

2
3

˙i M
2 . (21.355)

Nous commençons par construire g1 à partir du lemme 21.116 appliqué à la fonction f . Nous avons
donc une application g1 : X Ñ r´M{3,M{3s telle que

|fpxq ´ g1pxq| ď 2M
3 (21.356)

pour tout x P A. Vu que g1 prend ses valeurs dans r´M{3,M{3s, elle vérifie la condition (2). De
plus (21.356) montre que la condition (1) est vérifiée pour n “ 1.

Et c’est parti pour la récurrence. Nous supposons avoir des applications gi pour i “ 1, . . . , k
qui vérifient la condition (2), et telles que la condition (1) est satisfaite pour n “ 1, . . . , k. Nous
allons maintenant construire gk`1.

Nous posons
hk : A Ñ R

x ÞÑ fpxq ´
kÿ

i“1
gipxq. (21.357)

Par hypothèse de récurrence, la fonction hk ne prend pas n’importe quelles valeurs dans R, mais

hk : A Ñ “´
ˆ

2
3

˙k
M,

ˆ
2
3

˙k
M

‰
. (21.358)

Nous construisons gk`1 à partir de ce hk et du lemme 21.116. Nous avons donc

gk`1 : X Ñ
”
´1

3

ˆ
2
3

˙k
M,

1
3

ˆ
2
3

˙k
M

ı
(21.359)

vérifiant

|hkpxq ´ gk`1pxq| ď
ˆ

2
3

˙k`1
M. (21.360)
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La condition (1) est donc maintenant vérifiée jusqu’à n “ k ` 1. Nous vérifions la condition (2)
pour i “ k ` 1. Simple calcul :

|gk`1pxq| ď 1
3

ˆ
2
3

˙k
M “

ˆ
2
3

˙k`1 M

2 . (21.361)

Et voila pour la définition des applications gi.
Vu que 2{3 ă 1, la série

ř8
i“1 }gi}8 converge normalement (définition 11.81). Notons g la

somme. Le lemme 11.83 donne alors la convergence uniforme gi
unifÝÑ g, et le théorème 12.375 nous

assure que g est continue sur X.
En ce qui concerne la norme de g, nous avons, en utilisant la formule (11.302) avec q “ 2{3,

}g}8 ď
8ÿ

i“1

ˆ
2
3

˙i M
2 ď M. (21.362)

Donc |gpxq| ď M pour tout x P X.
Enfin nous vérifions que g prolonge f . Soit x P A. Prenez la limite n Ñ 8 dans l’inégalité

|fpxq ´
nÿ

i“1
gipxq| ď

ˆ
2
3

˙n
M. (21.363)

Nous trouvons que |fpxq ´ gpxq| “ 0.

21.13.8 Le théorème de Jordan

Les définitions de chemins, de lacets et de courbes de Jordan sont dans 20.78.

Lemme-Définition 21.118 ([503]).
Soit un lacet γ : ra, bs Ñ X. Nous considérons l’application

q : ra, br Ñ S1

t ÞÑ e2iπt{pb´aq (21.364)

Il existe une unique application continue γ̃ : S1 Ñ Imagepγq telle que γ “ γ̃ ˝ q.
Cette application γ̃ est l’application quotient associée à γ.

Démonstration. La proposition 18.57 dit que q est une bijection continue. Donc l’existence et l’uni-
cité d’une application γ̃ “ γ ˝ q´1. Cette application est continue comme composée d’applications
continues.

Lemme 21.119 ([503]).
Soit γ : ra, bs Ñ X un chemin d’image Γ.

(1) Si γ est un chemin de Jordan 25, alors γ : ra, bs Ñ Γ est un isomorphisme d’espaces topolo-
giques.

(2) Si γ est un lacet de Jordan, alors le quotient 26 γ̃ : S1 Ñ Γ est un homéomorphisme 27.

Démonstration. En deux parties.
(i) Pour (1) Un chemin de Jordan est injectif, et donc bijectif sur son image. Il est donc une

bijection continue depuis ra, bs qui est compact. Il est donc un homéomorphisme par le lemme
7.187.

25. Définition 20.78.
26. Définition 21.118.
27. Un homéomorphisme est un isomorphisme d’espaces vectoriels, c’est à dire continu, inversible et d’inverse

continu.
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(ii) Pour (2) L’application γ : ra, br Ñ Γ est une bijection continue parce que γ est un lacet de
Jordan. Son quotient γ̃ : S1 Ñ Γ est donc unie bijection continue depuis le compact S1. Le
lemme 7.187 conclu que c’est un homéomorphisme.

Corolaire 21.120.
À propos de courbes simples et de Jordan.

(1) Toute courbe simple est homéomorphe à r0, 1s.
(2) Toute courbe de Jordan est homéomorphe à S1.

Démonstration. Une courbe simple est l’image d’un lacet de Jordan. Donc γ : ra, bs Ñ Γ est un
homéomorphisme par le lemme 21.119(1). Le lemme 11.177 fournit un homéomorphisme entre ra, bs
et r0, 1s. Une composition d’homéomorphismes est un homéomorphisme.

Une courbe de Jordan est l’image d’un lacet de Jordan γ : ra, bs Ñ Γ. Le lemme 21.119(2) dit
alors que Γ est homéomorphe à S1.

Théorème 21.121 (Théorème de Jordan[504, 523]).
Le complémentaire d’une courbe de Jordan Γ dans un plan affine réel est formé de exactement
deux composantes connexes distinctes, dont l’une est bornée et l’autre non. Toutes deux ont pour
frontière la courbe Γ.
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Chapitre 22

Géométrie hyperbolique

22.1 Inversion

Lemme-Définition 22.1.
Soit un cercle C et un point A du plan R2. Soit une droite passant par A et coupant C en deux
points P et P 1 (pas spécialement distincts). Alors le nombre

}AP }}AP 1} (22.1)

ne dépend pas du choix de la droite et est nommé la puissance du point A par rapport au cercle
C.

22.1.1 Cercles perpendiculaires

Définition 22.2.
Deux cercles sont perpendiculaires lorsque leurs tangentes aux points d’intersection sont perpen-
diculaires.

Lemme 22.3 ([1]).
Soient deux cercles perpendiculaires C1 et C2. Alors

(1) le centre de C1 est hors de C2.
(2) Si ℓ est une droite passant par ce le centre de C1 (nommé O) et si ℓ coupe C2 en les deux

points P et P 1, alors P et P 1 sont situés du même côté de O.

Démonstration. Nous nommons O1 le centre de C1 ainsi que Q et Q1 les points d’intersection de
C1 avec C2. Si ℓQ et ℓQ1 sont les tangentes à C1 en Q et Q1, alors ce sont des rayons de C2 (parce
que les cercles sont perpendiculaires). Par conséquent le centre O2 de C2 est le point d’intersection
Q1 “ ℓQ X ℓQ1 .

Le triangle O1O2Q est rectangle en Q et donc }O1O2} ą }QO2}. Or le nombre }QO2} est le
rayon de C2, donc O1 est en dehors de C2.

Ceci achève de prouver le point (1) ; nous démontrons le point (2). Les points P et P 1 sont sur
le cercle C2, donc tous les points du segment rPP 1s sont dans le cercle. Or le centre de C1 doit
être en dehors de C2 ; il ne peut donc pas être dans le segment rPP 1s, ce qui prouve que P et P 1
ne sont pas de part et d’autre de O sur la droite pOPP 1q.

Proposition 22.4 ([1]).
Soit un cercle C1 de centre O et de rayon R.

(1) Un cercle C2 est perpendiculaire à C1 si et seulement si il existe une droite ℓ passant par
O telle que les points d’intersection tP, P 1u “ ℓ X C2 soient situés du même côté de O et
vérifient

}OP }}OP 1} “ R2. (22.2)

1785
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(2) Dans ce cas, toutes les droites passant par O et coupant C2 en deux points P, P 1 vérifient le
fait que P et P 1 soient du même côté de O et }OP }}OP 1} “ R2.

Démonstration. Nous commençons par prouver le point (2). Le fait que les points P et P 1 soient
du même côté de O est le lemme 22.3(2). Pour la relation sur les distances, soit Q P C1 X C2. Vu
que C1 et C2 sont perpendiculaires, la droite pOQq ne coupe C2 qu’en ce point, et la puissance de
O par rapport au cercle C2 est }OQ}2 “ R2.

La même puissance peut être calculée via la droite ℓ :

}OP }}OP 1}. (22.3)

Donc }OP }}OP 1} “ R2.
Soit un cercle C2 passant par P et P 1. Notons que P et P 1 ne sont pas sur C1 parce qu’ils ne

pourraient pas être alignés avec O. De plus l’un est à l’intérieur de C1 et l’autre à l’extérieur de
C1. Les cercles C1 et C2 possèdent donc deux points distincts d’intersections. La puissance de O
par rapport à C2 est :

}OP }}OP 1} “ R2 (22.4)
parce que pOP q est une droite coupant C2 en les points P et P 1.

Soit Q un point d’intersection de C1 et C2, et Q1 l’autre point d’intersection de C2 avec la
droite pOQq. La puissance de O par rapport à C2 peut également être calculée à partir de cette
droite (lemme 22.1) et nous avons

}OQ}}OQ1} “ R2, (22.5)
mais Q P C1, donc }OQ} “ R et partant }OQ1} “ R. Nous en déduisons que Q1 P C1 également.
Or Q1 ne peut pas être l’autre point d’intersection de C1 avec C2 (sinon O,Q,Q1 ne seraient pas
alignés). Donc Q “ Q1 et nous déduisons que la droite pOQq est tangente à C2.

Le rayon de C1 est tangent à C2. Cela signifie que C1 est perpendiculaire à C2.

22.1.2 Inversion

Proposition-Définition 22.5 ([458]).
Soit un cercle C de centre O dans R2. Il existe une unique application

iC : R2zO Ñ R2zO (22.6)

telle que
(1) iCpxq “ x pour tout x P C
(2) iC échange l’intérieur et l’extérieur de C.
(3) iC laisse invariants les droites et les cercles orthogonales à C.

Cette application est l’inversion de cercle C.

Démonstration. Soit P à l’intérieur de C, mais différent de O. Nous notons ℓ la droite pOP q et nous
considérons un cercle C2 passant par P et perpendiculaire à C (existence par la proposition 22.4).
Nous avons ℓ K C (parce que ℓ est un rayon) et C2 K C. Donc iCpℓq “ ℓ et iCpC2q “ C2 par
l’exigence (3). Mais comme P P ℓX C2 nous avons aussi

iCpP q P ℓX C2. (22.7)

Mais ℓ et C2 se coupent en exactement deux points. Vu que iCpP q doit être hors de C (exigence (2)),
avoir iCpP q “ P est impossible. Nous en concluons que iCpP q doit être l’autre intersection.

Nous avons prouvé que les conditions (2) et (3) fixent l’image d’un point situé dans l’intérieur
de C.

Si P est extérieur au cercle C, la même procédure fonctionne : nous considérons la droite
ℓ “ pOP q et un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P . Encore une fois, ces deux objets
sont fixés par iC , et vu que iCpP q doit être à l’intérieur de C, il est fixé.

L’unicité est montrée.
En ce qui concerne l’existence, si P ‰ O, la procédure suivante donne P 1 :
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— Soit la droite ℓ “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ℓ qui n’est pas P .

Il est aisé de vérifier que poser iCpP q “ P 1 donne une application qui vérifie toutes les propriétés.

22.6.
Nous recopions la construction de l’inversion d’un point par rapport à un cercle. Si C1 est un cercle
de centre O et P est un point différent de O, alors la procédure suivante construit P 1 “ iC1pP q :

— Soit la droite ℓ “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C1 et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ℓ qui n’est pas P .

Que se passe-t-il si ℓ et C2 n’ont qu’une seule intersection ? Alors la droite ℓ “ pOP q est tangente
à C2. Or de O il n’existent que deux droites tangentes à C2, et ce sont les rayons passant par
les intersections parce que les cercles sont perpendiculaires. En d’autres mots, cette situation se
présente lorsque P est sur le cercle C1. Dans ce cas, iC1pP q “ P .

Remarque 22.7.
Lorsque nous disons qu’une inversion « conserve les droites passant par O », il y a pour sous-
entendu que nous considérons la droite privée du point O, parce que de toutes façons, l’inversion
n’est pas définie sur O.

Nous allons résoudre cet intéressant problème en 23.6.1, en ajoutant le point 8 à toutes les
droites.

Corolaire 22.8.
L’inversion iC est une involution (i2C “ Id).

Démonstration. Soit un cercle C de centre O et un point P . Si C2 est un cercle perpendiculaire à
C passant par P , alors nous avons vu en 22.6 que P 1 “ iCpP q est l’autre intersection entre C2 et
la droite pOP q.

Pour construire l’image de P 1, il faut un cercle perpendiculaire à C passant par P 1. Le cercle
C2 déjà utilisé fait l’affaire. Ensuite, la droite pOP 1q est la même que la droite pOP q. Donc l’image
de P 1 est P .

Soit C1 le cercle dans C de centre 0 et de rayon 1. Nous notons α : C Ñ C la dilatation de
rapport R.

Proposition 22.9 ([1]).
Soit C le cercle de rayon R centré en 0 (C “ αpC1q). Alors

iαpC1q ˝ α “ α ˝ iC1 . (22.8)

Démonstration. Soit z “ reiθ ; nous devons prouver que

iC
`
αpzq˘ “ α

`
iC1pzq˘. (22.9)

Nous avons :

iC
`
αpzq˘ “ iCpRreiθq “ R2 1

Rr
eiθ “ R

1
r
eiθ “ α

`1
r
eiθ

˘ “ α
`
iC1pzq˘. (22.10)

La définition 23.69 pour l’inversion sur Ĉ “ CY t8u sera basée sur la proposition suivante.
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Proposition 22.10 ([1]).
Soit le cercle de rayon R et de centre a P C. Alors

iCpzq “ R2

z̄ ´ ā
` a. (22.11)

De plus si ta est la translation de vecteur a, nous avons la décomposition

itapCRq “ ta ˝ iCR
˝ t´a (22.12)

où CR est le cercle de rayon R centré en 0.

Démonstration. Si z P C et z1 est son image par iC , alors non seulement

}a´ z1}}a´ z} “ R2, (22.13)

mais en plus a ´ z1 “ λpa ´ zq pour un certain λ ą 0. Cela est l’expression du fait que z1 est sur
la demi-droite qui joint a à z. Nous avons donc

λ}a´ z}2 “ R2 (22.14)

et alors
λ “ R2

pa´ zqpā´ z̄q . (22.15)

En récrivant a´ z1 “ αpa´ zq avec cette valeur de λ nous trouvons

a´ z1 “ R2

a´ z
, (22.16)

ce qu’il fallait démontrer.
La décomposition demandée est une simple vérification en utilisant iCR

pzq “ R2

z̄ qui découle
de la proposition 22.9.

Avant d’aller plus loin, donnons l’équation d’un cercle dans C. Si C est un cercle de entre ω et
de rayon r, alors z P C si et seulement si dpz, ωq “ r. En développant, et en passant au carré sans
perte d’information (les deux membres sont positifs), z P C si et seulement si

pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2. (22.17)

Proposition 22.11 ([458]).
Soit un cercle C de centre O. L’inversion

iC : R2zt0u Ñ R2zt0u (22.18)

transforme
(1) les droites passant par O sur elles-mêmes ;
(2) les cercles passant par O en des droites ne passant pas par O ;
(3) les droites ne passant pas par O en des cercles passant par O ;
(4) les cercles ne passant pas par O en des cercles ne passant pas par O.

Démonstration. Point par point.
(1) Une droite passant par O est une droite perpendiculaire à C. Par le point (3) de la défini-

tion 22.5, elle est invariante.
(2) Nous construisons successivement :

— Un cercle C1 de centre O1 et passant par O. Le but est de déterminer l’image de ce
cercle.

— Le point P de C1 tel que rOP s en soit un diamètre.
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— Le point P 1 “ iCpP q.
— La droite ℓ perpendiculaire à pOP q et passant par P 1.

Nous montrons maintenant que iCpC1ztOuq “ ℓ. Soit Q P C1ztP,Ou. Nous posons

Q1 “ pQOq X ℓ. (22.19)

Vu que rOP s est un diamètre de C1 et que Q P C1, le triangle OPQ est rectangle en Q. Et
étant donné que Q1 est sur ℓ nous savons que OP 1Q1 est rectangle en P 1.
De plus les angles en O de ces deux triangles sont identiques (parce que c’est l’angle formé
par les droites pOQq et pOP q) ; les triangles OPQ et QP 1Q1 sont donc semblables et nous
pouvons utiliser le théorème de Thalès 1 12.158 :

OP

OQ
“ OQ1

OP 1 . (22.20)

Donc
}OP }}OP 1} “ }OQ}}OQ1}, (22.21)

mais P 1 est l’image de P par l’inversion du cercle C, c’est-à-dire }OP }}OP 1} “ R2. Nous en
déduisons que

}OQ}}OQ1} “ R2, (22.22)

c’est-à-dire que Q1 est l’image de Q par iC , et donc que

iC
`
C1ztOu˘ Ă ℓ. (22.23)

Pour avoir l’inclusion inverse, il faut remarquer que ℓ est parallèle à la tangente à C1 en
O. Donc si Q P ℓ, la droite pOQq intersecte le cercle C1 en un point Q1. En refaisant le
cheminement du résultat (22.23) à l’envers, il est loisible de prouver que iCpQ1q “ Q et donc
que ℓ est bien inclue à l’image de C1 par iC .

(3) Nous commençons par prouver que toutes les droites ne passant pas par O sont des images
de cercles passant par O.
Nous considérons :

— une droite ℓ ne passant pas par O.
— la droite d, perpendiculaire à ℓ passant par O
— le point P 1 “ ℓX d,
— le point P “ iCpP 1q,
— le cercle C1 dont rOP s est un diamètre.

Par tout ce que nous avons fait jusqu’à présent, la droite ℓ est l’image du cercle C1. Or si
}OP } “ r alors

}OP 1} “ R2

r
. (22.24)

Donc quelle que soit la valeur de }OP 1} dans s0,8r, il existera un point P tel que le cercle
passant par O et P ait pour image la droite perpendiculaire à pOP q passant par iCpP q.
Étant donné que iC est une involution surjective des cercles passant par O vers les droites
ne passant pas par O, elle transforme également toutes les droites ne passant pas par O en
un cercle passant par O.

(4) Pour cette partie, nous allons utiliser un peu de géométrie analytique dans C 2.

1. Faites bien le dessin : ce n’est pas une situation de Thalès ultra-standard de collège.
2. Principalement parce que je ne comprends pas le raisonnement fait dans [458].
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(i) Le cas centré Nous supposons que C est centré en 0 et de rayon, 1, ce telle sorte que
iCpzq “ 1

z̄ . Soit C1 un cercle de centre ω et de rayon r, ne passant pas par 0, en
particulier tel que |ω| ‰ r.
Si z P ipC1q alors ipzq P C1 et nous avons

`
ipzq ´ ω

˘`
ipzq ´ ω

˘ “ r2. (22.25)

En développant et en multipliant par zz̄ nous trouvons

ω̄z ` ωz̄ ` zz̄pr2 ´ ωω̄q “ 1. (22.26)

Nous pouvons diviser par pr2 ´ |ω|2q parce que C1 ne passe pas par 0. En remettant en
ordre, et en notant s “ r2 ´ ωω̄ pour plus de clarté,

`
z ´ ω

s

˘pz̄ ´ ω̄

s
q ´ ωω̄

s2 “ 1
s2 , (22.27)

ou encore `
z ´ ω

s

˘pz̄ ´ ω̄

s
q “ 1

s
` ωω̄

s
. (22.28)

Pour que cela soit l’équation du cercle de centre ω
s et de rayon

b
1
s ` ωω̄

s2 , il faut vérifier
que

1
s

` ωω̄

s2 ě 0. (22.29)

En multipliant par s2, il s’agit de vérifier que s ` ωω̄ ě 0, ce qui est correct parce que
s` ωω̄ “ r.
En résumé, si z P ipC1q alors z est dans le cercle C2 de centre ω

s et de rayon r
s . Étant

donné que r ‰ ω nous savons que ce dernier cercle ne passe pas par 0.
Nous avons prouvé que ipC1q Ă C2. Pour prouver l’inclusion inverse, vu que i est une
involution, il faut prouver ipC2q Ă C1. Pour cela nous écrivons l’équation qui donne
ipzq P C2 et en développant nous devons conclure que z P C1. Nous ne le faisons pas ici.

(ii) Le cas de rayon non unité Si C est un cercle quelconque, nous écrivons l’inversion du
cercle C via la formule (22.11). Si z P iCpC1q alors ipzq P C1 et nous pouvons écrire

`
ipzq ´ a

˘`
ipzq ´ ā

˘ “ R2. (22.30)

De là il faut déduire que z est sur un cercle ne passant pas par 0. Bons calculs. . .



Chapitre 23

Espaces projectifs

Sur les espaces projectifs : [524].

Définition 23.1.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps commutatif K. Nous définissons sur
Ezt0u la relation d’équivalence u „ v si et seulement si u “ λv pour un certain λ P K. Cette
relation est la relation de colinéarité. L’ensemble des classes d’équivalence de „ est l’espace
projectif de E et sera noté P pEq.
Définition 23.2.
Si dimE “ 2, l’ensemble P pEq est la droite projective, et si dimE “ 3 nous parlons du plan
projectif.

Étant donné que tous les K-espaces vectoriels de dimensions n ` 1 sont isomorphes à Kn`1,
nous noterons PnpKq ou Pn l’espace projectif P pKn`1q.
Exemple 23.3.
Si n “ 1 et K “ R, l’espace projectif est l’ensemble des droites vectorielles dans le plan usuel. Il
y en a une pour chaque point du type px, 1q avec x P R et ensuite une horizontale, passant par le
point p1, 0q. Nous avons donc

P1pRq “ tp1, 0qu Y tpx, 1q tel que x P Ru. (23.1)

Le point p1, 0q est dit « point à l’infini ». △

23.1 Sous espaces projectifs
Un sous-espace projectif de P pEq est une partie de la forme P pF q où F est un sous-espace

vectoriel de E.

Proposition 23.4.
Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors

P pF q X P pGq “ P pF XGq (23.2)

et nous avons
dimP pF q ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq. (23.3)

Démonstration. Nous avons
P pF q “ trvs tel que v P F u (23.4)

où les crochets signifient la classe par rapport à la relation de colinéarité. Nous avons alors

P pF q X P pGq “ trvs tel que v P F XGu “ P pF XGq. (23.5)

Cela prouve le premier point.

1791
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En ce qui concerne l’équation (23.3), en considérant dimP pEq “ dimE´1 nous devons prouver
l’égalité

dimF ` dimG “ dimpF `Gq ` dimpF XGq (23.6)

concernant les dimensions des espaces vectoriels usuelles. Si nous considérons une base de E telle
que B1 “ te1, . . . , ek1u est une base de F X G, B2 “ tek1`1, . . . , ek2u complète B1 en une base de
F et B3 “ tek2`1, . . . , enu complète B1 YB2 en une base de G.

Nous avons alors

dimF ` dimG “ 2 CardpB1q ` CardpB2q ` Cardpb3q (23.7a)
dimpF `Gq “ CardpB1q ` Cardpb2q ` CardpB3q (23.7b)
dimpF XGq “ CardpB1q. (23.7c)

De là la relation (23.3) se déduit immédiatement.

Théorème 23.5 (incidence).
Soient F et F deux sous-espaces vectoriels de E tels que

dimP pF q ` dimP pGq ě dimP pEq. (23.8)

Alors P pF q X P pGq ‰ H.

Démonstration. En utilisant les hypothèses et la proposition 23.4 nous avons

dimP pEq ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq ě dimP pEq. (23.9)

En passant aux espaces vectoriels correspondants,

dimpF `Gq ` dimpF XGq ě dimpEq ` 1. (23.10)

Mais nous avons aussi dimpF ` Gq ď dimpEq et par conséquent dimpF X Gq ě 1. Au final,
dimP pF XGq ě 0. Cela prouve que P pF XGq contient au moins un élément (nous rappelons que
lorsqu’un espace projectif contient un seul élément, sa dimension est zéro).

Exemple 23.6.
Soient les plans Π1 ” x “ 0 et Π2 ” y “ 0. Nous avons

P pΠ1q “ tr0, y, 1su Y tr0, 1, 0su (23.11a)
P pΠ2q “ trx, 0, 1su Y tr1, 0, 0su (23.11b)

où le crochet signifie la classe pour la colinéarité. Ces deux droites projectives ont comme point
d’intersection le point r0, 0, 1s. △

Définition 23.7.
Un hyperplan projectif est un sous-espace projectif de P pEq de la forme P pV q où V est un
hyperplan de E.

Définition 23.8.
Soit E un espace vectoriel de dimension au moins 3. Nous disons que d Ă P pEq est une droite
projective de P pEq si d “ P pDq pour une plan vectoriel D Ă E.

Nous disons que trois points de P pEq sont alignés lorsqu’il existe une droite projective les
contenant.

23.9.
Dans la définition 23.8 nous voyons P pDq comme inclus dans P pEq dès que D est un sous-espace
vectoriel de E. Cela est possible parce que si la direction de v P D, c’est-à-dire la classe rvs est
également une direction dans E.
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Le lemme suivant peut paraitre idiot, mais ce qui serait surement idiot est de l’utiliser sans
s’en rendre compte.

Lemme 23.10.
Deux points dans P pEq sont toujours alignés.

Démonstration. Soient deux points A,B P P pEq. Si A “ πpaq et B “ πpbq alors le plan D passant
par a, b et 0 est vectoriel et P pDq contient A et B.

Note : si a, b et 0 sont trois points alignés, alors A “ B. Il suffit de prendre les points a,
c et 0 où c P E est un point quelconque non aligné avec 0 et a. Nous avons de toutes façons
A “ B “ πpaq.
Lemme 23.11.
Trois points distincts A, B, C dans P pEq sont alignés si et seulement si il existe trois points non
alignés a, b, c P E tels que

(1) le plan passant par a, b et c est vectoriel (c’est-à-dire passe par 0),
(2) A “ πpaq, B “ πpbq, et C “ πpcq.

Démonstration. Deux implications à montrer.
(i) Sens direct Soient A, B, C distincts et alignés dans P pEq. Alors il existe un plan vectoriel

D tel que A,B,D P P pDq.
La condition A P P pDq implique qu’il existe a P D tel que A “ πpAq. Idem pour B et C.
Les points a, b et c ainsi construits sont distincts parce que A, B et C sont distincts. Si
par malheur ces trois points étaient alignés, ce n’est pas grave : il suffit de remplacer a par
λa avec λ ‰ 0 pour qu’ils ne le soient plus (cette manipulation ne change pas le fait que le
nouveau choix de point a reste dans D parce que D est vectoriel). Nous avons donc trois
points non alignés a, b et c tous contenus dans D. Le plan D répond à la question.

(ii) Sens réciproque Soient a, b et c non alignés dans E tels que A “ πpaq, B “ πpbq et
C “ πpcq. Le planD les contenant tous trois est vectoriel par hypothèse. Nous avons A,B,C P
P pDq et donc A,B et C sont alignés dans P pEq.

Proposition 23.12.
Soit H “ P pV q un hyperplan projectif de P pEq et soit m hors de H. Alors toute droite projective
passant par m coupe H en un et un seul point.

Démonstration. Si dimE “ n nous avons dimV “ n ´ 1. Soit d “ P pDq une droite projective
passant par m, c’est-à-dire que D est de dimension 2 dans E. Si D Ă V alors m P P pDq Ă P pV q ;
or nous avons demandé que m soit hors de P pV q. Par conséquent D n’est pas inclus dans V et en
particulier dimpD ` V q “ dimpEq.

Nous recopions la formule (23.3) pour notre cas :

dim dloomoon
“1

` dimHloomoon
“n´2

“ dimP pD ` V qloooooooomoooooooon
“n´1

` dimP pD X V q. (23.12)

Nous avons donc dimP pDXV q “ 0, ce qui signifie que l’ensemble P pDXV q “ P pDqXP pV q “ dXH
contient un et un seul point.

23.2 Espace projectifs comme « complétés » d’espaces affines
Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et P pEq la droite projective correspondante, et soit

te1, e2u une base de E. Nous considérons la droite affine d ” y “ 1. Nous avons la bijection

ϕ : dY t8u Ñ P pEq
px, 1q ÞÑ la droite vectorielle passant par px, 1q

8 ÞÑ la droite vectorielle passant par p1, 0q.
(23.13)
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Lemme 23.13.
Si nous munissons l’ensemble d Y t8u de la topologie compactifiée d’Alexandrov 1, la bijection
(23.13) est un homéomorphisme.

Soient maintenant les plans affines dans l’espace vectoriel E de dimension 3

Π1 ” z “ 0 (23.14a)
Π2 ” z “ 1. (23.14b)

Une droite (vectorielle) de E coupe Π2 en un et un seul point, sauf si elle est contenue dans Π1.
Nous avons donc une bijection

ϕ : P pEq Ñ Π2 Y P pΠ1q

d ÞÑ
#

Π2 X d si cette intersection est non vide
d sinon.

(23.15)

La droite projective P pΠ1q est la droite à l’infini du plan projectif P pEq. Nous voyons que le plan
projectif P pEq peut être vu comme un plan affine pΠ2q « complété » par une droite affine P pΠ1q.
Cette dernière droite est elle-même une droite affine complétée par un point à l’infini.

Nous pouvons généraliser cette démarche en considérant un espace affine E de direction E sur
le corps K. Nous construisons F “ E ˆ K et nous considérons un repère affine sur F tel que
E ” xn`1 “ 0. Nous pouvons donc identifier E à l’hyperplan affine d’équation xn`1 “ 1 dans F .

Une droite vectorielle de F non contenue dans E coupe E en un unique point ; nous avons donc
une bijection

E Y P pEq Ñ P pF q. (23.16)

Dans ce cadre, P pEq est l’hyperplan à l’infini et nous disons que P pEq est la complétion pro-
jective de E .

Exemple 23.14.
Nous considérons les plans affines

Π1 ” z “ 0 (23.17a)
Π2 ” z “ 1 (23.17b)

et nous avons la bijection
P pEq “ Π2 Y P pΠ1q. (23.18)

Un plan affine D a deux possibilités : soit il coupe Π2 en une droite, soit il est égal à Π1. Si
D X Π2 “ d (d est une droite affine), alors nous avons

P pDq “ dY t8Du, (23.19)

ce qui justifie la terminologie comme quoi P pDq est une droite dans P pEq. △

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et le plan projectif P pEq. Nous avons deux types de
droites projectives :

(1) D’abord nous avons la droite à l’infini, donnée 2 par P pz “ 0q.
(2) Ensuite nous avons toutes les droites affines du plan z “ 1. Chacune de ces droites est

complétée par un point à l’infini.

Exemple 23.15.
Étudions un peu le second type de droites. D’abord si deux droites sont parallèles, leurs points à

1. Définition 7.88.
2. Dans notre représentation usuelle du plan projectif z “ 1.
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l’infini sont identiques. Prenons par exemple les droites d “ tz “ 1, x “ 1u et d1 “ tz “ 1, x “ 2u.
Elles décrivent les directions des vecteurs

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et

¨
˝

2
y
1

˛
‚. (23.20)

En normalisant, ce sont les vecteurs

1a
2 ` y2

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et 1a

5 ` y2

¨
˝

2
y
1

˛
‚, (23.21)

et toutes deux tendent vers le vecteur p0, 1, 0q pour y Ñ 8. △

Lemme 23.16.
Deux droites d’un plan projectif ont toujours une intersection.

Démonstration. Si les deux droites sont des droites affines non parallèles, le résultat est évident.
Si elles sont parallèles, alors l’intersection est donnée par le point à l’infini comme indiqué dans
l’exemple 23.15.

Supposons que d est la droite à l’infini tandis que d1 est une droite affine. Dans notre repré-
sentation usuelle du plan affine, la droite à l’infini d a contient les vecteurs p1, y, 0q et le point à
l’infini p0, 1, 0q. La droite affine d1 a pour équation paramétriques

$
’&
’%

x “ at` c (23.22a)
y “ bt` d (23.22b)
z “ 1. (23.22c)

Les directions données par la droite d1 sont donc

1
a2t2 ` b2t2 ` c2 ` d2

¨
˝
at` c
bt` d

1

˛
‚ (23.23)

Son point à l’infini est la direction du vecteur pa, b, 0q, qui est bien un point de la droite à l’infini
(éventuellement son point à l’infini 3).

La plupart du temps nous considérons le plan projectif comme étant le plan affine z “ 1 de
l’espace affine de dimension 3 complété par la droite affine x “ 1, z “ 0, elle-même complétée par le
point p0, 1, 0q. Ce n’est évidemment pas la seule manière. Tout plan peut être considéré comme le
plan à l’infini et pour une droite projective, tout point peut être considéré comme point à l’infini.

Sur la figure 23.1(a), le point à l’infini est la direction p1, 0q tandis que la direction p1, 1q n’a rien
de spécial. À l’inverse sur la figure 23.1(b), la direction à l’infini est p1, 1q tandis que la direction
p1, 0q est une direction usuelle.

Remarque 23.17.
Du point de vue de la topologie, si nous mettons celle de la compactification d’Alexandrov, tous
les points de la droite projective sont équivalents.

Du point de vue de la géométrie différentielle, c’est la même chose. En effet nous pouvons
mettre sur la droite projective un système de deux cartes en pensant aux angles. La première sur
s´a, ar avec par exemple a ă π{4. La seconde carte serait sa{2, πr. Dans ce cas la direction θ “ 0
semble jouer un rôle spécial, mais il n’en est rien.

Nous pouvons également considérer les cartes sπ{4 ´ a, π{4 ` ar et sπ{4 ` a{2, 5π{4r. Dans ces
cartes, c’est plutôt le point θ “ π{4 qui semble différent (encore qu’il soit bien centré dans une
carte).

3. D’accord, aller chercher le point à l’infini de la droite à l’infini, c’est chercher loin, mais n’empêche que ça
existe.
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‚´3 ´2 ´1 1 2 3

1

(a) Ici le point à l’infini est la direction p1, 0q.

‚

´2 ´1 1 2

1

2

(b) Ici le point à l’infini est la direction p1, 1q.

Figure 23.1 – Deux façons de voir la droite projective. Étant donné que les points de la droite
projective doivent être interprétés comme des directions (des classes d’équivallence), en réalité les
deux dessins représentent les mêmes ensembles.

23.3 Théorème de Pappus
Théorème 23.18.
Soient deux droites d et d1 dans un plan affine. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1 tels que
AB1 ∥ BA1 et BC 1 ∥ B1C. Alors AC 1 ∥ A1C.

Démonstration. Si d et d1 ne sont pas parallèles nous considérons o, le point d’intersection. Les
relations de parallélisme des hypothèses impliquent qu’il existe λ1 et λ2 tels que

"
A “ λ1B (23.24a)
B1 “ λ1A

1 (23.24b)

et
"
B1 “ λ2C

1 (23.25a)
C “ λ2B. (23.25b)

En substituant nous trouvons
$
’’&
’’%

C “ λ2
λ1
A (23.26a)

A1 “ λ2
λ1
C 1, (23.26b)

ce qui implique que A1C ∥ AC 1.
Si les droites d et d1 sont parallèles, alors nous avons les translations

"
B “ A` x (23.27a)
A1 “ B1 ` x (23.27b)

et
"
B “ C ` y (23.28a)
C 1 “ B1 ` y, (23.28b)

ce qui montre que
"
C “ A` x´ y (23.29a)
A1 “ C 1 ` x´ y, (23.29b)

et donc que A1C ∥ AC 1.

Le théorème suivant est une version projective.

Théorème 23.19.
Soient d et d1 deux droites projectives d’un plan projectif. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1.
Alors les points B1C X C 1B, C 1AXA1C et A1B XB1A sont alignés.
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Démonstration. Soient E “ BC 1 X C 1B et E1 “ C 1A X A1C. Ces deux points existent parce que
deux droites projectives distinctes ont toujours un unique point d’intersection. Nous allons prendre
EE1 comme droite à l’infini et prouver que le point A1B X B1A est dessus. Étant donné que le
point d’intersection de B1C et C 1B est à l’infini nous avons B1C ∥ C 1B (cela est un exemple de
la flexibilité de la notion de parallélisme en géométrie projective). De la même façon nous avons
C 1A ∥ A1C.

Par le théorème de Pappus affine nous avons alors A1B ∥ B1A et par conséquent le point
d’intersection est sur la droite à l’infini, c’est-à-dire sur la droite EE1.

23.4 Homographies

23.4.1 Homographies

Définition 23.20.
Soient E et F deux espaces vectoriels avec leurs projections naturelles

πE : Ezt0u Ñ P pEq (23.30a)
πF : F zt0u Ñ P pF q. (23.30b)

Une application g : P pEq Ñ P pF q est une homographie si il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels ḡ : E Ñ F tel que le diagramme

Ezt0u ḡ //

πE

��

F zt0u
πF

��
P pEq g

// P pF q

(23.31)

commute, c’est-à-dire si il existe ḡ : E Ñ F telle que

πF
`
ḡpvq˘ “ g

`
πEpvq˘ (23.32)

pour tout v P E.

Lemme 23.21.
Si ḡ : E Ñ F est linéaire et si ker ḡ “ t0u alors l’application g définie par

g
`
πEpvq˘ “ πF

`
ḡpvq˘ (23.33)

est une homographie.

Démonstration. Nous devons simplement vérifier que l’équation (23.33) définit bien une applica-
tion. Soient v, w P E tels que πEv “ πEw ; nous devons montrer que

πF ḡv “ πF ḡw. (23.34)

L’équation (23.34) sera vérifiée si et seulement si il existe λ P R tel que ḡv “ λḡw, c’est-à-
dire si et seulement si ḡpv ´ λwq “ 0. Étant donné que nous supposons que le noyau de ḡ est
réduit à t0u, l’équation (23.34) sera vérifiée si et seulement si v “ λw, ce qui signifie exactement
πEpvq “ πEpwq.

La proposition suivante donne les premières propriétés des homographies.

Proposition 23.22.
Quelques propriétés des homographies.

(1) Une homographie est bijective.
(2) Si deux espaces projectifs sont homographes, alors ils ont même dimension.
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(3) L’ensemble des homographies P pEq Ñ P pF q est un groupe (pour la composition).
(4) Une homographie conserve l’alignement des points.

Démonstration. Nous considérons une homographie g : P pEq Ñ P pF q, et ḡ l’isomorphisme d’es-
paces vectoriels correspondant.

(1) Pour l’injectivité, si g
`rvs˘ “ g

`rws˘ alors en utilisant la définition d’une homographie,
πF ḡv “ πF ḡw, ce qui implique que ḡv “ λḡw, et donc v “ λw, ce qui signifie rvs “ rws.
Pour la surjectivité, un élément général de P pF q prend la forme πF ḡv pour un certain v P E.
Nous avons g

`
πEv

˘ “ πF ḡv. Par conséquent l’élément πF ḡv est bien dans l’image de g.
(2) Une homographie P pEq Ñ P pF q n’existe que si il existe un isomorphisme E Ñ F . Les

dimensions sont donc automatiquement égales.
(3) Il suffit de vérifier que l’application

φ : P pEq Ñ P pEq
πF ḡv ÞÑ πEv

(23.35)

est bien définie et donne l’inverse de g.
(4) Soient les points A,B,C alignés dans P pEq ; ils correspondent à des directions de E qui sont

données par des vecteurs situés sur la même droite affine. Autrement dit, il existe trois points
a, b, c P E situés sur la même droite affine tels que A,B,C “ πEpa, b, cq. Les images par g
sont données par πF ḡa, πF ḡb, et πF ḡc.
Étant donné qu’un isomorphisme d’espaces vectoriels conserve l’alignement affin, les points
ḡa, ḡb et ḡc sont alignés dans F . Cela implique que les projections par πF sont alignés dans
P pF q.

23.4.2 Le groupe projectif

Définition 23.23.
Le groupe des homographies de l’espace P pEq est le groupe projectif, noté PGLpEq.

Nous avons une surjection naturelle

GLpEq Ñ PGLpEq
ḡ ÞÑ g

(23.36)

qui s’avère être un morphisme de groupes.

Proposition 23.24.
Nous avons l’isomorphisme de groupes

GLpEq
thomothétiesu » PGLpEq. (23.37)

Démonstration. Nous devons prouver que le noyau de l’application (23.36) est constitué des homo-
théties. Considérons un automorphisme d’espace vectoriel f : E Ñ E dont l’homographie associée
est l’identité, et prouvons que f est une homothétie. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

Ezt0u f //

πE

��

Ezt0u
πE

��
P pEq

Id
// P pEq.

(23.38)

Pour tout vecteur v P E nous avons πEpvq “ πE
`
fpvq˘. Cela implique qu’il existe λ P R tel que

fpvq “ λv. Tous les vecteurs de E sont donc des vecteurs propres de f . Cela n’est possible que si
toutes les valeurs propres sont identiques, c’est-à-dire que f est une homothétie.
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23.4.3 Repères projectifs

Définition 23.25 ([525]).
Des éléments tPiuiPI sont projectivement independents si en choisissant vi P π´1pPiq nous
obtenons des vecteurs tviuiPI linéairement indépendants.

Définition 23.26.
Soit E un espace vectoriel de dimension n ` 1. Un repère projectif de P pEq est la donnée de
n` 2 points m0, . . . ,mn`1 tels que

(1) les vecteurs mi, i ‰ 0, sont les images d’une base teiu de E
(2) m0 “ πEpe1 ` e2 ` . . .` en`1q.

Note que si mk “ πEpvkq (k “ 0, . . . , n` 1), alors tout choix de n` 1 vecteurs parmi les vk est
une base de E.

Exemple 23.27.
Un repère projectif de l’espace P pR3q est par exemple les éléments tmiui“1,...,3 donnés par

m1 “ πpe1q (23.39a)
m2 “ πpe2q (23.39b)
m3 “ πpe3q (23.39c)

m0 “ πpe1 ` e2 ` e3q. (23.39d)

△

Exemple 23.28.
Pour P pC2q, un repère projectif possible est m1 “ r1, 0s, m2 “ r0, 1s, m0 “ r1, 1s. △

23.29.
Pourquoi voulons nous des repères projectifs ? Pourquoi demander un quatrième élément alors que
trois devraient suffire ? Le fait est que si E est de dimension 3, nous voudrions pouvoir identifier
E et P pR3q.

Plus précisément, si E est de dimension n ` 1 et possède une base tfiui“1,...,n`1, il existe un
unique isomorphisme d’espaces vectoriels E Ñ Rn`1 qui envoie cette base sur la base canonique
de Rn`1. La base de E étant fixée, nous pouvons donner à un point de E les coordonnées de son
image dans Rn`1 par cet isomorphisme qui est unique.

Dans le cas des espaces projectifs, nous voudrions avoir une unique homographie ϕ : P pEq Ñ
P pRn`1q qui permet de donner à un point A P E les coordonnées de π´1`ϕpAq˘. Bien entendu ce
dernier n’est pas un élément bien défini de Rn`1 parce qu’il y a toute une droite d’éléments de Rn

qui se projettent sur ϕpAq.
L’idée d’imposer un point de plus est la bonne. Si nous imposons un point de plus, nous pouvons

dire que les coordonnées de A P P pEq sont celles dans Rn`1 de l’élément de π´1`ϕpAq˘ dont la
dernière coordonnée est par exemple 1.

Nous allons maintenant mettre ça en musique.

D’abord nous donnons un exemple de non unicité.

Exemple 23.30.
Soit un espace vectoriel E de dimension 2 et une base tb1, b2u de E. Nous considérons également
l’espace R2 muni de sa base canonique te1, e2u.

Soit une homographie ϕ : P pEq Ñ P pR2q telle que

ϕ
`
πpbiq

˘ “ πpeiq (23.40)

pour i “ 1, 2. Nous allons facilement construire une autre homographie qui vérifie les mêmes
conditions.
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L’idée est la suivante. L’espace P pEq peut être vu comme la droite complétée tpx, 1quxPR Y
tp1, 0qu et l’espace P pR2q également. Une homographie respectant (23.40) doit envoyer le p1, 0q de
E vers le p1, 0q de R2 et le p1, 1q de E vers le p1, 1q de R2. Mais en ce qui concerne le reste de la
droite, l’homographie peut la parcourir à la vitesse qu’elle veut.

Il faut envoyer

‚
πpb1q

‚
πpb2q

sur
‚

πpe1q

‚
πpe2q

Soit donc une homographie ϕ : P pEq Ñ P pR2q, et nous définissons

ϕ1 : P pEq Ñ P pR2q
πpxb1 ` yb2qϕ`πpxb1 ` λyb2q˘ (23.41)

pour un certain λ ‰ 1. En ce qui concerne le relèvement, l’application ϕ̄1 : E Ñ R2 donnée par

ϕ̄1pxb1 ` yb2q “ ϕ̄pxb1 ` λyb2q (23.42)

est bien définie et vérifie
πR2 ˝ ϕ̄ “ ϕ ˝ πE . (23.43)

Donc ϕ1 est une homographie. De plus

ϕ1`πpb1q˘ “ ϕ
`
πpb1q˘ (23.44a)

ϕ1`πpb2q˘ “ ϕ
`
πpλb2q˘ “ ϕ

`
πpb2q˘ (23.44b)

parce que πpλb2q “ πpb2q.
Nous n’avons donc pas l’unicité. △

C’est pour rétablir cette unicité que nous demandons d’avoir un point de plus pour avoir un
repère projectif. De cette façon nous aurons une unique homographie ϕ : P pEq Ñ P pRn`1q vérifiant
ϕ
`
πEpbiq

˘ “ πRn`1peiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1.

Lemme 23.31.
Soit un espace vectoriel E de dimension n ` 1 muni de deux bases teiui“1,...,n`1 et tfiui“1,...,n`1.
Soit un repère projectif tm0,miui“1,...,n`1 de P pEq.

Si πpeiq “ πpfiq “ mi pour tout i “ 1, . . . , n` 1 et si

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q (23.45)

alors les deux bases sont proportionnelles : il existe λ tel que fi “ λei pour i “ 1, . . . , n` 1.

Démonstration. Nous avons πpeiq “ πpfiq pour tout i “ 1, . . . , n ` 1. Donc pour chaque i “
1, . . . , n` 1 il existe λi P K tel que ei “ λfi. Nous devons voir que les λi sont en réalité tous égaux.

Pour cela nous avons aussi l’égalité pour i “ 0 :

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q, (23.46)

ce qui donne un µ P K tel que e1 ` . . .` en`1 “ µpf1 ` . . .` fn`1q, c’est-à-dire

λ1f1 ` . . .` λn`1fn`1 “ µf1 ` . . .` µfn`1. (23.47)

Du fait que les fi forment une base, cette égalité impose à tous les λi d’être égal à µ.

Théorème 23.32 ([526]).
Soient P pEq et P pF q deux espaces projectifs de dimensions n.
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(1) Une homographie P pEq Ñ P pF q envoie un repère projectif sur un repère projectif.
(2) Si pm0, . . . ,mn`1q est un repère projectif de P pEq, si pm1

0, . . . ,m
1
n`1q est un repère projectif

de P pF q alors il existe une unique homographie g : P pEq Ñ P pF q telle que gpmiq “ m1
i pour

tout i “ 0, 1, . . . , n` 1

Démonstration. Un point à la fois.
(i) (1) Soit une homographie ϕ : P pEq Ñ P pF q et un repère projectif tm0,m1, . . . ,mn`1u de

P pEq. Nous posons m1
i “ ϕpmiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1. Nous devons prouver que ces m1

i

forment un repère projectif de P pF q.
D’abord pour i “ 1, . . . , n`1 nous avons m1

i “ ϕ
`
πEpeiq

˘ “ πF
`
ϕ̄peiq

˘
, mais tϕ̄peiqui“1,...,n`1

est une base de F parce que ϕ̄ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc oui : les m1
i

(i “ 1, . . . , n` 1) sont les projetés d’une base de F .
Nous posons au passage fi “ ϕ̄peiq. En ce qui concerne m0 nous savons que m0 “ πEpe1 `
. . .` en`1q et

m1
0 “ ϕ

`
πEpe1 ` . . .` en`1q˘ “ πF

`
ϕ̄pe1 ` . . .` en`1q˘ “ πF pf1 ` . . .` fn`1q, (23.48)

ce qui termine de montrer que tm1
iui“0,...,n`1 est un repère projectif de P pF q.

(ii) (2) Soient un repère projectif pm0, . . . ,mn`1q de P pEq et un repère projectif pm1
0, . . . ,m

1
n`1q

de P pF q. Nous choisissons des bases teiu de E et tfiu de F telles que

mi “ πEpeiq (23.49a)
m1
i “ πF pfiq (23.49b)

pour i “ 1, . . . , n` 1 et

m0 “ πEpe1 ` . . .` en`1q (23.50a)
m1

0 “ πF pf1 ` . . .` fn`1q. (23.50b)

Nous considérons un isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : E Ñ F tel que ϕ̄peiq “ fi pour tout
i, et nous voulons définir ϕ : P pEq Ñ P pF q par

ϕ
`
πEpvq˘ “ πF

`
ϕ̄pvq˘. (23.51)

Cela est bien définit parce que si πEpvq “ πEpwq alors w “ λv et

πF
`
ϕ̄pλvq˘ “ πF

`
λϕ̄pvq˘ “ πF

`
ϕ̄pvq˘. (23.52)

L’application définie par (23.51) est une homographie qui envoie mi sur m1
i pour tout i “

0, . . . , n` 1. Ceci prouve la partie « existence » du point (2).
Pour l’unicité, soient des homographies

ϕ1 : P pEq Ñ P pF q (23.53a)
ϕ2 : P pEq Ñ P pF q (23.53b)

telles que ϕ1pmiq “ ϕ2pmiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1. Soit aussi une base teiui“1,...,n`1 de E
adaptée au repère projectif, c’est-à-dire mi “ πEpeiq pour i “ 1, . . . , n ` 1 et πEpe1 ` . . . `
en`1q “ m0. Nous considérons aussi les isomorphismes d’espaces vectoriels ϕ̄1 et ϕ̄2. Avec
tout ce beau monde nous avons

ϕ1pmiq “ πE
`
ϕ̄1peiq

˘
(23.54a)

ϕ2pmiq “ πE
`
ϕ̄2peiq

˘
. (23.54b)

Mais nous savons que ϕ1pmiq “ ϕ2pmiq, donc nous savons que πE
`
ϕ̄1peiq

˘ “ πE
`
ϕ̄2peiq

˘
, ce

qui nous fait conclure que
ϕ̄1peiq “ λiϕ̄2peiq (23.55)
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pour certaines constantes λi P K. Le même raisonnement appliqué à m0 nous donne un µ P K
tel que

ϕ̄1pe1q ` . . .` ϕ̄1pen`1q “ µ
`
ϕ̄2pe1q ` . . .` ϕ̄2pen`1q˘. (23.56)

En mettant l’un dans l’autre :

λ1ϕ̄2pe1q ` . . .` λn`1ϕ̄2pen`1q “ µ
`
ϕ̄2pe1q ` . . .` ϕ̄2pen`1q˘. (23.57)

Sachant que tϕ̄2peiqui“1,...,n`1 est une base de F et nous souvenant de l’unicité de la décom-
position d’un élément dans une base 4, nous en déduisons que tous les λi doivent être égaux
à µ. Donc pour tout v P E nous avons ϕ̄1pvq “ λϕ̄2pvq.
Cela a pour conséquence que ϕ1 “ ϕ2.

23.33.
Si nous avons une droite projective, trois points sont nécessaires pour créer un repère et donc pour
construire une homographie de la droite sur elle-même. Soit E un espace vectoriel de dimension
2 et P pEq la droite projective qui lui est associée. Soit une homographie f : P pEq Ñ P pEq et
f̄ : E Ñ E, l’isomorphisme d’espaces vectoriels associé (par f ˝ πE “ πE ˝ f̄). Si te1, e2u est une
base de E alors l’application f̄ a une matrice

A “
ˆ
a11 a12
a21 a22

˙
P Mp2,Kq (23.58)

avec detA ‰ 0 parce que f̄ est un isomorphisme.
La plupart des points de P pEq sont représentés par des points de la forme pz, 1q. Nous voudrions

savoir quelle est la direction représentée par le point f̄pz, 1q ; c’est-à-dire que nous voudrions savoir
fprz, 1sq sous la forme rz1, 1s (si possible). Nous avons

f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, a21z ` a22q. (23.59)

Nous posons λ “ a21z ` a22 et nous avons

f̄pz, 1q “ λ

ˆ
a11z ` a12

λ
, 1
˙
. (23.60)

Il y a plusieurs possibilités suivant les valeurs de λ et de z.

(1) Si λ “ 0 c’est que nous avons f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, 0q. L’application f envoie donc le point
pz : 1q sur le point à l’infini.

(2) Si λ ‰, alors f envoie le point pz : 1q vers un autre point « normal ».
(3) Si le point de départ est le point à l’infini alors f̄p1, 0q “ pa11, a21q. Cela peut être le point à

l’infini ou non selon les valeurs des aij .

Dans tous les cas si nous posons
$
’&
’%

φf pzq “ a11z ` a12
a21z ` a22

(23.61a)

φf p8q “ a11
a21

(23.61b)

alors nous avons
f̄pz, 1q “ `

φf pzq, 1˘. (23.62)

Si nous prenons la convention que 1
0 “ 8 et que p8, 0q est le point à l’infini, alors cette application

φf donne bien toutes les valeurs de f , y compris les cas à l’infini.
4. Proposition 4.6.
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Lemme 23.34 ([527]).
Trois points distincts d’une droite projective forment un repère projectif.

Démonstration. Soit une droite projective d “ P pEq où E est un espace vectoriel de dimension
2 sur le corps K. Soient trois points distincts A, B et C de d. Nous avons a, b, c P E tels que
A “ πpaq, B “ πpbq et C “ πpcq. Vu que A ‰ B, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels et
la partie ta, bu est libre dans E. Autrement dit, c’est une base 5.

Il existe donc α, β P K tels que c “ αa` βb. De plus α et β ne sont pas nuls parce que C ‰ A
et C ‰ B. En prenant a1 “ αa, b1 “ βb et c1 “ c nous avons : A “ πpa1q, B “ πpb1q, C “ πpc1q en
même temps que ta1, b1u est une base de E et c1 “ a1 ` b1. Donc A,B,C est un repère projectif de
d “ P pEq.

Corolaire 23.35 ([528]).
Soient E et F des espaces vectoriels de dimension 2. Soient Ai (i “ 1, 2, 3) des points distincts sur
P pEq et Bi distincts sur P pF q. Alors il existe une unique homographie P pEq Ñ P pF q portant Ai
sur Bi pour tout i “ 1, 2, 3.

Démonstration. Il s’agit de mettre en conjonction le lemme 23.34 qui dit que les Ai forment un
repère projectif de P pEq (idem : les Bi forment un repère projectif de P pF q) et le théorème 23.32(2)
qui dit que l’une va sur l’autre part une unique homographie.

23.4.4 Identifications P pK2q vers KY t8u

Pour rappel, une droite projective est l’espace projectif modelé sur un espace vectoriel de
dimension deux (définition 23.8).

23.36.
Nous allons faire un usage assez intense de bijections entre P pK2q et K̂ “ KY t8u. Une possible
est

φ0 : P pK2q Ñ KY t8u

rk1, k2s ÞÑ
#
k1
k2

si k2 ‰ 0
8 si k2 “ 0.

(23.63)

Notons que nous utilisons ici le fait que K soit commutatif, sinon il aurait fallu choisir k1k
´1
2 ou

k´1
2 k1 au lieu d’écrire gentiment k1{k2.

Corolaire 23.37.
Soit une bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Les points tφ´1p8q, φ´1p0q, φ´1p1qu forment un repère projectif
de P pK2q.
Démonstration. Il s’agit seulement d’une application du lemme 23.34.

Juste pour l’amusement, nous allons le prouver explicitement pour la bijection φ “ φ0 donnée
en (23.63). Un repère projectif est la définition 23.26. Nous avons

φ´1
0 p8q “ r1, 0s “ πK2

`p1, 0q˘ (23.64a)
φ´1

0 p0q “ r0, 1s “ πK2
`p0, 1q˘ (23.64b)

φ´1
0 p1q “ r1, 1s “ πK2

`p1, 1q˘ (23.64c)

Les points p1, 0q et p0, 1q forment un base de K2 et nous avons bien p1, 1q “ p1, 0q ` p0, 1q. Donc le
tout vérifie bien la définition d’un repère projectif.

D’autre part, comme il est plus agréable de travailler avec K̂ qu’avec P pK2q nous avons envie de
voir K̂ comme un espace projectif (qu’il n’est pas). Il y a cependant nombre d’autres identifications

5. Il convient de citer ici la proposition 4.17.



1804 CHAPITRE 23. ESPACES PROJECTIFS

possibles. En voici un autre :
φ1 : P pK2q Ñ K̂

rk1, k2s ÞÑ
#
k2
k1

si k1 ‰ 0
8 si k1 “ 0.

(23.65)

Vous en voulez une plus compliquée ? En voici une pour K “ R, basée sur le dessin suivant :

‚

o

La bijection associée est :

φd : P pR2q Ñ R̂

rk1, k2s ÞÑ

$
’&
’%

k1
k2

si k1k2 ď 0
2k1
k2

si k1k2 ă 0
8 si k2 “ 0.

(23.66)

Pour mettre un peu d’ordre dans toutes ces identifications possibles, nous introduisons une
classe.

Définition 23.38.
Pour une bijection φ : P pK2q Ñ K̂ nous définissons

Apφq “ ␣
φa : P pK2q Ñ K̂ tel que φ´1

a ˝ φ soit une homographie
(

(23.67)

Les classes sont assez larges parce que pour toute homographie ϕ : P pK2q Ñ P pK2q, nous avons
φ ˝ ϕ´1 P Apφq. Mieux, nous avons le lemme suivant.

Lemme 23.39.
L’application

ψ : Apφq Ñ PGLpK2q
φa ÞÑ φ´1

a ˝ φ (23.68)

est une bijection.

Démonstration. Pour rappel, PGLpEq est le groupe des homographies de E, voir la définition 23.23.

(i) Surjectif Si ϕ P PGLpK2q nous avons ϕ “ ψpφ ˝ ϕ´1q.
(ii) Injectif Si ψpφaq “ ψpφbq alors

φ´1
a ˝ φ “ φ´1

b ˝ φ, (23.69)

d’où nous déduisons φ´1
a “ φ´1

b parce que φ est une bijection.

23.4.5 Birapport

23.40.
Tout le monde semble définir le birapport en identifiant P pK2q à K̂ “ K Y t8u. Bien entendu,
personne ne semble s’être attribué la mission d’expliciter la dépendance du birapport en le choix
de l’identification. Je le fais à la définition 23.41.
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Mais cette définition dépend du choix d’identification φ : P pK2q Ñ K̂, comme le montre
l’exemple 23.43. J’ai donc défini des classes d’identifications possibles Apφq en 23.38. Et je dé-
montre la proposition 23.44 que si φa P Apφq alors les birapports construits à partir de φ et φa
sont identiques.

Question : pourquoi personne ne semble faire ce travail ? En quoi l’identification φ0 que tout le
monde utilise est plus canonique qu’une autre ? Est-ce que l’on peut décrire simplement les classes
Apφq ? Le groupe qui conserve le birapport associé à φ est-il isomorphe au groupe qui conserve le
birapport associé à φ1 ? Quels que soient φ et φ1 ?

Suis-je la seule personne au monde à m’être demandé si le birapport était un objet canonique ?

Proposition-Définition 23.41.
Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts A, B et C sur cette droite. Soit une
bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Si X est un point de d alors nous nommons le birapport de X par
rapport à A, B et C l’élément de K̂ donné par

rA,B,C,Xsφ “ pφ ˝ ϕqpXq (23.70)

où ϕ : d Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

ϕpAq “ φ´1p8q (23.71a)
ϕpBq “ φ´1p0q (23.71b)
ϕpCq “ φ´1p1q. (23.71c)

Démonstration. Nous devons prouver qu’il existe effectivement une unique homographie vérifiant
les conditions (23.71).

(i) A,B,C est un repère projectif de P pEq Voir le lemme 23.34.
(ii) φ´1p8q, φ´1p0q, φ´1p1q est un repère projectif de P pK2q Lemme 23.34 ou corolaire 23.37

au choix.
(iii) Conclusion Le théorème 23.32(2) nous donne existence et unicité d’une homographie

P pEq Ñ P pK2q envoyant le premier repère sur le second.

Remarque 23.42.
La majorité des sources ne parlent pas de la dependence du birapport en le choix de φ parce que
tout le monde ne semble ne considérer que φ “ φ0 définie en (23.63). Il est cependant naturel de
se demander si la définition dépend effectivement du choix de φ. La réponse est oui : ça dépend
du choix.

Exemple 23.43 (Une autre identification qui ne va pas bien).
Nous montrons que l’identification φd : P pK2q Ñ K̂ donnée en (23.66) ne donne pas lieu au même
birapport que celui de φ0.

Nous travaillons le birapport sur la droite projective la plus simple : P pK2q avec K “ R.
Prenons pour la simplicité A “ r1, 0s, B “ r0, 1s et C “ r1, 1s. Alors l’homographie demandée dans
la définition de r., ., ., .sφ0 est φ0 “ Id. Par conséquent,

“
A,B,C, rk1, k2s‰

φ0
“ pφ0 ˝ ϕ0qrk1, k2s “ φ0rk1, k2s “ k1

k2
. (23.72)

En ce qui concerne le birapport définit par φd nous avons

φ´1
d p8q “ r1, 0s (23.73a)
φ´1
d p0q “ r0, 1s (23.73b)

φ´1
d p1q “ r1, 2s, (23.73c)
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de telle sorte que nous cherchons une homographie ϕd : P pK2q Ñ P pK2q telle que

ϕdr1, 0s “ r1, 0s (23.74a)
ϕdr0, 1s “ r0, 1s (23.74b)
ϕdr1, 1s “ r1, 2s (23.74c)

L’homographie ϕdrk1, k2s “ rk1, 2k2s convient et nous avons

“
A,B,C,D, rk1, k2s‰

φd
“ pφd ˝ ϕdqrk1, k2s “ φdrk1, 2k2s “ k1

2k2
(23.75)

dès que k1k2 ă 0. Nous avons donc bien trouvé

rA,B,C,Xsφ0 ‰ rA,B,C,Xsφd
. (23.76)

△

Le birapport n’est pas un objet tout à fait canonique parce qu’il dépend effectivement du choix
de l’identification entre P pK2q et K̂.

Proposition 23.44.
Soit une bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Si φa P Apφq 6 alors les birapports construits sur φ et φa
coïncident.

Démonstration. Soient trois points distincts A,B,C P P pEq, et X P P pEq. Nous avons

rA,B,C,Xsφ “ pφ ˝ ϕqpXq (23.77)

où ϕ : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

ϕpAq “ φ´1p8q (23.78a)
ϕpBq “ φ´1p0q (23.78b)
ϕpCq “ φ´1p1q. (23.78c)

Et
rA,B,C,Xsφa “ pφa ˝ ϕaqpXq (23.79)

où ϕa : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

ϕapAq “ φ´1
a p8q (23.80a)

ϕapBq “ φ´1
a p0q (23.80b)

ϕapCq “ φ´1
a p1q. (23.80c)

Il est facile de voir que ϕa “ φ´1
a ˝φϕ. En effet, cela est une homographie parce que φa P Apφq, et

parce que la composée d’homographies est une homographie. De plus,

pφ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpAq “ pφ´1

a ˝ φqϕ´1p8q “ φap8q (23.81a)
pφ´1

a ˝ φ ˝ ϕqpBq “ pφ´1
a ˝ φqϕ´1p0q “ φap0q (23.81b)

pφ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpCq “ pφ´1

a ˝ φqϕ´1p1q “ φap1q. (23.81c)

Au final nous avons :

rA,B,C,Xsφa “ pφa ˝ φ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpXq “ pφ ˝ ϕqpXq “ rA,B,C,Xsφ. (23.82)

6. Apφq définie en 23.38.
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Remarque 23.45.
Tout le monde semble ne considérer que l’identification usuelle φ0 : P pK2q Ñ K̂ donnée par
φ0rk1, k2s “ k1{k2. Toute la discussion concernant la dépendance du birapport en le choix de
l’identification (y compris la définition des classes Apφq) peut être sautée en disant qu’on ne consi-
déra que φ0.

Et c’est ce que nous allons faire : sauf avis contraire, nous utiliserons le birapport associé à
l’identification φ0.

Lemme 23.46 ([526]).
Nous avons

rA,B,C,Xsφ “

$
’&
’%

8 si et seulement si X “ A

0 si et seulement si X “ B

1 si et seulement si X “ C.

(23.83)

Démonstration. Par définition rA,B,C,Xsφ “ φ ˝ ϕpXq. Nous avons donc équivalence entre les
affirmations suivantes :

— rA,B,C,Xsφ “ 8
— pφ ˝ ϕqpXq “ 8
— ϕpXq “ φ´1p8q
— ϕpXq “ ϕpAq
— A “ X

parce que ϕ et φ sont des bijections.
Le même raisonnement tient pour les deux autres.

Proposition 23.47.
Autres petites propriétés faciles . . . Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts
A,B,C P d.

(1) Les points A, B, C et X sont distincts si et seulement si rA,B,C,Xs P Kzt0, 1u.
(2) Pour tout k P K̂, il existe un unique X P d tel que rA,B,C,Xs “ k.

Démonstration. Notons pour le point (1) que l’énoncé demande déjà que A, B et C soient distincts.
Sinon le birapport n’est pas définit.

(i) (2) Les points A, B et C sont distincts par hypothèse. Vu le lemme 23.46, pour que X soit
distincts de A, B et C il faut et il suffit que le birapport ne soit ni 8 ni 1 ni 0. Donc Kzt0, 1u.

(ii) (2) Nous avons rA,B,C,Xs “ ϕpXq où ϕ : P pEq Ñ P pK2q est une homographie et donc
une bijection par la proposition 23.22(1). Donc oui, pour tout éléments de P pK2q il existe
un unique élément de P pEq dont le birapport par rapport à A, B et C soit cet élément.

Notons encore une fois que nous avons identifié P pK2q à K̂ par la bijection (23.63).

Proposition 23.48 ([526]).
Nous considérons deux droites projectives d et d1 ainsi que 4 points sur chacune. Nous les nommons
A1, A2, A3, A4 P d et A1

1, A
1
2, A

1
3, A

1
4 P d1. Nous supposons que A1, A2, A3 sont distincts et que

A1
1, A

1
2, A

13 également. Alors il y a équivalence entre
(1) Il existe une homographie ϕ : d Ñ d1 telle que ϕpAiq “ A1

i pour i “ 1, 2, 3, 4,
(2) égalité des birapports :

rA1, A2, A3, A4s “ rA1
1, A

1
2, A

1
3, A

1
4s. (23.84)

Dans ce cas, l’homographie est unique.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois parties évidentes.
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(i) (1) implique (2) Nous avons une homographie µ1 : d1 Ñ K̂ telle que µ1pA1
1q “ 8, µ1pA1

2q “ 0
et µ1pA1

3q “ 1. En composant 7 avec l’homographie ϕ : d Ñ d1 de l’hypothèse nous avons une
homographie µ1 ˝ ϕ : d Ñ K̂ qui vérifie

pµ1 ˝ ϕqpA1q “ µ1pA1
1q “ 8 (23.85a)

pµ1 ˝ ϕqpA2q “ µ1pA1
2q “ 0 (23.85b)

pµ1 ˝ ϕqpA3q “ µ1pA1
3q “ 1, (23.85c)

ce qui signifie que µ1 ˝ ϕ est l’homographie qui définie le birapport sur d. Par conséquent

rA1, A2, A3, A4s “ pµ1 ˝ ϕqpA4q “ µ1pA1
4q “ rA1

1, A
1
2, A

1
3, A

1
4s. (23.86)

(ii) (2) implique (1) La partie tA1, A2, A3u est un repère projectif de d par le lemme 23.34.
Idem pour tA1

1, A
1
2, A

1
3u. Nous considérons les homographies µ : d Ñ K̂ et µ1 : d1 Ñ K̂ dé-

finissant les birapports par rapport à ces repères. Ces homographies vérifient, en utilisant
l’hypothèse :

µpA4q “ rA1, A2, A3, A4s “ rA1
1, A

1
2, A

1
3, A

1
4s “ µ1pA1

4q. (23.87)

Et de plus

µpA1q “ rA1, A2, A3, A1s “ 8 “ µ1pA1
1q (23.88a)

µpA2q “ rA1, A2, A3, A2s “ 0 “ µ1pA1
2q (23.88b)

µpA3q “ rA1, A2, A3, A3s “ 1 “ µ1pA1
3q. (23.88c)

Autrement dit : µpAiq “ µ1pA1
iq pour tout i “ 1, 2, 3, 4. Nous nous inspirons de ce diagramme :

d
ϕ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(23.89)

La composée ϕ “ µ1´1 ˝ µ vérifie

pµ1´1 ˝ µqpAiq “ A1
i (23.90)

pour tout i, et est une homographie.
(iii) Unicité Le fait qu’une homographie vérifiant ϕpAiq “ A1

i pour i “ 1, 2, 3 soit unique découle
du fait qu’il existe une unique homographie portant un repère projectif sur un autre. A fortiori
la condition ϕpA4q “ A1

4 ne retire rien à l’unicité.

Théorème 23.49 ([526]).
Une bijection entre deux droites projectives est une homographie si et seulement si elle conserve le
birapport.

Démonstration. Chacun des deux sens séparément.
(i) ñ Soit une homographie ϕ : d Ñ d1 entre deux droites projectives. Nous devons prouver que

pour tout choix 4 points A, B, C, X dans d (dont A, B et C sont distincts) nous avons

rA,B,C,Xs “ rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs. (23.91)

7. Proposition 23.22(3), la composition est encore une homographie.
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Nous nommons µ : d Ñ K̂ l’homographie qui donne le birapport sur d par rapport à A, B et
C, et µ1 : d1 Ñ K̂ celle qui donne le birapport sur d1 par rapport à ϕpAq, ϕpBq, ϕpCq. Voici
un diagramme de la situation :

d
ϕ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(23.92)

Nous prouvons maintenant que µ1 “ µ ˝ ϕ´1. En effet :

pµ ˝ ϕ´1q`ϕpAq˘ “ µpAq “ 8 (23.93a)
pµ ˝ ϕ´1q`ϕpBq˘ “ µpBq “ 0 (23.93b)
pµ ˝ ϕ´1q`ϕpCq˘ “ µpCq “ 1. (23.93c)

Par conséquent le birapport à droite dans (23.91) peut se calculer à l’aide de µ ˝ ϕ´1 :

rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs “ µ1`ϕpXq˘ “ pµ ˝ ϕ´1q`ϕpXq˘ “ µpXq “ rA,B,C,Xs. (23.94)

La première implication est prouvée.
(ii) ð Soit une bijection f : d Ñ d1 conservant le birapport, ainsi que trois points distincts A,

B et C dans d. Vu que f est une bijection les points fpAq, fpBq et fpCq sont distincts dans
d1. Par le lemme 23.34 et le théorème 23.32(2), il existe une unique homographie ϕ : d Ñ d1
telle que ϕpAq “ fpaq, ϕpBq “ fpBq et ϕpCq “ fpCq. Pour tout X P d nous avons

rfpAq, fpBq, fpCq, fpXqs “ rA,B,C,Xs (23.95a)
“ rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs (23.95b)
“ rfpAq, fpBq, fpCq, ϕpXqs. (23.95c)

Justifications :
— (23.95a) parce que f conserve le birapport par hypothèse.
— (23.95b) parce que ϕ conserve le birapport étant une homographie (c’est le premier sens

du présent théorème)
Nous nommons µ1 : d1 Ñ K̂ l’homographie donnant le birapport par rapport aux points fpAq,
fpBq, fpCq. Alors le résultat (23.95) se lit

µ1`fpXq˘ “ µ1`ϕpXq˘. (23.96)

Mais comme µ1 est une bijection (proposition 23.22(1)) cela implique fpXq “ ϕpXq. Vu que
nous avons fait ce raisonnement pour un X quelconque dans d nous avons f “ ϕ, ce qui
prouve que f est une homographie.

Lemme 23.50.
Soient a, b, c distincts sur la droite projective D “ P pEq. Soient x, y P E tels que πEpxq “ a,
πEpyq “ b, πEpx` yq “ c. Alors

d “ πEpλx` µyq (23.97)

si et seulement si
ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq. (23.98)

Démonstration. Étant donné que a et b sont distincts, les vecteurs x et y forment une base de
E. Soit f : E Ñ K2 un isomorphisme qui envoie px, yq sur e1, e2 où ei sont les vecteurs de base
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de K2. Ensuite nous considérons g : P pEq Ñ P pK2q, l’homographie associée à f . Par définition
f
`
πEz

˘ “ πK2
`
fpzq˘. Par f nous avons

a ÞÑ
ˆ

1
0

˙
b ÞÑ

ˆ
0
1

˙
. (23.99)

Donc par g nous avons
a ÞÑ 8 b ÞÑ 0. (23.100)

Nous avons aussi fpλx` µyq “ pλ, µq et

gpcq “ g
`
πEpx` yq˘ (23.101a)

“ πF fpx` yq (23.101b)
“ πF pfpxq ` fpyqq (23.101c)

“ πF

ˆ
1
1

˙
(23.101d)

“ 1. (23.101e)

La dernière inégalité est le fait que la direction p1, 1q dans R2 est représentée par le point x “ 1
sur la droite y “ 1 qui est notre « représentation » de la droite affine. L’application g a donc
toutes les propriétés qu’il faut pour être l’application qui définit le birapport. Nous avons donc
bien gpdq “ ra, b, c, ds.

D’une part si d “ πEpλx` µyq alors

gpdq “ πK2fpλx` µyq “ πK2pλ, µq. (23.102)

Dans l’autre sens si ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq alors supposons que gpdq “ πK2pλ, µq avec d “ πEpvq
alors

gπEv “ πK2fpvq, (23.103)

ce qui implique fpvq “ αpλ, µq pour un certain α P K. Par conséquent v “ αpλx ` µyq et
d “ πEpλx` µyq.

23.5 Coordonnées homogènes
Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1 et une base te0, . . . , enu de E. Soit M P P pEq et

u P E un élément engendrant M . Au point M nous voudrions associer les coordonnées px0, . . . , xnq
de u dans E. Notons que toutes les coordonnées de u ne sont jamais nulles en même temps parce que
u doit indiquer une direction. Nous savons par ailleurs que les coordonnées px0, . . . , xnq indiquent
le même point de P pEq que les coordonnées px1

0, . . . , x
1
nq si et seulement si xi “ λxi.

Définition 23.51.
La classe d’équivalence de px0, . . . , xnq est la coordonnées homogène de M . Nous la notons
px0 : . . . : xnq.

Si nous avons une base teiu de Rn nous associons à M P P pEq les coordonnées pX : Y : T q.
Mais si on prend la base t2e1, e2, . . . , enu, les coordonnées du même point deviennent pX{2 : Y : T q
alors que du point de vue de l’espace projectif, rien n’a été changé : la classe de e1 est la même
que celle de 2e1. Les coordonnées homogènes 8 ne sont donc pas intrinsèques.

23.5.1 Curiosité : matrice de translation

Si E est un espace vectoriel, l’espace projectif P pEq est l’ensemble des classes d’équivalence
dans E pour la relation v „ λv pour tout λ ‰ 0.

8. Définition 23.51.
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Il se fait que l’étude de R3 peut être fait à partir de R4 en considérant les coordonnées homo-
gènes sur P pR4q. Plus précisément, nous considérons

φ : R3 Ñ P pR4q
px, y, zq ÞÑ “px, y, z, 1q‰. (23.104)

Cela est injectif mais pas surjectif parce que les éléments de la forme rpx, y, z, 0qs ne sont pas
atteints. Ces éléments sont alors dits « à l’infini » .

Nous aurions pu placer R3 dans R4 de nombreuses autres manières ; chacune aurait donné une
notion différente de « point à l’infini ».

Nous allons maintenant montrer une petite curiosité qui a une grande importance en informa-
tique, lors de la manipulation d’objets 3D. Nous considérons la bijection

φ : R3 Ñ R4

px, y, zq ÞÑ px, y, z, 1q. (23.105)

Soit l’opérateur de translation Ta : R3 Ñ R3. En considérant la matrice

T ha “

¨
˚̊
˝

1 0 0 ax
0 1 0 ay
0 0 1 az
0 0 0 1

˛
‹‹‚, (23.106)

nous avons
Ta “ φ´1 ˝ T ha ˝ φ. (23.107)

Autrement dit, ce passage de R3 à R4 permet de voir les translations comme des matrices, et c’est
bien pratique.

Si R : R3 Ñ R3 est une rotation, la matrice correspondante sur R4 est

Rh “
ˆ
R 0
0 1

˙
. (23.108)

Elle se combine assez bien avec une translation parce que le produit donne

T haR
h “

¨
˚̊
˝

R

¨
˝
ax
ay
az

˛
‚

`
0 0 0

˘
1

˛
‹‹‚. (23.109)

C’est-à-dire que la translation et la rotation restent assez visible dans la matrice composée.
Note : pour la composition RhT ha , c’est beaucoup moins vrai.

23.5.2 Dualité

Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1. Une forme linéaire non nulle est un élément de
E˚, mais aussi un représentant d’un élément de P pE˚q.

Le noyau d’une forme linéaire ω est un hyperplan. Le noyau de la forme linéaire λω étant le
même hyperplan, l’hyperplan est donné par toute la classe de ω dans P pE˚q. Nous avons donc une
bijection

P pE˚q Ø thyperplans vectoriels de Eu. (23.110)

Soit un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une base te1, e2, e3u à partir de laquelle nous
construisons la base duale te1̊ , e2̊ , e3̊u de l’espace dual E˚. À un élément m P P pE˚q nous associons
la droite

HmtpX : Y : T q tel que mpX,Y, T q “ 0u (23.111)
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dans P pEq. Si les coordonnées homogènes de m étaient pu : v : wq alors l’équation de la droite Hm

est
uX ` vY ` wT “ 0. (23.112)

En effet si ω P E˚ est un représentant de m alors ω “ λpue1̊ ` ve2̊ ` we3̊q et l’équation (23.112)
est indépendante de λ ainsi que du choix du représentant dans E du point pX : Y : T q dans P pEq.

Si les points m1 et m2 sont distincts dans P pE˚q, ils donnent deux droites m1pX,Y, T q “ 0 et
m2pX,Y, T q “ 0. Les points de la droite qui joint m1 à m2 dans P pE˚q sont de la forme λm1 `µm2
et ils sont associés à l’équation

λm1pX,Y, T q ` µm2pX,Y, T q “ 0 (23.113)

qui sont encore des droites dans P pEq. Toutes ces droites passent par le point d’intersection des
droits associées à m1 et m2. Nous avons donc

č

λ,µ

Hλm1`µm2 “ Hm1 XHm2 . (23.114)

Lemme 23.52.
L’application

P pE˚q Ñ tdroites dans P pEqu
m ÞÑ Hm

(23.115)

est une bijection.

Démonstration. Une droite dans P pEq est donnée en coordonnées homogènes par une équation
aX ` bY ` cT “ 0. Cette droite est décrite par le point pa : b : cq dans P pE˚q. Ce dernier
correspond à la direction de la forme ae1̊ ` be2̊ ` ce3̊ . Cela prouve que l’application est surjective.

Pour l’injectivité, si m1 ‰ m2 dans P pE˚q, les formes ω1 et ω2 associées dans E˚ ne sont pas
multiples l’une de l’autre. Donc les équations

a1X ` b1Y ` z1T “ 0 (23.116)

et
a2X ` b2Y ` z2T “ 0 (23.117)

n’ont pas de solutions communes et décrivent donc des droites distinctes.

Lemme 23.53.
Trois points distincts m1, m2 et m3 dans P pE˚q sont alignés si et seulement si les droites Hm1,
Hm2 et Hm3 sont distinctes et concourantes.

Démonstration. Supposons avoir trois points alignés, c’est-à-dire

m3 “ m1 ` µpm2 ´m1q. (23.118)

Soit X : Y : T le point d’intersection de Hm1 avec Hm2 . Alors m1pX,Y, T q “ m2pX,Y, T q “ 0. En
tenant compte de (23.118) nous avons alors évidemment m3pX,Y, T q “ 0.

Supposons maintenant que les trois droites Hmi soient concourantes. Nous avons donc un point
pX : Y : T q dans P pEq tel que mipX,Y, T q “ 0. Si mi est la classe de aie1̊ ` bie2̊ ` cie3̊ alors nous
avons le système

$
’&
’%

a1X ` b1Y ` c1T “ 0 (23.119a)
a2X ` b2Y ` c2T “ 0 (23.119b)
a3X ` b3Y ` c3T “ 0. (23.119c)

Afin que cela ait une solution non triviale nous devons avoir

det

¨
˝
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

˛
‚‰ 0, (23.120)

c’est-à-dire que les points pai, bi, ciq soient alignés.
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En tenant compte de ce qui a été dit, une droite dans P pE˚q est constituée de points qui
fournissent des droites concourantes dans P pEq. Donc une droite de P pE˚q se caractérise par un
point de P pEq (l’intersection) de la façon suivante. Un point Md P P pEq donne lieu à un faisceau
de droites passant par Md. Chacune de ces droites donne lieu à un point de P pE˚q et tous ces
points sont alignés. Nous avons ainsi construit la droite d dans P pE˚q correspondante au point Md

de P pEq.

23.5.3 Polynômes

Soit l’espace projectif de dimension n avec ses coordonnées homogènes pX0 : . . . : Xnq. Nous
considérons l’espace affine H ” Xn “ 1 dans l’espace vectoriel E de dimension n` 1. Nous consi-
dérons pour H un repère affine ayant pour origine le point p0, . . . , 0, 1q. Considérons un polynôme
homogène P sur le corps K. L’équation

P pX0, . . . , Xnq “ 0 (23.121)

sur l’espace vectoriel E descend immédiatement à l’espace projectif : étant donné que P est ho-
mogène nous avons P puq “ 0 si et seulement si P pλuq “ 0.

Nous essayons de décrire l’ensemble A des points de P pEq satisfaisant P pX0, . . . , Xnq “ 0.
Nous savons que les éléments de P pEq ont chacun un représentant soit dans H soit sur la droite à
l’infini. Ceux de A ayant un représentant dans H sont d’équation

Qpx0, . . . , xn´1q “ 0 (23.122)

où Q est le polynôme donné par QpX0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 1q. Les points de A ayant un
représentant sur la droite à l’infini s’obtiennent par l’équation

Rpx0, . . . , xn´1q “ 0 (23.123)

où R est le polynôme donné par Rpx0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 0q.
Exemple 23.54.
Nous considérons la conique projective

X2 ´XT ´ Y 2 ´ T 2 “ 0. (23.124)

Elle est décomposée en deux parties : une dans l’espace affine « normale » et une à l’infini. La
première s’obtient en posant T “ 1 dans (23.124) :

x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0. (23.125)

L’autre est obtenue en posant T “ 0 :
x2 ´ y2 “ 0. (23.126)

La partie à l’infini est donc composée de deux points : p1 : 1 : 0q et p1 : ´1 : 0q.
Le graphique de l’équation (23.125) est donné à la figure 23.2. Nous y voyons que les asymptotes

sont effectivement données par les directions p1, 1q et p1,´1q dans le plan.
△

Nous pouvons tenter de faire l’exercice inverse : considérer une conique dans R2, la voir comme
une partie d’une conique dans l’espace projectif et trouver les points à l’infini qui la complètent.

Exemple 23.55.
La droite projective usuelle est donnée par la droite affine y ´ 1 “ 0. L’homogénéisation donne
y ´ z “ 0 et par conséquent la partie à l’infini est donnée par y “ 0, c’est-à-dire la direction p1, 0q
comme il se doit. △
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Figure 23.2 – Le graphique de x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0.

Exemple 23.56.
Prenons la conique

x2 ` xy ` y3 ´ 2 “ 0. (23.127)
D’abord nous homogénéisons cette équation pour la voir dans R3 :

x2z ` xyz ` y3 ´ 2z3 “ 0. (23.128)

Les points à l’infini sont ceux qui correspondent à z “ 0, c’est-à-dire la droite donnée en coordon-
nées homogènes par p1 : 0 : 0q. △

23.6 La sphère de Riemann P1pCq

Définition 23.57.
La sphère de Riemann est l’espace projectif modelé sur C2 : en vertu des notations données à
la page 1791, c’est

P1pCq “ P pC2q. (23.129)

L’ensemble P1pCq est le quotient C2ztp0, 0qu{ „ où „ est la relation d’équivalence de C-
colinéarité dans C2.

Lemme 23.58.
L’application

φ0 : P1pCq Ñ CY t8u

rz1, z2s ÞÑ
#
z1
z2

si z2 ‰ 0
8 si z2 “ 0

(23.130)

est une bijection qui respecte la conjugaisons complexe : φ0
`rz1, z2s˚˘ “ φ0

`rz1, z2s˘˚.

Démonstration. Notons d’abord que la définition a un sens parce que si un représentant que rz1, z2s
est de la forme pz, 0q alors ils sont tous de cette forme. L’affirmation « z1 ‰ 0 dans rz1, z2s » a donc
un sens.

(i) Injectif Supposons φ0
`rz1, z2s˘ “ φ0

`rt1, t2s˘.
Si les deux membres sont égaux à 8 alors nous avons z2 “ t2 “ 0, et alors avec λ “ z1{t1
nous avons pz1, z2q “ λpt1, t2q, ce qui prouve que rz1, z2s “ rt1, t2s.
Si les deux membres sont égaux à zéro alors z1 “ t1 “ 0 et le même raisonnement tient.
Sinon nous avons z1{z2 “ t1{t2 où tous les nombres sont non nuls. Cela donne

z2 “ t2
t1
z1, (23.131)
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et donc
t1
z1

pz1, z2q “ pt1, t2q, (23.132)

qui montre qu’au niveau des classes, rz1, z2s “ rt1, t2s.
(ii) Surjectif Nous avons

8 “ φ0
`r1, 0s˘ (23.133)

et si z ‰ 8 nous avons z “ φ0
`rz, 1s˘.

23.6.1 Éléments de géométrie dans P1pCq

Étant donné que nous sommes partis pour faire de la géométrie dans C et même dans Ĉ “
CY t8u, autant nous armer des équations de cercles et de droites dans C, ainsi que de quelques
notions adjacentes.

Remarque 23.59.
La définition 23.2 parle de plan et de droites projectives. Ici nous ne sommes pas dans ce cadre
parce que nous travaillons sur P1pCq où C n’est certainement pas un espace de dimension 3. Les
droites dont nous allons parler ne sont pas des droites projectives avec leur point à l’infini.

23.6.1.1 Équation complexe d’une droite

L’équation d’une droite dans R2 est d ” ax ` by “ c avec a, b, c P R et a, b non nuls en même
temps. En posant z “ x ` iy nous voulons exprimer l’équation en termes de z au lieu de x et y.
Nous avons[529]

x “ z ` z̄

2 , y “ z ´ z̄

2i , (23.134)

et nous pouvons écrire d ” apz ` z̄q ´ ibpz ´ z̄q “ 2c, ou encore d ” pa´ biqz ` pa` ibqz̄ “ 2c. En
posant ω “ a` bi P C˚ et k “ 2c P R nous avons l’équation

ω̄z ` ωz “ k. (23.135)

Définition 23.60.
Une droite est une partie de Ĉ de la forme

dpω, kq “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (23.136)

avec ω P C˚ et k P R.

Dans Ĉ, toutes les droites contiennent le point 8.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 23.61
La proposition 22.11 montre que toute inversion transforme un cercle-droite en un cercle-droite,
nonobstant d’accepter de prolonger toute droite par 8.

Est-ce que l’on peut dire que toutes les droites contiennent le point 8 ?
En donnant 8 à toutes les droites et à aucun cercle, la proposition 22.11 fonctionne partout

en posant iCpOq “ 8 et iCp8q “ O.
De plus en pensant à la projection stéréographique, ce serait logique : quelle que soit la direction

dans laquelle un point s’éloigne de z “ 0, son image par l’inverse de la projection stéréographique
s’approche du pôle nord.
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23.6.1.2 Équation complexe d’un cercle

Un cercle de centre ω P C et de rayon r a pour équation |z ´ ω| “ r, et nous avons les
équivalences suivantes :

|z ´ ω| “ r ô |z ´ ω|2 “ r2 ô pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2 ô zr̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (23.137)

Donc un cercle de centre ω P C et de rayon r P R a pour équation

zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (23.138)

Définition 23.62.
Un cercle dans Ĉ est une partie de la forme

Cpω, rq “ tz P C tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2u (23.139)

avec ω P C et r P R.

Dans la sphère de Riemann, aucun cercle ne contient le point 8.

Exemple 23.63.
Trouvons le centre et le rayon du cercle d’équation

ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄ (23.140)

avec k ‰ 0. En divisant par k et en posant σ “ ω{k nous avons :

zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄ “ 0. (23.141)

Cela est un cercle de centre σ et de rayon |σ|. En effet si z P C vérifie cette équation,

|z ´ σ|2 “ pz ´ σqpz̄ ´ σ̄q “ zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄looooooomooooooon
“0

`|σ|2 “ |σ|2, (23.142)

c’est-à-dire que tous les points de C qui vérifient l’équation donnée sont à la distance |σ| de σ. En
particulier z “ 0 est sur le cercle. △

23.6.1.3 Cercle-droite

Une chose de bien avec les équations complexes, c’est que nous pouvons écrire les droites et les
cercles avec le même type d’équations.

Lemme-Définition 23.64 ([529]).
Un cercle-droite est l’ensemble des points z P C tels que

azz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ k (23.143)

avec a, k P R et ω P C.
(1) Si a “ 0, cela est une droite ;
(2) si a ‰ 0, cela est un cercle.
(3) Un cercle-droite peut être l’ensemble vide.

Démonstration. Si a “ 0 alors nous tombons tout de suite sur l’équation (23.135). Si a ‰ 0 alors
nous pouvons diviser par a, poser σ “ ω{a et l “ k{a pour obtenir

zz̄ ´ σ̄ ´ σz̄ “ l, (23.144)

qui est l’équation (23.138) d’un cercle . . .ou pas tout à fait. En effet, (23.144) serait l’équation du
cercle de centre σ et de rayon r donné par l “ r2 ´ |σ|2, c’est ) dire

r2 “ l ` |σ|2, (23.145)

alors que rien n’assure que le nombre l ` |σ|2 soit positif. Dans le cas où c’est positif, nous avons
bien un cercle. Sinon c’est l’ensemble vide.
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Remarque 23.65.
Lorsque nous parlons de cercle-droite, nous parlons de partie de C et non de Ĉ parce que l’équation
(23.143) a du mal à traiter le cas z “ 8. À cause du fait que nous avons décider de donner le point
8 à toutes les droites, la fusion des notions de droites et de cercles n’est pas totale ; en tout cas
pas en une seule équation.

Exemple 23.66 ([529]).
Soit le cercle de centre ω “ ir et de rayon r. Quelle que soit la valeur de r ą 0, ce cercle passe par
le point 0 et l’axe réel lui est tangent. L’équation de ce cercle est :

zr̄ ` irz ´ irz̄ “ 0. (23.146)

Vu que ir ‰ 0 nous pouvons diviser et obtenir

zz̄

ir
` z ´ z̄ “ 0. (23.147)

En faisant tendre r vers 8 nous obtenons z ´ z̄ “ 0, c’est-à-dire l’équation de la droite réelle.
Cela explique pourquoi il est souvent dit qu’une droite est un cercle dont le rayon est à l’infini.

△

23.67.
Notons que l’exemple 23.66 est générique : prenez une droite ℓ, un point P sur ℓ, et considérez un
cercle dont le centre est situé sur la perpendiculaire à ℓ passant par P , et dont le rayon est tel que
le cercle passe par P . En prenant |ω ´ P | Ñ 8, l’équation du cercle devient celle de la droite ℓ.

Cela est particulièrement pratique lorsque nous travaillons dans Ĉ parce nous y avons une
notion précise du point à l’infini. Notons que (peut-être contre-intuitivement), il existe un seul
point à l’infini dans Ĉ. Et ce point est le centre de tous les cercles que l’on veut transformer en
droites. Cela pose évidemment la question de savoir comment on définit précisément un cercle dont
le centre est réellement 8.

‚
P

23.6.1.4 Rotation-homothétie

Définition 23.68.
Une rotation-homothétie est une application Ĉ Ñ Ĉ de la forme z ÞÑ λz avec λ P C.

Le nom provient du fait que si λ est réel, alors z ÞÑ λz est une vraie homothétie, et si λ “ eiθ

alors z ÞÑ eiθz est une vraie rotation. Pour une valeur λ P C générique, l’application z ÞÑ λz est
une composée des deux.
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23.6.1.5 Application linéaire

Nous nous en voudrions de ne pas parler d’applications linéaires lorsque nous parlons de géo-
métrie sur Ĉ. Soit α P C˚ et β P C. Lorsque nous parlons de l’application linéaire

f : Ĉ Ñ Ĉ

z ÞÑ αz ` β,
(23.148)

nous entendons implicitement que fp8q “ 8.

23.6.1.6 Inversion

L’inversion d’un cercle de R2 est définie par la proposition 22.5. De nombreuses propriétés y
sont décrites, y compris son écriture complexe dans la proposition 22.10. Tout cela était du temps
de R2 ou de C, mais maintenant nous sommes dans Ĉ et nous voulons plus.

Définition 23.69 ([529]).
Soient ω P C et R P R˚. L’inversion de centre ω et de puissance R2 est l’application

i : Ĉ Ñ Ĉ

z ÞÑ

$
’’’&
’’’%

R2

z̄ ´ ω̄
` ω si z P Cztωu

8 si z “ ω

ω si z “ 8.

(23.149)

Notons que grâce aux conventions type 1{0 “ 8 et 1{8 “ 0, nous pouvons nous contenter de
la première formule pour tout z P Ĉ, et nous n’avons en réalité pas besoin de décrire ip8q et ipωq
séparément.

Exemple 23.70.
L’inversion de cercle de centre 0 et de rayon 1 est l’application z ÞÑ 1

z̄ , que l’on prolonge avec
0 ÞÑ 8 et 8 ÞÑ 0. △

23.6.2 Homographies

La notion d’homographie est la définition 23.20. Pour une homographie ϕ : P1pCq Ñ P1pCq nous
avons un isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : C2 Ñ C2. Vue la bijection (23.130), nous voulons
plutôt travailler avec Ĉ “ C Y t8u qui est un ensemble avec lequel nous sommes plus familier.
Nous allons donc travailler avec

ϕ̃ : Ĉ Ñ Ĉ

ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕ ˝ φ´1
0 .

(23.150)

Proposition 23.71.
L’application ϕ “ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0 est une homographie de P pC2q si et seulement si l’application
ϕ̃ : Ĉ Ñ Ĉ est de la forme

ϕ̃pzq “ az ` b

cz ` d
(23.151)

avec a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0.
Par convention nous posons z{0 “ 8 dès que z ‰ 0 ; en particulier ϕ̃p8q “ a{c et ϕ̃p´d{cq “ 8.

Démonstration. Nous séparons la condition suffisante de la condition nécessaire.
(i) ñ La condition π ˝ ϕ̄ “ ϕ ˝ π (de (23.32)) nous dit que

“
ϕ̄pz1, z2q‰ “ ϕ

`rz1, z2s˘, (23.152)
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et comme ϕ̄ est un isomorphisme d’espace vectoriel nous avons a, b, c, d P C vérifiant ad´cb ‰
0 pour lesquels

ϕ̄pz1, z2q “
ˆ
az1 ` bz2
cz1 ` dz2

˙
. (23.153)

Soit z P C. Alors nous avons

ϕ̃pzq “ pφ0 ˝ ϕqrz, 1s “ φ0
´“
ϕ̄pz, 1q‰

¯
“ φ0

`raz ` b, cz ` ds˘ “ az ` b

cz ` d
. (23.154)

Il est important de comprendre que cette formule fonctionne pour tout z P C. En effet nous
pourrions avoir un doute sur z “ ´d{c. D’abord si c “ 0 alors d ‰ 0 et ce problème n’existe
pas : le dénominateur est toujours non nul. Nous avons donc seulement un doute lorsque
c ‰ 0. Dans ce cas,

ϕ̃p´d{cq “ ´ad
c ` b

0 . (23.155)

Mais c ‰ 0, donc le numérateur est non nul. Or lorsque z ‰ 0 nous avons posé z{0 “ 8,
donc dans notre cas,

ϕ̃p´d{cq “ 8 (23.156)

automatiquement, et cela est encodé dans la formule (23.154).
Il nous reste à déterminer ϕ̃p8q. Nous avons :

ϕ̃p8q “ pφ0 ˝ ϕq`r1, 0s˘ “ φ0
“
ϕ̄p1, 1q‰ “ φ0

`ra, cs˘ “
#
a{c si c ‰ 0
8 si c “ 0

(23.157)

où la distinction entre les deux cas n’est pas fondamentale parce que si c “ 0 alors a ‰ 0 et
a{c “ 8.

(ii) ð En notant Z “ rz1, z2s (pour z1, z2 P C) nous avons

ϕ
`rz1, z2s˘ “ φ´1

ˆ
aφ0pZq ` b

cφ0pZq ` d

˙
“ “

aφ0pZq ` b, cφ0pZq ` d
‰
. (23.158)

Nous définissons ϕ̄ par son action sur les vecteurs de base : ϕ̄p1, 0q “ pa, cq et ϕ̄p0, 1q “ pb, dq.
Nous avons bien l’isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : C2 Ñ C2 dont nous avons besoin pour
la définition 23.20. D’abord le fait que ad ´ cb soit non nul assure que le ϕ̄ ainsi défini est
bien bijectif 9. Et de plus ce ϕ̄ vérifie la condition

π
`
ϕ̄pz1, z2q˘ “ π

`paz1, cz1q ` pbz2, dz2q˘ (23.159a)
“ raz1 ` bz2, cz1 ` dz2s (23.159b)
“ “

aφ0pZq ` b, cφ0pZq ` d
‰

(23.159c)
“ ϕ

`
πpz1, z2q˘. (23.159d)

Nous avons utilisé la notion de classe pour diviser par z2 et faire apparaitre φ0pZq.

Remarque 23.72.
En prenant les conventions relativement claires 8 ˆ a “ 8 (pour a ‰ 0) et 8 ˘ a “ 8 (avec
a ‰ 8), alors tout est dans la formule

ϕ̄pzq “ az ` b

cz ` d
(23.160)

avec ad´ cb ‰ 0. Il n’y a pas besoin de traiter séparément le cas z “ 8 ou z “ ´d{c.
9. Si vous n’en êtes pas convaincu, écrivez la matrice de l’application qui envoie p1, 0q sur pa, cq et p0, 1q sur pb, dq,

et demandez-vous sous quelle condition elle est inversible.
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Définition 23.73.
Nous aimons tellement l’identification φ0 : P pC2q Ñ Ĉ que nous allons parler d’homographie
sur Ĉ pour les applications ϕ̃ de la forme

ϕ̃pzq “ az ` b

cz ` d
(23.161)

avec ad´ cb ‰ 0.

23.74.
La proposition 23.71 nous indique que les homographies de Ĉ sont de la forme ϕ “ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0
pour une homographie ϕ : P pC2q Ñ P pC2q.
Proposition 23.75 ([529]).
L’application h : Ĉ Ñ Ĉ associée à une homographie est soit linéaire, soit de la forme h “ l1 ˝ ι˝ l2
où li sont linéaires et ι est l’application z ÞÑ 1{z.
Démonstration. Commençons par une remarque : lorsque nous parlons d’une application linéaire,
c’est au sens de la note 23.6.1.5 qui explique qu’une application linéaire sur C est automatiquement
prolongée à Ĉ par fp8q “ 8.

Soit donc l’application
hpzq “ az ` b

cz ` d
. (23.162)

Si c “ 0, alors c’est une application linéaire et la preuve est terminée. Nous supposons que c ‰ 0.
Nous posons

l2pzq “ cz ` d, (23.163)

et ensuite l1pzq “ αz ` β avec α et β à déterminer. Un peu de calcul :

pl1 ˝ ι ˝ l2qpzq “ l1

ˆ
1

cz ` d

˙
“ α ` βcz ` βd

cz ` d
, (23.164)

et en imposant que cela soit égal à az`b
cz`d nous trouvons β “ a{c et α “ b´ ad{c. Il est vite vérifier

que ces choix donnent le bon résultat.

23.76.
Vu que les applications linéaires sont des composées d’une translation et d’une rotation-homothétie,
et que l’application i est une composée d’une inversion z ÞÑ 1{z̄ et d’une réflexion z ÞÑ z̄, toutes
les homographies sont des composées des éléments suivants :

— inversion 10 z ÞÑ 1{z̄, prolongée par ip8q “ 0 et ip0q “ 8 ;
— réflexion z ÞÑ z̄ ;
— translation z ÞÑ z ` α avec α P C ;
— rotation-homothétie z ÞÑ λz avec λ P C.
Toutes ces opérations sont prolongées à Ĉ par 1{8 “ 0, λ· 8 “ ω (si λ ‰ 0) et 8 ` λ “ 8.

Nous ne définissons pas 0 · 8 et 8 ´ 8.

Certes nous pouvons construire des homographies à partir d’ingrédients dont la conjugaison
complexe. Il ne faudrait cependant pas déduire que cette conjugaison est une homographie.

Lemme 23.77.
La conjugaison complexe n’est pas une homographie.

Démonstration. Si elle l’était nous aurions des nombres a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0 et

az ` b

cz ` d
“ z̄ (23.165)

10. Oui, c’est l’inversion de la géométrie hyperbolique, voir 23.6.1.6.
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pour tout z P C.
En posant z “ 0 nous avons déjà b{d “ 0, c’est-à-dire b “ 0. Avec z “ 1 nous trouvons alors

a{pc` dq “ 1, c’est-à-dire
a “ c` d. (23.166)

(i) Si ci` d ‰ 0 Dans ce cas nous pouvons évaluer (23.165) en z “ i et avoir a “ ´ci` d. Mais
comme nous avions déjà a “ c` d nous déduisons c “ 0. Nous restons donc avec

a

d
z “ z̄ (23.167)

pour tout z. En prenant z “ 1 puis z “ i, il est vite remarqué que cela n’est pas possible.
(ii) Si ci` d “ 0 Nous rappelons que ad ‰ 0. Nous écrivons l’équation avec z “ ´i pour trouver

´ai
´ci` d

“ i, (23.168)

qui donne immédiatement a “ ci´ d. Nous avons donc les trois équations
$
’&
’%

c “ id (23.169a)
a “ ci´ d (23.169b)
a “ c` d. (23.169c)

Une tentative de résolution tombe rapidement sur une impossibilité (en substituant la pre-
mière dans les deux autres et en comparant les deux valeurs de a par exemple).

La proposition suivante ressemble à s’y méprendre à la proposition 22.11, mais elle diffère en
deux points. D’abord elle ne traite que de l’inversion par rapport à l’origine, mais surtout, elle
traite le point z “ 8. C’est un avantage de travailler sur Ĉ plutôt que sur R2.

Proposition 23.78 (Inversion de cercles et de droites).
L’inversion dans Ĉ envoie

(1) une droite passant par 0 sur elle-même
(2) une droite ne passant pas par 0 sur un cercle passant par 0.
(3) un cercle ne passant pas par 0 en un cercle ne passant pas par 0.
(4) un cercle passant par 0 en une droite ne passant pas par 0.

Démonstration. Décomposition en tous les cas possibles.
(i) Droite passant par 0 La façon la plus simple de traiter la droite passant par 0 est de l’écrire

sous forme paramétrique :
zptq “ teiθ (23.170)

pour θ fixé et t P RY t8u. En appliquant l’inversion :

ι
`
zptq˘ “ 1

pteiθq˚ “ 1
t
eiθ. (23.171)

Notons que les cas particuliers fonctionnent : pour t “ 0 nous avons le point 8 et pour t “ 8
nous avons 0.

(ii) Droite ne passant pas par 0 Une droite ne passant par par z “ 0 est un ensemble de la
forme

dpω, kq “ tz P C˚ tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (23.172)
avec k ‰ 0. Étant donné que ι est une bijection et même une involution nous avons z P
ι
`
dpω, kq˘ si et seulement si τpzq P dpω, kq. L’équation est donc, pour z ‰ 0 :

ω̄

z
` ω

z̄
“ k. (23.173)
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Et comme z ‰ 0 nous pouvons multiplier par zz̄ pour trouver z̄ω̄ ` zω “ kzz̄. Donc

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C˚ tel que z̄ω̄ ` zω “ kzz̄u Y t0u. (23.174)

Dans l’ensemble, nous pouvons renommer z et z̄ pour avoir une forme plus symétrique. De
plus il se fait que z “ 0 vérifie l’équation donnée ; nous pouvons donc lever la condition
z P C˚ et ne plus ajouter t0u à côté :

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄u. (23.175)

Cela est l’équation d’un cercle passant par l’origine (définition 23.62).
(iii) Cercle ne passant pas par 0 Nous considérons le cercle Cpω, rq avec r2 ‰ |ω|2. Il ne

contient ni 8 ni 0 et nous avons alors

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C˚ tel que 1

zz̄
´ ω̄

1
z̄

´ ω
1
z

“ r2 ´ |ω|2u. (23.176)

Vu que z n’est jamais nul nous pouvons multiplier l’équation par zz̄ :

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C tel que

`|ω|2 ´ r2˘zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ ´1u. (23.177)

Le coefficient |ω|2 ´ r2 est non nul par hypothèse et cet ensemble est un cercle par le
lemme 23.64. Il ne passe manifestement pas par z “ 0.

(iv) Cercle passant par 0 Le cercle passe par 0, et donc son image par 8. Nous écrivons alors

ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ ι

`
Cpω, |ω|qzt0u˘ Y t8u. (23.178)

Nous avons
Cpω, |ω|qzt0u “ tz P C˚ tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (23.179)

et un calcul usuel donne

ι
`
Cpω, |ω|qzt0u˘ “ tz P C˚ tel que 1 ´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (23.180)

et donc
ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ dpω, 1q, (23.181)

en nous souvenant que le point 8 est contenu dans dpω, 1q.

Proposition 23.79.
Une homographie conserve l’ensemble des droites et cercles de Ĉ.

Attention : cela ne veut pas dire qu’une homographie transforme une droite en une droite et
un cercle en un cercle. Ça veut dire qu’une homographie transforme une droite en une droite ou
un cercle et un cercle en une droite ou un cercle.

Démonstration. Nous savons par la proposition 22.11 et 23.76 que les homographies se décomposent
en inversion, réflexion, translation et rotation-homothétie.

À part pour l’inversion, tout est clair comment ça fonctionne hein. En ce qui concerne l’inver-
sion, nous avons la proposition 23.78 qui donne déjà toutes les réponses.

23.80.
Les homographies préservent les angles, c’est l’objet du théorème suivant. Il ne faudrait cependant
pas croire que si A, B et C sont trois points distincts, l’angle entre AC et BC est le même que
celui entre fpAqfpCq et fpBqfpCq dès que f est une homographie. Cela serait préserver les angles
globalement, c’est-à-dire préserver les angles lorsque les points sont déplacés par f .

Nous allons regarder les angles locaux, c’est-à-dire lorsque les points sont déplacés par df .
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Définition 23.81.
Nous disons qu’une application f : R2 Ñ R2 préserve localement les angles non orientés lorsque

cos
`
dfapuq, dfapvq˘ “ cospu, vq (23.182)

pour tout a P R2 et u, v P R2. Ici il est mieux de penser à u, v P TaR
2 pour qui sait les espaces

tangents en géométrie différentielle.

Voir la définition de l’angle 18.49.

Théorème 23.82.
Les homographies de P pC2q préservent localement les angles non orientés.

Démonstration. En ce qui concerne les translations, dilatations et rotations, les choses sont claires.
Vérifions pour l’inversion, qu’il faut interpréter dans R2. Pour z “ x` iy nous avons

ιpzq “ 1
z

“ x

x2 ` y2 ´ i
y

x2 ` y2 . (23.183)

Nous devons donc étudier la fonction
F : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ
´ x
r2 ,´

y

r2

¯ (23.184)

où nous avons posé r2 “ x2 ` y2 pour simplifier les notations.
Soient deux vecteurs u, v P R2 et un point a P R2. Nous devons prouver que

u· v

}u}}v} “ dfapuq · dfapvq
}dfapuq}}dfapvq} . (23.185)

Pour cela, nous pourrions calculer dFa et passer en coordonnées polaires[526] mais nous préférons
faire les calculs à la dure parce que nous avons Sage avec nous.

Nous notons A la matrice de dF en a “ px, yq et nous avons

Au·Av “ AtAu· v (23.186)

ainsi que }u} “ ?
u·u “ ?

AtAu·u, de telle sorte qu’il devienne urgent de calculer AtA. Voici
le calcul :

1 var( ’y ’)
2

3 # les f o n c t i o n s c o o r d o n n é e s
4 F1(x,y)=x/(x**2+y**2)
5 F2(x,y)=-y/(x**2+y**2)
6

7 # La m a t r i c e d i f f é r e n t i e l l e :
8 A= matrix ( [ [F1.diff(x). simplify_full (),F1.diff(y). simplify_fullÐâ

()],[F2.diff(x). simplify_full (),F2.diff(y). simplify_full ()] Ðâ

] )
9

10 # Q u e l q u ’ un peut e x p l i q u e r p o u r q u o i ceci ne f o n c t i o n n e pas ?
11 # A = m a t r i x ( [ [ F1 . diff ( x ) , F1 . diff ( y ) ] ,[ F2 . diff ( x ) , F2 . diff ( y ) ] ]Ðâ

) . s i m p l i f y _ f u l l ()
12

13 # A ^ tA
14 S=A. transpose ()*A
15 S=S. simplify_full () # Mais ça , ça m a r c h e !!
16 print (S)

tex/sage/sageSnip009.sage
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Le résultat est que

AtA “
ˆ 1
r4 0
0 1

r4

˙
“ 1
r4 Id . (23.187)

La vérification de (23.185) est alors immédiate.

23.6.3 Birapport

Nous introduisons maintenant quelque chose qui s’appelle le « birapport » et qui n’est à priori
pas du tout lié au birapport définit en 23.41.

Définition 23.83 (Birapport dans Ĉ[458]).
Soient a, b, c, x P Ĉ où a, b et c sont distincts. Le birapport de ces quatre nombres est l’élément
de Ĉ donné par, si a, b, c ‰ 8 :

ra, b, c, xs “ pa´ cqpb´ xq
pb´ cqpa´ xq , (23.188)

et

r8, b, c, xs “ b´ x

a´ x
(23.189a)

ra,8, c, xs “ a´ c

a´ x
(23.189b)

ra, b,8, xs “ b´ x

a´ x
(23.189c)

23.84.
Notons la « logique » des cas particuliers. Pour le premier, si a Ñ 8 tandis que les autres restent
dans C alors a ´ c et a ´ x deviennent du même ordre de grandeur et se simplifient. Il reste les
deux autres parties de la fraction.

C’est cette même logique qui, partant de ra, b,8, xs “ b´x
a´x donne

ra, b,8,8s “ 1 (23.190)

comme il se doit si nous avons l’intention de ressembler au lemme 23.46.

L’objet « birapport » introduit ici est évidemment lié au birapport sur P pC2q définit plus haut.
Le lien est la proposition suivante.

Proposition 23.85.
Soit l’application φ0 : P pC2q Ñ Ĉ définie en 23.36. Si A,B,C,X P P pC2q alors

rA,B,C,Xsφ0 “ rφ0pAq, φ0pBq, φ0pCq, φ0pXqs. (23.191)

Cela est une égalité dans Ĉ.

Démonstration. Nous écrivons A “ ra1, a2s, B “ rb1, b2s, C “ rc1, c2s avec a1, a2, b2, b2, c1, c2 P C.
Par définition rA,B,C,Xsφ0 “ pφ0 ˝ ϕqpXq où ϕ : P pC2q Ñ P pC2q est l’unique homographie telle
que

ϕra1, a2s “ r1, 0s (23.192a)
ϕrb1, b2s “ r0, 1s (23.192b)
ϕrc1, c2s “ r1, 1s (23.192c)

Une des difficultés de cette preuve va être de calculer ce ϕ. D’abord nous pouvons introduire
ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕ ˝ φ´1 qui est obligatoirement (proposition 23.71) de la forme

ϕ̃pzq “ αz ` β

γa` δ
. (23.193)
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Nous allons imposer les relations (23.192) pour déterminer les coefficients α, β, γ et δ.
D’abord

pφ´1
0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0q`ra1, a2s˘ “ pφ´1

0 ˝ ϕ̃qpa1{a2q (23.194a)

“ φ´1
0

˜
αa1
a2

` β

γ a1
a2

` δ

¸
(23.194b)

“ “
α
a2
a2

` β, γ
a1
a2

` δ
‰
. (23.194c)

Égaler cela à r1, 0s donne
$
’&
’%

α
a1
a2

` β ‰ 0 (23.195a)

γ
a1
a2

` δ “ 0. (23.195b)

Donc nous avons déjà
ϕ̃pzq “ αz ` β

γpz ´ a1
a2

q “ αz ` β

γ
`
z ´ φ0pAq˘ . (23.196)

En y imposant la contrainte pφ´1 ˝ ϕ̃ ˝ φ0qprb1, b2sq “ r0, 1s nous trouvons les contraintes
"
γ
`
φ0pBq ´ φ0pAq˘ ‰ 0 (23.197a)

β “ ´αφ0pBq. (23.197b)

Nous avons décidé d’écrire φ0pAq au lieu de a1{a2 à la fois pour un soucis de simplification d’écriture
et dans le but de ressembler à (23.191). En substituant :

ϕ̃pzq “ α
`
z ´ φ0pBq˘

γ
`
z ´ φ0pAq˘ . (23.198)

La condition pour rc1, c2s donne
“
α
`
φ0pCq ´ φ0pBq˘, γ`φ0pCq ´ φ0pAq˘‰ “ r1, 1s, (23.199)

ce qui donne
α
`
φ0pCq ´ φ0pBq˘ “ γ

`
φ0pCq ´ φ0pAq˘. (23.200)

Nous avons alors
γ “ α

φ0pCq ´ φ0pBq
φ0pCq ´ φ0pAq , (23.201)

et les α se simplifient dans la formule pour ϕ̃ :

ϕ̃pzq “
`
z ´ φ0pBq˘`φ0pCq ´ φ0pAq˘`
z ´ φ0pAq˘`φ0pCq ´ φ0pBq˘ . (23.202)

Par la proposition 23.71, l’application φ´1
0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0 est une homographie. Nous pouvons donc

calmement calculer le birapport rA,B,C,Xsφ0 de la façon suivante :

rA,B,C,Xsφ0 “ pφ0 ˝ ϕqpXq (23.203a)
“ pφ0 ˝ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0qpXq (23.203b)
“ ϕ̃

`
φ0pXq˘ (23.203c)

“
`
φ0pXq ´ φ0pBq˘`φ0pCq ´ φ0pAq˘`
φ0pXq ´ φ0pAq˘`φ0pCq ´ φ0pBq˘ (23.203d)

“ rφ0pAq, φ0pBq, φ0pCq, φXpAqs. (23.203e)
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Proposition 23.86.
Les homographies de Ĉ conservent le birapport.

Démonstration. Ici le mot « homographie » réfère à la définition 23.73 et le birapport à 23.83.
Soient a, b, c, x P Ĉ et une homographie ϕ̃ : Ĉ Ñ Ĉ. Il existe une homographie ϕ : P pC2q Ñ P pC2q
telle que ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕφ´1

0 . Alors
“
ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxq‰ “ “pϕ ˝ φ´1

0 qpaq, pϕ ˝ φ´1
0 qpbq, pϕ ˝ φ´1

0 qpcq, pϕ ˝ φ´1
0 qpxq, ‰

φ0
(23.204a)

“ “
φ´1

0 paq, φ´1
0 pbq, φ´1

0 pcq, φ´1
0 pxq, ‰

φ0
(23.204b)

“ ra, b, c, xs. (23.204c)

Justifications :
— Identification des birapports sur P pC2q et sur Ĉ, proposition 23.85.
— Invariance du birapport sour les homographies (dans P pC2q), proposition 23.48.

Proposition 23.87.
Soient des points a, b, c, x dans Ĉ avec a, b, c distincts. Ils sont alignés ou cocycliques si et seulement
si ra, b, c, xs P R̂.

Démonstration. Nous allons faire plusieurs cas. Mais dans tous les cas vous pouvez relire la défi-
nition des angles orientés 18.140 et la partie sur les angles dans les nombres complexes 18.9.12.

(i) Tous les points sont distincts et dans C D’une part, nous savons que le nombre com-
plexe reiθ est réel si et seulement si θ P r0sπ, et d’autre part l’argument du birapport (23.188)
est

rÝÑca,ÝÑcbs ` rÝÑxb,ÝÑxas. (23.205)

Le birapport est réel si et seulement si

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ. (23.206)

À gauche nous avons une classe modulo 2π et à droite une classe modulo π. L’égalité signifie
qu’il y a un représentant du membre de gauche qui appartient au membre de droite. Si vous
aimez faire très attention à ce que signifient les notations, voici trois manières d’écrire la
condition, par ordre croissant de précision :

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs “ r0sπ, (23.207a)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ, (23.207b)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs Ă r0sπ. (23.207c)

Nous avons donc que le birapport est réelle si et seulement si la condition (23.207c) est
vérifiée. D’après le théorème 18.148, cette dernière condition est équivalente à dire que les
points a, b, c et x sont alignés.

(ii) Pas quatre points distincts, dans C Nous supposons encore que a, b, c et x sont dans
C. Mais nous supposons que x est un de a, b ou c. Vu que par hypothèse a, b et c sont
distincts, c’est le seul cas à considérer dans la catégorie des 4 points non distincts.
Trois points sont toujours alignés ou cocycliques 11. Donc nous devons seulement montrer
que dans ce cas le birapport est toujours dans R̂. Par définition,

— Si x “ a alors ra, b, c, xs “ 8,
— Si x “ b alors ra, b, c, xs “ 0,
— Si a “ c alors ra, b, c, xs “ 1.

11. Si ils ne sont pas alignés, prendre la médiatrice du segment ra, bs et celle de rb, cs, et l’intersection vous donnera
le centre d’un cercle passant par a, b et c.
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Dans tous les cas de figure le birapport est dans R̂.
À ce niveau de la preuve nous devons encore vérifier les cas où a, b, c ou x valent 8. Si l’un

de a, b ou c est 8 et si x l’est aussi, alors, comme 8 est aligné avec tout, nous avons seulement
une droite passant par deux points. Il nous faut donc seulement regarder les cas où un seul des 4
points est 8.

(i) Si a “ 8 Le birapport est alors

r8, b, c, xs “ b´ x

a´ x
, (23.208)

qui est un nombre à priori complexe dont le dénominateur est supposé non nul parce que le
cas a “ x est déjà traité. L’argument de ce nombre est dans la classe de l’angle orienté

arg
ˆ
b´ x

a´ x

˙
P rÝÑxa,ÝÑxbs. (23.209)

Le birapport est réel si et seulement si le membre de gauche est dans r0sπ. Et cela est
justement le cas où le membre de droite donne des points alignés.

Les cas b “ 8, c “ 8 et x “ 8 se traitent de la même manière.

23.6.4 Division harmonique

Définition 23.88.
Nous disons que les éléments a, b, c et x de Ĉ sont en division harmonique lorsque ra, b, c, xs “
´1.

23.89.
Une chose qui sera utile par la suite est de remarquer que ra, b, c,8s “ ´1 lorsque c “ a`b

2 .

Nous allons maintenant voir comment, pour a, b, c P C donnés nous pouvons construire x tels
que a, b, c, x soient en division harmonique. Vu que trois points sont soit cocycliques soit alignés
nous divisons la construction en deux parties.

Notons que si nous trouvons une construction qui donne une point x vérifiant ra, b, c, xs “ ´1
alors nous prouvons au passage que la construction ne dépend pas des choix intermédiaires parce
que il n’existe qu’un unique x tel que ra, b, c, xs “ ´1 lorsque a, b, c sont donnés.

Lemme 23.90 ([530, 531]).
Soient a, b, c cocycliques dans C. Nous nommons C le cercle contenant a, b et c ainsi que Ta et Tb
les tangentes à C en a et b. Soit m “ Ta X Tb et la droite L “ pmcq. Alors le point

x “ pmcq X C (23.210)

vérifie ra, b, c, xs “ ´1.
Si m “ 8 (arrive lorsque Ta ∥ Tb) alors en guise de L nous prenons la parallèle à Ta passant

par c.

Démonstration. Nous séparons les cas suivant que m “ 8 ou non.
(i) m “ 8 Les tangentes à C en a et en b sont parallèles, c’est-à-dire que ces points sont diamé-

tralement opposés sur C. Les homographies préservent le birapport (proposition 23.86), et
les rotations, dilatations et translations sont des homographies (voir 23.76).
Nous pouvons donc nous ramener au cas où C est centré en 0 et de rayon 1 avec a “ i et
b “ ´i. Dans ce cas, c “ eiθ. Vu que x est donné par l’intersection entre le cercle et la droite
horizontale passant par c nous avons x “ eipπ´θq. Le birapport se calcule explicitement :

ra, b, c, xs “ pi´ eiθqp´i´ eipπ´θqq
p´i´ eiθqpi´ eipπ´θqq “ ´1. (23.211)
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(ii) m ‰ 8 Nous sommes dans la situation suivante où à une translation près nous supposons
x “ 0 :

‚a

‚
b

‚ m

‚x

‚c

C

Nous allons prouver que dans ce cas, ra, b, c, xs “ ´1. Pour cela nous considérons l’inversion
de centre x (qui est x “ 0 par translation). Soit ϕ̃ cette homographie. Elle conserve le
birapport, il nous allons voir que calculer rϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxqs se révèle être plus facile 12.
Nous nommons A “ pamq, B “ pbmq, C “ pcmq et C, le cercle. Nous allons maintenant faire
intensément usage de la proposition 23.78. Nous avons :

— ϕ̃pAq est un cercle passant par 0.

— ϕ̃pBq est un cercle passant par 0.

— ϕ̃pCq est la droite C.

— ϕ̃pCq est une droite ne passant pas par 0.

Les droites A et B se coupent en m et en 8 (qui sont des points distincts). Donc les cercles
ϕ̃pAq et ϕ̃pBq se coupent en 0 et ϕ̃pmq, aucun de ces deux points n’est sur la droite ϕ̃pCq.
Par tangence, la droite A et le cercle C se coupent en un seul point (a). Donc ϕ̃pAq coupe
ϕ̃pCq en un seul point, ϕ̃paq. Idem pour le cercle ϕ̃pBq.
Nous avons donc que les cercles ϕ̃pAq et ϕ̃pBq sont tangents à la droite ϕ̃pCq et se coupent
en exactement deux points distincts (qui sont donc du même côté de la droite).
Nous nous intéressons à la droite ϕ̃pCq. C’est une droite parce que c’est l’image d’une droite
passant par 0. Elle passe par 0, par ϕ̃pcq et ϕ̃pmq. Le fait qu’elle passe par 0 et ϕ̃pmq fait
que c’est la droite passant par les deux intersections des cercles. Vu que c P C X C, le point
d’intersection ϕ̃pCq X ϕ̃pCq est ϕ̃pcq.
Quelle est la puissance du point ϕ̃pcq par rapport au cercle ϕ̃pAq ? En la calculant avec la
droite ϕ̃pCq, qui intersecte les deux cercles aux points déjà étudiés, la puissance est :

k “ d
`
ϕ̃pcq, 0˘ ˆ d

`
ϕ̃pcq, ϕ̃pmq˘. (23.212)

Vu que ces points sont également sur le cercle ϕ̃pBq, la puissance de ϕ̃pcq par rapport à ce
second point est la même.
Tout cela justifie le dessin suivant 13 :

12. Si vous n’avez peur d’aucun calculs, il suffit de poser a “ eiθ, b “ e´iθ et c “ eiσ et vous êtes théoriquement
capable de calculer les coordonnées de tous les points, y compris de x en termes de θ et σ. Ensuite le calcul du
birapport est explicite.

13. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire à la preuve, est-ce que vous savez si les deux cercles ont le même
rayon ? Et si par hasard la droite

`
ϕ̃pmqϕ̃pcq

˘
n’arrive pas perpendiculairement à ϕ̃pCq ?
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‚
φ̃paq

‚
φ̃pcq

‚
φ̃pbq

‚ φ̃pmq
φ̃pAq

φ̃pBq

‚ 0

φ̃pCq

Mais la droite passant par ϕ̃paq et ϕ̃pcq (qui est tangente au cercle) permet également de
calculer cette puissance :

k “ d
`
ϕ̃paq, ϕ̃pcq˘. (23.213)

Idem pour la puissance par rapport à l’autre cercle :

k “ d
`
ϕ̃paq, ϕ̃pbq˘. (23.214)

Nous en déduisons que ϕ̃pcq est le milieu entre ϕ̃paq et ϕ̃pbq.
Du coup “

ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxq‰ “ “
ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq,8‰ “ ´1 (23.215)

en vertu de ce que nous avons raconté en 23.89.

Lemme 23.91 ([531]).
Soit a, b, c P C colinéaires. Soit m un point hors de cette droite. Nous considérons une droite issue
de c coupant rmas en p et rmbs en q.

Nous construisons n “ paqq X ppbq et finalement x “ pmnq X pabq.
À la fin nous avons

ra, b, c, xs “ ´1. (23.216)

Démonstration. Commençons par un dessin de la situation :

‚
a

‚
b

‚
c‚

x

‚p

‚ q

‚m

‚n

Les points a, b et m ne sont pas alignés, et nous pouvons les utiliser comme repère barycentrique
(voir 8.51 pour savoir en deux mots ce que c’est). Nous nommons pα, β, γq les coordonnées de n
dans ce système, c’est-à-dire que

αÝÑna` β
ÝÑ
nb` γÝÑnm “ 0. (23.217)
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Dans notre contexte, nous pouvons voir le vecteur ÝÑ
st comme une façon d’écrire le nombre t ´ s.

Par la proposition 8.58 nous savons les coordonnées barycentriques de p, x et q en regardant le
triangle acb. Voici les coordonnées et les relations qu’elles signifient :

n “ pα, β, γq, αÝÑna` β
ÝÑ
nb` γÝÑnm “ 0 (23.218a)

p “ pα, 0, γq, αÝÑpa` γÝÑpm “ 0 (23.218b)
q “ p0, β, γq, β

ÝÑ
qb ` γÝÑqm “ 0 (23.218c)

x “ pα, β, 0q. αÝÑxa` β
ÝÑ
xb “ 0. (23.218d)

Nous voudrions maintenant voir les coordonnées de c. Nous posons c “ pλ, µ, σq :

λÝÑca ` µ
ÝÑ
cb ` σÝÑcm “ 0. (23.219)

Mais a, b et c sont alignés, donc ÝÑca et ÝÑ
cb sont colinéaires, alors que ÝÑcm n’est pas aligné avec les

deux autres. L’annulation (23.219) demande donc l’annulation séparément
"
σÝÑcm “ 0 (23.220a)
λÝÑca ` µ

ÝÑ
cb “ 0. (23.220b)

Nous en déduisons que σ “ 0 et aussi que λ et µ ne sont pas nuls. Nous posons arbitrairement
λ “ 1 parce que les coordonnées barycentriques sont définies à coefficient multiplicatif près.

Nous imposons à présent le fait que p, q et c sont alignés. Pour cela nous devons faire apparaitre
les vecteurs ÝÑpq, ÝÑpc, ÝÑpc. Vu le dessin et les relations disponibles (23.218) le mieux est d’utiliser les
relations de Chasles (proposition 8.5) pour faire ÝÑca “ ÝÑcp`ÝÑpq et ÝÑ

cb “ ÝÑcq`ÝÑ
qb. La relation (23.220b)

devient : ÝÑcp ` ÝÑpa` µpÝÑcq ` ÝÑ
qbq “ 0. (23.221)

Les vecteurs ÝÑcp et ÝÑcq sont alignés, donc nous les écrivons ensemble. Les vecteurs ÝÑpa et ÝÑ
qb se

transforment en utilisant les relations (23.218) :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm´ µ

γ

β
ÝÑqm. (23.222)

Enfin nous voulons faire la somme du terme ÝÑpm avec le terme ÝÑqm. D’abord on change le signe :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm` µγ

β
ÝÑmq (23.223)

ensuite nous écrivons
µγ

β
“ µγ

β
` γ

α
´ γ

α
, (23.224)

et
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
pÝÑpm` ÝÑmqq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (23.225)

Tout cela pour
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (23.226)

Le dernier terme n’est pas colinéaire aux deux premiers et s’annule donc séparément :
µγ

β
` γ

α
“ 0. (23.227)

Cela donne µ “ ´β{α.
Au finale nous avons

ÝÑca ´ β

α

ÝÑ
cb “ 0 (23.228)

et donc
αÝÑca ´ β

ÝÑ
cb “ 0, (23.229)
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ce qui donne les coordonnées pα,´β, 0q pour le point c.
Vu que nous somme dans l’espace vectoriel C, ce que nous notons ÝÝÑ

AB n’est rien d’autre que
la différence B ´A dans C 14. La relation (23.229) signifie donc

αpa´ cq “ βpb´ cq. (23.230)

Nous avons alors :
a´ c

b´ c
“ β

α
. (23.231)

Par ailleurs, la relation (23.218d) à propos des coordonnées de x donne
a´ x

b´ x
“ ´β

α
. (23.232)

En égalisant les deux valeurs de β{α nous trouvons :
a´ c

b´ c
“ x´ a

b´ x
, (23.233)

ce qui donne (via un petit jeu de signes)
pc´ aqpx´ bq
pc´ bqpx´ aq “ ´1. (23.234)

C’est cela que nous voulions.

23.6.5 Groupe circulaire

Nous avons vu que les homographies présent l’ensemble des cercles et droites. Nous pouvons
nous demander quel est le groupe maximum préservant l’ensemble des cercles et droites.

Définition 23.92.
Le groupe circulaire de C est le groupe de transformations de Ĉ engendré par les homographies 15

et la conjugaison complexe. Le groupe circulaire de l’espace projectif est l’ensemble des applications
de la forme φ´1

0 ˝ f ˝ φ0 où f est un élément du groupe circulaire de eC.

Plusieurs remarques à propos de cette définition.
(1) Vu le lemme 23.77, la conjugaison complexe n’est pas une homographie. Donc cette défi-

nition n’est pas stupide : le groupe circulaire est strictement plus grand que le groupe des
homographies.

(2) Vous vous souvenez de la définition d’un sous-groupe engendré ? C’est la définition 1.262.

Lemme 23.93.
Soit une application α : C Ñ C fixant 1 et 0 et préservant les divisions harmoniques (c’est-à-dire
tel que son prolongement à Ĉ donné par αp8q “ 8 préserve les divisions harmoniques). Alors α
est un automorphisme de corps 16.

Démonstration. Nous savons que si a, b, c P C nous avons c “ pa ` bq{2 si et seulement si
ra, b, c,8s “ ´1. Vu que α préserve les divisions harmoniques nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :

c “ a` b

2 (23.235a)

ra, b, c, ωs “ ´1 (23.235b)
rαpaq, αpbq, αpcq, αp8qs “ ´1 (23.235c)

αpaq ` αpbq
2 “ αpcq. (23.235d)

14. Les mauvaise langues diront que tout le chapitre sur les espaces affines, et surtout la partie sur les barycentres
ne sont rien d’autres que le snobisme d’écrire ÝÑxy au lieu de y ´ x. C’est aussi une facilité d’écriture.

15. Homographie de Ĉ : définition 23.73.
16. Définition 1.39.
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Donc α préserve les milieux : pour tout a, b P C nous avons

α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpaq ` αpbq

2 . (23.236)

En particulier, cette relation avec b “ 0 donne (parce que αp0q “ 0) : αpa{2q “ αpaq{2. Nous avons
au final, en utilisant cela en conjonction avec (23.236) :

αpaq ` αpbq
2 “ α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpa` bq

2 . (23.237)

Cela démontre déjà que
αpa` bq “ αpaq ` αpbq. (23.238)

En particulier αp´aq “ αp0 ´ aq “ αp0q ´ αpaq “ ´αpaq.
Nous passons maintenant à la démonstration du fait que αpabq “ αpaqαpbq. Pour tout a différent

de 0 et ˘1 nous avons
ra,´a, a2, 1s “ pa´ a2qp´a´ 1q

p´a´ a2qpa´ 1q “ ´1. (23.239)

Et en prenant αpaq en guise de a nous avons aussi

rαpaq,´αpaq, αpaq2, αp1qs “ ´1. (23.240)

Vu que α préserve les divisions harmoniques, l’équation (23.239) donne aussi
“
αpaq, αp´aq, αpa2q, αp1q‰ “ ´1, (23.241)

c’est-à-dire “
αpaq,´αpaq, αpa2q, 1‰ “ ´1. (23.242)

Comparant (23.240) avec (23.242) et en tenant compte de l’unicité du birapport 17 nous avons

αpa2q “ αpaq2. (23.243)

Avec cela nous pouvons y aller en remarquant que

ab “
ˆ
a` b

2

˙2
´
ˆ
a´ b

2

˙2
. (23.244)

Nous appliquons α à cette dernière équations en tenant compte de ce que nous savons déjà

αpabq “
ˆ
αpaq ` αpbq

2

˙2
´
ˆ
αpaq ´ αpbq

2

˙2
“ αpaqαpbq. (23.245)

Théorème 23.94 ([531, 532]).
Le groupe circulaire de C est le groupe des bijections Ĉ Ñ Ĉ préservant l’ensemble des cercles-
droites.

Démonstration. L’inclusion dans un sens est facile : les homographies conservent l’ensemble des
cercles et droites par la proposition 23.79. Et la conjugaison complexe aussi.

Soit une bijection f : Ĉ Ñ Ĉ préservant les cercles-droites. Nous supposons dans un premier
temps que fp0q “ 0, fp1q “ 1 et fp8q “ 8.

(i) Pour f vérifiant fp0, 1,8q “ 0, 1,8 Si C est un cercle alors fpCq est un cercle ou une droite,
mais vu que C ne contient pas 8, l’ensemble fpCq ne le contient pas non plus. Donc f
transforme un cercle en un cercle et une droite en une droite.

17. C’est-à-dire que si trois éléments du birapport sont donnés, le quatrième est fixé. C’est une variation sur la
thème de la proposition 23.47(2).
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(i) f préserve les divisions harmoniques Soient a, b, c, x dans Ĉ tels que ra, b, c, xs “ ´1.
Nous allons prouver que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “ ´1.
Si a, b et c sont colinéaires, nous suivons la construction du lemme 23.91. Soit m hors
de la droite pabq et une droite D passant par c et coupant rmas en p et rmbs en q. Nous
posons n “ ppbq X pqaq. Alors x “ pmnq X pacq.
Vues les propriétés de f (en particulier c’est une bijection qui respecte les intersectons,
tangences, cercles et droites). Le point fpmq est hors de la droite

`
fpaqfpbq˘. La droite

fpDq passe par fpcq et coupe les segments rfpmqfpaqs en fppq et rfpmqfpbqs en fpqq.
Alors nous avons

fpnq “ `
pppqfpbq˘ X `

fpqqfpaq˘ (23.246)
et aussi

fpxq “ `
ppmqfpnq˘ X `

fpaqfpcq˘ (23.247)
Donc fpxq se construit à partir de fpaq, fpbq et fpcq en suivant la même construction
que x à partir de a, b et c. Nous en concluons que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “ ´1.
Si a, b et c sont cocycliques, le même raisonnement, en suivant le lemme 23.90 nous
donne le même résultat.

(ii) f est un automorphisme du corps C C’est le lemme 23.93.
(iii) Et enfin . . . Notre application f est un automorphisme du corps C qui fixe R parce

qu’elle laisse invariante les droites dans C. Donc la proposition 6.6 nous dit que f est
soit l’identité soit la conjugaison complexe. Dans les deux cas, f est dans le groupe
circulaire.

(ii) Pour f plus générale Nous ne supposons plus que f fixe 0, 1 et 8. En tout cas les nombres
f´1p1q, f´1p0q et f´1p8q sont distincts parce que f est une bijection. Nous pouvons considé-
rer une homographie 18 ϕ : Ĉ Ñ Ĉ telle que ϕp1q “ f´1p1q, ϕp0q “ f´1p0q et ϕp8q “ f´1p8q.
Dans ce cas l’application

g “ f ˝ ϕ (23.248)
vérifie gp1q “ 1, gp0q “ 1 et gp8q “ 8 tout en continuant à transformer un cercle-droite en un
cercle-droite. Donc f ˝ϕ est soit l’identité soit la conjugaison complexe. Avec ça, l’application

f “ g ˝ ϕ´1 (23.249)

est la composée d’une homographie avec soit l’identité soit la conjugaison complexe. Elle est
donc dans le groupe circulaire.

23.6.6 Action du groupe modulaire

Le demi-plan de Poincaré est l’ensemble

P “ tz P C tel que ℑpzq ą 0u. (23.250)

Le groupe modulaire est le quotient de groupes

PSLp2,Zq “ SLp2,Zq
Z2

. (23.251)

Ce sont donc les matrices au signe près de la forme
ˆ
a b
c d

˙
(23.252)

où a, b, c et d sont entiers tels que ad´ cb “ 1.

18. Attention : ici nous parlons d’homographies de Ĉ, pas de P pC2
q. L’existence d’une telle application demande

de composer le corolaire 23.35 avec l’application φ0 et la définition 23.73 et 23.74.
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Théorème 23.95 ([533]).
Le groupe modulaire agit fidèlement (définition 2.30) sur le demi-plan de Poincaré par

ˆ
a b
c d

˙
˚ z “ az ` b

cz ` d
. (23.253)

L’ensemble D “ D1 YD2 avec

D1 “ tz P P tel que |z| ą 1, ´1
2 ď ℜpzq ă 1

2u (23.254a)

D2 “ tz P P tel que |z| “ 1, ´1
2 ď ℜpzq ď 0u (23.254b)

est un domaine fondamental (définition 2.37) de cette action.
De plus si nous notons

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
, T “

ˆ
1 1
0 1

˙
, (23.255)

alors pour tout z P P , il existe A P grpS, T q telle que A ˚ z P D.

Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes.

(i) Bien définie D’abord il faut remarquer que l’action (23.253) est bien définie par rapport au
quotient : A ˚ z “ p´Aq ˚ z. La vérification est immédiate.

(ii) Interne Montrons que si A P PSLp2,Zq et z P P alors A ˚ z P P . Nous avons

A ˚ z “ az ` b

cz ` d
“ paz ` bqpcz̄ ` dq

|cz ` d|2 “ a|z|c` azd` bcz̄ ` bd

|cz ` d|2 , (23.256)

et donc en décomposant z “ ℜpzq ` iℑpzq,

ℑpA ˚ zq “ ℑ
ˆ
azd` bcz̄

|cz ` d|2
˙

“ ad´ bc

|cz ` d|2 ℑpzq “ ℑpzq
|cz ` d|2 (23.257)

où nous avons tenu compte de ad ´ bc “ 1. Donc l’action respecte la (stricte) positivité de
la partie imaginaire.

(iii) Action Nous vérifions maintenant que la formule donne bien une action : A ˚ pB ˚ zq “
pABq ˚ z. Cela est un bon calcul :

A ˚ pB ˚ zq “ A ˚
ˆ
a1z ` b

c1z ` d1

˙
(23.258a)

“
a
´
a1z`b
c1z`d1

¯
` b

c
´
a1z`b
c1z`d1

¯
` d

(23.258b)

“ apa1z ` b1q ` bpc1z ` d1q
cpa1z ` b1q ` dpc1z ` d1q (23.258c)

“ paa1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q
pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q (23.258d)

“
ˆ
aa1 ` bc1 ab1 ` bd1
a1c` dc1 cb1 ` dd1

˙
˚ z (23.258e)

“ pABq ˚ z. (23.258f)
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(iv) Fidèle Soit A P PSLp2,Zq tel que pour tout z P P nous ayons

az ` b

cz ` d
“ z. (23.259)

Alors nous avons
cz2 ` pd´ aqz ` b “ 0. (23.260)

Cela est donc un polynôme en z qui s’annule sur un ouvert 19 (le demi-plan de Poincaré). Il
doit donc être identiquement nul, donc c “ b “ a ´ d “ 0. Si vous n’y croyez pas, écrivez
pour z “ ϵi (avec ϵ ą 0) :

´cϵ2 ` ϵpd´ aqi` b “ 0 (23.261)

pour tout ϵ. Le fait d’avoir cϵ2 “ b pour tout ϵ implique que c “ b “ 0. Donc A est de la
forme

A “
ˆ
a 0
0 d

˙
, (23.262)

avec la contrainte supplémentaire que ad “ 1, les nombres a et b étant entiers. Nous avons
donc soit a “ d “ 1 soit a “ d “ ´1. Étant donné le quotient par Z2, ces deux possibilités
donnent le même élément de PSLp2,Zq.

(v) Les orbites intersectent D Soit z P P . Nous devons trouver A P PSLp2,Zq tel que A˚z P
D. Nous savons déjà que

ℑpA ˚ zq “ ℑpzq
|cz ` d|2 . (23.263)

Nous notons Oz l’orbite de z sous le groupe modulaire et nous posons

Iz “ tℑpuq tel que u P Ozu “ tℑpA ˚ zq tel que A P PSLp2,Zqu, (23.264)

l’ensemble des parties imaginaires des éléments de l’orbite de z. Nous allons montrer que cet
ensemble est borné vers le haut en montrant que la quantité |cz ` d| ne peut, ) z donné,
prendre qu’un nombre fini de valeurs plus grandes que ℑpzq 20. Nous cherchons donc les
couples pc, dq P Z2 tels que |cz ` d| ă 1.
Nous avons ℑpcz ` dq “ cℑpzq, donc |cz ` d| ě |cℑpzq|, mais il n’y a qu’un nombre fini de
c P Z tels que |cℑpzq| ă 1. De la même façon, pour la partie réelle nous avons

ℜpcz ` dq “ cℜpzq ` d, (23.265)

et pour chaque c, il n’y a qu’un nombre fini de d P Z qui laissent cette quantité plus petite
que 1 (en valeur absolue).
Donc Iz possède un maximum. Soit A1 P PSLp2,Zq tel que ℑpA1 ˚ zq “ max Iz. Nous notons
z1 “ A1 ˚ z, et que nous n’avons à priori pas l’unicité. Nous allons maintenant agir sur z1
avec l’élément

T “
ˆ

1 1
0 1

˙
(23.266)

pour ramener z1 dans le domaine D. Si u P P nous avons T ˚ u “ u` 1 et donc

Tn ˚ u “ u` n. (23.267)

Vu que D est de largeur 1, il existe un n (éventuellement négatif) tel que

ℜpTn ˚ z1q P r´1
2 ,

1
2 r. (23.268)

19. On ne peut pas dire que b “ 0 simplement en justifiant qu’on l’obtient en posant z “ 0 parce que z “ 0 n’est
pas dans le demi-plan de Poincaré.

20. Bien que cela ne soit pas indispensable pour la preuve, remarquons que Iz ne comprend qu’une quantité au
plus dénombrable de valeurs. Le fait que, à z donné, la quantité |cz ` d|

2 puisse être rendue aussi grande que l’on
veut est évident. Donc Iz est borné vers le bas par zéro (qui n’est pas atteint, mais qui est une valeur d’adhérence).
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Notons qu’ici le fait d’être ouvert d’un côté et fermé de l’autre joue de façon essentielle (pour
l’unicité aussi). Nous notons z2 “ Tn ˚ z1.
Supposons un instant que |z2| ă 1. Nous considérons l’élément

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
(23.269)

qui fait
ℑpS ˚ zq “ ℑz

|z|2 . (23.270)

Donc si |z2| ă 1 alors ℑpS ˚ z2q ą ℑpz2q, ce qui contredit la maximalité de ℑpz2q dans Iz.
Nous en déduisons que |z2| ě 1. Nous en déduisons que |z2| ě 1.
Si |z2| ą 1, alors z2 P D1 et c’est bon. Si |z2| “ 1, alors il faut encore un peu travailler. Si
z2 ˘ 1 est à l’intérieur du disque, alors en agissant avec T ou T´1 nous retrouvons la même
contradiction que précédemment. En écrivant z2 “ eiθ, nous devons donc avoir 2 cospθq ď 1
ou encore |ℜpz2q| ď 1

2 . Donc si ℜpz2q ď 0 alors z2 P D2.
Le dernier cas à traiter est ℜpz2q P s0, 1

2 s, c’est-à-dire θ P rπ3 , π2 r. Dans ce cas l’action avec S
ramène l’angle dans la bonne zone parce que S ˚ z “ ´1

z et donc S ˚ pρe´iθq “ ´ 1
ρe

´iθ.
(vi) Unicité Nous voulons à présent montrer que si z P D, alors A ˚ z n’est plus dans D (sauf

si A “ ˘1). Nous supposons que z P D et A P PSLp2,Zq soient tels que A ˚ z P D, et nous
prouvons qu’alors soit nous arrivons à une contradiction soit nous arrivons à A “ 1. Pour
cela nous allons décomposer en de nombreux cas.

(1) Nous commençons par ℑpA ˚ zq ě ℑpzq. Dans ce cas nous avons |cz ` d| ď 1 et en
particulier |c||ℑpzq| ď 1. Étant donné que le point de D qui a la partie imaginaire la
plus petite est ´1

2 ` 2?
3 i, nous trouvons |c| ď 2{?

3. Vu que c doit être entier, nous
avons trois cas : c “ ´1, 0, 1.

(1a) Soit c “ 0. Alors A “
ˆ
a b
0 d

˙
et la condition de déterminant est ad “ 1, ce qui

signifie a “ d “ 1 (la possibilité a “ b “ ´1 est « éliminée » le quotient par Z2
définissant PSLp2,Zq). La matrice A doit alors être de la forme

A “
ˆ

1 b
0 1

˙
(23.271)

et A ˚ z “ z ` b. Si z P D, alors le seul z ` b à être (peut-être) encore dans D est
b “ 0, mais alors A est l’identité.

(1b) Soit c “ 1. Alors la condition |cz ` d| ď 1 nous donne trois possibilités 21 : d “
´1, 0, 1.

i. Si d “ ´1, alors nous devons avoir |z´1| ď 1. Il est instructif de faire un dessin,
mais le point d’intersection entre les cercles |z| “ 1 et |z ´ 1| “ 1 est le point
1
2 `

?
3

2 i, qui n’est pas dans D. Bref, il n’y a pas de points dans D vérifiant
|z ´ 1| ď 1.

ii. Si d “ 1, alors (et c’est maintenant que la dissymétrie de D intervient) nous
avons le point

z “ ´1
2 `

?
3

2 i (23.272)

qui est dans D et qui vérifie |z ` 1| ď 1. Voyons à quoi ressemble la matrice A
dans ce cas. Son déterminant est a´ b “ 1. Nous écrivons donc

A “
ˆ
b` 1 b

1 1

˙
, (23.273)

21. Je ne rigolais pas quand je disais qu’on allait avoir de nombreux cas.
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et en tenant compte du fait que zz̄ “ |z ` 1| “ 1, nous calculons

A ˚ z “ pb` 1qz ` b

z ` 1 (23.274a)

“ pbz ` z ` bqpz̄ ` 1q
|z ` 1|2 (23.274b)

“ z ` b` 1. (23.274c)

La seule façon de ne pas quitter D est d’avoir b “ ´1, mais alors nous avons

A “
ˆ

0 ´1
1 1

˙
(23.275)

et A ˚ z “ z. Donc au final z est quand même le seul de son orbite à être dans
D.
Notons au passage cette très intéressante propriété du point

z0 “ ´1
2 `

?
3

2 i. (23.276)

C’est un point de qui vérifie z0 “ A ˚ z0 pour un élément non trivial A de
PSLp2,Zq. L’existence d’un tel élément est ce qui va nous coûter un peu de
sueur pour prouver que PSLp2,Zq est engendré par S et T .

iii. Le cas d “ 0 nous fait écrire 1 “ detA “ ´b, donc b “ ´1 et

A “
ˆ
a ´1
1 0

˙
. (23.277)

Nous avons alors A ˚ z “ a ´ 1
z . De plus la condition |z| ď 1 revient à |z “ 1|.

Pour les nombres complexes de module 1, l’opération z Ñ ´1{z est la symétrie
autour de l’axe des imaginaires purs. Le seul à ne pas sortir de D est le fameux
z “ ´1

2 `
?

3
2 i, qui revient sur lui-même avec a “ ´1.

Nous passons à la possibilité c “ ´1. Dans ce cas la matrice est de la forme

A “
ˆ
a b

´1 d

˙
, (23.278)

et nous revenons au cas c “ 1 en prenant ´A au lieu de A.
(2) Nous passons au cas ℑpA ˚ zq ă ℑpzq. Nous récrivons cette condition avec

ℑpA ˚ zq ă ℑ
`
A´1 ˚ pA ˚ zq˘. (23.279)

Si nous supposons que z et A sont tels que z et A ˚ z soient tous deux dans D, alors
z1 “ A ˚ z est un élément de D tel que

ℑpz1q ă ℑpA´1 ˚ z1q. (23.280)

Or nous avons vu qu’aucun élément de D vérifiant cette condition n’existait sans être
trivial (celui qui ne bouge pas). Pour cela il suffit d’appliquer tout ce que nous venons
de dire avec A´1 au lieu de A.

(vii) Quelques conclusions Après avoir passé tous les cas en revue, le fameux point z0 “
´1

2 `
?

3
2 i est l’unique point de D à accepter une matrice non triviale A P PSLp2,Zq telle que

z0 “ A ˚ z0.
Nous remarquons aussi que tous les points de P sont ramenés dans D par une matrice obtenue
comme produit de T , S, T´1 et S´1.
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Corolaire 23.96 ([534]).
Les matrices S et T génèrent le groupe modulaire au sens où toute matrice de PSLp2,Zq s’écrit
comme

Tm1Sp1 . . . TmkSpk (23.281)

pour un certain k et des nombres mi, pi P Z. Autrement dit, PSLp2,Zq “ grpS, T q.
Démonstration. Soit z, un point de D autre que z0. Alors si A P PSLp2,Zq est non trivial nous
avons A ˚ z hors de D. Du coup, comme vu dans la démonstration du théorème 23.95, il existe
B P grpS, T q tel que B ˚ pA ˚ zq P D. Vu que D ne contient qu’un seul point de chaque orbite, nous
avons

B ˚A ˚ z “ z, (23.282)

et donc BA “ ˘1, ce qui prouve que 22 A “ B´1, c’est-à-dire que A P grpS, T q.

22. Dans PSLp2,Zq, nous n’avons pas besoin de mettre ˘ parce qu’il est compris dans la définition.



Chapitre 24

Analyse vectorielle

24.1 Le théorème de Green

Soit un champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝
F1px, y, zq
F2px, y, zq
F2px, y, zq

˛
‚ (24.1)

et un chemin σ : ra, bs Ñ R3 donné par

σptq “
¨
˝
xptq
yptq
zptq

˛
‚. (24.2)

Nous avons défini la circulation de F le long de σ par
ż

σ
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt

“
ż b

a

”
F1

`
σptq˘x1ptq ` F2

`
σptq˘y1pyq ` F3

`
σptq˘z1ptq

ı
dt

“
ż

σ
F1dx` F2dy ` F3dz.

(24.3)

La dernière ligne est juste une notation compacte 1. Elle sert à se souvenir qu’on va mettre x1 à
côté de F1, y1 à côté de F2 et z1 à côté de F3. L’avantage de cette notation est qu’on peut écrire
d’autres combinaisons.

Si f et g sont deux fonctions sur R3, nous pouvons écrire
ż

σ
fdy ` gdz. (24.4)

Cela signifie ż b

a

”
f
`
σptq˘y1ptq ` g

`
σptq˘z1ptq

ı
dt. (24.5)

Soit D une région du plan et σ, son contour que nous prenons, par convention 2, dans l’orienta-
tion trigonométrique, comme indiqué sur la figure 24.1. Nous supposons également que le domaine
D n’a pas de trous intérieurs.

Nous notons par σ “ BD le bord de D, c’est-à-dire le contour dont nous venons de parler.

1. Il y aurai beaucoup de choses à dire là-dessus, mais la vie est trop courte pour parler de formes différentielles,
et c’est dommage.

2. Il y aurait beaucoup de choses à dire sur ça aussi, mais. . .

1839
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Figure 24.1 – Un contour avec son ortientation.

Théorème 24.1 (Théorème de Green).
Soient P,Q : D Ñ R deux fonctions de classe C1. Alors

ż

BD
Pdx`Qdy “

ż

D

ˆBQ
Bx ´ BP

By
˙
dxdy. (24.6)

Pour rappel, l’intégrale du membre de gauche signifie
ż b

a

”
P
`
σptq˘σ1

xptq `Q
`
σptq˘σ1

yptq
ı
dt. (24.7)

Ce n’est d’ailleurs rien d’autre que l’intégrale du champ de vecteurs
ˆ
P
Q

˙
.

Corolaire 24.2.
L’aire du domaine D est donnée par

A “ 1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq. (24.8)

Démonstration. L’intégrale
ş

BDpxdy´ydxq se traite avec le théorème de Green où l’on pose P “ ´y
et Q “ x. Nous avons donc

ż

BD
´ydx` xdy “

ż

D

ˆBx
Bx ´ Bp´yq

By
˙
dxdy

“
ż

D
2 dxdy.

(24.9)

La dernière ligne est bien le double de la surface.

Exemple 24.3.
Calculons (encore une fois) l’aire du disque de rayon R. Il s’agit de calculer l’intégrale

I “ 1
2

ż

σ
pxdt´ ydxq (24.10)

où σ est le cercle donné par

σptq “
ˆ
xptq
yptq

˙
“
ˆ
R cosptq
R sinptq

˙
(24.11)

Le calcul est
I “ 1

2

ż 2π

0
R cospθqlooomooon

x

R cospθqlooomooon
y1

´R sinpθqlooomooon
y

p´R sinpθqqlooooomooooon
x1

dθ

“ R2

2

ż π

0
dθ

“ πR2.

(24.12)

△
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Exemple 24.4.
Calculons l’aire de l’ellipse

x2

a2 ` y2

b2 ď 1 (24.13)

dont le bord est donné par
"
xptq “ a cosptq (24.14a)
yptq “ b sinptq. (24.14b)

Le terme xdy devient a cosptqb cosptq “ ab cos2ptq et le terme ydx devient b sinptqp´a sinptqq “
´ab sin2ptq. L’intégrale qui donne la surface est donc

1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq “ 1

2

ż 2π

0
ab “ πab. (24.15)

△

Le théorème de Green peut être mis sous une autre forme.

Théorème 24.5 (Théorème de Green, forme vectorielle).
Si G est un champ de vecteurs sur D, nous avons

ż

BD
G· dσ “

ż

D
p∇ ˆGq · dS (24.16)

où le second membre est le flux de ∇ ˆG sur la surface D.

Démonstration. Analysons le membre de droite. Nous savons que D est une surface dans le plan
R2. Le vecteur normal à la surface est donc simplement le vecteur (constant) ez. Le produit
scalaire p∇ ˆF q · dS est donc p∇ ˆF q · ez et se réduit à la troisième composante du rotationnel,
c’est-à-dire

BF2
Bx ´ BF1

By . (24.17)

Cela est bien le membre de droite de l’équation (24.6). Le membre de gauche de cette dernière est
bien le membre de gauche de (24.16).

Exemple 24.6.
Soit le champ de vecteurs F px, yq “

ˆ
xy2

y ` x

˙
, et soit à calculer

ż

D
∇ ˆ F · dS (24.18)

où D est la région comprise entre les courbes y “ x2 et y “ x pour x ě 0 (voir la figure 24.2).

1

1

Figure 24.2 – Le contour d’intégration pour l’exemple 24.6.
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Nous pouvons calculer cette intégrale directement en calculant le rotationnel de F :

∇ ˆ F “
¨
˝

0
0

1 ´ 2xy

˛
‚. (24.19)

Par conséquent l’intégrale à effectuer est

I “
ż 1

0
dx

ż x

x2
p1 ´ 2xyqdy “ 1

12 . (24.20)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=1-2*x*y
sage: f.integrate(y,x**2,x).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 1/12

L’autre façon de calculer l’intégrale est d’utiliser le théorème de Green et de calculer la circu-
lation de F le long de BD :

I “
ż

BD
F ·σ. (24.21)

Le chemin σ “ BD est composé de la parabole y “ x2 et du segment de droite x “ y. Attention :
il faut respecter l’orientation. Nous avons

σ1ptq “ pt, t2q (24.22)

et
σ2ptq “ p1 ´ t, 1 ´ tq. (24.23)

Notez bien que le second chemin est p1 ´ t, 1 ´ tq et non pt, tq parce qu’il faut le parcourir dans le
bon sens (voir le dessin).

Commençons par le premier chemin :

σ1ptq “ pt, t2q
σ1

1ptq “ p1, 2tq
F
`
σ1ptq˘ “

ˆ
t5

t` t2

˙
,

(24.24)

et par conséquent
F
`
σ1ptq˘·σ1

1ptq “ t5 ` 2t2 ` 2t3, (24.25)

et le premier morceau de la circulation vaut
ż

σ1

F · dσ1 “
ż 1

0
t5 ` 2t2 ` 2t3 “ 4

3 . (24.26)

Pour le second chemin :
σ2ptq “ p1 ´ t, 1 ´ tq

σ1
2ptq “ p´1,´1q

F
`
σ2ptq˘ “

ˆp1 ´ tq3

2p1 ´ tq
˙
.

(24.27)

Par conséquent
F
`
σ2ptq˘·σ2ptq “ ´p1 ´ tq2 ´ 2p1 ´ tq. (24.28)
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Le second morceau de la circulation est par conséquent

ż 1

0
´p1 ´ tq2 ´ 2p1 ´ tqdt “ ´5

4 . (24.29)

La circulation de F le long de σ est donc égale à

4
3 ´ 5

4 “ 1
12 . (24.30)

Comme prévu, nous obtenons le même résultat. △

24.2 Théorème de la divergence dans le plan

24.2.1 La convention de sens de parcours

Soient D, un domaine dans le plan et un paramétrage

σ : ra, bs Ñ R2

t ÞÑ
ˆ
xptq
yptq

˙
,

(24.31)

un paramétrage du bord BD de D. La normale à σ est perpendiculaire à la tangente, donc la
normale extérieure de norme 1 vaut

n “
`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
ou n´ “

`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (24.32)

Comment faire le choix ?
Nous prenons comme convention que le sens du chemin doit être tel que le vecteur normal

extérieur soit

n “
`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (24.33)

Donc si le chemin σ donne lieu à un vecteur n pointant vers l’intérieur, il faut utiliser le chemin
qui va dans le sens contraire : σ̃ptq “ σp1 ´ tq.

Les vecteurs tangents et normaux d’un contour sont dessinés sur la figure 24.3.

Figure 24.3 – Le champ de vecteurs tangents est dessiné en rouge tandis qu’en vert nous avons
le champ de vecteurs normaux extérieurs.
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24.2.2 Théorème de la divergence

Théorème 24.7 (Théorème de la divergence).
Soit F un champ de vecteurs sur R2. Le flux de F à travers le bord de D est égal à l’intégrale de
la divergence de F sur D. En formule :

ż

BD
F ·ndσ “

ż

D
∇ ·F dxdy. (24.34)

Démonstration. Tant F ·n que ∇ˆF sont des fonctions. Le membre de gauche est donc l’intégrale
d’une fonction sur un chemin et le membre de droite est l’intégrale d’une fonction sur une surface.
Notre convention de sens de parcours du chemin permet d’écrire le produit scalaire F ·n sous la
forme suivante :

F ·n “ 1
}σ1}

ˆ
Fx
Fy

˙
·

ˆ
y1

´x1
˙

“ 1
}σ1}pFxy1 ´ Fyx

1q

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·

ˆ
x1
y1
˙

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1.

(24.35)

Par conséquent, la fonction
F ·n (24.36)

est la même que la fonction
1

}σ1}
ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1. (24.37)

L’intégrale de cette dernière fonction sur le chemin σ est

I “
ż

σ
F ·n

“
ż

σ

1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1

“
ż b

a

1
}σ1ptq}

ˆ´Fy
`
σptq˘

Fx
`
σptq˘

˙
·σ1ptq}σ1ptq}dt

“
ż b

a

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1ptqdt.

(24.38)

Cette dernière intégrale est la circulation du champ de vecteurs
ˆ´Fy
Fx

˙
sur le chemin σ. Le

théorème de Green 24.5 nous enseigne que la circulation le long d’un chemin est égale au flux du
rotationnel à travers la surface. Par conséquent,

I “
ż

D

ˆ
∇ ˆ

ˆ´Fy
Fx

˙˙
· dS “

ż

D
∇ ·F dxdy (24.39)

24.3 Théorème de Stokes

Nous nous mettons maintenant dans R3, et nous y considérons une surface paramétrée S donc
le bord est BS.
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Théorème 24.8 (Théorème de Stokes).
Alors le flux du rotationnel de F à travers S est égal à la circulation de F le long du bord. En
formule : ż

S
∇ ˆ F · dS “

ż

BS
F · dσ. (24.40)

Nous pouvons nous donner une idée du pourquoi ce théorème est vrai. D’abord, si la surface
est plate, cela est exactement le théorème de Green 24.5. Supposons maintenant que le bord reste
plat, mais que la surface se déforme un petit peu. Le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚ (24.41)

est tout autant le bord du disque plat de rayon 1 que celui de la demi-sphère

ϕpx, yq “
¨
˝

x
ya

1 ´ x2 ´ y2

˛
‚. (24.42)

Le champ de vecteur que nous considérons est G “ ∇ ˆ F . Il a un certain flux à travers le disque
plat, et ce plus est égal à la circulation de F sur σ. Quel est le flux de G à travers la demi-sphère ?
Étant donné que ∇ ·G “ ∇ · p∇ ˆ F q “ 0, le champ de vecteurs G est incompressible, de telle
façon que tout ce qui rentre dans la demi-sphère doit en sortir. Le flux de G à travers la demi-sphère
doit par conséquent être égal à celui à travers le disque plat.

Exemple 24.9.
Soit C l’intersection entre le cylindre x2 ` y2 “ 1 et le plan x ` y ` z “ 1. Calculer la circulation
de

F px, y, zq “
¨
˝

´y3

x3

´z3

˛
‚ (24.43)

le long de C.
Au lieu de calculer directement ż

C
F · dσ, (24.44)

nous allons calculer ż

S
∇ ˆ F · dS (24.45)

où S est une surface dont C est le bord. Cette intégrale est à calculer avec la formule (20.279).
La première chose à faire est de trouver une surface dont le bord est C et en trouver un

paramétrage ϕ. Le plus simple est de prendre le graphe du plan sur le cercle x2 ` y2 ` 1. Un
paramétrage de cette surface est simplement

ϕ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

1 ´ x´ y

˛
‚ (24.46)

où D est le disque de rayon 1. Étant donné que cela paramètre le plan x` y` z´ 1 “ 0, le vecteur
normal est n “ ex ` ey ` zz. Nous pouvons cependant calculer ce vecteur normal en suivant la
recette usuelle. D’abord les vecteurs tangents sont

Bϕ
Bx “

¨
˝

1
0

´1

˛
‚, Bϕ

By “
¨
˝

0
1

´1

˛
‚. (24.47)
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Et le vecteur normal est donné par le produit vectoriel :

n “ Bϕ
Bx ˆ Bϕ

By

“
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ´1
0 1 ´1

∣∣∣∣∣∣∣
“ ex ` ey ` zz.

(24.48)

Ensuite, le rotationnel de F est donné par

∇ ˆ F “ 3px2 ` y2qez. (24.49)

Par conséquent,
∇ ˆ F ·

ˆBϕ
Bx ˆ Bϕ

By
˙

“ 3px2 ` y2q. (24.50)

L’intégrale à calculer est donc
ż

S
∇ ˆ F · dS “

ż

D
p∇ ˆ F q`ϕpx, yq˘·

ˆBϕ
Bx ˆ Bϕ

By
˙
dxdy

“ 3
ż

D
px2 ` y2qdxdy.

(24.51)

Cette dernière intégrale est l’intégrale d’une fonction sur le disque de rayon 1. Elle s’effectue en
passant aux coordonnées polaires :

3
ż

D
px2 ` y2qdxdy “

ż 2π

0
dθ

ż 1

0
pr2qr dr “ 3π

2 . (24.52)

△

24.4 Théorème de Gauss
Soit V une partie de R3 délimitée par une surface S sur laquelle nous considérons la normale

extérieure. Soit F un champ de vecteurs sur R3.

Théorème 24.10 (Théorème de la divergence ou de Gauss).
Le flux d’un champ de vecteur F à travers une surface fermée est égale à l’intégrale de la divergence
sur le volume correspondant :

ż

BV
F · dS “

ż

V
∇ ·F dxdydz. (24.53)

Ce théorème signifie que la quantité de fluide qui s’accumule dans le volume (le flux est ce qui
rentre moins ce qui sort) est égal à l’intégrale de ∇ ·F sur le volume, alors que nous savons que,
localement, la quantité ∇ ·F px, y, zq est la quantité de fluide qui s’accumule au point px, y, zq.
Remarque 24.11.
Ce théorème ne fonctionne qu’avec des surfaces fermées. Essayer de l’appliquer au calcul de flux
à travers des surfaces ouvertes n’a pas de sens parce qu’une surface ouverte ne délimite pas un
volume.

24.12.
La formule de la divergence peut être utilisée comme intégration par partie. Si u est une fonction
et F un champ de vecteurs, ∇puF q “ ∇puq ·F ` u∇ ·F et alors

ż

BV
uF ·n “

ż
V∇puF q “

ż

V
u∇ ·F `

ż

V
F · ∇u (24.54)
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où n est le champ de vecteurs normal extérieur à V . En remettant les termes dans un ordre qui
ressemble plus à l’intégration par partie :

ż

V
F · ∇u “

ż

BV
uF ·n´

ż

V
u∇F. (24.55)

Exemple 24.13.
Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝

2x
y2

z2

˛
‚ (24.56)

à travers la sphère de rayon 1 centrée à l’origine. Nous utilisons le théorème de la divergence
ż

S
F ·ndS “

ż

B
∇ ·F dxdydz (24.57)

où S est la sphère et B est la boule (la sphère pleine). La divergence de F se calcule :

∇ ·F “ BFx
Bx ` BFy

By ` BFz
Bz “ 2 ` 2x` 2y. (24.58)

L’intégrale est donc en trois termes :
ż

B
2 “ 2Volume(B) “ 8π

3ż

B
y dxdydz “ 0

ż

B
z dxdydz “ 0.

(24.59)

△

Dans certains cas le théorème de Gauss permet de simplifier le calcul de l’intégrale d’une
fonction sur une surface.

Exemple 24.14.
Soit à calculer l’intégrale

I “
ż

BB
px2 ` y ` zqdS, (24.60)

c’est-à-dire l’intégrale de la fonction x2 ` y ` z sur la sphère. Le vecteur normal à la sphère est

n “ xex ` yey ` zez. (24.61)

Étant donné que nous sommes sur la sphère de rayon 1, ce vecteur est même normé. La fonction
que nous regardons n’est rien d’autre que F ·n avec

F “
¨
˝
x
1
1

˛
‚. (24.62)

Nous pouvons donc simplement intégrer ∇ ·F sur toute la boule :

I “
ż

B
∇ ·F dxdydz “

ż

B
1 dxdudz “ 4π

3 . (24.63)

△
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24.5 Coordonnées curvilignes

24.5.1 Base locale

Nous connaissons déjà les coordonnées sphériques et cylindriques sur R3. Ce sont des systèmes
« un peu courbes ». Il en existe bien entendu de nombreux autres (sinon ce ne serait pas drôle),
et nous allons faire une étude un peu général de ces systèmes de coordonnées curvilignes. Des
coordonnées curvilignes sur R3 est n’importe quel 3 système qui permet de repérer un point de R3

à partir de trois nombres.
Il s’agit donc d’un ensemble de trois applications

xi : R3 Ñ R. (24.64)

Les coordonnées cylindriques sont
$
’&
’%

x1pr, θ, zq “ r cos θ (24.65a)
x2pr, θ, zq “ r sin θ (24.65b)
x3pr, θ, zq “ z (24.65c)

Soit donc un système général q “ pq1, q2, q3q et

Mpqq “
¨
˝
x1pqq
x2pqq
x3pqq

˛
‚. (24.66)

Si nous fixons q2 et q3 et que nous laissons varier q1, nous obtenons une courbe 4 dont nous pouvons
considérer le vecteur vitesse, c’est-à-dire le vecteur tangent. En chaque point nous avons ainsi trois
vecteurs BM

Bqi pqq. (24.67)

Nous disons que le système de coordonnées curviligne est orthogonal si ces trois vecteurs sont
orthogonaux. Dans la suite nous supposerons que c’est toujours le cas.

Nous posons
hi “

››››
BM
Bqi

›››› (24.68)

et nous considérons les trois vecteurs normés

ei “ h´1
i

BM
Bqi . (24.69)

Les trois vecteurs te1, e2, e3u forment une base orthonormée dite base locale. Ce sont des vecteurs
liés 5 au point M .

24.5.2 Importance de l’orthogonalité

Nous avons dit que nous nous restreignons au cas où les vecteurs ei sont orthogonaux. En
termes de produits scalaires, cela signifie

ei · ej “ δij . (24.70)

Nous en étudions maintenant quelques conséquences. L’équation (24.69) peut s’écrire plus explici-
tement sous la forme

ei “
ÿ

k

h´1
i

Bxk
Bqi 1k. (24.71)

3. Nous n’entrons pas dans les détails de régularité.
4. Dans le cas des sphériques, c’est une demi-droite horizontale d’angle q2 et de hauteur q3.
5. En géométrie différentielle on dira que ce sont des élément de l’espace tangent, mais c’est une toute autre

histoire.
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Notez que pour chaque k et i, la quantité h´1
i

BxkBqi
est un simple nombre. Nous allons les mettre

dans une matrice :
Aki “ h´1

i

Bxk
Bqi . (24.72)

Cela nous donne le changement de base

ei “
ÿ

k

Aki1k. (24.73)

Le produit ei · ej s’écrit alors
ei · ej “

ÿ

kl

AkiAlj 1k · 1lloomoon
“δkl

“
ÿ

kl

AkiAljδkl

“
ÿ

k

AkiAkj

“
ÿ

k

pAT qikAkj .

(24.74)

Or cela doit valoir δij . Par conséquent
AT “ A´1. (24.75)

Le fait que les coordonnées curvilignes considérées soient orthogonales s’exprime donc par la fait
que la matrice de changement de base est une matrice orthogonale.

Cette circonstance nous permet d’inverser le changement de base (24.73) en multipliant cette
équation par pA´1qil des deux côtés et en faisant la somme sur i :

ÿ

i

pA´1qilei “
ÿ

kl

AkipA´1qillooooomooooon
“δkl

1k, (24.76)

par conséquent ÿ

i

pAT qilei “ 1l, (24.77)

et
1l “

ÿ

i

Aliei “
ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei. (24.78)

Armés de cette importante formule, nous pouvons exprimer les quantités que nous connaissons
dans la base canonique en termes de la base locale.

Une autre conséquence du fait que e1, e2 et e3 est une base orthonormée est que, éventuellement
en réordonnant les vecteurs, on a

e1 ˆ e2 “ e3

e2 ˆ e3 “ e1

e3 ˆ e1 “ e2

(24.79)

Ces trois relations s’écrivent en une seule avec

ei ˆ ej “
ÿ

k

ϵijkek (24.80)

où

ϵijk “

$
’&
’%

0 si i, j, k ne sont pas tous différents
1 si ijk se ramène à 123 par un nombre pair de permutations
´1 si ijk se ramène à 123 par un nombre impair de permutations

(24.81)

est le symbole de Levi-Civita. La formule du produit vectoriel peut également être utilisée à
l’envers sous la forme

ek “ 1
2
ÿ

ij

ϵijk ei ˆ ej . (24.82)
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Le symbole de Levi-Civita possède de nombreuses formules. En voici certaines, facilement
démontrables en considérant tous les cas :

ϵijkϵijl “ δkl|ϵijk|. (24.83)

Grâce au symboles de Levi-Civita, le produit mixte des vecteurs de base a une belle forme :

el · pei ˆ ejq “
ÿ

k

ϵijkel ˆ ek “
ÿ

k

ϵijkδlk “ ϵijl. (24.84)

24.5.3 Coordonnées polaires

Les coordonnées curvilignes polaires sont données par

Mpr, θq “
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
, (24.85)

et par conséquent
BM
Br “

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
,

BM
Bθ “

ˆ´r sinpθq
r cospθq

˙
. (24.86)

Nous avons les normes hr “ 1 et hθ “ r, et donc les vecteurs de la base locale en pr, θq sont

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (24.87)

ainsi que

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙

“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (24.88)

Ces vecteurs sont représentés à la figure 24.4. Notez qu’il y en a une paire différente en chaque
point.

er
eθ

(a) Base locale.

er eθ

(b) Base locale.

Figure 24.4 – En brun, les lignes que le point suivrait si on ne variait qu’une coordonnées polaires
à la fois. Les vecteurs rouges sont les vecteurs er et eθ.

24.5.4 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont les mêmes que les coordonnées polaires à part qu’il faut
écrire

Mpr, θ, zq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

z

˛
‚, (24.89)

et nous avons le vecteur de base supplémentaire

ez “ BM
Bz “

¨
˝

0
0
1

˛
‚ (24.90)

parce que hz “ 1.
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24.5.5 Coordonnées sphériques

Les coordonnées curvilignes sphériques sont données par

Mpρ, θ, φq “
¨
˝
ρ sinpθq cospφq
ρ sinpθq sinpφq

ρ cospθq

˛
‚, (24.91)

dont les dérivées sont données par

BM
Br “

¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, BM

Bθ “
¨
˝
ρ cospθq cospφq
ρ cospθq sinpφq

´ρ sinpθq

˛
‚,

BM
Bφ “

¨
˝

´ρ sinpθq sinpφq
ρ sinpθq cospφq

0

˛
‚

(24.92)

Les normes de ces vecteurs sont hρ “ 1, hθ “ ρ et hφ “ ρ sinpθq. Les vecteurs de la base locale en
pρ, θ, φq sont donc

er “
¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospφq
cospθq sinpφq

´ sinpθq

˛
‚,

eφ “
¨
˝

´ sinpφq
cospφq

0

˛
‚

(24.93)

24.5.6 Gradient en coordonnées curvilignes

Soit px, y, zq ÞÑ fpx, y, zq une fonction sur R3. Nous pouvons la composer avec les coordonnées
curvilignes q pour obtenir la fonction

f̃pq1, q2, q3q “ f
`
x1pqq, x2pxq, x3pqq˘. (24.94)

Nous disons que f̃ est l’expression de f dans les coordonnées q. Nous savons déjà comment calculer
le gradient de f en coordonnées cartésiennes :

F px, y, zq “ ∇fpx, y, zq “
¨
˝

Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚. (24.95)

Cela est un vecteur lié au point px, y, zq. Notre objectif de bonheur dans la vie serait d’exprimer
les coordonnées de ce vecteur dans la base te1, e2, e3u. En d’autres termes, nous voudrions trouver
les nombres F̃1, F̃2 et F̃3 tels que

F px, y, zq “ F
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “ F̃1e1 ` F̃2e2 ` F̃3e3. (24.96)

Ces nombres seront des fonctions de pq1, q2, q3q.
Par définition,

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l. (24.97)
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En remplaçant 1l par sa valeur en termes des ei par la formule (24.78),

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l

“
ÿ

l

Bf
Bxl

ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

il

1
hi

Bf
Bxl

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

i

1
hi

Bf̃
Bqi ei.

(24.98)

Plus explicitement,

∇f
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “

ÿ

i

1
hipqq

Bf̃
Bqi pqqei (24.99)

où
hipqq “

››››
BM
Bqi pqq

›››› . (24.100)

Le plus souvent nous n’allons pas noter explicitement la dépendance de hi en q.

24.5.6.1 Coordonnées sphériques

Nous pouvons exprimer le gradient d’une fonction en coordonnées sphériques en utilisant la
formule (24.99) :

∇f̃pρ, θ, φq “ Bf̃
Bρ eρ ` 1

ρ

Bf̃
Bθ eθ ` 1

ρ sinpθq
Bf̃
Bφrφ. (24.101)

Cette expression peut paraitre peu pratique parce que les vecteurs eρ, eθ et eφ eux-mêmes changent
en chaque point. Elle est effectivement peu adaptée au dessin, mais elle est très pratique pour des
fonctions ayant des symétries.

Exemple 24.15.
Le potentiel de la gravitation est la fonction

V px, y, zq “ 1a
x2 ` y2 ` z2

. (24.102)

En coordonnées sphériques elle s’écrit

Ṽ pρ, θ, φq “ 1
ρ
. (24.103)

En voilà une fonction qu’elle est facile à dériver, contrairement à V ! En suivant la formule (24.101),
nous avons immédiatement

∇Ṽ “ ´ 1
ρ2 eρ. (24.104)

Nous voyons immédiatement que cela est un champ de vecteurs dont la norme diminue comme le
carré de la distance à l’origine et qui est en permanence dirigé vers l’origine. △

24.5.7 Divergence en coordonnées curvilignes

Nous savons que

∇f̃ “
ÿ

j

1
hj

Bf̃
Bqj ej . (24.105)
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Nous pouvons en particulier considérer la fonction fpqq “ qi. De la même manière que nous avions
noté xi la fonction x ÞÑ xi, nous notons qi la fonction q ÞÑ qi. Le gradient de cette fonction est
donné par

∇qi “
ÿ

j

1
hj

Bqi
Bqj ej , (24.106)

mais BqiBqj
“ δij , donc

∇qi “ ei
hi
, (24.107)

ou encore
ei “ hi∇qi. (24.108)

Cela n’est pas étonnant : la direction dans laquelle la coordonnées qi varie le plus est le vecteur ei
qui donne la tangente à la courbe obtenue lorsque seul qi varie.

Commençons par calculer la divergence de ei. En utilisant la formule (24.82),

∇ · ek “ 1
2
ÿ

ij

ϵijk ∇ · pei ˆ ejq. (24.109)

Nous avons, en utilisant les règles de Leibnitz de la proposition 12.496,

∇ · pei ˆ ejq “ ∇ · phi∇qi ˆ hj∇qjq
“ ∇phihjq ·

`
∇qi ˆ ∇qj

˘ ` hihj∇ ·
`
∇qi ˆ ∇qj

˘

“ ∇phihjq ·
`
∇qi ˆ ∇qj

˘

` hihj∇qj ·
`

∇ ˆ ∇qilooomooon
“0

˘

` hihj∇qi ·
`

∇ ˆ ∇qjlooomooon
“0

˘

(24.110)

Cela nous fait
∇ · ek “

ÿ

ij

ϵijk
∇phihjq
hihj

· pei ˆ ejq. (24.111)

parce que ∇qi “ h´1
i ei. Nous pouvons développer le gradient qui intervient :

∇phihjq “
ÿ

l

1
hl

B
Bql phihjqel. (24.112)

Nous voyons donc arriver le produit mixte el · pei ˆ ejq. En utilisant la formule (24.84), cela
s’exprime directement sous la forme ϵijl.

Nous avons alors
∇ · ek “ 1

2
ÿ

ijl

1
hihjhl

B
Bql phihjqϵijkϵijl

“ 1
2
ÿ

ijl

δkl|ϵijk| B
Bql phihjq

“ 1
2
ÿ

ij

|ϵijk|
hihjhk

B
Bqk phihjq.

(24.113)

Par exemple,
∇ · e1 “ 1

h1h2h3

B
Bq1

ph2h3q. (24.114)

Nous devons maintenant chercher le gradient d’un champ général

F pqq “
ÿ

k

Fkpqqek. (24.115)
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La première chose à faire est d’utiliser la formule de Leibnitz :

∇ ·F “
ÿ

k

∇Fkpqq · ek `
ÿ

k

Fkpqq∇ · ek. (24.116)

Afin d’alléger les notations, nous allons nous concentrer sur le terme numéro k et ne pas écrire la
somme. Si i et j sont les nombres tels que ϵijk “ 1, alors ce que la formule (24.113) signifie, c’est
que

∇ · ek “ 1
h1h2h3

B
Bqk phihjq. (24.117)

Nous savons déjà par la formule (24.99) que

∇Fk “
ÿ

l

1
hl

BFk
Bql el, (24.118)

par conséquent
∇Fk · ek “

ÿ

l

1
hl

BFk
Bql δkl “ 1

hk

BFk
Bqk . (24.119)

Pour obtenir cela nous avons utilisé le fait que el · ek “ δlk. Le terme numéro k de la somme
(24.116) est donc

1
hk

BFk
Bqk ` Fk

hkhihj

Bphihjq
Bqk “ 1

hihjhk

BpFkhihjq
Bqk (24.120)

où il est entendu que i et j représentent les nombres tels que ϵijk “ 1.
Au final, nous avons

∇ ·F “ 1
h1h2h3

ÿ

ijk

|ϵijk|BpFkhihjq
Bqk . (24.121)

Ici, la somme sur i et j consiste seulement à sélectionner les termes tels que i et j ne sont pas k.
En écrivant la somme explicitement,

∇ ·F “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1

pF1h2h3q ` B
Bq2

pF2h1h3q ` B
Bq3

pF3h1h2q
ȷ
. (24.122)

24.5.7.1 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, nous avons déjà vu que hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1. La divergence
est donc donnée par

∇ ·F “ 1
r

„ B
Br prFrq ` B

Bθ pFθq ` B
Bz prFzq

ȷ
. (24.123)

Par exemple si
F pr, θ, zq “ reθ ` ez, (24.124)

nous avons
p∇ ·F qpr, θ, zq “ 1

r

„ B
Bθ prq ` B

Bz prq
ȷ

“ 0. (24.125)

Cela est logique parce que reθ est à peu près le champ dont nous avons parlé dans l’exemple
(12.493), qui était à divergence nulle. En réalité, le champ dont on parlait dans cet exemple était
exactement ´eθ. Le champ ez est également à divergence nulle parce qu’il est constant.

24.5.7.2 Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, nous avons hρ “ 1, hθ “ r et hφ “ r sin θ, donc

∇ ·F “ 1
r2 sin θ

„ B
Bρpρ2 sin θFρq ` B

Bθ pρ sin θFθq ` B
BφpρFφq

ȷ
. (24.126)

si F pρ, θ, φq “ Fρeρ ` Fθeθ ` Fφeφ.
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24.5.8 Laplacien en coordonnées curvilignes orthogonales

Soit une fonction f : R3 Ñ R. Le laplacien de f est donné par

∆f “ ∇ · p∇fq. (24.127)

En utilisant les formules données, nous avons

∆f “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1

ˆ
h2h3
h1

Bf
Bq1

˙
` B

Bq2

ˆ
h1h3
h2

Bf
Bq2

˙
` B

Bq3

ˆ
h1h2
h3

Bf
Bq3

˙ȷ
. (24.128)

Dans cette expression, la fonction f est donnée comme fonction de q1, q2 et q3.
En coordonnées cylindriques, cela s’écrit

∆f “ 1
r

„ B
Br

ˆ
r

Bf
Br

˙
` B

Bθ
ˆ

1
r

Bf
Bθ

˙
` B

Bz
ˆ
r

Bf
Bz

˙ȷ

“ B2f

Br2 ` 1
r

Bf
Br ` 1

r2
B2f

Bθ2 ` B2f

Bz2 .

(24.129)

Dans cette expression, f est fonction de r, θ et z.
En coordonnées sphériques, cela devient

∆f “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρ

ˆ
ρ2 sin θBf

Bρ
˙

` B
Bθ

ˆ
sin θBf

Bθ
˙

` B
Bφ

ˆ
1

sin θ
Bf
Bφ

˙ȷ
. (24.130)

Dans cette expression, f est fonction de ρ, θ et φ.

24.5.9 Rotationnel en coordonnées curvilignes orthogonales

Nous voulons calculer le rotationnel de F pqq “ ř
k Fkpqqek. Pour cela nous commençons par

écrire ek “ hk∇qk et nous utilisons la formule de la proposition 12.496(3) avec Fkhk en guise de
f :

∇ ˆ Fkek “ ∇ ˆ pFkhk∇qkq
“ Fkhk ∇ ˆ p∇qkqlooooomooooon

“0

`∇pFkhkq ˆ ∇qk

“ 1
hk

∇pFkhkq ˆ ek.

(24.131)

Nous utilisons à présent la formule (24.99) du gradient et le formule ej ˆ ek “ ř
l ϵjklel :

∇ ˆ pFkekq “
ÿ

j

1
hjhk

B
Bqj pFkhkqej ˆ ek

“
ÿ

jl

1
hjhk

ϵjkl
B

Bqj pFkhkqel.
(24.132)

Le rotationnel s’écrit donc
∇ ˆ F “

ÿ

jkl

1
hjhk

ϵjkl
B

Bqj pFkhkqel. (24.133)

Devant e1 par exemple nous avons seulement les termes j “ 2, k “ 3 et j “ 3, k “ 2. Étant donné
que ϵ231 “ 1 et ϵ321 “ ´1, le coefficient de e1 sera simplement

1
h2h3

ˆ B
Bq2

pF3h3q ´ B
Bq3

pF2h2q
˙
. (24.134)

La formule complète devient

∇ ˆ
ÿ

k

Fkek “ 1
h2h3

ˆ B
Bq2

pF3h3q ´ B
Bq3

pF2h2q
˙

` 1
h1h3

ˆ B
Bq3

pF1h1q ´ B
Bq1

pF3h3q
˙

` 1
h2h1

ˆ B
Bq1

pF2h2q ´ B
Bq2

pF1h1q
˙
.

(24.135)
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24.5.9.1 Coordonnées cylindriques

En utilisant hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1, nous trouvons

∇ ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´ BpFθrq

Bz
˙
er

`
ˆBFr

Bz ´ BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFr
Bθ

˙
ez.

(24.136)

24.5.9.2 Coordonnées sphériques

En utilisant hρ “ 1, hθ “ ρ et hφ “ ρ sin θ, nous trouvons

∇ ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fφeφq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFφq sin θ
Bθ ´ BFθ

Bφ
˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bφ ´ BpFφρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFr

Bθ
˙
eφ.

(24.137)

Note : dans le premier terme, il y a une simplification par ρ.

24.6 Les formules

24.6.1 Coordonnées polaires

Les vecteurs de base :

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (24.138a)

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙

“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (24.138b)

Le gradient :

∇f̃pr, θq “ Bf̃
Br pr, θqer ` 1

r

Bf̃
Bθ pr, θqeθ. (24.139)

La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq ` B

Bθ pFθq
ȷ
. (24.140)

Le rotationnel :
∇ ˆ pFrer ` Fθeθq “

ˆBpFθrq
Br ´ BFr

Bθ
˙
ez. (24.141)

Notons que le rotationnel n’existe pas vraiment en deux dimensions. Ici nous avons vu le champ
F pr, θq comme un champ dans R3 ne dépendant pas de z et n’ayant pas de composante z. Le
résultat est un rotationnel qui est dirigé selon l’axe z.

24.6.2 Coordonnées cylindriques

Les vecteurs de base : idem qu’en coordonnées polaires, et on ajoute ez sans modifications.
Le gradient :

∇f̃pr, θ, zq “ Bf̃
Br pr, θ, zqer ` 1

r

Bf̃
Bθ pr, θ, zqeθ ` Bf̃

Bz pr, θ, zqez. (24.142)
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La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq ` B

Bθ pFθq ` B
Bz prFzq

ȷ
. (24.143)

Le rotationnel :

∇ ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´ BpFθrq

Bz
˙
er

`
ˆBFr

Bz ´ BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFr
Bθ

˙
ez.

(24.144)

Note : les formules concernant les coordonnées polaires se réduisent de celles-ci en enlevant
toutes les références à z.

24.6.3 Coordonnées sphériques

Les vecteurs de base :

er “
¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospφq
cospθq sinpφq

´ sinpθq

˛
‚,

eφ “
¨
˝

´ sinpφq
cospφq

0

˛
‚

(24.145)

Le gradient :

∇f̃pρ, θ, φq “ Bf̃
Bρ eρ ` 1

ρ

Bf̃
Bθ eθ ` 1

ρ sinpθq
Bf̃
Bφrφ. (24.146)

La divergence :

∇ ·F “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρpρ2 sin θFρq ` B

Bθ pρ sin θFθq ` B
BφpρFφq

ȷ
. (24.147)

Le rotationnel :

∇ ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fφeφq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFφq sin θ
Bθ ´ BFθ

Bφ
˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bφ ´ BpFφρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFr

Bθ
˙
eφ.

(24.148)
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Chapitre 25

Espaces de Hilbert

25.1 Espaces de Hilbert
Définition 25.1.
Soit un espace vectoriel E sur le corps K. Son dual topologique, noté E1, est l’ensemble des
formes linéaires continues de E vers K.

Proposition 25.2 ([535]).
Soient des espaces vectoriels normés X et Y ainsi qu’une forme sesquilinéaire ϕ : X ˆ Y Ñ C.
L’espace X ˆ Y est muni de la topologie produit 1. Il y a équivalence des faits suivants.

(1) ϕ est continue.
(2) ϕ est continue en p0, 0q
(3) supt|ϕpx, yq| tel que }x}, }y} ď 1u ă 8.
(4) Il existe C ě 0 telle que

|ϕpx, yq| ď C}x}}y} (25.1)

pour tout px, yq P X ˆ Y .
(5) ϕ est bornée

Dans le cas où ϕ vérifie ces propriétés, sa norme est donnée par

}ϕ} “ mintC ě 0 tel que |ϕpx, yq| ď C}x}}y}@px, yq P X ˆ Y u. (25.2)

Définition 25.3.
Un espace préhilbertien est

— soit un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire 2,
— soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien 3.

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet 4 pour la norme induite par son
produit (scalaire ou hermitien), c’est-à-dire tel que

}x} “ axx, xy (25.3)

pour tout élément x.
Dans les deux cas nous considérons la topologie métrique dérivant du produit.

Dans les cas de dimension finie, les espaces vectoriels normés sont automatiquement complets
par la proposition 7.253.

La différence entre un espace de Hilbert et un espace de Banach est que dans le cas d’un espace
de Hilbert, nous demandons que la norme dérive d’un produit scalaire.

1. Quand on ne précise pas, un produit est toujours muni de la topologie produit 7.14.
2. Définition 9.155.
3. Définition 9.163.
4. Définition 7.226.

1859
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Proposition 25.4.
Si H est un espace de Hilbert réel, alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy. (25.4)

Si H est un espace de Hilbert complexe alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2 Rexx, yy. (25.5)

Dans les deux cas nous avons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|xx, yy| ď }x}}y}. (25.6)

Dans un espace vectoriel de dimension infinie, tous les opérateurs linéaires ne sont pas continus.

Exemple 25.5.
Soit un espace vectoriel V engendré par la base tekukPN et l’application linéaire T : V Ñ V donnée
par

Tek “ kek. (25.7)

Nous allons montrer que l’image inverse de la boule unité ouverte O n’est pas ouverte. En effet si
pϵkq est une suite de réels strictement positifs tendant vers zéro, les vecteurs

ak “
ˆ

1
k

` ϵk

˙
ek (25.8)

sont hors de T´1O parce que
Tak “ p1 ` kϵkqek. (25.9)

Mais la suite pakq converge vers 0 qui fait partie de T´1O. Donc le complémentaire de T´1O n’est
pas fermé, ce qui prouve que T´1O n’est pas ouvert. △

Proposition 25.6 ([1]).
Soit un espace de Hilbert H et un espace vectoriel normé pE, }.}q tel qu’il existe une bijection
linéaire isométrique Φ: H Ñ E. Alors en posant

xα, βyE “ xΦ´1pαq,Φ´1pβqyH , (25.10)

l’espace E devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Le fait que x., .yE soit un produit scalaire (hermitien) lorsque x., .yH l’est est une
conséquence de la linéarité de Φ. Il donne la norme parce que

axα, αy “ axΦ´1pαq,Φ´1pαqy “ }Φ´1pαq} “ }α} (25.11)

parce que Φ´1 est une isométrie.
Pour voir que E est complet, soit une suite pαkq de τ -Cauchy dans E. Nous devons prouver

qu’elle converge. Nous posons xk “ Φ´1pαkq.
Commençons par voir que pxkq est τ -Cauchy dans H . Soit un voisinage V de 0 dans H . Nous

posons U “ ΦpV q. Vu que pαkq est τ -Cauchy, il existe N ą 0 tel que αk ´αl P U dès que k, l ą N .
Du coup, si k, l ą N nous avons aussi Φpαk ´ αlq P ΦpUq “ V .

Vu que H est complet, il existe x P H tel que xk HÝÑ x. Montrons que αk H 1ÝÑ Φpxq.
Soit ϵ ą 0 et N ą 0 tel que }xk ´ x} ă ϵ dès que k ě N . Alors nous avons aussi

}αk ´ Φpxq} “ }Φpxkq ´ Φpxq} “ }Φpxk ´ xq} “ }xk ´ x} ă ϵ (25.12)

où nous avons utilisé le fait que Φ était linéaire et une isométrie.
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25.1.1 Sous-espace vectoriel fermé ? ? ?

Nous verrons que beaucoup de résultats demandent un sous-espace vectoriel fermé. Une ques-
tion légitime est : est-ce qu’il existe des sous-espaces vectoriels qui ne soient pas fermés ? En
dimension finie, tous les sous-espaces vectoriels sont fermés, mais cela n’est pas vrai en dimension
infinie.

Soit en effet une partie libre infinie A “ tviuiPN dans un espace de Hilbert H . L’ensemble
SpanpAq des combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous-espace vectoriel de H , mais il
n’est pas fermé.

En effet, supposons pour simplifier les notations que }vi} “ 1 pour tout i. Alors nous considérons
la combinaison

a “
8ÿ

k“1
αkvk (25.13)

où les αk sont suffisamment décroissants pour assurer les convergences 5. Le vecteur a n’est pas
dans SpanpAq, mais la suite an “ řn

k“1 αkvk est dans SpanpAq et converge vers a : an HÝÑ a. En
effet,

}an ´ a} “ }
8ÿ

k“n`1
αkvk} ď

8ÿ

k“n`1
|αk| nÑ8ÝÑ 0. (25.14)

Vous voulez des détails sur la dernière limite ? Vu que la somme
ř
k |αk| converge, la suite des

sommes de queues de suites 6 converge vers zéro :

lim
nÑ8

8ÿ

k“n`1
|αk| “ 0. (25.15)

25.2 Théorème de la projection

Voir la version plus simple dans 18.97.

Théorème 25.7 (Projection sur partie fermée convexe[536, 537]).
Soit H un espace de Hilbert, x P H , et C un sous-ensemble fermé convexe de H .

(1) Les deux conditions suivantes sur y P H sont équivalentes :
(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.

(2) Il existe un unique y P H , noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.

Nous nommons d l’infimum en question de la première condition.
Existence Soit pynq une suite dans C telle que

lim
nÑ8 }x´ yn} “ inft}x´ y} tel que z P Cu “ d. (25.16)

Nous allons montrer que cette suite peut être choisie de Cauchy. Elle convergera donc dans H
parce que ce dernier est complet. Mais C étant supposé fermé dans H , la limite appartiendra
à C. Soient r, s P N. D’abord nous avons

}yr ´ ys}2 “ xyr ´ ys ` x´ x, yr ´ ys ` x´ xy (25.17a)
“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ´ 2xyr ´ x, ys ´ xy. (25.17b)

5. Par exemple αk “ 1{k2 si les vk sont orthonormaux.
6. On se comprend hein.
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Ensuite,

4
››››
yr ` ys

2 ´ x

››››
2

“ xyr ` ys ´ 2x, yr ´ ys ´ 2xy (25.18a)

“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ` 2xyr ´ x, ys ´ xy. (25.18b)

Si nous égalisons les valeurs de 2xyr ´ x, ys ´ xy nous trouvons

}yr ´ ys}2 “ ´4
››››
yr ` ys

2 ´ x

››››
2

` 2}yr ´ x}2 ` 2}ys ´ x}2. (25.19)

La distance infimum étant d, nous pouvons choisir yn de telle façon à avoir

}yn ´ x} ď d` 1
n
. (25.20)

D’autre part étant donné que C est convexe, pyr ` ysq{2 est dans C et nous avons
››››
yr ` ys

2 ´ x

›››› ď d. (25.21)

En mettant ces majorations dans (25.19) nous trouvons

}yr ´ ys}2 ď ´4d` 2
ˆ
d` 1

r

˙
` 2

ˆ
d` 1

s

˙
“ 1
r

` 1
s
. (25.22)

La suite pynq est donc de Cauchy et la limite est un élément de C. Prouvons que cet élément
y réalise l’infimum. Pour cela nous avons les inégalités

d ď }x´ y} ď }x´ yn} ` }yn ´ y}. (25.23)

En prenant le limite n Ñ 8 nous trouvons

d ď }x´ y} ď d. (25.24)

Unicité Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.138.
(1a)ñ (1b) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.138.
(1b)ñ (1a) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.138.

Proposition 25.8.
Soit C une partie convexe et fermée de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x1, x2 P H nous
avons

} projCpx1q ´ projCpx2q} ď }x1 ´ x2}. (25.25)

En particulier la projection est une application continue.

Démonstration. Nous posons y1 “ projCpx1q et y2 “ projCpx2q. Par la partie (1b) du théo-
rème 25.7, nous avons, pour tout z, z1 P C les inégalités

Rexx1 ´ y1, z ´ y1y ď 0 (25.26a)
Rexx2 ´ y2, z

1 ´ y2y ď 0. (25.26b)

En prenant z “ y2 et z1 “ y1 et en sommant nous trouvons

Rexpx1 ´ y1q ` py2 ´ x2q, y2 ´ y1y ď 0. (25.27)
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Nous pouvons maintenant calculer

}y1 ´ y2}2 “ Re }y1 ´ y2}
“ Rexy1 ´ y2, py1 ´ x1q ` x1 ´ x2 ` px2 ´ y2qy
“ Rexy1 ´ y2, x1 ´ x2y ` Rexy2 ´ y1, px1 ´ y1q ` py2 ´ x2qy
ď xy1 ´ y2, x1 ´ x2y
ď ››xy1 ´ y2, x1 ´ x2y››
“ď }y1 ´ y2}}x1 ´ x2}.

(25.28)

En simplifiant par }y1 ´ y2} 7 nous trouvons le résultat

}y1 ´ y2} ď }x1 ´ x2}. (25.29)

Théorème 25.9 (Projection orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert et K, un sous-espace vectoriel fermé non réduit à t0u et x P H .
L’élément y “ projKpxq est l’unique élément de K tel que

x´ y P KK. (25.30)

De plus l’application x ÞÑ projKpxq est linéaire, continue et de norme 1.

L’élément y ainsi définit est la projection orthogonale de x sur K et sera noté projKpfq.
Démonstration. La continuité de la projection est donné par la proposition 25.8.

Soit z un élément de K tel que xz ´ x, ay “ 0 pour tout a P K. Nous avons

}x´ a}2 “ }z ´ x}2 ` }a´ z}2 ` 2 xz ´ x, a´ zylooooooomooooooon
“0

(25.31a)

ě }z ´ x}2. (25.31b)

Le produit scalaire est nul parce que a ´ z P K. La distance }z ´ x} est donc bien la plus petite
distance entre x et les éléments de K.

Dans l’autre sens, nous supposons que y P K minimise la distance à x dans K. Par hypothèse
pour tout a et pour tout λ P R, la différence

}py ` λaq ´ x}2 ´ }y ´ x}2 (25.32)

est positive. En développant les produits scalaires nous trouvons la conditions suivante

λ2}a}2 ` 2λxa, y ´ xy ě 0 (25.33)

qui doit être vraie pour tout λ P R. En tant que polynôme du second degré en λ, cela n’aura pas
deux racines réelles distinctes uniquement si xa, y ´ xy “ 0.

Nous montrons maintenant la linéarité de la projection orthogonale. Soient x1, x2 P H . L’élé-
ment y “ projK x1 ` projK x2 satisfait à la condition d’orthogonalité : pour tout z P K,

xx1 ` x2 ´ projK x1 ´ projK x2, zy “ xx1 ´ projK x1, zy ` xx2 ´ projK x2, zy “ 0. (25.34)

Étant donné que K est un sous-espace vectoriel, la condition de minimalité est automatiquement
vérifiée (seconde partie du théorème 25.7).

En ce qui concerne la norme opérateur de projK , la décomposition de x P H en composantes
dans K et KK est

x “ x` px´ projK xq. (25.35)

7. Si c’est nul, alors la preuve est évidente.
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Étant deux parties orthogonales nous avons

} projK x}2 “ }x}2 ´ }x´ projK x}2. (25.36)

En prenant }x} “ 1 nous trouvons } projK x}2 ď 1 et par conséquent } projK } ď 1. Mais d’autre
part en prenant x P K nous avons automatiquement } projK } ě 1.

Proposition 25.10.
Soit H “ L2pΩ,A, µq, F une sous tribu de A et K l’ensemble de fonctions F-mesurables dans
L2pΩ,A, µq. Si f P L2pΩ,A, µq est positive, alors projK f est positive (presque partout).

Démonstration. L’ensemble A “ tprojK f ă 0u est dans F . En effet

A “ pprojK fq´1`s´8, 0r˘ (25.37)

alors que, par construction, projK f est F-mesurable. La fonction indicatrice 1A est alors F-
mesurable (c’est-à-dire 1A P K) et nous avons

0 ď
ż

Ω
f1A “

ż

Ω
projK f1A ď 0. (25.38)

Étant donné que nous avons supposé f ě 0 nous avons alors µpAq “ 0. D’où le fait que projK f
est presque partout positive.

25.3 Systèmes orthogonaux et bases
Dans cette partie nous noteronsK le corps de base de l’espace H . Seuls deux cas sont envisagés :

K “ C ou K “ R.
Pour chaque x P H nous considérons l’application

Φy : H Ñ K

x ÞÑ xx, yy. (25.39)

Ce sont des applications continues.

25.3.1 Orthogonal d’une partie

Définition 25.11.
Soit une partie A de l’espace de Hilbert H . L’orthogonal de A est l’ensemble

AK “ tv P H tel que xv, xy “ 0@x P Au. (25.40)

Proposition 25.12.
Si H est une préhilbert et si A Ă H , alors l’ensemble AK est un sous-espace fermé de H .

Démonstration. L’application Φx définie en (25.39) est continue pour chaque x P H et par consé-
quent l’ensemble ker Φx “ Φ´1

x pt0uq est fermé. L’ensemble

AK “
č

xPA
ker Φx (25.41)

est donc fermé.

Théorème 25.13.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H . Alors

(1) Nous avons la décomposition
H “ F ‘ FK. (25.42)
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(2) La projection sur F par rapport à la somme directe (25.42) est la projection projF du théo-
rème de projection.

(3) La décomposition (25.42) est topologique.

Proposition 25.14.
Si F est un sous-espace de l’espace de Hilbert H alors on a FKK “ F̄ .

Démonstration. Nous savons par la proposition 25.12 que FK est fermé, par conséquent le théo-
rème 25.13 donne la somme directe

H “ FK ‘ FKK. (25.43)

Mais F̄ étant également fermé nous avons la somme directe

H “ F̄ ‘ pF̄ qK. (25.44)

Montrons que pF̄ qK “ FK. En effet si x P FK et si y P F̄ , alors il existe une suite yn dans F qui
converge vers y. Pour chaque n nous avons xx, yny “ 0 et dons xx, yy “ 0 par continuité du produit
scalaire.

Nous avons donc
H “ FK ‘ FKK “ F̄ ‘ FK. (25.45)

Mais F̄ Ă FKK (prendre une suite). Les espaces F̄ et FKK étant tous deux des supplémentaires de
FK, nous déduisons qu’ils doivent être égaux.

Proposition 25.15.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de H . Alors F est dense si et seulement
si FK “ t0u.

Démonstration. Nous savons que
H “ FK ‘ F̄ . (25.46)

Donc nous avons H “ F̄ si et seulement si FK “ t0u.

Pour vérifier si un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert est dense, il suffit donc de
montrer que son orthogonal est réduit à zéro.

25.3.2 Dual, théorème de représentation de Riesz

Lemme 25.16.
L’application linéaire

Φ: H Ñ LpH ,Kq
y ÞÑ Φy

(25.47)

est une isométrie : nous avons }Φy} “ }y}.
De plus pour chaque y, l’application Φy est continue.

Démonstration. En utilisant la définition de la norme opérateur et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

}Φy} “ sup
}x}“1

}Φypxq} “ sup |xx, yy| ď sup }x}}y} “ }y}. (25.48)

Par conséquent }Φy} ď }y}. Mais d’autre part le fait que Φypyq “ }y}2 montre que }Φy} ě }y}.
En ce qui concerne la continuité de Φy, elle est garantie par le fait que c’est une application

linéaire bornée via la proposition 11.61.

Définition 25.17.
Le dual de l’espace de Hilbert H est l’ensemble

H 1 “ tf : H Ñ K linéaire et continueu. (25.49)
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Notons que dans le contexte des espaces de Hilbert nous demandons la continuité des éléments
du dual parce qu’elle n’est pas automatique par la linéarité dans les cas de dimension infinie. En
principe nous devrions préciser dual topologique, mais nous ne le ferons pas systématiquement
lorsque le contexte parle clairement de topologie (ce qui est le cas lorsqu’on parle d’espaces de
Hilbert). De temps en temps le dual algébrique d’un espace est noté E˚ ; dans ce cas la continuité
n’est pas demandée.

Théorème 25.18 (Théorème de représentation de Riesz, thème 19).
Soit un espace de Hilbert H sur le corps K (R ou C). L’application

Φ: H Ñ H 1

y ÞÑ Φy
(25.50)

est une bijection isométrique.

Démonstration. Nous savons du lemme 25.16 que Φ est une isométrie. Nous devons seulement
montrer que Φ est surjective. L’application nulle est dans l’image de Φ. Soit f P H 1 non nulle. Par
continuité nous savons que F “ kerpfq est fermé, donc

H “ kerpfq ‘ pker fqK (25.51)

par le théorème 25.13.
(i) Une base adaptée Nous considérons une base de H adaptée à la décomposition 25.51,

c’est-à-dire
— pusqsPS une base de ker f ,
— pvtqtPT une base de pker fqK.

(ii) pker fqK X kerpfq “ t0u Si v P pker fqK alors pour tout w P kerpfq nous avons xv, wy “ 0. En
particulier si v lui-même est dans kerpfq alors xv, vy “ 0 et v “ 0.

(iii) Une base encore plus adaptée Si v est non nul dans P pker fqK, alors fpvq ‰ 0 (sinon
il serait dans l’intersection entre kerpfq et pker fqK). Mais fpvq ‰ 0 dans K implique que
fpKvq “ K, c’est-à-dire que tfpvqu est une base de Imagepfq (l’image de f est K).
Le théorème du rang (théorème 4.44) assure alors que

tvu Y tususPS (25.52)

est une base de H avec v P pker fqK et us P ker f . Nous choisissons v pour avoir }v} “ 1.
(iv) Existence Nous pouvons maintenant prouver l’existence de y tel que Φy “ f . Prouvons

qu’en posant y “ fpvqv nous avons Φy “ f . Pour cela, un peu de calcul :

Φypvq “ xv, yy “ fpvqxv, vy “ fpvq (25.53a)
Φypusq “ xus, yy “ 0. (25.53b)

Par conséquent Φy et f coïncident sur une base de H .
(v) Unicité En ce qui concerne l’unicité, d’abord si Φy “ f alors nous devons avoir y P pker fqK

et par conséquent y “ λv pour un certain λ P K. Nous avons alors

Φypvq “ λ̄xv, vy “ λ̄. (25.54)

Pour que cela soit égal à fpvq, nous fixons λ “ fpvq.

Notons que nous avons réellement utilisé le théorème du rang pour l’unicité. Si nous ne de-
mandions pas l’unicité, alors nous n’avions pas besoin du fait que dimpker fqK “ 1, et nous aurons
donc pu parler de formes plus générales à valeurs dans Kn.



25.3. SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET BASES 1867

25.3.3 Séparabilité

Définition 25.19.
Un espace topologique est séparable si il possède une partie dénombrable dense.

Définition 25.20 ([538]).
Si E est un espace vectoriel normé nous disons que ∆ est une partie totale de E si Spanp∆q est
dense dans E. Attention : nous rappelons que Spanp∆q est l’ensemble des combinaisons linéaires
finies d’éléments de ∆.

Proposition 25.21.
Un espace vectoriel normé est séparable si et seulement si il possède une partie totale dénombrable.

Démonstration. Si ∆ est une partie dénombrable de E, alors le Q-espace vectoriel SpanQ∆ est
dénombrable, et sa fermeture est la même que celle de SpanK∆.

Définition 25.22.
Une famille puiqiPI d’éléments de H indicée par un ensemble quelconque I est un système or-
thonormé si

(1) }ui} “ 1 pour tout i P I,
(2) ui K uj pour tout i ‰ j.

Notons que si punqnPN est un système orthonormé dénombrable alors en utilisant les formules
de la proposition 25.4, nous avons

››
nÿ

k“1
ξkuk

››2 “
nÿ

k“1
|ξk|2. (25.55)

Exemple 25.23.
Dans l’ensemble L2pa, bq avec b´ a “ L l’ensemble des fonctions

enptq “ 1?
b´ a

expp2π
L
intq (25.56)

avec n P Z forme un système orthonormé. En effet

xen, eny “ 1
b´ a

ż b

a
expp2π

L
intq expp´2π

L
intq “ 1 (25.57)

et
xen, emy “ 1

b´ a

ż b

a
e

2π
L

pn´mqtdt “ 0. (25.58)

Dans cette intégrale nous utilisons le fait que b “ a ` pb ´ aq pour simplifier les expressions en
cours de calcul.

La famille (25.56) est le système trigonométrique de L2pa, bq. On en parle aussi dans [497].
△

Proposition 25.24.
Une partie orthonormée est libre.

Démonstration. Soit puiqiPI une famille orthonormée de H et une combinaison linéaire finie nulle :
nÿ

k“1
akuk “ 0. (25.59)

Nous développons la somme en utilisant les formules de la proposition 25.4 :

0 “ }
ÿ

k

akuk}2 “
ÿ

k

|ak|2}uk}2 ` 2
ÿ

kăl
xakuk, aluly. (25.60)
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La famille étant orthonormée, les choses se simplifient en
ÿ

k

|ak|2 “ 0, (25.61)

ce qui signifie que ak “ 0 pour tout k.

Avant de continuer nous devons définir comment nous calculons des sommes sur des ensembles
quelconques. Si I est un ensemble et si pour chaque i P I nous avons un nombre réel positif ai,
alors nous définissons ÿ

iPI
ai “ sup

JĂI
J fini

ÿ

jPJ
aj . (25.62)

Cela est discuté dans la section 11.8.

Proposition 25.25 (Inégalités de Bessel).
Soit H un préhilbert. Si puiqiPI est un système orthonormé et si x P H , alors

ÿ

iPI

ˇ̌xx, uiy
ˇ̌2 ď }x}2. (25.63)

Démonstration. Les éléments de la somme étant des réels positifs, la proposition 11.100 fonctionne
pour décrire les sommes.

Posons cipxq “ xx, uiy. Pour toute partie finie J Ă I nous avons

0 ď ››x´
ÿ

jPJ
cjpxquj

››2 “ }x}2 ´ 2 Re
ÿ

j

xx, cjpxqujy `
ÿ

j

|cjpxq|2. (25.64)

Mais en tenant compte du fait que

xx, cjpxqujy “ cjpxqxx, ujy “ |cjpxq|2, (25.65)

nous restons avec
}x´

ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (25.66)

Finalement, ÿ

jPJ
|cjpxq|2 ď }x}2. (25.67)

Ayant cette inégalité pour toute partie finie de I, nous l’avons encore pour le supremum.

Proposition 25.26.
Soit H un préhilbert et une famille orthonormé puiqiPI . Si

x “
ÿ

iPI
ξiui (25.68)

alors ξi “ xx, uiy.

Démonstration. Nous appliquons l’application Φuk
du théorème de représentation de Riesz 8 à

l’équation (25.68).
Si I est dénombrable, alors permuter Φuk

avec la somme consiste à invoquer la continuité, et
permuter la limite des sommes partielles avec Φuk

(l’application Φuk
est continue parce qu’isomé-

trique).
Sinon, il faut utiliser la proposition 11.111. Il faut donc montrer que la famille Φuk

`
ξiui

˘
est

sommable. Cela est fort vrai parce que cette famille ne contient en réalité qu’en seul élément non
nul, celui avec i “ k, qui vaut ξk. Au final nous avons :

xx, uky “
ÿ

iPI
Φuk

pξiuiq “ ξk. (25.69)

8. Théorème 25.18.
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25.3.4 Base hilbertienne

Définition 25.27.
Une base orthonormée est une famille dénombrable orthonormé et totale 9. Cela sera souvent
aussi appelé une base hilbertienne.

25.28.
Cette définition demande quelques remarques.

(1) La notion de base hilbertienne pas la même notion de base qu’en algèbre. En effet pour
avoir une base algébrique d’un espace vectoriel, nous demandons que les éléments soient des
combinaisons linéaires finies des éléments de la base, tandis qu’ici en demandant que la partie
soit totale nous demandons simplement que les combinaisons linéaires finies soient denses.

(2) Nous allons voir qu’un espace de Hilbert est généré par les sommes infinies de vecteurs d’une
base hilbertienne avec des coefficients qui forment une suite dans ℓ2.

(3) Nous ne demandons pas que la famille soit libre ? La belle affaire. Une famille orthogonale
est toujours libre, proposition 25.24.

(4) Nous verrons dans la proposition 25.37 que toute base hilbertienne est maximale (définition
25.33), c’est à dire que si xx, by “ 0 pour tout b dans la base, alors x “ 0.

Lemme 25.29 ([539]).
Si E est une base hilbertienne 10 de l’espace de Hilbert H et si x P H alors l’ensemble

te P E tel que xx, ey ‰ 0u (25.70)

est au plus dénombrable.

Démonstration. Notons qu’ici, H n’est pas supposé séparable. Nous savons par l’inégalité de Bessel
(25.63) que ÿ

ePE
|xx, ey|2 ď }x}2. (25.71)

Donc si ϵ ą 0 est donné, l’ensemble te P E tel que |xx, ey| ą ϵu est fini. Or

te P E tel que xx, ey ‰ 0u “ te P E tel que |xx, ey| ą 0u “
8ď

n“1
te P E tel que |xx, ey| ą 1

n
u. (25.72)

Bref, cet ensemble est une union dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

Remarque 25.30.
Le lemme 25.29 ne signifie pas que la base E doive être dénombrable. Il signifie seulement que pour
chaque x séparément, seule une partie dénombrable de E est nécessaire.

Corolaire 25.31 ([539]).
Si un espace de Hilbert possède une base hilbertienne dénombrable, alors toutes ses bases hilber-
tiennes sont dénombrables.

Démonstration. Soient E et F des bases hilbertiennes de l’espace de Hilbert H , en supposant que
E soit dénombrable. Pour chaque f P F nous avons xf, ey ‰ 0 pour au moins un e P E , sinon en
vertu de la décomposition (25.68) de f dans la base E , nous aurions f “ 0. Nous avons donc

F Ă
ď

ePE
tf P F tel que xf, ey ‰ 0u, (25.73)

alors que le lemme 25.29 indique que chacun des ensembles de l’union est au plus dénombrable.
La partie F est donc une union dénombrable d’ensemble dénombrables. Elle est dénombrable.

9. Définition 25.20
10. Définition 25.27.
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Remarque 25.32.
En travaillant un peu plus sur la notion de cardinalité, le corolaire 25.31 indique que toutes les
bases hilbertiennes ont même cardinalité. En effet en laissant tomber l’hypothèse de dénombrabilité
sur E , l’inclusion (25.73) donne que F est une union de CardpEq ensembles dénombrables et est
alors de cardinalité CardpEq.
Définition 25.33.
Une partie orthonormale B est maximale si le seul x P H vérifiant xx, by “ 0 pour tout b P B
est x “ 0.

Lemme 25.34 ([1, 540]).
Tout espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et O, l’ensemble de parties orthonormales de H ,
ordonné 11 par l’inclusion. Cet ensemble est inductif. En effet soit une partie totalement ordonnée
tAiuiPI de O : chaque Ai est une partie orthonormale de H , et de plus pour i, j P I nous avons
soit Ai Ă Aj soit Aj Ă Ai. Nous pouvons considérer

A “
ď

iPI
Ai. (25.74)

Cela est encore une partie orthonormé de H parce que si x, y P A, alors il existe i, j P I tels
que x P Ai et y P Aj . Vu que tAiuiPI est totalement ordonné nous supposons pour fixer les idées
que Ai Ă Aj . Alors x et y sont dans Aj qui est une partie orthonormée ; nous en déduisons que
xx, yy “ 0 et donc que A est une partie orthonormée. C’est-à-dire : A P O. Par ailleurs, A est un
majorant de tAiuiPI pour l’inclusion parce que Ai Ă A pour tout i.

Nous avons prouvé que O est un ensemble inductif. Le lemme de Zorn 1.22 nous dit alors que
O possède un élément maximum. Cet élément est une partie orthonormale inclue dans aucune
autre partie orthonormale. C’est-à-dire qu’il est une partie orthonormale maximale au sens de la
définition 25.33.

Proposition 25.35 ([540]).
Si un espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale dénombrable, alors toutes les
parties orthonormales sont dénombrables (ou finies).

Démonstration. Soit B une partie orthonormale maximale, et A une partie orthonormale. Pour
chaque b P B nous notons

Apbq “ ta P A tel que xa, by ‰ 0u Y t0u. (25.75)

Un élément de A qui ne serait dans aucun des Apbq serait perpendiculaire à tous les éléments de
B, et serait donc l’élément nul. Mais l’élément nul est dans tous les Apbq ; donc nous avons

A Ă
ď

bPB
Apbq. (25.76)

Or par l’inégalité de Bessel, l’ensemble Apbq est dénombrable. Par conséquent A est inclus dans
une union dénombrable d’ensembles dénombrables ; A est dénombrable.

Le fait que tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne est vrai. Nous allons démontrer
ce résultat d’abord pour les espaces séparables et ensuite, indépendamment, en général. Si vous
vous la sentez de maîtriser la proposition 25.37, vous pouvez sauter la 25.36.

Proposition 25.36.
Tout espace de Hilbert séparable possède une base hilbertienne.

11. Définition 1.10.
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Démonstration. Vu que nous supposons avoir un espace de Hilbert séparable, il possède une partie
totale dénombrable par la proposition 25.21. Soit pvnqnPN une telle partie. Quitte à supprimer les
vi qui sont combinaisons linéaires des précédents, nous pouvons supposer que cette partie est libre.
Nous considérons l’espace vectoriel

Fn “ Spantv1, . . . , vnu. (25.77)

Sur Fn nous pouvons appliquer un procédé de Gram-Schmidt pour construire une base orthonormée
tu1, . . . , unu de Fn au sens usuel. En considérant Fn`1 et en recommençant, les vecteurs u1, . . . , un
ne changent pas, mais nous obtenons un vecteur un`1.

Nous construisons ainsi une suite punq qui est alors orthonormée au sens des espaces de Hilbert.
Nous devons encore prouver qu’il s’agit d’un ensemble total. Cela est simplement dû au fait que tout
élément de Spantvnu est contenu dans Spantunu parce que Span ne considère que des combinaisons
linéaires finies.

Proposition 25.37 ([540]).
À propos de parties orthonormales maximales.

(1) Une partie d’un espace de Hilbert est orthonormale maximale si et seulement si elle est une
base hilbertienne.

(2) Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormale maximale B et la fermeture de son espace engendré :
F “ SpanpBq. Pour que B soit une base, nous devons démontrer que F “ H . Pour cela nous
considérons x P H et nous utilisons le théorème de projection orthogonale 25.9 pour mentionner
le fait que

x´ projF pxq K F (25.78)

Cela dit que x ´ projF pxq est un vecteur orthogonal en particulier à tous les éléments de B ; par
maximalité nous avons x´ projF pxq “ 0, c’est-à-dire x “ projF pxq ou encore x P F . Cela prouve
que F “ H .

Note : pour être pointilleux, nous aurions dû travailler non avec x ´ projF pxq, mais avec le
vecteur normalisé à 1.

En ce qui concerne le second point, nous invoquons le lemme 25.34 pour dire que tout espace de
Hilbert possède une partie orthonormale maximale. Ensuite la première partie de cette proposition
nous dit que cette dernière est une base hilbertienne.

Proposition 25.38 (Unicité de la décomposition dans une base hilbertienne[1]).
Soit un espace de Hilbert H muni d’une base hilbertienne tuiuiPI . Alors :

(1) Si ÿ

iPI
aiui “ 0, (25.79)

alors ai “ 0 pour tout i P I.
(2) Si

ř
iPI aiui “ ř

iPI biui, alors ai “ bi pour tout i dans I.

Démonstration. Supposons que
ř
i aiui “ 0. La proposition 25.26 nous dit alors que

aj “ x
ÿ

i

aiui, ujy “ x0, ujy “ 0. (25.80)

Pour la même raison, si
x “

ÿ

iPI
aiui “

ÿ

iPI
biui, (25.81)

alors, pour chaque i P I, nous avons ai “ xx, uiy et bi “ xx, uiy, c’est à dire ai “ bi.

Voici un petit résumé de ce que nous avons vu en termes de dénombrabilité et séparabilité.
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Théorème 25.39.
Pour un espace de Hilbert, les choses suivantes sont équivalentes.

(1) L’espace est séparable 12.
(2) L’espace possède au moins une base hilbertienne 13 dénombrable.
(3) Toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.
(4) Toute partie libre est dénombrable.

Démonstration. Plein de résultats à citer . . .
(i) (1) implique (2) est la proposition 25.36.
(ii) (2) implique (3) est la proposition 25.31.
(iii) (3) implique (4) Le procédé de Gram-Schmidt met en bijection une partie libre avec une

partie orthonormale (qui engendre le même espace, mais c’est une autre affaire). Or lorsque
l’espace de Hilbert possède une base dénombrable, toutes les parties orthonormales sont
dénombrables par la proposition 25.35.

(iv) (4) implique (1) La proposition 25.37(2) dit que tout espace de Hilbert possède des bases
hilbertiennes. Une telle base est forcément une partie libre parce que toute famille ortho-
normale est libre (proposition 25.24), et donc dénombrable par hypothèse. À ce point nous
avons montré que notre espace de Hilbert possédait une base hilbertienne dénombrable. Cela
implique qu’il est séparable par la proposition 25.21.

Remarque 25.40.
À mon avis il doit exister un théorème de complétion de base hilbertienne disant que si on a
une famille orthonormée, alors elle se prolonge en base. Utilisant cela, nous trouvons une nouvelle
démonstration de la proposition 25.25 en disant que la somme sur la « partie de base » est plus
petite que la somme sur la « base complète ».

25.41.
Vu que nous n’avons l’intention de ne travailler qu’avec des espaces de Hilbert séparables et que
toutes leurs bases sont dénombrables, nous n’allons travailler qu’avec des bases dénombrables, et
donc des systèmes orthonormés dénombrables. Nous allons conventionnellement les indicer par N.

La proposition suivante explique que la notion de projection est compatible avec la décompo-
sition d’un vecteur dans un système orthonormé.

Proposition 25.42.
Soit pukqkě1 un système orthonormé d’un préhilbert H . Soient

x “
8ÿ

k“1
ξkuk (25.82)

et
F “ Spantu1, . . . , unu. (25.83)

Alors
projF pxq “

nÿ

k“1
ξkuk. (25.84)

Démonstration. Nous allons dans un premier temps montrer que

y “ x´
nÿ

k“1
ξkuk (25.85)

12. Définition 25.19.
13. Définition 25.27.
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est dans FK. Pour cela nous calculons

xx´
nÿ

k“1
ξkuk, uj , y “ x

8ÿ

k“n`1
ξkuk, ujy “ 0 (25.86)

où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour permuter la somme (infinie) et le
produit. Étant donné que y P FK nous avons projF y “ 0 par le point (2) du théorème 25.13.

D’autre part projF y peut être calculé selon

projF y “ projF x´
nÿ

k“1
ξk projF uk (25.87)

tandis que projF uk “ uk lorsque 1 ď k ď n. Par conséquent l’annulation de projF y donne

projF x “
nÿ

k“1
ξkuk, (25.88)

donc le résultat.

Théorème 25.43 (Meilleur approximation).
Soit tuiuiPI une famille orthonormé de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x P H et pour tout
J fini dans I et pour toute famille de nombres complexes pajqjPJ nous avons

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
ajuj ´ x}. (25.89)

Ce théorème exprime le fait que les nombres xx, uiy sont les meilleurs coefficients à mettre
devant les ui pour approximer x.

Corolaire 25.44.
Soit tuiuiPI une famille orthonormé de H . Pour tout x P H et pour toutes parties finies J,K de
I avec J Ă K nous avons

}
ÿ

jPK
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x}. (25.90)

Ce corolaire exprime le fait que plus on prend de termes de la forme x, uiyui, mieux c’est.

Proposition 25.45.
Soit H un espace de Hilbert et punq un système orthonormé dans H . Si pξnqnPN est une suite
dans ℓ2 alors la série 8ÿ

n“1
ξnun (25.91)

converge dans H .
Autrement dit l’application

S : H Ñ ℓ2

x ÞÑ `xx, uny˘
ně1

(25.92)

est surjective.

Démonstration. Nous allons montrer que la série
ř8
n“1 ξnun est de Cauchy, c’est-à-dire que la

limite

lim
nÑ8

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

›› “ 0 (25.93)

est uniforme en p. Cela est un corolaire de la formule (25.55) parce que

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

››2 “
n`pÿ

k“n
|xk|2. (25.94)

Mais si pξnq est dans ℓ2, pour tout ϵ, il existe N tel que si n ą N alors le membre de droite est
inférieur à ϵ indépendamment de p.



1874 CHAPITRE 25. ESPACES DE HILBERT

25.3.5 Décomposition dans une base hilbertienne

Étant donné une base hilbertienne de H , nous notons

ckpxq “ xx, uky. (25.95)

Dans le théorème suivant (et d’ailleurs partout), les sommes sur I sont prises au sens de la défini-
tion 11.96.

Théorème 25.46 (Décomposition dans une base orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert séparable tuiuiPI une base orthonormée (I est un ensemble dénombrable
quelconque).

(1) Pour tout x P H nous avons
x “

ÿ

iPI
xx, uiyui (25.96)

où la somme est prise au sens de la définition 11.96. En particulier, la somme converge de
façon commutative.

(2) Si teiuiPI est une famille orthonormée qui satisfait la décomposition (25.96) pour tout x P H
alors teiu est une base hilbertienne.

(3) Nous avons l’identité de Plancherel

}x}2 “
ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (25.97)

Le point (5) nous indiquera que cette égalité est en fait suffisante pour dire que nous avons
une base.

(4) Nous avons l’identité de Parseval

xx, yy “
ÿ

iPI
xx, uiyxy, uiy. (25.98)

(5) Si tuiu est une famille de vecteurs unitaires vérifiant l’identité de Plancherel, alors c’est une
base hilbertienne.

(6) Si tuiuiPI est une base hilbertienne, la suite n ÞÑ |xx, eny| appartient à ℓ2pIq.
Démonstration. (1) Étant donné que le système tuiuiPI est total, nous pouvons considérer une

suite de combinaisons linéaires finies des ui qui converge vers x. Nous écrivons

xn “
ÿ

xPJn

an,kuj (25.99)

et xn Ñ x dans H . Les ensembles Jn sont des sous-ensembles finis de I. Nous pouvons les
choisir de telle sorte que Jn Ă Jn`1 et

Ť
nPN Jn “ I. Ce choix correspond à éventuellement

prendre an,j “ 0 pour toutes les valeurs de j « en trop ».
Soit ϵ ą 0 et N tel que }xn ´ x} ă ϵ pour tout n ě N . Nous allons montrer que pour tout J
fini tel que JN Ă J nous avons }řjPJxx, ujyuj ´ x} ă ϵ. Étant donné que

ÿ

jPJN

xx, ujyuj “
ÿ

jPJ
ajuj (25.100)

avec

aj “
#

xx, ujy si j P JN
0 sinon,

(25.101)

le théorème de meilleure approximation 25.43 nous enseigne que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJN

xx, ujyuj ´ x} ă ϵ (25.102)
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par conséquent la somme
ř
iPIxx, uiyui converge vers x au sens général, et en particulier

commutativement.
Les sommes étant commutatives (en particulier x “ ř

iPIxx, uiyui), et les bases hilbertiennes
étant dénombrables, nous ne perdons aucune généralité en ne considérant que des bases
indexées par N.

(2) Nous devons montrer que l’ensemble des combinaisons linéaires finies est dense dans H . Par
hypothèse, pour tout ϵ, il existe un ensemble fini J tel que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ă ϵ. (25.103)

Cela prouve la densité dont nous avions besoin.
(3) La norme étant une fonction continue, elle commute avec les sommes infinies, de telle sorte

que l’égalité de Plancherel donne

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2. (25.104)

Le système des ui étant orthonormé,

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2 “

ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (25.105)

(4) Au tour de Parseval. Nous commençons par prouver que la somme du membre de droite
converge. En utilisant l’inégalité |zz1| ď |z|2 ` |z1|2 (valable pour z, z1 P C) et Plancherel,
nous avons ÿ

iPI
|xx, uiyxy, uiy| ď

ÿ

iPI
|xx, uiy|2 ` |xy, uiy|2

ď }x}2 ` }y}2.

(25.106)

Nous en déduisons que la famille xx, uiyxy, uiy est (commutativement) sommable en utilisant
la proposition 11.107. Par ailleurs nous savons que

x “
ÿ

iPI
cipxqui (25.107a)

y “
ÿ

iPI
cipyqui, (25.107b)

et le produit scalaire étant une forme bilinéaire continue,

xx, yy “
ÿ

iPI

ÿ

jPI
xcipxqui, cjpyqujy (25.108a)

“
ÿ

iPI

ÿ

jPJ
cipxqcjpyqδij (25.108b)

“
ÿ

iPI
cipxqcjpyq. (25.108c)

(5) Nous utilisons l’égalité de Plancherel avec x “ uj :

}uj}2 “ }uj} `
ÿ

iPIztju
|xuj , uiy|2. (25.109)

Par conséquent xuj , uiy “ 0 dès que i ‰ j. Cela prouve que le système tuiuiPI est orthonormé.
Nous devons encore prouver que le système est total. Pour cela nous repartons de l’équation
(25.66) que nous avions déduites dans la démonstration de l’inégalité de Bessel :

}x´
ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (25.110)

Par hypothèse le membre de droite peut être rendu aussi petit que l’on veut en prenant J
grand (mais fini) dans I. Le membre de gauche indique alors que le système tuiuiPI est total.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Perceval
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(6) L’identité de Plancherel signifie entre autres que si x P H alors
ř
iPI |xx, uiy|2 converge. Du

coup la suite pxx, uiyqiPI est dans ℓ2pIq.

Remarque 25.47.
Nous avons décidé d’indexer les bases hilbertiennes par N ; cela est légitime parce que les sommes
sont commutatives. Il ne faut cependant pas perdre de vue qu’en pratique l’ensemble naturel avec
lequel on indexe une base est parfois Z. Un tel cas est donné par la base trigonométrique de L2.
Indexer cette dernière par N plutôt que par Z serait une contorsion inutile.

Remarque 25.48.
L’égalité de Parseval est la raison pour laquelle les physiciens écrivent souvent

Id “
8ÿ

n“1
|unyxun| (25.111)

dans les livres de mécanique quantique par exemple. Dans certains[541], nous lisons même
ż `8

´8
dq|qyxq| “ Î . (25.112)

Notons que ces personnes travaillent avec un espace de Hilbert dont la base n’est pas dénombrable.
Pour dire que la physique, ça n’utilise pas des mathématiques pour rire !

Remarque 25.49.
Par définition une base orthonormée est donc une partie dénombrable dont l’espace vectoriel en-
gendré est dense. Un espace de Hilbert possédant une base orthonormée est donc séparable. C’est
ce fait qui nous pousse à ne considérer que des espaces de Hilbert séparables ; nous n’allons donc
pas étudier ce qu’il se passerait par exemple en considérant l’espace vectoriel librement engendré
par les éléments de R.

Exemple 25.50.
L’identité de Parseval (25.98), dans le cas de l’espace des fonctions continues périodiques de période
2π signifie qu’en posant

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fpsqe´ins, (25.113)

nous avons
1

2π

ż 2π

0
|fpsq|2 “

8ÿ

n“´8
|cnpfq|2. (25.114)

△

Corolaire 25.51.
Soit H un espace de Hilbert et punq une base orthonormée. L’application

S : H Ñ ℓ2

x ÞÑ `xx, uny˘
nPN

(25.115)

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
De plus l’isomorphisme réciproque est

S´1 : ℓ2 Ñ H

pξnq ÞÑ
8ÿ

n“1
ξnun.

(25.116)



25.3. SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET BASES 1877

Démonstration. Nous devons prouver que l’application est bijective et qu’elle vérifie

Spxq ·Spyq “ xx, yy (25.117)

où le point dénote le produit dans ℓ2.
Pour la surjectivité, si pξnq P ℓ2 alors nous savons que la somme

ř
n ξnun converge par la

proposition 25.45 et par conséquent pξnq est l’image par S de ce vecteur de H .
Pour l’injectivité, si Spxq “ Spyq alors

x “
ÿ

n

xx, unyun “
ÿ

n

xy, unyun “ y (25.118)

en utilisant la décomposition (25.96).
Le fait que S soit une isométrie est contenu dans Parseval.

Proposition 25.52 ([1]).
Soit un espace de Hilbert séparable H , un sous-espace vectoriel fermé V et une base orthonormée
tbiuiPI de H . En posant vi “ projV pbiq alors

C “ Spantbi ´ viu (25.119)

est l’orthogonal de V .

Démonstration. Juste pour rappel, lorsque nous écrivons vi “ projV pbiq, nous parlons de la pro-
jection orthogonale du théorème 25.9. Donc tous les vecteurs bi ´ vi sont dans V K. En passant aux
limites, C Ă V K.

Soit x P V K que nous décomposons dans la base tbiuiPI comme x “ ř
iPI xibi. Posons ci “

bi ´ vi “ bi ´ projV pbiq. Alors d’une part

0 “ projV pxq “
ÿ

i

xi projV pbiq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq. (25.120)

Nous avons utilisé la continuité de projV pour permuter avec la somme. D’autre part,

x “
ÿ

i

xibi “
ÿ

i

xipbi ´ ci ` ciq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq
loooooomoooooon

“0

`
ÿ

i

xici P C. (25.121)

Notons que pour la dernière appartenance, il est important de prendre la fermeture pour définir
C.

Proposition 25.53 ([1, 542]).
Toute partie orthonormée d’un espace de Hilbert séparable se prolonge en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormée tuiuiPI de l’espace de Hilbert H . Nous mentionnons
que cette partie est libre et donc, par le théorème 25.39, dénombrable 14. Montrons pour commencer
que la partie V “ SpantuiuiPI est un sous-espace vectoriel fermé de H .

(i) Vectoriel Soit v, w P V et ϵ ą 0. Il existe a P Spantuiu tel que }a ´ v} ă ϵ et b P Spantuiu
tel que }b´ w} ă ϵ. Dans ce cas,

}v ` w ´ pa` bq} ď 2ϵ. (25.122)

Cela prouve que v ` w P V . Nous procédons de même pour λv.
(ii) Fermé Par construction.

14. Avec un peu de mauvaise foi, vous pouvez quand même dire que cela n’implique pas que I lui-même soit
dénombrable, mais vous pouvez le supposer pour fixer les idées.
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L’orthogonal 15 de V est un sous-espace vectoriel de H , et nous pouvons donc en considérer
une base hilbertienne C “ tcαuαPA. Nous prétendons que C Y U est une base hilbertienne 16 de
H .

(i) C Y U est libre Bing ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la définition
d’une base hilbertienne.

(ii) C Y U est générateur Bang ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la
définition d’une base hilbertienne.

(iii) C Y U est orthogonal Ah, voilà quelque chose à démontrer. Nous devons vérifier que les
produits sont nuls. Soient u, v P U et a, b P C. Nous avons :

— xu, vy “ 0 par hypothèse.
— xu, ay “ 0 parce que les éléments de C sont orthogonaux à V et que ui P V .
— xa, by “ 0 parce que C est une base hilbertienne de V K.

(iv) C Y U est dénombrable L’ensemble C est dénombrable parce que c’est une base hilber-
tienne. Quant à tuiuiPI , nous avons déjà mentionné le fait qu’il doive être dénombrable.
L’union deux parties dénombrables est dénombrable.

(v) C Y U est total Nous devons prouver que SpanpC Y Uq “ H parce qu’il y a bien la ferme-
ture qui intervient dans la définition 25.20. Pour cela nous utilisons la proposition 25.15. Si
x P H alors nous avons

x “ projV pxq ` `
x´ projV pxq˘ “

ÿ

iPI
xiui `

ÿ

αPA
xαcα (25.123)

pour des coefficients xi et xα. Notons que I et A sont deux ensembles différents. Aucun des
xα n’est un des xi, ni inversement. Supposons que x P SpanpC Y UqK ; alors

0 “ xx, ujy “
ÿ

iPI
xi xui, ujyloomoon

“δij

`
ÿ

αPA
xcα, ujyloomoon

“0

“ xj . (25.124)

Donc xj “ 0. En faisant de même avec 0 “ xx, cβy “ xβ nous déduisons x “ 0.

Proposition 25.54 ([1]).
Si H est un espace de Hilbert séparable de base hilbertienne teiuiPI , alors H 1 est un espace de
Hilbert séparable dont une base hilbertienne est donnée par les formes

αi : H Ñ C

ej ÞÑ δij .
(25.125)

Démonstration. C’est la proposition 25.6 qui fait tout.

25.3.6 Digression sur les normes opérateurs

Le théorème 25.46 nous indique que si tuiuiPI est une base hilbertienne, alors pour tout x P H
nous avons

projui
pxq “ xx, uiyui, (25.126)

et donc ÿ

iPI
projui

x “ x. (25.127)

Nous ne pouvons cependant pas conclure que
ÿ

iPI
projui

“ Id (25.128)

15. Voir la définition 25.11 et la proposition 25.52.
16. Définition 25.27.
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au sens de la norme opérateur de la définition 11.50. En effet en prenant I “ N, l’égalité (25.128)
demanderait d’avoir

lim
NÑ8

›››››
Nÿ

i“1
projui

´ Id
›››››8

“ 0, (25.129)

or pour tout N , le vecteur uN`1 réalise

Nÿ

i“1
projui

puN`1q ´ uN`1 “ ´uN`1. (25.130)

Par conséquent pour tout N nous avons

sup
}x}“1

›››››
Nÿ

i“1
projui

x´ x

››››› ě 1. (25.131)

Nous ne pouvons donc pas dire
8ÿ

n“1
projui

“ Id (25.132)

au sens de la norme opérateur.
Nous avons cependant la convergence au sens faible.

Proposition 25.55.
Soit H un espace de Hilbert et tuiuiPN une base hilbertienne de H . Au sens de la topologie faible
sur l’espace des opérateurs nous avons

8ÿ

i“1
projui

“ Id . (25.133)

Démonstration. Pour chaque N P N et x P H , en vertu de la décomposition (25.96) nous avons

Nÿ

i“1
projui

pxq ´ x “„8
i“N`1 xx, uiyui. (25.134)

Par l’orthonormalité de la base nous avons
8ÿ

i“N`1
}xx, uiyui} “

8ÿ

i“N`1
|xx, uiy|, (25.135)

dont la limite N Ñ 8 est zéro étant donné que la suite i ÞÑ |xx, uiy| est dans ℓ2pRq par le
théorème 25.46.

25.3.7 Applications linéaires et continuité

Nous avons déjà vu dans l’exemple 11.62 que la fonction

f : H Ñ H

ek ÞÑ kek
(25.136)

n’était pas continue en zéro alors qu’elle est linéaire. Nous allons maintenant voir qu’elle est un
contre-exemple à la proposition 12.307. Calculons les dérivées partielles :

Bf
Bej pxq “ d

dt

”
fpx` tejq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tδjkqek
ı
t“0

“ jej . (25.137)

où nous avons permuté la somme et la dérivée en considérant la suite de fonctions fkptq “ kpxk `
tukqek. Donc Bf

Bej
pxq existe et est continue sur un voisinage de x “ 0 (c’est même constant). Nous

savons pourtant que la fonction f n’est pas différentiable en zéro parce que non continue.
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L’endroit qui coince dans la preuve de la proposition 12.307 est l’introduction des « contres-
termes » dans l’équation (12.826). En effet les contre-termes à ajouter seraient

lpxq “ d

dt

”
f
`
a` spx´ aq˘

ı
t“0

(25.138)

qui ici serait
l
`ÿ

k

xkek
˘ “ d

dt

”
f
`
s
ÿ

k

xkek
˘ı
t“0

“
ÿ

k

xkek, (25.139)

dont la convergence est plus que douteuse.
Notons que les dérivées directionnelles n’existent pas toutes, loin s’en faut : si u P H nous avons

Bf
Bu pxq “ d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tukqek
ı
t“0

“
ÿ

k

kukek (25.140)

La convergence de la dernière somme n’est pas garantie pour tout u.

Exemple 25.56.
Soit un espace de Hilbert H . L’application

ϕ : H Ñ C

ei ÞÑ 1
(25.141)

n’est pas continue.
Nous considérons les vecteurs yn “ řn

i“1 ei et nous posons xn “ yn{}yn}. Nous avons

}yn}2 “ xyn, yny “
nÿ

i,j

xei, ejy “ n, (25.142)

donc }yn} “ ?
n, et

ϕpxnq “ n?
n

“ ?
n. (25.143)

L’application ϕ n’est donc pas bornée et pas continue non plus. △

Proposition 25.57.
Soient deux espaces de Hilbert séparables 17 H1 et H2. Soit une base orthonormée teiuiPI où I est
dénombrable. Si Φ: H1 Ñ H2 est une bijection linéaire continue, alors

Φ
`ÿ

iPI
xiei

˘ “
ÿ

iPI
xiΦpeiq. (25.144)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Vu que
ř
iPI xiei est une somme convergente 18, il existe une partie

finie J de I telle que pour tout K fini contenant J ,

}
ÿ

jPK
xjej ´ x} ă ϵ. (25.145)

Vu que Φ est une isométrie linéaire, nous avons

}
ÿ

jPK
xjΦpejq ´ Φpxq} ă ϵ, (25.146)

et donc bien l’égalité ÿ

iPI
xiΦpejq “ Φpxq. (25.147)

17. Donc à base dénombrable, voir 25.39.
18. Définition 11.96.
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La proposition suivante donne une formule pour l’inverse du Φ du théorème de représentation
de Riesz 25.18 lorsque nous avons une base hilbertienne.

Proposition 25.58.
Soit un espace de Hilbert séparable H . Si ϕ P H 1, alors

Φ´1pϕq “
ÿ

iPI
ϕpeiqei (25.148)

dès que teiuiPI est une base hilbertienne de H .

Démonstration. Nous considérons la base des tαiuiPI de H 1. Remarquez au passage que αi “ Φei .
Nous avons ϕ “ ř

iPI ϕiαi pour certains ϕi P C (qui valent ϕi “ ϕpeiq, ça a son importance pour la
suite). En utilisant la proposition 25.57 pour permuter Φ et la somme nous avons le calcul suivant :

ϕ “
ÿ

iPI
ϕiαi “

ÿ

iPI
ϕiΦpeiq “

ÿ

iPI
Φpϕieiq “ Φ

`ÿ

iPI
ϕiei

˘ “ Φp
ÿ

iPI
ϕpeiqeiq. (25.149)

En résulté :
ϕ “ Φp

ÿ

iPI
ϕpeiqeiq, (25.150)

et donc la formule (25.148).

25.4 Théorème de Kochen-Specker
Le théorème suivant est central en mécanique quantique. La démonstration provient de [543]

et de Wikipédia. Nous allons démontrer complètement le théorème seulement pour les espaces de
Hilbert de dimension plus grande ou égale à 4.

Théorème 25.59 (Kochen-Specker[543]).
Soit H un espace de Hilbert de dimension plus grande ou égale à 3. Une fonction v sur l’ensemble
des opérateurs de H ne peut pas satisfaire aux conditions suivantes :

(1) Si A et B sont compatibles, alors vpA`Bq “ vpAq ` vpBq,
(2) Si A et B sont compatibles, alors vpABq “ vpAqvpBq.

Ici nous disons que deux opérateurs sont compatibles lorsqu’ils possèdent une base hilbertienne
commune de vecteurs propres.

Démonstration. Soit tununPN une base hilbertienne de H . Nous notons proji l’opérateur de pro-
jection sur l’espace (fermé) engendré par ui. Ce sont des opérateurs compatibles deux à deux parce
que la base tununPN est une base commune de vecteurs propres 19.

D’abord nous devons avoir vp1q “ 1. En effet pour tout opérateur A, nous avons

vpAq “ vpA1q “ vpAqvp1q. (25.151)

Pour peu que vpAq ‰ 0, cela nous fait vp1q “ 1.
En vertu du théorème 25.46, un vecteur x P H se décompose en x “ ř

nxx, unyun, et nous
avons

proji x “ xx, uiyui. (25.152)
En effet le théorème de la projection orthogonale 25.9 nous enseigne que proji x serait l’unique
vecteur de la forme λui tel que λui ´ x K ui. Il est facile de vérifier que le vecteur proposé par
(25.152) vérifie cette propriété.

Une conséquence est que ˜ 8ÿ

i“0
proji

¸
pxq “ x. (25.153)

19. Pour les besoins de la physique, nous remarquons que ces opérateurs sont des opérateurs hermitiens qui
commutent, mais ça ne joue pas ici.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_cach%C3%A9e
http://en.wikipedia.org/wiki/Kochen-Specker_theorem
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Par conséquent, par hypothèse du théorème nous devons avoir
ÿ

i

vpprojiq “ vp1q “ 1. (25.154)

Étant donné que les projections sont idempotentes,

vpprojiq “ vpproj2
i q “ vpprojiq2 (25.155)

et donc vpprojiq doit valoir zéro ou un. Mais la relation (25.154) donne une forte contrainte sur
le choix de 0 et de 1. En effet, parmi les vpprojiq, un et un seul doit valoir 1, les autres doivent
valoir 0.

Refaisant le raisonnement pour une autre base orthonormale hilbertienne, nous trouvons que
les valeurs de v sur les opérateurs de projection sur les différentes directions doivent être choisies
de telle façon que tout choix de base hilbertienne orthogonale contienne exactement un 1 et le
reste de zéros.

Nous voudrions maintenant insister sur un point. Le problème de déterminer de façon cohérente
les valeurs 0 ou 1 pour tous les vpprojiq revient à attacher 0 ou 1 à tous les rayons de H de façon
que toute base orthogonale de H contienne exactement un 1. Un rayon est une direction, c’est-à-
dire une classe d’équivalence x „ λx. Si nous décidons de nommer « blanc » les rayons attachés à
la valeur 0 et « noirs » ceux attachés à la valeur 1, le problème se réduit à colorer la boule unité
de façon compatible.

Soit tuiuiPN une base orthogonale de H numérotée de telle sorte que vpu0q “ 1 et vpukq “ 0
pour k ‰ 0. Nous allons maintenant nous particulariser au cas de dimension supérieure ou égale à
4. Si R est une rotation dans le plan Spantu0, u1, u2, u3u, alors l’ensemble

tRu0, Ru1, Ru2, Ru3, ukukě3 (25.156)

est encore une base orthogonale de H et nous avons encore vpukq “ 0 pour k ě 4. Par conséquent
un et un seul des vecteurs Ru0, Ru1, Ru2 ou Ru3 est colorié en noir ; les trois autres étant blancs. Le
problème est maintenant complètement réduit à la dimension 4. Note : pour réduire à la dimension
3, on procède de même, mais pour conclure, il faut travailler plus.

Nous allons construire 9 base orthogonales de R4 à partir de 18 vecteurs, chacun arrivant dans
exactement deux des bases. Ils sont donnés dans le tableau suivant :

0 1
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

1 1
1 1

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 1
1 ´1

0 0
0 1

0 1
0 0

0 0
1 0

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

1 1
1 1

1 1
1 ´1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 0
1 0

1 0
0 1

1 1
0 0

1 0
´1 0

1 1
0 0

1 0
0 ´1

1 0
0 1

1 0
1 0

1 ´1
0 0

1 0
´1 0

1 0
0 ´1

1 ´1
0 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

0 1
´1 0

0 1
´1 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

Chaque case de ce table représente un rayon de R4 ; il y en a 18 différents, chacun écris deux
fois. Une simple vérification montre que chaque colonne est un système orthogonal. La preuve
du théorème de Kochen-Specker revient à montrer que nous ne pouvons pas colorier ce tableau
de façon cohérente. En effet, étant donné que chaque vecteur est écrit deux fois, le tableau doit
contenir un nombre pair de cases blanches et un nombre pair de cases noires.

Par ailleurs chaque colonne étant un système orthogonal, chaque colonne contient exactement
une case noire ; il y a donc exactement neuf cases noires dans le tableau, ce qui est impossible.

25.5 Théorème de Lax-Milgram
Définition 25.60.
Une forme bilinéaire a : V ˆ V Ñ R sur un espace vectoriel normé V est coercitive si il existe
α ą 0 tel que apu, uq ě α}u}2 pour tout u P V .
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Théorème 25.61 (Lax-Milgram[544]).
Soit un espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.

(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons }L} sa norme.
(2) La forme bilinéaire continue a sur V ˆ V .
(3) La forme a est coercitive 20.

Alors
(1) Il existe M ą 0 tel que |apu, vq| ď M}u}}v} pour tout u, v P V .
(2) Le problème qui consiste à chercher u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v P V admet une

unique solution. De plus cette solution vérifie l’inégalité

}u} ď }L}
α

(25.157)

Démonstration. Évacuons deux points faciles avant de commencer les choses sérieuses. D’abord L
est continue par la proposition 11.61. Ensuite, l’existence du M est donnée par la proposition 25.2.

Maintenant nous commençons.
(i) Reformulation en équation linéaire La forme L est continue et donc dans le dual V 1 ; le

théorème de Riesz 25.18 nous donne donc f P V tel que

Lpvq “ xf, vy (25.158)

pour tout v P V . De plus si w P V est fixé, l’application bw : v ÞÑ apw, vq est linéaire et bornée
parce que

}bw} “ sup
}v}“1

|bwpvq| “ sup
}v}“1

|apw, vq| ď M}w}}v} “ M}w}. (25.159)

Encore une fois, bw étant continue et linéaire, elle est dans V 1 et Riesz nous fournit un élément
Apwq P V tel que

bwpvq “ xApwq, vy (25.160)
pour tout v P V .
Le problème variationnel apu, vq “ Lpvq est équivalent à xApuq, vy “ xf, vy. L’ensemble des
solutions de cette dernière est égal à l’ensemble des solutions de l’équation

Apuq “ f. (25.161)

(ii) A est linéaire Soient α, β P R et w, z P V . Nous avons pour tout v P V :

xApαw ` βzq, vy “ apαw ` βz, vq (25.162a)
“ αapw, vq ` βapz, vq (25.162b)
“ αxApwq, vy ` βxApzq, vy (25.162c)
“ xαApwq ` βApzq, vy. (25.162d)

Étant donné que nous avons égalité pour tout v P V nous en déduisons que Apαw ` βzq “
αApwq ` βApzq, ce qui signifie que A est linéaire.

(iii) Une autre propriété de A Nous déduisons une majoration de }Apvq}2 lorsque ce n’est
pas nul. Pour ce faire,

}Apvq}2a “ xApvq, Apvqy (25.163a)
“ apv,Apvqq (25.163b)
ď M}v}}Apvq}. (25.163c)

En simplifiant, }Apvq} ď M}v}. Et donc

}Apvq}2 ď M2}v}2. (25.164)

20. Définition 25.60.
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(iv) Une contraction Nous allons choisir une valeur de ρ ą 0 telle que l’application

T : w ÞÑ w ´ ρ
`
Apwq ´ f

˘
(25.165)

soit une contraction 21. Nous avons T pwq ´ T pw1q “ w ´ w1 ´ ρ
`
Apw ´ w1q˘ et donc

}T pwq ´ T pw1q}2 “ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρxApw ´ w1q, w ´ w1y (25.166a)
“ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρapw ´ w1, w ´ w1q. (25.166b)

Vu que le dernier terme arrive avec un signe moins, pour majorer l’expression, il faut minorer
ce terme, c’est-à-dire utiliser apw ´ w1, w ´ w”q ě α}w ´ w ´ w1}. Et en même temps nous
utilisons (25.164) pour le second terme. Au final pour pouvons factoriser }w ´ w1} et

}T pwq ´ T pw1q} ď }w ´ w1}`1 ` ρ2M2 ´ 2ρα
˘
. (25.167)

Pout que T soit contractante, il faut 0 ă P pxq ă 1 avec P pxq “ M2x2 ´2αx`1. Le minimum
de ce polynôme est obtenu en x “ α

M2 (la formule du xmin “ ´b{2a) et vaut 1 ´ α2

M2 ă 1.
Vu que par ailleurs limxÑ8 P pxq “ `8, et que ce polynôme passe par au moins une valeur
strictement inférieure à 1, nous savons qu’il existe un x tel que 0 ă P pxq ă 1. En donnant à
ρ cette valeur, l’application T est une contraction.

(v) Point fixe et conclusion L’ensemble des solutions du problème (25.161) est égal à l’en-
semble des points fixes de T pvq “ v ´ ρ

`
Apvq ´ f

˘
.

L’application T : V Ñ V est contractante et V est métrique et complet. Ergo le théorème de
point fixe de Picard 17.36 s’applique et il existe un unique point fixe u P V pour l’application
T . Ce point fixe est l’unique solution de notre problème initial.

(vi) La majoration Nous savons que pour tout v P V , la relation apu, vq “ Lpvq est vérifiée.
En particulier pour v “ u nous avons

apu, uq “ Lpuq. (25.168)

D’un côté nous utilisons apu, uq ě α}u}2 et de l’autre, Lpuq ď }L}}u} :

α}u}2 ď }L}}u} (25.169)

et donc
}u} ď }L}

α
. (25.170)

Notons que Lpuq et apu, uq sont positifs.

Exemple 25.62 ([545]).
La borne }u} ď }L}{α est optimale au sens où il existe des cas d’égalité. En effet nous pouvons
considérer

apu, vq “ sxu, vy (25.171)

et
Lpvq “ xf, vy (25.172)

pour un certain s ą 0 et f P V . L’application L n’est autre que Φf dont nous avons abondamment
parlé autour du théorème de représentation de Riesz 25.18. Le lemme 25.16 nous apprend que L
est une application borné (et donc continue) de norme }L}V 1 “ }f}V .

L’application a : V ˆ V Ñ R est continue par la proposition 11.68. Elle est coercive parce que

apu, uq “ s}u}2. (25.173)

21. Définition 17.35.
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Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 25.61 sont réunies et il existe un unique élément
u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v. Cet élément n’est autre que

u “ 1
s
f. (25.174)

Nous avons alors }u} “ 1
s}f}.

Mais s est la constante de coercivité de a et }f} est la norme de L. Cette dernière affirmation
est contenue dans le fait que Φ est une isométrique dans le lemme 25.16. En reprenant les notations
du théorème, nous avons l’égalité

}u} “ }L}
α
, (25.175)

ce qui signifie que l’inégalité du théorème est dans un certain sens optimale. △

Proposition 25.63.
Soit un espace de Hilbert réel V et une application a : V ˆ V Ñ R coercive et continue.

L’application ϕ : V 1 Ñ V qui à L fait correspondre l’unique solution u de apu, vq “ Lpvq est
(1) bien définie,
(2) linéaire,
(3) continue.

Démonstration. Le fait que ϕ soit bien définie est le théorème de Lax-Milgram 25.61.
L’application ϕ dont nous parlons ici est une application entre deux espaces normés. Soient

L1, L2 P V 1 ; nous définissons u1 “ ϕpL1q et u2 “ ϕpL2q. Nous avons

apu1, vq “ L1pvq (25.176a)
apu2, vq “ L2pvq (25.176b)

pour tout v P V . Par bilinéarité de a nous avons aussi

apu1 ` u2, vq “ pL1 ` L2qpvq. (25.177)

Vu que L1 ` L2 est également bornée, u1 ` u2 “ ϕpL1 ` L2q. Pour le même type de raisons, si
λ P R,

apλu, vq “ pλLqpvq, (25.178)

c’est-à-dire que ϕpλLq “ λϕpLq.
Donc ϕ est linéaire. Pour la continuité, il suffit de s’assurer que ϕ est bornée. Pour cela nous

utilisons la majoration (25.157) et la définition de la norme d’une application linéaire :

}ϕ} “ sup
}L}“1

}ϕpLq} ď sup
}L}“1

1
α

}L} “ 1
α
. (25.179)

Donc ϕ est bornée et par voie de conséquence continue (proposition 11.61).

Un problème est bien posé au sens de Hadamard si la solution est unique et dépend continue-
ment des données ; nous ne rentrerons pas plus dans les détails pour l’instant : nous en reparlerons
dans la définition 33.14 mais sachez qu’il existe en fin de compte autant de Hadamard qu’il y a de
contextes dans lequel le mot « problème » a un sens.

Ce que dit la proposition 25.63 est que, a étant donné, le problème qui consiste à résoudre
apu, vq “ Lpvq est bien posé au sens de Hadamard, au moins par rapport à L.

Théorème 25.64 (Lax-Milgram version symétrique[544]).
Nous considérons les mêmes hypothèses que celles du théorème de Lax-Milgram, c’est-à-dire un
espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.

(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons C sa norme.
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(2) La forme bilinéaire continue a sur VˆV . Nous considérons M ą 0 tel que |apu, vq| ď M}u}}v}
pour tout u, v P V .

(3) La forme a est coercitive.
Nous supposons de plus que a est symétrique.

Alors un élément u P V est tel que apu,wq “ lpwq pour tout w P V si et seulement si elle
minimise la fonctionnelle d’énergie

Jpwq “ 1
2apw,wq ´ lpwq. (25.180)

Démonstration. Nous séparons les deux sens.
(i) ñ Soit u, un élément vérifiant apu,wq “ lpwq pour tout w P V . Soit aussi un élément

quelconque w P V , et montrons que Jpu`wq ě Jpuq (tout élément de V peut être écrit sous
la forme u` w). Nous avons :

Jpu` wq “ 1
2
`
apu, uq ` apu,wq ` apw, uq ` apw,wq˘ ´ lpuq ´ lpwq (25.181a)

“ Jpuq ` apu,wq ´ lpwqlooooooomooooooon
“0

`1
2apw,wq (25.181b)

“ Jpuq ` 1
2apw,wq (25.181c)

Vu que a est coercive, le second terme est positif et nous avons

Jpu` wq ě Jpuq, (25.182)

ce qu’il fallait.
(ii) ð Soit u P V , un élément minimisant la fonctionnelle J . Nous fixons w P V et considérons

la fonction g : R Ñ R définie par

gpϵq “ Jpu` ϵwq. (25.183)

En développant un peu et en regroupant les termes,

gpϵq “ Jpuq ` ϵ
`
apu,wq ´ lpwq˘ ` ϵ2

2 apw,wq. (25.184)

Cela est une fonction éminemment continue et dérivable ; en réalité c’est un bête polynôme
de degré deux. Vu que u minimise J , pour tout ϵ ‰ 0 nous avons gpϵq ě gp0q ou encore :
ϵ “ 0 est minimum local (et même global) de g. Le polynôme (25.184) prend son minimum
en ϵ “ 0 si et seulement si

apu,wq ´ lpwq “ 0. (25.185)

Vous ne me croyez pas ? Faites g1pϵq “ 0 ou bien reprenez la formule du ´b{2a pour le sommet
d’une parabole, en tenant compte que apw,wq ‰ 0. Notons qu’ici encore le fait que a soit
coercive joue parce que c’est cela qui nous permet d’affirmer que la parabole a un minimum
et non un maximum.



Chapitre 26

Analyse complexe

26.1 Fonctions holomorphes
La dérivée complexe est discutée à la section 12.29, et la définition d’une fonction holomorphe

est 12.316.

26.1.1 Équations de Cauchy-Riemann

Notons que la formule (12.869) donne un développement limité pour les fonctions holo-
morphes. Si f est holomorphe en z0 alors si z est dans un voisinage de z0, il existe une fonction
s : R Ñ C telle que limtÑ0 sptq{t “ 0 et

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|q. (26.1)

Nous introduisons les opérateurs

B
Bz “ B “ 1

2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
(26.2a)

B
Bz̄ “ B̄ “ 1

2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
(26.2b)

Si f est une fonction C-dérivable représentée par la fonction F “ P ` iQ, les équations de Cauchy-
Riemann signifient que ∆P “ ∆Q “ 0, c’est-à-dire que les composantes de la fonction f sont
harmoniques 1.

Théorème 26.1.
Si f P C1pΩq alors nous avons équivalence des faits suivants :

(1) f est holomorphe sur Ω,
(2) f vérifie Bz̄f “ 0.

Proposition 26.2.
Une application f : Ω Ñ C est C-dérivable sur Ω si et seulement si elle est différentiable et

$
’’&
’’%

Bu
Bx “ Bv

By (26.3a)

Bu
By “ ´ Bv

Bx (26.3b)

où fpx` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq. Ces équations se notent de façon plus compacte

Bf
Bz̄ “ 0. (26.4)

Ces équations sont les équations de Cauchy-Riemann.
1. Une fonction u est harmonique si ∆u “ 0.

1887
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Démonstration. La différentielle de f : R2 Ñ R2 est donnée par la matrice

T “
ˆBxupaq Byupaq

Bxvpaq Byvpaq
˙
. (26.5)

Cette matrice est une similitude si et seulement si les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites.

En effet si 1 “
ˆ

1
0

˙
et i “

ˆ
0
1

˙
, la matrice T est une similitude (écrivons α` iβ son coefficient) si

"
T p1q “ α ` iβ (26.6a)
T piq “ ´β ` iα, (26.6b)

c’est-à-dire
T “

ˆ
α ´β
β α

˙
. (26.7)

Identifier cette matrice à (26.5) fournit le résultat annoncé.

Proposition 26.3 (Cauchy-Riemann en coordonnées polaires[1, 546]).
Soit une fonction f : C Ñ C que nous supposons être C-dérivable dans un voisinage de r0eiθ0 (r0
et θ0 sont des réels). Nous posons

f̃ : RˆR Ñ C

r, θ ÞÑ fpreiθq. (26.8)

Alors
(1) La fonction f̃ admet des dérivées partielles dans les deux directions.
(2) Les dérivées partielles de f̃ sont liées par la relation

Bf̃
Bθ pr0, θ0q “ ir0

Bf̃
Br pr0, θ0q. (26.9)

(3) La fonction f̃ est de classe C8.

Démonstration. Nous considérons les fonctions réelles u et v donnant les parties réelles et imagi-
naires de f :

fpx` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq. (26.10)

Nous avons :
Bf̃
Br pr0, θ0q “ Bu

Bx
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ cospθ0q

` Bu
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ sinpθ0q

` i
Bv
Bx

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ cospθ0q

` i
Bv
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ sinpθ0q

(26.11)

et
Bf̃
Bθ pr0, θ0q “ ´Bu

Bx
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘r sinpθ0q

` Bu
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘r cospθ0q

´ Bv
Bx

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘r sinpθ0q

` i
Bv
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘r cospθ0q.

(26.12)
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Nous exprimons tout en termes de Byv et Bxv en utilisant les équations de Cauchy-Riemann de
la proposition 26.2 ainsi que la formule cospθq ` i sinpθq “ eiθ du lemme 18.11. Pour simplifier les
notations, nous notons a0 “ `

r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ P R2. Après quelque calculs :

pBrf̃qpr0, θ0q “ eiθ0 Bv
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ ` ieiθ0 Bv

Bx
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q˘ (26.13a)

“ eiθ0

ˆBv
By pa0q ` i

Bv
Bxpa0q

˙
, (26.13b)

et

pBθf̃qpr0, θ0q “ r0e
iθ0

ˆ
i
Bv
By pa0q ´ Bv

Bxpa0q
˙

(26.14)

En comparant les deux, nous trouvons

pBθf̃qpr0, θ0q “ r0ipBrf̃qpr0, θ0q. (26.15)

Proposition 26.4.
Si f : C Ñ C est holomorphe, alors nous avons

dfz0 “ pBzfqpz0q (26.16)

au sens où l’opérateur linéaire dfz0 : C Ñ C est l’opération de multiplication par le nombre complexe
pBzfqpz0q.
Démonstration. Soit fpx`iyq “ f1px, yq`if2px, yq une fonction holomorphe 2. Les fonctions réelles
f1 et f2 sont assujetties aux équations de Cauchy-Riemann de la proposition 26.2 :

" Bxf1 “ Byf2 (26.17a)
Bxf2 “ ´Byf1. (26.17b)

Nous avons, en recourant à un petit abus de notation entre fi : R2 Ñ R et fi : C Ñ R :

dfz0puq “ d

dt

”
fpz0 ` tuq

ı
t“0

(26.18a)

“ d

dt

”
f1pz0 ` tuq ` if2pz0 ` tuq

ı
t“0

(26.18b)

“ Bxf1u1 ` Byf1u2 ` i
`Bxf2u1 ` Byf2u2

˘
(26.18c)

“
ˆBxf1 Byf1

Bxf2 Byf2

˙ˆ
u1
u2

˙
(26.18d)

“
ˆ Bxf1 Byf1

´Byf1 Byf2

˙ˆ
u1
u2

˙
. (26.18e)

En utilisant le lemme 12.319 nous reconnaissons la matrice de multiplication par le nombre Bxf1 ´
iByf1. Or justement,

Bzf “ 1
2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
f “ 1

2
`Bxf1 ` iBxf2 ´ iByf1 ` Byf2

˘
, (26.19)

qui se réduit à Bxf1 ´ iByf1 lorsque nous y appliquons les équations de Cauchy-Riemann.

2. Définition 12.316.
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26.1.2 Intégrales sur des chemins fermés

Lemme 26.5.
Si g est une fonction continue dans un ouvert Ω Ă C et si g admet une primitive complexe sur Ω
alors ż

γ
gpzqdz “ 0 (26.20)

pour tout chemin fermé γ de classe C1 contenu dans Ω.

Démonstration. Nommons G une primitive de g. Par définition,
ż

γ
g “

ż

γ
G1 (26.21a)

“
ż 1

0
G1`γptq˘γ1ptqdt (26.21b)

“
ż 1

0
pG ˝ gγq1ptqdt (26.21c)

“ Gpγp1qq ´G
`
γp0q˘ (26.21d)

“ 0 (26.21e)

parce que le chemin est fermé : γp0q “ γp1q.
Lemme 26.6 (Goursat[451]).
Soit Ω un ouvert dans C et f une fonction continue sur Ω, holomorphe sur Ω moins éventuellement
un point (nommé z1 P Ω). Soit T , un triangle 3 fermé inclus dans Ω. Alors nous avons

ż

BT
fpzqdz “ 0. (26.22)

Démonstration. Nous notons γ “ BT . Dans la suite nous allons définir une suite de triangles T pnq
et nous noterons γn “ BT pnq avec une orientation que nous allons expliquer. Pour commencer nous
posons T p0q “ T et γ0 “ BT p0q.

Nous considérons le cas z1 R T , et nous posons

c “ lpγq´2|
ż

γ
f |. (26.23)

Notre objectif est de montrer que c “ 0. Soit A,B,C les trois sommes du triangle ; nous divisons
le triangle de la façons suivante. D’abord nous considérons les points A1, B,C 1 respectivement
milieux de BC, AC et AB. En traçant le triangle A1B1C 1, nous construisons quatre triangles que
nous nommons T p0q

i . Le théorème de Thalès 4 assure que le périmètre de chacun des quatre triangles
est la moitié du périmètre du grand triangle T .

Sur T nous choisissons l’orientation ABC. De façon à être « compatible », nous choisissons les
orientations AC 1B1, BA1C 1 et A1CB1. La somme de ces trois triangles donne T plus le triangle
A1C 1B1. Par conséquent nous choisissons sur le triangle central l’orientation (inverse) AB1C 1 de
façon à avoir ż

γ
f “

4ÿ

i“1

ż

BT p0q

i

f. (26.24)

Cela implique que pour au moins un des quatre triangles (disons T p0q
k pour fixer les idées) nous

ayons ż

BT p0q

k

f ě 1
4

ż

BT p0q

f (26.25)

3. Nous considérons ici le triangle « plein ».
4. Théorème 12.158.
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Nous notons T p1q ce triangle. Comme noté précédemment nous avons

lpBT p1qq “ 1
2 lpBT p0qq, (26.26)

et donc
lpγ1q´2|

ż

γ1

|f “ 4lpγ0q´2|
ż

γ1

f | ě 4lpγ0q´2 1
4 |
ż

γ0

f | “ c. (26.27)

En répétant le procédé nous construisons une suite de triangles T pnq qui satisfont toujours

lpBT pnqq “ 1
2n lpBT p0qq. (26.28)

Ces triangles forment une suite de fermés emboités dont le diamètre tend vers zéro. Leur intersec-
tion contient donc exactement un point (lemme 17.126) que nous nommons z0 (et qui appartient
évidemment à Ω). Étant donné que f est holomorphe nous utilisons le développement limité (26.1)
autour de z0 :

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|qpz ´ z0q (26.29)

avec limtÑ0 sptq “ 0. Nous posons gpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q et nous considérons ϵ ą 0. Soit
α ą 0 tel que

|fpzq ´ gpzq| ă ϵ|z ´ z0| (26.30)

pour tout |z´ z0| ă α. Le α à choisir pour obtenir cet effet est celui qui donne sp|z´ z0|q ă ϵ. Soit
N P N tel que lpγnq ă α pour tout n ą N . D’autre part, deux points dans un triangle sont toujours
à distance moindre que la longueur d’un côté, donc pour tout z P T pnq nous avons |z ´ z0| ă α et
par conséquent pour tout z dans T pnq nous avons

|fpzq ´ gpzq| ă ϵ|z ´ z0|. (26.31)

Notons que la fonction g est une dérivée : c’est la dérivée de la fonction

Gpzq “ zfpz0q ` 1
2f

1pz0qpz ´ z0q2. (26.32)

Par conséquent nous avons ż

γn

g “ 0 (26.33)

par le lemme 26.5. Nous avons donc

|
ż

γn

f | “ |
ż

γn

pf ´ gq| (26.34a)

ď lpγnq maxt|fpzq ´ gpzq| tel que z P T pnqu (26.34b)
ď ϵlpγnq2, (26.34c)

et par conséquent
c ď lpγnq´2|

ż

γn

f | ď ϵ, (26.35)

ce qui signifie que c “ 0 parce que ϵ est arbitraire. Nous avons donc prouvé le lemme de Goursat
dans le cas où le point de non holomorphie z1 est en dehors de T .

Si z1 est sur un côté, disons sur le côté AB, alors nous considérons un vecteur v P C tel que
Tϵ “ T ` ϵv ne contienne z1 pour aucun ϵ. Le vecteur v “ z1 ´ C fait par exemple l’affaire. En
vertu du point précédent nous avons ż

BTϵ

f “ 0 (26.36)

pour tout ϵ ą 0. Étant donné que la fonction f est continue (y compris en z1), l’intégrale sur BT
est également nulle.
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Si maintenant le point z1 est à l’intérieur de T nous décomposons T en trois triangles ayant
z1 comme sommet commun. Si nous considérons les orientations Az1C, ABz1 et BCz1, alors nous
avons ż

T
f “

ż

Az1C
f `

ż

ABz1

f `
ż

BCz1

f, (26.37)

alors que par le point précédent les trois intégrales du membre de droite sont nulles.

Proposition 26.7 ([451]).
Soient Ω un ouvert étoilé et f une fonction holomorphe sur Ω sauf éventuellement en un point z1
où f est seulement continue. Alors si γ est un chemin fermé dans Ω, nous avons

ż

γ
f “ 0. (26.38)

Proposition 26.8.
Si fpzq “ ř

n anz
n a pour rayon de convergence R, alors f est C-dérivable et nous pouvons dériver

terme à terme dans la boule ouverte Bp0, Rq.
Démonstration. Cela est exactement la proposition 15.42.

26.1.3 Lacets, indice et homotopie

Proposition-Définition 26.9.
Soit γ un chemin fermé 5 dans C. L’indice de la courbe γ est la fonction

Indγ : Czγ Ñ Z

z ÞÑ 1
2πi

ż

γ

dω

ω ´ z
.

(26.39)

Un chemin continu et fermé (au sens γp1q “ γp0q) est un lacet.
(1) La fonction Indγ est continue et prend effectivement des valeurs entières.
(2) La fonction indice est constante sur chaque composante connexe 6 de Czγ et est nulle sur la

composante non bornée.

Le second point est en partie la proposition 7.62.

Définition 26.10.
Si γ1 et γ2 sont deux lacets en x0 P X (un espace topologique), une équivalence d’homotopie
est une application f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X telle que

(1) fp0, tq “ γ1ptq pour tout t ;
(2) fp1, tq “ γ1ptq pour tout t ;
(3) pour chaque t P r0, 1s, l’application s ÞÑ fps, tq est continue ;
(4) pour chaque s P r0, 1s, l’application t ÞÑ fps, tq est un lacet basé en x0.

Exemple 26.11.
Si γ est un cercle de centre z0 P C et de rayon r, alors

Indγpzq “
#

2πi si z P Bpz0, rq
0 sinon.

(26.40)

La seconde ligne provient directement de la proposition 26.9. Pour la première, le cercle γ se
paramètre par

γpθq “ z0 ` reiθ, (26.41)

5. Par abus de langage, nous désignerons par γ à la fois le chemin et son image.
6. Définition 7.61.
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et l’intégrale vaut ż

γ

dω

ω ´ z0
“
ż 2π

0

1
reiθ

ireiθdθ “ 2πi. (26.42)

L’indice de ce chemin va évidemment jouer un rôle particulier dans la suite. △

Théorème 26.12 (Cauchy, version homotopique[547]).
Soient Ω un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur Ω. Si γ1 et γ2 sont deux lacets homotopes
de classe C1 dans Ω, alors ż

γ1

fpzqdz “
ż

γ2

fpzqdz. (26.43)

Corolaire 26.13 ([547]).
Soient a P C ainsi que deux chemins γ1 et γ2 homotopes dans Cztau. Alors Intpγ1, aq “ Indpγ2, aq.

Il y a aussi des choses sur l’indice dans [451].

26.1.4 Théorème de Cauchy et analycité

Cette sous-section veut prouver le théorème de Cauchy. Comme d’habitude, une référence qui
ne peut pas rater est [451].

Théorème 26.14 (Formule de Cauchy).
Soient Ω ouvert dans C, z0 P Ω et f une fonction holomorphe sur Ω. Soit r ą 0 tel que Bpz0, rq Ă Ω.
Alors pour tout z P Bpz0, rq nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq
ω ´ z

dω. (26.44)

Démonstration. Soit z P Bpz0, rq. Considérons la fonction

gpωq “
#
fpωq´fpzq

ω´z si ω ‰ z

f 1pzq si ω “ z.
(26.45)

Cette fonction est holomorphe sur Bpz0, rqztzu et continue en z. Elle vérifie donc la proposition 26.7
et nous avons ż

γ
g “ 0 (26.46)

où γ est le cercle de centre z0 et de rayon r. Nous avons donc

0 “
ż

γ

fpωq
ω ´ z

´
ż

γ

fpzq
ω ´ z

, (26.47)

et ayant déjà calculé la seconde intégrale dans l’exemple 26.11 nous en déduisons
ż

γ

fpωq
ω ´ z

dω “ 2πifpzq, (26.48)

ce qu’il fallait.

Théorème 26.15.
Soient Ω ouvert dans C et f holomorphe sur Ω. Soient encore z0 P Ω et r0 tels que Bpz0, r0q Ă Ω.
Alors :

(1) Sur Bpz0, r0q, la fonction f s’écrit

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.49)
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(2) Nous avons

an “ f pnqpz0q
n! “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1dω (26.50)

où γ “ BBpz0, rq avec |z ´ z0| ă r ă r0.
(3) En particulier f est infiniment dérivable.

Démonstration. Soit r ą 0 tel que |z ´ z0| ă r ă r0. La formule de Cauchy (théorème 26.14) nous
dit que

fpzq “ 1
2πi

ż

γ

fpωq
ω ´ z

dω (26.51)

où γ “ BBpz0, rq. Nous pouvons paramétrer ce chemin par ω “ z0 ` reiθ et θ P r0, 2πs. Nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
z0 ` reiθ ´ z

rieiθdθ (26.52a)

“ 1
2π

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
1 ´ e´iθpz ´ z0q{rdθ. (26.52b)

Nous pouvons développer l’intégrante en puissance de pz ´ z0q en utilisant la formule 15.439. Ici
le rôle de x est tenu par

e´iθpz ´ z0q{r (26.53)

dont le module est bien plus petit que 1, par hypothèse sur r. Nous avons donc

fpzq “ 1
2π

ż 2π

0

8ÿ

n“0
fpz0 ` reiθqe´inθr´npz ´ z0qndθ. (26.54)

L’art est maintenant de permuter la somme et l’intégrale. Pour cela nous remarquons que ce qui
se trouve dans la somme est majoré en module par

M

ˇ̌
ˇ̌z ´ z0

r

ˇ̌
ˇ̌
n

(26.55)

où M est le maximum de |f | sur γ. La borne (26.55) ne dépend pas de θ ; par conséquent la
convergence de la somme est uniforme en θ par le critère de Weierstrass (théorème 12.377). Le
théorème 15.1 s’applique 7 et nous pouvons permuter la somme avec l’intégrale.

Ce que nous trouvons est que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (26.56)

où
an “ 1

2π

ż 2π

0
fpz0 ` reiθqe´inθr´ndθ “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1 . (26.57)

Cette formule est valable pour |z´z0| ă r. Sur cette boule, la fonction est donc une série entière. Le
théorème de Taylor 15.128 nous permet donc d’affirmer que f est partout infiniment continument
dérivable (parce que en chaque point on a un voisinage sur lequel c’est vrai), et d’identifier les
coefficients (qui, eux, ne sont valables que localement) sous la forme

an “ f pnqpz0q
n! . (26.58)

7. Étant donné que nous savions déjà que la somme était une fonction intégrable, nous sommes loin d’avoir utilisé
toute la puissance du théorème.
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 26.16
L’énoncé du corolaire 26.17 n’est peut-être pas précis.

Corolaire 26.17.
Si le développement de f autour de 0 est

fpzq “
ÿ

nPZ
anz

n, (26.59)

alors a0 “ fp0q et a1 “ f 1p0q.
Corolaire 26.18.
Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω telle que pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω,
nous ayons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpξq
ξ ´ a

dξ. (26.60)

Alors f est holomorphe.

Démonstration. Il suffit de recopier la démonstration du théorème 26.15 pour savoir que f se
développe en série de puissances et est donc en particulier dérivable.

Le fait qu’une fonction holomorphe soit C8 comme dit dans la proposition 26.15 permet de
démonter un résultat de dérivation sous l’intégrale, qui dépend de pouvoir majorer la différentielle.

Proposition 26.19.
Soit une fonction continue g : RˆC Ñ C. Nous supposons que pour tout t, la fonction z ÞÑ gpt, zq
est C-dérivable (définition 12.315) et différentiable. Soit B compact dans R et la fonction

Gpzq “
ż

B
gpt, zqdt. (26.61)

que nous supposons exister pour tout z.
Alors

G1pzq “
ż

B
g1pt, zqdt (26.62)

où le prime réfère à la C-dérivée par rapport à la variable z à t fixé.

Démonstration. Nous fixons z P C et nous considérons la suite de fonctions

giptq “ gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq
ϵi

(26.63)

où ϵi est une suite de nombres complexes tendant vers zéro (ϵi CÝÑ 0). Si la limite existe et ne
dépend pas de la suite choisie, alors limiÑ8 giptq “ g1pt, zq. Et vu que g est supposée dérivable,
c’est le cas.

Nous avons aussi, par linéarité de l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt. (26.64)

La difficulté est de permuter la limite et l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 14.190). Afin de majorer |giptq| par une fonction intégrable en t
(uniformément en i), nous exploitons le théorème des accroissements finis, théorème 11.194. En
notant dg la différentielle de g par rapport à z à t fixé, pour chaque t et chaque i nous avons

|gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq| ď sup
ξPrz,z`ϵis

}dgξ}}ϵi}. (26.65)

Vu que z est fixé et que ξ est dans le compact rz, z ` ϵis et que dg est continue (parce que la
C-dérivabilité implique la continuité de la différentielle parce que nous avons l’analycité par le
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théorème 26.15), nous pouvons majorer }dgξ} par une constante Mipzq qui dépend à priori de i et
de z.

Heureusement, nous pouvons prendre a fortiori le supremum sur Bpz, |ϵi|q (qui est tout autant
compact) et supposer que |ϵi| est strictement décroissante ; de toutes façons, il y a un maximum
parce que |ϵi| Ñ 0. Dans ce cas, il suffit de prendre le supremum de }dgξ} pour ξ P Bpz, |ϵ1|q et ça
contente tout le monde.

Quoi qu’il en soit nous avons une constante Mpzq telle que

|gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq| ď Mpzq}ϵi} (26.66)

et donc |giptq| ď Mpzq. La constante (par rapport à t) Mpzq est évidemment intégrable sur le
compact B et nous pouvons permuter la limite avec l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt “

ż

B
lim
iÑ8 giptqdt “

ż

B
g1pt, zqdt. (26.67)

Proposition 26.20.
Une fonction continue f est holomorphe si et seulement si la 1-forme différentielle fpzqdz est
localement exacte.

Démonstration. Si f est holomorphe, alors nous avons vu que f était différentiable et que dfz “
fpzqdz par la formule 12.875.

Dans le sens inverse, supposons que fpzqdz est localement exacte, et soit F telle que dF “
fpzqdz. Ce que nous allons faire est montrer que la dérivée de F existe et vaut f . En effet, la
définition de la différentielle nous dit que

lim
hÑ0

ˇ̌
ˇ̌F pz ` hq ´ F pzq ´ dFzphq

h

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (26.68)

La limite vaut évidemment encore zéro si nous enlevons les modules :

0 “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq ´ fpzqh
h

(26.69a)

“ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

´ fpzq. (26.69b)

Donc F 1 “ f . Cela montre que F est C-dérivable et donc holomorphe. En conséquence du théo-
rème 26.15, la fonction F est infiniment dérivable et f l’est alors aussi. La fonction f est donc
holomorphe 8.

26.1.5 Théorème de Brouwer en dimension 2
Pour d’autres versions du théorème de Brouwer, voir la sous-section 20.5.1.

Théorème 26.21 (Brouwer en dimension 2[89]).
Soit B la boule unité fermée de R2. Alors toute application continue de B dans elle-même admet
un point fixe.

Démonstration. Supposons que la fonction f P C0pB,Bq n’admette pas de points fixes sur B “
Bp0, 1q. Pour x P B nous notons gpxq l’intersection entre BB et la demi-droite allant de fpxq vers
x. C’est bien parce que f n’a pas de points fixes que g est bien définie.

En reprenant le même début de la preuve de la proposition 20.35 nous savons que la fonction

g : Bp0, 1q Ñ BBp0, 1q
x ÞÑ λpxq`x´ fpxq˘ ` fpxq (26.70)

8. Dire que la dérivée d’une fonction holomorphe est holomorphe est un raisonnement classique.
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est continue. De plus gpxq “ x sur BBp0, 1q. Nous allons montrer qu’une telle fonction 9 ne peut
pas exister.

Pour s P r0, 1s nous paramétrons le cercle BBp0, sq par

xs : r0, 1s Ñ BBp0, 1q
t ÞÑ `

s cosp2πtq, s sinp2πtq˘. (26.71)

Ensuite nous considérons les chemins

γs : r0, 1s Ñ BBp0, sq
t ÞÑ g ˝ xs. (26.72)

L’application γs est continue et γsp0q “ γsp1q. Les chemins γs sont des lacets ; nous nous intéressons
maintenant à l’indice au point 0 de γ0 et γ1. D’une part γ0ptq “ gp0q (lacet constant) et γ1ptq “ e2iπt

(parce que gpxq “ x sur le bord). Nous avons donc, en utilisant l’indice de la définition 26.9,

Indγ0p0q “ 1
2πi Indγ0

dω

ω
“ 1

2πi

ż 1

0

γ1
0ptq
γ0ptqdt “ 0, (26.73)

alors que

Indγ1p0q “ 1
2πi

ż 1

0

2iπe2iπt

e2iπt dt “ 1. (26.74)

Nous considérons l’homotopie

γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ Bp0, 1q
ps, tq ÞÑ γsptq “ pg ˝ xsqptq. (26.75)

Nous avons gp0q ‰ 0 parce que g prend ses valeurs sur le bord. Vu que c’est une équivalence
d’homotopie 10 entre γ1 et γ2, les indices devraient être égaux par le corolaire 26.13.

26.1.6 Principe des zéros isolés

Lemme 26.22.
Si f est une fonction holomorphe 11 sur le compact K, alors il existe une fonction polynôme Pf et
une fonction holomorphe hf ne s’annulant pas sur K telles que f “ hfPf .

Démonstration. Soit une fonction f vérifiant les conditions. Si f est identiquement nulle, alors il
suffit de prendre Pf “ 0 et c’est fait. Nous supposons donc que f n’est pas identiquement nulle.

(i) Quantité finie de racines D’abord f ne peut s’annuler qu’un nombre fini de fois sur K.
Sinon, on pourrait considérer une suite des racines 12 de f dans K. Vu qu’une suite dans un
compact contient une sous-suite convergente (théorème 7.124), la fonction f aurait un point
d’accumulation de racines. Alors le principe des zéros isolés (théorème 17.137) nous donne
un ouvert sur lequel f est nulle et donc le corolaire 17.138 nous dit que f est identiquement
nulle.

(ii) Autour d’une racine Bref, la fonction f possède un nombre fini de racines sur K. Soit z0
l’un d’eux.
Par le théorème 26.15(1), nous avons, sur un voisinage de z0 :

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.76)

9. Qui est nommée rétraction de la sphère sur elle-même.
10. Définition 26.10
11. Définition 12.317.
12. Notez l’utilisation de la proposition 1.115 que je vous invite à ne pas considérer comme une trivialité absolue.
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En particulier, 0 “ fpz0q “ a0. Donc a0 “ 0. Soit k, le plus petit naturel pour lequel ak ‰ 0.
Nous avons

fpzq “ pz ´ z0qkgpzq (26.77)

avec gpzq “ ř8
n“0 ak`npz ´ z0qn.. Vu que ak ‰ 0 nous avons gpz0q ‰ 0. Montrons à présent

que g est holomorphe sur un voisinage de z0. Vu que la série définissant g est une sous-série
d’une série convergente sur un voisinage, elle converge sur un voisinage et la proposition 26.8
nous dit que g est C-dérivable. C’est-à-dire holomorphe par définition.

(iii) Autour de toutes les racines Soient pziq les racines (en nombre fini). Pour chaque i nous
avons une boule Bpzi, riq sur laquelle f “ Pigi où Pi est un polynôme de la forme pz ´ ziqk
et gi est holomorphe sur Bpzi, riq. Nous définissons la fonction suivante :

hpzq “

$
’&
’%

fpzqś
k Pkpzq si z ‰ zi

giś
k‰i Pkpzq si z “ zi.

(26.78)

Cette fonction ne s’annule jamais. Mais est-elle holomorphe ?
Si z ‰ zi (sous-entendu : pour tout i), alors sur un voisinage, h “ f{śPk qui est un quotient
de fonctions holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est donc holomorphe
sur ce voisinage par le lemme 12.324.
Pour les autres notons que pour tout z P Bpzi, riq,

h “ giś
k‰i Pk

. (26.79)

Cela est encore un quotient dont le dénominateur ne s’annule pas 13.
(iv) La réponse Nous avons, pour tout z P K :

fpzq “ hpzq
ź

k

Pkpzq. (26.80)

Afin de détendre l’atmosphère, nous allons laisser tomber l’analyse quelques instants et prouver
un résultat d’algèbre.

Proposition 26.23 ([1, 548]).
L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact 14 donné de C est principal 15.

Démonstration. Nous nommons A l’ensemble des fonctions holomorphes sur le compact K, et J
un anneau de A.

(i) A est un anneau Le point délicat de la définition 1.38 est le fait que la somme et le produit
d’éléments de A sont des éléments de A parce que les résultats type « la somme de deux
fonctions holomorphes est holomorphes » sont valides sur des ouverts alors que nous sommes
ici sur un compact. Soient f et g dans A ; nous nommons Ωf et Ωg des ouverts contenant K
tels que f est holomorphe sur Ωf et g sur Ωg.
L’ensemble Ωf X ωg est un ouvert (intersection d’ouverts) contenant K et sur lequel f et g
sont holomorphes. Donc f ` g et fg y sont holomophes.

13. Nous avons choisi les ri de telle sorte que les boules ne s’intersectent pas.
14. Être holomorphe sur un compact signifie qu’il existe une extension holomorphe à un ouvert contenant le

compact.
15. Définition 3.75
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(ii) Engendré par des polynômes Pour chaque f P J nous écrivons f “ Pfhf en vertu de
la décomposition donnée par le lemme 26.22. Vu que hf ne s’annule pas, 1{hf est encore
holomorphe sur K et nous déduisons que Pf “ f{hf est dans J . La partie

S “ tPf tel que f P Ju (26.81)

est génératrice de J parce que, par construction, tous les éléments de J sont des produits
d’éléments de S par des fonctions holomorphes sur K (donc, des éléments de A). Mais tous
les éléments de S sont dans J , donc pSq “ J .

(iii) Un polynôme pour tous les engendrer Soit M , l’idéal deCrXs engendré par S. Atten-
tion : J est l’idéal de A engendré par S. Mais l’idéal de CrXs engendré par S est peut-être
autre chose. Vu que C est un corps, le lemme 3.132 dit que CrXs est principal. Donc M est
un idéal principal de CrXs et nous avons un polynôme p P CrXs tel que

M “ CrXsp. (26.82)

Si vous avez compris le chausse trappe, vous saurez pourquoi il faut écrire M “ CrXsp et
non utiliser l’écriture plus simple « M “ ppq ».

(iv) ACrXs “ A L’inclusion A Ă ACrXs est dûe au fait que 1 P CrXs, et l’autre inclusion est
le fait que CrXs Ă A alors que A est un anneau.

(v) Suite des opérations Nous avons :

J “ AS Ă ACrXsp. (26.83)

Voilà une inclusion de montrée. Reste à faire l’autre.
Vu que p P J nous avons aussi Ap Ă J . Et donc

ACrXsp “ Ap Ă J. (26.84)

Avec ces deux inclusions, J “ ACrXsp “ Ap. Donc J est engendré par un seul élément et
est principal.

26.1.7 Prolongement de fonctions holomorphes

Proposition 26.24.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction holomorphe sur Ωztau (a P Ω). Nous supposons
qu’il existe r ą 0 tel que f est bornée sur Bpa, rq X Ω. Alors f se prolonge en une fonction
holomorphe sur Ω.

Le théorème de prolongement de Riemann 26.43 donnera plus d’informations.

Démonstration. Nous définissons la fonction g : Ω Ñ C par

gpzq “
#

pz ´ aqfpzq si z ‰ a

0 si z “ a.
(26.85)

Sur Ωztau, la fonction g est holomorphe (produit de fonctions holomorphes), et elle est continue
en a. Par conséquent elle est holomorphe sur Ω. Nous la développons en série entière sur une boule
Bpa, rq :

gpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn. (26.86)

Nous avons gpaq “ c0 “ 0. Nous posons

φpzq “
8ÿ

n“0
cn`1pz ´ aqn. (26.87)

Si z ‰ a, alors φpzq “ fpaq parce que φpzq “ gpzq{pz ´ aq. Mais φ est continue en a, et donc
holomorphe en a.

La fonction φ est par conséquent un prolongement holomorphe de f en a.
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26.1.8 Théorème de Runge

Le théorème que nous allons prouver n’est en réalité qu’une partie de ce qui est usuellement
appelle le théorème de Runge.

Théorème 26.25 (Théorème de Runge).
Soit K, un compact de C tel que AK soit connexe. Si a P AK alors la fonction

φapzq “ 1
z ´ a

(26.88)

est limite uniforme de polynômes sur K.

Démonstration. Nous considérons P pKq, l’adhérence des polynômes sur K pour la norme uniforme
(sur K). Nous devons montrer que pour tout a P AK, la fonction φa est dans P pKq. Pour cela nous
considérons l’ensemble

A “ ta P AK tel que φa P P pKqu (26.89)

et nous allons montrer qu’il est à la fois non vide, ouvert et fermé dans le connexe AK.
Je répète : nous allons prouver l’ouverture et la fermeture pour la topologie de AK. Nous n’allons

pas prouver que A est un ouvert de C. Ce qui sera par conséquent prouvé est que A “ AK.

(i) Non vide Soit R “ supzPK |z| et a P AK tel que |a| ą R. Nous avons

φapzq “ 1
a

1
z
a ´ 1 “ ´1

a

1
1 ´ z

a

“ ´1
a

8ÿ

k“0

´z
a

¯k “
8ÿ

k“0

zk

ak`1 . (26.90)

Ici la convergence de la série et sa limite sont assurées par le fait que |z{a| ă 1 par choix de
R et a. La suite de polynômes

Pnpzq “
nÿ

k“0

zk

ak`1 (26.91)

converge uniformément sur Bp0, Rq et en particulier sur K. Donc Pn Ñ φa.
(ii) Fermé Nous allons montrer que la fermeture de A (dans AK) est inclue dans A, et donc

qu’elle est égale à A et donc que A est fermé. Par le lemme 7.35, la fermeture de A dans AK
est l’ensemble ĀX AK où Ā est la fermeture de A au sens usuel.
Bref, soit a P Ā X AK, et montrons que φa P P pKq. Vu que P pKq est déjà une fermeture,
nous aurons en fait φa P P pKq et donc a P A, ce qui signifierait que ĀX AA “ A et donc que
A est fermé.
Au travail.
Soit panq P A une suite convergente vers a. Soit aussi d “ dpa,Kq ; on a d ą 0 parce que K
est compact et a est hors de a alors le complémentaire de K est ouvert. Nous choisissons en
plus la suite an pour avoir |an ´a| ă d

2 ; au pire on prend la queue de suite. Soit z P K ; nous
avons

|φanpzq ´ φapzq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
z ´ an

´ 1
z ´ a

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ an ´ a

pz ´ anqpz ´ aq
ˇ̌
ˇ̌ . (26.92)

Vu que an P Bpa, d2 q et que z P K et d “ dpa,Kq nous avons |an´z| ě d
2 ; et aussi |a´z| ě d

2 .
Nous pouvons donc majorer (26.92) par

|φanpzq ´ φapzq| ď 2 |an ´ a|
d2 . (26.93)

Donc nous avons
}φa ´ φan}K ď 2 |an ´ a|

d2 Ñ 0 (26.94)

où la norme }.}K est la norme supremum sur K. Donc a P P pKq “ P pKq et A est fermé.
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(iii) Ouvert Vu que K est compact, il est fermé et donc AK est ouvert. Par conséquent, ainsi
que précisé dans l’exemple 7.37, les ouverts de AK sont les ouverts de C contenus dans AK.
Afin de prouver que A est ouvert, nous prenons a P A et nous cherchons une boule (au sens
de C) autour de a qui serait incluse dans A.
Soit donc h P C « petit » dans un sens que nous allons préciser plus tard. Encore une fois
nous posons d “ dpa,Kq. Nous avons

φa`hpzq “ 1
z ´ a´ h

“ 1
z ´ a

1
1 ´ h

z´a
“

8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 . (26.95)

Déjà ici nous demandons h ă supzPK |z ´ a|. Puisque |z ´ a| ą d, nous avons alors

|φa`hpzq| ď
8ÿ

k“0

hk

dk`1 ă 8. (26.96)

Cela pour dire que la somme à droite de (26.95) converge bien pourvu que h soit bien petit.
Nous pouvons donc poursuivre :

φa`hpzq “
8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 “
8ÿ

k“0
hkφapzqk`1. (26.97)

Nous montrons maintenant que la convergence de la somme (26.97) est en réalité uniforme
en z. En effet

ˇ̌
φa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkφapzqk`1 ˇ̌ “ ˇ̌ 8ÿ

k“N`1
hkφapzqk`1 ˇ̌ (26.98a)

ď
8ÿ

k“N`1
|h|k|φapzq|k`1. (26.98b)

Étant donné que φa est continue sur le compact K, elle y est majorée en module ; on peut
même être plus précis :

|φapzq| “ 1
|z ´ a| ď 1

d
. (26.99)

Nous pouvons donc écrire

ˇ̌
φa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkφapzqk`1 ˇ̌ ď 1

d

8ÿ

k“N`1

ˇ̌
ˇ̌h
d

ˇ̌
ˇ̌
k

. (26.100)

Étant donné que la somme
ř8
k“0 |h{d|k converge, la limite N Ñ 8 est nulle et nous avons

lim
NÑ8 }φa`h ´

Nÿ

k“0
hkφk`1

a }K “ 0. (26.101)

Pour avoir φa`h P P pKq, il faut encore savoir si les fonctions φka sont dans P pKq pour tout
k. Dans ce cas pour chaque N la somme sera encore dans P pKq et φa`h sera limite uniforme
d’éléments de P pKq.
Par hypothèse, φa P P pKq ; soit Pn une suite de polynômes qui converge uniformément vers
φa. Nous allons montrer qu’alors la suite de polynômes P kn converge uniformément vers φka.
Soit n tel que }Pn ´ φa}K ď ϵ et utilisons le produit remarquable

ak ´ bk “ pa´ bq
k´1ÿ

i“0
aibk´1´i (26.102)
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pour obtenir

|Pnpzqk ´ φapzqk| ď |Pnpzq ´ φapzq|
k´1ÿ

i“0
|Pnpzqiφapzqk´1´i|. (26.103)

Vu que Pn et φa sont continues sur le compact K, on peut majorer la somme par une
constante M , et il restera

|Pnpzqk ´ φapzqk| ď M |Pnpzq ´ φapzq|, (26.104)

ou encore
}P kn ´ φka} ď Mϵ. (26.105)

Cela prouve que φka P P pKq et donc que φa`h est limite uniforme (sur K) d’éléments de
P pKq et donc fait partie de P pKq lui aussi.
Ceci achève de prouver que A est ouvert dans AK.

(iv) Conclusion L’ensemble A est non vide, ouvert et fermé dans AK, donc il est égal à AK. Le
théorème est ainsi démontré.

26.2 Intégrales de fonctions holomorphes
Définition 26.26.
Si nous avons une application γ : ra, bs Ñ C et une fonction f : C Ñ C, nous définissons

ż

γ
fpzqdz “

ż b

a
pf ˝ γqptqγ1ptqdt (26.106)

pour tous les couples pf, γq pour lesquels le membre de droite a un sens.

Vous noterez que cette définition n’est pas exactement la même que celle 20.43 d’une intégrale
curviligne en analyse réelle. Cette dernière demande de prendre la norme de γ1, alors qu’ici nous
la gardons telle quelle. D’ailleurs, gardez en tête que γ est une fonction à valeurs dans C. Donc
γ1ptq peut très bien être un nombre complexe.

Nous commençons par le lemme technique.

Lemme 26.27 ([451]).
Soit f une fonction holomorphe sur Bpz0, r0q. Pour tout z P Bpz0, rq (avec r ă r0) nous avons

|f 1pzq| ď r`
r ´ |z ´ z0|˘2 max

␣
fpz0 ` reiθq(

θPR. (26.107)

Démonstration. Par translation nous pouvons supposer que z0 “ 0. Étant donné que f est holo-
morphe, elle admet un développement en séries entières

fpzq “
8ÿ

n“0
anz

n (26.108)

et nous notons M “ maxtfpzq tel que z P Bp0, rqu. Nous avons rn|an| ď M . Par conséquent

|f 1pzq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“1
nanz

n´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (26.109a)

ď 1
r

ÿ
rn|an|n

ˆ |z|
r

˙n´1
(26.109b)

ă M

r

ÿ
n

ˆ |z|
r

˙n´1
. (26.109c)
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À ce point nous devons utiliser la série de l’exemple 15.136. Nous avons alors

|f 1pzq| ď M

r

1´
1 ´ |z|

r

¯2 “ Mr

pr ´ |z|q2 . (26.110)

26.28.
Notez une grande différence entre les théorèmes 26.29 et 17.19 : la condition (17.76) demande de
contrôler l’intégrabilité de la dérivée de f , alors que la condition (26.112) demande de contrôler
l’intégrabilité de f elle-même. Oh oui, on voudrait faire de l’analyse, mais ces fonctions holomorphes
. . .tellement déloyal ! !

Théorème 26.29 (Holomorphie sous l’intégrale[451]).
Soit un espace mesuré pΩ, µq, un ouvert A dans C et une fonction f : A ˆ Ω Ñ C. Nous voulons
étudier la fonction

F pzq “
ż

Ω
fpz, ωqdµpωq (26.111)

pour tout z P A. Nous supposons que
(1) la fonction fp., ωq est holomorphe sur A pour chaque ω.
(2) La fonction fpz, .q est mesurable sur pΩ, µq.
(3) Pour tout compact K Ă A, il existe une fonction gK : Ω Ñ R telle que |fpz, ωq| ď gKpωq et

telle que ż

Ω
gKpωqdµpωq (26.112)

existe.
Alors la fonction F est holomorphe et

F 1pzq “
ż

Ω

Bf
Bz pz, ωqdµpωq. (26.113)

Démonstration. Soient z0 P A et r ą 0 tels que K “ Bpz0, rq Ă A. Pour chaque ω P Ω nous
considérons la fonction

fω : Bpz0, rq Ñ C

z ÞÑ fpz, ωq. (26.114)

Étant donné que Bpz0, rq est compacte, la fonction |fω| est majorée par un nombre que nous
notons fKpωq qui est indépendant de z (pour autant que z P K). Nous désignons par Spz0, rq la
frontière de la boule Bpz0, rq. Étant donné que la majoration est valable sur Bpz0, rq, nous avons
en particulier

|fωpzq| ď fKpωq (26.115)

pour tout z P S. En utilisant la lemme 26.27 nous avons

|f 1
ωpzq| ď r

pr ´ |z ´ z0|q2 maxtfpz0 ` reiθquθPR (26.116a)

ď rfKpωq
pr ´ |z ´ z0|q2 . (26.116b)

Cette majoration est valable pour tout z P Bpz0, rq. Si nous supposons de plus que z P Bpz0, r{2q
nous avons

|f 1pzq| ď rfKpωq`
r ´ r

2
˘2 “ 4

r
fKpωq. (26.117)

https://www.dragonball-multiverse.com/fr/page-1835.html
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Étant donné que la boule Bpz0, r{2q est convexe, la fonction fω est Lipschitz et pour tout h P C
tel que |h| ă r{2 nous avons

ˇ̌
ˇ̌fωpz0 ` hq ´ fωpz0q

h

ˇ̌
ˇ̌ ď 4fKpωq

r
. (26.118)

Soit maintenant une suite phnq qui converge vers 0 dans C. Nous considérons la suite de fonctions
correspondantes

gnpωq “ fpz0 ` hn, ωq ´ fpz0, ωq
hn

. (26.119)

Cette suite de fonctions vérifie la convergence ponctuelle

gnpωq Ñ Bf
Bz pz0, ωq. (26.120)

De plus gn est une fonction (de ω) dominée par 4fK
r qui est intégrable. Par conséquent le théorème

de la convergence dominée 16 nous indique que
ż

Ω
gnpωqdµpωq Ñ

ż

Ω

Bf
Bz pz0, ωqdµpωq, (26.121)

tandis que

F 1pzq “ lim
nÑ8

F pz0 ` hnq ´ F pz0q
hn

“ lim
nÑ8

ż

Ω
gN pωqdµpωq. (26.122)

Corolaire 26.30.
Si f est une fonction holomorphe sur l’ouvert ξ contenant la fermeture de la boule Bpz0, rq, alors
pour tout z dans Bpz0, ρq (ρ ă r) les dérivées de f s’expriment pas la formule suivante :

f pkqpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (26.123)

Démonstration. Nous faisons par récurrence.
(i) Pour la dérivée première Nous appliquons le théorème 26.29 à la fonction

gpz, ξq “ fpξq
ξ ´ z

(26.124)

avec ξ “ BBpz0, rq et A “ Bpz0, ρq avec ρ ă r. Étant donné que f est holomorphe, elle
est continue et donc bornée sur tout compact K Ă A par une constante M (qui dépend du
compact choisi). D’autre part, nous avons toujours |ξ ´ z| ą r ´ ρ et donc

|gpz, ξq| ď M

r ´ ρ
. (26.125)

La fonction constante gK “ M
r´ρ est évidemment intégrable. Le théorème conclut que f est

holomorphe (cela, nous le savions déjà 17), et

f 1pzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zq2dξ. (26.126)

16. Lebesgue, théorème 14.190.
17. Et cela fournit une preuve alternative à la réciproque du théorème de Cauchy : une fonction continue qui vérifie

la formule de Cauchy est holomorphe.
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(ii) Les dérivées suivantes Pour la récurrence[549] nous supposons que

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ, (26.127)

et nous tentons de calculer f pk`1qpzq. Pour cela nous paramétrons l’intégrale de façon très
usuelle :

f pkqpzq “ k!
2πi

ż 2π

0

fpreitq
preit ´ zq ire

itdt. (26.128)

Nous permettons de permuter la C-dérivation (par rapport à z) et l’intégrale en vertu de la
proposition 26.19 appliquée à la fonction

gpt, zq “ fpreitq
preit ´ zqk ` 1 ire

it. (26.129)

Cela donne

f pk`1qpzq “ k!
2iπ

ż 2π

0
fpreitqireit k ` 1

preit ´ zqk`1dt “ pk ` 1q!
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`2dξ. (26.130)

Théorème 26.31.
Si f est une fonction holomorphe sur le disque ouvert Bpz0, Rq alors

fpzq “
8ÿ

n“0

f pnqpz0q
n! pz ´ z0qn (26.131)

et cette série converge uniformément sur tout compact.

Démonstration. Sans perte de généralité nous supposons que z0 “ 0. La formule de Cauchy (théo-
rème 26.14) fournit, pour z P Bp0, Rq,

fpzq “ 1
2πi

ż

BB
fpξq
ξ ´ z

dξ “ 1
2πi

ż

BB
fpξq

1 ´ pz{ξq
dξ

ξ
. (26.132)

En particulier notons que z P Bp0, Rq alors que ξ est sur le bord de cette boule ouverte. Donc
|ξ| ą |z| pour tous les ξ et z qui interviennent. Nous utilisons la série géométrique

1
1 ´ pz{ξq “

8ÿ

n“0

ˆ
z

ξ

˙n
. (26.133)

(i) Permuter une intégrale et une somme En utilisant la mesure de comptage 18 surN (qui
est σ-finie), nous pouvons écrire

ż

BB

8ÿ

n“0

znfpξq
ξn`1 dξ “

ż

BB

ˆż

N

gpξ, nqdmpnq
˙
dξ (26.134)

où
g : BB ˆN Ñ C

pξ, nq ÞÑ znfpξq
ξn`1 .

(26.135)

Nous allons permuter les intégrales en utilisant le théorème de Fubini, selon la procédure
décrite en 14.273. Nous commençons par l’intégrale sur N :

ż

N

|gpn, ξq| “ |fpξq
ξ

|
ÿ

nPN
|z
ξ

|n “ 1
R

|fpξq| 1
1 ´ |z|{R. (26.136)

18. Définition 14.240.
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Ici nous avons utilisé |ξ| “ R. Notons que z est fixé depuis longtemps à l’intérieur de la boule
de rayon R de telle sorte que |z{ξ| est une constante strictement inférieure à 1.
L’intégrale sur ξ P BB n’a pas à être effectuée explicitement : nous nous contentons de prouver
qu’elle est finie. La fonction f est continue sur le compact BB. Cela parce que B est une boule
fermée dans l’ouvert Ω sur lequel f est continue. Au final l’expression à droite de (26.136)
est bornée sur le compact BB et son intégrale donne un nombre fini.
Tout ceci pour invoquer le corolaire 14.271 qui nous indique que g P L1pNˆ BBq.
Une fois g intégrable sur l’espace produit Nˆ BB, nous pouvons utiliser Fubini 14.272 pour
permuter les intégrales.

Une fois la somme et l’intégrale permutées, nous avons

fpzq “ 1
2πi

8ÿ

n“0

ż

BB
znfpξq
ξn`1 “

8ÿ

n“0

ˆ
1

2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
zn. (26.137)

Nous devons maintenant montrer que ce qui se trouve dans la grande parenthèse vaut f pnqp0q{n!.
Cela est immédiat en comparant avec la formule (26.123).

Proposition 26.32 (Morera [550]).
Soit Ω ouvert dans C et f continue. Si ż

BT
f “ 0 (26.138)

pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω, alors f est holomorphe sur Ω.

Démonstration. Il est suffisant de prouver que f est holomorphe sur toute boule ouverte Bpa, rq
inclue dans Ω. Nous posons, pour tout z P Bpa, rq,

F pzq “
ż

rp,zs
f, (26.139)

et nous considérons le chemin triangulaire a Ñ z Ñ z`h Ñ a où h P C est choisi assez petit pour
que z ` h P Bpa, rq. L’intégrale sur le triangle étant nulle, nous avons

0 “
ż

aÑz
f `

ż

zÑz`h
f `

ż

z`hÑa
f, (26.140)

c’est-à-dire
F pz ` hq ´ F pzq “

ż

zÑz`h
f. (26.141)

En paramétrant le chemin par z ` th avec t P r0, 1s, et en tenant compte de la remarque 20.47,

F 1pzq “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

(26.142a)

“ lim
hÑ0

1
h

ż 1

0
fpz ` thqhdt, (26.142b)

ce qui prouve que F est dérivable et F 1 “ f . Par définition (12.316), F est holomorphe, et donc
C8 par le théorème 26.15. Du coup f est également C8 et donc en particulier holomorphe.

26.2.1 Mesure de Radon

Soit un compact K de C. Le lemme 12.364 nous dit que
`
CpKq, }.}8

˘
est complet. Mais cela

n’est pas vraiment utile pour l’instant. Je dis ça juste pour le garder dans un coin de la tête.
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Définition 26.33.
Une mesure de Radon sur un compact K de C est une forme linéaire continue sur

`
CpKq, }.}8

˘
.

Si µ est une mesure de Radon, on définit la transformée de Cauchy de µ par

µ̂ : CzK Ñ C

z ÞÑ ´ 1
π
µpfzq

(26.143)

où, pour tout z P CzK nous avons définie la fonction fz par

fz : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
ξ ´ z

.
(26.144)

26.34.
Les fonctions fz sont définies pour z P CzK, et elles sont définies sur K. Donc il n’y a pas de danger
que ξ “ z dans le dénominateur de (26.144). De plus si fz est définie (c’est à dire si z P CzK),
alors fz`h est également définie tant que h P C n’est pas trop grand parce que CzK est un ouvert
de C.

Théorème 26.35.
Si µ est une mesure de Radon 19 sur K alors µ̂ est infiniment C-dérivable 20 sur Ω “ CzK et nous
avons

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
. (26.145)

Démonstration. Calculons la dérivée complexe de µ̂. Si la limite existe, nous avons

µ̂1pzq “ lim
hÑ0
hPC

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

. (26.146)

Nous allons nous concentrer sur ce qui est dans la limite pour montrer qu’elle existe, et pour
calculer la valeur. Nous avons

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

“ ´ 1
π

µpfz`hq ´ µpfzq
h

(26.147a)

“ ´ 1
π
µ

ˆ
fz`h ´ fz

h

˙
µ est linéaire (26.147b)

“ ´ 1
π
µ

ˆ
1

pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq
˙

(26.147c)

où la dernière ligne est un abus de notations pour dire que µ est appliquée à la fonction ξ ÞÑ
1{pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq.

Histoire d’éviter de regretables abus de notations, nous introduisons la fonction

ϕz,h : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq ,

(26.148)

ainsi que la famille
fz,n : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
pξ ´ zq2 .

(26.149)

Ce que nous avons montré est que

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

“ ´ 1
π
µpϕz,hq. (26.150)

19. Définition 26.33.
20. Définition 12.315.
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De plus nous avons la convergence

ϕz,h

`
CpKq,}.}8

˘
ÝÑ fz,2 (26.151)

lorsque h Ñ 0. Vu que µ est continue, nous pouvons permuter la limite avec µ et avoir :

µ̂1pzq “ lim
hÑ0

µpϕz,hq “ ´ 1
π
µpfz,2q. (26.152)

Cela prouve le résultat pour n “ 1.
Pour le reste, vous faites un récurrence 21.

Cette théorie permet de fournir une démonstration plus technologique du corolaire 26.30.

Lemme 26.36.
Si f est holomorphe sur Ω et si B est une boule fermée dans Ω alors pour tout z P IntpBq nous
avons

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (26.153)

Démonstration. Appliquer le théorème 26.35 à la mesure de Radon

µpϕq “
ż

BB
ϕpξqdξ. (26.154)

Tout ce petit monde à propos de la mesure de Radon permet également de redémontrer que
ˆ

1
2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
“ f pnqp0q{n!, (26.155)

comme nous l’avons déjà fait autour de l’équation (26.137). Nous utilisons le théorème de Ra-
don 26.35 à la mesure

µpϕq “
ż

BB
ϕpξqdξ. (26.156)

La transformée de Cauchy est

µ̂pzq “ ´ 1
π
µ

ˆ
1

ξ ´ z

˙
“ ´ 1

π

ż

BB
1

ξ ´ z
dξ, (26.157)

et le théorème assure que

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
“ ´n!

π

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ. (26.158)

En comparant la formule (26.157) avec la formule de Cauchy nous voyons que µ̂pzq “ ´2ifpzq.
Par conséquent

f pnqpzq “ ´ 1
2i µ̂

pnqpzq “ n!
2πi

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ, (26.159)

et
f pnqp0q “ n!

2πi

ż

BB
1

ξn`1dξ. (26.160)

21. Je n’ai pas vérifié. Faites-le et écrivez-moi pour me dire si c’est bon.
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26.3 Conditions équivalentes à l’holomorphie

Nous nous proposons de lister les conditions que nous avons vues être équivalentes à l’holomor-
phie.

Théorème 26.37.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction continue. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(1) f est holomorphe.
(2) Pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω,

ş
T f “ 0.

(3) f est C-dérivable.
(4) f est C8

(5) Bz̄f “ 0 ; ce sont les équations de Cauchy-Riemann.
(6) La 1-forme différentielle fpzqdz est localement exacte.
(7) Pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω nous avons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpzq
z ´ a

dz. (26.161)

La fonction f est holomorphe en z0 si et seulement si il existe un voisinage Bpz0, rq de z0 et
des nombres ak tels que sur la boule,

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.162)

Dans ce cas, f est holomorphe sur toute la boule.

Démonstration. (1) implique (2) est le lemme de Goursat 26.6. (2) implique (1) est le théorème
de Morera 26.32.

(3) est la définition de l’holomorphie, définition 12.316.
(4) implique (1) est un a fortiori sur la définition. (1) implique (4) est contenu dans le théorème

de développement en série entière 26.15.
L’équivalence entre (5) et l’holomorphie est le théorème 26.2.
L’équivalence entre (6) et (1) est la proposition 26.20.
L’équivalence entre (1) et (7) est d’une part le théorème 26.15 et d’autre part le corolaire 26.18.
En ce qui concerne la dernière affirmation, si f est holomorphe en z0, alors le théorème 26.15(1)

donne la série. Si au contraire nous avons la série, la proposition 26.8 nous donne le résultat.

26.4 Singularités, pôles et méromorphe

Définition 26.38.
Si f est holomorphe 22 sur un ouvert Ω, alors une singularité de f est un point isolé du bord de
Ω.

(1) La singularité est effaçable si la fonction f s’y prolonge en une fonction holomorphe.
(2) La singularité a est isolée si f est holomorphe sur Bpa, rqztau.

Définition 26.39 (pôle d’une fonction[1, 551]).
Soient un ouvert Ω de C ainsi que a P Ω. La fonction f : Ωztau Ñ C a un pôle d’ordre n en a
si il existe r ą 0 et une fonction holomorphe g : Bpa, rq Ñ C telle que

(1) gpaq ‰ 0

22. Définition 12.316.
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(2) pour tout z P Bpa, rqztau nous avons

fpzq “ gpzq
pz ´ aqn . (26.163)

Lemme 26.40.
Soit n P N. Nous notons Un l’ensemble des racines ne de l’unité 23 dans C. La fonction

f : Cz Un Ñ C

z ÞÑ 1
zn ´ 1

(26.164)

est holomorphe et possède un pôle d’ordre 1 en chaque point de Un.

Démonstration. Le fait que f soit holomorphe est simplement le fait que sur le domaine, le déno-
minateur est un bête polynôme qui ne s’annule pas.

Nous énumérons Un “ tξiui“1,...,n. Prouvons que ξk est un pôle d’ordre 1 de f . La première
égalité du lemme 19.23 donne zn ´ 1 “ ś

ipz ´ ξiq. D’abord nous considérons r ą 0 tel que
Bpξk, rq X Un “ tξku.

Nous posons
gk : Bpξk, rqztξku Ñ C

z ÞÑ 1ś
i‰kpz ´ ξiq .

(26.165)

Cela est bien une fonction holomorphe et nous avons

fpzq “ gkpzq
pz ´ ξkq . (26.166)

Exemple 26.41.
La fonction

z ÞÑ sinpzq
z

(26.167)

n’est pas définie en z “ 0, mais elle s’y prolonge en une fonction continue en posant fp0q “ 1. △

Proposition 26.42.
Une singularité de f est un pôle si et seulement si

lim
zÑZ

fpzq “ 8. (26.168)

Le théorème suivant complète la proposition 26.24.

Théorème 26.43 (Prolongement de Riemann[552]).
Soient un ouvert Ω Ă C, un point a P Ω et une fonction holomorphe f : Ωztau Ñ C. Nous
supposons que a est une singularité 24 de f . Les points suivants sont équivalents.

(1) la singularité a est effaçable ;
(2) f possède un prolongement continu en a ;
(3) il existe un voisinage épointé de a sur lequel f est bornée ;
(4) limzÑapz ´ aqfpzq “ 0.

Démonstration. En plusieurs implications.
(i) (1) implique (2) La fonction f admet même un prolongement holomorphe.

23. Voir la définition 19.1 et le lemme 19.2.
24. Singularité et singularité effaçable : définition 26.38.
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(ii) (2) implique (3) Soit un prolongement continu f̃ : Bpa, rq Ñ C de f . La restriction f̃ : Bpa, r{2q Ñ
C est continue sur un compact et donc bornée 25 tout en étant égale à f sur Bpa, r{2qztau.

(iii) (3) implique (4) dans le cas a “ 0 Nous supposons que f : Bpa, rqztau Ñ C est bornée.
Disons |fpzq| ă A. Alors pour tout z P Bpa, rqztau nous avons

|pz ´ aqfpaq| ď A|z ´ a| (26.169)

Or limzÑaApz ´ aq existe et vaut zéro. Donc limzÑa |pz ´ aqfpzq| existe et vaut également
zéro.

(iv) (4) implique (1) Nous commençons par supposer que a “ 0, et nous posonsD “ Bp0, rqzt0u.
La fonction f : D Ñ C est holomorphe et vérifie limzÑ0 zfpzq “ 0.
Nous considérons la fonction suivante :

g : Bp0, rq Ñ C

z ÞÑ
#

0 si z “ 0
z2fpzq sinon.

(26.170)

La fonction g est holomorphe sur D parce que f l’est. Voyons que g est dérivable en zéro.
Pour tout z sur un voisinage,

gpzq ´ gp0q
z

“ z2fpzq
z

“ zfpzq. (26.171)

Or par hypothèse limzÑ0 zfpzq “ 0 donc g1p0q “ 0, et g est holomorphe en 0 (c’est la
définition 12.316 d’une fonction holomorphe). Bref, g est holomorphe sur Bp0, rq.
Nous pouvons donc développer g en série entière 26 dans un voisinage Bp0, rq :

gpzq “
8ÿ

n“0
anz

n. (26.172)

En utilisant le 26.17, a0 “ gp0q “ 0 et a1 “ g1p0q “ 0. Donc en réalité

gpzq “
8ÿ

n“2
anz

n. (26.173)

Considérons la série entière 8ÿ

n“0
bnz

n (26.174)

avec bn “ an`2. Le lemme 15.16 dit que son rayon de convergence est le même que celui de
g. Donc la fonction

h : Bp0, rq Ñ C

z ÞÑ
8ÿ

n“2
anz

n´2 (26.175)

est holomorphe.
Par ailleurs, sur la partie D (qui ne contient pas z “ 0) nous pouvons écrire

fpzq “ gpzq
z2 (26.176)

et donc
fpzq “

8ÿ

n“2
anz

n´2. (26.177)

Autrement dit f “ h sur D, et h en est un prolongement holomorphe.
25. Théorème 7.126.
26. Théorème 26.15.
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(v) (3) implique (4) dans le cas a ‰ 0 Nous posons gpzq “ fpz ` aq. Nous avons

lim
zÑ0

zgpzq “ lim
zÑ0

zfpz ` aq “ lim
zÑa

pz ´ aqfpzq “ 0. (26.178)

Le changement de variable dans la limite est le lemme 7.153. Donc le premier cas s’applique
à g et nous avons un prolongement holomorphe g̃ : Bp0, rq Ñ C de g. La fonction donnée par
f̃pzq “ gpz ´ aq prolonge f .

Définition 26.44 (Fonction méromorphe[553]).
Soient U un ouvert de C et tpiu une suite de points dans U sans points d’accumulation (éventuel-
lement il y a un nombre fini de pi). Si la fonction f est holomorphe sur Uztpiu et si chaque pi est
un point régulier ou un pôle de f , alors nous disons que f est méromorphe sur U .

Lemme 26.45.
Soient 0 ă a ă b ă 8. Nous considérons l’équation différentielle

#
y1ptq “ n

t
yptq (26.179a)

ypaq “ ya (26.179b)

pour la fonction y : sa, br Ñ R.
L’unique solution est

yptq “ ya
an
tn. (26.180)

Note : a ‰ 0 de toutes façons, donc pas de problèmes.

Démonstration. En termes du théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42, nous avons y1ptq “ f
`
t, yptq˘

avec
f : sa, br ˆR Ñ R

pt, yq ÞÑ n

t
y.

(26.181)

Cette fonction f est Lipschitz et tout ce qu’on veut parce que t “ 0 est hors de son domaine ; la
régularité de f peut être étudiée sur le compact ra{2, bs.

Un calcul direct vérifie que la solution proposée (26.180) est bien une solution. Le théorème de
Cauchy-Lipschitz dit qu’elle est unique.

26.46.
Vous voulez savoir comment on trouve la solution yptq “ Ktn ? Allez, on vous la fait un peu
détendue, sans trop regarder les détails. D’abord,

y1ptq
yptq “ n

t
. (26.182)

Nous intégrons des deux côtés : ż x

a

y1ptq
yptq dt “ nrlnptqsxa. (26.183)

À gauche nous posons uptq “ ln
`
yptq˘ et nous avons

ż x

a

y1ptq
yptq dt “

ż x

a
u1ptqdt “ ruptqsxa “ ln

`
ypxq˘ ´ ln

`
ypbq˘. (26.184)

Nous mettons ça à la place du membre de gauche de (26.183), nous mettons toutes les constantes
dans un L (en ne nous posant aucune question sur le fait que ce soit positif, nul, que ça peut
rentrer dans un logarithme ou non) et :

ln
`
yptq˘ “ n lnpxq ` L “ ln

`
Kxn

˘
. (26.185)

où K “ eL. Et voila.
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Proposition 26.47.
Soient Ω un ouvert de C et fn : Ω Ñ C une suite de fonctions telles que pour tout compact K de
Ω il existe NK ě 0 tel que

(1) fn n’a pas de pôle dans K dès que n ě NK ;
(2) la série

ř
něNK

fn converge uniformément sur K.
Alors

(1) La fonction

fpzq “
8ÿ

n“0
fnpzq (26.186)

est méromorphe sur Ω et ses pôles sont l’union de ceux des fn.
(2) Nous pouvons permuter la somme et la dérivée :

f 1pzq “
8ÿ

n“0
f 1
npzq. (26.187)

26.5 Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne
Le théorème 26.53 peut être vu soit comme un dénombrement de solutions d’une certaine

équation diophantienne, soit comme partition d’un entier en parts fixées. Avant de nous lancer
dans sa démonstration, nous prouvons un certain nombre de lemmes qui vont traiter des aspects
combinatoires de la preuve.

Soit n,N P N. Soit a P NN . Nous considérons les ensembles suivants :

VnpNq “ tx P NN tel que
Nÿ

i“1
xi “ nu, (26.188a)

Wnpa,Nq “ ty P NN tel que y· a “ nu, (26.188b)
VnpNqa “ tx P VnpNq tel que ai  xi @i “ 1, . . . , Nu. (26.188c)

L’ensemble VnpNq avait déjà été rencontré en (15.85).

Lemme 26.48.
L’application

ψ : Wnpa,Nq Ñ VnpNqa
py1, . . . , yN q ÞÑ py1a1, . . . , yNaN q (26.189)

(1) est bien définie, c’est-à-dire qu’elle prend effectivement ses valeurs dans VnpNqa,
(2) est une bijection.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Bien définie Soit y P Wnpa,Nq. Nous avons ψpyqi “ aiyi. Le nombre ai divise donc bien

ψpyqi et
řN
i“1 ψpyqi “ n.

(ii) Injective Si ψpyq “ ψpy1q, alors pour tout i nous avons yiai “ y1
iai, et donc yi “ y1

i. La
fonction ψ est donc bien injective.

(iii) Surjective Soit x P VnpNqa. Vu que ai  xi, il existe yi P N tel que xi “ aiyi. On vérifie
que y P Wnpa,Nq et que ψpyq “ x.

Lemme 26.49.
Pour i “ 1, . . . , N , nous posons

bi : NN Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si ai  xi
0 sinon.

(26.190)
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Nous avons
ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
bipxq “ Card

`
Wnpa,Nq˘. (26.191)

Démonstration. Nous décomposons la somme en VnpNqa et son complémentaire dans VnpNq :

ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
bipxq “

ÿ

xPVnpNqa

Nź

i“1
bipxq `

ÿ

xPVnpNqzVnpNqa

Nź

i“1
bipxq (26.192a)

“
ÿ

xPVnpNqa

1 `
ÿ

xPVnpNqzVnpNqa

0 (26.192b)

“ Card
`
VnpNqa

˘
(26.192c)

“ Card
`
WnpN, aq˘ (26.192d)

Justifications :

— Pour (26.192b). Si x P VnpNqa, alors ai  xi pour tout i, et donc bipxq “ 1 pour tout i. Si
au contraire x P VnpNqzVnpNqa, il existe un i tel que ai ne divise pas xi et donc tel que
bipxq “ 0.

— Pour (26.192d). Les deux ensembles sont en bijection par le lemme 26.48.

Lemme 26.50.
Soit s ě 1. La série entière

8ÿ

n“0
zns (26.193)

a un rayon de convergence égal à 1. Pour z P Bp0, 1q nous avons

8ÿ

n“0
zns “ 1

1 ´ zs
. (26.194)

Démonstration. Pour un z P C fixé, nous avons zns “ pzsqn 27. Nous appelons donc la proposition
11.119 avec q “ zs.

Si |z| ă 1, alors |zs| ă 1 et la proposition 11.119 nous dit que la série converge. Si au contraire
|z| ą 1, alors |zs| ą 1 et la série diverge.

Le corolaire 15.18 conclu que le rayon de convergence est bien 1.
La valeur (26.194) est également une partie de la proposition 11.119.

Lemme 26.51.
Si a, b P C, si N P N et si p P N avec p ă N , nous posons

an “ a
pn`N ´ 1q!

n! (26.195)

et

bn “ b
pn` p´ 1q!

n! . (26.196)

Nous avons an „ an ` bn.

27. Vu qu’ici n et s sont entiers, c’est pas profond ça. Il ne faut pas invoquer la proposition générale 12.412.
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Démonstration. Nous posons αpnq “ pan ` bnq{an et nous prouvons que limnÑ8 αpnq “ 1. Pour
ce faire,

bn
an

“ b

a

pn` p´ 1q!
n!

n!
pn`N ´ 1q! (26.197a)

“ b

a

pn` p´ 1q!
pn`N ´ 1q! (26.197b)

“ b

a

pn` p´ 1q!
pn` p´ 1q!śn`N´1

k“n`p k
(26.197c)

“ b

a

n`N´1ź

k“n`p

1
k

(26.197d)

ď b

a

1
n` p

, (26.197e)

et nous avons
lim
nÑ8

bn
an

“ 0, (26.198)

de telle sorte que limnÑ8 αpnq “ 1.

Lemme 26.52.
Si N P N, nous avons équivalence des suites

pn`N ´ 1q!
n! „ nN´1. (26.199)

Démonstration. Sachez que dans
śb
i“a, il y a b ´ a ` 1 facteurs, et non b ´ a comme on pourrait

naïvement le croire. Cela dit, nous avons le calcul

pn`N ´ 1q!
n!nN´1 “

˜
n`N´1ź

k“n`1
k

¸
1

nN´1 (26.200a)

“
n`N´1ź

k“n`1

k

n
(26.200b)

“
N´1ź

k“1

n` k

n
. (26.200c)

Donc la limite
lim
nÑ8

pn`N ´ 1q!
n!nN´1 “ 1. (26.201)

Théorème 26.53 ([1, 101, 357, 554, 89]).
Soient N P N et a P NN tel que pgcdpa1, . . . , aN q “ 1. Nous posons

Wnpa,Nq “ ty P NN tel que y· a “ nu. (26.202)

Nous avons alors 28

Card
`
Wnpa,Nq˘ „ 1śN

k“1 ak

nN´1

pN ´ 1q! . (26.203)

Démonstration. Pour chaque i “ 1, . . . , N , nous considérons la série entière

sipzq “
8ÿ

k“0
zkai . (26.204)

28. Équivalence de suites, définition 10.30.
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dont le rayon de convergence vaut 1 par le lemme 26.50. Nous nous apprêtons à faire le produit de
Cauchy multiple de la proposition 15.34 ; nous posons donc

bik “
#

1 si ai|k
0 sinon ,

(26.205)

et nous écrivons toutes les séries si sous la forme

sipzq “
8ÿ

k“0
bikz

k. (26.206)

La proposition 15.34 nous assure que si |z| ă 1, le produit
śN
i“1 sipzq peut être écrit sous la forme

de la série entière

Nź

i“1
sipzq “

8ÿ

s“0

¨
˝ ÿ

xPVspNq

Nź

i“1
bixi

˛
‚zs (26.207a)

“
8ÿ

s“0

¨
˝ ÿ

xPVspNq

Nź

i“1
bipxq

˛
‚zs (26.207b)

“
8ÿ

s“0
Card

`
Wspa,Nq˘zs (26.207c)

Justifications :
— Pour (26.207b). Notation bi du lemme 26.49.
— Pour (26.207c). Utilisation du lemme 26.49
D’autre part, le lemme 26.50 nous permet d’écrire

fpzq “
Nź

i“1
sipzq “

Nź

i“1

1
1 ´ zai

. (26.208)

Notre but sera d’écrire ce produit sous forme de série entière est d’identifier les coefficients avec
ceux que l’on trouve dans (26.207c).

(i) mω “ N si et seulement si ωai “ 1 Nous montrons à présent que ω est un pôle d’ordre N
de f si et seulement si ωa1 “ . . . “ ωaN “ 1.

(i) Un polynôme Nous considérons le polynôme

P pXq “
Nź

i“1
p1 ´Xaiq “

Nź

i“1

ź

ωPUai

pX ´ ωq (26.209)

où, pour la seconde égalité, nous avons utilisé le lemme 19.23. En posans U “ ŤN
i“1 Uai

nous écrivons encore
P pXq “

ź

ωPU
pX ´ ωqmω (26.210)

où mω “ Cardti tel que ω P Uaiu. Cela pour dire que, pour |z| ă 1,

fpzq “ 1
P pzq “ 1ś

ωPUpX ´ ωqmω
. (26.211)

(ii) Sens ñ Si ω est un pôle d’ordre N , alors N “ mω “ ti tel que ω P Uaiu. Donc ω P Uai

pour tout i, c’est-à-dire que ωai “ 1 pour tout i.
(iii) Sens ð Dans l’autre sens, si ωai “ 1 pour tout i, alors mω “ N et ω est un pôle d’ordre

N .
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Nous pouvons continuer.
(ii) mω “ N si et seulement si ω “ 1 Nous savons que ω “ 1 est un pôle d’ordre N parce que

1 P Uai pour tout i. Dans l’autre sens, si ω est d’ordre N , alors nous venons de voir que
ωai “ 1 pour tout i.
Vu que les ai sont premiers entre eux, le théorème de Bézout 1.229 nous donne des entiers
ui tels que

řN
i“1 uiai “ 1. Nous avons alors

ω “ ωu· a “
Nź

i“1
pωaiqui “ 1. (26.212)

Donc les pôles de f différents de 1 sont d’ordre strictement inférieur à N .
(iii) Décomposition en éléments simples Décomposons un peu l’expression de fpzq :

fpzq “
ź

i“1

1
1 ´ zai

(26.213a)

“
Nź

i“1

1
´ś

ωPUai
pz ´ ωq (26.213b)

“ p´1qN
Nź

i“1

ź

ωPUai

1
z ´ ω

(26.213c)

“ p´1qN
Nź

i“1

ÿ

ωPUai

λω, i

z ´ ω
(26.213d)

Justifications :
— Pour (26.213b). Lemme 19.23 ; vous noterez le signe de différence.
— Pour (26.213d). Lemme 19.18 pour la décomposition en éléments simples.

(iv) Isoler le terme ω “ 1 Nous notons U “ ŤN
i“1 Uai . Chaque Uai contient ω “ 1. L’expres-

sion (26.213d) contient donc un terme en 1
pz´1qN . Tous les autres ω de U ne sont présents

que dans au maximum N ´ 1 des Uai . Nous avons donc

fpzq “ A

pz ´ 1qN `
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

Bp,ω
pz ´ ωqp (26.214)

avec Bp,ω P C.
(v) Une belle lampée de factorielles Le lemme 15.45(3) permet d’écrire f avec des séries

entières :
fpzq “ A

pN ´ 1q!
8ÿ

s“0

ps`N ´ 1q!
s! zs

`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

p´1qpBp,ω
pp´ 1q!

8ÿ

s“0

ps` p´ 1q!
s!

zs

ωs`p`1

(26.215)

qui est valable pour z P Bp0, 1q.
(vi) Ce qu’on en fait Pour rappel, l’équation (26.207) nous dit que

fpzq “
8ÿ

s“0
Card

`
Wspa,Nq˘zs. (26.216)

Nous allons donc identifier le coefficient de zn dans (26.215) avec Card
`
Wnpa,Nq˘ :

Card
`
Wnpa,Nq˘ “ A

pN ´ 1q!
pn`N ´ 1q!

n!

`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

p´1qpBp,ω
pp´ 1q!

pn` p´ 1q!
n!

1
ωn`p`1 .

(26.217)
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Voici une belle suite (par rapport à n) donc nous devons étudier le comportement asympto-
tique.

(vii) Des équivalences Le lemme 26.51 nous permet de supprimer tous les termes autres que
celui qui contient A :

Card
`
Wnpa,Nq˘ „ A

pN ´ 1q!
pn`N ´ 1q!

n! . (26.218)

Notez que, à gauche, nous avons une suite dans N et à droite, une suite dans C (il n’y a pas
de raisons à priori que A soit entier ou réel). Cela n’a pas d’importance ; ça n’empêche pas
les suites d’être équivalentes.
Le lemme 26.52 donne maintenant

Card
`
Wnpa,Nq˘ „ A

pN ´ 1q!n
N´1. (26.219)

Cela est déjà très bien parce que ça donne la vitesse de croissance en fonction de N et n.
Mais puisque nous sommes perfectionistes, nous allons encore déterminer la valeur de A.

(viii) La valeur de A Pour déterminer la valeur de A, l’astuce est de considérer la fonction
z ÞÑ fpzqp1 ´ zqN :

fpzqp1 ´ zqN “ p1 ´ zqN
Nź

i“1

1
1 ´ zai

(26.220a)

“
Nź

i“1

1 ´ z

1 ´ zai
(26.220b)

“
Nź

i“1

1
1 ` . . .` zai´1 . (26.220c)

Justifications :
— Pour (26.220c). C’est le lemme 3.154(2).

La dernière expression montre qu’il n’y a pas de mal à prendre la limite z Ñ 1 ; elle vaut

lim
zÑ1

fpzqp1 ´ zqN “
Nź

i“1

1
ai
. (26.221)

Mais en partant d’autre part de (26.214), nous avons

fpzqp1 ´ zqN “ A`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

Bp,ωp1 ´ zqN
pz ´ ωqp . (26.222)

Vu que N ą p, la limite z Ñ 0 existe et vaut zéro dans tous les éléments de la somme, y
compris les éléments avec ω “ 1. Donc

lim
zÑ1

fpzqp1 ´ zqN “ A. (26.223)

Nous savons donc que

A “
Nź

i“1

1
ai
. (26.224)

En remettant la valeur (26.224) dans l’équivalence (26.219), nous trouvons le résultat demandé.

Exemple 26.54.
Pour p “ 1, l’équation est αx “ n, qui possède au maximum une solution, quel que soit n. Et de
plus pour avoir une solution il faut et suffit que α divise n, c’est-à-dire que n soit un multiple de
α. Il n’y a que un nombre sur α à être multiple de α. D’où le comportement en 1

α .
Pour p “ 2, c’est l’équation (3.50) déjà étudiée. Il y a une famille à un paramètre de solutions

dont seulement un certain nombre sont positives. À priori, le nombre de solutions positives croît
linéairement en n. △
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26.55.
Si vous aimez les séries génératrices. Si vous aimez l’idée de mettre toute l’information d’un pro-
blème dans les coefficients d’une série puis de trouver des réponses en les manipulant, vous pouvez
regarder introduction à la théorie analytique des nombres[555].

Cette vidéo explique comment payer n euros avec des pièces et des billets de valeur données.
On pourrait croire que cela est exactement le résultat du théorème 26.53. Il n’en est rien parce que
l’hypothèse de pgcd du théorème n’est pas du tout réalisée par les pièces et billets actuellement en
circulation.

Du coup, je ne sais pas si ce théorème est intéressant au sens de la définition 0.2.

26.6 Fonctions d’Euler
Théorème 26.56 (Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler[89]).
Nous considérons la formule

Γpzq “
ż 8

0
e´ttz´1dt. (26.225)

Alors
(1) Cette formule définit une fonction holomorphe sur

P “ tz P C tel que ℜpzq ą 0u. (26.226)

(2) La fonction Γ: P Ñ C admet un unique prolongement méromorphe sur C, lequel a des pôles
sur les entiers négatifs.

Démonstration. (i) Holomorphie sous l’intégrale Pour étudier l’holomorphie de la fonction
Γ sur P nous utilisons le théorème 26.29.
Nous considérons la fonction

g : P ˆR` Ñ C

pz, tq ÞÑ e´tzz´1 (26.227)

et nous commençons par montrer que c’est holomorphe en z pour chaque t ą 0 fixé. Nous
le vérifions par le critère de Bz̄f“0

29 et en nous souvenant que ti “ elnptiq “ ei lnptq. Nous
obtenons rapidement que

Bg
Bz̄ “ 0. (26.228)

Le fait que la fonction t ÞÑ gpz, tq soit mesurable pour tout z est d’accord.
Et enfin soit K compact dans P. Il faut trouver une fonction gKptq intégrable sur r0,8r
telle que pour tout z P K et t P r0,8r nous ayons |fpz, tq ď gptq|. Pour cela nous majorons
séparément les parties t P s0, 1r et t ě 1.
Soit donc K compact dans P ; nous posons M “ maxzPK ℜpzq et ϵ “ minzPK ℜpzq.
Si t P s0, 1r alors nous avons

e´ttz´1 “ e´tepz´1q lnptq, (26.229)

de telle façon à que que

|e´ttz´1| ď |epx´1`iyq lnptq| (26.230a)
“ |epℜpzq´1q lnptq| (26.230b)
“ |tℜpzq´1| (26.230c)
ď |tϵ´1| (26.230d)

“ 1
t1´ϵ . (26.230e)

29. Théorème 26.2.
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Cette dernière fonction est intégrable sur s0, 1r.
Nous considérons maintenant t ě 1. Dans ce cas nous avons

|e´tzz´1| “ e´ttℜpzq´1 ď e´ttM´1. (26.231)

Cette dernière fonction est un produit d’une exponentielle décroissante avec un polynôme.
C’est donc intégrable entre 1 et l’infini.
La fonction gK que nous considérons est donc

gKptq “

$
’&
’%

1
t1´ϵ si t ă 1
borné si 1 ď t ď b

e´ttM´1 si t ą b.

(26.232)

Cela est une fonction intégrable sur s08, r et qui majore f uniformément en z sur le compact
K de P. Le théorème 26.29 nous permet donc de conclure que

Γpzq “
ż 8

0
fpz, tqdt (26.233)

est holomorphe en z sur P et que

Γ1pzq “
ż 8

0

Bf
Bz pz, tqdt. (26.234)

(ii) En deux morceaux Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème. Pour z P P
nous coupons l’intégrale en deux :

Γpzq “
ż 1

0
e´ttz´1dt`

ż 8

1
e´ttz´1dt (26.235)

(iii) Première partie Nous commençons par parler de la première partie :
ş1
0 e

´ttz´1dt dans
laquelle nous voulons utiliser le développement en série de l’exponentielle e´t. Nous devons
donc traiter ż 1

0

8ÿ

n“0

p´1qn
n! tn`z´1dt. (26.236)

Nous allons permuter la somme avec l’intégrale à l’aide du théorème de Fubini 14.272 en
posant la fonction

gpn, tq “ p´1qn
n! tn`z´1 (26.237)

et en considérant le produit entre la mesure de Lebesgue sur C et la mesure de comptage
sur N, c’est-à-dire que nous étudions

ż 1

0

ż

N

gpn, tqdndt. (26.238)

Pour permuter il suffit de prouver que |g| est intégrable pour la mesure produit, c’est-à-dire
que ż 1

0

ż

N

ˇ̌
ˇ̌p´1qn
n! tn`z´1

ˇ̌
ˇ̌ ă 8. (26.239)

Nous avons |tz “ tℜpzq|, donc

8ÿ

n“0

ˇ̌
ˇ̌ t
n`z´1

n!

ˇ̌
ˇ̌ “ tℜpzq´1

8ÿ

n“0

tn

n! “ tℜpzq´1et. (26.240)
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Étant donné que nous avons fixé z P P, nous avons ℜpzq ´ 1 ą ´1 et donc tℜpzq´1 est
intégrable entre 0 et 1. La partie et se majore sur r0, 1s par une constante quelconque. Nous
avons donc payé le droit d’inverser la somme et l’intégrale :

ż 1

0
e´ttz´1dt “

8ÿ

n“0

ż 1

0

p´1qn
n! tn`z´1dt “

8ÿ

n“0

p´1qn
n! rtn`zs1

0 “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn` zq . (26.241)

Nous avons donc l’intéressante formule suivante, valable pour tout z P P :

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn´ zq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (26.242)

(iv) Prolongation de la première partie Nous voudrions montrer maintenant que la fonc-
tion 8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn´ zq (26.243)

est méromorphe sur C avec des pôles en les entiers négatifs. Pour cela nous considérons la
suite de fonctions

fnpzq “ p´1qn
n!pz ` nq (26.244)

et nous allons utiliser la proposition 26.47. Si n ě 0, la fonction fn est méromorphe sur C
avec un pôle simple en z “ ´n. Soit K compact de C et NK tel que K Ă Bp0, NKq. Pour
n ě NK ` 1, la fonction fn n’a pas de pôle dans K et de plus pour tout z P K nous avons

|z ` n| “ |z ´ p´zq| ě ˇ̌
n´ |z|ˇ̌ ě n´ |z| ě n´NK , (26.245)

et par conséquent
|fnpzq| ď 1

n!pn´Nq , (26.246)

ou pour le dire de façon plus snob :

}fn}8,K ď 1
n!pn´Nq , (26.247)

dont la série converge. Cela signifie que la série
ř
něN fn converge normalement 30 sur K,

donc la fonction
fpzq “

8ÿ

n“0
fnpzq (26.248)

est une fonction méromorphe dont les pôles sont ceux des fn, c’est-à-dire les entiers négatifs
(proposition 26.47).

(v) La seconde partie Nous allons à présent prouver que la fonction

gpzq “
ż 8

1
e´ttz´1dt (26.249)

est holomorphe sur C. Pour cela nous considérons la fonction de deux variables fpz, tq “
e´ttz´1 et nous utilisons le théorème d’holomorphie sous l’intégrale 26.29. D’abord pour z0
fixé dans C nous avons ż 8

1
|e´ttz0´1| ď

ż 8

1
e´ttℜpz0q´1dt, (26.250)

donc l’intégrale converge parce que c’est polynôme contre exponentielle. Par ailleurs pour
chaque t0 fixé sur r0,8r, la fonction z ÞÑ e´t0tz´1

0 est holomorphe sur C comme en témoigne
le calcul suivant :

1
2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
tx`iy´1
0 “ 0. (26.251)

30. Définition 11.81.
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Et enfin si K est compact dans C nous avons

|fpz, tq| “ |e´ttz´1| “ e´t|tℜpzq´1| ď e´ttM´1 (26.252)

où M “ maxzPK ℜpzq. Nous en déduisons que la fonction

z ÞÑ
ż 8

1
e´ttz´1dt (26.253)

est une fonction holomorphe sur C.
(vi) Conclusion Au final nous avons prouvé que la fonction Γ d’Euler admet le prolongement

méromorphe sur C donné par

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pz ` nq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (26.254)

26.6.1 Euler et factorielle

Proposition 26.57.
Nous avons la formule Γpnq “ pn´ 1q! pour tout n P N.

Démonstration. Nous partons de la formule

Γpnq “
ż 8

0
e´ttn´1dt (26.255)

que nous intégrons par partie en posant

u “ tn´1 u1 “ pn´ 1qtn´1

v “ e´t v1 “ ´e´t.
(26.256)

Les termes au bord s’annulent (ici il y a un passage à la limite qui n’est pas écrit) et nous trouvons

Γpnq “
ż 8

0
pn´ 1qe´ttn´2dt “ pn´ 1qΓpn´ 1q. (26.257)

Pour conclure il suffit de remarquer que

Γp1q “
ż 8

0
“ ´re´ts8

0 “ 1. (26.258)

26.7 Exponentielle et logarithme complexe

26.7.1 Propriétés de l’exponentielle

Proposition 26.58.
Soit z P C fixé. La fonction

E : R Ñ C

t ÞÑ etz
(26.259)

est C8, sa dérivée est
E1ptq “ zetz. (26.260)

La fonction E est développable en série entière (voir définition 15.126) sur R en t “ 0 et

etz “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (26.261)
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Démonstration. Nous fixons z P C. Par définition 18.6, la série suivante est etz :

fptq “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (26.262)

Cette série a un rayon de convergence infini et la fonction f est donc C8 sur R. Nous pouvons la
dériver terme à terme :

f 1ptq “
8ÿ

n“1

zn

n! nt
n´1 “ z

8ÿ

n“1

zn´1

pn´ 1q! t
n´1 “ zetz. (26.263)

Théorème 26.59.
La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes.

(1) exp est holomorphe 31.
(2) pezq1 “ ez.
(3) L’exponentielle est développable en série entière,

ez “
8ÿ

n“0

zn

n! (26.264)

et la série converge normalement sur tout compact de C.

Démonstration. En tant que application E : R2 Ñ C, la fonction

Epx, yq “ expcos y ` i sin yq (26.265)

est C8. De plus nous avons

BE
Bx px, yq “ ex`iy “ Epx, yq (26.266a)

BE
By px, yq “ iEpx, yq, (26.266b)

et par conséquent la fonction E vérifie les équations de Cauchy-Riemann.
Si r est fixé, par le critère d’Abel appliqué à la suite r{n! nous savons que la série

ř
zn{n!

converge normalement sur le compact Bp0, rq.

26.7.2 Intégrale de Fresnel

Nous allons calculer l’intégrale de Fresnel
ż 8

0
e´ix2

dx “
?
π

2 e´iπ{4 (26.267)

en suivant la démarche présentée par Wikipédia[556]. Nous commençons par prouver que l’intégrale
est convergente en nous contentant de justifier la convergence de

ż 8

0
sinpx2qdx. (26.268)

Pour chaque a ą 0 fixé, l’intégrale
şa
0 sinpx2qdx ne pose pas de problèmes. Le lemme 20.197 nous

permet de passer à la limite ; nous devons donc seulement calculer

lim
bÑ8

ż b

a
sinpx2qdx (26.269)

31. Définition 12.316.
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où a est une constante strictement positive. Nous effectuons une intégration par partie en posant

u “ 1
x

u1 “ ´ 1
x2 (26.270a)

v1 “ x sinpxq v “ 1 ´ cospxq
2 . (26.270b)

Notons que la primitive v a été choisie pour avoir vp0q “ 0. Nous avons
ż b

a
sinpx2qdx “

„
1 ´ cospx2q

2x

ȷb

a

´
ż b

a

cospx2q ´ 1
2x2 dx (26.271)

Pour le premier terme nous avons

lim
bÑ8

„
1 ´ cospx2q

2x

ȷb

a

“ lim
bÑ8

1 ´ cospb2q
2b ´ 1 ´ cospa2q

2a “ ´1 ´ cospa2q
2a . (26.272)

C’est borné. Pour le second terme de (26.271), la fonction

cospx2q ´ 1
2x2 (26.273)

est majorée par la fonction 1{x2 qui est intégrable entre a et 8.
Nous allons calculer l’intégrale demandée en passant par la fonction

fpxq “ e´z2 (26.274)

définie sur le plan complexe. Nous l’intégrons sur le chemin γ “ γ1 `γ2 ´γ3 indiqué à la figure 26.1.

γ1

γ2γ3

Figure 26.1 – Chemin d’intégration pour l’intégrale de Fresnel

Ces chemins sont donnés par
γ1 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ t,
(26.275)

γ2 : r0, π4 s Ñ C

t ÞÑ Reit,
(26.276)

γ3 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ teiπ{4.
(26.277)

Tout d’abord la fonction f est bien holomorphe par le critère du théorème 26.2. Le calcul de Bf
Bz̄

se fait simplement en posant fpx, yq “ e´px`iyq2 . Le calcul est usuel :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=exp(-(x+I*y)**2)
sage: A=f.diff(x)+I*f.diff(y)
sage: A.simplify_full()
(x, y) |--> 0
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Nous avons donc

0 “
ż

γ
f “

ż R

0
e´t2dt

loooomoooon
I1pRq

`
ż π{4

0
e´R2e2it

Rieitdt
looooooooooomooooooooooon

I2pRq

`
ż R

0
e´t2eiπ{2

eiπ{4dt
loooooooooomoooooooooon

I3pRq

. (26.278)

L’intégrale est nulle pour tout R en vertu de la proposition 26.7. L’intégrale I1 est une gaussienne
et nous avons

lim
RÑ8 I1pRq “

?
π

2 (26.279)

par l’exemple 14.275. Nous montrons maintenant que limRÑ8 |I2pRq| “ 0 32. D’abord nous majo-
rons en prenant la norme puis nous effectuons le changement de variables u “ 2t :

|I2pRq| ď
ż π{4

0
Re´R2 cosp2tqdt (26.280a)

“ R

2

ż π{2

0
e´R2 cospuqdu. (26.280b)

Nous savons que le graphe du cosinus est concave : il reste au dessus de la droite que joint p0, 1q à
pπ2 , 0q. Du coup cospuq ě 1 ´ 2

πu et par conséquent

e´R2 cospuq ď e´R2p1´ 2
π
uq “ eR

2p 2
π
u´1q. (26.281)

Nous effectuons l’intégrale

|I2pRq| ď R

2

ż π{2

0
e´R2

e
2R2

π
udu (26.282a)

“ R

2 e
´R2

” π

2R2 e
2R2u{π

ıπ{2

0
(26.282b)

“ π

4R ´ πe´R2

4R , (26.282c)

et nous avons bien limRÑ8 |I2pRq| “ 0. Nous passons à la troisième intégrale. En tenant compte
que eiπ{2 “ i, nous avons

I3pRq “ ´
ż R

0
e´γ3ptq2

eiπ{4dt (26.283a)

“ ´1 ` i?
2

ż R

0
e´t2e2iπ{4 (26.283b)

“ ´1 ` i?
2

ż R

0
e´it2 . (26.283c)

En passant à la limite R Ñ 0, de l’équation (26.278) il ne reste que

0 “
?

2
2 ´ 1 ` i?

2

ż 8

0
e´it2dt, (26.284)

ce qui signifie que ż 8

0
e´it2dt “

?
2π

2p1 ` iq “
?
π

2 e´iπ{4. (26.285)

32. Il y a moyen de démontrer cela via le lemme de Jordan[557]. Nous donnons ici une démonstration moins
technologique.
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26.7.3 Logarithme complexe

26.7.3.1 La fonction argument

Nous savons la définition 18.6 de l’exponentielle complexe.

Définition 26.60.
Un logarithme de α P C est une solution de l’équation ez “ α.

Notons bien que cela définit un logarithme, et non le logarithme.

Lemme 26.61.
Si z1 et z2 sont des logarithmes de α alors il existe k P Z tel que z1 “ z2 ` 2ikπ.

Démonstration. Nous commençons par déterminer les logarithmes de α “ 1. Nous avons besoin
de ea`bi “ 1 (a, b P R). Nous avons

eaebi “ 1, (26.286)

et en prenant la norme nous trouvons |ea| “ 1, ce qui donne a “ 0. Ensuite ebi “ 1, qui signifie
b “ 2kπ. Les logarithmes de 1 sont donc les nombres de la forme 2ikπ.

Soient maintenant z1 et z2 des logarithmes de α. Alors ez1 “ ez2 , donc 33 ez1´z2 “ 1, ce qui
signifie que z1 ´ z2 est un logarithme de 1. Donc il existe un k P Z tel que z1 ´ z2 “ 2ikπ.

Remarque 26.62.
Jusqu’ici nous n’avons pas donné de conditions donnant l’existence d’un logarithme. Nous avons
seulement supposé des existences et donné des propriétés sur ces hypothétiques objets.

Définition 26.63 ([558]).
Si z P C˚ nous définissons la valeur principale de son argument le nombre θ P s´π, πs tel que

z “ |z|eiθ (26.287)

Nous le notons argpzq.
26.64.
Il ne faut pas se ruer sur argpx ` iyq “ arctanpy{xq. Pour rappel, la fonction arctan a été définie
dans le théorème 18.37, et elle prend ses valeurs dans s´π{2, π{2r. La formule vpx, yq “ arctanpy{xq
n’est donc valable que pour x ą 0. Les valeurs sont :

argpx` iyq “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctanpy{xq si x ą 0
π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ě 0
´π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ă 0
π
2 si x “ 0 et y ą 0
´π
2 si x “ 0 et y ă 0.

(26.288)

Pour x ą 0 nous avons argpx` iyq “ arctanpy{xq parce que justement la fonction arctan prend
ses valeurs en particulier entre ´π et π. Pour x ă 0 et y ą 0 nous avons argpx`iyq “ π`arctanpy{xq
(dans ce cas, arctanpy{xq ă 0) et si x ă 0, y ă 0 nous avons argpx` iyq “ ´π ` arctanpy{xq.
26.65 (Les dérivées partielles de la fonction argument).
Vu que nous en aurons besoin plusieurs fois, nous calculons maintenant les dérivées partielles de
la fonction

φ : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ argpx` iyq. (26.289)

Nous commençons par la dérivée Bxφpx, yq. Et il y a de nombreux cas à séparer.

33. C’est facile de dire « donc ». Il faut surtout citer la proposition 18.9(2).
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(i) x ą 0 Nous avons

Bφ
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0

arctanpy{px` ϵqq ´ arctanpy{xq
ϵ

, (26.290)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction x ÞÑ arctanpy{xq. Nous pouvons la calculer
facilement avec le théorème 18.37(2) :

Bφ
Bx px, yq “ ´ y

x2 ` y2 . (26.291)

(ii) x ă 0 Nous avons

Bφ
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0

˘π ` arctanpy{px` ϵqq ´ ` ˘ π ` arctanpy{xq˘
ϵ

(26.292)

où les signes ˘ dépendent du signe de y. De toutes façons, les termes en π se simplifient et
le calcul est le même que celui du cas x ą 0. Encore une fois nous avons

Bφ
Bx px, yq “ ´ y

x2 ` y2 . (26.293)

(iii) x “ 0 Nous devons calculer

Bφ
Bx p0, yq “ lim

ϵÑ0

argpϵ` iyq ´ argpiyq
ϵ

. (26.294)

Il y a quatre cas d’après les signes de ϵ (séparer limite à gauche et à droite) et y.
Si ϵ ą 0 et y ą 0 alors nous avons à faire le calcul

lim
ϵÑ0`

arctanpy{ϵq ´ π{2
ϵ

(26.295)

qui se traite par la règle de l’Hospital. Cela donne ´1{y.
Les trois autres cas ne se distinguent que par des constantes au numérateur, lesquelles dis-
paraissent en appliquant la règle de l’Hospital 34. Au final,

Bφ
Bx p0, yq “ ´1

y
. (26.296)

Nous avons calculé jusqu’ici :
Bφ
Bx px, yq “ ´y

x2 ` y2 (26.297)

pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu. En particulier vous avez noté que cette dérivée partielle est continue
sur R2ztp0, 0qu.

Nous calculons à présent la dérivée partielle par rapport à y :

Bφ
By px, yq “ lim

ϵÑ0

argpx` iy ` iϵq ´ argpx` iyq
ϵ

. (26.298)

(i) x ą 0 Nous avons à calculer

lim
ϵÑ0

arctan y`ϵ
x ´ arctan y

x

ϵ
, (26.299)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction t ÞÑ arctan t
x en t “ y. Résultat :

Bφ
By px, yq “ x

x2 ` y2 . (26.300)

34. Nonobstant le fait que ces constantes se mettent bien pour avoir un vrai cas d’indétermination 0{0, sinon la
règle de l’Hospital ne s’applique pas.
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(ii) x ă 0 et y ‰ 0 Le calcul à faire est :

lim
ϵÑ0

˘π ` arctan y`ϵ
x ´ `˘π ` arctan y

x

˘

ϵ
(26.301)

Une chose importante à remarquer est que dans le calcul de la limite nous pouvons supposer
que y et y` ϵ aient le même signe, quelle que soit la valeur et le signe de ϵ (assez petit). C’est
pour cela que les deux termes ˘π arrivent avec le même signe des deux côtés de la différence,
et se simplifient. Nous tombons sur une limite déjà faite et

Bφ
By px, yq “ x

x2 ` y2 (26.302)

(iii) x ă 0 et y “ 0 Vu que x ă 0 nous avons argpxq “ π et nous devons calculer

lim
ϵÑ0

argpx` iϵq ´ π

ϵ
. (26.303)

La limite ϵ Ñ 0` est classique et donne 1{x.
Mais la limite ϵ Ñ 0´ n’existe pas :

lim
ϵÑ0´

´π ` arctanpϵ{xq ´ π

ϵ
(26.304)

n’existe pas.
Donc Bφ

By px, 0q (26.305)

n’existe pas pour x ă 0.
(iv) x “ 0 et y ‰ 0 Le calcul est immédiat

lim
ϵÑ0

argpiy ` iϵq ´ argpiyq
ϵ

“ 0, (26.306)

donc Bφ
By p0, yq “ 0. (26.307)

En ce qui concerne la continuité, nous avons que Byφ est continue partout sauf sur la demi-droite
tpx, 0q tel que x ď 0u où elle n’existe pas.

26.7.3.2 Une définition possible du logarithme

Définition 26.66.
Nous définissons la fonction logarithme par

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ ln
`|z|˘ ` i argpzq (26.308)

où le ln à droite est le logarithme usuel sur R`.

Remarque 26.67.
Cette fonction généralise le logarithme déjà vu sur s0,8r Ă R. En effet pour des valeurs de z dans
cette partie nous avons argpzq “ 0 et |z| “ z.

Lemme 26.68.
Le nombre lnpzq est un logarithme de z.
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Démonstration. Nous avons

elnpzq “ eln |z|ei argpzq “ |z|ei argpzq “ z. (26.309)

Nous avons utilisé le fait que elnpxq “ x pour x P R` et |z|ei argpzq “ z par définition de la fonction
arg.

Notons que si on avait pris d’autres conventions pour définir arg, nous aurions eu d’autres
définitions possibles de ln.

Exemple 26.69.
Nous avons

lnp´1q “ lnp1q ` i argp´1q. (26.310)
Mais lnp1q “ 0 et argp´1q “ π (et non ´π), donc

lnp´1q “ iπ. (26.311)

C’est cette définition du logarithme qui est prise par Sage, et c’est cela qui lui permet de donner
la primitive de 1{x comme lnpxq et non lnp|x|q, parce que Sage connaît les logarithmes de nombres
réels négatifs :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: ln(-1)
7 I*pi
8 sage: f(x)=1/x
9 sage: f. integrate (x)

10 x |--> log(x)

tex/sage/sageSnip010.sage

△

Nous avons jusqu’ici défini une fonction sur C˚ qui fait correspondre à chaque nombre complexe
un de ses logarithmes. Il reste quelques questions à régler :

— Est-ce que cette fonction est continue ? Holomorphe ? (réponses : non et non)
— Si non, est-ce qu’il y avait moyen de trouver une définition plus efficace ? (réponse : non)

Lemme 26.70.
La fonction ln n’est pas continue sur s´8, 0s.
Démonstration. Attention à bien comprendre l’énoncé. La fonction

f : s´8, 0r Ñ C

x ÞÑ lnpxq (26.312)

est continue. D’ailleurs c’est lnpxq “ lnp|x|q ` iπ. Ce dont il est question dans l’énoncé, c’est de la
fonction ln vue comme fonction sur C˚.

Soit x ą 0 dans R ; nous avons

lnp´xq “ lnpxq ` iπ. (26.313)

Cependant limλÑ0´

λPR
lnp´x` λiq va valoir lnp|x| ´ iπq. En effet lorsque λ ă 0 est petit, l’argument

de ´x` λi se rapproche de ´π (et non de π).
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‚´x` λi
argpzq

Donc

lim
λÑ0´

λPR
lnp´x` λiq “ lim lnp|x` λi|q ` i argp´x` λiq “ lnp|x|q ´ iπ. (26.314)

Nous n’avons donc pas continuité de la fonction logarithme comme fonction sur C˚.

Théorème 26.71.
La restriction

ln : Czs´8, 0s Ñ C (26.315)
est holomorphe.

Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 12.322 et considérer la fonction

F : S Ñ R2

px, yq ÞÑ `
lnp|x` iy|q, argpx` iyq˘ (26.316)

où S “ R2ztpx, 0q tel que x ď 0u. Nous devons vérifier que F est différentiable et que sa différen-
tielle en un point de S est une similitude.

Nous posons
upx, yq “ ln

`a
x2 ` y2

˘
(26.317)

et
vpx, yq “ argpx` iyq. (26.318)

Les dérivées partielles de u ne sont pas très compliquées :

1 sage: var( ’x , y ’)
2 (x, y)
3 sage: u(x,y)=ln(sqrt(x**2+y**2))
4 sage: u.diff(x)
5 (x, y) |--> x/(x^2 + y^2)

tex/sage/sageSnip011.sage

c’est-à-dire
Bu
Bx “ x

x2 ` y2 (26.319a)

Bu
By “ y

x2 ` y2 . (26.319b)

Pour celles de v par contre, il faut se poser des questions, par exemples résister à la tentation
d’écrire vpx, yq “ arctanpy{xq et lire 26.64.

Nous avons déjà calculé les dérivées partielles de v dans 26.65, et nous avons vu qu’elles étaient
continues sur R2 privé de la demi-droite.

Vu que les dérivées partielles sont continues, le théorème 12.306 nous dit que F est différentiable.
La matrice de la différentielle est alors la matrice des dérivées partielles

˜
x

x2`y2
y

x2`y2
´y

x2`y2
x

x2`y2

¸
, (26.320)

qui a la forme requise (12.862) pour que la proposition 12.322 nous assure que ln soit C-dérivable,
c’est-à-dire holomorphe.
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26.7.3.3 Pas plus de continuité

Bon. La fonction logarithme que nous avons définie est holomorphe sur C˚ privé d’une demi-
droite U . Et elle n’est pas continue sur U ; elle y est cependant continue « par le haut ». Pouvons-
nous faire mieux ? Nous allons maintenant prouver quelques résultats d’impossibilité de faire mieux
que holomorphe partout sauf une partie pas si petite que ça.

Proposition 26.72.
Il n’existe pas de fonctions continues f : C˚ Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P C˚.

Démonstration. Pour tout z, le nombre fpzq est un logarithme de z. Or lnpzq en est également un.
Donc par le lemme 26.61

fpzq “ lnpzq ` 2ikpzqπ (26.321)
pour une certaine fonction k : C˚ Ñ Z. Sur le domaine d’holomorphie de ln, les fonctions ln et f
étant continues, la fonction k l’est aussi. Mais une fonction continue à valeurs dans Z est constante
(son domaine est connexe).

Il existe donc k P Z tel que
fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (26.322)

au moins pour tout z P C˚zU . Une telle fonction ne peut pas être continue sur U parce que ln ne
l’est pas.

Ok. Pas continue sur tout C. Mais continue sur un peu plus que C privé de toute une demi-
droite ? La proposition suivante répond que bof.

Proposition 26.73.
Soit Ω un ouvert de C contenant Sp0, rq (le cercle centré en 0 et de rayon r ą 0). Il n’existe pas
de fonction continue f : Ω Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P Ω.

Démonstration. Encore une fois, pour tout z P Ω nous avons

fpzq “ lnpzq ` 2iπkpzq (26.323)

pour une certaine fonction k : Ω Ñ Z. Sur ΩzU , la fonction ln est continue et k doit également
l’être. Donc k est constante sur les composantes connexes de ΩzU .

Vu que Sp0, rq est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules centrées en des
points de Sp0, rq. En prenant le minimum des rayons de ces boules, nous voyons que Ω contient
une couronne

tz P C tel que r ´ δ ď |z| ď r ` δu. (26.324)
Soit le point x0 “ ´r. C’est un point de Ω contenu dans U . Nous allons prouver que Bpx0, δqzU
est dans une seule composante connexe de Ω.

Soit un point z1 P Bpx0, δq situé au-dessus de U , et z2 un point de Bpx0, δq situé en dessous de
U . Le cercle Sp0, rq coupe Bpx0, δq en deux points : un au-dessus et un en-dessous de U . On peut
lier z1 au point de « sortie » supérieur de Sp0, rq en restant dans Bpx0, δq ; ce point est ensuite relié
en suivant le cercle au point d’entrée inférieur du cercle dans Bpx0, δq. Ce dernier point est lié à
z2 par un chemin restant dans la boule.

Tout cela pour dire que z1 et z2 sont dans la même composante connexe de Ω et que kpz1q “
kpz2q. Il existe donc k P Z tel que

fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (26.325)
sur Bpx0, δqzU . Une telle fonction f ne peut pas être continue.

26.7.3.4 Pas d’unicité : autres déterminations de l’argument

26.74.
Nous avons pris la fonction d’argument arg : C Ñ s´π, πs. Il y en a évidemment beaucoup d’autres
de possibles. Par exemple pour α P R nous pouvons considérer

argα` : C Ñ sα, α ` 2πs (26.326)
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ou
argα´ : C Ñ rα, α ` 2πr. (26.327)

En posant
lnα˘pzq “ lnp|z|q ` i argα˘pzq (26.328)

nous avons une fonction réciproque de l’exponentielle définie sur C˚ et holomorphe sur C˚ privé
d’une demi-droite Dα (dépendante de la valeur de α).

La différence entre lnα` et lnα´ est seulement la valeur sur la demi-droite de non-holomorphie.
L’une sera semi-continue d’un côté et l’autre, de l’autre côté.

Remarque 26.75.
La fonction arg0´ a déjà été utilisée en 18.4.2 pour écrire un inverse de la fonction

φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(26.329)

Définition 26.76 ([559]).
Soit un ouvert Ω Ă C˚. Nous disons que la fonction f : Ω Ñ C est une détermination sur Ω si
elle est continue et vérifie

efpzq “ z (26.330)

pour tout z P C.

Les différents résultats vus jusqu’ici montrent qu’il n’existe pas de détermination du logarithme
sur C˚.

Définition 26.77.
La détermination principale du logarithme est la restriction de notre logarithme 26.66

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ lnp|z|q ` i argpzq (26.331)

à l’ouvert C˚zU où U est la partie ℜpzq ď 0 de C.

Remarque 26.78.
Beaucoup de sources[560] ne définissent pas lnα˘ sur la droite Dα. C’est-à-dire qu’ils notent lnα
notre fonction lnα` restreinte à C˚zDα. Dans ce cas, les fonctions lnα` et lnα´ sont identiques 35.

Cette remarque est importante parce que certains vont vous dire « le logarithme n’est pas définit
sur la demi-droite » ; de leur point de vue, la fonction que nous avons définie est une prolongation
(non continue) à U du logarithme, qui est continu.

(1) Certaines personnes pourraient vous dire que notre logarithme « n’est pas bien définit parce
que si on fait le tour dans un sens ou dans l’autre nous n’obtenons pas la même valeur pour
lnpzq lorsque z est sur U ». Et cela avec des arguments aussi forts que « 2π et 0, c’est le
même point ».
Nous préférons être bien clairs 36 sur ce point : notre fonction ln est parfaitement définie sur
C˚ et 2π n’est pas la même chose que zéro. En particulier argpe2iπq “ 0 et argpe´iπq “ π et
non ´π.

(2) Il n’en reste pas moins que Sage donne lnp´1q “ Iπ et que nous avons choisi de faire de
même, parce que le Frido n’est pas un cours d’agrégation, mais un texte qui donne quelques
éléments de mathématique dans le but d’utiliser Sage efficacement.

(3) Tout ceci pour dire que si vous utilisez ce livre pour l’agrégation, vous devriez sérieusement
considérer l’option de ne pas donner du logarithme la définition donnée ici, mais bien sa
restriction.

35. Cela n’est pas tout à fait évident ; vous devriez y penser.
36. Est-ce qu’il faut vraiment un pluriel ici ?
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En fait notre logarithme est maximum pour la propriété « être une réciproque de l’exponen-
tielle » alors que beaucoup de monde préfère avoir une fonction maximale pour la propriété « être
réciproque de l’exponentielle tout en étant continue ».

De toutes les fonctions ayant le droit de vouloir être appelée « logarithme », celle que nous
avons choisie (un peu arbitrairement) pour s’appeler « logarithme » et accaparer de la notation
« ln » est lnπ` . Elle est d’une certaine manière celle qui arrive le plus naturellement.

En effet si nous pensons au logarithme népérien ln : R` Ñ R que nous voulons prolonger sur
R, nous devons poser

lnp´xq “ lnp´1q ` lnpxq (26.332)

pour x ą 0. Que peut valoir lnp´1q ? Il doit vérifier elnp´1q “ ´1. La première valeur qui nous
tombe sous la main est lnp´1q “ π. Bien entendu, d’autres possibilités étaient possibles, comme
lnp´1q “ 2017π par exemple.

26.7.3.5 Pas d’unicité : développement en série

Pour z0 P C˚ nous pouvons écrire un développement en série de la réciproque de l’exponentielle
autour de z0. La fonction ainsi définie est holomorphe sur la boule Bpz0, |z0|q et diverge en dehors
de cette boule.

Voilà encore une fonction « logarithme » pour chaque point de C˚. Nous nommons lnz0 la
fonction

lnz0 : Bpz0, |z0|q Ñ C (26.333)

donnée par la série.
En général nous n’avons pas lnz1 “ lnz2 sur l’intersection des disques de convergence. Si c’était le

cas, de proche en proche nous pourrions construire une fonction continue réciproque du logarithme
sur C˚, ce qui est impossible.

26.7.3.6 Pas d’unicité : laquelle choisir ?

Bon. Pour chaque demi-droite D nous avons une détermination du logarithme sur C˚zD. Et
pour tout z0 P C˚ nous en avons une sur Bpz0, |z0|q.

En pratique, quel logarithme choisir ? Cela dépend du problème.
Si vous avez besoin ou envie de travailler avec des série entières, le mieux est de choisir une

détermination donnée par un développement autour d’un point bien choisi par rapport à votre
problème.

Si vous avez surtout besoin d’holomorphie, et que vous en avez besoin sur un grand domaine,
vous devriez choisir une détermination sur un des ensembles C˚zDα en choisissant α de telle sorte
que la demi-droite maudite ne passe pas par la zone sur laquelle vous travaillez.

Dans tous les cas, vous devez préciser très explicitement la détermination choisie. Dans ce texte,
sauf mention du contraire, nous utiliserons la détermination principale, et même son extension (non
continue) à C˚. Lorsque nous aurions besoin d’holomorphie, nous préciserons que nous considérons
la restriction.

26.7.3.7 Logarithme comme primitive

Tout le monde sait que le logarithme ln : R` Ñ R est une primitive de la fonction x ÞÑ 1{x.
Qu’en est-il dans le cas complexe ? Tout d’abord précisons que nous ne comptons pas encore parler
d’intégrale sur C, mais seulement d’intégrales sur R d’une fonction à valeur complexes.

Proposition 26.79.
Si z P C alors ż 1

x` z
dx “ lnpx` zq (26.334)
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Démonstration. Il est important de comprendre que la formule (26.334) est un abus de notation
pour dire que si nous considérons la fonction

φ : R Ñ C

x ÞÑ lnpx` zq (26.335)

alors nous avons φ1pxq “ 1
x`z . Ici la dérivation est une dérivation sur R et l’intégrale est une

intégrale sur R, c’est-à-dire « composante par composantes ». La fonction φ se décompose en
partie réelle et imaginaire qui sont à dériver séparément :

φpxq “ lnp|x` z|q ` i argpx` zq. (26.336)

(i) Si z est imaginaire pur Nous posons z “ λi avec λ P R˚. D’abord nous avons
1

x` λi
“ x

x2 ` λ2 ´ i
λ

x2 ` λ2 . (26.337)

La partie réelle de φpxq est
φ1pxq “ ln

`a
x2 ` λ2

˘
, (26.338)

dont la dérivée est
φ1

1pxq “ x

x2 ` λ2 , (26.339)

qui correspond bien à la partie réelle de 1
x`λi .

En ce qui concerne la partie imaginaire, φ2pxq “ argpx` λiq, et sa dérivée n’est rien d’autre
que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument, déjà calculée en (26.297) :

φ1
2pxq “ ´λ

x2 ` λ
. (26.340)

Cela est bien la partie imaginaire de 1
x`λi .

Notons que nous n’avons pas de problèmes sur la demi-droite des réels négatifs parce que
nous ne considérons au final que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument,
laquelle existe et est continue, même sur cette partie.

(ii) Pour z quelconque Soit z “ s`λi avec s, λ P R. En posant φ0pxq “ lnpx`λiq nous avons
φpxq “ φ0px` sq et donc

φ1pxq “ φ1
0px` sq “ 1

x` s` λi
“ 1
x` z

. (26.341)

Tout va bien.

Exemple 26.80.
Un petit calcul d’intégrale, que nous avions déjà faite dans l’exemple 20.101 (avec la méthode de
Rothstein-Trager). En passant par une décomposition en fractions simples :

ż 1
x3 ` x

“
ż ˆ

1
x

´ 1{2
x´ i

´ 1{2
x` i

˙
(26.342a)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx´ iq ´ 1

2 lnpx` iq (26.342b)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx2 ` 1q. (26.342c)

Attention aux justifications. Il n’est pas vrai en général dans le cas de nombres complexes a et b
que lnpabq “ lnpaq ` lnpbq. En effet, pour la partie réelle, ça passe parce que |ab| “ |a||b|. Mais en
ce qui concerne la partie imaginaire,

argpabq ‰ argpaq ` argpbq (26.343)

lorsque la somme dépasse les bornes de s´π, πs. Le passage à (26.342c) fonctionne parce que dans le
cas particulier des nombres x`i et x´i, les arguments se somment à zéro : argpx`iq`argpx´iq “
0. △
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26.8 Théorème de Weierstrass
Théorème 26.81 (Théorème de Weierstrass[561]).
Soit pfnq une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C que nous supposons converger
uniformément sur tout compact vers f . Alors f est holomorphe sur Ω et pour tout k nous avons

f pkq
n Ñ f pkq (26.344)

uniformément sur tout compact.
Dit en peu de mots, la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes est holomorphe,

et on peut permuter la limite avec la dérivation.

Démonstration. Chacune des fonctions fn étant holomorphes, si a P Ω et r est tel que Bpa, rq Ă Ω,
nous avons par la formule de Cauchy 26.14 :

fnpzq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fnpξq
ξ ´ z

dξ (26.345)

pour tout z dans un boule Bpa, ρq incluse dans Bpa, rq. Étant donné que le cercle BB est compact,
elle y est majorée par une constante M . Montrons que de plus nous pouvons choisir M de telle façon
à avoir |fnpξq| ď M pour tout n et tout ξ en même temps. D’abord nous utilisons la continuité de
la limite f sur le compact BB pour poser A “ maxzPBB |fpzq|. Ensuite nous considérons un ϵ ą 0
et N tel que | fn ´ f}BB ď ϵ pour tout n ě N . Nous savons maintenant que

t|fnpξq| tel que n ě N, ξ P BBu (26.346)

est majoré par A` ϵ. Nous posons enfin

B “ max
nďN max

ξPBB |fnpzq|, (26.347)

et alors le nombre M “ maxtA` ϵ, Bu majore |fnpξq| pour tout n et tout ξ P BB.
De plus pour tout ξ P BB et pour tout z dans la petite boule, nous avons |ξ ´ z| ą r ´ ρ,

donc la fonction dans l’intégrale est majorée par une constante ne dépendant ni de n ni de ξ. Nous
pouvons donc permuter l’intégrale et la limite sur n :

fpzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq
ξ ´ z

. (26.348)

Cela implique que la fonction f est holomorphe par le corolaire 26.18.
Nous voudrions maintenant parler des dérivées des fn et de f . Pour cela nous voulons permuter

l’intégrale et les dérivées, ce qui est fait au corolaire 26.30 :

f pkq
n “ 1

2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq

pω ´ zqk`1dω. (26.349)

Nous voulons la convergence sur tout compact contenu dans l’ouvert Ω. Pour ce faire, nous allons
considérer un compact K Ă Ω et prouver la convergence uniforme dans toute boule de la forme
Bpz0, rq avec z0 P K et Bpz0, rq Ă Ω. Pour chaque tel couple pz0, rq, nous aurons un Npz0,rq P N
tel que si n ě Npz0,rq,

}f pkq
n ´ f pkq}Bpz0,rq ď ϵ. (26.350)

Vu que ces boules Bpz0, rq forment un recouvrement de K par des ouverts, nous pouvons en retirer
un sous-recouvrement fini et prendre, comme N , le maximum des Npz0,rq correspondants. Pour ce
N nous aurons

}f pkq
n ´ f pkq}K ď ϵ. (26.351)

Au travail !
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Pour z P Bpz0, rq nous considérons r1 ą r tel que Bpz0, r1q Ă Ω et nous avons

|f pkq
n pzq ´ f pkqpzq| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

1
2πi

ż

BBpz0,r1q
fnpξq ´ fpξq
pξ ´ zqk`1 dξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (26.352a)

ď 1
2π

ż

BBpz0,r1q
|fnpξq ´ fpξq|

|r ´ r1|k`1 dξ. (26.352b)

Nous avons pris ce r1 de telle manière que |ξ ´ z| soit borné par le bas par |r ´ r1| ; sinon la
majoration que nous venons de faire ne marche pas. Étant donné que fn Ñ f uniformément, nous
pouvons considérer n assez grand pour que le numérateur soit plus petit que ϵ indépendamment
de ξ et de z. Donc pour un n assez grand,

|f pkq
n pzq ´ f pkqpzq| ď ϵ

2π
2πr1

|r ´ r1|k`1 (26.353)

pour tout z P Bpz0, rq. Donc nous avons convergence uniforme f pkq
n Ñ f pkq sur cette boule. Par

l’argument de compacité donné plus haut, nous avons la convergence uniforme sur tout compact.

26.9 Analyse complexe en plusieurs variables
Définition 26.82 ([562]).
Nous définissons le polydisque centré en a P Cn et de « rayons » r P Cn par

Dpa, rq “ tz P Cn tel que |zj ´ aj | ă rj @j “ 1, . . . , nu. (26.354)

Définition 26.83.
Pour une fonction f : Cn Ñ Cn, nous notons

Bf
Bzj “ 1

2

ˆ B
Bxj ´ i

B
Byj

˙
f. (26.355)

Définition 26.84 ([562]).
Soit un ouvert 37 D dans Cn. Nous disons que f : D Ñ C est holomorphe si

(1) f est continue sur D,
(2) pour tout z P D et pour tout 1 ď j ď n, le nombre Bf

Bzj
pzq existe et est fini.

Définition 26.85 (BIBooXNQTooNgvlKd).
Soient des ouverts B1 et B2 dans Cn. Nous disons que f : B1 Ñ B2 est biholomorphe si

(1) f est holomorphe,
(2) f est une bijection entre B1 et B2,
(3) f´1 est holomorphe.

Théorème 26.86 (Inversion locale, version holomorphe).
Soient des ouverts B1 et B2 dans Cn. Nous considérons une fonction holomorphe f : B1 Ñ B2.
Soit z0 P B1 et w0 “ fpz0q. Il y a équivalence entre

(1) detpdfz0q ‰ 0
(2) Il existe un voisinage U de z0 dans B1 et V de w0 dans B2 tels que la restriction f : U Ñ V

est biholomorphe.

26.9.1 Inverse de fonctions analytiques

Théorème 26.87 ([563]).
Une fonction analytique admet un inverse local analytique.

37. La topologie sur Cn est celle de la norme définie en 10.96.



Chapitre 27

Analyse fonctionnelle

27.1 Théorème d’isomorphisme de Banach
Théorème 27.1 (théorème d’isomorphisme de Banach[564]).
Une application linéaire continue et bijective entre deux espaces de Banach est un homéomor-
phisme 1.

Démonstration. Soit une application linéaire bijective et continue f : E Ñ F entre deux espaces de
Banach. En particulier elle est surjective, et le théorème de l’application ouverte 11.145 s’applique :
f est une application ouverte.

Vu que f est bijective et ouverte, la proposition 11.141 implique que f´1 est continue. L’appli-
cation f est donc continue d’inverse continue. Elle est donc un homéomorphisme.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 27.2
Il est donné dans [565] un exemple d’application linéaire et bijective dont l’inverse n’est pas conti-
nue. Si un jour vous le mettez au propre, faites-m’en profiter en m’envoyant une photo de votre
feuille.

27.2 Théorème d’Ascoli
Proposition-Définition 27.3 (Application compacte[342]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R ou C et une application f P LpE,F q. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’image d’un borné de E par f est relativement compact 2 dans F .
(2) L’image par f de la boule unité fermée est relativement compacte dans F .
(3) Si pxnq est une suite bornée dans E, alors nous pouvons en extraire une sous-suite pxφpnqq

telle que yn “ f
`
xφpnq

˘
converge dans F .

Une application vérifiant les conditions équivalentes de la proposition 27.3 est dite compacte.

Démonstration. En trois parties.
(i) (1) ñ (2) La boule unité fermée est bornée, et donc son image est relativement compacte.
(ii) (2) ñ (3) Soient pxnq bornée dans E, et soit M , une borne. Nous avons donc

zn “ f
´xn
M

¯
P f`Bp0, 1q˘ Ă f

`
Bp0, 1q˘. (27.1)

Donc pznq est contenue dans une partie relativement compacte et donc aussi dans un compact.
Nous en déduisons que pznq admet une sous-suite convergente. Soit donc φ : N Ñ N telle que

f
´xφpnq
M

¯
Ñ y. (27.2)

1. Définition 7.44.
2. Relativement compact, définition 7.71.

1937
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Vu que f est linéaire, nous avons aussi f
`
xφpnq

˘ Ñ My.
(iii) (3) ñ (1) Soit une partie bornée A de F . Nous devons prouver que fpAq est compact.

Pour cela nous considérons une suite pynq dans fpAq. Soit ϵk Ñ 0. Pour chaque n, l’élément
yn est dans la fermeture de fpAq, c’est à dire qu’il existe un élément de fpAq dont la distance
à yn est plus petite que ϵn. Bref, il existe une suite pxnq dans A telle que

}fpxnq ´ yn} ď ϵk. (27.3)

La suite pxnq est bornée parce qu’elle est contenue dans A. Donc il existe une sous-suite
φ : N Ñ N telle que

f
`
xφpnq

˘ Ñ y (27.4)

pour un certain y P fpAq. Le fait que y soit dans fpAq est dû au fait que la suite n ÞÑ fpxnq
est une suite dans fpAq ; donc la limite est dans la fermeture de fpAq.
Nous avons

}yφpnq ´ y} ď }yφpnq ´ f
`
xφpnq

˘} ` }f`xφpnq
˘ ´ y} (27.5a)

ď ϵk ` }f`xφpnq
˘ ´ y} Ñ 0. (27.5b)

Donc la suite pyφpnqq converge vers y P fpAq. Nous avons montré que toute dans fpAq
possédait une sous-suite convergente dans fpAq. Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.124
conclu que fpAq est compact et donc que fpAq est relativement compact.

Théorème 27.4 (Théorème d’Ascoli[566]).
Soient un espace topologique compact K et un espace métrique pE, dq. Nous considérons la topologie
uniforme sur C0pK,Eq. Une partie A de C0pK,Eq est relativement compacte si et seulement si
les deux conditions suivantes sont remplies :

(1) A est équicontinu 3,
(2) @x P K, l’ensemble tfpxq tel que f P Au est relativement compact dans E.

La version suivante du théorème de Banach-Steinhaus est énoncée de façon ad hoc pour fonc-
tionner avec l’espace DpKq des fonctions de classe C8 à support dans le compact K. Un énoncé
un peu plus fort est donné dans le cadre des espaces de Fréchet dans [196].

Théorème 27.5 (Banach-Steinhaus avec des seminormes[1]).
Soit pE, dq un espace vectoriel métrique complet dont la topologie est également 4 donnée par une
famille P “ tpiuiPI de seminormes. Soit tTαuαPA une famille d’applications linéaires continues
Tα : E Ñ R telles que pour tout x P E nous ayons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpxqˇ̌ ă 8. (27.6)

Alors il existe une constante K ą 0 et un sous-ensemble fini J Ă I tels que pour tout x P E et
pour tout α P A nous ayons ˇ̌

Tαpxqˇ̌ ď K max
jPJ pjpxq. (27.7)

Démonstration. Pour chaque k P Nzt0u nous posons

Ωk “ tx P E tel que sup
αPA

ˇ̌
Tαpxqˇ̌ ą ku. (27.8)

Ces ensembles sont des ouverts (pour la même raison que dans la preuve du théorème 11.136) et
leur union est E en entier parce que par hypothèse supαPA

ˇ̌
Tαpxqˇ̌ ă 8.

3. Définition 7.278.
4. Au sens où les ouverts sont les mêmes.
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(i) Les Ωk ne sont pas tous denses Le théorème 7.305 nous dit que pE, djq est un espace de
Baire. Supposons que les Ωk sont tous dense. Dans ce cas, l’intersection des Ωk est également
dense (c’est la définition 7.303 d’un espace de Baire), et en particulier non vide.
Soit x0 P Ş

kPNΩk. Nous avons
sup
αPA

ˇ̌
Tαpx0qˇ̌ “ 8, (27.9)

ce qui contredirait l’hypothèse. Donc les Ωk ne sont pas tous denses.
(ii) Un non dense Soit k0 P N˚ tel que Ωk0 n’est pas dense dans E. Il existe donc x0 P E et

un ouvert O autour de x0 n’intersectant pas Ωk0 .
(iii) Topologie Parlons de topologie sur E. L’ouvert O est un d-ouvert et donc un P-ouvert,

lequel contient une P-boule ouverte 5. Cette dernière boule n’est pas spécialement une d-
boule, mais c’est un d-ouvert.

(iv) Une majoration Il existe dont J fini dans I et ρ ą 0 tels que BJpx0, ρq Ă O et donc tels
que

BJpx0, ρq X Ωk0 “ H. (27.10)

Donc pour tout z P BJpx0, ρq nous avons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpzqˇ̌ ď k0. (27.11)

Si maintenant y P BJp0, ρq, nous avons y “ px0 ` yq ´ x0 et donc
ˇ̌
Tαpyqˇ̌ “ ˇ̌

Tαpx0 ` yq ´ Tαpx0qˇ̌ (27.12a)
ď ˇ̌

Tαpx0 ` yqˇ̌ ` ˇ̌
Tαpx0qˇ̌ (27.12b)

ď k0 ` C. (27.12c)

Justifications.
— x0 ` y P BJpx0, ρq, donc

ˇ̌
Tαpx0 ` yqˇ̌ ď k0.

— nous avons posé C “ supαPA
ˇ̌
Tαpx0qˇ̌

(v) Sur la boule unité En divisant par ρ, pour y P BJp0, 1q nous avons
ˇ̌
Tαpyqˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (27.13)

(vi) Un bon élément dans la boule unité Pour n’importe quel x P E nous avons
x

maxjPJ pjpxq P BJp0, 1q. (27.14)

Nous pouvons donc appliquer (27.13) à cet élément :
ˇ̌
ˇ̌Tα

ˆ
x

maxjPJ pjpxq
˙ˇ̌
ˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (27.15)

Utilisant encore la linéarité de Tα nous trouvons ce que nous devions trouver :
ˇ̌
Tαpxqˇ̌ ď max

jPJ pjpxqρ´1pk0 ` Cq “ K max
jPJ pjpxq (27.16)

en posant K “ ρ´1pk0 ` Cq.

Corolaire 27.6 ([1, 165]).
Soit

`
X, tpiuiPI

˘
, un espace vectoriel sur C seminormé qui est

5. Définition 7.287.
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(1) localement compact 6,
(2) métrisable et complet.

Soit pTjqjPN une suite d’application linéaires continues X Ñ C telles que pour tout x P X il existe 7

αx P C tel que
Tjx

CÝÑ αx. (27.17)
Si nous posons Tx “ αx alors

(1) L’application T est linéaire et continue.
(2) Si xk XÝÑ x, alors

|Tkpxkq ´ T pxkq| RÝÑ 0. (27.18)

(3) Pour tout compact K dans X nous avons

sup
xPK

|Tkx´ Tx| RÝÑ 0. (27.19)

(4) si xk Ñ x dans X alors
Tkxk

CÝÑ Tx. (27.20)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Linéaire Vu que X est seminormé et que C est un corps valué, la proposition 7.291 nous

indique que X est un espace vectoriel topologique et la proposition 7.167 nous dit que la
limite de suite est une opération linéaire. Pour x, y P X nous pouvons donc faire

T px` yq “ lim
jÑ8

`
Tjpx` yq˘ (27.21a)

“ lim
jÑ8

`
Tjpxq ` Tjpyq˘ (27.21b)

“ lim
jÑ8Tjpxq ` lim

jÑ8Tjpyq (27.21c)

“ T pxq ` T pyq. (27.21d)

De même nous avons

T pλxq “ lim
kÑ8

`
Tjpλxq˘ (27.22a)

“ lim
jÑ8

`
λTjpxq˘ (27.22b)

“ λ lim
jÑ8Tjpxq (27.22c)

“ λT pxq. (27.22d)

(ii) Séquentiellement continue Nous prouvons que T est séquentiellement continue 8. Soit
une suite xk XÝÑ x. Nous voulons utiliser le théorème de Banach-Steinhaus 27.5. L’ensemble
tTkukPN est un ensemble d’applications linéaires continues. De plus, si x P X, la suite k ÞÑ
Tkpxq est une suite convergente dans C ; elle est donc bornée :

sup
kPN

|Tkpxq| ă 8. (27.23)

Le théorème de Banach-Steinhaus nous dit qu’il existe un C ą 0 et J fini dans I tels que
pour tout k et pour tout x nous ayons

|Tkpxq| ď C max
jPJ pjpxq. (27.24)

6. Définition 7.72.
7. L’unicité des αx et donc le fait que tout le reste ait un sens provient de l’hypothèse de séparabilité et la

proposition 7.53.
8. Définition 7.173
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Un seul i P J nous suffira. Soient donc C ą 0 et i P I tels que |Tkpxq| ď Cpipxq pour tout
x. Vu que le module est une opération continue sur C, elle commute avec la limite et nous
pouvons faire le calcul suivant :

|T pxq| “ | lim
kÑ8Tkpxq| (27.25a)

“ lim
kÑ8 |Tkpxq| (27.25b)

ď lim
kÑ8Cpipxq (27.25c)

“ Cpipxq. (27.25d)

Avec ça nous pouvons prouver que T est séquentiellement continue. Soit xk XÝÑ 0. En utilisant
la proposition 7.288 nous avons :

|T pxkq| ď Cpipxkq RÝÑ 0 (27.26)

Donc |T pxkq| Ñ 0 et T est séquentiellement continue en zéro. Vu que T est linéaire, elle est
séquentiellement continue partout.

(iii) Continue Vu que l’espace X est métrisable, la proposition 7.220 conclu que T est continue.

(iv) Point (2) Nous passons à la preuve de (2). Supposons que xk XÝÑ x. Voici des majorations
avec justifications juste en-dessous :

|Tkpxkq ´ T pxkq| ď |Tkpxxq ´ Tkpxq| ` |Tkpxq ´ T pkq| (27.27a)
“ |Tkpxk ´ xq| ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27b)
ď Cpi

`
xk ´ x

˘ ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27c)
ď Cϵ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27d)
ď Cϵ` |Tkpxq ´ T pxq| ` |T pxq ´ T pxkq| (27.27e)
ď pC ` 2qϵ. (27.27f)

Justifications :
— Pour (27.27c). C’est le théorème de Banach-Steinhaus 27.5 qui nous assure l’existence

d’un i P I et d’une C P R` qui donne la majoration.
— Pour (27.27d). Nous nous sommes fixé un ϵ ą 0 et nous avons pris k assez grand. Pour

la topologie des seminormes, la convergence yk XÝÑ y implique la limite pipyk ´yq RÝÑ 0
pour toutes les seminormes, et en particulier pour celle donnée par le théorème de
Banach-Steinhaus.

— Pour (27.27f). D’une part, par hypothèse et par définition de T , nous avons Tkpxq CÝÑ
T pxq et d’autre part par continuité séquentielle de T et par convergence de xk XÝÑ x

nous avons T pxkq CÝÑ T pxq.
En prenant k encore plus grand, nous avons toutes les majorations en même temps.

Nous avons donc bien
|Tkpxkq ´ T pxkq| RÝÑ 0. (27.28)

(v) Point (3) Nous nous lançons dans la preuve du point (3). En vertu du point (1), l’application

Sk : K Ñ R

x ÞÑ |Tkpxq ´ T pxq| (27.29)

est continue. Vu que K est un compact, le théorème 7.126, nous indique qu’il existe xk tel
que

|Tkpxkq ´ T pxkq| “ sup
xPK

|Tkpxq ´ T pxq|. (27.30)
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Nous considérons la suite
ak “ |Tkpxkq ´ T pxkq| (27.31)

et nous allons montrer que
— toutes les sous-suites convergentes de pakq convergent vers 0.
— la suite pakq est contenue dans un compact de R.

Ensuite le corolaire 7.251 terminera.
(i) Toutes les sous-suites convergentes Soit φ : N Ñ N telle que la suite bk “ aφpkq soit

convergente. Nous allons trouver une sous-suite qui converge vers 0. La suite k ÞÑ xφpkq
est une suite dans le compact K ; elle contient donc une sous-suite convergente. Soit
donc ψ : N Ñ N telle que k ÞÑ xpφ˝ψqpkq soit convergente. Nous étudions la sous-suite
ck “ bψpkq et nous allons prouver que ck Ñ 0.
Pour ne pas mourir sous les notations, nous posons σ “ φ˝ψ. Nous avons donc xσpkq

XÝÑ
x, et donc |Tσpkqpxσpkqq ´ T pxσpkqq| RÝÑ 0 par le point (2).
Donc la suite aφpkq qui est convergente contient une sous-suite qui converge vers 0. La
suite aφpkq converge donc vers 0.

(ii) Dans un compact Nous allons prouver que |Tkpxkq ´ T pxkq| est bornée. Supposons que
ce ne soit pas le cas. Pour chaque n P N, il existe un k tel que |Tkpxkq ´T pxkq| ą n. En
numérotant bien, il existe une application φ : N Ñ N telle que

|Tφpkqpxφpkqq ´ T pxφpkqq| ą k. (27.32)

La suite k ÞÑ xφpkq est une suite dans le compact K. Elle admet une sous-suite conver-
gente. En nommant xσpkq cette sous-suite, nous avons xσpkq

XÝÑ x, et nous nous avons
encore |Tσpkqpxσpkqq ´ T pxσpkqq| RÝÑ 0.
Ouais mais bon. Une suite qui vérifie (27.32) ne peut pas avoir une sous-suite conver-
gente. Contradiction.

(vi) Point (4) Nous avons la majoration

|Tkxk ´ Tx| ď |Tkxk ´ Txk| ` |Txk ´ Tx|. (27.33)

Par le point (2), le premier terme tend vers zéro. La continuité de T (point (1)) s’occupe du
deuxième terme.

27.3 Espaces de Lebesgue Lp

27.3.1 Généralités

Définition 27.7.
Soit pΩ,F , µq un espace mesuré. Deux fonctions à valeurs complexes f et g sur cet espaces sont
dites équivalentes et nous notons f „ g si elles sont µ-presque partout égales. Nous notons rf s
la classe de f pour cette relation.

Nous allons souvent noter f indifféremment pour la fonction f et un des représentants de la
classe de f . Toutefois, lorsque la distinction sera importante, nous essayerons de faire faire l’effort
de distinguer la fonction f de sa classe rf s.
Lemme 27.8.
Une classe contient au maximum une seule fonction continue.

Démonstration. Soient deux fonctions continues f1 et f2 avec f1paq ‰ f2paq. Si |f1paq ´ f2paq| “ δ
alors il existe un ϵ tel que |f1pxq ´ f1paq| ă δ pour tout x P Bpa, ϵq. En particulier f1 ‰ f2 sur
Bpa, ϵq. Cette dernière boule est de mesure de Lebesgue non nulle ; ergo f1 et f2 ne sont pas dans
la même classe.
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Définition 27.9.
Pour p ě 1, nous introduisons l’opération

}f}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(27.34)

et nous notons LppΩ, µq l’ensemble des fonctions mesurables sur Ω telles que }f}p ă 8.

27.10.
Le fait que f doive être mesurable pour être dans Lp est bien dans la définition de Lp, et non une
propriété qui pourrait être déduite de la finitude de l’intégrale (27.34).

Soit Ω “ R muni de ses boréliens ou même de sa tribu de Lebesgue et de la mesure de
Lebesgue. Si A est une partie bornée non mesurable (exemple 14.146), alors nous considérons un
borné mesurable K contenant A et la fonction

fpxq “

$
’&
’%

1 si x P A
´1 si x P KzA
0 sinon.

(27.35)

Nous avons alors |f | “ 1K . Vu que K est borné,
ş
R

|f | “ µpKq ne présente pas de problèmes. Donc
f serait un élément de L1pRq sans être mesurable.

Pour éviter cela, nous incluons la mesurabilité dans la définition de Lp.

Lemme 27.11 ([1]).
L’ensemble Lp est un espace vectoriel sur C.

Démonstration. Pour rappel, nous ne considérons les choses que pour p ě 1. Le fait que si f P Lp,
alors λf P Lp est évident. Ce qui est moins immédiat, c’est le fait que f ` g P Lp lorsque f et g
sont dans Lp. Cela découle d’une part du fait que la fonction φ : x ÞÑ xp est convexe sur les positifs
(lemme 17.88), de telle sorte que

φ

ˆ |a| ` |b|
2

˙
ď φp|a|q ` φp|b|q

2 , (27.36)

ou encore
p|a| ` |b|qp ď 2p´1p|a|p ` |b|pq (27.37)

Et d’autre part, nous savons que pour z1, z2 P C, |z1 `z2| ď |z1|`|z2| (proposition 10.90(7)). Donc

ż

Ω
|f ` g|pdµ “

ż

Ω
|fpωq ` gpωq|pdµpωq (27.38a)

ď
ż

Ω

`|fpωq| ` |gpωq|˘pdµpωq (27.38b)

ď 2p´1`|fpωq|p ` |gpωq|p˘dµpωq (27.38c)
“ 2p´1`}f}pp ` |g|pp

˘
. (27.38d)

Donc si f et g sont dans Lp, alors f ` g est dans Lp.

27.12.
Il est à noter que nous ne considérons que des valeurs p ě 1, précisément parce que la fonction
x ÞÑ |x|p n’est pas convexe lorsque p ă 1.

Dans le même ordre d’idées, si p ě 1, alors le q P R tel que
1
p

` 1
q

“ 1 (27.39)

est également q ě 1. Cela est important pour un certain nombres de théorèmes qui vont venir, en
particulier l’inégalité de Hölder (27.81).

Si vous en voulez à propos de 0 ă p ă 1, vous pouvez lire [567].
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27.13.
L’opération f ÞÑ }f}p n’est pas une norme sur Lp parce que pour f presque partout nulle, nous
avons |f |p “ 0. Il y a donc des fonctions non nulles sur lesquelles }.}p s’annule.

27.14.
Soit un espace mesuré non complet 9 pΩ,A, µq. Il existe une partie N de mesure nulle et A Ă N
non mesurable. Considérons

fpxq “

$
’&
’%

2 si x P A
1 si x P NzA
0 sinon.

(27.40)

Cette fonction est non nulle exactement sur N . Donc f „ 0. Mais f n’est pas mesurable parce que
f´1p2q “ A n’est pas mesurable.

Il est donc possible d’être dans la classe d’équivalence d’une fonction mesurable sans être
mesurable. Ceci est cependant un détail (presque) sans importances pour deux raisons.

— La mesure de Lebesgue est complète par définition (définition 14.132) si nous considérons
bien la tribu de Lebesgue et non seulement les boréliens.

— Dans le cas des espaces de Lebesgue LppΩ,A, µq, il s’agit d’un quotient de Lp qui ne contient
que des fonctions mesurables. Donc dans l’étude de Lp, tous les représentants sont mesurables,
même si pΩ,A, µq n’est pas complet.

Lemme 27.15.
Si f P LppΩq et f „ g, alors g P LppΩq et }f}p “ }g}p.
Démonstration. Soit hpxq “ |gpxq|p ´ |fpxq|p ; c’est une fonction par hypothèse presque partout
nulle et donc intégrable sur Ω ; son intégrale y vaut zéro. Nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “

ż

Ω

´
|fpxq|p ` hpxq˘dµpxq “

ż

ω
|gpxq|pdµpxq. (27.41)

Cela prouve que la dernière intégrale existe et vaut la même chose que la première.

Nous pouvons donc considérer la norme |.|p comme une norme sur l’ensemble des classes plutôt
que sur l’ensemble des fonctions. Nous notons Lp l’ensemble des classes des fonctions de Lp. Cet
espace est muni de la norme

}rf s}p “ }f}p, (27.42)

formule qui ne dépend pas du représentant par le lemme 27.15.

Proposition 27.16.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq.

(1) L’ensemble des classes LppΩ,A, µq est un espace vectoriel.
(2) La formule

}rf s}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(27.43)

défini une norme 10 sur LppΩ,A, µq.
Démonstration. En deux parties.

(i) Espace vectoriel Le lemme 27.11 dit que Lp est un espace vectoriel. Une structure d’espace
vectoriel sur LppΩ,A, µq est donnée en posant

rf s ` rgs “ rf ` gs (27.44)

9. Définition 14.63.
10. Définition 7.136.
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et
λrf s “ rλf s (27.45)

qui sont deux définitions correctes parce qu’elles ne dépendent pas du choix du représentant.
De plus le lemme 27.11 dit que f ` g P Lp dès que f, g P Lp. Donc rf ` gs P Lp dès que
rf s, rgs P Łp.

(ii) Norme Pour être une norme, il faut vérifier les trois propriétés de la définition 7.136.
D’abord, si }rf s}p “ 0, nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “ 0, (27.46)

ce qui par le lemme 14.185 implique que |fpxq|p “ 0 pour presque tout x. Ou encore f „ 0,
c’est-à-dire rf s “ r0s au niveau des classes.
Ensuite pour λ P C et f P Lp nous avons

}λf}p “
ˆż

Ω
|λfpωq|pdµpωq

˙1{p
(27.47a)

“
ˆż

Ω
|λ|p|fpωq|pdµpωq

˙1{p
(27.47b)

“ |λ|}f}p. (27.47c)

Et enfin, en suivant le calcul (27.38) nous avons

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p. (27.48)

27.17.
À partir de maintenant

`
LppΩ, µq, }.}p

˘
est un espace métrique avec toute la topologie qui va avec.

Dans la suite nous n’allons pas toujours écrire rf s pour la classe de f . Par abus de notations
nous allons souvent parler de f P Lp comme si c’était une fonction.

De même nous notons LppΩq ou LppΩ, µq ou LppΩ,A, µq d’après ce sur quoi nous voulons
insister. Mais seule la dernière notation est parfaitement correcte.

27.3.2 Un peu de convergence de suites

Proposition 27.18 ([568]).
Soit 1 ď p ď 8 et supposons que la suite rfns dans LppΩ,F , µq converge vers rf s au sens Lp. Alors
il existe une sous-suite phnq qui converge ponctuellement µ-presque partout vers f .

Démonstration. Si p “ 8 nous sommes en train de parler de la convergence uniforme et il ne faut
même pas prendre ni de sous-suite ni de « presque partout ».

Supposons que 1 ď p ă 8. Nous considérons une sous-suite rhns de rfns telle que

}rhjs ´ rf s}p ă 2´j , (27.49)

puis nous posons ukpxq “ |hkpxq ´ fpxq|p. Notons que ce uk est une vraie fonction, pas une classe.
Et en plus c’est une fonction positive. Nous avons

ż

Ω
ukdµ “

ż

ω
|hkpxq ´ fpxq|pdµpxq “ }hk ´ f}pp ď 2´kp. (27.50)

Vu que uk est une fonction positive la suite des sommes partielles de
ř
k uk est croissante et vérifie

donc le théorème de la convergence monotone 14.166 :
ż

Ω

˜ 8ÿ

k“0
ukpxq

¸
dµpxq “

8ÿ

k“0

ż

Ω
ukpxqdµpxq ď

8ÿ

k“0
2´kp ă 8. (27.51)
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Le fait que l’intégrale de la fonction
ř
k uk est finie implique que cette fonction est finie µ-presque

partout. Donc le terme général tend vers zéro presque partout, c’est-à-dire

|hkpxq ´ fpxq|p Ñ 0. (27.52)

Cela signifie que hk Ñ f presque partout ponctuellement.

Est-ce qu’on peut faire mieux que la convergence ponctuelle presque partout d’une sous-suite ?
En tout cas on ne peut pas espérer grand chose comme convergence pour la suite elle-même, comme
le montre l’exemple suivant.

Exemple 27.19 ([569]).
Nous allons montrer une suite de fonctions qui converge vers zéro dans Lpr0, 1s (avec p ă 8) mais
qui ne converge ponctuellement pour aucun point.

Nous construisons la suite de fonctions par paquets. Le premier paquet est formé de la fonction
constante 1.

Le second paquet est formé de deux fonctions. La première est 1r0,1{2s et la seconde 1r1{2,1s.
Plus généralement le paquet numéro k est constitué des k fonctions 1ri{k,pi`1q{ks avec i “

0, . . . , k ´ 1.
Vu que les fonctions du paquet numéro k ont pour norme }f}p “ 1

k , nous avons évidemment
fn Ñ 0 dans Lp. Il est par contre visible que chaque paquet passe en revue tous les points de r0, 1s.
Donc pour tout x et pour tout N , il existe (même une infinité) n ą N tel que fnpxq “ 1. Il n’y a
donc convergence ponctuelle nulle part. △

La proposition suivante est une espèce de convergence dominée de Lebesgue pour Lp.

Proposition 27.20.
Soit f P LppΩq avec 1 ď p ă 8 et pfnq une suite de fonctions convergeant ponctuellement vers f
et telle que |fn| ď |f |. Alors fn LpÝÑ f .

Démonstration. Nous avons immédiatement |fnpxq|p ď |fpxq|p, de telle sorte que le théorème de la
convergence dominée implique que fn P Lp. La convergence dominée donne aussi que }fn}p Ñ }f}p,
mais cela ne nous intéresse pas ici.

Nous posons hnpxq “ |fnpxq´fpxq|. En reprenant la formule de majoration (27.37) et en tenant
compte du fait que |fnpxq| ď |fpxq|, nous avons

hnpxq ď 2p´1`|fnpxq|p ` |fpxq|p˘ ď 2p|fpxq|p, (27.53)

ce qui prouve que |hn| est uniformément (en n) majorée par une fonction intégrable, donc hn est
intégrable et on peut permuter la limite et l’intégrale (théorème de la convergence dominée 14.190) :

lim
nÑ8 }fn ´ f}pp “ lim

nÑ8

ż

Rd

|fnpxq ´ fpxq|pdx “
ż

Rd

lim
nÑ8hnpxqdx “ 0. (27.54)

Proposition 27.21 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et une fonction mesurable f : Ω Ñ C telle que

ż

Ω
f1Adµ “ 0 (27.55)

pour toute partie mesurable A de mesure finie. Alors rf s “ 0, c’est-à-dire que f est non nulle
uniquement sur une partie de mesure nulle.

Démonstration. Nous rappelons que dire que φ est intégrable signifie que Repfq`, Repfq´, Impfq`
et Impfq´ sont intégrables.

Les parties
tx P Ω tel que Repfq`pxq P rk, k ` 1ruk“1,... (27.56)
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et
tx P Ω tel que Repfq`pxq P r 1

k ` 1 ,
1
k

ruk“1,... (27.57)

sont mesurables en tant qu’images inverses de mesurables par la fonction mesurable Repfq`.
Nous notons tAiuiPN une énumération quelconque de ces parties. L’important est que

ď

iPN
Ai “ tx P Ω tel que Repfq`pxq ‰ 0u (27.58)

et que pour chaque i, il existe αi ą 0 tel que Repfq`pxq ą αi pour tout x dans Ai.
Par hypothèse nous avons

ş
Ω f1Aidµ “ 0. En particulier,

0 “
ż

Ω
Repf1Aiq` “

ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq. (27.59)

Mais pour tout x P Ai nous avons Repfq`pxq ą αi ą 0, donc

0 “
ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq ě αi

ż

Ω
1Ai “ αiµpAiq ě 0. (27.60)

Vu cet encadrement par zéro, nous avons αiµpAiq “ 0 et donc µpAiq “ 0 pour tout i.
Nous en déduisons, par union dénombrable de parties de mesures nulles, que Repfq` est non

nulle seulement sur une partie de mesure nulle.
Le même raisonnement pour Repfq´, Impfq` et Impfq´ donne que f est non nulle sur une

partie de mesure nulle. Donc f “ 0 au sens des classes dans Lp.

27.3.3 L’espace L8

Il n’est pas possible de définir le supremum d’une fonction définie à ensemble de mesure nulle
près parce que toute classe contient des fonctions qui peuvent être arbitrairement grandes en
n’importe que point. Nous cherchons alors à définir une notion de supremum qui ne tient pas
compte des ensembles de mesure nulle.

Définition 27.22.
Soit f : Ω Ñ C. Un nombre M est un majorant essentiel de f si

µ
`|fpxq| ď M

˘ “ 0. (27.61)

Nous posons alors

N8pfq “ inftM tel que |fpxq| ď M presque partoutu. (27.62)

Cela revient à prendre le supremum à ensemble de mesure nulle près.

Définition 27.23.
Nous définissons alors les espaces de Lebesgue correspondants :

L8pΩq “ tf : Ω Ñ C tel que N8pfq ă 8u, (27.63)

et L8 en est le quotient usuel.

27.24.
Le point sur les notations telles qu’elles devraient être respectées :

(1) Si f est une fonction, N8pfq est son supremum essentiel.
(2) Si f est une fonction, }f}8 est sa norme supremum. Ce n’est pas la même chose que N8pfq.
(3) Si rf s est une classe de fonctions (pour l’égalité presque partout), alors }rf s}L8 est la norme

de cette classe dans L8, c’est-à-dire }rf s}L8 “ N8pfq où f est un représentant.
Le point sur les abus tolérables :
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(1) Si f est une fonction, on peut écrire }f}L8 pour N8pfq. Attention toutefois que N8pfq peut
valoir 8, alors que les éléments de L8 sont sélectionnés pour être les classes des fonctions
telles que N8pfq ă 8. Donc il est parfois possible, lorsque f est une fonction, de parler de
}f}L8 alors que rf s n’est pas un élément de L8.

(2) Si rf s est une classe, on peut écrire N8prf sq pour }rf s}L8 .
(3) Noter f la classe de la fonction f . Attention qu’alors, écrire }f}8 n’a pas de sens.

Le point sur les abus intolérable :
(1) Si f est une fonction, noter }f}8 pour N8pfq.
(2) Si rf s est une classe de fonctions, noter }rf s}8 pour }rf s}L8 .

27.25.
Tout ceci pour dire que si fk sont des fonctions et si f est une fonction, nous avons la convergence

fk
L8ÝÑ f (27.64)

si et seulement si N8pfk ´fq Ñ 0. Cette convergence (qui se sert des abus tolérables de notations)
est équivalente à la convergence

rfks L8ÝÑ rf s. (27.65)
Mais ce n’est pas du tout équivalent à }fk ´f}8 Ñ 0. Tout au plus, il est vrai que si α P L8 (donc
α est une classe), il existe un représentant f P α tel que }f}8 “ αL8 .

Lemme 27.26 ([1]).
Si fk est une suite de fonctions telle que }fk ´ f}8 Ñ 0, alors

fk
L8ÝÑ f (27.66)

où la convergence signifie N8pfk ´ fq Ñ 0.

Démonstration. Si g est une fonction nous avons toujours N8pgq ď }g}8. Donc

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f}8 Ñ 0. (27.67)

27.27.
Attention toutefois que ce lemme ne signifie pas que si }fk ´ f}8 Ñ 0, alors rfks L8ÝÑ rf s parce que
nous pourrions avoir N8pfkq “ 8 et alors rfks n’est pas un élément de L8.

Cela arrive par exemple pour fkpxq “ x et fpxq “ x. Nous avons }fk ´ f}8 “ 0 pour tout k,
alors que ni fk ni f ne donnent lieu à un élément de L8.

Exemple 27.28.
Même si g est bornée, nous n’avons pas spécialement }g}8 “ N8pgq. Par exemple

g : R Ñ R

x ÞÑ
#

1 si x “ 0
0 sinon .

(27.68)

Cette fonction vérifie }g}8 “ 1 mais N8pgq “ 0. △

27.3.4 Quelques identifications

Il est intuitivement clair que ce qui peut arriver à une fonction en un seul point ne va pas
influencer la fonction lorsqu’elle est vue dans Lp. En tout cas lorsqu’on considère des mesures pour
lesquelles les singletons sont de mesure nulle, et c’est bien le cas de la mesure de Lebesgue. Il est
peut-être intuitivement moins clair que l’on peut non seulement modifier le comportement d’une
fonction en un point, mais également modifier l’ensemble de base. En voici un exemple.
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Proposition 27.29.
Nous avons les égalités suivantes d’espaces

Lp
`s0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘ “ LppS1q (27.69)

au sens où il existe des bijections isométriques de l’un à l’autre. Ici nous sous-entendons la mesure
de Lebesgue partout 11.

Démonstration. Voici une application bien définie où le crochet dénote la prise de classe :

ψ : Lp
`s0, 2πr˘ Ñ Lp

`r0, 2πs˘

rf s ÞÑ la classe de fepxq “
#
fpxq si x P s0, 2πr
0 si x “ 0 ou x “ 2π.

(27.70)

(i) Injective Si rf s “ rgs dans Lp
`s0, 2πr˘ alors fepxq “ gepxq pour tout x P s0, 2πr sauf une

partie de mesure nulle. L’union de cette partie avec t0, 2πu est encore de mesure nulle dans
r0, 2πs. Les images par ψ sont donc égales dans Lp

`r0, 2πs˘.
(ii) Surjective Un élément de Lp

`r0, 2πs˘ est l’image de sa restriction . . . ou plutôt l’image de
la classe de la restriction d’un quelconque de ses représentants.

(iii) Isométrie L’intégrale qui donne la norme sur Lp ne change pas selon que nous ajoutions
ou non les bornes au domaine d’intégration.

De la même manière nous avons

Lp
`r0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘. (27.71)

En ce qui concerne l’identification avec LppS1q, il faut passer par l’isométrie φ : r0, 2πr Ñ S1

donnée par φptq “ eit, et être heureux que ce soit bien une isométrie parce qu’il faudra l’utiliser
pour un changement de variables pour montrer que

ż 2π

0
fptqdt “

ż

S1
pf ˝ φ´1qpzqdz. (27.72)

27.3.5 Inégalité de Young, Jensen, Hölder et de Minkowski

Proposition 27.30 (Inégalité de Young[570]).
Soient a, b ě 0 ainsi que p, q ą 0 tels que

1
p

` 1
q

“ 1. (27.73)

Alors
ab ď ap

p
` bq

q
. (27.74)

Il y a égalité si et seulement si ap “ bq.

Proposition 27.31 (Inégalité de Jensen[388]).
Soit un espace mesuré de probabilité 12 pΩ,A, µq ainsi qu’une fonction convexe f : R Ñ R et une
application α : Ω Ñ R tels que α et f ˝ α soient intégrables sur Ω. Alors

f
´ ż

Ω
αdµ

¯
ď
ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (27.75)

11. Vu que la mesure de Lebesgue est définie pour Rd munie de sa tribu des boréliens (complétée), vous êtes en
droit de vous demander quelle est la tribu et la mesure que nous considérons sur le cercle S1.

12. C’est-à-dire que
ş

Ω dµ “ 1.
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Démonstration. Soient a P R et ca le nombre donné par la proposition 17.91 : pour tout ω P Ω
nous avons

f
`
αpωq˘ ´ fpaq ě ca

`
αpωq ´ a

˘
. (27.76)

Cela est en particulier vrai pour a “ ş
Ω αdµ. Nous intégrons l’inégalité (27.76) sur Ω en nous

souvenant que
ş
dµ “ 1 :

ż

Ω
pf ˝ αqdµ´

ż

Ω
fpaqdµ ě ca

` ż

Ω
α ´

ż

Ω
a
˘

(27.77a)
ż

Ω
pf ˝ αqdµ´ fpaq ě capa´ aq (27.77b)

fpaq ď
ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (27.77c)

Cette dernière inégalité est celle que nous devions prouver.

Corolaire 27.32.
Soit un espace mesuré de probabilité pΩ,A, µq et une application α P L1pΩ, µq et α P LppΩq avec
1 ď p ă `8. Alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď }α}p. (27.78)

Démonstration. Il suffi d’utiliser l’inégalité de Jensen sur la fonction convexe fpxq “ |x|p. Nous
avons alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq|p ď

ż

Ω
|αpsq|pdµpsq, (27.79)

c’est-à-dire

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď

„ż

Ω
|αpsq|pdµpsq

ȷ1{p
“ }α}p (27.80)

où ma norme }.}p est prise au sens de la mesure µ.

Proposition 27.33 (Inégalité de Hölder[571]).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et 1 ď p, q ď 8 satisfaisant 1

p ` 1
q “ 1. Si f P LppΩq, g P LqpΩq,

alors nous avons le choses suivantes :
(1) Le produit fg est dans L1pΩq et nous avons

}fg}1 ď }f}p}g}q. (27.81)

(2) Si 1
p ` 1

q “ 1
r alors

}fg}r ď }f}p}g}q (27.82)

(3) Nous avons }fg}1 “ }f}p}g}q si et seulement si nous sommes dans un des trois cas suivants :
— f “ 0 presque partout,
— g “ 0 presque partout,
— Il existe λ ą 0 tel que |f |p “ λ|g|q presque partout.

Ce qui est appelé « inégalité de Hölder » est généralement l’inéquation (27.81).

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Pour (1) Nous allons le voir comme cas particulier de (2).
(ii) Pour (2) D’abord nous supposons }g}q “ 1 et nous posons

A “ tx P Ω tel que |gpxq| ą 0u. (27.83)

Hors de A, les intégrales que nous allons écrire sont nulles. Nous avons

}fg}pr “
ˇ̌
ˇ
ż

A
|f |r|g|r´q|g|q

ˇ̌
ˇ
p{r
, (27.84)
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et le coup tordu est de considérer cette intégrale comme étant une intégrale par rapport à la
mesure ν “ |g|qdµ qui a la propriété d’être une mesure de probabilité par hypothèse sur g.
Nous pouvons alors utiliser l’inégalité de Jensen 13 parce que p{r ą 1, ce qui fait de x ÞÑ |x|p{r
une fonction convexe. Nous avons alors

}fg}pr ď
ż

A

`|f |r|g|r´q˘p{r|g|qdµ (27.85a)

“
ż

A
|f |p|g|ppr´qq{r|g|qdµ (27.85b)

La puissance de |g| dans cette expression est : q ` ppr´qq
r “ 0 parce que ppq ´ rq “ rq. Nous

avons alors montré que
}fg}pr ď

ż

A
|f |pdµ ď }f}pp. (27.86)

La dernière inégalité est le fait que le domaine A n’est pas tout le domaine Ω.
Si maintenant }g}q ‰ 1 alors nous calculons

}fg}r “ }g}q}f g

}g}q }r ď }g}q}f}p (27.87)

en appliquant la première partie à la fonction g
}g}q

qui est de norme 1.
(iii) Pour (3) Si f ou g est nulle presque partout, il y a immédiatement égalité. Nous supposons

donc que f et g ne sont pas nulles presque partout et donc que }f}p et }g}q sont non nuls.
(i) Deux fonctions intermédiaires Nous posons

f̂ “ |f |
}f}p , ĝ “ |g|

}g}q . (27.88)

(ii) Égalité préliminaire Nous avons

1
p

ż
f̂p “ 1

p

ż |f |p
}f}pp “ 1

p}f}pp
ż

|f |p “ 1
p
, (27.89)

et de même avec g et q au lieu de f et p. Nous avons donc
1
p

ż
f̂p ` 1

q

ż
ĝq “ 1. (27.90)

(iii) Les équivalences Les choses suivantes sont équivalentes.
(1)

ş |fg| “ }f}p}g}q
(2)

ş
f̂ ĝ “ 1

(3) ż
f̂ ĝ “ 1

p

ż
f̂p ` 1

q

ż
ĝq (27.91)

(4) ż ˆ
ĝf̂ ´ 1

p
f̂p ´ 1

q
ĝq
˙

“ 0. (27.92)

(5)
ĝf̂ ´ 1

p
f̂p ´ 1

q
ĝq “ 0 (27.93)

presque partout.
En effet l’inégalité de Young 14 dit que l’intégrante est positive partout. Pour que
l’intégrale soit nulle, il faut que l’intégrante soit nulle ; c’est le lemme 14.185.

13. Proposition 27.31.
14. Proposition 27.30.
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(6) f̂pxqp “ ĝpxqq pour presque tout x. C’est le cas d’égalité dans l’inégalité de Young.
(7)

|f |p
}f}pp “ |g|q

}g}qq . (27.94)

(8)
|f |p “ λ|q|q (27.95)

avec λ “ }f}pp{}g}qq.
(iv) Conclusion En lisant les implications de haut en bas, nous avons la condition nécessaire

au cas d’égalité. Pour traiter la condition suffisante, nous supposons qu’il existe λ ą 0
tel que |f |p “ λ|q|q. Alors nous avons

}f}pp “
ż

|f |p “ λ

ż
|g|q “ λ}g}qq, (27.96)

ce qui donne immédiatement λ “ }f}pp{}g}qq. Nous pouvons donc remonter les équiva-
lences.

Remarque 27.34.
Dans le cas d’un espace de probabilité, la fonction constante g “ 1 appartient à LppΩq. En prenant
p “ q “ 2 nous obtenons

}f}1 ď }f}2. (27.97)

Lemme 27.35.
Lorsque I est borné nous avons L2pIq Ă L1pIq. Si I n’est pas borné alors L2pIq Ă L1

locpIq.
Démonstration. En effet si I est borné, alors la fonction constante 1 est dans L2pIq et l’inégalité
de Hölder 27.33 nous dit que le produit 1u est dans L1pIq.

Si I n’est pas borné, nous refaisons le même raisonnement sur un compact K de I.

Corolaire 27.36 ([572]).
Soit l’espace L2pIq avec I “ s0, 1r avec la mesure de Lebesgue. Si un P L2 converge vers u dans L2

alors nous pouvons permuter l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

I
un “

ż

I
u. (27.98)

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

T : L2pIq Ñ R

u ÞÑ
ż

I
u.

(27.99)

Elle est bien définie par l’inégalité de Hölder }fg}1 ď }f}2}g}2 appliqué à gpxq “ 1 qui vérifie
}g}2 “ 1. Nous avons aussi

T puq ď
ż

I
|u| ď }u}1 ď }u}2 (27.100)

où la dernière inégalité est celle de Hölder 27.33. Bref, T est continue. Cela signifie que si un
L2pIqÝÑ u

alors T punq “ T puq. Cela est l’égalité demandée.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 27.37
Dans la proposition suivante, la partie « égalité » est très personnelle. Je n’en n’ai pas trouvé de
preuve complète. Donc soyez doublement vigilant et écrivez-moi si vous avez quelque chose à dire.

Proposition 27.38 (Inégalité de Minkowski[573, 574, 575, 576, 1]).
Si 1 ď p ă 8 et si f, g P LppΩ,A, µq alors
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(1) }f ` g}p ď }f}p ` }g}p
(2) Si p “ 1, il y a égalité si et seulement si fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x.
(3) Si p ą 1, il y a égalité si et seulement si nous sommes dans un deux deux cas suivants :

— f ` g “ 0 presque partout.
— Il existe des réels positifs α, β pas tous deux nuls tels que

αfpxq “ βgpxq (27.101)

pour presque tout x.

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Pour (1) En utilisant l’inégalité |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2| (proposition 10.90(7)) pour chaque x

dans l’intégrale, de façon à pouvoir majorer

|fpxq ` gpxq|p “ |fpxq ` gpxq||fpxq ` gpxq|p´1 (27.102a)
ď `|fpxq| ` |gpxq|˘|fpxq ` gpxq|p´1. (27.102b)

Nous mettons ça dans une intégrale et nous calculons un peu :

}f ` g}pp “
ż

|f ` g|pdµ (27.103a)

ď
ż `|f | ` |g|˘|f ` g|p´1dµ (27.103b)

“
ż

|f ||f ` g|p´1 `
ż

|g||f ` g|p´1 (27.103c)

Lorsque p “ 1, nous nous arrêtons ici parce que (27.103c) s’écrit

}f ` g}1 ď
ż

|f | `
ż

|g| “ }f}1 ` }g}1. (27.104)

Lorsque p ą 1, nous devons continuer et utiliser Hölder. Attardons nous sur le premier terme.
Nous posons q “ p{pp´ 1q, a “ f et b “ |f ` g|p´1, et nous utilisons l’inégalité de Hölder 15 :

ż
|f ||f ` g|p´1 “ }ab}1 (27.105a)

ď }a}p}b}q (27.105b)

“ }f}p
„ż `|f ` g|p´1˘q

ȷ1{q
(27.105c)

“ }f}p
ˆż

|f ` g|p
˙1´ 1

p

(27.105d)

“ }f}p
}f ` g}pp
}f ` g}p . (27.105e)

Nous avons utilisé la règle de produit d’exposants et de somme d’exposants 16

Nous pouvons rentrer ça dans (27.103) en l’utilisant pour chacun des deux termes. Nous
avons alors

}f ` g}pp ď `}f}p ` }g}p
˘}f ` g}pp

}f ` g}p . (27.106)

Nous obtenons le résultat attendu en multipliant les deux membres par }f`g}p

}f`g}p
p
.

15. Proposition 27.33.
16. Propositions 12.412 et 12.402(3).
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(ii) Pour (2) Toutes les inégalités de (27.103) sont des égalités. En particulier nous avons celle-
ci : ż

|f ` g|dµ “
ż

p|f | ` |g|qdµ (27.107)

Cela donne ż `|f ` g| ´ |f | ´ |g|˘dµ “ 0. (27.108)

Vue l’inégalité de la proposition 10.90(7), la fonction intégrée est toujours positive. Pour que
l’intégrale soit nulle, il faut que la fonction intégrée soit presque partout nulle :

|fpxq ` gpxq| “ |fpxq| ` |gpxq| (27.109)

pour presque tout x. La partie « égalité » de la proposition 10.90(7) donne alors le résultat.
(iii) Pour (3) Il y a deux sens.
(i) ñ Toutes les inégalités dans (27.103) et (27.105) doivent être des égalités. Nous avons déjà

vu que les égalités dans (27.103) impliquaient

fpxqgpxq ě 0 (27.110)

pour presque tout x.
Nous devons y ajouter les contraintes dûes aux deux applications de l’inégalité de Hölder.
Le cas d’égalité dans Hölder est traité dans la proposition 27.33(3).
La première application de Hölder est avec a “ f et b “ |f ` g|p´1. Nous sommes dans
un cas d’égalité si nous sommes dans un des trois cas suivants :
— f “ 0
— f ` g “ 0
— il existe λ ą 0 tel que |a|p “ λ|b|q.

Dans le premier cas, nous avons αf “ βg avec α “ 1 et β “ 0. Le second cas est un des
cas annoncés. Nous supposons donc être dans le troisième cas.
La seconde application de Hölder est avec a “ g et b “ |f ` g|p´1. Nous sommes dans
un cas d’égalité si nous sommes dans un des trois cas suivants :
— g “ 0
— f ` g “ 0
— il existe σ ą 0 tel que |a|p “ σ|b|q.

Encore une fois nous supposons être dans le troisième cas.
Vu que q “ p{pp´ 1q, dans les deux application de Hölder, nous avons

|b|q “ `|f ` g|p´1˘q “ |f ` g|p. (27.111)

Au final, nous avons les trois contraintes suivantes :
$
’&
’%

fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x (27.112a)
|f |p “ λ|f ` g|p (27.112b)
|g|p “ σ|f ` g|p (27.112c)

En passant à la racine pe :
$
’&
’%

fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x (27.113a)
|f | “ s|f ` g| (27.113b)
|g| “ t|f ` g|. (27.113c)

Les deux dernières égalités du système permettent d’écrire

t|f | “ st|f ` g| “ s|g|. (27.114)



27.3. ESPACES DE LEBESGUE LP 1955

Nous considérons donc le système, valide pour presque tout x :
#
fpxqgpxq ě 0 (27.115a)
t|fpxq| “ s|gpxq| (27.115b)

Avec la contrainte ps, tq ‰ p0, 0q.
Le lemme 10.91 appliqué à chaque couple fpxq, gpxq donne l’existence d’une fonction
réelle a telle que pour chaque x nous ayons un des deux cas suivants :
— gpxq “ 0
— fpxq “ apxqgpxq.

De plus apxq P R` parce que fpxqgpxq est non seulement réel, mais également positif.

(i) s “ 0 Alors nous avons t|fpxq| “ 0 et donc fpxq “ 0 pour presque tout x parce que
t ‰ 0. Nous avons alors αfpxq ` βgpxq “ 0 avec α “ 1 et β “ 0.

(ii) s ‰ 0 Les points de Ω se séparent en deux parties : gpxq “ 0 et les autres.
(i) gpxq ‰ 0 Dans ce cas nous avons le système

"
fpxq “ apxqgpxq (27.116a)
t|fpxq| “ s|gpxq|. (27.116b)

Vu que s ‰ 0 et gpxq ‰ 0, la dernière équation donne t|fpxq| ‰ 0 et donc t ‰ 0
et fpxq ‰ 0.
La première équation donne apxq “ fpxq{gpxq que nous pouvons mette dans la
secondes pour obternir :

|apxq| “ s

t
. (27.117)

Vu que a est à valeurs dans R`, cela donne

apxq “ s

t
(27.118)

pour tout x tel que gpxq ‰ 0.
(ii) gpxq “ 0 Dans ce cas, le système (27.115) devient

t|fpxq| “ 0. (27.119)

Vu que s ‰ 0, nous avons fpxq “ 0. Donc n’importe quel choix de α et β fait
l’affaire pour ces points. Il n’y a pas de contraintes.

(iii) ð Si f ` g “ 0 presque partout, }f ` g}p “ 0 et c’est inférieur ou égal à }f}p ` }g}p
qui est forcément positif ou nul.
Nous supposons αfpxq “ βgpxq pour presque tout x. Pour fixer les idées, nous
supposons que β ‰ 0 (sinon, refaire le raisonnement en inversant les rôles de f et
g). En posant λ “ α{β nous avons

gpxq “ λfpxq (27.120)

pour presque tout x. En passant par l’intégrale,

}f ` g}p “ }p1 ` λqf}p “ p1 ` λq}f}p “ }f}p ` λ}f}p “ }f}p ` }λf}p “ }f}p ` }g}p.
(27.121)

Le λ et p1 ` λq rentrent et sortent des normes parce qu’ils sont positifs.
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Dans le cas où nous n’avons pas une somme de deux fonctions mais d’une infinité paramétrée
par y P Y , nous pouvons convertir la somme de l’inégalité de Minkowski en une intégrale :

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

ȷ1{p
ď
ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq. (27.122)

Ce sera la proposition 27.40.

Lemme 27.39 ([573]).
Si pX,µq est un espace mesuré σ-fini non nul 17, il existe une fonction mesurale strictement positive
k : X Ñ s0,8r telle que ż

X
kdµ “ 1. (27.123)

Proposition 27.40 (Forme intégrale de Minkowski[573]).
Soient deux espaces σ-finis pX,µq et pY, νq. Si f : X ˆ Y Ñ C est mesurable 18 et si p ě 1, alors

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

ȷ1{p
ď
ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq. (27.124)

De façon plus compacte :
››››x ÞÑ

ż

Y
fpx, yqdνpyq

››››
p

ď
ż

Y
}fy}pdνpyq (27.125)

où fypxq “ fpx, yq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(i) La fonction M Pour tout application mesurable g : X ˆ Y Ñ C nous posons

Mpgq “
ż

Y

„ż

X
|gpx, yq|pdµpxq

ȷ1{p
dνpyq. (27.126)

Cette fonction a une propriété d’homogénéité : Mpλgq “ λMpgq pour tout λ P r0,8r.
(ii) Si Mpgq ă 1 Nous considérons une fonction mesurable g : X ˆ Y Ñ C telle que Mpgq ă 1.

Soit k : Y Ñ s0,8r une fonction donné par le lemme 27.39, c’est à dire telle que
ş
Y k “ 1.

Nous posons
s : Y Ñ r0,8s

y ÞÑ
ˆż

X
|gpx, yq|pdµpxq

˙1{p
,

(27.127)

ainsi que
hpyq “ spyq ` `

1 ´Mpgq˘kpyq. (27.128)

Vu que Mpgq ă 1 et que k ą 0, nous avons l’inégalité stricte hpyq ą spyq ě 0 pour tout
y P Y . Nous avons de plus

ż

Y
hpyqdνpyq “

ż

Y
s

loomoon
“Mpgq

``
1 ´Mpgq˘

ż

Y
k

loomoon
“1

“ 1. (27.129)

Nous considérons maintenant la mesure ρ “ hν (produite d’une mesure par une fonction,
définition 14.195). Nous venons de montrer que c’est une mesure de probablilité. En posant

17. C’est à dire que µ n’est pas la mesure identiquement nulle.
18. Pour l’espace mesuré produit X ˆ Y, µb ν.
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αpxq “ |x|p, nous pouvons faire quelque calculs avec les justifications en-dessous :

α
` ż

Y
|gpx, yq|dνpyq˘ “ α

` ż

Y
hpyq´1|gpx, yq|hpyqdνpyq˘ (27.130a)

“ α

ˆż

Y
r|gpx, yq|hpyq´1sdρpyq

˙
(27.130b)

ď
ż

Y
α
`|gpx, yq|hpyq´1˘dρpyq (27.130c)

“
ż

Y
|gpx, yq|p|hpyq|1´pdνpyq (27.130d)

(27.130e)

Justifications.
— Pour (27.130c). Inégalité de Jensen, proposition 27.31
— Pour (27.130d). La fonction h est à valeurs positives ; donc h “ |h| et nous pouvons

coller le h qui ressort de ρ avec le |h´1|p.
Nous continuons en intégrant l’inégalité (27.130) sur X :

ż

X

ˆż

Y
|gpx, yq|dνpyq

˙p
dµpxq ď

ż

X

„ż

Y
|gpx, yq|phpyq1´pdνpyq

ȷ
dµpxq (27.131a)

“
ż

Y

ż

X

“|gpx, yq|phpyq1´pdµpxq‰dνpyq (27.131b)

“
ż

Y

ˆż

X

“|gpx, yq|pdµpxq‰
˙
hpyq1´pdνpyq (27.131c)

“
ż

Y
spyqphpyq1´pdνpyq (27.131d)

ď
ż

Y
hpyqdνpyq (27.131e)

“ 1. (27.131f)

Justifications.
— Pour (27.131b). Les intégrales sont permutées grâce au théorème de Fibini-Tonelli

14.269.
— Pour (27.131e). Nous savons que h ą s ě 0, donc spyqp{hpyqp ă 1.

Au final nous avons prouvé que si Mpgq ă 1, alors nous avons
ż

X

ˆż

Y
|gpx, yq|dνpyq

˙p
dµpxq ď 1. (27.132)

(iii) La preuve proprement dite Nous considérons une fonction mesurable f : X ˆ Y Ñ C

comme dans les hypothèses. Astuce : considérons 0 ă t ă 1 et appliquons l’inégalité (27.132)
à g “ t

Mpfqf . Cela est possible parce que

Mpgq “ t

MpfqMpfq “ t ă 1. (27.133)

Nous avons : ż

X

ˆż

Y
| t

Mpfq ||fpx, yq|pdνpyq
˙p

dµpxq ď 1, (27.134)

et donc, vu que Mpfq et t sont positifs,
ż

X

ˆż

Y
|fpx, yq|pdνpyq

˙p
dµpxq ď Mpfq

t
. (27.135)
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Cette inégalité est valable pour tout t ă 1 et, ô incroyable !, ce t n’est qu’à droite. Nous
pouvons prendre la limite t Ñ 1 dans cette inégalité 19 :

ż

X

ˆż

Y
|fpx, yq|pdνpyq

˙p
dµpxq ď Mpfq. (27.136)

Et ça, c’est ce que nous devons démontrer.

27.3.6 Ni inclusions ni inégalités

Aucun espace LppRq n’est inclus dans aucun autre ni aucune norme n’est plus grande qu’une
autre (sur les intersections). Nous verrons cependant en la proposition 27.41 que de telles inclusions
et inégalités sont possibles pour Lp

`r0, 1s˘.
Nous allons donner des exemples de tout ça en supposant p ă q et en nous appuyant lourdement

sur les intégrales de 1
xα étudiées par la proposition 14.261.

(i) Lp Ę Lq La fonction

fpxq “
#

1
x1{q si 0 ă x ă 1
0 sinon

(27.137)

est dans Lp mais pas dans Lq. En effet

}f}pp “
ż 1

0

1
xp{q dx ă 8 (27.138)

parce que p ă q et p{q ă 1. Par contre

}f}qq “
ż 1

0

1
x
dx “ 8. (27.139)

(ii) Lq Ę Lp La fonction

fpxq “
#

1
x1{p si x ą 1
0 sinon

(27.140)

est dans Lq mais pas dans Lp. En effet

}f}pp “
ż 8

1

1
x

“ 8 (27.141)

alors que
}f}qq “

ż 8

1

1
xq{pdx ă 8. (27.142)

(iii) Exemple de }f}p ą }f}q La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 2s
0 sinon.

(27.143)

Nous avons

}f}p “ 21{p (27.144a)
}f}q “ 21{q. (27.144b)

Mais comme p ă q donc }f}p ą }f}q.
19. Nous ne pouvons pas simplement poursuivre les inégalités en majorant t par 1 parce que le t est au dénomi-

nateur : l’inégalité irait dans le mauvais sens.



27.3. ESPACES DE LEBESGUE LP 1959

(iv) Exemple de }f}p ă }f}q La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 1
2 s

0 sinon.
(27.145)

Alors

}f}p “ 1
21{p (27.146a)

}f}q “ 1
21{q (27.146b)

et donc }f}p ă }f}q.
Ces exemples donnent un exemple de fonction f telle que }f}p ă }f}q pour tout espace LppIq

et LqpIq avec I Ă R. Par contre l’exemple }f}p ą }f}q ne fonctionne que si la taille de I est plus
grande que 1. Et pour cause : il y a des inclusions si I est borné.

Proposition 27.41 ([9]).
Inclusions et inégalités dans le cas d’un ensemble de mesure finie.

(1) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini et 1 ď p ď `8. Alors LqpΩq Ă LppΩq dès que p ď q.
(2) Si 1 ă p ă 2 et si f P L2`r0, 1s˘ alors }f}p ď }f}2.

Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter Lp pour LppΩq, et pareillement
pour Lq. Soit f P Lq. Nous posons

A “ tx P r0, 1s tel que |fpxq| ě 1u. (27.147)

Étant donné que p ď q nous avons |f |p ď |f |q sur A ; par conséquent
ş
A |f |p converge parce queş

A |f |q converge.
L’ensemble Ac est évidemment borné (complémentaire dans Ω) et sur Ac nous avons |fpxq| ď 1

et donc |f |p ď 1. L’intégrale
ş
Ac |f |p converge donc également.

Au final
ş
Ω |f |p converge et f P Lp.

Soit à présent f P L2 ; par le premier point nous avons immédiatement f P L2 X Lp. Soit aussi
r P R tel que 1

2{p ` 1
r “ 1. Nous avons |f |p P L2{p, et vu que nous sommes sur un domaine borné,

1 P Lr. Nous écrivons l’inégalité de Hölder (27.81) avec ces fonctions. D’une part

}f}1 “ }|f |p}1 “ }f}pp. (27.148)

D’autre part

}|f |p}2{p “
ˆż

|f |2
˙p{2

“ }f}p2. (27.149)

Donc }f}pp ď }f}p2, ce qui prouve l’assertion (2) parce que p ą 1.

Remarque 27.42.
Nous n’avons cependant pas L2`r0, 1s˘ “ Lp

`r0, 1s˘ parce que l’exemple (27.137) fonctionne encore :

fpxq “ 1?
x

(27.150)

pour x P r0, 1s donne bien

}f}2 “
ż 1

0

1
x

“ 8 (27.151)

et }f}p “ ş1
0

1
xp{2 ă 8 parce que 1 ă p ă 2.
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27.3.7 Complétude

Théorème 27.43 ([577, 578]).
Pour 1 ď p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est complet.

Démonstration. Soit pfnqnPN une suite de Cauchy dans Lp. Pour tout i, il existe Ni P N tel que
}fp ´ fq}p ď 2´i pour tout p, q ě Ni. Nous considérons la sous-suite gi “ fNi , de telle sorte qu’en
particulier

}gi ´ gi´1}p ď 2´i. (27.152)

Pour chaque j nous considérons la somme télescopique

gj “ g0 `
jÿ

i“1
pgi ´ gi´1q (27.153)

et l’inégalité

|gj | ď |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (27.154)

Nous allons noter

hj “ |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (27.155)

La suite de fonctions phjq ainsi définie est une suite croissante de fonctions positive qui converge
donc (ponctuellement) vers une fonction h qui peut éventuellement valoir l’infini en certains points.
Par continuité de la fonction x ÞÑ xp nous avons

lim
jÑ8h

p
j “ hp, (27.156)

puis par le théorème de la convergence monotone (théorème 14.166) nous avons

lim
jÑ8

ż

Ω
hpjdµ “

ż

Ω
hpdµ. (27.157)

Utilisant à présent la continuité de la fonction x ÞÑ x1{p nous trouvons

lim
jÑ8

ˆż
hpj

˙1{p
“
ˆż

|h|p
˙1{p

. (27.158)

Nous avons donc déjà montré que

lim
jÑ8 }hj}p “

ˆż
|h|p

˙1{p
(27.159)

où, encore une fois, rien ne garantit à ce stade que l’intégrale à droite soit un nombre fini. En
utilisant l’inégalité de Minkowski (proposition 27.38) et l’inégalité (27.152) nous trouvons

}hj}p ď }g0}p `
jÿ

i“1
}gi ´ gi´1}p ď }g0}p ` 1. (27.160)

En passant à la limite, ˆż
|h|p

˙1{p
“ lim

jÑ8 }hj}p ď }g0}p ` 1 ă 8. (27.161)

Par conséquent
ş |h|p est finie et

h P LppΩ,A, µq. (27.162)
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En particulier, l’intégrale
ş
h est finie (parce que p ě 1) et donc que hpxq ă 8 pour presque tout

x P Ω.
Nous savons que hpxq est la limite des sommes partielles (27.155), en particulier la série

8ÿ

j“1
|gi ´ gi´1| (27.163)

converge ponctuellement. En vertu du corolaire 14.192, la série de terme général gi´gi´1 converge
ponctuellement. La suite gi converge donc vers une fonction que nous notons g. Par ailleurs la suite
gi est dominée par h P Lp, le théorème de la convergence dominée (théorème 14.190) implique que

lim
jÑ8 }gj ´ g}p “ 0. (27.164)

Nous allons maintenant prouver que limnÑ8}fn´g}p
“ 0. Soit ϵ ą 0. Pour tout n et i nous avons

}fn ´ g}p “ }fn ´ fNi ` fNi ´ g}p ď }fn ´ fNi}p ` }fNi ´ g}p. (27.165)

Pour rappel, fNi “ gi. Si i et n sont suffisamment grands nous pouvons obtenir que chacun des
deux termes est plus petit que ϵ{2.

Il nous reste à prouver que g P LppΩ,A, µq. Nous avons déjà vu (équation (27.162)) que h P Lp,
mais |gi| ď hp, par conséquent g P Lp.

Nous avons donc montré que la suite de Cauchy pfnq converge vers une fonction de Lp, ce qui
signifie que Lp est complet.

Théorème 27.44 (Riesz-Fischer[89, 579]).
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq et p P r1,8s. Alors

(1) Toute suite convergente dans LppΩ,A, µq admet une sous-suite convergente presque partout
sur Ω.

(2) La sous-suite donnée en (1) est dominée par un élément de LppΩ,A, µq.
(3) L’espace LppΩ,A, µq est de Banach.

Démonstration. Le cas p “ 8 est à séparer des autres valeurs de p parce qu’on y parle de norme
uniforme, et aucune sous-suite n’est à considérer.

(i) Cas p “ 8. Nous commençons par prouver dans le cas p “ 8. Soit pfnq une suite de Cauchy
dans L8pΩq, ou plus précisément une suite de représentants d’éléments de Lp. Pour tout
k ě 1, il existe Nk ě 0 tel que si m,n ě Nk, on a

}fm ´ fn}8 ď 1
k
. (27.166)

En particulier, il existe un ensemble de mesure nulle Ek sur lequel

|fmpxq ´ fnpxq| ď 1
k
. (27.167)

D’après le lemme 14.23, la partie E “ Ť
kPNEk, est encore de mesure nulle. En résumé, nous

avons un Nk tel que si m,n ě Nk, alors

|fnpxq ´ fmpxq| ď 1
k

(27.168)

pour tout x hors de E. Donc pour chaque x P ΩzE, la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans
R et converge donc. Cela défini donc une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fnpxq. (27.169)
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Cela prouve le point (1) : la convergence ponctuelle.
En passant à la limite n Ñ 8 dans l’équation (27.168) et tenant compte que cette majoration
tient pour presque tout x dans Ω, nous trouvons

}f ´ fn}8 ď 1
k
. (27.170)

Donc non seulement f est dans L8, mais en plus la suite pfnq converge vers f au sens L8,
c’est-à-dire uniformément. Cela prouve le point (3). En ce qui concerne le point (2), la suite
fn est entièrement (à partir d’un certain point) dominée par la fonction 1 ` |f | qui est dans
L8.

(ii) Cas p ă 8. Toute suite convergente étant de Cauchy, nous considérons une suite de Cauchy
pfnq dans LppΩq et ce sera suffisant pour travailler sur le premier point. Pour montrer qu’une
suite de Cauchy converge, il est suffisant de montrer qu’une sous-suite converge. Soit φ : N Ñ
N une fonction strictement croissante telle que pour tout n ě 1 nous ayons

}fφpn`1q ´ fφpnq}p ď 1
2n . (27.171)

Pour créer la fonction φ, il est suffisant de prendre le Nk donné par la condition de Cauchy
pour ϵ “ 1{2k et de considérer la fonction définie par récurrence 20 par φp1q “ N1 et φpn`1q ą
maxtNn, φpn´ 1qu. Ensuite nous considérons la fonction

gnpxq “
nÿ

k“1
|fφpk`1qpxq ´ fφpkqpxq|. (27.172)

Notons que pour écrire cela nous avons considéré des représentants fk qui sont alors des
fonctions à l’ancienne. Étant donné que gn est une somme de fonctions dans Lp, c’est une
fonction Lp, comme nous pouvons le constater en calculant sa norme :

}gn}p ď
nÿ

k“1
}fφpk`1q ´ fφpkq}p ď

nÿ

k“1

1
2k ď

8ÿ

k“1

1
2k “ 1. (27.173)

Étant donné que tous les termes de la somme définissant gn sont positifs, la suite pgnq est
croissante. Mais elle est bornée en norme Lp et donc sujette à obéir au théorème de Beppo-
Levi 14.166 sur la convergence monotone. Il existe donc une fonction g P LppΩq telle que
gn Ñ g presque partout.
Soit un x P Ω pour lequel gnpxq Ñ gpxq ; alors pour tout n ě 2 et @q ě 0,

|fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇfφpn`qqpxq ´

q´1ÿ

k“1
fφpn`kqpxq ´

q´1ÿ

k“1
fφpn`kqpxq ´ fφpnqpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

(27.174a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

k“1
fφpn`kq ´

qÿ

k“1
fφpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (27.174b)

ď
qÿ

k“1

ˇ̌
ˇfφpn`kqpxq ´ fφpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ (27.174c)

“ gn`q`1pxq ´ gn`1pxq (27.174d)
ď gpxq ´ gn´1pxq. (27.174e)

Nous prenons la limite n Ñ 8 ; la dernière expression tend vers zéro et donc

|fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxq| Ñ 0 (27.175)

20. Utilisation du théorème 1.44. Vous n’êtes pas obligée de le citer à chaque fois, mais c’est bien de garder en tête
que la définition de fonctions par récurrence n’est pas quelque chose de complètement trivial.
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pour tout q. Donc pour presque tout x P Ω, la suite n ÞÑ fφpnqpxq est de Cauchy dans R et
donc y converge vers un nombre que nous nommons fpxq. Cela définit une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fφpnqpxq (27.176)

où E est de mesure nulle. Montrons que f est bien dans LppΩq ; pour cela nous complétons
la série d’inégalités (27.174) en

ˇ̌
fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxqˇ̌ ď gpxq ´ gn´1pxq ď gpxq. (27.177)

En prenant la limite q Ñ 8 nous avons l’inégalité

|fpxq ´ fφpnqpxq| ď gpxq (27.178)

pour presque tout x P Ω, c’est-à-dire pour tout x P ΩzE. Cette inégalité implique deux choses
valables pour presque tout x dans Ω :

fpxq P B`gpxq, fφpnqpxq˘ (27.179a)
fφpnqpxq ď |fpxq| ` |gpxq|. (27.179b)

La première inégalité assure que |f |p est intégrable sur ΩzE parce que |f | est majorée par
|g| ` |fφpnq|. Elle prouve par conséquent le point (1) parce que n ÞÑ fφpnq est une sous-suite
convergente presque partout. La seconde montre le point (2).
Attention : à ce point nous avons prouvé que n ÞÑ fφpnq est une suite de fonctions qui converge
ponctuellement presque partout vers une fonction f qui s’avère être dans Lp. Nous n’avons
pas montré que cette suite convergeait au sens de Lp vers f . Ce que nous devons montrer est
que

}f ´ fφpnq}p Ñ 0. (27.180)

L’inégalité (27.178) nous donne aussi, toujours pour presque tout x P Ω :
ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxqˇ̌p ď gpxqp (27.181)

ce qui signifie que la suite 21 |f´fφpnq|p est dominée par la fonction |g|p qui est intégrable sur
ΩzE et tout autant sur Ω parce que E est négligeable ; cela prouve au passage le point (2),
et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (14.190) nous dit que

lim
nÑ8

ż

Ω

ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxqˇ̌pdx “

ż

Ω
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxqˇ̌dx “ 0. (27.182)

Cette dernière suite d’égalités se lit de la façon suivante :

lim
nÑ8 }f ´ fφpnq}p “ ›› lim

nÑ8 |f ´ fφpnq|
››
p

“ 0. (27.183)

Nous en déduisons que la suite n ÞÑ fφpnq est convergente vers f au sens de la norme LppΩq. Or
la suite de départ pfnq était de Cauchy (pour la norme Lp) ; donc l’existence d’une sous-suite
convergente implique la convergence de la suite entière vers f , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant est souvent cité en disant que Lp est un espace de Hilbert si et seulement
si p “ 2. Comme vous le voyez, il faut un peu plus d’hypothèses.

Je précise que je suis le seul à nommer ce théorème par le nom de Weinersmith. Je ne sais pas
si il a déjà un nom ; alors pourquoi pas celui-là plutôt qu’un autre ? La raison de ce choix est dans
la constante de Weiner, définition 44.1.

21. À ce point, [89] se contente de majorer |fφpnqpxq| par |fpxq| ` |gpxq|, mais je ne comprends pas comment cette
majoration nous permet d’utiliser la convergence dominée de Lebesgue pour montrer (27.180).
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Théorème 27.45 (Théorème de Weinersmith[580, 581]).
Nous considérons un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi qu’un nombre p P r1,8s. Nous supposons

(1) LppΩ,A, µq est un espace de Hilbert,
(2) Il existe des parties A,B Ă LppΩ,A, µq telles que A X B “ H et 0 ă µpAq ă 8 et 0 ă

µpBq ă 8.
Alors p “ 2.

Démonstration. Vu que Lp est un espace de Hilbert (hypothèse), il vérifie l’identité du parallélo-
gramme de la proposition 11.17, c’est-à-dire

}f ` g}2
p ` }f ´ g}2

p “ 2}f}2
p ` 2}g}2

p. (27.184)

(i) Pour 1 ď p ă 8 Soient donc A,B comme dans l’hypothèse. Nous considérons les fonctions

f “ 1
µpAq1{p1A (27.185a)

g “ 1
µpBq1{p1B. (27.185b)

En ce qui concerne les normes Lp de f et g, c’est un calcul simple :

}f}2
p “

ˆż

Ω
|fpωq|pdµ

˙2{p
“
ˆż

A

1
µpAqdµ

˙2{p
“ 1. (27.186)

De même pour g : }f}2
p “ }g}2

p “ 1. Donc

2}f}2
p ` 2}g}2

p “ 4 (27.187)

En ce qui concerne la somme,

}f ` g}2
p “

ˆż

A

dµ

µpAq `
ż

B

1
µpBq

˙2{p
“ 22{p. (27.188)

Pour la différence, la seule subtilité à voir est que
ż

Ω
|1A´1B|p “

ż

A
|1A´1B|p`

ż

B
|1A´1B| “

ż

A
|1A|`

ż

B
|´1B| “

ż

A
1A`

ż

B
1B. (27.189)

Ce n’est pas de la magie que le moins se change en plus. Bref, pour la différence nous avons

}f ´ g}2 “
ˆż

Ω
|fpωq ´ gpωq|pdµ

˙2{p
(27.190a)

“
ˆż

Ω
| 1
µpAq1{p1Apωq ´ 1

µpBq1{p1Bpωq|pdµ
˙2{p

(27.190b)

“
ˆż

A
| 1Apωq
µpAq1{p |p `

ż

B
| ´ 1Bpωq

µpBq1{p |p
˙2{p

(27.190c)

“ 22{p. (27.190d)

Donc }f ` g}2
p ` }f ´ g}2

p “ 2 ˆ 22{p.
Vu que Lp est un espace de Hilbert, nous avons finalement

4 “ 2 ˆ 22{p. (27.191)

Cela est uniquement valable pour p “ 2.
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(ii) Pour p “ 8 Il suffit de prendre f “ 1A et g “ 1B. Nous avons alors }f}2
L8 “ }g}2

L8 “
}f ` g}2

L8 “ }f ´ g}2
L8 “ 1.

L’égalité (27.184) devient 2 “ 4, ce qui est faux.

Si pΩ,A, µq est un espace mesuré, est-ce que LppΩ,A, µq est assuré de n’être pas de Hilbert ?
Non.

Exemple 27.46 ([581]).
Soit la mesure de Dirac sur R, c’est-à-dire

δpAq “
#

1 si 0 P A
0 sinon.

(27.192)

Nous allons prouver que pour tout p P r0,8s, l’espace LppR,BorpRq, δq est un espace de Hilbert.
Pour cela nous introduisons le produit hermitien

xf, gy “ fp0qgp0q. (27.193)

Nous avons par ailleurs la norme

}f}p “
ż

R

|fpxq|pdδ “ fp0qp. (27.194)

Donc oui, }f}p “ axf, fy. △

27.3.8 Théorèmes d’approximation

Proposition 27.47 ([374], thème 23).
Soient 1 ď p ď 8 et un espace mesuré pΩ,A, µq. Alors les fonctions étagées 22 dans LppΩq sont
denses dans LppΩq.
Démonstration. Soit f P L1pΩ,A, µq. Nous supposons dans un premier temps que f : Ω Ñ r0,8r.
Pour les fonctions à valeurs dans C, nous verrons plus bas.

Notons que la partie tx P Ω tel que fpxq “ 8u est de mesure nulle, donc nous pouvons vraiment
choisir un représentant à valeurs dans r0,8r et non à valeurs dans r0,8s comme le serait un
représentant un peu quelconque.

Par le théorème 14.110, il existe une suite croissante de fonctions étagées ϕn : Ω Ñ r0,8r telles
que ϕn Ñ f ponctuellement. Notons que ce théorème fonctionne parce que les fonctions Lp (en
tout cas leurs représentants) sont mesurables parce que c’est dans la définition 27.9. Notre devoir
est maintenant de prouver que sous l’hypothèse que f est dans Lp, alors la convergence ϕn Ñ f
est une convergence dans Lp.

(i) 1 ď p ă 8 Vu que f et ϕn sont à valeurs positives nous avons |f ´ ϕn|p ď |f |p. Mais par
hypothèse |f |p P L1pΩq. Donc la suite gn “ |f ´ ϕn|p est majorée (uniformément en n) par
|f |p qui est dans L1. Le théorème de la convergence dominée permet de permuter

lim
nÑ8

ż
gn “

ż
lim
nÑ8 gn “ 0. (27.195)

Cela revient à dire que

lim
nÑ8 }f ´ ϕn}pp “ lim

nÑ8

ż
|f ´ ϕn|p “

ż
lim
nÑ8 |f ´ ϕn|p “ 0, (27.196)

ce qui signifie que ϕn
LppΩqÝÑ f .

22. Définition 14.104. Pour rappel, une fonction est simple lorsqu’elle prend un nombre fini de valeurs, et elle est
étagée lorsqu’elle est en outre mesurable.
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(ii) Pour p “ 8 Si f P L8pΩq, alors nous pouvons prendre un représentant borné. Avec lui,
nous avons ϕn

}.}8ÝÑ f . Avec cela nous avons, pour ϵ donné, un n assez grand pour avoir

N8pϕn ´ fq ď }ϕn ´ f}8 ă ϵ. (27.197)

Si f est à valeurs dans C au lieu de r0,8r, il suffit de faire valoir le travail que nous venons de
faire quatre fois, pour les valeurs réelles, imaginaires, positives et négatives.

27.3.9 Densité des fonctions infiniment dérivables à support compact

Définition 27.48.
Une fonction est étagée par rapport à Lp si elle est de la forme

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.198)

où les Bk sont des mesurables disjoints et 1Bk
P Lp pour tout k.

Lemme 27.49.
Si f est une fonction étagée en même temps qu’être dans Lp, alors elle est étagée par rapport à
Lp.

Démonstration. Nous pouvons écrire

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.199)

où les Bk sont disjoints. Par hypothèse }f}p existe. Donc chacune des intégrales
ş
Ω |1Bk

|p doit
exister parce que les Bk étant disjoints, nous pouvons inverser la norme et la somme ainsi que la
somme et l’intégrale :

ż

Ω
|f |p “

ż

Ω

Nÿ

k“1
|ck1Bk

pxq|pdx “
Nÿ

k“1

ż
|ck1Bk

pxq|pdx “
Nÿ

k“1
|ck|p

ż

Ω
|1Bk

pxq|pdx. (27.200)

Le contraire n’est pas vrai : la fonction étagée sur R qui vaut n sur Bpn, 1
4q est étagée par

rapport à Lp, mais n’est pas dans Lp.
L’ensemble C8

c pRdq des fonctions de classe C8 et à support compact sur Rd est souvent
également noté DpRdq.
Théorème 27.50 ([573]).
Nous avons des densités emboitées. Ici D est un borélien borné de Rd contenu dans Bp0, rq et K
est un compact contenant Bp0, r ` 2q.

(1) Les fonctions étagées par rapport à Lp sur Rd sont denses dans LppRdq. A fortiori les fonc-
tions étagées sont denses dans Lp, mais nous n’en aurons pas besoin ici.

(2) Il existe une suite fn dans CpK,Cq telle que

fn
LpÑ 1D. (27.201)

(3) Si A est un borélien tel que 1A P LppRdq 23 et si ϵ ą 0, alors il existe une suite de boréliens
bornée pDnqnPN tels que

1Dn

LpÑ 1A. (27.202)
23. Je pense que cette hypothèse manque dans [573]. En tout cas je vois mal comment je pourrais justifier les différentes

étapes de la preuve en prenant par exemple A “ Rd.
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(4) Il existe une suite φn dans DpRdq “ C8
c pRdq telle que

φn
LpÑ 1D. (27.203)

(5) L’ensemble DpRdq “ C8
c pRdq est dense dans LppRdq pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. Nous allons montrer les choses point par point.
(1) Si f P L1pRdq, nous savons par le théorème 14.110 qu’il existe une suite fn de fonctions

étagées convergeant ponctuellement vers f telle que |fn| ď |f |. La proposition 27.20 nous dit
qu’alors fn LpÑ f .
La fonction fn étant étagée et dans Lp en même temps, elle est automatiquement étagée par
rapport à Lp par le lemme 27.49.

(2) C’est le théorème d’approximation 14.213 appliqué au borélien D contenu dans l’espace
mesuré K.

(3) En vertu du point (2), il existe f P C0pK,Rq telle que

}f ´ 1D}p ď ϵ. (27.204)

Ensuite, par le théorème de Weierstrass, il existe φ P C8pK,Rq telle que }f ´φ}8 ď ϵ. Nous
avons aussi

}φ´ f}pp “
ż

K
|φpxq ´ fpxq|pdx ď µpXq}φ´ f}p8 ď ϵpµpKq. (27.205)

Quitte à prendre un φ correspondant à un ϵ plus petit, nous avons

}φ´ f} ď ϵ. (27.206)

En combinant et en passant à ϵ{2 nous avons trouvé une fonction φ P C8pK,Rq telle que

}φ´ 1D} ď ϵ. (27.207)

(4) Nous considérons les boréliens fermés Dn “ AXBp0, nq. Alors 1Dn P Lp et nous avons pour
n assez grand : ż

Rd

|1Dnpxq ´ 1Apxq|pdx “
ż

RdzBp0,nq
|1Apxq|p ă ϵ, (27.208)

c’est-à-dire que 1Dn

LpÑ 1A.
(5) Il suffit de remettre tout ensemble. Si f P LppRdq, par le point (2) nous commençons par

prendre σ étagée par rapport à Lp telle que

}σ ´ f}p ď ϵ. (27.209)

Ensuite nous écrivons σ sous la forme

σ “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.210)

et nous appliquons le point (3) à chacune des 1Bk
pour trouver des boréliens bornés Dk tels

que
}1Dk

´ 1Bk
}p ď ϵ. (27.211)

Enfin nous appliquons le point (4) pour trouver des fonctions φk P C8
c pRdq telles que

}φk ´ 1Dk
}p ď ϵ. (27.212)

Il n’est pas compliqué de calculer que

››
Nÿ

k“1
ckφk ´ f

››
p

ď 2ϵ
ÿ

k

ck ` ϵ. (27.213)



1968 CHAPITRE 27. ANALYSE FONCTIONNELLE

Corolaire 27.51.
Si 1 ă p ă 8 alors la partie 24 L2`r0, 1s˘ X Lp

`r0, 1s˘ est dense dans Lp
`r0, 1s˘.

Démonstration. Nous savons du théorème 27.50(5) que C8
c

`r0, 1s˘ est dense dans Lp. Mais nous
avons évidemment C8

c Ă L2 X Lp, donc L2 X Lp est dense dans Lp.

Lemme 27.52 ([573, 542]).
Soit 1 ď p ă 8 et f P LppΩq. Nous notons τv l’opérateur de translation par v :

τv : LppΩq Ñ LppΩq
f ÞÑ

”
x ÞÑ fpx´ vq

ı
.

(27.214)

Pour chaque f P LppΩq, l’application

τpfq : Rd Ñ LppΩq
v ÞÑ τvpfq (27.215)

est continue en v “ 0, c’est-à-dire

lim
vÑ0

}τvpfq ´ f}p “ 0. (27.216)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est dans DpΩq, et nous verrons ensuite
comment généraliser.

(i) Si f P DpΩq Soit une suite vi
RdÝÑ 0, et posons fi “ τvipfq ; le but est de montrer que

fi
LpÝÑ f . Pour cela, la fonction f ´ fi est également à support compact, et qui plus est, si

supppfq Ă Bp0, rq, alors supppf ´ fiq Ă Bp0, r ` |vi|q, et l’ensemble

S “ B
`
0, r ` max

i
|vi|

˘
(27.217)

est un compact contenant les supports de tous les f ´ fi. Le maximum existe parce que
vi Ñ 0. Voilà qui « majore » le domaine de f ´ fi uniformément en i.
Majorons maintenant |f ´ fi|p de façon uniforme en i. Soit le nombre

M “ 2 max
xPRd

tfpxqu. (27.218)

La fonction qui vaut Mp sur S et zéro ailleurs est une fonction intégrable qui majore |f´fi|p.
Nous pouvons donc utiliser la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.190) pour écrire

lim
iÑ8 }f ´ fi}pp “ lim

iÑ8

ż

Ω
|fpxq ´ fpx´ viq|pdx “

ż

Ω
lim
iÑ8 |fpxq ´ fpx´ viq|dx “ 0. (27.219)

(ii) Pour f P LppΩq Soit ϵ ą 0, f P LppΩq et φ P DpΩq tel que }f ´ φ}p ď ϵ. Cela est possible
par la densité de DpΩq dans LppΩq vue en 27.50(5). Nous choisissons de plus |v| assez petit
pour avoir }τvpφq ´ φ}p ă ϵ, qui est possible en vertu de ce que nous venons de démontrer
à propos des fonctions à support compact. De plus τv étant une isométrie de Lp nous avons
}τvpφq ´ τvpfq} “ }φ´ f} ă ϵ. Nous avons tout pour majorer :

}f ´ τvpfq} ď }f ´ φ} ` }φ´ τvpφq} ` }τvpφq ´ τvpfq} ď 3ϵ. (27.220)

Nous avons donc bien limvÑ0 }f ´ τvpfq} “ 0.

24. Nous parlons bien ici de l’ensemble L2 parce que nous le considérons sans norme ou topologie particulière. La
densité dont nous parlons ici est celle pour la topologique de Lp.



27.3. ESPACES DE LEBESGUE LP 1969

27.3.10 Approximation

Lemme 27.53 (Théorème fondamental d’approximation [367]).
Soit Ω un espace mesurable et f : Ω Ñ r0,8s une application mesurable. Alors il existe une suite
croissante d’applications étagées φn : Ω Ñ R` dont la limite est f .

De plus si f est bornée, la convergence est uniforme.

Théorème 27.54 ([266]).
Soit I un intervalle de R. L’espace DpIq des fonctions continues à support compact sur I est dense
dans L2pIq.

Ce théorème sera généralisé à tous les LppRdq par le théorème 27.50. Cependant Lp n’étant
pas un Hilbert, il faudra travailler sans produit scalaire.

Démonstration. Soit g P L2pIq une fonction telle que g K f pour toute fonction f P CcpIq. Nous
avons donc

xf, gy “
ż

I
fḡ “ 0. (27.221)

En passant éventuellement aux composantes réelles et imaginaires nous pouvons supposer que les
fonctions sont toutes réelles. Nous décomposons g en parties positives et négatives : g “ g` ´ g´.
Notre but est de montrer que g` “ g´, c’est-à-dire que g est nulle. La proposition 25.15 conclura
que CcpIq est dense dans L2pIq.

Soit un intervalle ra, bs Ă I et une suite croissante de fonctions fn P CcpIq qui converge vers
1ra,bs. Par hypothèse pour chaque n nous avons

ż

I
fng

` “
ż

I
fng

´. (27.222)

La suite étant croissante, le théorème de la convergence monotone (théorème 14.166) s’applique et
nous avons

lim
nÑ8

ż

I
fng

` “
ż b

a
g`, (27.223)

de telle sorte que nous ayons, pour tout intervalle ra, bs Ă I l’égalité
ż b

a
g` “

ż b

a
g´. (27.224)

De plus ces intégrales sont finies parce que
ż b

a
g` ď

ż b

a
|g| “

ż

I
|g|1ra,bs “ x|g|,1ra,bsy ď }g}L2

?
b´ a ă 8 (27.225)

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit maintenant un ensemble mesurable A Ă I. La fonction caractéristique 1A est mesurable

et il existe une suite croissante de fonctions étagées pφnq convergente vers a par le lemme 27.53. À
multiples près, les fonctions φn sont des sommes de fonctions caractéristiques du type 1ra,bs, par
conséquent, en vertu de (27.224) nous avons

ż

I
φng

` “
ż

I
φng

´. (27.226)

Une fois de plus nous pouvons utiliser le théorème de la convergence monotone et obtenir
ż

A
g` “

ż

A
g´ (27.227)

pour tout ensemble mesurable A Ă I. Si nous notons dx la mesure de Lebesgue, les mesures g`dx
et g´dx sont par conséquent égales et dominées par dx. Par le corolaire 14.205 du théorème de
Radon Nikodym, les fonctions g` et g´ sont égales.
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27.4 Convolution
Définition 27.55.
Pour toutes fonctions f, g : Rn Ñ C et pour tout x P C tels que l’intégrale de droite ait un sens 25,
nous définissons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

fpyqgpx´ yqdy. (27.228)

L’éventuelle fonction f ˚ g ainsi définie est le produit de convolution de f et g.

Le théorème qui permet de dire que le produit de convolution n’est pas tout à fait ridicule est
le suivant.

Théorème 27.56 ([388, 582]).
Soient f, g P L1pRdq.

(1) Pour presque tout x P Rd, la fonction

hx : Rd Ñ C

y ÞÑ gpx´ yqfpyq (27.229)

est dans L1pRdq.
(2) f ˚ g P L1pRdq.
(3) }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : Rd ˆRd Ñ Rd ˆRd

px, yq ÞÑ px´ y, yq. (27.230)

Cela est un C1-difféomorphisme dont le jacobien vaut

Jϕpx, yq “ det
ˆpB1ϕ1qpx, yq pB2ϕ1qpx, yq

pB1ϕ2qpx, yq pB2ϕ2qpx, yq
˙

“ det
ˆ

1 ´1
0 1

˙
“ 1. (27.231)

C’est une première bonne chose.
Ensuite nous considérons la fonction

α : Rd ˆRd Ñ C

px, yq ÞÑ fpyqgpxq. (27.232)

Par hypothèse, pour chaque y, la fonction x ÞÑ |αpx, yq| est dans L1pRdq. Bref, le calcul suivant a
un sens :

ż

Rd

„ż

Rd

|α|dx
ȷ
dy “

ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpxq|dx
ȷ
dy (27.233a)

“
ż

Rd

„
|fpyq|

ż

Rd

|gpxq|dx
ȷ
dy (27.233b)

“ }f}L1pRdq}g}L1pRdq (27.233c)
ă 8. (27.233d)

Le corolaire 14.271 nous dit alors que α P L1pRd ˆRdq. Et notons au passage que

}α}L1pRdˆRdq “
ż

RdˆRd

|α| “ }f}L1pRdq}g}L1pRdq (27.234)

parce que le théorème de Fubini 14.272 permet de scinder l’intégrale et de retomber sur (27.233c).

25. Attention divlgâchi : ce sera le cas pour f, g P L1
pRn

q par le théorème 27.56.
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Vu que α P L1pRd ˆRdq, nous pouvons utiliser le changement de variable 14.265 avec l’appli-
cation ϕ ci-dessus. En notant λ la mesure de Lebesgue,

8 ą
ż

RdˆRd

|α|dλ “
ż

RdˆRd

`|α| ˝ ϕ˘|Jϕ|dλ (27.235a)

“
ż

RdˆRd

|α|px´ y, yqdλpx, yq (27.235b)

“
ż

RdˆRd

|fpyqgpx´ yq|dλpx, yq (27.235c)

“
ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy
ȷ
dx. (27.235d)

Nous avons scindé l’intégrale avec le théorème de Fubini pour la dernière étape.
Passons à l’intégrabilité de f ˚ g. Nous avons

|pf ˚ gqpxq| ď
ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy. (27.236)

Or nous venons de voir que (27.236) était, en tant que fonction de x, intégrable sur Rd et que
ż

Rd

|pf ˚ gqpxq|dx ď
ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy
ȷ
dx “

ż

RdˆRd

|α|dλ ă 8. (27.237)

Cela prouve que f ˚ g P L1pRdq, mais en nous souvenant de (27.234), cela prouve aussi que
ż

Rd

|pf ˚ gqpxq|dx ď
ż

RdˆRd

|α|dλ “ }f}L1pRdq}g}L1pRdq, (27.238)

c’est-à-dire que }f ˚ g}L2pRdq ď }f}L1pRdq}g}L1pRdq.

Lemme 27.57.
Le produit de convolution est commutatif : pour tout f, g, h P L1pRdq nous avons f ˚ g “ g ˚ f .

Démonstration. Le théorème de Fubini (théorème 14.272) permet d’écrire

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

fpyqgpx´ yqdy “
ż 8

´8
dy1 . . .

ż 8

´8
dynfpyqgpx´ yq. (27.239)

En effectuant le changement de variable zi “ xi ´ yi dans chacune des intégrales nous obtenons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

gpzqfpx´ zqdz “ pg ˚ fqpxq. (27.240)

Attention : on pourrait croire qu’un signe apparaît du fait que z “ x´ y donne dz “ ´dy. Mais en
réalité, l’intégrale

ş`8
´8 devient par le même changement de variables

ş´8
`8 qui redonne un nouveau

signe au moment de remettre dans l’ordre.

Lemme 27.58 ([583, 1]).
Le produit de convolution est associatif sur L1pRdq.
Démonstration. Soient f, g, h P L1pRdq. L’existence de pf ˚ gq ˚ h ne fait pas de doute grâce au
théorème 27.56. Nous avons d’abord

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

pf ˚ gqpxqhpu´ xqdx (27.241a)

“
ż

Rd

„ż

Rd

fpyqgpx´ yqdy
ȷ
hpu´ xqdx (27.241b)

“
ż

Rd

„ż

Rd

fpyqgpx´ yqhpu´ xqdy
ȷ
dx. (27.241c)
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Nous permutons les intégrales en suivant la procédure 14.273. Pour cela nous commençons par
poser

s : Rd ˆRd Ñ C

px, yq ÞÑ fpyqgpx´ yqhpu´ xq, (27.242)

et nous vérifions que |s| peut être successivement intégrée par rapport à y puis x. D’abord l’intégrale
par rapport à y est ż

Rd

|fpyq||gpx´ yq|dy, (27.243)

qui existe et qui vaut p|f | ˚ |g|qpxq parce que |f | et |g| sont dans L1pRdq. D’après le théorème 27.56,
la fonction |f | ˚ |g| est encore dans L1pRdq. En ce qui concerne l’intégrale du résultat par rapport
à x, nous avons ż

Rd

p|g| ˚ |g|qpxq|hpu´ xq|dx, (27.244)

qui existe et qui vaut
`p|f |˚|g|q˚|h|˘puq. Le corolaire 14.271 nous assure donc que s P L1pRdˆRdq.

Nous permutons donc les intégrales dans (27.241c) pour obtenir

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

fpyq
„ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xqdx
ȷ
dy. (27.245)

Attardons-nous un instant sur l’intégrale interne, et utilisons l’invariance par translation de l’in-
tégrale (lemme 14.235). Nous effectuons la translation x Ñ x` y :

ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xq “
ż

Rd

gpxqhpu´ x´ yqdx “
ż

Rd

gpxqh`pu´ yq ´ x
˘
dx (27.246a)

“ pg ˚ hqpu´ yq. (27.246b)

Nous pouvons reprendre notre calcul en (27.245) :

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

fpyq
„ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xqdx
ȷ
dy (27.247a)

“
ż

Rd

fpyqpg ˚ hqpu´ yq (27.247b)

“ `
f ˚ pg ˚ hq˘puq. (27.247c)

C’est ce que nous voulions.

Proposition 27.59.
Le couple

`
L1pRdq, ˚˘ est une algèbre de Banach 26.

Démonstration. Point par point.
(i) algèbre La définition d’une algèbre est 1.291. Les différents points sont dans la linéarité de

l’intégrale.
(ii) Commutative C’est la proposition 27.57.
(iii) Associative C’est le lemme 27.58.
(iv) Normé L’espace L1 a une norme ; c’est la norme }}L1 .
(v) Complet C’est le théorème de Riesz-Fischer 27.44.

La proposition suivante est une conséquence de l’inégalité de Minkowski sous forme intégrale
de la proposition 27.40.

Proposition 27.60.
Si 1 ď p ď 8 et si f P LppRdq et g P L1pRdq alors

26. Algèbre de Banach, définition 7.230.
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(1) f ˚ g P Lp
(2) }f ˚ g}p ď }f}p}g}1.

Proposition 27.61 ([584]).
Si f P L1pRq et si g est dérivable avec g1 P L8, alors f ˚ g est dérivable et pf ˚ gq1 “ f ˚ g1.

Démonstration. La fonction qu’il faut intégrer pour obtenir f ˚ g est fptqgpx´ tq, dont la dérivée
par rapport à x est fptqg1px´ tq. La norme de cette dernière est majorée (uniformément en x) par
Gptq “ |fptq|}g1}8. La fonction f étant dans L1pRq, la fonction G est intégrable et le théorème de
dérivation sous l’intégrale (théorème 17.19) nous dit que f ˚ g est dérivable et

pf ˚ gq1pxq “ d

dx

ż

R

fptqgpx´ tqdt “
ż

R

fptqg1px´ tqdt “ pf ˚ g1qpxq. (27.248)

Corolaire 27.62.
Si f P L1pRdq et si g est de classe C8, alors f ˚ g est de classe C8.

Démonstration. Il s’agit d’itérer la proposition 27.61.

Lemme 27.63.
Soit f P L2pIq telle que ż

I
fφ “ 0 (27.249)

pour toute fonction φ P C8
c pIq. Alors f “ 0 presque partout sur I.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

ϕ : L2pIq Ñ C

g ÞÑ xf, gy “
ż

I
fḡ.

(27.250)

Par densité 27 nous pouvons aussi considérer une suite pφnq dans C8
c pIq convergeant dans L2 vers

f . Alors nous avons pour tout n :
xf, φny “ 0. (27.251)

En passant à la limite, xf, fy “ 0, ce qui implique f “ 0 dans L2 et donc f “ 0 presque partout
en tant que bonne fonction.

Ce résultat est encore valable dans les espaces Lp (proposition 27.165), mais il demande le
théorème de représentation de Riesz 28.

27.4.1 Approximation de l’unité

Définition 27.64 ([1, 573]).
Nous considérons Ω “ Rd ou pS1qd. Une approximation de l’unité sur Ω autour de a P Ω est
une suite pφnq de fonctions à valeurs réelles dans L1pΩq telle que

(1) supk }φk}1 ă 8,
(2) pour chaque n nous avons

ş
Ω φn “ 1,

(3) si V est un voisinage de a, alors

lim
kÑ8

ż

ΩzV
|φk| “ 0. (27.252)

27. Théorème 27.50(5).
28. Théorème 27.162.
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En pratique, nous allons, sur Rd toujours considérer des approximations de l’unité autour de 0,
même si nous ne le préciserons pas. Vous noterez que dans le cas de S1, le choix du « point de
base » est plus arbitraire.

Ce sont des fonctions dont la masse vient s’accumuler autour de zéro. En effet quel que soit le
voisinage Bp0, αq, si k est assez grand, il n’y a presque plus rien en dehors.

Pour le point ((3)), si Ω est S1, la mesure que nous considérons est dx
2π .

Exemple 27.65.
Une façon de construire une approximation de l’unité sur R est de considérer une fonction φ P
L1pΩq telle que

ş
φ “ 1 puis de poser

φkpxq “ kdφpkxq. (27.253)

Ici, Ω peut être R ou S1. △

Le lemme suivant permet de construire des approximations de l’unité intéressantes. Nous aurons
une version pour S1 dans le lemme 27.98.

Lemme 27.66 ([573]).
Soit φ est une fonction continue et positive à support compact sur Rd telle que φpxq ą φp0q pour
tout x ‰ 0. Si nous posons

φnpxq “
ˆż

φpyqn
˙´1

φpxqn, (27.254)

alors la suite pφnq est une approximation de l’unité.

Voici un théorème qui donne les propriétés à propos du produit de convolution avec une ap-
proximation de l’unité dans Rd. Une version pour S1 sera le théorème 27.99.

Théorème 27.67 ([573]).
Soit pφkq une approximation de l’unité sur Rd.

(1) Si g est mesurable et bornée sur Rd et si g est continue en x0 alors

pφk ˚ gqpx0q Ñ gpx0q. (27.255)

(2) Si g P LppRdq (1 ď p ă 8) alors
φk ˚ g LpÑ g. (27.256)

(3) Si g est uniformément continue et bornée, alors

φk ˚ g L8Ñ g (27.257)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Nous notons dk “ pφk ˚ gqpx0q ´ gpx0q et nous devons prouver que dk Ñ 0. Vu que φk est

d’intégrale 1 sur Rd nous pouvons écrire

dk “
ż

Rd

φkpyqgpx0 ´ yqdy ´
ż

Rd

gpx0qφkpyqdy, (27.258)

et donc

|dk| “ ˇ̌ ż

Rd

`
gpx0 ´ yq ´ gpx0q˘φkpyqdyˇ̌ ď

ż

Rd

ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0qˇ̌|φkpyq|dy. (27.259)

Nous notons M “ supk }φk}1, et nous considérons α ą 0 tel que
ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0qˇ̌ ď ϵ (27.260)
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pour tout y P Bp0, αq. Nous nous restreignons maintenant aux k suffisamment grands pour
que

ş
ABp0,αq |φkpyq|dy ď ϵ. Alors en découpant l’intégrale en Bp0, αq et son complémentaire

dans Rd,
|dk| ď ϵM `

ż

ABp0,αq
2}g}8|φkpyq|dy ď ϵM ` 2}g}8ϵ ď ϵC. (27.261)

Donc oui, nous avons |dk| Ñ 0, et donc le premier point du théorème.
(2) Cette fois g P LppRdq et nous cherchons à montrer que }dk}p Ñ 0. Encore qu’ici dk soit défini

à partir d’un représentant dans la classe de g et que d’ailleurs, nous allons travailler avec ce
représentant.
D’abord nous développons un peu ce dk :

}dk}p “
„ż

Rd

ˇ̌
ˇ̌
ż

Rd

`
gpx´ yq ´ gpxq˘φkpyqdy

ˇ̌
ˇ̌
p

dx

ȷ1{p
(27.262a)

ď
„ż

Rd

´ ż

Rd

|gpx´ yq ´ gpxq| · |φkpyq|dy
¯p
dx

ȷ1{p
. (27.262b)

À cette dernière expression nous appliquons l’inégalité de Minkowski (théorème 27.38) sous
la forme (27.124) pour la mesure dνpyq “ |φkpyq|dy et fpx, yq “ gpx´ yq ´ gpxq :

}dk}p ď
ż

Rd

´ ż

Rd

ˇ̌
gpx´ yq ´ gpxqˇ̌pdx

¯1{p|φkpyq|dy “
ż

Rd

}τyg ´ g}p|φkpyq|dy. (27.263)

Par le lemme 27.52 nous pouvons trouver α ą 0 tel que }τyg´ g}p ď ϵ pour tout y P Bp0, αq.
Avec cela nous découpons encore le domaine d’intégration :

}dk}p ď
ż

Bp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon

ďϵ
|φkpyq|dy `

ż

ABp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon

ď2}g}p

|φkpyq|dy ď ϵM ` 2ϵ}g}p. (27.264)

(3) Nous posons dkpxq “ pφk ˚ gqpxq ´ gpxq et nous voulons prouver que }dk}8 Ñ 0, c’est-à-dire
que dkpxq converge vers zéro uniformément en x. Nous posons aussi

τypgq : x ÞÑ gpx´ yq. (27.265)

En récrivant le produit de convolution, une petite majoration donne

|dkpxq| ď
ż

Rd

}τypgq ´ g}8|φkpyq|dy. (27.266)

L’uniforme continuité de g signifie que pour tout ϵ, il existe un α tel que pour tout y P Bp0, αq,

}τypgq ´ g}8 ď ϵ. (27.267)

Encore une fois nous découpons le domaine d’intégration en B “ Bp0, αq et son complémen-
taire :

}dk}8 ď
ż

B
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ďϵ
|φkpyq|dy `

ż

AB
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ď2}g}8

|φkpyq| (27.268a)

ď ϵM ` 2}g}8ϵ (27.268b)

où la seconde ligne est justifiée par le choix d’un k assez grand pour que
ş

AB |φkpyq|dy ď ϵ.
Nous avons donc bien }dk}8 Ñ 0.
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Exemple 27.68.
Une petite remarque en passant : aussi triste que cela en ait l’air, la convergence uniforme n’im-
plique pas la convergence LppΩq si Ω n’est pas borné. En effet si f P Lp, la suite donnée par

fnpxq “ fpxq ` 1
n

(27.269)

converge uniformément vers f , mais

}fn ´ f}p “
ż

Ω

1
n

(27.270)

n’existe même pas si le domaine Ω n’est pas borné. △

27.4.2 Densité des polynômes trigonométriques

Définition 27.69.
Le système trigonométrique donné par tenunPZ est

enptq “ 1?
2π
eint. (27.271)

Une bonne partie de la douleur qu’évoque mot « densité » consiste à montrer que ce système
est total dans L2pS1q “ L2pr0, 2πsq, et donc en est une base hilbertienne.

Définition 27.70.
Un polynôme trigonométrique est une fonction de la forme

P ptq “
Nÿ

n“´N
cnenptq. (27.272)

Définition 27.71 (Coefficients de Fourier).
Pour toute fonction pour laquelle ça a un sens (que ce soit des fonctions L2 ou non), nous posons

ckpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´iktdt. (27.273)

Ces nombres sont les coefficients de Fourier de f .

Ces trois définitions n’ont à priori aucun rapport entre elles, et rien en particulier ne devrait
vous faire penser à une égalité du type

fpxq “
8ÿ

n“´8
cnpfqenpxq. (27.274)

Nous avons toutefois quelques liens.

Lemme 27.72.
Deux petits résultats simples mais utiles à propos des polynômes trigonométriques.

(1) Si f P L1pS1q, alors nous avons la formule

f ˚ en “ cnpfqen. (27.275)

(2) Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q alors f ˚ P est encore un polynôme
trigonométrique.
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Démonstration. Le premier point est un simple calcul :

pf ˚ enqpxq “
ż 2π

0
fpx´ tqenptq (27.276a)

En ce qui concerne le second point, nous notons P “ řN
k“´N Pkek, et par linéarité de la

convolution,

f ˚ P “
Nÿ

k“´N
Pkf ˚ ek “

nÿ

k“´N
Pkckpfqek, (27.277)

qui est encore un polynôme trigonométrique.

Exemple 27.73.
Sur S1 nous construisons alors l’approximation de l’unité basée sur la fonction 1 ` cospxq et le
lemme 27.66. Cette fonction est évidemment un polynôme trigonométrique parce que

cospxq “ eix ` e´ix

2 . (27.278)

Ensuite les puissances le sont aussi à cause de la formule du binôme :

`
1 ` cospxq˘n “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
cosnpxq, (27.279)

dans laquelle nous pouvons remettre cospxq comme un polynôme trigonométrique et développer à
nouveau la puissance avec (encore) la formule du binôme. La chose importante est qu’il existe une
approximation de l’unité pφnq formée de polynômes trigonométrique.

Ce qui fait la spécificité des polynômes trigonométriques est qu’ils sont à la fois stables par
convolution (lemme 27.72) et qu’ils permettent de créer une approximation de l’unité sur r0, 2πs.
Ce sont ces deux choses qui permettent de prouver l’important théorème suivant. △

Théorème 27.74.
Les polynôme trigonométriques sont dense dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration.
φk ˚ f LpÑ f (27.280)

par le théorème 27.67. Nous avons donc convergence Lp d’une suite de polynômes trigonométrique,
ce qui prouve que l’espace de polynômes trigonométriques est dense dans LppS1q.

Remarque 27.75.
Deux remarques.

— Il n’est pas possible que les polynômes trigonométriques soient dense dans L8 parce qu’une
limite uniforme de fonctions continues est continue (c’est le théorème 12.361). Donc les
polynômes trigonométriques ne peuvent engendrer que des fonctions continues.

— Nous donnerons au théorème 28.8 une démonstration indépendante de la densité des poly-
nômes trigonométriques dans LppS1q.

27.5 Espaces L2, généralités

L’espace L2 est l’espace Lp définit en 27.7 avec p “ 2. Cependant il possède une propriété
extraordinaire par rapport aux autres Lp, c’est que la norme |.|2 dérive d’un produit scalaire. Il
sera donc un espace de Hilbert.
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27.76.
Nous en rappelons la construction. Soit pΩ,A, µq un espace mesuré. Nous considérons l’opération

xf, gy “
ż

Ω
fpωqgpωqdµpωq (27.281)

et la norme associée
}f}2 “ axf, fy. (27.282)

Nous considérons l’ensemble

L2pΩ, µq “ tf : Ω Ñ C tel que }f}2 ă 8u (27.283)

et la relation d’équivalence f „ g si et seulement si fpxq “ gpxq pour µ-presque tout x.
Et enfin, nous considérons le quotient

L2pΩ, µq “ L2pΩ, µq{ „ . (27.284)

Lemme 27.77.
Soit un espace mesuré 29 pΩ,A, µq.

(1) Pour tout f, g P L2pΩ,A, µq, le produit

xf, gy “
ż

Ω
fḡ dµ (27.285)

est bien défini et est un nombre complexe 30.
(2) L’opération pf, gq ÞÑ xf, gy est un produit hermitien 31.
(3) Le couple

`
L2pΩ,A, µq, x., .y˘ est un espace de Hilbert 32.

Démonstration. Que L2pΩq soit un espace vectoriel est un cas particulier de la proposition 27.16.
Voyons cette histoire de produit scalaire.

(i) Pour de vraies fonctions Nous commençons par analyser l’intégrale (27.285) dans le cas
où f et g sont des fonctions, c’est-à-dire des représentants d’éléments de L2.
Dans ce cas, l’inégalité de Hölder (proposition 27.33) avec p “ q “ 2 nous indique que le
produit fḡ est un élément de L1. Par conséquent la formule a un sens.

(ii) Passage aux classes Ensuite nous montrons que la formule passe au quotient. Pour cela,
nous considérons des fonctions α et β nulles presque partout et nous regardons le produit de
f1 “ f ` α par g1 “ g ` β :

xf1, g1y “
ż
fg ` βf ` αg ` αβ. (27.286)

Les fonctions βf , αg et αβ étant nulles presque partout, leur intégrale est nulle et nous avons
bien xf1, g1y “ xf, gy. Nous pouvons donc considérer le produit sur l’ensemble des classes.

(iii) Produit hermitien Pour vérifier que la formule est un produit hermitien, le seul point
non évidement est de prouver que xf, fy “ 0 implique f “ 0. Cela découle du fait que

xf, fy “
ż

Ω
|f |2. (27.287)

La fonction x ÞÑ |fpxq|2 vérifie les hypothèses du lemme 14.185. Par conséquent |fpxq|2 est
presque partout nulle.

29. Est-ce qu’il ne faudrait pas un peu plus d’hypothèses, comme σ-fini par exemple ? Vérifiez et écrivez-moi quand
vous avez la réponse.

30. Par opposition au fait que ce serait l’infini.
31. Définition 9.163. Pour rappel, nous considérons des fonctions à valeurs complexes. Si au contraire nous avions

considéré seulement des fonctions à valeurs réelles, nous aurions eu un produit scalaire.
32. Définition 25.3.
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(iv) Espace de Hilbert En ce qui concerne le fait que L2pΩq soit un espace de Hilbert, il s’agit
simplement de se remémorer que c’est un espace complet (théorème 27.43) et dont la norme
dérive d’un produit scalaire ou hermitien. Nous sommes donc bien dans la définition 25.3.

27.78.
Ces espaces seront utilisés pour de nombreuses applications. Nous en aurons besoin pour plusieurs
combinaisons d’ensembles Ω et de mesures µ.

— Pour Rd

— Pour S1

— Pour ra, bs
— Pour r0, 2πr
— Pour r´T, T r

Le premier est non compact et il est raisonnable de penser qu’il sera foncièrement différents des
autres. À isomorphismes assez triviaux près, les espaces des fonctions sur les trois autres sont
identiques. Nous nous attendons donc à ce qu’ils aient les mêmes propriétés. Notons que du point
de vue de L2, étant donné qu’il y a un quotient par les parties de mesures nulles, prendre s0, 2πr
ou r0, 2πs ou n’importe quelle autre possibilité de ce genre revient au même.

Afin de pouvoir utiliser ces espaces de façon optimale, et entre autres y définir les séries de
Fourier, nous avons besoin, pour chacun d’entre eux de définir les éléments suivants :

— mesure
— produit de convolution
— le système trigonométrique (que nous allons montrer être une base hilbertienne)
— coefficients de Fourier

Ça fait pas mal de choses à définir. Il n’est pas besoin de définir un produit scalaire parce que le
lemme 27.77 nous en donne un générique.

Les définitions qui viennent sont à prendre « tant que les formules ont un sens ». Nous parlons
donc de fonctions dans FunpΩ,Cq, l’ensemble de toutes les fonctions sur Ω à valeurs dans C. Nous
verrons plus tard les espaces de fonctions sur lesquels tout a un sens.

27.6 L’espace L2pRdq

La mesure est celle de Lebesgue. Le produit de convolution est donné, pour f, g P FunpRd,Cq,
par

pf ˚ gqpxq “
ż

Rd

fpyqgpx´ yqdy (27.288)

Certaines de ses propriétés ont déjà été vues dans le théorème 27.56.
En ce qui concerne le système trigonométrique, pour tout ξ P Rd nous définirions bien

eξpxq “ eiξ·x, (27.289)

genre pour faire que les transformations de Fourier sont des séries continues . . .mais bon. Nous
n’allons pas tenter le diable plus que ça, et nous ne définissons

— pas de système trigonométrique,
— pas de coefficients de Fourier non plus,
— pas de théorie des séries de Fourier sur Rd.

Quand je disais que la non-compacité de Rd allait un peu changer les choses par rapport aux
autres, je ne rigolais pas.
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27.7 L’espace L2pS1q

L’espace S1 sera fait avec forces détails, parce qu’il va servir de base pour les espaces L2pr0, 2πrq,
L2pr´T, T rq ainsi que pour l’étude des fonctions périodiques sur R.

En tant qu’ensemble,
S1 “ teitutPR, (27.290)

sans garanties que ce paramétrage soit une bijection.
Il y a essentiellement deux façons de définir une intégrale sur S1.

(1) Voir S1 comme une sous-variété de R2 et utiliser la définition 20.9. Cette façon a cependant
deux inconvénients :

— Elle ne donne pas la tribu des mesurables sur S1, c’est-à-dire que cette méthode ne
donne pas de façon évidente une théorie de la mesure sur S1.

— Il faut au moins deux cartes pour paramétrer le cercle. La fainéantise nous prévient que
ça va être technique.

(2) Rapporter la structure d’espace mesuré de r0, 2πr vers S1, de force via le premier difféomor-
phisme qui nous passe par la tête, à savoir t ÞÑ eit.

Nous allons choisir la seconde possibilité, en gardant en tête qu’elle fonctionne de façon très simple
un peu par coup de chance, voir la remarque 14.268(5).

27.7.1 Espace mesuré

Plusieurs choses sont déjà faites.
— Les boréliens de S1 sont décrits dans la proposition 18.65,
— la tribu de Lebesgue de S1 est décrite dans la proposition 18.67. Non, ce n’est pas la tribu

induite de la tribu de Lebesgue de C.

Proposition 27.79 (Espaces de fonctions sur S1[1]).
Soit l’espace mesuré

`
S1,LebpS1q, µ˘.

(1) La formule
xf, gy “

ż

S1
fḡdµ (27.291)

est un produit hermitien 33 sur L2pS1,LebpS1q, µq.
(2) L’espace L2pS1q est un espace de Hilbert.
(3) L’application

ϕ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ φ. (27.292)

est une bijection isométrique (isomorphisme d’espaces de Hilbert)

L2pS1,LebpS1q, µq “ L2`s0, 2πr,LebpRq, λ˘ (27.293)

où nous avons fait un minuscule abus de notations : ici LebpRq est en réalité la tribu induite
sur s0, 2πr.

Démonstration. Le fait que la formule (27.291) donne bien un produit hermitien est le lemme
27.77. Ce même lemme assure que le tout donne un espace de Hilbert.

Il nous reste à prouver le point (3). En ce qui concerne l’isométrie, nous posons 34

ϕ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ φ. (27.294)

33. Définition 9.163.
34. Notez que cette définition passe aux classes. Nous le répéterons pas.
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(i) Injection Si ϕpfq “ ϕpgq, alors pour tout x P r0, 2πr nous avons f
`
φpxq˘ “ g

`
φpxq˘. Vu que

φ : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection nous avons alors fpsq “ gpsq pour tout s P S1.
(ii) Surjection Si f P L2`s0, 2πs˘, nous posons g : S1 Ñ C par

gpsq “ ?
2πf

`
φ´1psq˘. (27.295)

Nous avons alors bien ϕpgqpxq “ fpxq.
(iii) Isométrie Nous montrons que ϕ préserve le produit scalaire :

xϕpfq, ϕpgqy “
ż 2π

0
ϕpfqpxqϕpgqpxqdλpxq (27.296a)

“ 1
2π

ż 2π

0
pf ˝ φqpxqpg ˝ φqpxq dλpxq (27.296b)

“ 1
2π

ż 2π

0
pfgq ˝ φdλ (27.296c)

Pour la suite nous devons invoquer la proposition 14.267 pour passer d’une intégrale sur`r0, 2πr,Leb
`r0, 2πr˘, λ˘ à une intégrale sur

`
S1,LebpS1q, µ˘. La première condition de cette

proposition est que LebpS1q “ φ
`
Lebpr0, 2πrq˘. Cela est la proposition 18.67(2). La condition

sur la mesure dans la proposition 14.267 n’est vraie ici qu’à un facteur 2π près. Nous avons :
ż

r0,2πr
fdλ “ 2π

ż

S1
pf ˝ φ´1qdµ. (27.297)

Nous continuons le calcul (27.296) :

xϕpfq, ϕpgqy “ 1
2π

ż 2π

0
pfgq ˝ φdλ “

ż

S1
fḡdµ “ xf, gy. (27.298)

27.7.2 Topologie

Nous considérons sur S1 la topologie induite de C. Vu que S1 est fermé et borné dans C, il
en est une partie compacte. Par le lemme 7.70, l’espace S1 muni de sa topologie est un espace
topologique compact.

Nous pouvons donc sans crainte affirmer que toute fonction continue f : S1 Ñ K est bornée et
atteint ses bornes.

Proposition-Définition 27.80.
Soit la formule

dpeix, eiyq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ|. (27.299)

(1) Elle est bien définie (ne dépend pas des choix de x et y donnant les mêmes points dans S1)
(2) L’infimum est en réalité un minimum : il est atteint par un certain k P Z (qui, lui, dépend

des choix).
(3) La formule définit une distance 35 sur S1.

Nous considérons sur S1 la topologie τd découlant de cette distance.

Démonstration. Point par point.
(1) Soient x1, y1 P R tels que eix1 “ eix et eiy1 “ eiy. Alors x1 “ x ` 2lπ et y1 “ y ` 2l1π pour

certains entiers l, l1 P Z (corolaire 18.23). Nous avons alors |x1´y1`2kπ| “ |x´y`2πpk`l´l1q|
et

inf
kPZ |x1 ´ y1 ` 2kπ| “ inf

kPZ |x´ y ` 2kπ|. (27.300)

35. Définition 7.97.
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(2) Quels que soient x et y fixés, nous avons

lim
kÑ˘8 |x´ y ` 2kπ| “ 8. (27.301)

Donc l’infimum est forcément atteint par un k P Z.
(3) Pour la distance, il y a plusieurs points à prouver.

— Pour tout z, z1 P S1 nous avons dpz, z1q ě 0 parce que la distance est donnée par une
valeur absolue.

— Si dpz, z1q “ 0, alors il existe k tel que x “ y`2kπ. Alors eix “ eipy`2kπq “ eiye2kiπ “ eiy.
C’est-à-dire z “ z1.

— Pour la symétrie, nous avons

|x´ y ` 2kπ| “ |y ´ x´ 2kπ| “ |y ´ x` 2k1π| (27.302)

en posant k1 “ ´k. L’infimum étant pris sur k P Z, nous avons al symétrique dpeix, eiyq “
dpeiy, eixq.

— Pour attaquer l’inégalité triangulaire, nous considérons z1 “ eix1 , z2 “ eix2 et z3 “ eix3 .
Nous posons également k1, k2, k3 P Z tels que dpz1, z3q “ |x1 ´ x3 ` 2k1π|, dpz1, z2q “
|x1 ´ x2 ` 2k2π| et dpz2, z3q “ |x2 ´ x3 ` 2k3π|. Nous avons alors

dpz1, z3q “ |x1 ´ x3 ` 2k1π| “ |x1 ´ x2 ` x2 ´ x3 ` 2k1π| (27.303a)
“ inf

kPZ |px1 ´ x2 ` 2k2πq ` px2 ´ x3 ` 2k3πq ` 2kπ| (27.303b)

“ inf
kPZ

´
|x1 ´ x2 ` 2k1π| ` |x2 ´ x3 ` 2k3π| ` 2kπ

¯
(27.303c)

“ dpz1, z3q ` dpz2, z3q (27.303d)

parce que le dernier infimum est réalisé par k “ 0.

Le cercle est bien connu pour être symétrique et en particulier avoir une symétrie sous les
rotations. Nous allons voir quelques résultats qui vont dans le sens de dire que la distance définie
sur S1 respecte cette symétrie.

Lemme 27.81.
Plusieurs points à propos de l’invariance de la topologie sous les rotations.

(1) La distance est invariante sous les rotations, c’est-à-dire que si a, b P S1 et si s P R, alors

dpeisa, eisbq “ dpa, bq. (27.304)

(2) Les boules sont préservées sous les rotations 36, c’est-à-dire que

eisBdpa, rq “ Bdpeisa, rq. (27.305)

(3) La topologie est invariante sous les rotations : eisτd “ τd.

Démonstration. Point par point.
(1) Si a “ eix et b “ eiy, nous avons

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| “ inf

kPZ |px´ sq ´ py ´ sq ` 2kπ| “ dpeisa, eisbq. (27.306)

Et de un.
(2) Il faut une inclusion dans chaque sens.

36. Pas chaque boule séparément, mais l’ensemble des boules
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(i) eisBdpa, rq Ă Bdpeisa, rq Soit b P eisBdpa, rq. Alors b “ eisb1 pour un certain b1 P Bdpa, rq.
Nous avons alors, en utilisant le premier point,

dpb, eisq “ dpe´isb, aq “ dpb1, aq ă r. (27.307)

Donc b P Bdpeisa, rq.
(ii) Bdpeisa, rq Ă eisBdpa, rq Soit b P Bdpeisa, rq. Nous devons prouver que b P eisBdpa, rq, c’est-

à-dire que b “ eisb1 pour un certain b1 P Bdpa, rq ou encore que e´isb P Bdpa, rq. En
utilisant encore le premier point,

dpe´isb, aq “ dpb, eisaq ă r. (27.308)

Donc oui, e´isb P Bpa, rq.
(3) Soit A P τd. Si a P eisA, alors a “ eisa1 pour un certain a1 P A. Notre but est de prouver que

eisA contient un voisinage de a.
Vu que a1 P A, il existe r ą 0 tel que Bdpa1, rq Ă A. Nous avons alors

eisaBdpa1, rq Ă eisA, (27.309)

et comme eisBdpa1, rq “ Bdpeisa1, rq “ Bdpa, rq nous avons bien

Bdpa, rq Ă eisA. (27.310)

Nous allons voir maintenant quelques résultats à propos de Bdp1, rq qui a la bonne figure d’être
un ouvert qui s’étale symétriquement en partant de 1 (le point le plus à droite du cercle). Par
rapport à la figure 27.1, il s’agit ni plus ni moins que de voir qu’une boule de rayon r autour de 1
est bien la partie indiquée (symétrique par rapport à 1 et de longueur d’arc r des deux côtés). De
plus, ce voisinage n’est autre que la partie du cercle située à droite de la ligne en pointillés.

‚ 1

‚

‚

Figure 27.1 – Un voisinage de 1 dans S1.

Ce lemme-ci montre que Bdp1, rq est une partie de S1 qui s’étale symétriquement autour de 1.

Lemme 27.82.
Soit l’application

φ : R Ñ S1

x ÞÑ eix.
(27.311)

Nous avons Bdp1, rq “ φ
`s´r, rr˘.

Démonstration. Soit b P Bdp1, rq de la forme b “ eiy avec y choisi de telle sorte que dp1, bq “ |y|.
Vu que dp1, bq ă r, nous avons |y| ă r et donc b P φ`s´r, rr˘.

Dans l’autre sens, si y P s´r, rr, alors

dp1, eiyq “ inf
kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă r. (27.312)

Nous avons utilisé le fait que l’infimum sur k P Z est plus petit ou égal à la valeur pour k “ 0. Les
inégalités (27.312) montrent que eiy P Bdp1, rq.
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Le lemme suivant montre que que les boules autour de 1 sont délimitées par la droite en pointillé
de la figure 27.1.

Lemme 27.83.
Soit r P r0, πs. Nous avons

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (27.313)

Démonstration. Si r “ π, alors Bp1, rq “ S1zt´1u, alors que cospπq “ ´1.
Si r ă π, alors nous partons de la formule (18.18) qui dit que eir “ cospeq ` i sinprq. D’après

le lemme 27.82, un élément de Bdp1, rq est de la forme eiy avec y P s´r, rr. Nous voudrions donc
prouver que cospyq ą cosprq dès que y P s´r, rr et r ă π.

Sur s´r, 0r, la fonction cos est croissante 37, donc si y ă 0 alors

cospyq ą cosp´rq “ cosprq. (27.314)

De la même façon, sur s0, rr, la fonction cos est décroissante, de telle sorte que si y ą 0, alors
cospyq ą cosprq.

Nous avons prouvé que Bdp1, rq Ă S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu.
Lançons nous dans la preuve de l’inclusion inverse.
Soit x ą cosprq. Si x ` iy P S1, nous avons x ` iy “ eis “ cospsq ` i sinpsq pour un certain

s P r´π, πr. Notons que s “ ´π correspondrait au point ´1 P S1, qui est exclu de notre étude
parce que nous supposons r ă π. Donc s P s´π, πr.

Nous avons donc cosprq ă x “ cospsq. Et voilà.

Proposition 27.84.
La topologie τd sur S1 38 est la topologique induite depuis C.

Démonstration. Nous notons τi la topologie induite (c’est-à-dire l’ensemble des ouverts) et τd la
topologie de la distance fraichement définie. Nous allons également noter BCpa, rq la boule dans
C de centre a et de rayon r, et Bdpz, rq celle dans S1, de centre z P S1 et de rayon r pour notre
distance d.

(i) τi Ă τd Un élément général de τi est de la forme O X S1 où O est un ouvert de C. Soit
a P O XS1 et prouvons qu’il existe un ouvert de τd contenant a et contenu dans O XS1 ; cela
prouvera que O X S1 est ouvert de τd par le théorème 7.7.
Soient a “ eix et r tel que BCpa, rq Ă O. Nous allons montrer que Bdpa, rq Ă BCpa, rq. Un
élément général de Bdpa, rq est b “ eiy tel que

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| ď r. (27.315)

Quitte à redéfinir x ou y nous pouvons supposer que l’infimum est atteint en k “ 0. En
utilisant la proposition 21.16 nous majorons :

|a´ b| “ |eix ´ eiy| ď |x´ y| “ dpa, bq ď r. (27.316)

Donc nous avons bien b P BCpa, rq dès que b P Bdpa, rq.
(ii) τd Ă τi Ce sens est plus délicat parce que, si nous voulons suivre les mêmes pas que le premier

sens, nous devrons nous appuyer sur la continuité de l’application ln : C˚ Ñ C, laquelle n’est
pas vraie en ´1 (voir par exemple le lemme 26.70).
Soient A P τd et a P A. Nous devons prouver l’existence d’un ouvert O de C tel que S1 X O
soit inclus dans A et contienne a. Nous allons prouver cela dans le cas a “ 1 et ensuite
propager le résultat en utilisant la symétrie de S1.

37. Lemme 18.24.
38. Définition 27.80.
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(i) Si a “ 1 Vu que A est ouvert pour la topologie de la distance d, et vu que 1 P A, il existe
r ą 0 tel que Bdp1, rq Ă A. Pour ce r le lemme 27.83 donne

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (27.317)

Nous montrons que O “ BCp1, δq avec δ ă 1 ´ cosprq fait l’affaire. Si x` iy P BCp1, δq,
alors x ą 1 ´ δ et donc

1 ´ δ ą 1 ´ p1 ´ cosprqq “ cosprq, (27.318)

ce qui prouve que la partie de O qui est dans S1 est bien dans Bdp1, rq.
(ii) Si a ‰ 1 Soient un ouvert quelconque A P τd ainsi que a “ eix P A. Nous considérons r ą 0

tel que Bdpa, rq Ă A ; nous avons e´ixBdpd, rq Ă e´ixA et donc, en tenant compte du
lemme 27.81(2) :

Bdp1, rq Ă e´ixA. (27.319)

Par le premier point, il existe un ouvert O de C tel que 1 P O et

O X S1 Ă Bdp1, rq Ă e´ixA. (27.320)

Nous avons évidemment que a P eixO et

eixpO X S1q Ă eixBdp1, rq Ă A. (27.321)

Donc eixO X S1 Ă A. Vu que eixO est un ouvert de C, l’ensemble eixO X S1 est un
ouvert de τi.

Lemme 27.85 ([1]).
Deux résultats de limites dans S1.

(1) Pour tout a0 P S1, nous avons
lim
sÑ1

dpa, asq “ 0. (27.322)

(2) Si f : S1 Ñ C est continue en a P S1, alors

lim
sÑ1

fpasq “ fpaq. (27.323)

Démonstration. Point par point.
(1) Soient a, s P S1. Donnons une formule pour dpa, asq. Si a “ eix et s “ eiy nous avons

as “ eipx`yq et donc

dpa, asq “ inf
kPZ |x´ px` yq ` 2kπ| “

ż

kPZ
|y ` 2kπ|. (27.324)

Voilà pour la formule. Maintenant la preuve de notre point.
Soit ϵ ą 0. Si δ ă ϵ et si s P Bp1, δ, alors il existe y P s´δ, δr tel que s “ eiy par le lemme
27.82. Pour un tel s nous avons

dpa, saq “ inf
kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă δ ă ϵ. (27.325)

Nous avons trouvé δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique dpa, asq ă ϵ. Cela est la limite que nous
devions prouver.

(2) Soit ϵ ą 0. Soit r ą 0 tel que si b P Bpa, rq, alors |gpbq ´ gpaq| ă ϵ ; l’existence d’un tel r est
la continuité de g en a. Nous considérons δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique sa P Bpa, rq ;
l’existence d’un tel δ est le point (1) de ce lemme.
Avec tout cela nous avons |gpasq ´ gpaq| ă ϵ dès que s P Bp1, δq. Nous avons donc, comme
nous le voulions, la limite limsÑ1 gpasq “ gpaq.
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Lemme 27.86.
Pour s P S1, nous considérons l’application

αs : FunpS1q Ñ FunpS1q
αspgqpuq “ gpus̄q ´ gpuq. (27.326)

Quelques propriétés avec 1 ď p ă 8 :
(1) Si f P LppS1q, alors αspfq P LppS1q.
(2) Si f est continue dans LppS1q nous avons la limite

lim
sÑ1

αspfq “ 0 (27.327)

dans LppS1q.
Démonstration. D’abord un calcul de norme :

}αspfq}pp “
ż

S1
|fpus̄q ´ fpuq|pdu ď

ż

S1
|fpus̄q|pdu`

ż

S1
|fpuq|pdu “ 2}f}pp. (27.328)

Donc oui pour que αspfq P LppS1q.
La fonction f étant supposée continue sur le compact S1, elle est majorée. Nous savons qu’en

posant }f}8 nous avons |αspfq| ď 2M . Donc la fonction constante

g : S1 Ñ C

u ÞÑ 2M
(27.329)

est une fonction intégrable sur S1 qui majore |αspfq| uniformément en s. Soit une suite si Ñ 1
dans S1, et posons fi “ αsipfq. Alors nous avons

}fi}pp “
ż

S1
|fipuq|pdu (27.330)

et aussi |fi|p ď p2Mqp. Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.190 nous permet
de permuter limite et intégrale :

lim
iÑ8 }fi}pp “

ż

S1
lim
iÑ8 |fipuq|pdu. (27.331)

Mais
lim
iÑ8 fipuq “ lim

iÑ8αsipfqpuq “ lim
iÑ8

`
fpus̄iq ´ fpuq˘ “ 0. (27.332)

La dernière limite est due au fait que limsÑ1 gpusq “ gpuq (lemme 27.85(2)).

27.7.3 Système trigonométrique

Définition 27.87.
La famille trigonométrique sur S1 est l’ensemble de fonctions tenunPZ données par

en : S1 Ñ C

z ÞÑ zn
(27.333)

avec n P Z. Un polynôme trigonométrique est une application S1 Ñ C de la forme
nÿ

k“´n
akek (27.334)

pour des nombres ak P C, peut-être pas tous non-nuls (autrement dit, il n’est pas forcé d’avoir
autant de termes négatifs que positifs).
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Le but de z ÞÑ zn dans cette définition est d’être lu t ÞÑ eint lorsqu’on considère les fonctions
sur r0, 2πr.
Proposition 27.88.
La famille trigonométrique est une famille orthonormale pour le produit scalaire L2pS1,A, µq.
Démonstration. En utilisant la proposition 27.79(3) nous avons :

xen, eny “
ż

S1
enen “ 1

2π

ż

r0,2πr
en
`
φpxq˘en

`
φpxq˘ (27.335a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
einxe´inxdx “ 1

2π

ż 2π

0
1dx “ 1. (27.335b)

Et nous avons également, pour m ‰ n :

xen, emy “ 1
2π

ż

r0,2πr
eipn´mqxdx “ 1

2π

„
1

ipn´mqeipn´mqx

ȷ2π

0
“ 0. (27.336)

Remarque 27.89.
Vous aurez noté que le facteur 1

2π qui permet d’avoir xen, eny “ 1 ne provient ni de la définition du
produit scalaire ni de celle de la famille trigonométrique, mais bien de la mesure, voir la définition
18.155.

Remarque 27.90.
Notez aussi que nous avons bien xen, e´ny “ 0. Il faut donc bien prendre tous les en avec n P Z et
non seulement n P N.

Proposition 27.91.
Les polynômes trigonométriques forment une partie dense dans

`
CpS1,Cq, }.}8

˘
.

Démonstration. Pour préciser les notations, CpS1,Cq est l’ensemble des fonctions continues de S1

vers C, et l’espace topologique que nous considérons est cet ensemble sur lequel nous considérons
la distance supremum.

Nous utilisons le théorème de Stone-Weierstrass 12.422.
Le système contient une fonction constante non nulle, à savoir e0.
Il sépare les points grâce à la fonction e1 qui n’est autre que la fonction identité z ÞÑ z. De plus

l’ensemble des polynômes trigonométriques est stable par conjugaison parce que si

P “
nÿ

k“´n
akek, (27.337)

alors P̄ “ řn
k“´n akeka “ řn

k“´n ake´k qui est encore un polynôme trigonométrique.

Définition 27.92.
Si nous avons une fonction f : S1 Ñ C, nous définissons ses coefficients de Fourier par

cnpfq “ xf, eny (27.338)

pourvu que l’intégrale existe.

27.7.4 Convolution

La convolution sur Rn est donnée par la définition 27.55. Nous voyons maintenant comment
cela s’adapte à S1.
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Définition 27.93.
Si f et g sont des fonctions sur S1 à valeurs dans C, nous définissons la convolution de f et g
comme étant la fonction sur S1 définie par

pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsqgpzs̄qdµpsq. (27.339)

Cette définition appelle plusieurs remarques.
— Dès que z, s P S1, nous avons zs̄ P S1, de telle sorte qu’au moins l’intégrande ait un sens.
— Nous ne prétendons pas que l’intégrale (27.339) converge pour toutes les fonctions f et g.

Cela est une définition « pour tous les couples f, g pour lesquels l’intégrale fonctionne ».
— Le lemme 27.94 nous dira que L1pS1q est stable par convolution : si f et g sont dans L1,

alors f ˚ g y est aussi.
— Dans la formule (27.339), la variable s est vraiment une variable muette. Cette formule aurait

également pu être écrite

pf ˚ gqpzq “
ż

S1

“
s ÞÑ fpsqgpzs̄q‰dµ. (27.340)

Lemme 27.94 ([585]).
Si f, g P L1pS1q, alors pour presque tout z P S1, la fonction s ÞÑ fpsqgpzs̄q est dans L1pS1q.
Démonstration. Nous considérons la fonction

ψ : S1 ˆ S1 Ñ C

pz, sq ÞÑ fpsqgpzs̄q. (27.341)

(i) ψ P L1pS1 ˆ S1q Nous utilisons le corolaire 14.271, et pour cela nous calculons les intégrales
en chaine 39 :

ż

S1

„ż

S1
|fpsqgpzs̄q|dz

ȷ
sds “

ż

S1
|fpsq|

„ż

S1
|gpzs̄q|dz

ȷ

loooooooomoooooooon
“Aă8

ds (27.342a)

“ A

ż

S1
|fpsqds| (27.342b)

ă 8. (27.342c)

Le fait que A ă 8 provient directement de l’hypothèse g P L1pS1q 40.
Par le corolaire sus-cité nous avons bien ψ P L1pS1 ˆ S1q.

(ii) Et par Fubini Le théorème de Fubini 14.272(1) nous renseigne que pour presque tout z P
S1, l’application

s ÞÑ ψpz, sq (27.343)

est dans L1pS1q. Et la partie 14.272(2) ajoute que l’application

z ÞÑ
ż

S1
ψps, zqds (27.344)

est également L1pS1q.
(iii) Conclusion L’application donnée en (27.344) est précisément pf ˚ gq. Donc f ˚ g P L1pS1q.

39. Dans les expressions suivantes, les symboles « ds » et « dz » n’ont pas d’autres valeurs que purement de notation
pour indiquer le nom de la variable d’intégration.

40. Avec un changement de variables z ÞÑ zs̄ que je vous conseille d’être capable de justifier.
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Lemme 27.95 ([1]).
Si f P L1pS1q et si g est continue sur S1, alors f ˚ g existe et est continue sur S1.

Démonstration. Vu que S1 est compact, la continuité de g implique que g est bornée et donc dans
L1pS1q. Le lemme 27.94 dit alors que f ˚ g est bien définie sur S1.

Soit z0 P S1. Nous montrons que f ˚ g est continue en z0 ; pour cela nous considérons ϵ ą 0 et
ensuite nous réfléchissons un peu.

Vu que g est continue sur S1 qui est compact, g y est uniformément continue par le théorème de
Heine12.78. Il existe donc un δ ą 0 tel que pour tout z0 P S1, si z P Bpz0, δq, alors |gpz0q´gpzq| ă ϵ.

Soit s P S1. Si z P Bpz0, δq, alors s̄z P Bps̄z0, δq par le lemme 27.81(2). Dans ce cas nous avons
aussi

|gps̄z0q ´ gps̄zq| ă ϵ. (27.345)
Un peu de calcul maintenant. D’une part

pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsq`gpz0s̄q ´ gpzs̄q˘ds, (27.346)

et donc

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď
ż

S1
|fpsq| ˇ̌gpz0s̄q ´ gpzs̄qˇ̌loooooooomoooooooon

ăϵ
ds (27.347a)

ď ϵ

ż

S1
|f | (27.347b)

“ Aϵ (27.347c)

pour une certaine constante A ne dépendant pas de z0.
Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ tel que z P Bpz0, αq implique

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď Aϵ, (27.348)

ce qui signifie que f ˚ g est continue en z0.

Notez que dans cette démonstration, l’uniforme continuité de g a été utilisée pour effectuer
d’un seul coup la majoration pour tout s dans l’intégrale.

Proposition 27.96.
Si f P L1pS1q, nous avons

f ˚ en “ cnpfqen. (27.349)

Démonstration. Il s’agit d’un bon calcul. En considérant z “ eiθ nous avons

pf ˚ enqpzq “
ż

S1
fpsqenpzs̄qds (27.350a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeipθ´xqqdx (27.350b)

“ einθ
1

2π

ż

r0,2πr
fpeixqe´inxdx (27.350c)

“ enpeiθq 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeixqdx (27.350d)

“ enpzq
ż

S1
fpsqenpsqds (27.350e)

“ enpzqxf, eny. (27.350f)

Donc pf ˚ enqpzq “ xf, enyenpzq, c’est-à-dire que

f ˚ en “ cnpfqen. (27.351)



1990 CHAPITRE 27. ANALYSE FONCTIONNELLE

Lemme 27.97.
Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q, alors f ˚ P est également un polynôme
trigonométrique.

Démonstration. Soit P “ řn
k“´n akek. Par la linéarité du produit de convolution,

f ˚ P “
nÿ

k“´n
akf ˚ ek “

ÿ

k

akckpfqek (27.352)

où nous avons également utilisé la proposition 27.96. Nous avons donc un polynôme trigonométrique
dont les coefficients sont akckpfq au lieu de ak.

27.7.5 Approximation de l’unité

Lemme 27.98 ([573]).
Soient une fonction continue f : S1 Ñ r0,8r et a P S1 telle que fpzq ă fpaq pour tout z P S1ztau.
Alors la suite de fonctions fn : S1 Ñ R donnée par

fnpzq “
ˆż

S1
fn

˙´1
fpzqn (27.353)

est une approximation de l’unité 41 autour de a.

Démonstration. En plusieurs points, dont d’abord une série de vérifications pour voir que la formule
a un sens.

(i) Strictement positive D’abord, vu que f prend ses valeurs dans r0,8r et vu que fpzq ă
fpaq, nous avons fpaq ą 0 (strict). Peut-être que f s’annule à certains endroits de S1, mais
pas a.

(ii) fn est intégrable sur S1 La fonction fn est dans les hypothèses de la proposition 14.201
parce que S1 est compact, fn y est continue et la mesure sur S1 est compatible avec la
topologie (voir les hypothèses précises).

(iii) L’intégrale n’est pas nulle Vu que fpaq ą 0, il existe un ouvert A contenant a sur lequel
f ą 0. Nous avons alors ż

K
fn ě

ż

A
fn ą 0. (27.354)

Cela pour dire que l’inverse dans (27.353) ne pose pas de problèmes.
(iv) Norme Vu que toutes les fonctions tant f que fn sont positives, les valeurs absolues ne

jouent aucun rôle et nous avons

}fn}1 “
ż

S1
fndµ “

ˆż

S1
fn

˙´1 ż

S1
|fpzq|ndµ “ 1. (27.355)

Ce calcul donne d’un seul coup les deux conditions
— supk }fk} “ 1
—

ş
S1 fn “ 1 pour tout n.

Nous passons maintenant au vrai travail. Soit un voisinage V de a dans S1. Soit une suite croissante
ptkq qui converge vers fpaq, c’est-à-dire 0 ă tk ă fpaq. Nous posons

Ak “ tx P S1zV tel que fpxq ě tku. (27.356)

Cet ensemble est contenu dans S1 et est donc borné (pour la métrique de S1).

41. Définition 27.64.
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(i) Ak est fermé Attention : ici nous démontrons que Ak est fermé dans S1, et les complémen-
taires sont pris dans S1.
Nous montrons que le complémentaire est ouvert en prenant y P Ac et en montrant que y
admet un voisinage contenu dans Ac (le fameux théorème 7.7 que nous ne nous lasserons
jamais de citer). Si y P Ac, il y a deux possibilités (non exclusives) : soit y P V soit fpyq ă tk.
Si y P V , alors le voisinage V lui-même est encore dans Ac. Si par contre fpyq ă tk, alors par
continuité, il existe un voisinage de y sur lequel f ă tk.

(ii) Ak est compact L’espace S1 est compact, par exemple grâce au lemme 7.70. La partie Ak
est fermée dans le compact S1, donc elle est compacte par le lemme 7.82.

(iii) Ak`1 Ă Ak Si x P Ak`1, alors fpxq ě tk`1 ą tk. Donc fpxq ą tk et x P Ak.
(iv) Intersection vide Si x P Ş

kPNAk, alors fpxq ě tk pour tout k. En passant à la limite et
en sachant que limkÑ8 tk “ fpaq, nous avons fpxq ě fpaq. Par hypothèse, cela n’est pas.
Donc č

kPN
Ak “ H. (27.357)

Nous avons, dans un compact, des fermés emboîtés dont l’intersection est vide. Le corolaire
7.79 nous dit qu’il existe un indice à partir duquel tous les Ak sont vides.

Soit δ “ tk pour un k tel que Ak est vide. Nous avons

tx P S1zV tel que fpxq ě δu “ H, (27.358)

c’est-à-dire que sur S1zV , nous avons f ă δ et donc
ż

S1zV
fpsqn ă

ż

S1zV
δn “ VolpS1zV qδn (27.359)

où VolpS1zV q “ ş
S1zV 1 “ µ1pS1zV q est une constante réelle strictement positive.

Nous avons aussi δ ă fpaq parce que δ est un des tk (et que cette suite croissante converge vers
fpaq sans l’atteindre par hypothèse). Soit δ1 tel que δ ă δ1 ă fpaq 42.

Nous posons
W “ tx P S1 tel que fpxq ą δ1u. (27.360)

Cet ensemble n’est pas vide parce qu’il contient a et est ouvert parce que f est continue. Nous
avons ż

S1
fpsqnds ě

ż

W
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (27.361)

Nous avons donc déjà ces deux inégalités :
ż

S1zV
fpsqn ă“ VolpS1zV qδn (27.362)

et ż

S1
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (27.363)

En ce qui concerne les fonctions fn que nous voulions étudier,

fnpzq “
ˆż

S1
fpsqnds

˙´1
fpzqn ď `

VolpW qδn1
˘´1

fpzqn, (27.364)

et donc ż

S1zV
fn ď `

VolpW qδn1
˘´1 VolpS1zV qσn “ VolpS1zV q

VolpW q
ˆ
δ

δ1

˙n
. (27.365)

Étant donné que δ ă δ1, nous avons pδ{δ1qn Ñ 0. Donc aussi

lim
nÑ8

ż

S1zV
fnpzqdz “ 0. (27.366)

42. Dans [573], il prend δ ă δ1 ă 1 et je crois qu’il aurait dû écrire φp0q au lieu de 1.
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Le théorème suivant est une version pour S1 du théorème 27.67. Le produit de convolution
dans S1 est la définition 27.93.

Théorème 27.99 ([573, 1]).
Soient pφkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction g : S1 Ñ C.

(1) Si g est mesurable et bornée sur Ω et si g est continue en a0 alors

pφk ˚ gqpa0q Ñ gpa0q. (27.367)

Démonstration. Pour chaque k P N nous posons

dk “ φk ˚ g ´ g. (27.368)

Le but de ce théorème est de montrer que dk Ñ 0 pour diverses notions de convergence.
(i) Preuve du point (1) Soit a0 P S1. Par définition de l’approximation de l’unité,

ş
S1 φk “ 1

et donc on peut écrire gpa0q “ ş
S1 gpa0qφkpsqds. En ce qui concerne dkpa0q nous avons alors

dkpa0q “
ż

S1
φkpsqgpa0s̄qds´

ż

S1
gpa0qφkpsqds (27.369a)

“
ż

S1
φkpsq`gpa0s̄q ´ gpa0q˘. (27.369b)

Nous pouvons passer à la norme (et non la valeur absolue parce que dk prend ses valeurs
dans C) :

|dkpa0q| ď
ż

S1
|φkpsq|ˇ̌gpa0s̄q ´ gpa0qˇ̌ds. (27.370)

La définition d’une approximation de l’unité nous permet de considérer M “ supk }φk}1 ă 8.
Le lemme 27.85(2) nous permet, lui, de considérer α ą 0 tel que

|gpa0s̄q ´ gpa0q| ă ϵ (27.371)

dès que s P Bp1, αq 43. Vu que la suite pφkq est une approximation de l’unité, nous avons
ż

S1zBp1,αq
|φk| “ 0. (27.372)

Soit k suffisamment grand pour avoir
ş
S1zBp1,αq |φk| ă ϵ. Avec tout cela nous avons les

majorations

|dkpa0q| ď
ż

S1zBp1,αq
|φkpsq|ˇ̌gpa0s̄q ´ gpa0qˇ̌ds (27.373a)

“
ż

S1zBp1,αq
|φkpsq| ˇ̌gpa0s̄q ´ gpa0qˇ̌loooooooomoooooooon

ď2}g}8

ds`
ż

Bp1,αq
|φkpsq| ˇ̌gpa0s̄q ´ gpa0qˇ̌loooooooomoooooooon

ăϵ
ds

(27.373b)

ď 2}g}8
ż

S1zBp1,αq
|φkpsq|ds` ϵ

ż

S1
|φkpsq|ds (27.373c)

ď ϵ
`
1 ` 2}g}8

˘
. (27.373d)

Nous avons donc bien limkÑ8 |dkpa0q| “ 0 et donc la continuité de φk ˚ g en a0.

Voici une version un peu forte sous l’hypothèse de continuité. Vu que S1 est compact, la
continuité est en réalité une hypothèse assez forte : ça implique l’uniforme continuité et l’existence
d’un maximum et d’un minimum.

43. Notez que s P Bp1, αq si et seulement si s̄ P Bp1, αq. Il n’y a donc pas d’incohérence entre l’hypothèse sur s et
notre condition sur gpa0s̄q
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Proposition 27.100.
Soient pφkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction continue g : S1 Ñ C.

(1) Si g P LppΩq (0 ď p ă 8) et si g est continue, alors 44

φk ˚ g LpÑ g. (27.374)

(2) Si g est continue sur S1, alors
φk ˚ g L8Ñ g (27.375)

Démonstration. En plusieurs points
(i) limuÑ1 }τupgq ´ g} “ 0 Ceci est un petit point intermédiaire. Pour des besoins de notations,

nous posons
τupgq : S1 Ñ C

s ÞÑ gpsūq (27.376)

pour u P S1.
La fonction g est continue sur le compact S1, et y est donc uniformément continue 45. Nous
allons en déduire que limuÑ1 }τupgq ´ g}8 “ 0.
Soit ϵ ą 0. L’uniforme continuité de g signifie qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout a P S1

si s P Bpa, δq, alors
ˇ̌
gpsq ´ gpaqˇ̌ ă ϵ. Si u P Bp1, δq nous avons aussi ū P Bp1, δq et donc

sū P Bps, δq ; ça c’est le lemme 27.81(2).
Pour tout a P S1 nous avons la chaine

u P Bp1, δq ñ aū P Bpa, δq ñ ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ă ϵ. (27.377)

Cela étant valable pour tout a, c’est encore valable en passant au supremum 46 :

u P Bp1, δq ñ sup
aPS1

ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ď ϵ (27.378)

et donc d’accord pour
lim
uÑ1

}τupgq ´ g} “ 0. (27.379)

(ii) }dk}8 Ñ 0 Nous prouvons la convergence uniforme sur S1 de dk vers zéro. Ensuite nous
verrons que la compacité de S1 permet d’en déduire les points (1) et (2).
En utilisant la notation τu, nous pouvons écrire

dkpsq “
ż

S1
φkpuqgpsūqdu´ gpsq “

ż

S1
φkpuq` gpsūqloomoon

“τupgqpsq
´gpsq˘du, (27.380)

et donc
|dkpsq| ď

ż

S1
|φkpuq|}τupgq ´ g}8du. (27.381)

Nous posons M “ supk }φk}1, et nous considérons δ tel que }τupgq ´ g}8 ă ϵ pour tout
u P Bp1, δq. Ensuite nous subdivisons S1 en Bp1, δq et Bp1, δqc :

}dk}8 ď
ż

Bp1,δq
|φkpuq| }τupgq ´ g}8loooooomoooooon

ďϵ
du`

ż

Bp1,δqc

|φkpuq|}τupgq ´ g}8du (27.382a)

ď ϵM ` 2}g}8
ż

Bp1,δqc

|φkpuq|du (27.382b)

ď ϵ
`
M ` 2}g}8

˘
(27.382c)

parce que pour chaque s P S1 nous avons τupgqpsq ´ gpsq et donc }τupgq ´ g}8 ď 2}g}8.
Tout cela montre que dk

}.}8ÝÑ 0.
44. Vous noterez les p P s0, 1r en bonus par rapport au cas de Rn.
45. Théorème de Heine 12.78. C’est fondamentalement ce fait qui unifie les parties (1) et (2) de cette preuve.
46. Notez l’inégalité qui n’est plus stricte.
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(iii) Convergence Lp, 0 ă p ă 8 Soit ϵ ą 0. Nous avons

}dk}pp ď
ż

S1

ˇ̌pφk ˚ gqpsq ´ gpsqˇ̌pds. (27.383)

Il existe un k à partir duquel }φk ˚ g ´ g}8 ă ϵ. Pour de tels k nous avons

}dk}pp ă ϵp. (27.384)

Ce passage est très possible dans le cas de S1 parce que
ş
S1 1 “ 1. Dans le cas de Rd,

c’est pas du tout bon ; c’est pour cela que nous avons un résultat un peu plus fort dans
S1. La croissance de la fonction puissance (proposition 12.407) nous permet de conclure que
}dk}p ă ϵ.
Nous avons donc la convergence Lp pour 0 ă p ă 8.

(iv) Convergence L8 Non, la convergence L8 n’est pas la convergence pour la norme }.}8.
Voir la sous-section 27.3.3. Il n’en reste pas moins que si ϵ ą 0 et si k est assez grand pour
que }fk ´ f}8 ă ϵ, nous aurons

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f} ă ϵ. (27.385)

27.7.6 Base hilbertienne (suite des polynômes trigonométriques)

Voici le plan pour la suite :
— Construire un polynôme trigonométrique qui vérifie les hypothèse du lemme 27.98.
— En déduire une approximation de l’unité constituée de polynômes trigonométriques.
— Dire que si f P L2pS1q, alors f ˚ φk est un polynôme trigonométrique dès que φk en est un.
— Invoquer le théorème 27.99(1) pour déduire que φk ˚ f est une suite de polynômes trigono-

métriques dans L2pS1q qui converge φk ˚ f L2ÝÑ f .

Lemme 27.101.
La fonction P “ e1 ` e´1 est continue à valeurs réelles sur S1.

Démonstration. Nous avons e1pzq “ z et e´1pzq “ z´1, c’est-à-dire que pour z “ eix (x P R), nous
avons e´1peixq “ e´ix, de telle sorte que, en utilisant le lemme 18.11 qui donne eix en termes des
fonctions trigonométriques usuelles :

pe1 ` e´1qpeixq “ eix ` e´ix “ cospxq ` i sinpxq ` cospxq ´ i sinpxq “ 2 cospxq. (27.386)

Nous avons donc la continuité et les valeurs réelles.

Lemme 27.102.
Il existe un polynôme trigonométrique à valeurs dans r0,8r et tel que fpaq ă fp1q pour tout a ‰ 1
dans S1.

Démonstration. Le lemme 27.101 nous dit déjà que P “ e1 ` e´n est continue à valeurs réelles. Or
qui est continue sur un compact (ici S1), atteint donc ses bornes. Il est donc facile de considérer 47

M ą 0 tel que Q “ M ` e1 ` e´1 est à valeurs dans r0,8r.
Une forme explicite de Q est que

Qpeixq “ M ` 2 cospxq. (27.387)

Le maximum de cospxq est obtenu en x “ 0 et vaut 1. Le maximum de Q est alors Qp1q “ 2`M . Il
n’est atteint qu’une seule fois sur S1 parce que pour avoir Qpeixq “ 2`M , il faut avoir 2 cospxq “ 2,
c’est-à-dire x “ 2kπ. Mais ei2kπ “ 1.

Donc Qpaq ă M ` 2 “ Qp1q pour tout a ‰ 1 dans S1.
47. Par exemple, M est le maximum de |P |.
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Proposition 27.103.
Les polynômes trigonométriques tenunPZ forment une base hilbertienne de L2pS1q.
Démonstration. Le fait que les en soient orthonormée est la proposition 27.88. Il reste à prouver
que ce soit un système total.

Soit f P L2pS1q. Soit un polynôme Q vérifiant le lemme 27.102 ; nous posons

φkpzq “
ˆż

S1
Qn

˙´1
Qpzqn. (27.388)

Cela est une approximation de l’unité par la proposition 27.98. Les φk sont des polynômes trigo-
nométriques parce que les Qn le sont et que que

ş
S1 Q

n est seulement un nombre.
Le lemme 27.97 nous dit alors que pour tout k, la fonction

φk ˚ f (27.389)

est un polynôme trigonométrique.

Nous nous permettons de confirmer la remarque 27.90 comme quoi il faut bien tous les en avec
n P Z, parce que le polynôme trigonométrique Q est bien construit à partir de e1 ` e´1.

27.7.7 Convolution, bis

Lemme 27.104.
Nous considérons l’application

φ : R Ñ S1

t ÞÑ eit.
(27.390)

Soient t, u P R tels que φptq “ φpuq. Alors pour toutes fonctions pour lesquelles les intégrales
convergent, ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpu´ θqdθ2π . (27.391)

Démonstration. Si φpuq “ φptq, alors u “ t` 2kπ pour un certain k P Z. Cette condition implique
que φpt´ θq “ φpu´ θq, et donc l’égalité

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpu´ θqdθ2π . (27.392)

Définition 27.105 (Convolution sur S1).
Le lemme 27.104 permet de définir

pf ˚ gq`φptq˘ “
ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π (27.393)

pour toutes les paires de fonctions f, g P FunpS1,Cq pour lesquelles l’intégrale converge.

27.8 L’espace L2`ra, bs
˘

L’espace L2`ra, bs˘ est l’espace générique sur lequel nous allons construire les espaces L2 sur
r´T, T s et r0, 2πs. Pour fixer les idées, nous considérons b ą a.

Si f et g sont dans L2`ra, bs˘, il n’est pas possible de définir f ˚ g par la formule intégrale
usuelle parce que fpx0 ` tq n’existe pas pour tout x0 et t dans ra, bs. Donc soit nous utilisons un
truc pas très net comme étendre les fonctions sur ra, bs en fonctions périodiques sur R, soit nous
intégrons vraiment seulement sur ra, bs.

Nous n’allons suivre aucune de ces deux voies ou plutôt les deux en même temps. Nous allons
seulement tout ramener de S1 que nous venons de travailler.
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Proposition-Définition 27.106.
Sur ra, bs nous considérons la mesure de Lebesgue dx usuelle. Si f, g P L2`ra, bs˘, alors

(1) fḡ P L1`ra, bs˘,
(2) La formule

xf, gy “
ż b

a
fpxqgpxqdx. (27.394)

définit un produit hermitien 48.

Démonstration. Pour le premier point, d’abord ḡ P L2, et ensuite l’inégalité de Hölder 27.33(1) dit
que fḡ est dans L1.

Le fait que la formule donne une forme sesquilinéaire découle des propriétés de l’intégrale. Le
fait que ce soit hermitien découle du fait que

ş
f “ ş

f̄ .
Et enfin,

xf, fy “
ż b

a
|fpxq|2dx ě 0. (27.395)

Si il existe une partie de mesure non nulle A sur laquelle f ‰ 0, alors
ż b

a
|f |2 “

ż

A
|f |2 `

ż

ra,bszA
|f |2. (27.396)

Le premier terme est strictement positif, alors que le second est positif ou nul. Donc le tout est
strictement positif.

27.107.
Il y a (au moins) deux conventions possibles pour le produit scalaire :

xf, gy “
ż b

a
fpxqḡpxq dx (27.397)

et
xf, gy “ 1

b´ a

ż b

a
fpxqḡpxq dx (27.398)

L’argument en faveur de (27.397). Il est plus facile d’être cohérent avec les espaces LppΩ,A, µq. En
effet, pour de telles espaces, on a vite µpΩq “ 8 et donc du mal à mettre un coefficient 1

µpΩq dans
la définition de la norme. Voir la définition 27.9.

L’argument en faveur de (27.398). Le facteur dx a les mêmes unités que b´a. En mettant donc
le facteur b´ a, le tout a les unités de fg, comme il se doit pour le produit scalaire.

Proposition 27.108.
Nous considérons

s : ra, bs Ñ r0, 2πs
x ÞÑ 2πx´ a

b´ a

(27.399)

ainsi que est l’application usuelle
φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(27.400)

L’application
ϕ : L2`ra, bs˘ Ñ L2pS1q

ϕpfqpzq “ f
`ps´1 ˝ φ´1qpzq˘ (27.401)

est une bijection isométrique.
48. Définition 9.163.
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Démonstration. La preuve du fait que ϕ est isométrique suffira pour prouver qu’elle prend bien
ses valeurs dans L2pS1q.

(i) Isométrique C’est un calcul :

}ϕpfq}2 “ xϕpfq, ϕpfqy (27.402a)

“
ż

S1
|ϕpfq|2 (27.402b)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
|ϕpfq`φpuq˘|2du (27.402c)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`ps´1 ˝ φ´1 ˝ φqpuq˘|2du (27.402d)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`s´1puq˘|2du. (27.402e)

Il est temps de faire le changement de variables 49 y “ s´1puq, c’est-à-dire

y “ b´ a

2π u` a. (27.403)

En ce qui concerne la différentielle,

dy “ b´ a

2π du (27.404)

et pour les bornes, si u “ 0 alors y “ a et si u “ 2π, y “ b. Donc

}ϕpfq}2 “ 1
2π

ż b

a
|fpyq|2 2π

b´ a
dy (27.405a)

“ 1
b´ a

ż b

a
|f |2 (27.405b)

“ }f}2. (27.405c)

(ii) Injectif Soit f telle que ϕpfq “ 0. Alors pour tout z P S1 nous avons

f
`ps´1 ˝ φ´1qpzq˘ “ 0. (27.406)

Vu que s´1 ˝ φ´1 : S1 Ñ ra, br est une bijection, pour tout u P ra, br nous avons fpuq “ 0.
Donc f “ 0 dans L2`ra, bs˘ parce que du point de vue de L2, que l’on prenne ou non les
bornes, ce n’est pas important.

(iii) Surjectif Si g P L2pS1q, alors en posant

fpuq “ g
`pφ ˝ sqpuq˘ (27.407)

nous avons g “ ϕpfq.

Définition 27.109.
En ce qui concerne le produit de convolution, si f et g sont des fonctions sur ra, bs nous définissons

f ˚ g “ ϕ´1`ϕpfq ˚ ϕpgq˘ (27.408)

tant que les formules ont un sens.
49. Nous le faisons de façon un peu informelle ; soyez capable de bien justifier.
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Définition 27.110.
Le système trigonométrique sur ra, bs est l’ensemble de fonctions

ek : ra, bs Ñ C

t ÞÑ 1?
b´ a

e2πikt{pb´aq (27.409)

pour k P Z.

27.111.
Pour prouver que ce système est une base hilbertienne, il faut prouver que c’est orthonormal et
total. Pour prouver que le système est total, il y a (au moins) trois moyens.

(1) Prouver que le système est orthonormal maximal et invoquer la proposition 25.37(1). Cela
est fait dans [586].

(2) Prouver que le système trigonométrique sépare les points pour la densité dans les fonctions
continues. Ensuite travailler comme dans [587].

(3) Adapter le théorème 27.74 pour prouver directement la densité des polynômes trigonomé-
triques dans L2`ra, bs˘.

Théorème 27.112 ([586]).
Le système trigonométrique tekukPZ est une base hilbertienne de L2`ra, bs˘.
Démonstration. En vertu de la proposition 25.37(1), ils nous suffit de prouver que tekukPZ est une
famille orthonormale maximale.

(i) Orthonormale Nous calculons le produit :

xek, ely “ 1
b´ a

ż b

a
e2πikt{pb´aqe´2πilt{pb´aqdt “ 1

b´ a

ż b

a
e2πitpk´lq{pb´aq. (27.410)

Justifications.
— Le complexe conjugué de eit est e´it par le corolaire 18.12.
— Les exponentielles sont « fusionnées » avec la proposition 18.9(2).

Si k “ l nous avons

xek, eky “ 1
b´ a

ż b

a
1 dt “ 1. (27.411)

Si k ‰ l nous pouvons continuer avec une primitive. Une primitive de eat est 1
ae
at. Dans notre

cas, en regroupant toutes les constantes sous le nom C nous avons :

xek, ely “ C
”
e2πitpk´lq{pb´aq

ıb
a

“ C
´
e2πiapk´lq{pb´aq ´ e2πibpk´lq{pb´aq

¯
. (27.412)

Cela vaut zéro. Vous n’y croyez pas ? Faites un effort, relisez le corolaire 18.23, et remarquez
que

2πapk ´ lq
b´ a

´ 2πbpk ´ lq
b´ a

“ 2πpk ´ lq P 2πZ. (27.413)

(ii) Maximale Nous devons prouver que pour tout f P L2`ra, bs˘ (autre que f “ 0), il existe
k P Z tel que xek, fy “ 0. Autrement dit, nous supposons que xek, fy “ 0 pour tout k, et
nous allons montrer que f “ 0. Nous allons largement confondre f P L2 et une fonction f
qui représente la classe.
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27.9 Sur r0, 2πr

Le produit de convolution est un peut subtil parce que fpt ´ xq n’est pas défini à priori pour
tout t, x P r0, 2πr, vu que f n’est définie que sur r0, 2πr. Au moins trois solutions s’offrent à nous :

— considérer implicitement la fonction prolongée par périodicité.
— considérer les fonctions sur R{2π, et définir un peut toutes les opérations modulo 2π (fasti-

dieux)
— utiliser une bijection ayant les bonnes propriétés avec S1 sur lequel tout est déjà fait.

Nous sélectionnons la troisième voie. Pour cela nous considérons la fonction (attention, elle n’est
pas tout à fait la même que celle plus haut)

φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit
(27.414)

qui est une bijection par la proposition 18.57. Pour le produit de convolution,

pf ˚ gqpxq “ pf ˝ φ´1q ˚ pg ˝ φ´1q`φpxq˘ (27.415)

pour toutes les fonctions f, g : r0, 2πr Ñ C pour lesquelles les intégrales en jeu ont un sens.

27.10 Sur r´T, T r

Pour rappel, les éléments de L2 sont des classes de fonctions à valeurs dans C.

Proposition 27.113.
Les fonctions

en : r´T, T s Ñ C

t ÞÑ 1?
2T

eπint{T .
(27.416)

forment une base hilbertienne 50 de L2`r´T, T r˘.
Démonstration. C’est un cas particulier du théorème 27.112.

27.10.1 Le cas dans r0, 2πs

En pratique, nous n’allons pas souvent travailler avec des fonctions sur intervalle symétrique
r´T, T s, mais le plus souvent nous serons sur r0, 2πs.

Nous notons ici une conséquence du théorème 27.44 dans le cas de l’espace L2. La proposition
suivante est une petite partie du corolaire 25.51, qui sera d’ailleurs démontré de façon indépendante.

Proposition 27.114.
Si nous avons une suite de réels pakq telle que

ř8
k“0 |ak|2 ă 8 alors la suite

fnpxq “
nÿ

k“0
ake

ikx (27.417)

converge dans L2`s0, 2πr˘.
Démonstration. Quitte à séparer les parties réelles et imaginaires, nous pouvons faire abstraction
du fait que nous parlons d’une série de fonctions à valeurs dans C au lieu de R.

Un simple calcul est :

}fn ´ fm}2 ď
ż 2π

0

mÿ

k“n
|ak|2dx ď 2π

mÿ

k“n
|ak|2. (27.418)

50. Définition 25.27.
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Par hypothèse le membre de droite est |sm ´ sn| où sk dénote la suite des sommes partielles de
la série des |ak|2. Cette dernière est de Cauchy (parce que convergente dans R) et donc la limite
n Ñ 8 (en gardant m ą n) est zéro. Donc la suite des fn est de Cauchy dans L2 et donc converge
dans L2.

27.115.
Adaptons tout cela pour l’espace L2`r0, 2πs˘. Nous posons

xf, gy “
ż 2π

0
fptqgptqdt (27.419)

et
enptq “ 1?

2π
eint. (27.420)

27.116.
Attention que enpxq n’est pas exactement einx : il y a un coefficient. Lorsque ça a un sens, la théorie
de Fourier permet d’écrire

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (27.421)

Ici les cnpfq sont les coefficients de Fourier de f . Ce développement n’est pas le même que

fpxq “
ÿ

nPZ
anpfqenpxq. (27.422)

Dans cette dernière égalité, les anpfq ne sont pas les coefficients de Fourier, mais an “ xf, eny. Le
lien entre les deux est fondamentalement l’objet du corolaire 28.18.

L’importance du système trigonométrique défini en 27.69 est d’être une base de L2`r0, 2πs˘,
comme précisé dans le lemme suivant.

Lemme 27.117.
Le système trigonométrique tenunPZ est une base hilbertienne 51 de L2`r0, 2πs˘.
Démonstration. Cas particulier du théorème 27.112.

Note : le théorème 28.8 donné aussi la densité, mais sera démontré plus tard, indépendamment.
Voir aussi les thèmes 32 et 44.

Pour un élément donné f P L2`r0, 2πs˘, nous définissons

Snf “
nÿ

k“´n
xf, ekyek (27.423)

et nous avons le théorème suivant, qui récompense les efforts consentis à propos de la densité des
polynômes trigonométriques dans L2.

Théorème 27.118.
Soit f P L2`r0, 2πs˘. Nous avons égalité 52

f “
ÿ

nPZ
cnpfqen (27.424)

dans L2.
Nous avons aussi la convergence

Snf
L2Ñ f. (27.425)

51. Définition 25.27.
52. Notons que la somme sur Z dans (27.424) est commutative ; il n’est donc pas besoin d’être plus précis.
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Démonstration. Le système trigonométrique tenunPZ est total pour l’espace de Hilbert L2`r0, 2πs˘
(sans périodicité particulière). Donc le point (1) du théorème 25.46 nous donne l’égalité demandée.

La convergence (27.425) est une reformulation de l’égalité (27.424).

27.119.
Obtenir la convergence L2 ne demande pas d’hypothèses de périodicité : la convergence (27.425)
est automatique du fait que le système trigonométrique soit total. Ce n’est cependant pas plus
qu’une convergence L2 et elle ne demande pas fp0q “ fp2πq, même si pour chacun des ek nous
avons ekp0q “ ekp2πq.

Si fp2πq ‰ fp0q, alors il existe tout de même une suite pfnq convergente vers f au sens L2 telle
que fnp0q “ fnp2πq. Cela ne contredit en rien le fait que ekp0q “ ekp2πq parce que dans L2, la
valeur d’un point seul n’a pas d’importance.

Si nous voulons une vraie convergence ponctuelle voir uniforme pSnfqpxq Ñ fpxq, alors il faut
ajouter des hypothèses sur la continuité de f , sa périodicité ou le comportement des coefficients
cn. Voir aussi le thème 70.

Exemple 27.120.
Si f P L2`r0, 2πs˘ est (la classe de) une fonction à valeurs réelles, alors on peut la développer avec
nettement moins de termes. D’abord nous savons que e´n “ en, et donc

xf, eny “ xf, e´ny, (27.426)

ce qui donne
f “

ÿ

nPZ
xf, enyen “

ÿ

nPN
xf, enyen ` xf, enyen “

ÿ

nPN
ℜ
`xf, enyen

˘
. (27.427)

Or

ℜ
`xf, enyen

˘ “ 1
p2πq3{2 cospnxq

ż 2π

0
fptq cospntqdt´ 1

p2πq3{2 sinpnxq
ż 2π

0
fptq sinpntqdt. (27.428)

Considérons la fonction impaire f̃ P Ł2`r´2π, 2πs˘ créée à partir de f . Elle se développe de
même et nous avons la même formule (27.428) à part quelques coefficients et le fait que les intégrales
sont entre ´2π et 2π. Vu que f̃ est impaire, l’intégrale avec cospntq s’annule et

f̃pxq “
ÿ

nPN
cn sinpnxq (27.429)

pour certains coefficients réels cn. Cette égalité est à considérer dans L2, c’est-à-dire presque
partout et en particulier presque partout sur r0, 2πs.

Donc les fonctions réelles sur r0, 2πs peuvent être écrites sous la forme d’une série de seulement
des sinus.

Note : en choisissant f̃ paire, nous aurions eu une série de cosinus. △

27.11 Théorème de la projection normale

27.11.1 Espace uniformément convexe

Définition 27.121 (Espace uniformément convexe[588]).
Un espace de Banach B est uniformément convexe si il existe une fonction δ : s0,8r Ñ R`
telle que si

(1) }x} ď }y} ď 1,
(2) }x´ y} ě ϵ,

alors
}x` y

2 } ď }y} ´ δpϵq. (27.430)
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Lemme 27.122 ([1]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, alors pour tout k ą 0, il existe une fonction
δk : s0,8r Ñ R2 telle que si

(1) }x} ď }y} ď k,
(2) }x´ y} ě ϵ,

alors
}x` y

2 } ď }y} ´ δkpϵq. (27.431)

Démonstration. Nous posons x1 “ x{}x} et y1 “ y{}y}. Nous avons alors

}x1 ´ y1} “ }x´ y}
k

ą ϵ

k
. (27.432)

L’uniforme convexité de B dit alors que

}x
1 ` y1

2 } ą }y1} ´ δpϵ{kq. (27.433)

En multipliant cette inégalité par k nous trouvons

}x` y

2 } ą }y} ´ kδpϵ{kq. (27.434)

Donc en posant δkpϵq “ kδpϵ{kq, nous avons le résultat escompté.

Définition 27.123 (Projection normale[588]).
Soient un espace de Banach B ainsi que V Ă B. Soit a P B. La fonction

f : V Ñ R

x ÞÑ dpx, aq (27.435)

possède un infimum 53 m. Si x P V est tel que dpx, aq “ m, alors x est une projection normale
de a sur V .

Proposition 27.124 ([588]).
Soient un espace de Banach B et un sous-espace vectoriel V Ă B. Si une projection normale de
a P B sur V existe, alors elle est unique.

Démonstration. Soient deux projections normales b, b1 de a sur V .
Si m “ 0, alors }a ´ b} “ 0 et }a ´ b1} “ 0, ce qui donne a “ b et a “ b1. Donc d’accord pour

b “ b1.
Si m ą 0 alors nous utilisons l’inégalité }x` y} ď }x} ` }y} sous la forme

}a´ b` b1

2 } “ }a´ b

2 ` a´ b1

2 } ď }a´ b

2 } ` }a´ b1

2 } “ m

2 ` m

2 “ m. (27.436)

Mais b`b1

2 P V , donc

}a´ b` b1

2 } ě m. (27.437)

Nous en déduisons que dans (27.436), toutes les inégalités sont des égalités et en particulier

}b` b1

2 ´ a} “ m. (27.438)

Nous avons donc les deux égalités suivantes :

2m “ }a´ b} ` }a´ b1} (27.439)

53. Toute fonction à valeurs positives possède un infimum, c’est la proposition 1.393.
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et
2m “ }b` b1 ´ 2a}. (27.440)

Cela donne
}a´ b} ` }a´ b1} “ }pa´ bq ` pa´ b1q}. (27.441)

Vu que B est strictement convexe, cela n’est possible que si a ´ b “ a ´ b1, ce qui signifie que
b “ b1.

Théorème 27.125 ([589, 588]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, si V Ă B est un sous-espace vectoriel complet
et si a P B, alors la projection normale de a sur V existe et est unique.

Démonstration. En deux parties.
(i) Unicité Soient deux projections normales b et b1 de a sur V . Nous avons }a´b} “ }a´b1} “ m.

Si b ‰ b1, il existe ϵ ą 0 tel que
}b´ b1} ą ϵ ą 0. (27.442)

En posant

x “ 1
2
b´ a

m
, y “ 1

2
b1 ´ a

m
, (27.443)

nous avons }x} “ }y} “ 1
2 ă 1. L’uniforme convexité de B donne alors

}x` y

2 } ď }y} ´ δpϵq. (27.444)

Mais

x` y “
1
2pb` b1q ´ a

m
(27.445)

et
}x` y} ď 2}y} ´ 2δpϵq “ 1 ´ 2δpϵq ă 1. (27.446)

Nous avons donc prouvé que
}1
2pb` b1q ´ a} ă m, (27.447)

ce qui est impossible parce que cela dirait que b`b1

2 est une « meilleure » projection normale
que b et b1.

(ii) Existence Soient bk dans V tels que }a´ bk} Ñ m. Nous supposons (quitte à passer à une
sous-suite) que

}a´ bk`1} ď }a´ bk}. (27.448)

(i) La suite pbkq converge Nous supposons qu’elle ne converge pas. Elle n’est donc pas de
Cauchy parce que B est de Banach 54 et donc complet (ce n’est pas la complétude de
V qui joue ici, mais bien celle de B). Il existe ϵ ą 0 tel que pour tout N P N il existe
p, q ą N tels que

}bp ´ bq} ą ϵ. (27.449)

Nous effectuons quelque choix.
(1) nous choisissons q ą p de telle sorte que }a´ bp} ď }a´ bq},
(2) nous choisissons N assez grand pour avoir

}a´ bp} ď }a´ bq} ă m. (27.450)

54. Définition 7.230.
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Nous avons }pa´ bpq ´ pa´ bqq} “ }aq ´ ap} ą ϵ, ce qui avec l’uniforme convexité donne

}pa´ bpq ` pa´ bqq}
2 ď }a´ bq} ´ δpϵq. (27.451)

Donc

m ď }a´ bp ´ bq
2 } “ }pa´ bpq ` pa´ bqq

2 } ď }a´ bq} ´ δpϵq ă m´ δpϵq ă m. (27.452)

Cela signifie que m ă m, ce qui est impossible.
(ii) Conclusion La suite pbkq converge dans B. Vu que V est complet, la limite est dans V .

Cette limite, que nous nommons b, vérifie

}a´ b} ď }a´ bk} (27.453)

pour tout k. Mais comme nous avons m ď }a ´ bk} Ñ m, nous avons }a ´ b} “ m,
c’est-à-dire que b est une projection normale de a sur V .

27.11.2 Des inégalités

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous nous fendons d’une petite étude de fonction. Soit

ϕ : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1 ` xqr
1 ` xr

.
(27.454)

Un peu de calcul montre que
ϕ1pxq
ϕpxq “ rp1 ´ xr´1q

p1 ` xrqp1 ` xq . (27.455)

Lemme 27.126.
Soient a, b ą 0 et r ą 1. Nous avons les inégalités

ar ` br ď pa` bqr ď 2r´1par ` brq. (27.456)

Démonstration. Pour la première inégalité, nous posons fpxq “ ar ` xr et gpxq “ pa ` xqr. Nous
avons fp0q “ gp0q “ ar, et

f 1pxq “ rxr´1 (27.457a)
g1pxq “ rpa` xqr´1. (27.457b)

Vu que r ą 1, la fonction t ÞÑ tr´1 est croissante par la proposition 12.407.
Nous passons à la seconde inégalité. Le lemme 17.88 nous dit que la fonction f : x ÞÑ xr est

convexe. Donc
f

ˆ
a

2 ` b

2

˙
ď 1

2fpaq ` 1
2fpbq. (27.458)

De là nous déduisons pa` bqr
2r ď 1

2par ` brq, (27.459)

c’est-à-dire la seconde inégalité.

Nous allons démontrer les inégalités de Hanner dans le théorème 27.131. Vu que ce sera un peu
longuet, nous faisons un lemme.

Lemme 27.127.
Soient z1, z2 P C. Nous avons

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě `|z1| ` |z2|˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|ˇ̌p. (27.460)



27.11. THÉORÈME DE LA PROJECTION NORMALE 2005

Démonstration. Soient z1, z2 P C. Nous posons

d “ |z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p. (27.461)

Pour |z1| et |z2| fixés, nous nous demandons quel est le minimum possible de d.
Si |z1| “ 0, alors le minimum est 2|z2|p et si |z2| “ 0 alors il est 2|z1|p. Pour les autres cas, nous

posons |z1| “ a ą 0 ainsi que b P R et θ P R tels que 55

z2 “ z1a
´1beiθ. (27.462)

Nous avons déjà que z1 ` z2 “ z1p1 ` a´1beiθq et donc

|z1 ` z2| “ a|1 ` a´1beiθ| “ |a` beiθ| (27.463)

parce que a ą 0. De plus,

|a` beiθ|2 “ pa` beiθqpa` be´iθq “ a2 ` b2 ` 2ab cospθq (27.464)

parce que eiθ ` e´iθ “ cospθq. Nous posons

dpθq “ |a` beiθ|p ` |a´ beiθ|p. (27.465)

En développant,

dpθq “ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2 ` `

a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2
. (27.466)

Trouvons le minimum de cette fonction de θ. D’abord sa dérivée :

ad1pθq “ pab sinpθq“`a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2´1 ´ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2´1‰ (27.467a)

“ pab sinpθqspθq. (27.467b)

Nous avons spθq “ 0 pour θ “ π{2 et θ “ 3π{2. Il faut surtout remarquer que 1 ă p ă 2, ce qui
donne p

2 ´ 1 ă 0. La fonction x ÞÑ xp{2´1 est donc décroissante. Cela pour dire que

sp0q “ `|a´ b|2˘p{2´1 ´ `|a` b|2˘p{2´1 ą 0. (27.468)

De la même façon, spπq “ ´sp0q ă 0. Cela permet d’écrire un petit tableau de signe de d1, et de
conclure que dpθq a un minimum en 0 et en π. Calcul fait, nous avons

dp0q “ dpπq “ |a` b|p ` |a´ b|p. (27.469)

En reliant à (27.461) nous avons l’inégalité

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě pa` bqp ´ |a´ b|p. (27.470)

Nous rappelons que a “ |z1| et que z2 “ z1a´1beiθ. Notons au passage que |z2| “ b, donc que ce
que nous dit l’équation (27.470) est que

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě `|z1| ` |z2|˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|ˇ̌p. (27.471)

Encore dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.

Lemme 27.128 ([1, 590]).
La fonction

η : s0,8r Ñ R

a ÞÑ pa1{p ` 1qp ` |a1{p ´ 1|p (27.472)

est strictement convexe.
55. Proposition 18.58
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Démonstration. La fonction η est une fonction de classe C8 sur s0,8rzt1u. Quelle est sa régularité
en a “ 1 ? Le fait qu’elle y soit dérivable pas clair à cause de la valeur absolue. En tout cas, la
fonction x ÞÑ |x´ 1| n’est pas dérivable en x “ 1, mais peut-être que les exposants aident à lisser.
Nous y reviendrons.

Afin de suivre les calculs nous introduisons quelques fonctions :

sopxq “ 1 ` x1{p (27.473a)
dipxq “ 1 ´ x1{p (27.473b)
djpxq “ x1{p ´ 1 (27.473c)

Pour les dérivées, nous avons

so1pxq “ 1
p
x1{p´1 (27.474a)

di1pxq “ ´so1pxq (27.474b)
dj1pxq “ so1pxq. (27.474c)

En divise les cas selon a ă 1 ou a ą 1.
(i) Pour a ă 1 Nous avons

ηpaq “ sopaqp ` dipaqp, (27.475)

et la première dérivée donne :

η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘. (27.476)

Pour la seconde dérivée nous trouvons d’abord

η2paq “
ˆ

1 ´ p

p

˙
a

1
p

´2`
sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘

` p´ 1
p

a
2
p

´2`
sopaqp´2 ` dipaqp´2˘.

(27.477)

À partir de là, le truc est de substituer les expressions suivantes :

sopaqp´1 “ sopaqp´2sopaq “ sopaqp´2 ` sopaqp´2a1{p (27.478a)
dipaqp´1 “ dipaqp´2 ´ x1{pdipaqp´2. (27.478b)

Plein de trucs se simplifient et nous obtenons

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p

´2`
dipaqp´1 ´ sopaqp´2˘. (27.479)

(ii) Pour a ą 1 Les calculs sont essentiellement les mêmes, en partant de

ηpaq “ sopaqp ` djpaqp. (27.480)

Les résultats sont :
η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ` djpaqp´1˘, (27.481)

et
η2paq “ p´ 1

p
a

1
p

´2`
djpaqp´2 ´ sopaqp´2˘. (27.482)

Au final, nous avons pour tout a ‰ 1 :

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p

´2`|1 ´ a1{p|p´2 ´ p1 ` a1{pqp´2˘. (27.483)

Ce qu’il se passe en a “ 1 est encore une question ouvert que nous traitons maintenant.
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(i) Pour a “ 1 Les limites des expressions (27.476) et (27.481) en a “ 1 sont vite calculées et
c’est 2p´1 dans les deux cas. Donc la dérivée admet une prolongation continue en a “ 1.
Nous allons prouver que la fonction η est en réalité dérivable en a “ 1 et que la dérivée vaut
2p´1.
Nous nous concentrons sur la partie difficile donnée par fpxq “ |x1{p ´ 1|p. Elle est donnée
par

fpxq “

$
’&
’%

dipxqp si x ă 1
djpxqp si x ą 1
0 si x “ 1.

(27.484)

Si f 1p1q existe, alors elle est égale à la limite

f 1p1q “ lim
ϵÑ0

fp1q ´ fp1 ´ ϵq
ϵ

. (27.485)

Les deux limites à calculer sont :

lim
ϵÑ0`

`p1 ` ϵq1{p ´ 1
˘p

ϵ
(27.486)

et
lim
ϵÑ0´

`
1 ´ p1 ` ϵq1{p˘p

ϵ
. (27.487)

La première se traite par la règle de l’Hospital 56, et le résultat est zéro. Pour la seconde, il
faut juste transformer

lim
ϵÑ0`

`p1 ` ϵq1{p ´ 1
˘p

ϵ
“ lim

hÑ0`

`
1 ´ p1 ´ hq1{p˘p

´h , (27.488)

qui se traite également par la règle de l’Hospital. Le résultat est également zéro.
Donc η est dérivable en a “ 1 et la dérivée vaut η1p1q “ 2p´1.

En récapitulant, nous avons η2 ą 0 sur s0,8rzt0u, donc η1 est croissante sur cette partie (propo-
sition 12.184). Vu que η1 est continue sur s0,8r, elle est même croissante (strictement) sur tout
s0,8r.

La proposition 17.84 conclu que η est strictement convexe sur s0,8r.
Toujours dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.

Lemme 27.129 ([590]).
Soit 1 ă p ă 2. La fonction

ξ : R` ˆR` Ñ R

pa, bq ÞÑ `
a1{p ` b1{p˘p ` |a1{p ´ b1{p|p (27.489)

est convexe.
Pour rappel, les conventions de données en 1.363 donnent R` “ r0,8r.

Démonstration. La fonction ξ vérifie facilement les conditions suivante :
— ξpa, bq “ ξpb, aq,
— ξp0, 0q “ 0,
— ξpta, tbq “ tξpa, bq pour tout t ě 0.

Nous posons
η : R` Ñ R

a ÞÑ ξpa, 1q. (27.490)

Le lemme 27.128 dit que η est strictement convexe, et le lemme 17.94 conclu que ξ est convexe.
56. Proposition 12.194
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Lemme 27.130 ([591]).
Soit 1 ă p ă 2. Nous considérons les fonctions

α : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1 ` xqp´1 ` p1 ´ xqp´1 (27.491)

et
β : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ x1´p`p1 ` xqp´1 ´ p1 ´ xqp´1˘.
(27.492)

Soient A,B P R. Nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p ď |A`B|p ` |A´B|p. (27.493)

Démonstration. Plusieurs étapes.
(i) βpxq ď αpxq Nous avons αp1q “ βp1q “ 2p´1. Pour les autres valeurs de x, nous allons

raisonner avec la dérivée. La valeur de α1pxq est facile à calculer

α1pxq “ pp´ 1qpx` 1qp´2 ´ pp´ 1qp1 ´ xqp´2. (27.494)

Pour β1pxq c’est un peu plus lourd. En substituant p1`xqp´1 “ p1`xqp´2p1`xq et p1´xqp´1 “
p1 ´ xqp´2p1 ´ xq nous pouvons regrouper les termes en p1 ` xqp´2 et p1 ´ xqp´2. Après un
peu de travail,

β1pxq “ p´ 1
xp

`p1 ´ xqp´2 ´ p1 ` xqp´2˘. (27.495)

Cela nous permet de calculer α1 ´ β1 :

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1q`1 ` 1
xp

˘`p1 ` xqp´2 ´ p1 ´ xqp´2˘. (27.496)

Vu que 1 ă p ă 2, le nombre p´2 est strictement négatif ; afin de travailler avec des exposants
positifs, nous écrivons

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

`
1 ` 1

xp
˘

looomooon
ą0

ˆ
1

p1 ` xq2´p ´ 1
p1 ´ xq2´p

˙

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
ă0

. (27.497)

Nous avons α1pxq ´β1pxq ă 0 pour tout x P s0, 1s. Du fait qu’en plus nous ayons αp1q “ βp1q,
nous déduisons que αpxq ě βpxq.

(ii) Une petite étude de fonction Soit R P r0, 1s. Nous considérons la fonction

F : r0, 1sR Ñ R

x ÞÑ αpxq `Rpβpxq. (27.498)

Nous montrons maintenant que cette fonction a un maximum global pour x “ R. D’abord
sa dérivée :

F 1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

´
p1 ´ xqp´1 ´ p1 ` xqp´2

¯
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ă0

´
1 ´

ˆ
R

x

˙p ¯
(27.499)

Nous avons
— F 1pxq “ 0 pour x “ R,
— F 1pxq ă 0 pour x ą R,
— F 1pxq ą 0 pour x ă R.

Donc x “ R est bien un maximum global.
(iii) Pause Nous avons les petits résultats utiles pour commencer à prouver. Petite pause avant

de commencer ; pas de panique, ça ne va pas être trop violent.
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(iv) Pour 0 ă B ă A Nous devons prouver que

αpxqAp ` βpxqBp ď pA`Bqp ` pA´Bqp. (27.500)

En divisant par Ap et en posant R “ B{A, l’inéquation (27.500) est équivalente à

αpxq ` βpxqRp ď p1 `Rqp ` p1 ´Rqp (27.501)

où R P s0, 1r parce que nous avons supposé 0 ă B ă A. Nous avons (il y a un petit calcul
pour F pRq)

p1 `Rqp ` p1 ´Rqp “ F pRq ě F pxq “ αpxq ` βpxqRp. (27.502)

ok.
(v) Pour 0 ă A ă B Lorsque 0 ă A ă B nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p “ αpxqAp ` βpxqp (27.503a)
ď αpxqBp ` βpxqAp (27.503b)
ď pB `Aqp ` pB ´Aqp (27.503c)
“ |A`B|p ` |A´B|p. (27.503d)

Justification :
— Pour (27.503b), c’est parce que αpxq ą βpxq ; alors en mettant le plus grand de A et B

devant le α au lieu du β, nous majorons.
— Pour (27.503c), c’est l’inégalité dans le cas 0 ă B ă A, mais en inversant les noms de

A et B.
(vi) Pour 0 ă A “ B Toutes les expressions sont continues par rapport à B (fixons x et A).

Nous avons prouvé pour B ă A et pour B ą A. Par continuité, l’inégalité est encore valide
pour A “ B.

(vii) Pour A ă 0, B ą 0 En posant A1 “ ´A nous avons A1 ą 0 et nous pouvons écrire

|A`B|p`|A´B|p “ |´A1 `B|p`|´A1 ´B|p “ |B´A1|p`|B`A1|p ě αpxq|A1|p`βpxq|B|p.
(27.504)

Nous avons utilisé, avec A1 et B le cas déjà prouvé A1, B ą 0.
(viii) Pour A ą 0, B ă 0 Celui-là, je vous le laisse.
(ix) Pour A ă 0, B ă 0 Posez A1 “ ´A et B1 “ ´B et hop.

Théorème 27.131 (Inégalités de Hanner[590, 591]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit 1 ă p ă 2 and f, g P LppΩ,A, µq ; nous avons

`}f}p ` }g}p
˘p `

ˇ̌
ˇ}f}p ´ }g}p

ˇ̌
ˇ
p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp (27.505)

Il y a égalité si et seulement si fptq et gptq sont colinéaires pour presque tout t.

Démonstration. Nous supposons que }f}p ě }g}p pour fixer les idées. De toutes façons, la symétrie
des formules nous fait passer de ce cas à l’autre sans difficulté.

Soit x P r0, 1s. Nous écrivons l’inégalité du lemme 27.130 pour A “ |fpωq| et B “ |gpωq| :

αpxq|fpωq|p ` βpxq|gpωq|p ď ˇ̌
fpωq ` gpωqˇ̌p ` ˇ̌

fpωq ´ gpωqˇ̌p. (27.506)

Nous intégrons cela par rapport à ω sur Ω :

αpxq}f}pp ` βpxq}g}pp ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (27.507)
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Et là vient l’idée qu’on se demande ce qui est passé par l’esprit du mec qui a tout combiné : nous
évaluons cela pour x “ }g}p

}f}p
, ce qui est permis parce que nous avons supposé }f}p ě }g}p. Faites le

calcul, collectez les termes identiques, vous obtiendrez
`}f}p ` }g}p

˘p ` `}f}p ´ }g}p
˘p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (27.508)

Et vu que }f}p ě }g}p, nous pouvons gratuitement faire

}f}p ´ }g}p “ ˇ̌}f}p ´ }g}p
ˇ̌
. (27.509)

Fini pour Hanner.

27.11.3 Inégalités de Clarkson

Lemme 27.132 ([592]).
Si p ě 2 et si a, b P C, alors

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|a|p ` |b|p˘. (27.510)

Démonstration. Nous prouvons l’inégalité en prenant montent petit à petit en généralité.
(i) Avec x ą 0 Soit x ě 0. Nous montrons dans cette partie l’inégalité

xp ` 1 ď px` 1qp{2. (27.511)

Pour cela nous considérons la fonction

f : r0,8r Ñ R

t ÞÑ pt2 ` 1qp{2 ´ tp ´ 1.
(27.512)

Nous avons fp0q “ 0, mais aussi, en utilisant les règle de dérivation 57 nous trouvons vite

f 1ptq “ ppt2 ` 1qp{2´1t´ ptp´1. (27.513)

Vu que pt2 ` 1qp{2´1 ě tp´2, le signe de f 1ptq est toujours strictement positif pour t ą 0. La
proposition 12.184 fait que f est strictement croissante et que fptq ą 0 pour tout t ą 0.

(ii) Avec x, y ě 0 Soient x, y ě 0 dans R. Nous prouvons dans cette partie que

px2 ` y2qp{2 ě xp ` yp. (27.514)

Il s’agit d’appliquer l’inégalité (27.511) à x{y :
˜ˆ

x

y

˙2
` 1

¸p{2

ě
ˆ
x

y

˙p
` 1. (27.515)

En multipliant par yp et en simplifiant un peu, nous trouvons le résultat (27.514).
(iii) Avec a, b P C Nous appliquons l’inégalité (27.514) à x “ |a`b

2 | et y “ |a´b
2 |. Cela donne :

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď
˜ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
2

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
2
¸p{2

(27.516a)

“
ˆ

2|a|2 ` 2|b|2
4

˙p{2
(27.516b)

“ 1
2 |a|p ` 1

2 |b|p. (27.516c)

57. Par exemple celle de la proposition 14.255.
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Lemme 27.133.
Si 1 ă p ă 2, alors l’exposant conjugué q vérifie q ą 2.

Démonstration. Nous considérons q en fonction de p, sur le domaine 1 ă p ă 2 :

qppq “ p

p´ 1 . (27.517)

Donc 58 qp1q “ 8 et qp2q “ 2. Nous étudions ensuite la dérivée :

q1ppq “ ´ 1
pp´ 1q2 ă 0. (27.518)

C’est donc une fonction strictement décroissante. Vues les valeurs aux bornes, nous voyons que
qppq ą 2 sur tout son domaine.

Lemme 27.134 ([589]).
Soit 1 ă p ă 2. Pour x, y P R nous avons

|x` y|q ` |x´ y|q ď 2
`|x|p ` |y|p˘q´1

. (27.519)

Démonstration. Nous considérons l’exposant conjugué q et p, c’est à dire q tel que 1
p ` 1

q “ 1. Nous
considérons la fonction

f : Rˆ r0, 1s Ñ R

pα, zq ÞÑ p1 ` α1´qzqp1 ` αzqq´1 ` p1 ´ α1´qzqp1 ´ αzqq´1.
(27.520)

Cette fonction vérifie
fp1, zq “ p1 ` zqq ` p1 ´ zqq, (27.521)

ainsi que

fpzp´1, zq “ `
1 ` zpp´1qp1´qq˘p1 ` zpqq´1 ` `

1 ´ zpp´1qp1´qq˘p1 ` zpqq´1 (27.522a)
“ 2p1 ` zpqq´1. (27.522b)

Nous montrons maintenant que pBαfqpα, zq ď 0 pour tout α P s0, 1r et pour tout z P s0, 1r.
C’est du calcul :
Bf
Bαpα, zq “ p1´qqz“α´ap1`αzqq´1´p1`α1´qzqp1`αzqq´1´α´qp1´αzqq´1`p1´α1´qzqp1´αzqq´2‰.

(27.523)
Maintenant nous factorisons p1`αzqq´2 grâce à la décomposition p1`αzqq´1 “ p1`αzqp1`αzqq´2.
Notez que le lemme 27.133 donne q ą 2, et donc pas de problèmes avec la puissance q ´ 2. Nous
continuons le calcul

Bf
Bαpα, zq “ p1 ´ qqzp1 ` αzqq´2“α´qp1 ` αzq ´ p1 ` α1´qzq‰ (27.524a)

` p1 ´ qqzp1 ´ αzqq´2“ ´ α´qp1 ´ αzq ` p1 ´ α1´qzq‰

“ p1 ´ qqzp1 ` αzqq´2“α´q ` α´q`1z ´ 1 ´ α1´qz
‰

(27.524b)
` p1 ´ qqzp1 ´ αzqq´2“ ´ α´q ` α´q`1 ` 1 ´ α1´qz

‰

“ p1 ´ qqzp1 ` αzqq´2rα´q ´ 1s ` p1 ´ qqzp1 ´ αzqq´2r1 ´ α´qs (27.524c)
“ p1 ´ qqzpα´q ´ 1q“p1 ` αzqq´2 ´ p1 ´ αzqq´2‰. (27.524d)

Vu que q ą 2, la fonction x ÞÑ xq´2 est strictement croissante 59. Et vu que αz ă 1, le crochet est
strictement positif. Par ailleurs, z ą 0, p1 ´ qq ă 0 et pα´q ´ 1q ą 0 donc nous avons prouvé que
pBαfqpα, zq ď 0.

58. Dire que qp1q “ 8 est un abus de notations pour parler de la limite p Ñ 1 avec p ą 1.
59. Proposition 12.407.
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Donc f est décroissante par rapport à α. Vu que z P r0, 1s et que p ą 1, nous avons zp´1 ă 1
et donc fp1, zq ď fpzp´1, zq. Nous y substituons les valeurs calculées en (27.521) et (27.522) :

p1 ` zqq ` p1 ´ zqq ď 2p1 ` zpqq´1. (27.525)

Nous pouvons maintenant facilement prouver notre inégalité.
(i) Pour 0 ă x ă y Si 0 ă x ă y, nous avons x{y P r0, 1s et nous pouvons appliquer l’inégalité

(27.525) à z “ x{y. Nous avons successivement :
ˆ

1 ` x

y

˙q
`
ˆ

1 ´ x

y

˙q
ď
ˆ

1 ` xp

yp

˙q´1
(27.526a)

ˆ
x` y

y

˙q
`
ˆ
y ´ x

y

˙q
ď 2

ˆ
yp ` xp

yp

˙q´1
(27.526b)

y´qpx` yqq ` y´qpy ´ xqq ď 2y´ppq´1qpyp ` xpq (27.526c)
px` yqq ` py ´ xqq ď 2y´ppq´1q`qpyp ` xpq. (27.526d)

Nous avons utilisé la proposition 12.412 sur la composition de puissances. Maintenant il suffit
de remarquer que q “ ppq ´ 1q pour avoir le résultat.

(ii) x ă 0 et y ą 0 En posant x1 “ ´x nous avons

|x` y|q ` |x´ y|q “ | ´ x1 ` y|q ` | ´ x1 ´ y|q (27.527a)
“ |x1 ´ y| ` |x1 ` y| (27.527b)
ď 2

`|x1|p ` |y|p˘ (27.527c)
ď 2

`|x|p ` |y|p˘. (27.527d)

(iii) Les autres cas Je vous prie de faire la liste, et d’adapter.

Pour d’autres preuves du lemme suivant, voir [593].

Lemme 27.135 ([594]).
Soient a, b P C ainsi que 1 ă p ă 2. Nous notons q l’exposant conjugué de p. Nous avons l’inégalité

|a` b|q ` |a´ b|q ď 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (27.528)

Démonstration. Commençons doucement avec le cas b “ 0. À gauche nous gardons 2|a|q, et pour
le membre de droite nous remarquons que

q ´ 1 “ 1
p´ 1 , (27.529)

de telle sorte que
p|a|pqq´1 “ |a|p{pp´1q “ |a|q. (27.530)

Gardez en tête que, par le lemme 27.133, q ą 2 ; ce sera utile.
Nous commençons le vrai combat. Vu que |a´b| “ |b´a| nous pouvons supposer |a| ě |b| pour

fixer les idées. En utilisant le lemme 18.59, il existe t0 P r0, π2 s tel que

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cospt0q
|a´ b|2 “ |a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b| cospt0q (27.531)

Nous considérons la fonction

f : r0, 2πs Ñ R

t ÞÑ
´

|a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cosptq
¯q{2 `

´
|a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b| cosptq

¯q{2
.

(27.532)
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Elle vérifie
fpt0q “ p|a` b|2qq{2 ` p|a´ b|2qq{2. (27.533)

Vu que |a` b| et |a´ b| sont positifs, nous pouvons « simplifier » le carré et la racine carré, de telle
sorte que

fpt0q “ |a` b|q ` |a´ b|q. (27.534)

Nous cherchons un maximum pour f sur r0, π2 s. Pour cela, nous prenons d’abord la dérivée :

f 1ptq “ ´q|a||b| sinptq
”`|a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cosptq˘q{2´1 ´ `|a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b| cosptq˘q{2´1

ı
. (27.535)

Notez que q ą 2, donc la fonction x ÞÑ xq{2´1 est croissante.
Pour t P r0, π{2s, nous avons cosptq ě ´ cosptq ainsi que sinptq ě 0. Donc f 1ptq ď 0. De la même

manière, nous avons f 1ptq ě 0 pour t P rπ{2, πs.
Par le lien entre dérivée et croissance (proposition 12.185), nous savons que le maximum de f

sur r0, πs est atteint en 0 ou en π.
Nous avons, en utilisant la supposition |a| ě |b| :

fp0q “ fpπq “ `|a|2 ` |b|2 ` 2|a||b|˘q{2 ` `|a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b|˘q{2 (27.536a)

“ `ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌2˘q{2 `
´ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌2

¯
(27.536b)

“ ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌q ` ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌q. (27.536c)

En particulier fpt0q ď fp0q et donc

|a` b|p ` |a´ b|q ď ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌q ` ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌q ď 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (27.537)

La dernière inégalité est le lemme 27.134 appliqué aux réels |a| et |b|.
Proposition 27.136 (Inégalité de Clarkson[589]).
Soient f, g P LppΩ,A, µq.

(1) Si p ě 2, alors
}f ` g

2 }pp ` }f ´ g

2 }pp ď 1
2

´
}f}pp ` }g}pp

¯
. (27.538)

(2) Si 1 ă p ă 2 et si q est l’exposant conjugué de p, alors

}f ` g}qp ` }f ´ g}qp ď 2
´

}f}pp ` }g}pp
¯q´1

, (27.539)

ou
}f ` g

2 }qp ` }f ´ g

2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp
˘q´1

. (27.540)

Démonstration. En deux parties.
(i) Pour p ě 2 Soient f, g P LppΩ,A, µq ; ce sont des fonctions à valeurs dans C. Pour chaque

ω P Ω nous considérons les nombres complexes fpωq et gpωq ; nous pouvons écrire l’inégalité
du lemme 27.132 :

ˇ̌
ˇ̌fpωq ` gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌fpωq ´ gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|fpωq|p ` |gpωq|p˘. (27.541)

Nous avons les substitutions évidentes fpωq ` gpωq “ pf ` gqpωq et fpωq ´ gpωq “ pf ´ gqpωq.
En intégrant alors (27.541) sur Ω nous trouvons l’inégalité demandée.

(ii) Pour 1 ă p ă 2 Il s’agit de faire la même chose, en utilisant l’inégalité de Clarkson du lemme
27.135.
Pour obtenir (27.540), il s’agit simplement de multiplier et diviser le member de gauche de
(27.539) par 2q.
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27.11.4 Uniforme convexité des espaces de Lebesgue

Proposition 27.137 ([595]).
Si 1 ă p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est uniformément convexe 60.

Démonstration. En deux parties.

(i) 1 ă p ď 2 Nous montrons que la fonction δpϵq “ 2´qϵq fonctionne.
Soient f, g P Lp telles que }f}p ď }g}p ď 1 et }f ´ g}p ě ϵ. Nous commençons par écrire
l’inégalité de Clarkson (27.539) :

}f ` g

2 }qp ` }f ´ g

2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp
˘q´1

. (27.542)

Par hypothèse, }f}p et }g}p sont plus petites que 1. Vu que p ą 1, nous avons

}f}pp ` }g}pp ď 1 ` 1 “ 2. (27.543)

En remplaçant dans le membre de droite de (27.542) nous avons

}f ` g

2 }qp ` }f ´ g

2 }qp ď 21´q2q´1 “ 1, (27.544)

et donc
}f ` g

2 }qp ď 1 ´ }f ´ g

2 }qp. (27.545)

Par ailleurs nous avons supposé }f ´ g}p ě 1. Donc aussi 61

}f ´ g

2 }qp ě 2´qϵq. (27.546)

Et par un autre ailleurs,

}f ` g

2 }p “ 1
2}f ` g}p ď 1

2
`}f}p ` }g}p

˘ ď 1. (27.547)

Vu que nous avons q ě 2, cela donne aussi

}f ` g

2 }p ď }f ` g

2 }q. (27.548)

Avec les inégalités (27.546) et 27.548 nous finissons l’inégalité (27.545) :

}f ` g

2 }p ď }f ` g

2 }qp ď 1 ´ 2´qϵq ď }g}p ´ δpϵq. (27.549)

Okay, c’est bon.
(ii) 2 ď p ă 8 Il s’agit de faire la même chose en partant de Clarkson (27.538). Le résultat est

que la fonction δpϵq “ pσ{2qp, ça fonctionne.

27.11.5 Théorème de la projection normale

Proposition 27.138.
Si 1 ă p ă 8, et si V est un sous-espace vectoriel fermé de LppΩ,A, µq, alors la projection
normale 62 de a P Lp sur V existe et est unique.

60. Définition 27.121.
61. Ici j’ai un coefficient un peu différent que celui de [595]. Écrivez-moi pour confirmer ou infirmer mes calculs.
62. Définition 27.123.
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Démonstration. La proposition 27.137 nous indique que l’espace LppΩ,A, µq est uniformément
convexe. Or le théorème 27.125 nous indique que les espaces uniformément convexes vérifient la
présente proposition.

Nous pouvons donner une preuve directe, sans passer par l’uniforme convexité, dans les cas
p ě 2.

Théorème 27.139 (Théorème de la projection normale[596]).
Nous considérons p ě 2. Soit un sous-espace vectoriel fermé W Ă LppΩ,A, µq et u0 P Lp. Nous
notons

dpu0,W q “ inf
wPW dpu0,W q. (27.550)

Alors il existe w0 P W tel que }u0 ´ w0} “ dpu0,W q.
Démonstration. Nous allons séparer trois cas : p “ 2 et p ą 2.

(i) p “ 2 Pour p “ 2, nous savons que L2 est un espace de Hilbert 63, et nous avons déjà le
théorème de la projection 25.7.

(ii) p ą 2 Pour chaque x P Ω nous avons fpxq, gpxq P C et donc l’identité du parallélogramme 64 :
ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌2 ` ˇ̌

fpxq ` gpxqˇ̌ “ 2|fpxq| ` 2|gpxq|2. (27.551)

Vu que p ą 2, la fonction s : x ÞÑ xp{2 est convexe (lemme 17.88). Calcul :

|fpxq ´ gpxq|p ` |fpxq ` gpxq|p “ `|fpxq ´ gpxq|2˘p{2 ` `|fpxq ` gpxq|2˘p{2 (27.552a)
“ s

`| . . . |2˘ ` s
`| . . . |2˘ (27.552b)

ď `|fpxq ´ gpxq|2 ` |fpxq ` gpxq|2˘p{2 (27.552c)

“ `
2|fpxq|2 ` 2|gpxq|2˘p{2 (27.552d)

“ 2p{2`|fpxq|2 ` |gpxq|2˘p{2 (27.552e)
ď 2p{22p{2´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (27.552f)
“ 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (27.552g)

Justifications :
— Pour (27.552c) : la convexité de s.
— Pour (27.552d) : la relation (27.551).
— Pour (27.552f) : la seconde inégalité du lemme 27.552f.

Nous isolons |fpxq ´ gpxq|p :

|fpxq ´ gpxq|p ď 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ ´ |fpxq ` gpxq|p (27.553a)

“ 2p
ˆ |fpxq|p ` |gpxq|p

2 ´
ˇ̌
ˇ̌ |fpxq| ` |gpxq|

2

ˇ̌
ˇ̌
p˙

(27.553b)

Cette inégalité étant valable pour tout x, nous pouvons intégrer sur Ω et découper l’intégrale
en petits morceaux :

}f ´ g}pp ď 2p
ˆ}f}pp ` }g}pp

2 ´ }f ` g

2 }pp
˙
. (27.554)

Voilà une bonne chose de prouvée. Nous pouvons maintenant passer au vif du sujet.
Soit une suite wj dans W telle que }u0 ´ wj} Ñ dpu0,W q. Trois choses à savoir sur cette
suite :
(1) Une telle suite existe parce que dpu0,W q est défini comme un infimum.

63. Lemme 27.77.
64. Théorème 11.1 en remarquant que pz1, z2q ÞÑ z1z̄2 est un produit scalaire hermitien sur C.
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(2) Rien ne garanti qu’elle converge.
(3) Même si elle convergeait, rien ne garantirait que la limite soit encore dans W .

Le troisième point est facile à régler : vu queW est fermé par hypothèse, une suite convergente
contenue dans W a sa limite dans W . Nous allons régler la convergence de wj en prouvant
qu’elle est de Cauchy.
Remarquons que W est vectoriel, donc pwj ` wkq{2 est dans W pour tout j et k ; donc

}wj ` wk
2 ´ u0} ě dpu0,W q. (27.555)

En tenant compte de cela, nous écrivons l’inégalité (27.554) avec f “ wj ´u0 et g “ wk´u0 :

}f ´ g}pp “ }wj ´ wk}pp ď 2p
ˆ}wj ´ u0}p ` }wk ´ u0}p

2 ´ dpu0,W q
˙
. (27.556)

Soit ϵ ą 0 et 0 ă ϵ1, ϵ2 ă ϵ tels que ϵ1 ` ϵ2 ă ϵ. Il existe un N tel que si j, k ą N alors
}wj ´ u0}p ď dpu0,W qp ` ϵ1 et }wk ´ u0}p ď dpu0,W qp ` ϵ2. Pour de telles valeurs de j et k,
nous avons

}wj ´ wk}p ď 2
ˆ
ϵ1 ` ϵ2

2

˙
ă 2ϵ1{p. (27.557)

Donc la suite pwjq est de Cauchy.
L’espace Lp étant complet par le théorème 27.43, nous en déduisons que pwjq converge dans
Lp. Mais comme W est fermé, nous avons wj LpÝÑ w P W .
En termes de normes, nous avons

}w ´ u0} “ lim
j

}wj ´ u0} “ dpW,u0q. (27.558)

27.12 Théorèmes de Hahn-Banach

27.12.1 Applications R-linéaires et C-linéaires

Lemme 27.140 ([597]).
Soit un espace vectoriel X sur C. Nous considérons 65 l’application

ψ : LRpX,Rq Ñ LCpX,Cq
f ÞÑ “

x ÞÑ fpxq ´ ifpixq‰. (27.559)

est bien définie et est une bijection.
Si f se décompose en fpxq “ f1pxq ` if2pxq, alors f “ ψpf1q.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Bien définie Nous devons avant tout prouver que (27.559) a un sens : si f P LRpX,Rq,

alors nous devons prouver que ψpfq P LCpX,Cq, c’est-à-dire que ψpfq est C-linéaire. Soient
donc x, y P X et α, β P R de telle sorte que α ` βi soit un élément générique de C. Prouver
que

ψpfqpx` yq “ ψpfqpxq ` ψpfqpyq (27.560)
est un simple calcul. Ensuite

ψpfq`pα ` iqx˘ “ f
`pα ` iβqx˘ ´ if

`
ipα ` iβqx˘ (27.561a)

“ αfpxq ` βfpixq ´ iαfpixq ´ ip´βqfpxq (27.561b)
“ pα ` iβq`fpxq ´ ifpixq˘ (27.561c)
“ pα ` iβqψpfqpxq. (27.561d)

65. Voir la définition 4.27 pour les notations.
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(ii) ψ est injective Soient f, g P LRpX,Rq telles que ψpfq “ ψpgq. Nous avons l’égalité

fpxq ` ifpixq “ gpxq ´ igpixq, (27.562)

qui est une égalité dans C en sachant que les nombres fpxq, fpixq, gpxq et gpixq sont des
réels. En séparant les parties réelles et imaginaires dans (27.562) nous trouvons fpxq “ gpxq
et fpixq “ gpixq. Chacune de ces deux égalités nous assurent que f “ g.

(iii) ψ est surjective Soit g P LCpX,Cq. Nous séparons ses parties réelles et imaginaires :

gpxq “ g1pxq ` ig2pxq. (27.563)

Avec g1, g2 P LRpX,Rq. Nous allons prouver que g “ ψpg1q.
Ensuite, utilisant la C-linéarité de g pour calculer gpixq de deux façon différentes. D’une part

gpixq “ g1pixq ` ig2pixq, (27.564)

et d’autre part
gpixq “ i

`
g1pxq ` ig2pxq˘. (27.565)

En égalisant les parties réelles et imaginaires de (27.564) et de (27.565),

g1pxq “ g2pixq (27.566a)
g2pxq “ ´g1pixq, (27.566b)

et en particulier g1pixq “ g2p´xq.
Nous pouvons maintenant calculer

ψpg1qpxq “ g1pxq ´ ig1pixq (27.567a)
“ g1pxq ´ ig2p´xq (27.567b)
“ g1pxq ` ig2pxq (27.567c)
“ gpxq. (27.567d)

Lemme 27.141 ([597]).
Soient un espace vectoriel X sur C ainsi qu’une seminorme 66 p. Soit f P LRpX,Rq. Nous avons

|ψpfqpxq| ď ppxq @x P X (27.568)

si et seulement si
|fpxq| ď ppxq @x P X (27.569)

Démonstration. En deux parties.

(i) ñ Nous supposons que f P LRpX,Rq vérifie |ψpfqpxq| ď ppxq pour tout x. L’observation à
faire est fpxq “ Re

`
ψpfqpxq˘. Nous avons alors 67

|fpxq| “ | Re
`
ψpfqpxq˘| ď |ψpfqpxq| ď ppxq. (27.570)

66. Définition 7.285.
67. Dans [597], l’auteur sépare le calcul en deux parties : une majoration pour fpxq et une pour ´fpxq. Je ne vois pas

où est le mal à la faire d’un seul coup.
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(ii) ð Nous supposons que |fpxq| ď ppxq pour tout x. Soit x P X. Si ψpfqpxq “ 0, alors nous
avons bien |ψpfqpxq| ď ppxq parce qu’une seminorme est toujours positive. Nous supposons
donc que ψpfqpxq ‰ 0.
La décomposition polaire (proposition 18.58) du nombre complexe ψpfqx donne un θ P R tel
que ψpfqx “ eiθ|ψpfqx|. Donc

|ψpfqpxq| “ e´iθψpfqpxq “ ψpfqpe´iθxq. (27.571)

Ces égalités montrent entre autres que ψpfqpe´iθxq P R` ; et en particulier, il est égal à sa
partie réelle. Vu la définition (27.559), ça nous dit que

ψpfqpe´iθxq “ fpe´iθxq. (27.572)

Nous pouvons alors continuer les égalités (27.571) en mettant des normes partout :

|ψpfqpxq| “ |ψpfqpe´iθxq| “ |fpe´iθxq| ď ppe´iθxq “ |e´iθ|ppxq “ ppxq. (27.573)

Pour le corolaire suivante, vous devriez vous souvenir de la définition 11.50 de la norme opéra-
teur.

Corolaire 27.142 ([1]).
Soit pX, }.}q un espace vectoriel normé sur C. Pour λ ą 0 nous considérons les normes Nλpxq “
λ}x}. Soit K “ R ou C. Pour f P LKpX,Kq nous avons

Nλpxq ď |fpxq| @x P X (27.574)

si et seulement si λ ď }f}.

Démonstration. Les Nλ sont des normes et en particulier des seminormes. Soit λ P R`. Il y a deux
possibilités : λ ď }f} et λ ą }f}.

(i) Si λ ď }f} Soit λ ď }f}. Nous avons pour tout x :

Nλpxq “ λ}x} ď }f}}x} ď |fpxq|. (27.575)

(ii) Si λ ą }f} Pour tout x P X nous avons

|fpxq|
}x} ď }f} ă λ, (27.576)

et donc
|fpxq| ă λ}x} “ Nλpxq. (27.577)

Proposition 27.143 ([597, 1]).
Soit un espace vectoriel normé pX, }.}q sur C. Si f P LRpX,Rq, alors

}f}LRpX,Rq “ }ψpfq}LCpX,Cq. (27.578)

Démonstration. Nous rappelons que le lemme 11.58 donne

}f}}x} ď |fpxq| (27.579)

pour tout x P X. Nous considérons les normes Nλpxq “ λ}x} du corolaire 27.142.
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m ď }f} (27.580a)
ðñ Nm ď }fpxq} @x P X (27.580b)
ðñ Nm ď |ψpfqx|,@x P X (27.580c)
ðñ m ď }ψpfq} (27.580d)

Justifications :
— Pour 27.580b. Lemme 27.141 avec K “ R et le fait que Nm est une seminorme.
— Pour 27.580c. Lemme 27.141.
— Pour 27.580d. Lemme 27.141 avec K “ C.

Nous avons donc m ď }f} si et seulement si m ď }ψpfq}. Pour en déduire que }f} “ }ψpfq}, il est
peut-être de bon ton de citer le lemme 1.375.

27.12.2 Hahn-Banach

Théorème 27.144 (Hahn-Banach[598, 196]).
Soit E, un espace vectoriel réel et une application p : E Ñ R satisfaisant

(1) ppλxq “ λppxq pour tout x P E et pour tout λ ą 0,
(2) ppx` yq ď ppxq ` ppyq pour tout x, y P E.

Soit de plus G Ă E un sous-espace vectoriel muni d’une application g : G Ñ R vérifiant gpxq ď ppxq
pour tout x P G. Alors il existe f P LpE,Rq telle que fpxq “ gpxq pour tout x P G et fpxq ď ppxq
pour tout x P E.

Démonstration. Si h une application linéaire définie sur un sous-espace de E, nous notons Dh ledit
sous-espace.

(i) Un ensemble inductif Nous considérons P , l’ensemble des fonctions linéaires suivant

P “
!
h : Dh Ñ R tel que

$
’&
’%

G Ă Dh

hpxq “ gpxq @x P G
hpxq ď ppxq @x P Dh

)
(27.581)

Cet ensemble est non vide parce que g est dedans. Nous le munissons de la relation d’ordre
h1 ď h2 si et seulement si Dh1 Ă Dh2 et h2 prolonge h1. Nous montrons à présent que P est
un ensemble inductif. Soit un sous-ensemble totalement ordonné Q Ă P ; nous définissons
une fonction h de la façon suivante. D’abord Dh “ suplPQDl et ensuite

h : Dh Ñ R

x ÞÑ lpxq si x P Dl

(27.582)

Cela est bien définit parce que si x P Dl X Dl1 alors, vu que Q est totalement ordonné (i.e.
l ď l1 ou l1 ď l), on a obligatoirement Dl Ă Dl1 et l1 qui prolonge l (ou le contraire). Donc
h est un majorant de Q dans P parce que h ě l pour tout l P Q. Cela montre que P est
inductif (définition 1.21). Le lemme de Zorn 1.22 nous dit alors que P possède un élément
maximal f qui va être la réponse à notre théorème.

(ii) Le support de f La fonction f est dans P ; donc fpxq ď ppxq pour tout x P Dh et fpxq “
gpxq pour tout x P G. Pour terminer nous devons montrer que Df “ E. Supposons donc que
Df ‰ E et prenons x0 R Df . Nous allons contredire la maximalité de f en considérant la
fonction h donnée par Dh “ Df `Rx0 et

hpx` tx0q “ fpxq ` tα (27.583)
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où α est une constante que nous allons fixer plus tard.
Nous commençons par prouver que f est dans P . Nous devons prouver que

hpx` tx0q “ fpxq ` tα ď ppx` tx0q (27.584)

Pour cela nous allons commencer par fixer α pour avoir les relations suivantes :
"
fpxq ` α ď ppx` x0q (27.585a)
fpxq ´ α ď ppx´ x0q (27.585b)

pour tout x P Df . Ces relations sont équivalentes à demander α tel que
"
α ď ppx` x0q ´ fpxq (27.586a)
α ě fpxq ´ ppx´ x0q (27.586b)

Nous nous demandons donc si il existe un α qui satisfasse

sup
yPDf

`
fpyq ´ ppy ´ x0q˘ ď α ď inf

zPDf

`
ppz ` x0q ´ fpzq˘. (27.587)

Ou encore nous devons prouver que pour tout y, z P Df ,

ppz ` x0q ´ fpxq ě fpyq ´ ppy ´ x0q ě 0. (27.588)

Par les propriétés de p et de f ,

ppz ` x0q ` ppy ´ x0q ´ fpzq ´ fpyq ě ppz ` yq ´ fpz ` yq ě 0. (27.589)

La dernière inégalité est le fait que f P P . Un choix de α donnant les inéquations (27.585)
est donc possible.
À partir des inéquations (27.585) nous obtenons la relation (27.584) de la façon suivante. Si
t ą 0 nous multiplions l’équation (27.585a) par t :

tfpxq ` tα ď tppx` x0q. (27.590)

Et nous écrivons cette relation avec x{t au lieu de x en tenant compte de la linéarité de f :

fpxq ` tα ď tp
`x
t

` x0
˘ “ ppx` tx0q. (27.591)

Avec t ă 0, c’est similaire, en faisant attention au sens des inégalités.
Nous avons donc construit h : Dh Ñ R avec h P P , Df Ă Dh et hpxq “ fpxq pour tout
x P Df . Cela pour dire que h ą f , ce qui contredit la maximalité de f . Le domaine de f est
donc E tout entier.
La fonction f est donc une fonction qui remplit les conditions.

Définition 27.145.
Un espace topologique est localement convexe si tout point possède un système fondamental de
voisinages formé de convexes.

Définition 27.146 (Hyperplan qui sépare).
Soit E un espace vectoriel topologique ainsi que A, B des sous-ensembles de E. Nous disons que
l’hyperplan d’équation f “ α sépare au sens large les parties A et B si fpxq ď α pour tout
x P A et fpxq ě α pour tout x P B.

La séparation est au sens strict si il existe ϵ ą 0 tel que

fpxq ď α ´ ϵ pour tout x P A (27.592a)
fpxq ě α ` ϵ pour tout x P B. (27.592b)
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Théorème 27.147 (Hahn-Banach, première forme géométrique[196]).
Soit E un espace vectoriel topologique et A, B deux convexes non vides disjoints de E. Si A est
ouvert, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Théorème 27.148 (Hahn-Banach, seconde forme géométrique).
Soient un espace vectoriel topologique localement convexe 68 E ainsi que des parties A, B qui sont

(1) des convexes
(2) non vides
(3) disjoints
(4) A compact et B soit fermé.

Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement A et B.

Démonstration. Vu que B est fermé, A est dans l’ouvert EzB. Donc si a P A, il existe un voisinage
ouvert convexe de a inclus dans A. Soit Ua un voisinage ouvert et convexe de 0 tel que pa`UaqXB “
H.

Vu que la fonction px, yq ÞÑ x` y est continue, nous pouvons trouver un ouvert convexe Va tel
que Va `Va Ă Ua. L’ensemble a`Va est alors un voisinage ouvert de a et bien entendu

Ť
apa`Vaq

recouvre A qui est compact. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire que nous
considérons a1, . . . , an P A tels que

A Ă
nď

i“1
pai ` Vaiq. (27.593)

Nous posons alors

V “
nč

i“1
Vai . (27.594)

Cet ensemble est non vide parce et il contient un voisinage de zéro parce que c’est une intersection
finie de voisinages de zéro. Soit x P A` V . Il existe i tel que

x P ai ` Uai ` V Ă ai ` Vai ` Vai Ă ai ` Uai Ă EzB. (27.595)

Donc pA ` V q X B “ H. L’ensemble A ` V est alors un ouvert convexe disjoint de B. Par la
première forme géométrique du théorème de Hahn-Banach 27.147 nous avons un hyperplan qui
sépare A` V de B au sens large : il existe f P E1zt0u tel que fpaq ` fpvq ď fpbq pour tout a P A,
v P V et b P B.

Il suffit donc de trouver un v P V tel que fpvq ‰ 0 pour avoir la séparation au sens strict. Cela
est facile : V étant un voisinage de zéro et f étant linéaire, si elle était nulle sur V , elle serait nulle
sur E.

27.12.3 Prolongement de fonctionnelles (dimension finie)

Nous allons prouver quelques lemmes qui permettent de prolonger des fonctionnelles d’un sous-
espace vers un sous-espace contenant un nombre fini de dimensions en plus.

Lemme 27.149 ([599]).
Soient un espace vectoriel réel normé X ainsi qu’un sous-espace M . Soient ℓ P LpM,Rq de norme
finie, et x1 P XzM . On pose M1 “ SpantM,x1u. Alors il existe ℓ1 P LpM1,Rq tel que

(1) ℓ1pxq “ ℓpxq pour tout x P M ,
(2) }ℓ1}LpM1,Rq “ }ℓ}LpM,Rq

Démonstration. Si ℓ “ 0, alors c’est facile : on prend ℓ1 “ 0. Nous commençons par supposer que
}ℓ} “ 1 ; nous ferons le cas général ensuite.

68. Définition 27.145.
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(i) Deux fonctions Nous considérons les fonctions

f` : M Ñ R

z ÞÑ }x1 ` z} ´ ℓpzq (27.596)

et
f´ : M Ñ R

z ÞÑ ´}x1 ` z} ´ ℓpzq. (27.597)

Pour tout z1, z2 P M nous avons

f`pz1q ´ f´pz2q “ }x1 ` z1} ´ ℓpz1q ` }x1 ` z2} ´ ℓpz2q (27.598a)
“ }x1 ` z1} ` }x1 ` z2} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.598b)
ě }px1 ` z1q ´ px1 ` z2q} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.598c)
“ }z1 ´ z2} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.598d)
ě 0 (27.598e)

parce que }ℓ} “ 1. Nous en déduisons que f`pz1q ě f´pz2q.
(ii) Un entre les deux En posant

c´ “ sup
zPM

` ´ }x1 ` z} ´ ℓpzq˘ (27.599a)

c` “ inf
zPM

`}x1 ` z} ´ ℓpzq˘, (27.599b)

nous avons c´ ď c`. Nous choisissons c1 P rc´, c`s.
(iii) La définition Si x P M1 “ SpanM,x1, alors il existe y P M et λ P R tels que

x “ λx1 ` y. (27.600)

Nous posons alors
ℓ1pxq “ λc1 ` ℓpyq. (27.601)

Voilà qui définit notre ℓ1. Nous devons prouver qu’elle satisfait }ℓ1} “ 1 et ℓ1pxq “ ℓpxq pour
tout x P M . La seconde condition est facile : si x P M , alors λ “ 0 dans (27.601) et nous
avons bien ℓ1pxq “ ℓpxq.
Pour la condition sur la norme, nous allons devoir un peu travailler.

(iv) |ℓ1pxq| ď }x} pour tout x P M1 Soit x P M1. Nous avons x “ λx1 `y avec λ P R et y P M .
i

(i) Si λ “ 0 Alors x P M et |ℓ1pxq| “ |ℓpxq| ď }x} parce que }ℓ} “ 1.
(ii) Si λ ‰ 0 Soient z1, z2 P M . Par définition de c1, c` et c´ nous avons les inégalités

´}x1 ` z1} ´ ℓpz1q ď c´ ď c1 ď c` ď }x1 ` z2} ´ ℓpz2q. (27.602)

Nous écrivons ces inégalités pour z1 “ z2 “ y{λ :

´}x1 ` y

λ
} ´ ℓpy{λq ď c1 ď }x1 ` y

λ
} ´ ℓpy{λq. (27.603)

(iii) Si λ ą 0 Nous multiplions (27.603) par λ et nous profitons de la linéarité de ℓ :

´}λx1 ` y} ´ ℓpyq ď λc1 ď }λx1 ` y} ` ℓpyq, (27.604)

donc
´}λx1 ` y} ď λc1 ` ℓpyqloooomoooon

“ℓ1pλx1`yq
ď }λx1 ` y} (27.605)

Nous en déduisons que
|ℓpλx1 ` yq| ď }λx1 ` y}, (27.606)

ce qu’il fallait.



27.12. THÉORÈMES DE HAHN-BANACH 2023

(iv) Si λ ă 0 Le calcul est le même, mais il faut faire attention à bien reverser les inégalités au
bon moment, et en manipulant bien les valeur absolues. Nous avons par exemple

λ}x1 ` y

λ
} “ ´››|λ|x1 ` |λ|y

λ

›› “ ´} ´ λx1 ´ y} “ ´}λx1 ` y}. (27.607)

En multipliant encore (27.603) par λ, nous trouvons

´λ}x1 ` y

λ
} ´ ℓpyq ě λc1 ě λ}x1 ` y

λ
} ´ ℓpyq. (27.608)

qui devient
}λx1 ` y} ě λc1 ` ℓpyq ě ´}λx1 ` y}, (27.609)

qui revient au même que (27.605).

(v) Première conclusion Nous avons prouvé que |ℓ1pxq| ď }x} pour tout x dans M1. Cela
signifie que }ℓ1}M 1

1
ď 1. Pour prouver que }ℓ1} “ 1 nous prouvons l’inégalité inverse :

}ℓ1}M 1
1

“ sup
xPM1

|ℓ1pxq|
}x} ě sup

xPM
|ℓ1pxq|

}x} “ sup
xPM

|ℓpxq|
}x} “ }ℓ}M “ 1. (27.610)

Nous en déduisons que }ℓ1} “ 1 et cela termine la preuve dans le cas où }ℓ} “ 1.
Maintenant, si }ℓ} “ a ‰ 1, nous considérons la forme linéaire f “ ℓ{a qui satisfait }f} “ 1. Par la
partie déjà prouvée, nous définissons une extension f1 : M1 Ñ R telle que }f1} “ 1.

Il suffit alors de poser ℓ1 “ af1, et nous avons le résultat.

Ce lemme est également valable pour les complexes.

Lemme 27.150 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé X sur C. Soit ℓ P LCpX,Cq de norme finie. Soient un sous-espace
M de X ainsi qu’un élément a P XzM . Il existe ℓ1 P LC

`
SpanCpM,aq˘ tel que

(1) ℓ1pxq “ ℓpxq pour tout x P M ,
(2) }ℓ1} “ }ℓ}.

Démonstration. Nous considérons l’application ψ du lemme 27.140. La proposition 27.143 nous
indique qu’on posant f “ ψ´1pℓq, nous avons

f P LRpM,Rq (27.611)

vérifiant }ℓ} “ }f}.
L’espace X peut être vu comme vectoriel sur R. Le lemme 27.149 permet de prolonger f à

f1 P LR
`

SpanRpM,aq,R˘ (27.612)

vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1}.
Vu que M est déjà un espace vectoriel sur C, l’espace SpanCpM,aq qui nous intéresse est donné

par
SpanCpM,aq “ SpanRpM,a, iaq. (27.613)

Nous pouvons donc utiliser une deuxième fois le lemme 27.149 avec le vecteur ia, et définir une
extension

f2 P LR
`

SpanRpM,a, iaq,R˘ “ LR
`

SpanCpM,aq,R˘ (27.614)
vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1} “ }f2}.

En utilisant à nouveau la proposition 27.143, nous avons encore une extension

ψpf2q P LC
`

SpanCpM,aq,C˘ (27.615)

vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1} “ }f2} “ }ψpf2q}.
Et voilà ! La fonctionnelle ψpf2q est celle que nous voulions.
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27.12.4 Prolongement de fonctionnelles (dimension infinie)

Les lemmes 27.149 et 27.150 permettent de prolonger une forme linéaire une dimension réelle
ou complexe à la fois. Rien ne nous permet de prolonger d’une infinité de dimensions d’un seul
coup. Le théorème de Hahn-Banach va nous permettre de faire une infinité de dimension d’un coup
à l’aide du lemme de Zorn.

Théorème 27.151 (Hahn-Banach[599]).
Soit X, un espace vectoriel normé sur K (“ R ou C). Soient un sous-espace M , et une fonction-
nelle linéaire ℓ P LKpM,Kq de norme finie. Il existe f P LKpX,Kq telle que

(1) fpxq “ ℓpxq pour tout x P M ,
(2) }f}LpX,Kq “ }ℓ}LpM,Kq.

Démonstration. Nous considérons l’ensemble E des paires pN, fq telles que

(1) N est un sous-espace de X contenant M ,
(2) f P LpN,Kq
(3) }f} “ }ℓ}
(4) fpxq “ ℓpxq pour tout x P M .

Cet ensemble n’est pas vide parce que pM, ℓq P E . Nous mettons un ordre partiel sur E en posant
pN, fq ď pN 1, f 1q si et seulement si N Ă N 1 et f 1|N “ f .

(i) E est inductif Nous commençons par prouver que pE ,ďq est un ensemble inductif 69. Soit
une partie F totalement ordonnée dans E .

(i) L’espace vectoriel Nous commençons par poser

Y “
ď

pN,fqPF
N. (27.616)

Et nous prouvons que c’est un espace vectoriel. Soient x, y P Y . Supposons x P N1 et
y P N2. Vu que F est totalement ordonné, nous avons N1 Ă N2 (ou le contraire). Donc
x` y P N2 Ă Y . De même pour λx avec λ P K et x P Y .

(ii) La fonctionnelle Nous devons trouver une fonctionnelle g sur Y . Soit y P Y . Commençons
par prouver que l’ensemble

tfpyq tel que pN, fq P F , y P Nu (27.617)

est un singleton. Soient pN1, f1q, pN2, f2q P F avec y P N1 X N2. Nous supposons que
pN1, f1q ď pN2, f2q (sinon c’est le contraire). Alors f2pyq “ f2|N1pyq “ f1pyq. Nous
pouvons donc définir

g : Y Ñ K

y ÞÑ fpyq (27.618)

où pN, fq P F est tel que y P N .
(iii) g est linéaire Soient x, y P Y . Nous supposons que x P N1 et y P N2 avec N1 Ă N2. Donc

x, y, x ` y P N2 et nous avons gpxq “ f2pxq, gpyq “ f2pyq et gpx ` yq “ f2px ` yq. La
linéarité de f2 fait alors le boulot. Même raisonnement pour gpλxq “ λgpxq.

(iv) g se restreint à ℓ Soit x P M . Nous avons gpxq “ fpxq pour un couple pN, fq P F
vérifiant x P N . Vu que f prolonge ℓ nous avons gpxq “ fpxq “ ℓpxq.

69. Définition 1.21.
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(v) Norme de g Nous devons voir que }g}LpY,Kq “ }ℓ}LpM,Kq. L’inégalité dans un sens est
facile pour qui comprend la norme opérateur 70. Étant donné que M Ă Y nous avons

}g}LpY,Kq “ sup
yPY

|gpyq|
}y} ě sup

yPM
|gpyq|

}y} “ sup
yPM

|ℓpyq|
}y} “ }ℓ}LpM,Kq. (27.619)

L’inégalité dans l’autre sens n’est pas trop compliquée non plus. Prenons x P Y vérifiant
}x} “ 1. Nous considérons pN, fq P E tel que x P N . Alors

|gpxq| “ |fpxq| ď }f} “ }ℓ}. (27.620)

Donc }g} ď }ℓ}.
(vi) Conclusion pour le moment Nous avons prouvé que pY, gq est un majorant de F . Donc

pE ,ďq est un ensemble inductif.

(ii) Lemme de Zorn Vu que pE ,ďq est un ensemble inductif non vide, il possède un élément
maximal par lemme de Zorn 1.22. Nous nommons pY, fq un tel élément maximal.

(iii) Fin de la preuve Nous devons prouver que Y “ X, de telle sorte que f P LpY,Kq soit
définie sur X. Supposons que Y ‰ X. Dans ce cas nous considérons x1 P XzY . Suivant que
K est R ou C, nous utilisons le lemme 27.149 ou 27.150 pour construire la paire

`
SpanKpY, x1q, f1

˘
(27.621)

qui majore pY, fq. Contradiction avec la maximalité de pY, fq. Donc Y “ X.

Proposition 27.152 ([1]).
Soit un espace de Banach E sur K(“ R ou C). Soit a P E. Nous avons

}a} “ max
φPE1

}φ}“1

|φpaq|. (27.622)

Démonstration. Soit φ P E1 tel que }φ} “ 1. Si |φpaq| ą }a} alors

}φ} “ sup
xPE

|φpxq|
}x} ě |φpaq|

}a} ą 1 (27.623)

Nous en déduisons que pour tout φ P BE1p0, 1q, |φpaq| ď }a}.
Maintenant nous construisons que application linéaire φ P E1 telle que |φpaq| “ }a} et }φ} “ 1.

Pour cela nous considérons le sous-espace M “ Spantau et l’application

f : M Ñ K

λa ÞÑ λ}a}. (27.624)

Cette application vérifie fpaq “ }a} et }f} “ 1 parce que

}f} “ sup
xPM

|fpxq|
}x} “ sup

λPK
|fpλaq|

}λa} “ |λ|}a}
|λ|}a} “ 1. (27.625)

Le théorème de Hahn-Banach 27.151 prolonge f en un élément φ P E1 vérifiant }φ} “ }f} “ 1.
Cette fonctionnelle vérifie donc aussi φpaq “ fpaq “ }a}.

Corolaire 27.153 ([1]).
Voici trois façons différentes de dire la même chose, par ordre décroissant de frime.

(1) Le dual d’un espace vectoriel normé sépare les points.

70. Si ce n’est pas votre cas, vous ne devriez franchement pas être en train de lire ces lignes. Ce n’est que mon
avis ; après tout, vous faites comme vous le sentez.
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(2) Les fonctionnelles bornées d’un espace vectoriel normé séparent les points.
(3) Si X est un espace vectoriel normé sur K (“ R ou C), et si x, y P X, alors il existe une

application f P LpX,Kq telle que fpxq ‰ fpyq.
Démonstration. Le théorème de la base incomplète 4.23 nous permet de considérer une base teiuiPI
de X telle que e0 “ x et e1 “ y.

Évacuons quelque objections.
— Si x et y sont colinéaires, on complète seulement txu et ça ne changera rien pour la suite 71.
— En écrivant « e0 » et « e1 » ne prétends pas que I soit un ensemble de nombres. C’est juste

une facilité d’écriture pour éviter de dire « il existe α, β P I tels que x “ eα et y “ eβ ».
Nous considérons l’application linéaire

ℓ : SpanKpe0, e1q Ñ K

αe1 ` βe2 ÞÑ α.
(27.626)

Cette application est parfaitement bornée. Le théorème de Hahn-Banach 27.151 nous permet de
considérer une extension f sur X. Cette extension a la même norme et est donc bornée (donc
continue par la proposition 11.61). C’est donc un élément du dual de X.

Comme f “ ℓ sur Spanpe0, e1q, nous avons fpxq ‰ fpyq.

27.13 Théorème de Tietze
Définition 27.154.
Si E et F sont des espaces normés, une application f : E Ñ F est presque surjective si il existe
α P s0, 1r et C ą 0 tels que pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, Cq tel que }y ´ fpxq} ď α.

Lemme 27.155 ([89]).
Soient E et F des espaces de Banach et f P LpE,F q 72. Si f est presque surjective, alors

(1) f est surjective
(2) pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, C

1´αq tel que y “ fpxq.
Le point (2) est une précision du point (1) : il dit quelle est la taille de la boule de E nécessaire

à obtenir la boule unité dans F .

Démonstration. Soit y P BF p0, 1q. Nous allons construire x P B
`
0, C

1´α
˘

qui donne fpxq “ y. Ce
x sera la limite d’une série que nous allons construire par récurrence. Pour n “ 1 nous utilisons
la presque surjectivité pour considérer x1 P BEp0, Cq tel que }y ´ fpx1q} ď α. Ensuite nous
considérons la récurrence

xn P BEp0, Cq (27.627)

tel que
››y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn (27.628)

Pour montrer que cela existe nous supposons que la série est déjà construire jusqu’à n ą 1 :

1
αn

´
y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

¯
P BF p0, 1q (27.629)

À partir de là, par presque surjectivité il existe un xn`1 P BEp0, Cq tel que

››y ´ řn
i“1 α

i´1fpxiq
αn

´ fpxn`1q›› ď α. (27.630)

71. Soyez quand même attentifs à ne pas vous laisser enfumer.
72. L’ensemble des applications linéaires continues
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En multipliant par αn, le terme αnfpxn`1q s’intègre bien dans la somme :

››y “
n`1ÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn`1. (27.631)

Nous nous intéressons à une éventuelle limite à la somme des αn´1xn. D’abord nous avons la
majoration }αn´1xn} ď αn´1C, et vu que par la définition de la presque surjectivité 0 ă α ă 1, la
série 8ÿ

n“1
αn´1xn (27.632)

converge absolument 73 parce que la suite des normes est une suite géométrique de raison α. Vu
que E est de Banach, la convergence absolue implique la convergence simple (la suite des sommes
partielles est de Cauchy et Banach est complet). Nous posons

x “
8ÿ

n“1
αn´1xn P E, (27.633)

et en termes de normes, ça vérifie

}x} ď
8ÿ

n“1
αn´1}xn} ď C

8ÿ

n“1
αn´1 “ C

1 ´ α
. (27.634)

Donc c’est bon pour avoir x P B`0, C
1´α

˘
. Nous devons encore vérifier que y “ fpxq. Pour cela nous

remarquons que

}y ´ f
´ Nÿ

n“1
αn´1xn

¯
} ď αN . (27.635)

Nous pouvons prendre la limite N Ñ 8 et permuter f avec la limite (par continuité de f). Vu que
0 ă α ă 1 nous avons

}y ´ fpxq} “ 0. (27.636)

Théorème 27.156 (Tietze[89, 410]).
Soit un espace métrique pX, dq et un fermé Y Ă X. Soit g0 P C0pY,Rq. Alors g0 admet un
prolongement continu sur X.

Démonstration. Soit l’opération de restriction
T : pC0

b pX,Rq, }.}8q Ñ pC0
b pY,Rq, }.}8q

f ÞÑ f |Y .
(27.637)

L’application T est évidemment linéaire. Elle est de plus borné pour la norme opérateur usuelle
donnée par la proposition 11.50 parce que }T pfq} ď }f} ă 8. L’application T est alors continue
par la proposition 11.61.

(i) Presque surjection Soit g P C0
b pY,Rq avec }g}8 ď 1. Nous posons

Y ` “ tx P Y tel que 1
3 ď gpxq ď 1u (27.638a)

Y ´ “ tx P Y tel que ´ 1 ď gpxq ď ´1
3u. (27.638b)

Nous considérons alors
f : X Ñ R

x ÞÑ 1
3
dpx, Y ´q ´ dpx, Y `q
dpx, Y ´q ` dpx, Y `q

(27.639)

Vu qu’en valeur absolue le dénominateur est plus grand que le numérateur nous avons }f}8 ď
1
3 . Notons que

73. Définition 11.80.
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— Si x P Y ` alors fpxq “ 1
3 et gpxq P r1

3 , 1s ;
— Si x P Y ´ alors fpxq “ ´1

3 et gpxq P r´1,´1
3 s ;

— Si x n’est ni dans Y ` ni dans Y ´ alors nous avons 74 gpxq P r´1
3 ,

1
3 s et donc

ˇ̌
fpxq ´

gpxqˇ̌ ď ˇ̌
fpxqˇ̌ ` ˇ̌

gpxqˇ̌ ď 2
3 .

Dans les deux cas nous avons
ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌ P r0, 2

3 s pour tout x P X. Cela prouve que

}T pfq ´ g}Y,8 ď 2
3 . (27.640)

En résumé nous avons pris g dans la boule Bp0, 1q de
`
C0
b pY,Rq, }.}8

˘
et nous avons construit

une fonction f dans la boule Bp0, 1
3q de

`
C0
b pX,Rq, }.}8

˘
telle que }T pfq ´ g}8 ď 2

3 . L’ap-
plication T est donc une presque surjection avec α “ 1

3 et C “ 2
3 .

(ii) Prolongement dans les boules unité fermées La proposition 12.363 nous assure que
les espaces C0

b pX,Rq et C0
b pY,Rq sont de Banach (complets), et le lemme 27.155 nous dit

alors que T est surjective et que pour tout g P Bp0, 1q, il existe

f P B
˜

0, 1{3
1 ´ 2

3

¸
“ Bp0, 1q. (27.641)

telle que g “ T pfq.
(iii) Prolongement pour les boules ouvertes Jusqu’à présent nous avons montré qu’une fonc-

tion g P Bp0, 1q admet une prolongement continu dans Bp0, 1q. Nous allons montrer que si g
est dans la boule ouverte Bp0, 1q de

`
C0
b pY,Rq, }.}8

˘
alors g admet un prolongement dans la

boule ouverte Bp0, 1q de
`
C0
b pX,Rq, }.}8

˘
.

Soit g P BC0
b

pY qp0, 1q et son prolongement h P BC0
b

pXqp0, 1q. Si }h}8 ă 1 alors le résultat est
vrai. Sinon nous considérons l’ensemble

Z “ tx P X tel que |hpxq| “ 1u. (27.642)

Nous avons Y XZ “ H parce que nous avons h “ g sur Y et nous avons choisi }g}8 ă 8. Par
ailleurs Y est fermé par hypothèse et Z est fermé parce que h est continue ; par conséquent
Y X Z est fermé, donc 75

Ȳ X Z̄ “ Y X Z “ H. (27.643)

Nous posons
u : X Ñ R`

x ÞÑ dpx, Zq
dpx, Y q ` dpx, Zq

(27.644)

Le dénominateur n’est pas nul parce qu’il faudrait dpx, Y q “ dpx, Zq “ 0, ce qui demanderait
x P Ȳ X Z̄, ce qui n’est pas possible. Nous posons f “ uh. Si x P Y alors upxq “ 1, donc
f est encore un prolongement de g. De plus f est encore continue, et donc encore un bon
candidat. Enfin si x est hors de Y alors dpx, Y q ą 0 (strictement parce que Y est fermé) et
donc 0 ă upxq ă 1, ce qui donne |fpxq| ă |hpxq| ď 1. Donc }f}8 ă 1.
Nous avons donc trouvé qu’une fonction dans la boule ouverte BC0

b
pY qp0, 1q se prolonge en

une fonction dans la boule ouverte BC0
b

pXqp0, 1q.
(iv) Le cas non borné Soit enfin g0 P C0pY,Rq. Nous allons nous ramener au cas de la boule

unité ouverte en utilisant un homéomorphisme ϕ : R Ñ s´1, 1r. L’application g “ ϕ ˝ g0 est
dans la boule unité ouvert de C0pY,Rq et donc admet un prolongement f dans la boule unité
ouverte de C0pXq. L’application f0 “ ϕ´1 ˝ f est un prolongement continu de g0.

74. Nous rappelons que }g} “ 1, donc gpxq est forcément ente ´1 et 1.
75. Si vous avez l’intention de dire que Y X Z “ Ȳ X Z̄ “ Y XZ “ H, allez d’abord voir l’exemple 7.113. Ici c’est

correct parce que Y et Z sont fermés.
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Un homéomorphisme ϕ : R Ñ s´1, 1r est donné par exemple par la fonction ϕptq “ 2
π arctanptq

dont le graphique est donné ci-dessous :

27.14 Dualité, réflexivité et théorème de représentation de Riesz

Dans la suite E1 est le dual topologique, c’est-à-dire l’espace des formes linéaires et continues
sur E. Nous notons également V 2 le dual de pV 1, }.}q. Certes en tant qu’ensembles, pV 1, ˚q et
pV 1, }.}q sont identiques, mais comme ils n’ont pas la même topologie, les duaux ne sont pas les
mêmes.

Bref, V 2 est l’ensemble des applications linéaires continues pV 1, }.}q Ñ C. Et lorsque nous
disons C ici, ça peut aussi bien être R selon le contexte.

De plus nous considérons que V 2 la norme opérateur qui dérive de la norme de V 1, laquelle
dérive de la norme vectorielle sur V .

Proposition-Définition 27.157 (Espace réflexif).
Soit un espace vectoriel normé V sur R ou C. Nous considérons l’application

J : V Ñ V 2

Jpxqφ “ φpxq. (27.645)

(1) L’application J est bien définie : Jpxq : V 1 Ñ C est continue.
(2) L’application J est continue.
(3) Elle est injective.

Lorsque J est bijective, l’espace V est dit réflexif.

Démonstration. Point par point.
(i) (1) Nous commençons par montrer que Jpxq : pV 1, }.}q Ñ C est continue pour chaque x P V .

Soit une suite φk
}.}ÝÑ 0. Nous avons :

Jpxqφk “ φkpxq ď }φk}}x} Ñ 0 (27.646)

où vous aurez noté l’utilisation du lemme 11.58. Cela prouve que Jpxq est continue et donc
que J est bien à valeurs dans V 2.

(ii) (2) Soit une suite xk
VÝÑ 0, et étudions }Jpxkq} pour la norme dans V 2. Nous posons

x1
k “ xk{}xk} et nous calculons (encore une fois, nous écrivons « C », mais ça pourrait être
R)

}Jpxkq} “ sup
}φ}“1

|Jpxkqφ|C “ sup
}φ}“1

|φpxkq| “ }xk} sup
}φ}“1

|φpx1
kq| ď }xk} Ñ 0. (27.647)

La dernière inégalité pourrait être sans doute une égalité 76, mais nous n’en avons pas besoin
ici.

76. Écrivez-moi si vous en êtes certain.
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(iii) (3) Soient x ‰ y dans V . Le corolaire 27.153 nous permet de considérer un élément φ P V 1
tel que φpxq ‰ φpyq. Nous avons alors

Jpxqφ ‰ Jpyqφ, (27.648)

et donc Jpxq ‰ Jpyq. Cela prouve que J est injective.

Lemme 27.158 ([1]).
Soient des espaces de Banach V et W . Si α : V Ñ W est une bijection linéaire et isométrique,
alors l’application définie par

β : V 1 Ñ W 1

βpφqy “ φ
`
α´1pyq˘ (27.649)

pour tout φ P V 1 et y P W est une bijection linéaire isométrique.

Démonstration. En plusieurs points.
(i) α´1 est continue Le théorème d’isomorphisme de Banach 27.1 implique que α´1 est conti-

nue parce que α est bijective, continue et linéaire entre deux espaces de Banach.
(ii) β prend ses valeurs dans W 1 Nous devons prouver que, si φ P V 1, alors βpφq est bien

un élément de W 1. Autrement dit, nous devons prouver que βpφq : W Ñ C est continue.
Considérons une suite yk WÝÑ 0. Alors, vu que α est continue, nous avons aussi α´1pykq VÝÑ 0,
et donc

φ
`
α´1pykq˘ CÝÑ 0 (27.650)

parce que φ est continue. Donc βpφq est continue.
(iii) β est linéaire Parce que α l’est.
(iv) β est isométrique Nous devons prouver que la norme de l’application linéaire βpφq : W Ñ

C est la même que celle de φ. Vu que α : V Ñ W est une bijection isométrique, nous avons

tα´1pyq tel que }y} “ 1, y P W u “ tx P V tel que }x} “ 1u. (27.651)

Donc nous pouvons faire le calcul suivant :

}βpφq} “ sup
yPW

}y}“1

}βpφqy} “ sup
yPW

}y}“1

|φ`α´1pyq˘| “ sup
xPV}x}“1

|φpxq| “ }φ}. (27.652)

La proposition suivante dit que la notion d’être réflexif passe aux isomorphismes d’espaces
vectoriels normés.

Proposition 27.159 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une bijection linéaire isométrique α : V Ñ W .
L’espace W est réflexif 77 si et seulement si V l’est.

Démonstration. Nous allons prouver que si W est réflexif, alors V est réflexif. Pour l’implication
inverse, il suffira de noter que α´1 : W Ñ V est une bijection linéaire isométrique.

En plusieurs points.
(i) Quelque applications Nous notons JV l’application de la proposition 27.157 :

JV : V Ñ V 2

JV pvqφ “ φpvq, (27.653)

77. Définition 27.157.
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et JW l’application correspondante pour W . Notre hypothèse est que JW est bijective.
Nous posons

β : V 1 Ñ W 1

βpφqw “ φ
`
α´1pwq˘, (27.654)

et
γ : V 2 Ñ W 2

γpσqφ “ σ
`
β´1pφq˘. (27.655)

L’application β est une bijection linéaire isométrique par le lemme 27.158 ; l’application γ
l’est aussi, par le même lemme appliqué à β : V 1 Ñ W 1.

(ii) Le S Nous posons
S : V Ñ V 2

Spvqφ “ JW
`
αpvq˘βpφq. (27.656)

Nous allons montrer que S “ JV et que S est bijectif.
(iii) S “ JV Cela est un calcul :

JW
`
αpvq˘βpφq “ βpφq`αpvq˘ (27.657a)

“ φ
´
α´1`αpvq˘

¯
(27.657b)

“ φpvq (27.657c)
“ JV pvqφ. (27.657d)

(iv) S est injective L’application JV est toujours injective par la proposition 27.157.
(v) S est surjective Soi σ P V 2. Nous devons prouver l’existence de v P V tel que Spvq “ σ.

Vu que JW : W Ñ W 2 est surjective et que γpσq P W 2, il existe w P W tel que

Jwpwq “ γpσq. (27.658)

Un simple calcul montre alors que S
`
α´1pwq˘ “ σ :

S
`
α´1pwq˘φ “ JW pwqβpφq (27.659a)

“ γpσq`βpφq˘ (27.659b)

“ σ
´
β´1`βpφq˘

¯
(27.659c)

“ σpφq. (27.659d)

Nous avons donc bien que Spvq “ σ en posant v “ α´1pwq.
(vi) Conclusion L’application S “ JV est surjective ; l’espace V est donc réflexif par la propo-

sition 27.157.

Voici déjà un bel énoncé. Pour des espaces mesurés pΩ,A, µq plus généraux, voir l’arme totale
en le théorème 27.162.

Proposition 27.160 ([312], thème 19).
Soit 1 ă p ă 2 et q tel que 1

p ` 1
q “ 1. L’application

Φ: Lq
`r0, 1s˘ Ñ Lp

`r0, 1s˘1

Φgpfq “
ż

r0,1s
fḡ.

(27.660)

est une isométrie linéaire surjective.
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Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter L2 pour L2`r0, 1s˘, et pareille-
ment pour Lp.

(i) Φg est un élément de pLpq1 Si f P Lp et g P Lq nous devons prouver que Φqpfq est bien
définie. Pour cela nous utilisons l’inégalité de Hölder 78 qui dit que fg P L1 ; par conséquent
la fonction fḡ est également dans L1 et nous avons

|Φgpfq| ď
ż

r0,1s
|fḡ| “ }fg}1 ď }f}p}g}q. (27.661)

En ce qui concerne la norme de l’application Φg nous avons tout de suite

}Φg} “ sup
}f}p“1

ˇ̌
Φgpfqˇ̌ ď }g}q. (27.662)

Cela signifie que l’application Φg est bornée et donc continue par la proposition 11.61. Nous
avons donc bien Φg P pLpq1.

(ii) Isométrie Afin de prouver que }Φg} “ }g}q nous allons trouver une fonction f P Lp telle
que |Φgpfq|

}f}p
“ }g}q. De cette façon nous aurons prouvé que |Φg| ě }g}q, ce qui conclurait que

|Φg| “ }g}q.
Nous posons f “ g|g|q´2, de telle sorte que |f | “ |g|q´1 et

}f}p “
ˆż

|g|ppq´1q
˙1{p

“
ˆż

|g|q
˙1{p

“ }g}q{p
q (27.663)

où nous avons utilisé le fait que ppq ´ 1q “ q. La fonction f est donc bien dans Lp. D’autre
part,

Φgpfq “
ż
fḡ “

ż
g|g|q´2ḡ “

ż
|g|q “ }g}qq. (27.664)

Donc
|Φgpfq|

}f}p “ }g}q´ q
p

q “ }g}q (27.665)

où nous avons encore utilisé le fait que q ´ q
p “ qpp´1q

p “ 1.
(iii) Surjectif Soit ℓ P pLpq1 ; c’est une application ℓ : Lp Ñ C dont nous pouvons prendre la

restriction à L2 parce que la proposition 27.41 nous indique que L2 Ă Lp. Nous nommons
ϕ : L2 Ñ C cette restriction.

(i) ϕ P pL2q1 Nous devons montrer que ϕ est continue pour la norme sur L2. Pour cela nous
montrons que sa norme opérateur (subordonnée à la norme de L2 et non de Lp) est
finie :

sup
fPL2

|ϕpfq|
}f}2

ď sup
fPL2

|ℓpfq|
}f}p ă 8. (27.666)

Nous avons utilisé l’inégalité de norme }f}p ď }f}2 de la proposition 27.41(2).
(ii) Utilisation du dual de L2 Étant donné que L2 est un espace de Hilbert (lemme 27.77)

et que ϕ P pL2q1, le théorème 25.18 nous donne un élément g P L2 tel que ϕpfq “ Φgpfq
pour tout f P L2.
Nous devons prouver que g P Lq et que pour tout f P Lp nous avons ℓpfq “ Φgpfq.

(iii) g P Lq Nous posons fn “ g|g|q´21|g|ăn. Nous avons d’une part

Φgpfnq “
ż 1

0
fnḡ “

ż

|g|ăn
|g|q. (27.667)

78. Proposition 27.33.
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Et d’autre part comme fn P L2 nous avons aussi ϕpfnq “ Φgpfnq et donc

0 ď Φpfnq “ ϕpfnq ď }ℓ}}fn}p (27.668a)

“ }ℓ}
˜ż

|g|ăn
|g|pq´1qp

¸1{p
(27.668b)

“ }ℓ}
˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
. (27.668c)

où nous avons à nouveau tenu compte du fait que ppq ´ 1q “ q. En combinant avec
(27.667) nous trouvons

ż

|g|ăn
|g|q ď }ℓ}

˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
, (27.669)

et donc ˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1´ 1
p

ď }ℓ}, (27.670)

c’est-à-dire ´ ż

|g|ăn
|g|q

¯1{q ď }ℓ}. (27.671)

Si ce n’était pas encore fait nous nous fixons un représentant de la classe g (qui est dans
L2), et nous nommons également g ce représentant. Nous posons alors

gn “ |g|q1|g|ăn (27.672)

qui est une suite croissante de fonctions convergeant ponctuellement vers |g|q. Le théo-
rème de Beppo-Levi 14.166 nous permet alors d’écrire

lim
nÑ8

ż

|q|ăn
|g|q “

ż 1

0
|g|q. (27.673)

Mais comme pour chaque n nous avons
ş

|g|ăn |q|q ď }ℓ}q, nous conservons l’inégalité à
la limite et ż 1

0
|g|q ď }ℓ}q. (27.674)

Cela prouve que g P Lp.
(iv) ℓpfq “ Φgpfq Soit f P Lp. En vertu de la densité de L2 dans Lp prouvée dans le coro-

laire 27.51 nous pouvons considérer une suite pfnq dans L2 telle que fn LpÝÑ f . Pour tout
n nous avons

ℓpfnq “ Φgpfnq. (27.675)

Mais ℓ et Φg étant continues sur Lp nous pouvons prendre la limite et obtenir

ℓpfq “ Φgpfq. (27.676)

Lemme 27.161 ([9]).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini. Soit g P L1pΩq et S fermé dans C. Si pour tout E P A nous
avons

1
µpEq

ż

E
gdµ P S, (27.677)

alors gpxq P S pour presque tout x P Ω.
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Démonstration. Soit D “ Bpa, rq un disque fermé dans le complémentaire de S (ce dernier étant
fermé, le complémentaire est ouvert). Posons E “ g´1pDq. Prouvons que µpEq “ 0 parce que cela
prouverait que gpxq P D pour seulement un ensemble de mesure nulle. Mais Sc pouvant être écrit
comme une union dénombrable de disques fermés 79, nous aurions gpxq P Sc presque nulle part.

Vu que 1
µpEq

ş
E a “ a nous avons

ˇ̌ 1
µpEqgdµ´ a

ˇ̌ “ ˇ̌ 1
µpEq

ż

E
pg ´ aqˇ̌ ď 1

µpEq
ż

E
|g ´ a| ď 1

µpEqµpEqr “ r. (27.678a)

Donc
1

µpEq
ż

E
gdµ P D, (27.679)

ce qui est une contradiction avec le fait que D Ă Sc.

Dans toute la partie d’analyse fonctionnelle, sauf mention du contraire, nous considérons dans
Lp des fonctions à valeurs complexes, et donc les éléments du dual sont des applications linéaires
continues à valeurs dans C. La raison est que nous allons utiliser les résultats concernant Lp dans
la partie sur les transformations de Fourier, tandis que les transformations de Fourier demandent
naturellement de travailler sur les complexes.

Théorème 27.162 (Théorème de représentation de Riesz, thème 19, [9, 386, 600, 374]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit q tel que 1

p ` 1
q “ 1 avec la convention que q “ 8 si p “ 1.

Alors l’application
Φ: Lq Ñ pLpq1

Φgpfq “
ż

Ω
fḡdµ

(27.680)

est une bijection isométrique 80 dans les cas suivants :
(1) si 1 ă p ă 8 et pΩ,A, µq est un espace mesuré quelconque,
(2) si p “ 1 et pΩ,A, µq est σ-fini.

Démonstration. Par petits bouts.
(i) Φ est injective Nous commençons par prouver que Φ est injectif. Soient g, g1 P Lq tels que

Φg “ Φg1 . Alors pour tout f P Lp nous avons
ż

Ω
fpg ´ g1qdµ “ 0. (27.681)

Soient des parties Ai de mesures finies telles que Ω “ Ť8
i“1Ai. Étant donné que µpAiq est

fini, nous avons 1Ai P LppΩq et donc
ż

Ai

pg ´ g1qdµ “
ż

Ω
1Aipxqpg ´ g1qpxqdµpxq “ 0. (27.682)

La proposition 27.21 nous dit alors que g ´ g1 “ 0 dans LqpAiq. Pour chaque i, la partie
Ni “ tx P Ai tel que pg ´ g1qpxq “ 0u est de mesure nulle.
Vu que Ω est l’union de tous les Ai, la partie de Ω sur laquelle g´ g1 est non nulle est l’union
des Ni et donc de mesure nulle parce que une réunion dénombrable de parties de mesure
nulle est de mesure nulle. Donc g ´ g1 “ 0 presque partout dans Ω, ce qui signifie g ´ g1 “ 0
dans LqpΩq.

79. Tout ouvert peut être écrit comme union dénombrable d’éléments d’une base de topologie par la proposition 7.2
et C a une base dénombrable de topologie par la proposition 7.118.

80. Pour rappel, la norme sur le dual est la norme opérateur 11.50.
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(ii) La suite La partie difficile est de montrer que Φ est surjective.
Soit ϕ P LppΩq1. Si ϕ “ 0, c’est bien dans l’image de Φ ; nous supposons donc que non.
Nous allons commencer par prouver qu’il existe une (classe de) fonction g P L1pΩq telle que
Φgpfq “ ϕpfq pour tout f P L8pΩ, µq ; nous montrerons ensuite que g P Lq et que le tout est
une isométrie.

(iii) Une mesure complexe Si E P A nous notons νpEq “ ϕp1Eq. Nous prouvons maintenant
que ν est une mesure complexe 81 sur pΩ,Aq. La seule condition pas facile est la condition
de dénombrable additive. Il est déjà facile de voir que A et B sont disjoints, νpA Y Bq “
νpAq ` νpBq. Soient ensuite des ensembles An deux à deux disjoints et posons Ek “ Ť

iďk Ai
pour avoir

Ť
k Ak “ Ť

k Ek avec l’avantage que les Ek soient emboîtés. Cela donne

}1E ´ 1Ek
}p “ µpEzEkq1{p, (27.683)

mais vu que 1 ď p ă 8, avoir xk Ñ 0 implique d’avoir x1{p
k Ñ 0. Prouvons que µpEzEkq Ñ 0.

En vertu du lemme 14.18 nous avons pour chaque k :

µpEzEkq “ µpEq ´ µpEkq, (27.684)

et vu que Ek Ñ E est une suite croissante, le lemme 14.19(1), sachant que µ est une mesure
« normale », donne

lim
nÑ8µpEkq “ µ

`ď

k

Ek
˘
. (27.685)

Donc effectivement µpEkq Ñ µpEq et donc oui : µpEzEkq Ñ 0. Jusqu’à présent nous avons

lim
kÑ8 }1E ´ 1Ek

}p “ 0, (27.686)

c’est-à-dire 1Ek

LpÝÑ 1E . La continuité de ϕ sur Lp donne alors

lim
kÑ8 νpEkq “ lim

kÑ8ϕp1Ek
q “ ϕp lim

kÑ81Ek
q “ ϕp1Eq “ νpEq. (27.687)

Par additivité finie de ν nous avons

νpEkq “
ÿ

iďk
νpAiq (27.688)

et en passant à la limite,
ř8
i“1 νpAiq “ νpŤiAiq. L’application ν est donc une mesure com-

plexe.
(iv) Mesure absolument continue En prime, si µpEq “ 0 alors νpEq “ 0 parce que

µpEq “ 0 ñ }1E}p “ 0 ñ 1E “ 0 (dans Lp) ñ ϕp1Eq “ 0 (27.689)

(v) Utilisation de Radon-Nikodym Nous sommes donc dans un cas où ν ! µ et nous utili-
sons le théorème de Radon-Nikodym 14.209 sous la forme de la remarque 14.210 : il existe
une fonction intégrable g : Ω Ñ C 82 telle que pour tout A P A,

νpAq “
ż

A
ḡdµ. (27.690)

C’est-à-dire que
ϕp1Aq “

ż

A
ḡdµ “

ż

Ω
ḡ1Adµ. (27.691)

Nous avons donc exprimé ϕ comme une intégrale pour les fonctions caractéristiques d’en-
sembles.

81. Définition 14.208.
82. On peut écrire, pour utiliser de la notation compacte que g P L1

pΩ,Cq.
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(vi) Pour les fonctions étagées Par linéarité si f est mesurable et étagée nous avons aussi

ϕpfq “
ż
fḡdµ “ Φgpfq. (27.692)

(vii) Pour f P L8pΩq Une fonction f P L8 est une fonction presque partout bornée. Nous
supposons que f est presque partout bornée par M . Par ailleurs cette f est limite uniforme
de fonctions étagées : }fk ´ f}8 Ñ 0 en posant fk “ f1|f |ďk. Pour chaque k nous avons
l’égalité

Φgpfkq “ ϕpfkq. (27.693)
Par ailleurs la fonction fkḡ est majorée par la fonction intégrable Mḡ et le théorème de la
convergence dominée 14.190 nous donne

lim
kÑ8 Φgpfiq “ lim

kÑ8

ż
fkḡ “

ż
fḡ “ Φgpfq. (27.694)

Et la continuité de ϕ sur Lp couplée à la convergence fk LpÝÑ f donne limkÑ8 ϕpfkq “ pfq.
Bref prendre la limite dans (27.693) donne

Φgpfq “ ϕpfq (27.695)

pour tout f P L8pΩq.
(viii) La suite . . . Voici les prochaines étapes.

— Nous avons
ş
fḡ “ ϕpfq tant que f P L8. Nous allons étendre cette formule à f P Lp

par densité. Cela terminera de prouver que notre application est une bijection.
— Ensuite nous allons prouver que }ϕ} “ }Φg}, c’est-à-dire que la bijection est une isomé-

trie.
(ix) De L8 à Lp Soit f P Lp. Si nous avions une suite pfnq dans L8 telle que fn LpÝÑ f alors

limϕpfnq “ ϕpfq par continuité de ϕ. La difficulté est de trouver une telle suite de façon à
pouvoir permuter l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

Ω
fnḡ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fnḡ “

ż

Ω
fḡ “ Φgpfq. (27.696)

Nous allons donc maintenant nous atteler à la tâche de trouver fn P L8 avec fn LpÝÑ f et
telle que (27.696) soit valide.
Nous allons d’abord supposer que f P Lp est positive à valeurs réelles. Nous avons alors par
le théorème 14.110 qu’il existe une suite croissante de fonction étagées (et donc L8) telles
que fn Ñ f ponctuellement. De plus étant donné que |fn| ď |f |, la proposition 27.20 nous
dit que fn LpÝÑ f . Pour chaque n nous avons

ż

Ω
fnḡ “ ϕpfnq. (27.697)

Soit g` la partie réelle positive de ḡ. Alors nous avons la limite croissante ponctuelle fng` Ñ
fg` et le théorème de la convergence monotone 14.166 nous permet d’écrire

lim
nÑ8

ż
fng

` “
ż
fg`. (27.698)

Faisant cela pour les trois autres parties de ḡ nous avons prouvé que si f P Lp est réelle et
positive, ż

fḡ “ ϕpfq, (27.699)

c’est-à-dire que Φgpfq “ ϕpfq.
Refaisant le tout pour les trois autres parties de f nous montrons que

Φgpfq “ ϕpfq (27.700)

pour tout f P LppΩq. Nous avons donc égalité de ϕ et Φg dans pLpq1 et donc bijection entre
pLpq1 et Lq.
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(x) Isométrie : mise en place Nous devons prouver que cette bijection est isométrique. Soit
ϕ P pLpq1 et g P Lq telle que Φg “ ϕ. Il faut prouver que

}g}q “ }ϕ}pLpq1 . (27.701)

(xi) }ϕ} ď }g}q Nous savons que ϕpfq “ ş
fḡ, et nous allons écrire la définition de la norme

dans pLpq1 :

}ϕ}pLpq1 “ sup
}f}p“1

ˇ̌
ϕpfqˇ̌ (27.702a)

“ sup |
ż
fḡ| (27.702b)

ď sup
ż

|fḡ|
loomoon
“}fḡ}1

. (27.702c)

Il s’agit maintenant d’utiliser l’inégalité de Hölder 27.33 :

}ϕ} ď sup
}f}p“1

}f}p}ḡ}q “ }g}q. (27.703)

L’inégalité dans l’autre sens sera démontrée en séparant les cas p “ 1 et 1 ă p ă 8.
(xii) Si p “ 1, une formule Si E est un ensemble mesurable de mesure finie, alors

|
ż

E
gdµ| “ ˇ̌

ϕp1Eqˇ̌. (27.704)

Mais le fait que µpEq ă 8 donne que 1E P L1pΩq. Donc 1E P L8 X L1 ; nous pouvons alors
écrire ϕp1Eq “ ş

Ω 1E ḡdµ et donc

|
ż

Ω
1E ḡdµ| “ |

ż

E
gdµ| “ ˇ̌

ϕp1Eqˇ̌ ď }ϕ}pL1q1}1E}1 “ }ϕ}µpEq. (27.705)

Nous écrivons cela dans l’autre sens :

}ϕ} ě 1
µpEq |

ż

Ω
1E ḡdµ| “ | 1

µpEq
ż

E
ḡdµ|. (27.706)

Si nous prenons S “ tt P C tel que |t| ď }ϕ}u, c’est un fermé vérifiant que

1
µpEq

ż

E
ḡdµ P S. (27.707)

Voilà une petite formule qui va nous aider à utiliser le lemme 27.161. Nous ne pouvons
cependant pas l’utiliser immédiatement parce que l’appartenance (27.707) n’est vraie que
pour les parties de mesure finie.

(xiii) Si p “ 1, conclusion[1] Pour utiliser le lemme 27.161, nous utilisons l’hypothèse que Ω
est σ-fini. Soient des mesurables Ai de mesure fine tels que

Ť
iPNAi “ Ω.

Pour chaque i nous considérons la restriction gi : Ai Ñ C de g à Ai. Par le point précédent,
elle vérifie

1
µpAiq

ż

Ai

ḡidµ “ 1
µpAiq

ż

Ai

ḡdµ P S. (27.708)

En appliquant le lemme 27.161 à l’espace restreint pAi,Ai, µiq, nous concluons ḡi P S presque
partout, ce qui signifie que }gi}8 P S. Nous en concluons que

}gi}8 ď }ϕ} (27.709)

où, dans ce contexte, }gi}8 signifie supxPAi
|gipxq|.
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Nous avons alors
}g}8 “ sup

xPΩ
|gpxq| “ sup

iPN
}gi}8 ď }ϕ}. (27.710)

Une petite justification pour cela ? Prenons une suite xk telle que |gpxkq| Ñ }g}8. Vu que les
Ai recouvrent Ω, existe un naturel ipkq tel que xk P Aipkq. Nous avons alors

|gpxkq| ď }gipkq}8 ď }ϕ}. (27.711)

Cela pour conclure que g P L8.
Notons que cet argument ne tient pas avec p ą 1 parce que l’équation (27.705) terminerait sur
}ϕ}µpEq1{p. Du coup l’ensemble S à prendre serait S “ tt P C tel que |t| ď }ϕ}µpEq1{p´1u et
nous sommes en dehors des hypothèses du lemme parce qu’il n’y a pas d’ensemble indépendant
de E dans lequel l’intégrale 1

µpEq
ş
E ḡdµ prend ses valeurs.

(xiv) 1 ă p ă 8 La fonction

αpxq “
#

gpxq
|gpxq| si gpxq ‰ 0
1 si gpxq “ 0

(27.712)

a la propriété de faire αg “ |g| en même temps que |αpxq| “ 1 pour tout x. Nous définissons

En “ tx tel que |gpxq| ď nu (27.713)

et
fn “ 1En |gq´1|α. (27.714)

Ce qui est bien avec ces fonctions c’est que 83

|fn|p “ |gppq´1q|α|p “ |g|q (27.715)

sur En. Dans En nous avons |fn| “ |gq´1| ď nq´1 et dans En nous avons fn “ 0. Au final,
fn P L8. Par ce que nous avons vu plus haut, nous avons alors

ϕpfnq “ Φgpfnq. (27.716)

Par ailleurs,
fnḡ “ 1En |gq´1| g|g| ḡ, (27.717)

donc 84

ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ “ |

ż

Ω
fnḡdµ| (27.718a)

“ |ϕpfnq| (27.718b)
ď }ϕ}}fn}p (27.718c)

“ }ϕ}
ˆż

En

|fn|p
˙1{p

(27.718d)

“ }ϕ}
ˆż

En

|g|q
˙1{p

. (27.718e)

Nous avons de ce fait une inégalité de la forme A ď }ϕ}A1{p et donc aussi A1{p ď }ϕ}1{pA1{p2 ,
et donc A ď }ϕ}}ϕ}1{pA1{p2 . Continuant ainsi à injecter l’inégalité dans elle-même, pour tout
k P N nous avons :

ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ ď }ϕ}1` 1

p
`¨¨¨` 1

pk

ˆż

En

|g|qdµ
˙1{pk

. (27.719)

83. C’est ici que nous utilisons le lien entre p et q. En l’occurrence, de 1{p` 1{q “ 1 nous déduisons qpp´ 1q “ p.
84. Dans [9], cette équation arrive sans modules, ce qui me laisse entendre que ϕpfnq est réel et positif pour pouvoir

écrire que ϕpfnq ď }ϕ}}fn}p, mais je ne comprends pas pourquoi.
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Nous pouvons passer à la limite k Ñ 8. Sachant que p ą 1 nous savons A1{k Ñ 1 et

1 ` 1
p

` ¨ ¨ ¨ ` 1
pk

Ñ p

p´ 1 “ q. (27.720)

Nous avons alors ż

En

|g|qdµ ď }ϕ}q. (27.721)

L’intégrale s’écrit tout aussi bien sous la forme
ş
Ω |g|q1En . La fonction dans l’intégrale est une

suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s. Nous pouvons alors permuter
l’intégrale et la limite n Ñ 8 en utilisant la convergence monotone (théorème 14.166) qui
donne alors

ş
Ω |g|q ď }ϕ}q ou encore

}g}q ď }ϕ}. (27.722)

Ceci achève de prouver que l’application ϕ ÞÑ Φg est une isométrie, et donc le théorème.

Théorème 27.163.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Pour f, g P FunpΩ,Cq, nous écrivons

Φgpfq “
ż

Ω
fḡ (27.723)

pour toutes les combinaisons de f et g pour lesquelles l’intégrale a un sens.
(1) Si 1 ă p ă 8, alors LppΩ,A, µq est réflexif 85.
(2) Si pΩ,A, µq est σ-finie, alors

(2a) L’application Φ: L8pΩ,A, µq Ñ L1pΩ,A, µq1 est une bijection isométrique.
(2b) L’application Φ: L1pΩ,A, µq Ñ L8pΩ,A, µq1 est une injection isométrique.

Note : nous verrons dans 27.167 que l’application Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1 n’est pas surjective.

Démonstration. En plusieurs parties, en notant toujours p et q les exposants conjugués, c’est-à-dire
1
p ` 1

q “ 1.
(i) Pour (1) Nous considérons les applications

α1 : Lp Ñ pLqq1

α1pgqf “
ż

Ω
fḡ

(27.724)

et
α2 : Lq Ñ pLpq1

α2pgqf “
ż

Ω
gf̄ .

(27.725)

Ce sont des bijections linéaires par le théorème de représentation de Riesz 27.162 86. L’espace
Lp est de Banach par le théorème de Riesz-Fischer 27.44 ; le lemme 27.158 s’applique donc.
Nous considérons alors les applications correspondantes

β1 : pLpq1 Ñ pLqq2 (27.726)

et
β2 : pLqq1 Ñ pLpq2, (27.727)

85. Définition 27.157.
86. Notez que la conjugaison complexe dans α2 n’est pas à la même place que dans α1. L’application α1 est

exactement la même que le Φ de représentation de Riesz alors que α2 est un tout petit peu modifiée. La raison de
ce changement n’est pas très profonde : c’est seulement pour que les choses tombent juste à la fin.
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qui sont également des bijections linéaires. Nous allons montrer que la bijection

β2 ˝ α1 : Lp Ñ pLpq2 (27.728)

est l’application J de la définition 27.157.
Soient f P Lp et φ P pLpq1. Il existe g P Lq tel que φ “ α2pgq. Nous pouvons donc calculer
d’une part, en développant β2 par sa définition (27.649),

pβ2 ˝ α1qpfqφ “ β2
`
α1pfq˘φ “ α1pfq`α´1

2 pφq˘ “ α1pfqpgq “
ż

Ω
gf̄ , (27.729)

et d’autre part
Jpfqφ “ φpfq “ α2pgqf “

ż

Ω
gf̄ . (27.730)

(ii) Pour (2a) Il s’agit du théorème 27.162(2).
(iii) Pour (2b)[1] Il nous reste à couvrir le cas de pL8q1. Pour g P L1 nous prouvons que

Φg P pL8q1.

(i) Φgpfq est bien définie Nous prouvons d’abord que si f P L8, alors l’intégrale
ş
Ω fḡ est

bien définie. Par définition du supremum essentiel 87, il existe M ą 0 tel que |fpxq| ă M
pour tout x hors d’une partie A de mesure nulle. Nous avons alors

ż

Ω
|fḡ| “

ż

ΩzA
|fḡ| ď M

ż

ΩzA
|f | “ M

ż

Ω
|f | ă 8. (27.731)

(ii) Φg est continue Soit une suite fk L8ÝÑ f ainsi que g P L1. Pour chaque k, il existe une
partie de mesure nulle Ak et un nombre Mk “ }fk}L8 tel que |fkpxq| ă }fk}L8 pour
tout x hors de Ak. Nous avons alors

|Φgpfkq| ď
ż

ΩzAk

|fkḡ|dµ ď }fk}L8

ż

ΩzAk

|g| ď }fk}L8}g}1. (27.732)

Vu que par hypothèse fk Ñ 0 dans L8, nous avons }fk}L8Ñ0, et donc aussi

|Φgpfkq| Ñ 0. (27.733)

27.164.
Les gens qui n’ont peut d’aucun abus de notations écrivent le théorème 27.163(2a) en disant
simplement que L1 “ L8 et le démontrent de la façon suivante. Le théorème 27.162(1) nous
indique que

pLpq1 “ Lq. (27.734)
Vu que 1 ă p ă 8, nous avons aussi 1 ă q ă 8 et donc pLqq1 “ Lp. En prenant le dual des deux
côtés de (27.734),

pLpq2 “ pLqq1 “ Lp. (27.735)
À ce moment, un second abus vient en aide et nous disons qu’un espace V est réflexif quand
V “ V 2. Et voilà.

Proposition 27.165.
Soit f P LppΩq telle que ż

Ω
fφ “ 0 (27.736)

pour tout φ P DpΩq. Alors f “ 0 presque partout.
87. Voir les définitions 27.22 et 27.23.
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Démonstration. Nous considérons la forme linéaire Φf P pLqq1 donnée par

Φf : Lp Ñ C

u ÞÑ
ż

Ω
fu

(27.737)

Par hypothèse cette forme est nulle sur la partie dense C8
c pΩq. Si pφnq est une suite dans C8

c pΩq
convergente vers u dans Lp, nous avons pour tout n que

0 “ Φf pφnq (27.738)

En passant à la limite, nous voyons que Φf est la forme nulle. Elle est donc égale à Φ0. La partie
« unicité » du théorème de représentation de Riesz 27.162 nous indique alors que f “ 0 dans Lp
et donc f “ 0 presque partout.

Proposition 27.166.
Si f P L1

locpIq est telle que ż

I
fφ1 “ 0 (27.739)

pour tout φ P C8
c pIq, alors il existe une constante C telle que f “ C presque partout.

Démonstration. Soit ψ P C8
c pIq une fonction d’intégrale 1 sur I. Si w P C8

c pIq alors nous considé-
rons la fonction

h “ w ´ ψ

ż

I
w, (27.740)

qui est dans C8
c pIq et dont l’intégrale sur I est nulle. Par la proposition 17.2, la fonction h admet

une primitive dans C8
c pIq ; et nous notons φ cette primitive. L’hypothèse appliquée à φ donne

0 “
ż

I
fφ1 “

ż

I
f

ˆ
w ´ ψ

ż

I
w

˙
“
ż

I
fw ´

ˆż

I
fpxqψpxqdx

˙

loooooooooomoooooooooon
C

ˆż

I
wpyqdy

˙
“
ż

I
wpf ´ Cq.

(27.741)
L’annulation de la dernière intégrale implique par la proposition 27.165 que f ´ C “ 0 dans L2,
c’est-à-dire f “ C presque partout.

Proposition 27.167 ([165]).
L’application

Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1

Φgpfq “
ż

Ω
fḡdλ

(27.742)

n’est pas surjective.

Démonstration. Nous allons construire un élément de pL8q1 qui n’est pas dans l’image de L1.

(i) Mise en place du décors Nous considérons l’espace vectoriel normé
`
L8pRdq, N8

˘
définit

en 27.22 et 27.23. Dedans, nous considérons le sous-espace D des classes des fonctions dans
DpRdq ; nous aurions très envie de le noter

`
DpRdq, N8

˘
, mais nous allons le noter

`
D,N8

˘

parce que D est un espace de fonctions tandis que nous considérons un espace de classes de
fonctions.
Si f P D, alors f est une classe de fonctions contenant un unique représentant continu 88 ;
nous le notons f̃ .

88. Existence parce que les éléments de D sont des classes d’éléments de D qui sont C8. Unicité par la proposition
20.154.
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(ii) Une première fonctionnelle Avec ça nous posons 89

ϕ0 : D Ñ C

f ÞÑ f̃p0q. (27.743)

(iii) ϕ0 est linéaire Ça ne devrait pas poser de problèmes.

(iv) ϕ0 est continue Soit fk
N8ÝÑ 0. Nous devons prouver que f̃kp0q CÝÑ 0. Supposons le

contraire et considérons ϵ ą 0 ainsi que k tels que f̃kp0q ą ϵ.
Par continuité de f̃k, il existe un δ ą 0 tel que f̃kpxq ą ϵ{2 pour tout x P Bp0, δq. Avec cela
nous avons N8pfkq ą ϵ{2, et une impossibilité d’avoir 90 fk

N8ÝÑ 0.
(v) ϕ0 est de norme finie C’est parce qu’elle est continue.
(vi) Utilisation de Hahn-Banach Le théorème de Hahn-Banach 27.151 donne une extension

continue
ϕ : L8pRdq Ñ C. (27.744)

Cela est un élément de pL8q1 et nous allons montrer qu’il n’est pas dans ΦpL1q.
(vii) Par l’absurde Supposons qu’il existe u P L1pRdq telle que ϕ “ Φu. Pour tout f P L8,

nous avons
ϕpfq “ Φupfq “

ż

Rd

fū. (27.745)

Si f est la classe d’une fonction de DpRdq s’annulant en 0, alors ϕpfq “ 0. De telles fonctions
non identiquement nulles existent par le lemme 15.148 91.
Soient φ P DpRdq, un compact K ne contenant pas 0 et χK sa fonction indicatrice. Nous
avons χKφ P L8pRdq, et pχKφqp0q “ 0. En passant aux classes, ϕ

`rχKf s˘ “ 0. Nous avons :

0 “
ż

Rd

upχKφq “
ż

Rd

φpuχKq. (27.746)

Vu que cela est valable pour tout φ P DpRdq, la proposition 27.165 dit que uχK “ 0 presque
partout.

(viii) Le coup du compact Soit une suite de compacts Kn recouvrant Rdzt0u. Par exemple

Kn “ Bp0, nqzBp0, 1
n

q. (27.747)

Pour chacun des Kn, nous avons uχKn “ 0 presque partout. Il existe donc une partie de
mesure nulle Nk telle que uχKn est nulle à part sur Nk. Au total, u est non nulle seulement
sur

Ť
kNk et peut-être en 0.

Bref, u est non nulle sur une partie de mesure nulle par le lemme 14.23.
(ix) Conclusion La fonction u est nulle presque partout. Donc ϕ “ Φu “ 0. Nous savons

pourtant que ϕ n’est pas nulle parce qu’il existe des fonctions dans DpRdq qui ne s’annulent
pas en 0.
Cela est une contradiction. Donc ϕ n’est pas dans l’image de Φ tout en étant dans L8pRdq1.

Dans [601], il est dit que « la preuve [du lemme suivant], un peu fastidieuse mais en rien
ingénieuse, est laissée en exercice ». La preuve est donc de moi ; elle est un tout petit peu ingénieuse
mais en rien fastidieuse. J’espère ne pas m’être trompé et me demande bien ce que l’auteur avait
en tête. Ma preuve s’appuie sur la proposition 17.102 dont la preuve ne me paraît pas non plus
« fastidieuse mais en rien ingénieuse ».

89. Dans [165], l’auteur ne définit pas L8 comme un espace de classes de fonctions, et ces complications dispa-
raissent.

90. Je vous laisse emballer ce raisonnement dans « si pour tout N , il existe k ą N tel que ».
91. Ce lemme donne un exemple f sur R. Si vous voulez vraiment un exemple dans Rd, prenez gpxq “ fp}x}q.
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Lemme 27.168 ([601, 1]).
Soient r ą 0. Il existe δ ą 0 tel que pour tout s, t P C vérifiant |s| ď 1, |t| ď 1 et |s ´ t| ě r nous
ayons ˇ̌

ˇ̌s` t

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď p1 ´ δq |s|p ` |t|p
2 . (27.748)

Démonstration. Soit r ą 0. La partie de C2 donnée par

D “ tps, tq P C2 tel que |s| ď 1, |t| ď 1, |s´ t| ě ru (27.749)

est compacte. En effet elles est bornée (par la sphère de rayon
?

2) et fermée comme intersection
de fermée 92. Nous considérons la fonction ∆: D Ñ R donnée par

ˇ̌
ˇ̌s` t

2

ˇ̌
ˇ̌
p

“ ∆ps, tq |s|p ` |t|p
2 . (27.750)

Si vous voulez une expression explicite,

∆ps, tq “ 2p´1|s` t|p
|s|p ` |t|p . (27.751)

Cela est bien défini et continu sur D parce que le complémentaire Dc (qui est ouvert) contient
p0, 0q et donc aussi un voisinage de p0, 0q.

La proposition 17.102 nous dit que la fonction z ÞÑ |z|p est strictement convexe. En prenant la
définition 17.95 de la stricte convexité avec θ “ 1

2 , nous trouvons que

∆ps, tq ă 1 (27.752)

pour tout ps, tq P D. Vu que par ailleurs ∆ est une fonction continue sur le compact D, elle atteint
un minimum dans D. Soit ∆0 ce minimum qui vérifie forcément ∆0 ă 1.

En posant 1 ´ δ “ ∆0 nous avons le résultat.

27.15 Topologie faible
Définition 27.169 ([165, 1]).
Soit un espace de Banach 93 sur le corps F (“ R ou C) E, et son dual E1. La topologie faible
sur E, est la plus petite topologie τ pour laquelle

`
E, }.}˘1 “ `

E, τ
˘1
. (27.753)

Autrement dit, c’est la topologie de la proposition 7.16 rendant continues toutes les applications de
E1.

Elle sera notée τw ou σpE,E1q.
Vu que, pour rendre continue une application, il suffit que toutes les images inverses des ouverts

de F soient des ouverts, la topologie faible sur E est également la topologie engendrée 94 par les
parties φ´1pV q avec φ P E1 et V P τF.

Remarque 27.170.
Il faut noter que la topologie faible n’est pas une topologie métrique. Cela même si la condition
Aix Ñ Ax, elle, est métrique vu qu’elle est écrite dans E.

Dans le cas où E est de dimension infinie, la topologie faible est réellement différente de la
topologie forte. Nous verrons à la sous-section 25.3.6 que dans le cas des projections sur un espaces
de Hilbert, l’égalité

8ÿ

i“1
projui

“ Id (27.754)

est vraie pour la topologie faible, mais pas pour la topologie forte.
92. Lemme 7.6 suivit du théorème de Borel-Lebesgue 10.21.
93. Définition 7.230.
94. Proposition 7.11.
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Lemme 27.171 ([165]).
La topologie faible est Hausdorff 95.

Démonstration. Soient un espace de Banach E ainsi que x1 ‰ x2 dans E. Les parties tx1u et tx2u
vérifient les hypothèses de Hahn-Banach (seconde forme géométrique, 27.148). Il existe donc une
fonctionnelle φ : E Ñ F telle que φpx1q ‰ φpx2q. Avec un peu de bonne volonté, nous supposons
que Re

`
φpx1q˘ ‰ Re

`
φpx2q˘. Soit α P R tel que

Re
`
φpx1q˘ ă α ă Re

`
φpx2q˘. (27.755)

Posons

O1 “ tx P E tel que Re
`
φpxq˘ ă αu,O2 “ tx P E tel que Re

`
φpxq˘ ą αu. (27.756a)

Nous avons Oi “ φ´1pViq avec 96

V1 “ s´8, αr ` iR (27.757)
et quelque chose du même genre pour V2. Vu que V1 et V2 sont ouverts dans F, et que φ est
continue pour la topologie faible, les parties Oi sont ouvertes dans pE, τwq.

Nous avons de plus O1 X O2 “ H et xi P Oi, de telle sorte que x1 et x2 sont correctement
séparés.

Lemme 27.172 ([165]).
Soit un espace de Banach E. Soient x0 P E, φ1, . . . , φk P E1. La partie

V pφ1, . . . , φk, ϵq “ tx P E tel que |φipx´ x0q| ă ϵu (27.758)

est faiblement ouverte.

Démonstration. Remarquez que

V pφ1, . . . , φk, ϵq “
kč

i“1
φ´1
i tz P C tel que |z ´ φipx0q| ă ϵu. (27.759)

Vu que φ´1
i transforme un ouvert en un ouvert, V pφ1, . . . , φk, ϵq est une intersection d’ouverts, et

donc un ouvert. De plus x0 est dedans parce que φipx0 ´ x0q “ φip0q “ 0 ă ϵ.

Lemme 27.173 ([165]).
Soit x0 P E. Les ensembles

V pφ1, . . . , φk, ϵq “ tx P E tel que |φipx´ x0q| ă ϵ@iu (27.760)

forment une base de topologie en x0.

Démonstration. Soit un ouvert faible U contenant x0. Nous devons prouver que U contient une
partie de la forme V pφ1, . . . , φk, ϵq. C’est le moment d’avoir bien en tête la construction de la
topologie engendrée donnée en la proposition 7.11.

La topologie faible est engendrée par les parties de la forme φ´1pV q avec φ P E1 et V P τF. La
partie U est une union de parties de la forme

kč

j“1
φ´1
j pVjq (27.761)

où Vj est ouvert dans F et φj P E1. Vu que x0 P U , il existe une partie de la forme (27.761)
contenant x0. Nous la notons W :

x0 P W “
kč

j“1
φ´1
j pVjq Ă U. (27.762)

95. Espace topologique Hausdorff, définition 7.51.
96. Adaptez si F “ R au lieu de C.
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Vu que Vj est un ouvert de F contenant φjpx0q, il existe δj ą 0 tel que B
`
φjpx0q, δj

˘ Ă Vj . En
prenant ϵ “ minj“1,...,kpδjq, nous avons B

`
φjpx0q, ϵ˘ Ă Vj pour tout j. En particulier,

kč

j“1
φ´1
j

´
B
`
φjpx0q, ϵ˘

¯
Ă W. (27.763)

Nous montrons à présent que V pφ1, . . . , φk, ϵq Ă W . Pour cela nous considérons x P V pφ1, . . . , φk, ϵq
et nous montrons que x P φ´1

j

´
B
`
φjpx0q, ϵ˘

¯
pour tout j “ 1, . . . , k. Nous avons

|φjpxq ´ φjpx0q| “ |φjpx´ x0q| ă ϵ, (27.764)

et donc bien φjpxq P B`φkpx0q, ϵ˘. Au final nous avons

V pφ1, . . . , φk, ϵq Ă
kč

j“1
φ´1
j

´
B
`
φjpx0q, ϵ˘

¯
Ă W Ă U. (27.765)

Proposition 27.174 ([165, 602]).
Soient un espace de Banach E ainsi qu’une suite pxnq dans E.

(1) xn
wÝÑ x si et seulement si φpxnq Ñ φpxq pour tout φ P E1.

(2) xn
}.}ÝÑ x implique xn wÝÑ x.

(3) Si xn wÝÑ x alors t}xn}u est borné et

}x} ď lim inf }xn}. (27.766)

(4) Si xn wÝÑ x et φn E1ÝÑ φ alors φnpxnq Ñ φpxq.
Démonstration. Point par point.

(i) Pour (1) C’est le lemme 7.18.
(ii) Pour (2) Nous prouvons que φpxnq Ñ φpxq pour tout φ P E1 :

|φpxnq ´ φpxq| “ |φpxn ´ xq| ď }φ}E1}xn ´ x}E Ñ 0 (27.767)

parce que par hypothèse }xn ´ x} Ñ 0.

(iii) Pour (3) Vu que φpxnq FÝÑ φpxq, l’ensemble tφpxnqu est borné dans F. Considérons les
opérateur suivants :

Tn : E1 Ñ F

φ ÞÑ φpxnq. (27.768)

Cet opérateur a la propriété que }Tn}pE1q1 “ }xn}E ; en effet, en utilisant la proposition
27.152,

}Tn} “ sup
}φ}“1

|Tnpφq| “ sup
}φ}“1

|φpxnq| “ }xn}. (27.769)

Chacun des Tn est donc un opérateur linéaire borné. Nous vérifions que la famille tTnunPN
satisfait aux hypothèses du théorème de Banach-Steinhaus 11.135. D’abord E1 est un Banach
par la proposition 7.232. Ensuite nous venons de voir que chacun de Tn est borné dans E1.
Et enfin, pour chaque φ P E1 nous avons

sup
nPN

}Tnpφq} “ sup
nPN

|φpxnq| ă 8. (27.770)

Let théorème de Banach-Steinhaus nous assure donc que

sup
nPN

}xn} “ sup
nPN

}Tn} ă 8. (27.771)
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Donc l’ensemble t}xn}u est borné.
Pour chaque φ P E1 tel que }φ} ď 1 nous avons

|φpxnq|F ď }φ}E1}xn}E ď }xn} (27.772)

Étant donnée l’inégalité |φpxnq| ď }xn} pour tout n et étant donnée la convergence |φpxnq| Ñ
|φpxq|, nous avons pour tout n :

|φpxq| ď }xn}. (27.773)

Cette inégalité valable pour tout n donne la conclusion :

|φpxq| ď lim inf }xn}. (27.774)

(iv) Pour (4) Nous avons

|φnpxnq ´ φpxq| ď |φnpxnq ´ φpxnq| ` |φpxnq ´ φpxq| (27.775a)
ď }xn}}φn ´ φ} ` |φpxn ´ xq| (27.775b)

Mais par hypothèse }φn ´ φ} Ñ 0, par le point (3), }xn} est borné, et par le point (1), nous
avons |φpxnq ´ φpxq| Ñ 0. Tout ça mis ensemble nous permet de prendre la limite dans
(27.775) et de voir que }φnpxnq ´ φpxq} Ñ 0.

Proposition 27.175.
Si E est un espace de Banach de dimension finie, alors sa topologie normée est la même que sa
topologie faible : τw “ τ}.}.

Démonstration. Vu que E1 est défini comme étant l’ensemble des formes continues pour la topologie
}.}, et que τw est la plus petite topologie pour laquelle tous les éléments de E1 sont continus, nous
avons τw Ă τ}.}.

Pour prouver l’inclusion inverse, nous considérons U P τ}.} et nous prouvons que U est également
un ouvert faible en montrant que tout élément de U est inclus à un ouvert faible contenu dans U .

Soit x0 P U ainsi que r ą 0 tel que Bpx0, rq Ă U . Nous considérons une base teiui“1,...,n de E
telle que }ei} “ 1 pour tout i. Vu que tout élément de E peut être décomposé de façon unique en
x “ ř

i xiei, nous considérons les fonctionnelles linéaires

φj : E Ñ F

x ÞÑ xj .
(27.776)

C’est le moment de ressortir notre ouvert préféré 97 autour de x0 :

V px0, φ1, . . . , φn, ϵq “
nč

i“1
φ´1
i

´
t}z P C tel que |z ´ φipx0q|} ă ϵu

¯
. (27.777)

Supposons que x P V px0, φ1, . . . , φn, ϵq. Il vérifie |φjpxq ´ φjpx0q| ď ϵ et donc

}x´ x0} “ }
nÿ

j“1
φjpx´ x0qej} (27.778a)

ď
ÿ

j

|φjpx´ x0q|}ej} (27.778b)

“
ÿ

j

|φjpx´ x0q| (27.778c)

ď
ÿ

j

|φjpxq ´ φjpx0q| ď nϵ. (27.778d)

97. Nous avons un . . .faible pour lui !
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En choisissant ϵ ă r
n , nous avons x P Bpx0, rq et donc

V px0, . . . , q Ă Bpx0, rq. (27.779)

Lemme 27.176.
Soit un espace de Banach E sur le corps F. Nous notons FunpE,Fq l’ensemble de toutes les
applications de E vers F. Pour chaque x P E nous considérons l’application

fx : FunpE,Fq Ñ F

ω ÞÑ ωpxq. (27.780)

Nous considérons sur FunpE,Fq la plus petite topologie telles que tous les fx soient continues.
La suite pωnq dans FunpE,Fq converge vers ω P FunpE,Fq si et seulement si ωnpxq Ñ ωpxq

pour tout x P E.

Lemme 27.177.
Soit un espace de Banach E sur le corps F (“ R ou C). Nous considérons l’ensemble FunpE,Fq
sur lequel nous mettons la topologie minimal qui rend continue les applications

fx : FunpE,Fq Ñ F

ω ÞÑ ωpxq. (27.781)

Nous notons I “ tfx tel que x P Eu et τI la topologie de FunpE,Fq.
Si pωnq est une suite dans FunpE,Fq nous avons ωn

τIÝÑ ω si et seulement si ωnpxq Ñ ωpxq
pour tout x P E.

Théorème 27.178 (Banach-Alaogly-Bourbaki[165]).
Soit un espace de Banach E. La boule unité

B “ tφ P E1 tel que }φ} “ 1u (27.782)

est compacte pour la topologie faible.

Démonstration. Nous considérons à nouveau FunpE,Fq muni de la topologie du lemme 27.177.
Nous considérons l’inclusion

Φ:
`
E1, }.}˘ Ñ `

FunpE,Fq, τI
˘

ω ÞÑ ω.
(27.783)

En particulier nous notons S “ ΦpE1q et nous allons prouver que Φ: E1 Ñ S bijective et continue
et que Φ´1 : S Ñ E1 est également continue.

Proposition 27.179 ([165]).
Un convexe dans un espace de Banach est fermé si et seulement si il est faiblement fermé.

27.15.1 Espace de Banach réflexif

Proposition 27.180 ([165]).
Une suite bornée dans un espace de Banach réflexif 98 contient une sous-suite faiblement conver-
gente.

Théorème 27.181 (Kakutami[165]).
Un espace de Banach est réflexif si et seulement si la boule fermée Bp0, 1q est compacte pour la
topologie faible 99.

Proposition 27.182 ([165]).
Un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual est réflexif.

98. Définition 27.157.
99. Définition 27.169.
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27.15.2 Espaces L8

Lemme 27.183 ([165]).
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré σ-fini, l’espace L1pΩ,A, µq n’est pas réflexif.

Lemme 27.184 ([165]).
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré σ-fini, alors L8pΩ,A, µq n’est pas réflexif 100.

Démonstration. Supposons que L8pΩ,A, µq est réflexif. Le théorème de représentation de Riesz
27.162(2) dit que pL1q1 est en bijection linéaire isométrique avec L8 ; le lemme 27.159 dit alors que
pL1q1 est réflexif 101. La proposition 27.182 dit alors que L1 est réflexif.

Or le lemme 27.183 dit que L1 n’est pas réflexif.

La proposition suivante est souvent présentée en disant que l’inclusion L1 Ă pL8q est stricte,
ou, pire, en disant que pL8q1 est strictement plus grand que L1. Cette façon de dire est un gros
abus de language. D’abord L1 n’est même pas inclus à L8 ; ce sont deux ensembles qui n’ont rien
à voir. Ensuite, ce que signifie réellement cette proposition est seulement que la première injection
L1 Ñ pL8q1 qui nous tombe sous la main (celle du théorème de représentation de Riesz) n’est pas
surjective.

Proposition 27.185.
Soit g P L1pRdq. L’application

Φg : L8pRdq Ñ C

f ÞÑ
ż

Rd

fḡ
(27.784)

est linéaire et bien définie.
L’application

Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1

g ÞÑ Φg

(27.785)

n’est pas surjective.

Démonstration. Prouvons d’abord que Φg est bien définie. Vu que f P L8, il existe M P R tel
que |fpxq| ă M sur RdzA où A est de mesure nulle dans Rd. La fonction x ÞÑ |fpxqgpxq| est donc
majorée par la fonction intégrable x ÞÑ |gpxq| qui est intégrable (sur RdzA). L’intégrabilité de fḡ
n’est donc pas un problème.

Le fait que Φ prenne ses valeurs dans pL8q1 est le théorème 27.163(2b).
Le fait qu’elle ne soit pas surjective est la proposition 27.167.

27.16 Espace de Schwartz

Pour un multiindice α “ pα1, . . . , αdq P Nd, nous notons

Bαφ “ Bα1
x1 . . . Bαd

xd
φ (27.786)

pour peu que la fonction φ soit |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αd fois dérivable.

Définition 27.186.
Soit Ω Ă Rd. L’espace de Schwartz S pΩq est le sous-ensemble de C8pΩq des fonctions dont
toutes les dérivées décroissent plus vite que tout polynôme :

S pΩq “ ␣
φ P C8pΩq tel que @α, β P Nd, pα,βpφq ă 8(

(27.787)

100. Définition 27.157.
101. Dans de nombreuses références, par exemple[165], il est simplement dit que pL1

q
1

“ L8. C’est un abus de
notation qui permet de se passer du lemme 27.159.
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où nous avons considéré

pα,βpφq “ sup
xPΩ

|xβpBαφqpxq| “ }xβBαφ}8. (27.788)

Pour simplifier les notations (surtout du côté de Fourier), nous allons parfois écrire Miφ pour
la fonction x ÞÑ xiφpxq.
Exemple 27.187.
La fonction e´x2 est une fonction à décroissance rapide sur R. △

Définition 27.188.
Une fonction f : Rd Ñ C est dite à décroissance rapide si elle décroît plus vite que n’importe
quel polynôme. Plus précisément, si pour tout polynôme Q, il existe un r ą 0 tel que |fpxq| ă 1

|Qpxq|
pour tout }x} ě r.

Proposition 27.189.
Une fonction Schwartz est à décroissance rapide.

Démonstration. Nous commençons par considérer un polynôme P donné par

P pxq “
ÿ

k

ckx
βk (27.789)

où les βk sont des multiindices, les ck sont des constantes et la somme est finie. Nous avons la
majoration

sup
xPRd

|φpxqP pxq| ď
ÿ

k

sup
x

ˇ̌
ckφpxqxβk

ˇ̌ ď
ÿ

k

|ck|p0,βk
pφq ă 8. (27.790)

Nous allons noter MP la constante
ř
k |ck|p0,βk

pφq, de sorte que pour tout x P Rd nous ayons
|φpxqP pxq| ď MP et donc

|φpxq| ď MP

|P pxq| “ 1
| 1
MP

P pxq| . (27.791)

Notons que cette inégalité est a fortiori correcte pour les x sur lesquels P s’annule.
Soit maintenant un polynôme Q. Nous considérons le polynôme P pxq “ }x}Qpxq. Étant de

plus haut degré, pour toute constante C il existe un rayon rC tel que |P pxq| ě C|Qpxq| pour tout
|x| ě rC . En particulier pour |x| ě rMP

nous avons

|P pxq| ě MP |Qpxq| (27.792)

et donc, pour ces x,
|φpxq| ď 1

| 1
MP

P pxq| ď 1
|Qpxq| . (27.793)

La première inégalité est valable pour tout x, et la seconde pour }x} ě rMP
.

Corolaire 27.190 ([1]).
Soit φ une fonction Schwartz sur Rm ˆRn. Alors la fonction

y ÞÑ sup
xPRn

|φpx, yq| (27.794)

est intégrable.

Démonstration. Soit un polynôme Q en la variable y. Par la proposition 27.189, il existe r ą 0 tel
que

|φpx, tq| ă 1
Qpyq (27.795)

pour tout }px, yq} ą r. A fortiori l’inégalité tient pour tout |y| ą r. Donc
ż

Rm

sup
xPRn

|φpx, yq|dy “
ż

}y}ďr
sup
x

|φpx, yq|dy `
ż

}y}ąr
sup
x

|φpx, yq|dy. (27.796)
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La première intégrale est bornée par Vol
`
Bp0, rq˘}f}8 tandis que la seconde est bornée par l’in-

tégrale de 1
Qpyq . En prenant Q de degré suffisamment élevé en toutes les composantes de y nous

avons intégrabilité.

27.16.1 Topologie

Lemme-Définition 27.191.
Les pα,β donnés par l’équation (27.788) ci-dessus sont des seminormes 102. La topologie considérée
sur S pRdq est celle des seminormes pα,β.

27.192.
Nous avons un enchainement de résultats qui nous aident à prouver la continuité d’une application
T : S pRdq Ñ X.

(1) La topologie de S pRdq est donnée par une famille dénombrable de seminormes. Donc la
proposition 7.293 nous dit que S pRdq est métrisable.

(2) La proposition 7.257 nous dit alors que si X est métrique, toute application séquentiellement
continue T : S pRdq Ñ X est continue.

(3) Donc si X est métrique, il suffit de prouver que pour fn
S pRdqÝÑ 0 nous avons T pfnq XÝÑ 0 où

fn : S pRdq Ñ X. Dans les cas usuels, T sera une distribution et X “ C.

(4) En vertu de la proposition 7.288, la convergence fn
S pRdqÝÑ 0 signifie que pour tout choix de

multiindice α et β, pα,βpfnq Ñ 0, c’est-à-dire

}xβBαfn}8 Ñ 0. (27.797)

(5) Et enfin, la technique pour montrer que T : S pRdq Ñ C est continue est de montrer que
sous l’hypothèse d’avoir (27.797) pour tout choix de α et β, nous avons T pfnq Ñ 0 dans C.

Lemme 27.193 ([603]).
La topologie sur S pRdq est donnée aussi par les seminormes

qn,m “ max
|α|ďn

sup
xPRd

`
1 ` }x}˘m ˇ̌Bαφpxqˇ̌. (27.798)

Autrement dit, une suite φn
S pRdqÑ 0 si et seulement si qn,mpφq Ñ 0 pour tout n et m.

Le fait que les qn,mpφq restent bornés est la proposition 27.189. Cependant ce lemme est plus
précis parce qu’en disant seulement que φ est majoré par des polynôme, nous ne disons pas que
les polynômes correspondants aux φn tendent vers zéro si φn SÑ 0. Et d’ailleurs on ne sait pas très
bien ce que signifierait Pn Ñ 0 pour une suite de polynômes.

Proposition 27.194.
Pour p P r1,8s, l’espace S pRdq s’injecte continument dans LppRdq.
Démonstration. L’injection dont nous parlons est l’identité ou plus précisément l’identité suivie
de la prise de classe. Il faut vérifier que cela est correct et continu, c’est-à-dire d’abord qu’une
fonction à décroissance rapide est bien dans Lp et ensuite que si fn SÑ 0, alors fn LpÑ 0.

Commençons par p “ 8. Alors }fn}8 “ p0,0pfnq Ñ 0 parce que si fn SÑ 0, alors en particulier
p0,0pfnq Ñ 0.

Au tour de p ă 8 maintenant. Nous savons qu’en dimension d, la fonction

x ÞÑ 1
p1 ` }x}qs (27.799)

102. Définition 7.285.
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est intégrable dès que s ą d. Pour toute valeur de m nous avons

}φ}pp “
ż

Rd

|φpxq|pdx “
ż

Rd

ˇ̌p1 ` }x}qmφpxqˇ̌p`
1 ` }x}˘mp ď

ż

Rd

q0,mpφqp`
1 ` }x}˘mp . (27.800)

En choisissant m de telle sorte que mp ą d, nous avons convergence de l’intégrale et donc }φ}p ă 8.
Nous retenons que

}φ}pp ď Cq0,mpφqp (27.801)

pour une certaine constance C et un bon choix de m.
Ceci prouve que S pRdq Ă LppRdq. Nous devons encore vérifier que l’inclusion est continue.

Si φn SÑ 0, alors en particulier nous avons q0,mpφnq Ñ 0 par le lemme 27.193. Par conséquent la
majoration (27.801) nous dit que }φn}p Ñ 0 également.

En résumé, si φn
S pRdqÑ φ alors φn LpÑ φ.

Théorème 27.195 ([388]).
Soit µ une mesure sur les boréliens de Rn finie sur les compacts. Alors DpRnq est dense dans
L1pRn,BorpRnq, µq.

Proposition 27.196 ([604]).
La partie DpRdq est dense dans S pRdq.
Démonstration. Soit f P S pRdq, et ϕ, une fonction de DpRdq telle que ϕpxq “ 1 pour |x| ď 1
(l’existence de telles fonctions est discutée en 15.14.1). Soit aussi ϕkpxq “ ϕpx{kq. Nous posons

fkpxq “ ϕkpxqfpxq, (27.802)

et nous allons prouver que pour tout multiindices α et γ,

pα,γpfk ´ fq “ }xγBαpfk ´ fq}8 Ñ 0. (27.803)

Pour cela nous allons noter β ď α lorsque β est un multiindice contenu dans α. En utilisant la
dérivée du produit nous avons

pBαfkqpxq “
ÿ

βďα
pBα´βϕkqpxqBβfpxq (27.804a)

“
ÿ

βďα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq (27.804b)

“
ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq ` ϕpx{kqpBαfqpxq. (27.804c)

Nous devons donc étudier et majorer

sup
xPRd

|xγBαpfk ´ fq| ď sup
ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxqˇ̌

` sup
ˇ̌
xγ

`
ϕpx{kq ´ 1

˘pBαfqpxqˇ̌
(27.805)

En ce qui concerne le second terme, soit ϵ ą 0, vu que f est Schwartz, il existe R tel que

|xγpBαfqpxq| ă ϵ (27.806)

dès que }x} ą R. En prenant k ą R,

|xγpBαfqpxq|
#

“ 0 si }x} ă R

ď ϵ si }x} ą R.
(27.807)
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En ce qui concerne le premier terme,

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ (27.808a)

ď 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βϕqpx{kqpxγBβfqpxqˇ̌ (27.808b)

“ 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βϕqpx{kqpβ,γpfqˇ̌ (27.808c)

La somme ne contient qu’un nombre fini de β différents, donc nous pouvons considérer un nombre
K qui majore tous les pβ,γpfq en même temps. La partie avec ϕ peut être majorée par }Bα´βϕ}8
(qui est fini) dont nous pouvons prendre le maximum sur β ă α. Toute l’expression dans la somme
est donc majorée par un nombre qui ne dépend ni de x ni de β. Vu que la somme est finie, elle est
majorée par ce nombre multiplié par le nombre de termes dans la somme et au final

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ ď K 1

k
. (27.809)

La limite k Ñ 8 ne fait alors plus de doutes.

Remarque 27.197.
Vu la topologie de S pRdq (définition 27.191), la convergence fk

S pRdqÝÑ f peut être exprimée par le
fait que pour tout k, l,

tkf plq
n

unifÝÑ tkf plq. (27.810)

C’est-à-dire convergence uniforme de toutes les dérivées multipliées par n’importe quel polynôme.

27.16.2 Produit de convolution

Proposition 27.198 (Stabilité de Schwartz par convolution 103 [584]).
Si φ P L1pRdq et ψ P S pRdq, alors φ ˚ ψ P S pRdq.
Démonstration. Nous devons prouver que

pα,βpφ ˚ ψq “ sup
xPRd

|xβpBαpφ ˚ ψqqpxq| (27.811)

est borné pour tout multiindices α et β. En appliquant |α| fois la proposition 27.61, nous mettons
toutes les dérivées sur ψ : Bαpφ ˚ ψq “ pφ ˚ Bαψq. Cela étant fait, nous majorons

ˇ̌
xβpφ ˚ Bαψqpxqˇ̌ ď |xβ|

ż

Rd

|φpyq| ˇ̌pBαψqpx´ yqˇ̌looooooomooooooon
ď}Bαψ}8

dy
ˇ̌

(27.812a)

ď |xβ|}Bαψ}8
ż

Rd

|φpyq|dy (27.812b)

ď pα,βpψq}φ}
L1 . (27.812c)

Par conséquent, pα,βpφ ˚ ψq ď }φ}L1pα,βpψq ă 8.

27.17 Théorème de Montel
Théorème 27.199 (Montel[89]).
Soient Ω un ouvert de C et F une famille de fonctions holomorphes sur Ω, uniformément bornée sur
tout compact de Ω. Alors de toute suite dans F nous pouvons extraire une sous-suite convergeant
uniformément sur tout compact de Ω.

103. Définition 27.55.
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Démonstration. (i) Un ensemble équicontinu Nous commençons par prendre une suite de
compacts dans Ω comme dans le lemme 7.267, et une suite δn de réels strictement positifs
tels que

Bpz, 2δnq Ă Kn`1 (27.813)

pour tout z P Kn. Soient x, y P Kn tels que |x ´ y| ă δn ; nous notons BBpx, 2δnq le cercle
de rayon 2δn autour de x, parcouru dans le sens positif. La formule de Cauchy 26.44 nous
donne

fpxq ´ fpyq “ 1
2πi

ż

BB

ˆ
fpξq
ξ ´ x

´ fpξq
ξ ´ y

˙
dξ “ x´ y

2πi

ż

BB
fpξq

pξ ´ xqpξ ´ yqdξ (27.814)

Nous majorons ça par

ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ď |x´ y|

2π

ż

BB
|fpξq|
2δ2
n

dξ ď |x´ y|
δn

Mn. (27.815)

Justifications :
— |ξ ´ x| “ 2δn et |ξ ´ y| ě δn parce que ξ est au mieux sur le rayon passant par x et y.
— |fpξq| ď Mn où Mn est la borne uniforme de F sur le compact Kn.
— Nous avons aussi fini par calculer l’intégrale dans laquelle il ne restait plus rien, ça a

donné la circonférence du cercle de rayon 2δn.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que l’ensemble

Fn “ tf |Kn tel que f P Fu (27.816)

est équicontinu. Il est aussi équiborné par hypothèse.
(ii) Application du théorème d’Ascoli L’ensemble Fn vérifie les hypothèses du théorème

d’Ascoli 27.4. Donc l’ensemble Fn est relativement compact dans CpKn,Cq pour la norme
uniforme. Autrement dit l’ensemble F̄ est compact et si nous avons une suite de fonctions
dans Fn, il existe une sous-suite convergeant dans F̄n, c’est-à-dire uniformément. Autrement
dit il existe une fonction strictement croissante φ : N Ñ N telle que la suite k ÞÑ fφpkq
converge uniformément sur Kn. La limite n’est cependant pas spécialement dans Fn.

(iii) L’argument diagonal La suite k ÞÑ fφ1˝...φkpkq converge uniformément sur tous les Kn.
Si K est un compact de Ω, alors les petites propriétés sympas du lemme 7.267 nous disent
que K Ă IntpKmq pour un certain m. Ladite suite convergeant uniformément sur Km, elle
converge uniformément surK et nous avons montré la convergence uniforme sur tout compact
de Ω.

Corolaire 27.200 ([89]).
Soient Ω un ouvert connexe borné de C et a P Ω. Soit f holomorphe sur Ω telle que fpaq “ a et
|f 1paq| ă 1.

Alors de pfnq on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur tout compact de
Ω vers la fonction constante a.

Démonstration. Nous considérons un voisinage de a inclus dans Ω ; sachant que |fpaq| ă 1, nous
trouvons un voisinage encore plus petit de a sur lequel |f 1pzq| ă 1. Soit donc r tel que Bpa, rq Ă Ω
et tel que |f 1pzq| ă 1 sur Bpa, rq. Étant donné que f 1pzq est continue sur le compact Bpa, rq, nous
en prenons le maximum λ (qui est strictement inférieur à 1) et nous avons au final

|f 1pzq| ď λ ă 1 (27.817)

pour tout z P Bpa, rq. Le théorème des accroissements finis 12.325 nous dit que
ˇ̌
fpzq ´ a

ˇ̌ ď λ|z ´ a| (27.818)
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pour tout z P Bpa, rq. C’est ici que nous utilisons l’hypothèse de convexité de Ω. Nous montrons
alors par récurrence que ˇ̌

fnpzq ´ a
ˇ̌ ď λn|z ´ a| ď λnr ď r. (27.819)

L’ensemble A “ tfn tel que n ě 1u est donc uniformément borné sur Bpa, rq par a ` r. Autre
manière de le dire : pour tout z P Bpa, rq nous avons

fnpzq P Bpa, rq. (27.820)

La suite pfnq est donc uniformément bornée sur tout compact de Bpa, rq. Le théorème de Mon-
tel 27.199 nous indique que l’on peut extraire une sous-suite convergente uniformément sur tout
compact. Au vu de (27.819) cette convergence ne peut avoir lieu que vers une fonction g qui vaut
la constante a sur Bpa, rq.

D’autre part la fonction g est holomorphe en tant que limite uniforme de fonctions holomorphes,
théorème 26.81. Or une fonction holomorphe constante sur un ouvert est constante sur tout son
domaine d’holomorphie (principe d’extension analytique, théorème 17.139).

27.18 Espaces de Bergman
Source : [410].
Soit Ω un borné dans C et D le disque unité ouvert de C.

Définition 27.201.
L’espace de Bergman sur Ω, noté A2pΩq est l’espace des fonctions holomorphes sur Ω qui sont
en même temps dans L2pΩq.

Nous mettons sur A2pΩq le produit scalaire usuel hérité de L2 :

xf, gy “
ż

Ω
fpzqgpzqdz. (27.821)

Lemme 27.202.
Soient un compact K Ă Ω et une fonction f P A2pΩq. Alors

max
zPK |fpzq| ď 1?

π

1
dpK, BΩq}f}2. (27.822)

Démonstration. Soient a P Ω et r ą 0 tels que Bpa, rq Ă Ω. Nous considérons aussi ρ ď r. La
formule de Cauchy (26.44) nous donne

fpaq “ 1
2πi

ż

Bpa,ρq
fpξq
ξ ´ a

fξ “ 1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθ (27.823)

où nous avons utilisé le chemin γpθq “ a`ρeiθ, γ1pθq “ iρeiθ et ρ “ |ξ´a|. Maintenant une astuce
est d’écrire

r2

2 fpaq “
ż r

0
fpaqρdρ, (27.824)

et d’y substituer la valeur de fpaq que nous venons de calculer :

r2

2 fpaq “
ż r

0

1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθρdρ (27.825a)

“ 1
2π

ż

Bpa,rq
fpzqdz passage aux polaires (27.825b)

“ 1
2π x1, fyB produit scalaire sur Bpa, rq (27.825c)

ď 1
2π

ax1, 1yBxf, fyB (27.825d)
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Nous avons donc

r2fpaq ď 1
π

ax1, 1yBxf, fyB, (27.826)

et donc
πr2fpaq ď

?
πr2}f}2, (27.827)

parce que xf, fyB ď }f}2
2. En effet le produit scalaire }.}2 est donné par une intégrale sur Ω alors

que Bpa, rq Ă Ω et que la fonction qu’on y intègre est positive (c’est |fpzq|2). En simplifiant,

fpaq ď 1?
πr

}f}2. (27.828)

Mais r a été choisi pour avoir Bpa, rq Ă Ω, donc r ď dpa, BΩq et

|fpaq| ď 1
dpa, BΩq?

π
}f}2. (27.829)

Maintenant si nous prenons a P K, nous avons encore la minoration dpa, BKq ď dpa, BΩq et
donc

|fpaq| ď 1
dpa, BKq?

π
}f}2. (27.830)

Théorème 27.203.
Soit Ω un ouvert de C.

(1) L’espace A2pΩq est un espace de Hilbert.

(2) Si D est la boule unité dans C, une base hilbertienne de A2pDq est donnée par les fonctions

enpzq “
c
n` 1
π

zn (27.831)

pour n ě 0.

Démonstration. Nous commençons par montrer que A2pΩq est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy pfnq dans A2pΩq et un compact K Ă Ω. Nous savons par le lemme 27.202 que

max
zPK

ˇ̌
fnpzq ´ fmpzqˇ̌ ď 1?

πdpK, BΩq}fn ´ fm}2. (27.832)

Donc fn converge uniformément sur K. Par le théorème de Weierstrass 26.81, la fonction f est
holomorphe. Il existe donc une fonction holomorphe f qui est limite uniforme sur tout compact de
Ω de la suite pfnq.

Mais L2pΩq étant complet, la suite pfnq a une limite g P L2pΩq. Ce que nous voudrions faire
est prouver que f “ g. Notons que tel quel, ce n’est pas vrai parce que f est une vraie fonction
alors que g est une classe. Ce que nous enseigne la proposition 27.18 est qu’il existe une sous-suite
(qu’on note pgnq) qui converge vers g presque partout. Dans cette dernière phrase, gn et g sont de
vraies fonctions, des représentants des classes dans L2.

Nous déduisons que f “ g presque partout (ici f et g sont les fonctions) parce que la sous-suite
converge uniformément vers f en même temps que presque partout vers g. Donc f “ g dans L2pΩq
(ici f et g sont les classes). Donc f P L2pΩq et l’espace A2pΩq est de Hilbert.
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Il nous faut encore prouver que penqně0 est une base orthonormale. En ce qui concerne les
produits scalaires,

xem, eny “
c

pm` 1qpn` 1q
π

ż

D
znzmdz (27.833a)

“
c

pm` 1qpn` 1q
π2

ż 1

0
ρ dρ

ż 2π

0
dθρm`neiθpn´mq (27.833b)

“
c

pm` 1qpn` 1q
π2

1
m` n` 2

ż 2π

0
eiθpn´mqdθ

loooooooomoooooooon
2πδmn

(27.833c)

“
c

pn` 1q2

π2
1

2n` 22πδnm (27.833d)

“ δnm. (27.833e)

Donc les fonctions données sont bien orthonormales. Nous devons montrer qu’elles sont denses
dans A2pDq. Soit f P A2pDq et cnpfq “ xf, eny ; nous allons montrer que

}f}2
2 “

8ÿ

n“0
|xf, eny|2, (27.834)

parce que le point (5) du théorème 25.46 nous indique que ce sera suffisant pour avoir une base
hilbertienne.

Étant donné que f est holomorphe sur D, le théorème 26.14 nous développe f en série entière :

fpzq “
8ÿ

k“0
akz

k. (27.835)

En permutant la somme avec le produit scalaire,

cnpfq “
ż

D
fpzqēnpzq “

c
n` 1
π

ż

D
fpzqz̄ndz. (27.836)

Afin de profiter de la convergence uniforme de la série (27.835) à l’intérieur de D, nous allons
exprimer l’intégrale sur D comme une intégrale sur |z| ă r en faisant tendre r vers 1 (par le bas).
Pour ce faire nous considérons les fonctions

gkpzq “
#
fpzqz̄n si |z| ă 1 ´ 1{k
0 sinon.

(27.837)

Ces fonctions sont intégrables sur D et dominées par fpzqz̄n qui est intégrable sans dépendre de
k. Mais nous avons évidemment gkpzq Ñ fpzqz̄n. Le théorème de la convergence dominée permet
alors de permuter l’intégrale et la limite k Ñ 8. Cela nous permet d’écrire

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
z̄nfpzqdz “

c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr

8ÿ

k“0
akz

kz̄n. (27.838)

Par la convergence uniforme de la série entière à l’intérieur du disque D nous pouvons permuter
l’intégrale et la somme (proposition 15.47) :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ak

ż

|z|ăr
zkz̄ndz. (27.839)

L’intégrale proprement dite est vite calculée et vaut
ż

|z|ă1
z̄nzkdz “ πr2n`2

n` 1 δkn. (27.840)
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Nous pouvons donc continuer le calcul de cnpfq en effectuant la somme sur k qui se réduit à changer
k en n puis en effectuant la limite :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ÿ

k

ak
πr2n`2

n` 1 δkn “
c

π

n` 1an. (27.841)

Nous effectuons le même genre de calculs pour évaluer }f}2
2 :

}f}2
2 “

ż

D
|fpzq|2dz (27.842a)

“ lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
fpzq

8ÿ

k“0
ākz̄kdz (27.842b)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
āk

ż

|z|ăr
fpzqz̄kdz permuter

ÿ
et

ż
(27.842c)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ākak

πr2k`2

k ` 1 intégrale déjà faite. (27.842d)

Mais nous savons déjà que cnpfq “ a
π{pn` 1q, donc ce qui est dans la somme est πākak{pn`1q “

|ckpfq|2. Nous avons donc

}f}2
2 “ lim

rÑ1´

8ÿ

k“0
|ckpfq|2r2k`2. (27.843)

La fonction (de r) constante |ckpfq|2 domine |ckpfqr2k`2| tout en ayant une somme (sur k) qui
converge ; en effet la proposition 25.25 nous indique que

ř
j |ckpfq|2 ď }f}2

2. Le théorème de la
convergence dominée nous permet d’inverser la limite et la somme pour obtenir le résultat attendu :

}f}2
2 “

8ÿ

k“0
|ckpfq|2. (27.844)
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