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Chapitre 28

Séries de Fourier

28.1 Densité des polynémes trigonométriques

28.1.1 Convergence pour les fonctions continues (via Weierstrass)

Le résultat fondamental qui nous permet d’utiliser les polyndmes trigonométriques comme base
pour les fonctions continues périodiques est le suivant. Notons que pour les fonctions non continues,
il y a encore du travail.

Lemme 28.1.
St f: R — © est une fonction continue 2mw-périodique et si € > 0, alors il existe un polyndéme
trigonométrique P tel que | f — P|o < €.

Démonstration. Nous allons utiliser le théoreme de Stone-Weierstrass 12.422. Soit le compact de
Hausdorff !

S = {z e C tel que |z| = 1}, (28.1)

et C(S1,©) I'algebre des fonctions continues de S' vers C. 1l suffit de vérifier que les polynémes
trigonométriques vérifient les hypotheses du théoreme de Stone-Weierstrass. Un polynome trigo-
nométrique est un polynéme en z et z défini sur S*.

(1) Le polynoéme constant est dans l’algebre, ok.
(2) Pour la séparation des points, considérons le polynoéme trigonométrique x > €.
(3) Si P est un polynéme en z et z, alors P I'est aussi.

Doncsie>0et feC (S!, ©) sont donnés, il existe un polynéme trigonométrique P tel que

DlfEe") = P@)| <e (28.2)

Soit f: R — © une fonction continue 27-périodique. Nous considérons f e C(S',C) donnée par
f(e®) = f(t). Alors sup, | f(t) — P(t)| < e. O

28.1.2 Convergence pour les fonctions continues (via Fejér)

Si nous ne voulons pas passer par le gros théoréme de Stone-Weierstrass pour prouver la densité
des polynoémes trigonométriques dans (CSW, ||.Hoo), nous pouvons passer par le gros théoréme de
Fejér. C’est ce que nous faisons maintenant.

Si vous vous intéressez seulement au théoreme sur les séries de Fourier, vous cherchez proba-
blement le théoreme 28.17.

1. Définition 7.51.
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2060 CHAPITRE 28. SERIES DE FOURIER

Proposition-Définition 28.2.

Pour chaque n € N, la fonction
D,:R—C

n
k=—n
est bien définie. Elle s’appelle noyau de Dirichlet.

Définition 28.3.
Le noyau de Fejér est la moyenne de Cesdro? des noyauzr de Dirichlet :

1 n—1
= > Dy(t)
k=0

Lemme 28.4.
Le noyau de Dirichlet s’exprime sous la forme

n

IUEDIREE

it

k=—n

Démonstration. Nous commencons par mettre en facteur le premier terme :

2n
Dn(t) _ Z eikt _ e—int Z ezkt
k=0

k=—n
En utilisant la formule de la somme géométrique,

1— (eit)2n+1

Dn(t) _ 6—int T
Cint 1— 6(2n+1)it
B 1—et

_mte(2n+1)it/2 o—(2n+1)it/2 _ (2n+1)it/2
=e

o—it/2 _ git/2

l\?\w

—2i) sin (
( 2i)s n(%)

1)

Théoréme 28.5 (Théoréme de Dirichlet).

Soit f une fonction 2mw-périodique et C* par morceauz. Pour tout x € R nous posons

Sp(x) = Z cr(fe®,

Alors nous avons

A, sn(®) = 7

Lemme 28.6.
Le noyau de Fejér s’exprime sous la forme

1 [sin 2 2
Fn(t):( %)

n sin 3

(28.3)

(28.4)

(28.5)

(28.6)

(28.7a)
(28.7b)
(28.7¢)

(28.7d)

(28.8)

(28.9)

(28.10)

Note : ce noyau est positif. C’est important parce qu’on s’en sert dans la preuve du théoreme

de Fejér.

2. Définition 11.125.
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Démonstration. L’astuce est de noter sin(z) = $(e'®) et de repartir du résultat a propos du noyau

de Dirichlet. En utilisant encore la formule de la série géométrique partielle *,

n—1

1 - ,
_ o~ (2k:+1)zt/2
Ft) = S @

0% (e=1t/2 — eit/2)
L e sin (%)

nsin(t/2) Sm) sin(%)

contN 2
:1<sm2>
. t .

n \ sin j

(28.11a)

(28.11D)

(28.11c)

(28.11d)

(28.11¢)

(28.11f)

O]

Le théoréme de Fejer donne la convergence au sens de Cesaro? de la série de Fourier dans le cas
continu et périodique. Pour avoir une convergence plus forte que Cesaro, il faut plus d’hypotheses,

comme le montre le contre-exemple de la proposition 28.21. Voir la discussion 28.22.

Théoréme 28.7 (Fejer).

Soit f: R — C une fonction continue et 2w-périodique. Pour tout k € Z nous notons

[ R—C
T — eik::p
Pour chaque n € N nous posons
D, = Z ek Sn(f) = Z cx(f)er
k=—n k=—n
Dog+---+D,1 B 1n71
Fn = Fn = Un = )
- o (S(f)) n};)Sk(f)
ot
1 4 —3
wlf) = 5 | s
Alors

(1) = §"_F(t)dt = 1.

(2) Pour tout a € 10, [, Fy, converge uniformément vers 0 sur [—m, w]\[—c, a].

(3) La suite F,, converge uniformément sur R vers f.

(28.12)

(28.13a)

(28.13b)

(28.14)

€ SYSTLEME IT1goONOMEITIGUE |\ EL s key, €ST TOTAL POUT ( €sSpace s ||+ 1loo es jonciions conti-
4) Le systéme tri Stri t total X CY.(R d ti ti

nues 2m-périodiques.

3. Proposition 11.119.
4. Convergence au sens de Cesaro, définition 11.125.
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Démonstration. Un calcul usuel montre que

g 0 sil#0
t)dt = 28.15
f at) {271' sil=20 ( )

Nous avons alors
1 (™ 1
2 J_,

k T 1 n—1
> f ei(t)dt = — di=1 (28.16)

Cela prouve déja le premier point.
Pour le second point, en partant de ’expression (28.10) et en considérant = € [—m, 7, |\[—a, «]
(ce qui nous évite annulation du dénominateur),
1
(n +1)sin?(a/2)’
et donc F;, — 0 uniformément sur I’ensemble considéré.

Nous passons maintenant a cette histoire de convergence uniforme de la moyenne de Cesaro
vers f. Pour tout n € IN nous avons

[Fn(2)] <

(28.17)

Sp(x) = % k; ( _: f(t)e_iktdt> etke (28.18a)
1 (7 "

= _Wf(t) k_En er(z —1) (28.18D)

_ % _W FO) Dyl — 1), (28.18¢)

Par conséquent, en effectuant le changement de variable u = x — ¢ et en utilisant la périodicité,

Fo(z) = i f)Ey(x — t)dt (28.19a)
_ f iﬂ Fx — u)Fy(u)du (28.19b)
_ [ f(x —u)F,(u)du. (28.19¢)

—T
Nous prouvons a présent I'uniforme continuité. Soit € > 0; étant donné que f est continue et 27-
périodique, elle est uniformément continue et nous considérons ¢ > 0 tel que |z — y| < § implique
|f(z) — f(y)| < e Soit M un majorant de |f| sur R. L’équation (28.19) nous donne

50) - Fu)] = |5 [ (=0 - fa) Fatora (28.20)
<L 2MF, (1)|dt + — f €| F(t)|dt (28.20b)

21 Js<it|<n ! 2 Js "
<M Fo(t)dt + ¢ (28.20¢)

2m <t

Pour obtenir (28.20a) nous avons pu rentrer f(x) dans Uintégrale en utilisant le premier point.
Pour obtenir (28.20c) nous avons d’abord utilisé la positivité de F), (lemme 28.6) pour enlever les
valeurs absolues, et nous avons ensuite utilisé le fait que son intégrale valait 2.

Etant donné que Fj, — 0 uniformément sur [—m, 7, |\[—a, a], il existe un N tel que

f Fo(t)dt < e (28.21)
S<t| <

dés que n > N. Le résultat en découle.
Pour le point (4), il suffit de remarquer que chacun des F;, est une combinaison finie d’éléments
du systéme trigonométrique. O
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28.1.3 Densité dans P

Nous venons de voir (de deux fagons différentes) que les polyndmes trigonométriques étaient
dense dans (C9.(R),|.|«). Nous avons aussi déja vu par le théoréme 27.74 que ces polynomes
trigonométriques étaient denses dans LP(S'). Nous présentons & présent une autre facon de prouver
cette dernieére densité.

Théoréme 28.8.
Les polynémes trigonométriques sont denses dans LP(S') pour 1 < p < oo.

Démonstration. Par les théorémes 28.1 ou 28.7 (au choix), nous savons que les polynomes trigo-
nométriques sont denses dans (C3,(S"),[.|e). Comme S' est compact, la densité est également
au sens LP. En effet si | f,, — f|o < ¢, alors

27

21
Ifn = flloo = J |fn = fIP < J e = 2meP. (28.22)

0 0

Donc les polyndmes trigonométriques sont denses dans (C9,.(S"),|.|,). Mais nous savons par le
théoréme 27.50(5) que les fonctions continues sont denses dans LP(S%).
Par composition de densités, les polynomes trigonométriques sont denses dans LP(S!). ]

28.1.4 Suite équirépartie, critere de Weyl

Définition 28.9.
Soit u une suite dans [0,1]. Pour 0 < a < b <1 nous posons

Xn(a,b) = Card {k € {1,...,n} tel que u € [a,b]}. (28.23)
Nous disons que la suite u est équirépartie si pour tout 0 < a<b<1, ona

Xn(a,
lim (@)

=b—a. (28.24)
n— 00 n
Voir aussi la remarque 36.144 sur les nombres normaux.

Proposition 28.10 (Critere de Weyl[110, 89]).
Soit (z,,) une suite dans [0,1[. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) La suite (xy,) est équirépartie.

(2) Pour toute fonction continue d valeurs réelles sur [0, 1],
1 ¢ !
lim — TE) = f x)dx. 28.25
Mn;lﬂ o= f@ (28.25)

(3) Pour tout p € N\{0} nous avons

. 1 S 29Tpx)
Jinm D ek — 0, (28.26)
k=1
Démonstration. On pose
1 n
Sn(f) =~ 3 flak). (28.27)
k=1

() Une espéce de lemme Supposons connaitre un ensemble de fonctions A dense dans CY([0, 1])
pour toutes les fonctions desquelles nous avons la limite (28.25). Alors la limite a lieu pour




2064 CHAPITRE 28. SERIES DE FOURIER

toute fonction de C°([0,1]). En effet, soit f € C°([0,1]) et g € A tel que |f — g|o < €. Alors

n 1 n
Hl >, flaw) —J Ftyde] < | > (f(an (xk))' (28.28)
s 0 "1
1 & 1
+{= > glxn) - J g(t)dt (28.28b)
g 0
1 1
w || atar— | f(t)dt’. (28.280)

Le premier terme est majoré par e. Le troisiéme a la méme majoration : Sé (f(t)—g(t))dt <
[f — gloo = €. Par hypothese sur I'espace A, le second terme se majore par € lorsque n est
grand.

() (1)=(2) Nous supposons que la suite est équirépartie et nous commengons par montrer
le résultat pour les fonctions en escalier. Soit donc la fonction en escalier n(z) = ¢; sur
aj—1 < x < a;. Sur le point a; lui-méme, la fonction n vaut soit ¢; soit ¢j41. Nous avons

%Z (zk) Z iXn(aj,ajt1) Z n(aj,aj) Z (aj)Xn(aj,a)|. (28.29)
k=1 j=1 7j=1

j=1

A la limite n — 0, les deux derniers termes tombent ® et il reste

] 1 n n
,}ggon;ln(wk) - Zlcj(aj‘l - aj). (28.30)
= Jj=

Or par construction, pour une fonction en escalier,

n 1

Z (aj_1 — aj) J n. (28.31)

j=1 0

Etant donné que les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues, ’espece
de lemme plus haut conclut.

() (2)=(1) Nous prouvons maintenant le sens inverse. C’est-a-dire que pour toute fonction
continue sur [0, 1], nous avons

1
Jo f(x)dx = lim — Z f(zr). (28.32)

n—o n,

Nous devons en déduire que (z,) est équirépartie. Pour ce faire, soit x € [0, 1] et € > 0 tel
que x + € < 1. Nous considérons ¢ = 1|, 1 et

0 sitel0,z]

ety = 3 B2 site [z, x4 (28.33)
1 sit>x+e
C’est une fonction continue, donc
1 xT+e€ t —x 1 €
lim S, (¢e(t)) = J e(t)dt = f dt + f ldt=1—2— —. (28.34)
n—® 0 T € z+e 2
Mais ¢, < ¢, donc Sp,(pe) < Sp(p) et donc
hgrilorcﬁ Sp(p) =1— . (28.35)

5. J'en profite pour mentionner que mon équation (28.29) n’est pas la méme que celle de [410] dans laquelle il me
semble voir une faute; quoi qu'il en soit, les termes litigieux tombent.
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Notons que nous ne savons pas si la vraie limite de gauche existe ; c’est pourquoi nous prenons
la limite inférieure, qui existe toujours.

Nous définissons aussi

0 site [0,z — ¢
Ye(t) = { 2 site [z —e€af (28.36)
1 sit>w.

C’est encore une fonction continue et nous trouvons°

1
f Ye(t)dt =1 -z + % (28.37)
0

Puisque ¥, = ¢, nous avons S, (¢¢) = S,(¢) et donc

hmnsup Sn(p) <1—u. (28.38)

Nous avons déja obtenu que
1 —z <liminf S, () < limsup S,(¢) <1 —z, (28.39)

donc la limite existe et vaut
nh_r}go Sn(p) =1—uz. (28.40)

Le résultat est maintenant démontré dans le cas tres particulier de la fonction caractéristique
¥ = ]]-[at,l['

Si nous prenons une fonction caractéristique 1y, 3}, nous avons le méme genre de preuve parce
que 1y, p[ est une combinaisons linéaire de fonctions du type 1y, 1.

Nous avons donc
lim Sy, (Lap)) = b —a, (28.41)

alors que le membre de gauche n’est autre que

1 ¢ 1
Sn(Ljapy) = = O Ljag(@x) = =N(n,a,b). (28.42)
n 4= n
() (2)=(3) Vu que’ e*™% = cos(2mpxy) + isin(27pxy). est une fonction périodique, c’est

immédiat.

() (3)=(2) Par linéarité, le point (2) montre que si f est un polynéme trigonométrique, alors

1 & !
lim — > f(zy) = f f(t)dt. (28.43)
k=1 0

n—o n,

() Densité des polynémes trigonométriques Il nous reste a prouver que les polynémes tri-
gonométriques sont denses dans les fonctions continues sur [0, 1]. Soit une fonction continue
sur [0,1] avec f(0) = f(1). Alors le théoreme de Stone-Weierstrass dans sa version trigono-
métrique (lemme 28.1) nous donne la densité.

Si f(1) # f(0) c’est pas tres grave : on peut trouver une fonction g vérifiant g(0) = g(1) et
| f — glloo < e. Ensuite un polynome trigonométrique approxime trés bien g.

O]

6. Je recommande chaudement de dessiner les fonctions . et 1. pour avoir une idée de la situation.
7. Lemme 18.11.
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28.2 Fonctions de Dirichlet

Définition 28.11.
Une fonction f: R — © est une fonction de Dirichlet si

(1) elle est 2m-périodique,
(2) elle est continue par morceaux,

(3) pour tout x € R nous avons

flz) = —"F——". (28.44)
Nous notons D l’ensemble des fonctions de Dirichlet.

[005]).
1

) est dense dans lensemble des fonctions de Dirichlet (D, |.|2).

Lemme 28.12 (
L’ensemble C°(S

Démonstration. Nous commencons par supposer que f € D n’a qu'un seul point de discontinuité,
x¢. Alors nous considérons la fonction

i 2 € SN\B(zo,
fula) = {0 sire S (fo’ W) (28.45)
d(z) sixze B(wo,)
ol d est le droite joignant f(zo — 1) et f(zo + 2). La fonction f, est continue et vérifie
[fr(@)] < [ flloo (28.46)

pour tout z. En effet si z est en dehors de B(zg, 1) c’est évident, et si z € B(zo, 1), alors | fn()|
est majoré soit par f(zg— %) soit par f(xg + %) suivant que d soit croissant ou décroissant. Avec

ca nous avons

xo+1/n

zo+1/n
o)~ f@Par< [ g = S (28.47)

xo—1/n n

=B = |

xo—1/n

Et nous voyons que | f, — f|2 — 0.

Si f contient plusieurs points de discontinuité, on fait le méme coup autour de chaque point,
en prenant n assez grand pour que si xy est un point de discontinuité, B(xq, %) n’en contienne pas
d’autres. O

Notons que la densité de C°(S') dans (D, |.|«) est impossible, parce qu’une limite uniforme
de fonctions continues est continue.

Théoréme 28.13. 7
Le systéme trigonométrique {en}nez est total® dans (D,|.||2).

Démonstration. Soit f € D. Si elle est continue, le théoréme de Fejer 28.7 nous donne convergence
uniforme sur S' d’une suite de polynomes trigonométriques vers f. Cette convergence est également
une convergence L? parce que S' est compact.
Prenons donc f € D non continue et € > 0”. Par le lemme 28.12, il existe une fonction
g e CYSY) telle que
lg = fll2 <e. (28.48)

Le théoréeme de Fejér donne aussi un polynéme trigonométrique P tel que |P — g|2 < €; nous
avons alors
|P = fl2 <[P —gl2+lg— fl2 < 2e. (28.49)

O

8. Définition 25.20.
9. Par exemple ¢ = 0.4, mais ce n’est qu'un exemple hein. Si vous en voulez un autre, prenez p, un nombre
premier puis calculez ¢ = 1/p.
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Notons que cette histoire de fonctions de Dirichlet n’a pas attaqué le vrai fond du probléme de la
densité des polynomes trigonométriques dans L?(S1) parce que nous restons avec une hypothése de
continuité, alors que les représentants des éléments de L2(S') n’ont strictement aucune régularité
a priori.

28.3 Coefficients et série de Fourier

Définition 28.14.
Pour toutes les fonctions f définie sur [0,27n[ ou périodique de période 2w, pour lesquelles les
expressions ont un sens, nous définissons

1 2w

cn(f):% ) f(t)e ™tdt, (28.50)

et nous nommons série de Fourier associée a f la série
S()x) = D, er(f)e™. (28.51)

Nous considérons aussi la suite (nous ne précisons pas dans quel espace)

n

Su()@) = D] e(f)e™™. (28.52)

k=—n

St la fonction f est de période T, nous définissons

c _ ! ! t)e2imnt/T gy 28.53
n(f) T f(t) ( )

Le sport de la théorie des séries de Fourier est de donner des conditions sous lesquelles :
— les coefficients de Fourier et la série de Fourier ont un sens,

— la série de f est égale a f.

Proposition 28.15 ([600]).
Soit f une fonction continue et 2w-périodique telle que sa série de Fourier converge uniformément.
Alors la convergence est vers f.

Démonstration. Notons d’abord que f étant continue sur [0,27], elle y est bornée et L2. Par
conséquent Parseval nous enseigne que

1SN (f) = flrz — 0. (28.54)

Cela signifie que
1 2m

lim — t) — Sn(t)|*dt = 0. 28.55

Jim 5o | 1) = s (28.55)

L’hypothese de convergence uniforme nous dit que la fonction |f(t) — Sy(t)|?> converge uniformé-

ment vers la fonction |f(t) — S()|? ot nous avons écrit S la limite de Sy. En permutant la limite

et l'intégrale,
1 21

— | @)= S@®)Pdt =0, (28.56)
2m Jo

ce qui signifie que la fonction t — |f(t) — S(#)|? est la fonction nulle. Nous en déduisons que
f=5. O
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Proposition 28.16.
Soit f une fonction 2m-périodique. Si Y, ., |cn(f)| < 00, alors pour tout x € R nous avons

f@) =Y en(f)e™. (28.57)

nez

De plus, la suite (S, (f)) converge uniformément vers f.

Démonstration. Nous posons

glx) = D en(f)e™. (28.58)

nez

Etant donné les hypothéses, la série de droite converge absolument, la fonction g est continue sur
IR. Nous avons

l9(z) = (Su(MN@)] < D] len( )], (28.59)

|k|>n

mais le terme de droite tend vers zéro lorsque n — o0 parce que c’est le reste d’une série convergente.
Cela signifie que Sy, (f) converge uniformément vers g.

Par ailleurs nous savons que dans L2 nous avons la convergence S, (f) — f (parce que f est
continue sur le compact [0,27] et donc y est bornée et L?), ce qui signifie que ¢ = f presque
partout. Ces deux fonctions étant continues, elles sont égales partout. ]

Théoréme 28.17 ([1]).
Soit f: R — C, une fonction C' et 2w-périodique. Pour n € Z nous posons
1 2m )
enlf) = o |, (t)e "™dLt. (28.60)
Alors
(1) Les coefficients de Fourier sont sommables : (c,) € (}(7)

(2) Pour tout x € R nous avons

f@) =Y en(f)e™. (28.61)
neZ
(3) La convergence est uniforme. C’est a dire que si nous posons
N .

Sn(@) = > ea(f)e™, (28.62)

k=—N

alors

IS5 = flloo = 0. (28.63)

Démonstration. Point par point.
() Pour (1) Soit n € Z. Nous posons g(t) = f(t)e~™. Nous avons

27 2

g (t)dt = J [£/(t)e™™ —inf(t)e™"™"]dt. (28.64)

0

0= g(2m) ~ 9(0) = |

0
Du coup, ¢,(f") = inc,(f). La fonction f’ étant bornée (parce que continue sur [0,27]),
elle est de carré intégrable sur [0, 27] et par les inégalités de Parseval (théoreme 25.46) nous
avons

D len(f)]? < . (28.65)

nes

Par conséquent (c,(f')) € €%(%) et a fortiori (c,(f'))nex € ¢2(N). L'inégalité de Cauchy-
Schwarz nous indique alors

) 1/2 1/2
IREGIEDY %|Cn(f/)| < <Z n12> (Z Icn(f’)|2> < 0. (28.66)
n=1 n n

nelN
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Nous procédons de méme pour n < 0. Cela prouve que

S lealhl = leolR)l + 3 lenl£) + 3 leal)] < 0. (25.67)

nez n<0 n>0
() Pour (2)
() Pour (3)

Corolaire 28.18 (Unicité des coefficients de Fourier[l]).
Soient f,g deux fonctions continues et 2mw-périodiques.

(1) St Cn(f) = Cn(g) alors [ =g.
(2) Si f(z) = e an€™, alors an = cy(f).

Démonstration. En deux points.

() Pour (1) Dans le cas de fonctions continues, le théoréme de Fejér 28.7 nous enseigne que si

nous posons
n

Su(f)(@) = >, exl(f)e™™ (28.68)
k=—n
alors nous avons la convergence
. XN
- 2 Sn()(@) = f(2). (28.69)
n=0
Donc en supposant que ¢, (f) = cx(g), nous avons S, (f)(z) = Sn(g)(x) et
1 N
fo) = lim ;0 Su(f)(@) = Jim ——— 7;0 Sn(g)(z) = g(z). (28.70)
() Pour (2) Nous considérons la restriction
f:[0,27] - C
28.71

C’est une fonction bornée parce qu’elle est la restriction de f qui est continue sur, disons, le
compact [—d, 27 + 6]. Elle est donc dans 'espace de Hilbert L*([0, 2r[).

En utilisant la base trigonométrique (27.420) (qui est une base par le lemme 27.117), nous
écrivons I’hypothese sous la forme

= Z V2ranen (). (28.72)

nez

Autrement dit, f = D ez V2mane,. La proposition 25.26 permet d’identifier les coefficients :
V2man = {f, en). (28.73)

Nous avons donc

27
an = o JO f(t)en(t)dt (28.74a)
S 1 —int
= \/ﬂfo f(t)ﬁe dt (28.74b)
27
2177 f(t)e~™mat (28.74c)
2177 f(t)emat (28.74d)
= cn(f), (28.74e)

ce qu’il fallait démontrer.
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d

28.19.

La proposition 28.21 dit que les hypothéses de continuité et de périodicité ne sont pas suffisantes
pour assurer la convergence de la série de Fourier. En particulier, pour 28.18(2), I'hypothese de la
convergence de la série est une vraie hypothese.

Exemple 28.20.
Considérons la fonction

fla)=1-2 (28.75)

sur [—m, 7]|. Nous la développons en série trigonométrique, et étant paire il n’y a pas de sinus. Un
calcul montre que

ao = 3 (28.76)
et 4
an = (=) 5, (28.77)
de telle sorte que
fay =24 i nc08(n ) (28.78)
3 w2 = ' ’
Nous avons f(m) = 0, mais avec le développement,
2 4 & 1
f(m) = 372 nZ::l w2 (28.79)
donc " )
1 s
n; =5 (28.80)
A

28.3.1 Le contre-exemple que nous attendions tous

Nous montrons maintenant que la continuité et la périodicité ne sont pas suffisantes pour avoir
convergence de la série de Fourier.

Proposition 28.21 ([89]).
Soit CY (R) l’ensemble des fonctions périodiques continues muni de la norme uniforme. Nous

définissons
n

Su(N)@) = > e(f)e™. (28.81)

k=—n
Alors il existe f € CY_ tel que la suite n — S, (f)(0) soit divergente. En particulier f n’est pas la

somme de sa série de Fourier.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire
)
ly: C5p = C

Fre 00 = Y el (28.82)

() La forme est continue Nous montrons d’abord que |l,| est continue en montrant que
[1n] < oo et en utilisant la proposition 11.61. Pour cela nous calculons un peu :

us n ) 1
—zk:t —ikt
Z 27r dt = % Z e Mdt = f() R(t)dt (28.83)

k=—n
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ou Dy, (t) est le noyau de Dirichlet dont nous connaissons une formule par le lemme 28.4.
Nous avons donc

(O] < 5= [ IDaOl1 ot (28.84)

2 J_,
En prenant | f[l,c = 1 nous avons la borne suivante pour la norme de I, :
1 s
ol < 5 | 1Da0)ldt < e (28.55)
2n J_,

Notons que la convergence de l'intégrale vient de la continuité de la fonction

in (201
t M (28.86)
S1n (5)

qui, elle méme, se prouve avec une regle de 'Hospital :

in(at t
sinfat) _ o, acos(at) (28.87)
t—0 sin(t)  t—>0 cos(t)

Donc D,(t) a une limite bien définie pour ¢ — 0 et est alors une fonction continue sur le
compact [—7,7].

() La norme de I, (début) Nous avons prouvé que [l,| < 5= §"_[Dy(t)|dt. Nous allons &
présent prouver que ceci est effectivement la norme de [,. Pour ¢ > 0 nous considérons la
fonction

fee R—>C
Dy () (28.88)

T —
| Dy ()| + €

C’est une fonction continue et 27-périodique satisfaisant | f¢| < 1 parce que le dénominateur
est toujours plus grand que le numérateur. Nous nous proposons de calculer

W)= Y = [ swea (25.50)

P 2 J_,

Puisque f.(t)e~** vaut en norme |f.(t)|, qui est une fonction intégrable (ne dépendant pas
de k) sur [—7, 7], le théoréme de la convergence dominée 14.190 nous permet de permuter
la somme et l'intégrale :

n 2
1 (™ Dy(t) ikt 1 (™ |Dn(®)]
(fe) = — —_ Wt = — — 2 dt. 28.90
(fe) 27 J_,, | D (t)] + € k_z_:ne 21 J_ |Dn(t)] + € ( )
(S —
=Dy (t)
Nous avons donc L
lim I, (fe) = j | Dy, (t)|dt. (28.91)
e—0 2 —r
Mais vue I'inégalité (28.85) nous avons
il = 5= | 1Dal0)1d (28.92)
LY I ’ ’

Notre tache est maintenant de donner une valeur a cette intégrale.

() Norme de [, tend vers oo D’abord nous écrivons

B 1 (™ ‘sin (2”2+1t)’
linl = o fﬂ g (28.93)
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ensuite nous nous souvenons que |sin(x)| < |x| pour tout x, ce qui nous permet de changer
le dénominateur : _
2 (™ |sin (%=t
ot > 2 [ S0, (25.94)
™ Jo 2]

Nous y effectuons le changement de variable u = 2”2—+1t qui donne

2 f("Jré)” ‘sin(u)|d
—du

I = —

(28.95)

Nous y reconnaissons 'intégrale (17.499) du sinus cardinal que nous savons diverger. Cela
donne

Jim |2, = co. (28.96)

() La conclusion L’espace (CS,, |.]|«) est complet ', donc le théoréme de Banach-Steinhaus 11.136
s’applique. Par rapport aux notations de I’énoncé de Banch-Steinhaus, nous posons

B = (Cor ) (28.97a)
F=R (28.97b)
H = {l,}nen. (28.97¢)
Comme la suite (||/,]) n’est pas bornée, il existe f € CY_ tel que
sup ||l (f)| = oo. (28.98)
n
Pour cette fonction nous avons
sup S (f)(0) = oo, (28.99)
n=0

et donc la série de Fourier de f ne converge pas en zéro.
O

28.22.

La proposition 28.21 ne contredit pas Fejer 28.7(4). Alors la c’est subtil, donc soyez bien attentive.
Le systéme trigonométrique est total dans ’espace des fonctions continues périodiques sur R :

(C9.(R),|.]0)- Cela signifie que si f € C9 (R), il existe une suite de polyndmes trigonométriques

P tels que Py undf f.

Cela ne signifie pas que cette suite soit la suite des sommes partielles de la série de Fourier.
Et en effet, le théoréme de Fejér ne donne pas la convergence de la suite des sommes partielles de
Fourier, mais la convergence au sens de Cesaro de la somme des cx(f)eg. Ce n’est pas la méme
chose.

Notez que le coefficient de e; dans F» est ¢1(f)/2 alors que dans F3, il est 2¢1(f)/3.

Il y a donc bien une suite de polynoémes trigonométriques qui converge vers f, mais ce n’est
pas la suite des sommes partielles de la série de Fourier.

De plus, C9_(R) n’est pas contenu dans L?(IR), donc nous ne pouvons pas invoquer la théorie
de Hilbert pour dire que le systeme trigonométrique serait quelque chose comme une base. Si
feC8 (R), il n’est pas garanti qu’il existe des nombres (a;)icz tels que f(z) =Y. _, ane™®

Enfin, me diriez-vous, les fonctions continues et périodiques sur IR sont les mémes que les
fonctions définies sur [0,27[ avec une petite condition de limy_,or f(z) = f(0). Les fonctions
qui vérifient cela sont une partie de Lz([O, 27r[), qui est un espace de Hilbert, lui. Or le systeme
trigonométrique est une base hilbertienne (lemme 27.117). Alors oui, la série de Fourier de f
converge vers f lorsque f est continue sur [0,27[. Cela n’est cependant pas un contre-argument
pour deux raisons :

— La convergence S, (f) — f qu'on a dans Lz([O, 27r[) est seulement une convergence pour la
norme L?, et non une convergence uniforme.

— Une convergence L? sur [0, 27 ne se prolonge pas spécialement en une convergence L? sur
R, et encore moins en une convergence uniforme sur R.

10. Parce qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue, théoréme 12.361.
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28.3.2 Inégalité isopérimétrique

Le théoréeme suivant dit que parmi les courbes C!, le cercle a la plus grande surface possible &
périmetre donné.

Théoréme 28.23 (Inégalité isopérimétrique[39]).
Soit f: S — C une courbe de Jordan'' de classe C'. Nous notons L sa longueur et S laire
contenue de la surface délimitée'? par f. Alors

(1) Nous avons linégalité isopérimétrique : L> > 4rnS.

(2) Nous avons l’égalité L? = 4rS si et seulement si la courbe donnée par f est un cercle.

Démonstration. Nous commencgons par considérer un chemin dont la longueur est 27 et nous en
considérons son paramétrage normal. Nous allons exprimer laire S en utilisant le théoreme de
Green, et plus particulierement la formule de surface (20.257).

Si f(s) = z(s) + iy(s), nous devons intégrer y'z — 'y, qui n’est rien d’autre que la partie
imaginaire de f'(s)f(s). Donc

1 21
S = 3 Im f'(s)f(s)ds (28.100)
0
Nous considérons les coefficients de Fourier de f donnés par la formule (28.50) :

1 21 )
enl(f) = 5= (s)e™"ds. (28.101)
2T 0
Ceux de f’ (qui est aussi continue sur le compact S! et donc tout autant L?) sont donnés par

en(f') = incn(f). (28.102)

D’autre part en vertu du théoréme 21.10, la longueur de v s’exprime en termes de 'intégrale
de la norme de sa dérivée :

o — I — Lzﬂ 1/(s)|ds = EW 1/ (s)[2ds (28.103)

parce que nous avons choisi un paramétrage normal qui vérifie automatiquement |f’(s)| = 1 pour
tout s. L’identité de Parseval sous sa forme (25.114) appliquée & f’ nous enseigne que

21 [os}
L=2n= f [F/(s))Pds = 2 Y fea(f)P = 2m D nPlen(f)P (28.104)
0 n=—oo neZ
et donc que
DT nPlen(f)P = 1. (28.105)
nezZZz

Par ailleurs le systéme trigonométrique étant une base hilbertienne, et les fonctions f et f’ étant
dans LQ([O, 27r]) (parce que continues sur un compact), elles sont égales a leurs séries de Fourier
(au sens L?), c’est-a-dire que nous avons I’égalité (27.424). Nous avons alors

Pz =) enlfens Y em(fem) (28.106a)

nez meZ
= ;;cn(f’)cm(f) <ez,em> (28.106b)
= 2, ealf)eal) (28.106¢)
neZ
= Y inlea(f)? (28.106d)

11. Définition 20.78
12. C’est la partie connexe bornée de C\y dont l'existence est donnée par le théoréme de Jordan 21.121.
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ou nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour sortir les sommes. Avec cela nous
pouvons exprimer 'aire (28.100) en termes de coefficients de Fourier :

S - %Im 27, £y = 7 Y nlealF)[ (28.107)

nez

En utilisant les expressions (28.104) et (28.107) pour L et S, et en écrivant L = 27, nous avons

2
L? — 478 = 4x? (2 nQ\cn(f)P) — 4 > nlea(f))? (28.108a)

nes nes
=47 Y nlea ()P =47 - nlea(f)P (28.108b)
nez nez
=472 ) len(f)](n* = n) (28.108c)
nez
> 0. (28.108d)

Justifications.
— Pour (28.108a). Expression (28.104) pour L et (28.107) pour S.

— Pour (28.108b). La somme dans le premier terme valant 1 par (28.105), nous pouvons sup-
primer le carré.

Cela prouve 'inégalité demandée dans le cas ou L = 27.

Si v n’est pas de longueur 27 mais L, alors nous considérons le chemin o (t) = %%(t) Sa longueur
est 27 et son aire, au vu de la formule de Green (28.100), est de 47r2%. L’inégalité isopérimétrique
appliquée au chemin o donne alors L? > 4xS.

Le cas d’égalité s’obtient uniquement si ¢, = 0 pour tout n différent de 0 ou 1. Dans ce cas
nous avons

f(s) = co(f) + er(f)e”, (28.109)

qui est un cercle de centre co(f) et de rayon |c1(f)]. O

28.3.3 A propos des coefficients

Pour la suite, nous avons besoin d’une notation pour désigner ’ensemble des suites dans C a
index dans Z, c’est & dire I'ensemble Fun(Z, C). Pour alléger les notations, nous allons ’écrire €%,
conformément a des notations déja introduites par exemple en 1.279.

Nous considérons ’application

¢t (Lyp[lI1) = (C% -leo)

F > (en()nez (28.110)

qui & une fonction 27w-périodique fait correspondre la suite (bornée) de ses coefficients de Fourier.

Nous rappelons la définition
1 21

cn(f) = =— | flt)e ™at. (28.111)
2m Jo
Nous allons montrer que cette application est linéaire, continue, injective et non surjective. Pour
la continuité, par la linéarité il suffit de la montrer en 0. Nous devons donc montrer que si nous
avons une suite de fonctions fi, qui tend vers 0 au sens L', alors c¢(f;) — 0 au sens de la norme
|.llo sur I'ensemble des suites.
Si nous posons rj = S(Q)ﬂ | fx(t)|dt, alors ri, = | fx|l1 et nous avons rp — 0. Mais par définition

len(fi)] < T, (28.112)

et donc |c(fx)|o < rg. L’application ¢ est donc continue. L’injectivité est donnée par le coro-
laire 28.18.
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Si nous supposons que 'application c est continue, alors le théoréme d’isomorphisme de Banach
(27.1) nous dit que cela devrait étre un homéomorphisme, c’est-a-dire que ¢! serait également
continue. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.

Nous considérons la suite de suite

0 sin<O
(ecn)k=11 sik<n (28.113)
0 sinon.

Ici (cp)g est le terme numéro k de la suite (¢p,). Par exemple ¢g = (0,0,...) et c2 = (1,1,0,...).
Par injectivité de 'application qui a une fonction fait correspondre la suite de ses coefficients
de Fourier, I'unique fonction qui possede ces coefficients est

Falt) = ) cnpe™. (28.114)

kelN

En ce qui concerne la norme de f,, nous avons
1 27 "
I fnlls = 2f D (en)ile™ldt = > (ca) = n. (28.115)
TJo pen keN

Etant donné que |f,|1 = n, la suite (| f.]1) n’est pas bornée alors que la suite de suites (28.113)
est bornée dans I’ensemble des suites parce que |c, [ = 1.

Lemme 28.24.
Soit une fonction f: R — C qui est T-périodique et de classe C1. Alors

2
enl(f) = 20 (28.116)
T
Démonstration. Nous rappelons la définition (28.53) des coefficients de Fourier :
1 :
en(f) = Tf Ftye=2mntT gy, (28.117)
0

Le coefficient pour f’ ne pose pas de probleme d’existence parce que f’ est continue sur le compact
[0,T7]. 11 vaut

1 (7 ,
anlf) =7 f (e 2Ty (28.118a)
0
_ 1 s J g —20TN Y\ 9imnt/T
- = [f(t)e ]0 ) SO (=) dt (28.118b)
2itn 1 (T it/ T
= = o 28.11
T TL ft)e dt (28.118c)
o;
= (). (28.118d)
T
Justifications.

— Pour (28.118b). C’est une intégration par partie avec u’ = f' et v = e~ 2™/,

— Pour (28.118¢). Comme f(T) = f(0), et que t — e~ 27T est périodique de période T, le
terme au bord est nul : f(T)e=2™ — £(0)e’® = 0.

O
Lemme 28.25 ([510]).
Soit une fonction f: R — C de classe C? et T-périodique. Alors
TN 1/l
" <|=—) ——. 28.119
i< () 1L (25.119)
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Démonstration. En utilisant la définition (28.53) des coefficients de Fourier,

1

T 1 T
7| 1sende < Zs |1t = 111 (28.120)

N

len ()]

En appliquant le lemme 28.24 & f’ nous avons

en(f") = (2?”)2 en(f). (28.121)
o en(F)| = (;n) enl")] < (;n) 1o (28.122)
]

28.4 Série de Laurent

Théoréme 28.26 (Série de Laurent[510]).
Soient la couronne

C(r1,r2) = {z € C tel que r1 < |z| < re} (28.123)
et une fonction holomorphe f: C(ri,1m9) — C. Alors :

(1) 1l existe une suite (a,) dans C telle que

flz) =D anz" (28.124)

(2) Cette suite est unique : si

fz) =D anz" = > bnz", (28.125)

alors a,, = by, pour tout n.

(3) Si on pose, pour r € |ri,rof,

frrR—>C
0 fre®) (28.126)

les valeurs a, sont liés aux coefficients de Fourier de f. par

o = Colr). (28.127)

Tn

(4) Cette série converge uniformément sur tout compact contenu dans C(r1,rs).

(5) Pour tout 11 < s < 9, les coefficients sont donnés par'?

1 (2)
Ay = % o Zn+1 dz (28128)

ot Cs est un cercle centré en 0, et de rayon s.
La série ainsi définie est la série de Laurent de la fonction f.
Démonstration. Pour r € |r1,r2[ nous posons
frrR->C
0 — f(re?).

13. Pour le dire clairement, ces a, ne dépendent pas de s, méme si s entre dans le membre de droite.

(28.129)
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() Coefficients de Fourier La fonction f,. est de classe C! et périodique. Le théoreme 28.17
sur les séries de Fourier nous indique que

Fo(t) =D ealr)e™ (28.130)
neZ
avec 14
1 [ ‘
cn(r) = 5 . fr(t)e " dt. (28.131)

La fonction ¢, |ri,mo[ — ©C est une fonction définie par une intégrale que nous voudrions
dériver en ryg.

() Digression Deux voies s’offrent a nous.

— Le plus immédiatement disponible est le théoréme 17.19, mais il demande de travailler
avec la dérivée (réelle) de r — f(re'?) et de se poser des questions quant a son lien avec
la dérivée (complexe) de f.

— Une fagon plus indirecte est de considérer une extension

h: B(rg,d)¢ x [0,27][ - C

IR (28.132)

ou 0 est assez petit pour que le tout reste dans le domaine de f. Alors nous pouvons
utiliser le théoreme 26.29 qui a 'avantage de ne pas devoir majorer la dérivée. Mais cette
voie demande de réellement faire le lien entre la dérivée complexe de h et la dérivée réelle
de r — f(ze").
Nous choisissons la premiére voie parce qu’en réalité, elle évite completement de parler de
dérivée complexe.

() Permuter dérivée et intégrale Nous allons essayer de la dériver en ¢ € |ry, 72| en utilisant
le théoreme 17.19. Pour y voir plus clair, ce qui joue le role de f dans I’énoncé de 17.19 est
I’application

h:ri,re] x 0,27 - ©
(r.0) > f,(0)e .

Nous considérons un intervalle I = B(rg,0) assez petit pour étre dans |ry,ro[. Passons en
revue les conditions.

() Pour (1) Pour tout r € I, la fonction 6 — f(re®)e="% est dans L' ([0, 27[) pare que

(28.133)

[F(re)e™ ) = [f(re”)| = |, 0)]. (28.134)
La fonction f étant continue, elle est bornée sur le compact I x [0, 27].
() Pour (2) Pour chaque 6, la fonction r — f(re??)e™™ est dérivable par la proposition
26.3(1).
() Pour (3) En utilisant la proposition 26.3(3), nous savons que la fonction
oh of

5, (1, 0) = = (r,0)e™™" (28.135)

est continue et donc bornée sur le compact I x [0, 27]. Une fonction constante majorant
de 0,h est intégrable sur le compact [0, 27].

En permutant nous avons donc

1 2 _ )
/ —inf
cn(ro) = — (orf)(ro,0)e """ d6. (28.136)
2 0
14. Oui, on devrait écrire c,(fr) pour suivre scrupuleusement les notation introduites plus haut. Mais comme
toute la suite de la démonstration sera de voir le tout comme fonction de r, je vous laisse juger.
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() Cauchy-Riemann C’est le moment d’utiliser Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sous

la forme de la proposition 26.3(2). Et tant que nous y sommes, nous notons g(¢) = f(ro,0)
pour avoir moins de choses a écrire :

21
cn(r0) =f (@rf)(ro,0)e =" dp (28.137a)
0
_ L Qﬂi(a £ (ro,0)e~ " do (28.137b)
_27T0iT09 ro,v)€ ’
_ 1 J‘Qﬂ- /(0) 7in9d0 (28 137 )
 2mirg 0 givje ’ AlC

La derniére expression a manifestement envie de se soumettre a une intégration par partie.

() Une intégration par partie Nous posons u(f) = e~ et v = g, de telle sorte que

/ _ 1 —inf 2r J2ﬂ- o —inf
cn(ro) = St ([e g(@)]o . (—in)e " g(0)do (28.138a)
- f 7 (0)e~"?dp (28.138h)
2710 give ' '
= " (ro). (28.138¢)
70

Justification pour (28.138b). Pour rappel, g(8) = f(ro,0) = f(roe’?); donc g(0) = g(27) et
le « terme au bord » est nul.

() Equation différentielle L’équation (28.138) dit que ¢, satisfait & I'équation différentielle

cn(r) = %cn(r) (28.139)

pour tout r € |ri,ro[. La fonction ¢, est une fonction & valeurs complexes dont les parties
réelles et imaginaires vérifient toutes deux ’équation du lemme 26.45. Il existe donc a,, € C
tel que

en(r) = apr™. (28.140)

Cela prouve au passage le point (3) parce que r n’est jamais nul.

() La valeur de a,, Nous avons

cn(r)

— 1J‘27r f( i@) —inf _nd9
= o o re e T
i 27 f(rew)
21 Jo  (etfr)n
1

(2) ..

2mi Jo, 2"

(28.141)

Une justification pour I'intégrale curviligne s’impose. La définition est 26.26. Dans le cas du
cercle, nous considérons

Cy: 0,27 - C
gt (28.142)
et donc . ) ( ,9) ) ( ‘9)
z T f(ret .0 (T f(rét
. Zanz f (Tezo)nﬂme df =i . (rele)”de (28.143)

Le fait que le tout soit égal & a, prouve que l'intégrale est en réalité indépendante de r '°.

15. Voir ma question 28.27.



28.4. SERIE DE LAURENT 2079

() Conclusion Reprenons la formule (28.130) :
f(re?) = £.(0) = 2 cn(r)e™ = Z anrem? = Z an (re)". (28.144)

Autrement dit,

fz) = lan2", (28.145)

avec les a,, donnés par la formule (28.141), comme nous devions le prouver.

Point (2) (unicité) Supposons que f(z) = anz™, fixons r € |ry, r2|, et posons
nez

frr R—>C
0 (28.146)
0 — f(re”).
C’est une fonction continue et périodique. Elle peut s’écrire sous la forme
£2(0) = f(re®) = > an("e™) = > (anr™)e™. (28.147)

nes nes

Le corolaire 28.18(2) a propos de l'unicité des coefficients de Fourier implique que a,r" =
cn(f) et donc que

(28.148)

Donc les coefficients a,, sont déterminés par f. Si nous avions fait le calcul en partant de
f(2) = X,ez bn2", nous aurions eu b, = cnlf) "ot donc bien an = by,.

rno
() Point (4) La fonction

frfR—->C

) 28.149
0 — f(rew) ( )

est continue et périodique de période 27. Le lemme 28.25 nous indique que, pour tout r €
71, r2[, nous avons

[ £7 o

n2

len(fr)l <

(28.150)

() Sur une couronne Soient deux rayons intermédiaires 1 < s1 < Sy < 7. La couronne
fermée C(s1, s2) est compacte. Nous considérons la fonction

g: [81,82] X [0,27T] - C

(28.151)

(u,0) — f,(0)
Nous notons g,, I'application 6 — g(u, ) ; c’est une application définie sur [si, s2]. Par
le lemme 12.79, lapplication u +— | gy [« est continue et donc majorée : nous pouvons
considérer M € R tel que [|gy]« < M pour tout u € [s1, s2].

Puisque, pour r € [s1, $2] nous avons g, = f/, en combinant avec (28.150), nous voyons
qu’il existe M tel que
M

len(fr)l < - (28.152)

En prenant les notations de la définition 11.81 de la convergence normale, nous posons

Up: C(s1,82) > C

z > apz"”

(28.153)
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En ce qui concerne sa norme '°, nous avons

[unleo = lan| sup |27 (28.154a)
zeC(s1,52)
= |an|s3 (28.154b)
%ﬁ%) s5 (28.154c¢)
S
< ‘cn(ZSHSS (28.154d)
52
M
< (28.154¢)

Justifications :
— Pour (28.154¢). Prendre n’importe quel s € [s1, s2] et c’est bon par (28.148).
— Pour (28.154¢). Equation (28.152).

Comme la somme Y _, M /n? converge, nous avons la convergence normale de >’

sur C(s1, $2).

n
nez nez An?

() Sur un compact quelconque Soit K, un compact dans C(r1,72). La fonction z — |z| est
continue sur K ; donc elle a un minimum et un maximum. Nous posons $; = min,ex ||
et so = max,ex |2|.

Ah ah! non. En fait nous ne définissons pas s et so de cette manieére parce qu’il y a
un risque que s; = s9 et qu’alors C'(s1, s2) soit vide et ne contienne donc pas K — pour
rappel, C(s1, s2) est la couronne ouverte.

Nous choisissons donc s1 et so de telle sorte que

r1 < §1 < min|z| < max < sg < 7. (28.155)
zeK zeK

Tout ¢a pour dire que K < C(sy, s2). La convergence normale sur C(s1, s2) déja prouvée
implique la convergence normale sur K.

O]

ii Avertissement/question au lecteur !! 28.27
Sur Wikipédia[5/0], le fait que a, ne dépende pas de r est prouvé en disant que an(s) = cp(s)/s"
et an(t) = c,(t)/t" et que

n
cnls) _ 8" (28.156)
cn(t)  t7
En mettant tout cela bout a bout,
an(s) _ (28.157)
an(t)

Je ne comprends pas trés bien pourquoi cette justification est nécessaire. A mon avis, le rédacteur de
la démonstration sur Wikipédia parvient a déduire la relation (28.156) directement depuis l’équation
différentielle, sans réellement avoir besoin de la résoudre.

Si vous comprenez n’hésitez pas a m’écrire, parce que j’ai l’impression d’avoir manqué quelque
chose.

ii Avertissement/question a la lectrice !! 28.28
L’énoncé de la proposition 28.29 n’est peut-étre pas précis. ST vous avez un énoncé correct sous le
coude, écrivez-moi.

16. Faites bien attention que dans cette partie, .| est la norme uniforme sur C(s1, s2) et non sur C(r1,r2) ou
sur C.
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Proposition 28.29.
Si f est holomorphe sur B(a,r), alors sa série de Laurent est de la forme

f(z) = i an(z —a)". (28.158)
n=0
avec . 12)
z
ou
ve 0.2 = © (28.160)

t— a+ re

est le cercle de centre a et de rayon 7.
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Chapitre 29

Transformation de Fourier

Définition 29.1.
Soit une fonction f sur R%, dont nous ne précisons pas la régularité. Sa transformée de fourier
est la fonction f définie par

fO = f@e ™ *do (29.1)
Rd

st elle existe.

29.2.
Ce qui est bien avec cette définition est que si la formule (29.1) ne définit pas f (parce que 'intégrale
n’existe pas, par exemple), nous nous réservons le droit de définir tout de méme f par d’autres
biais. Ce sera d’ailleurs 1'objet du théoreme 29.32 qui définira f pour tout f € L?(R%) alors que la
formule (29.1) ne fonctionne pas sur toutes ces fonctions.

Une bonne partie de ce qui va suivre aura pour objet de déterminer des espaces de fonctions
sur lesquels la transformée est bien définie, et sur lesquels elle a de bonnes propriétés.

Nous allons par ailleurs utiliser indifféremment les notations F(f) ou f pour la transformée de
Fourier de f. La notation J est pratique pour les transformées de loooooongues expressions ainsi
que pour parler de Iapplication « transformée de Fourier » d’un espace de fonction vers un autre.

29.3.
Nous verrons dans le théoréme 29.32 que la transformée de Fourier n’est pas une isométrie de L2.
Pour avoir une isométrie, il aurait fallu choisir des coefficients moins simples.

Proposition 29.4.
La transformée de Fourier est C-linéaire au sens suivant. Soient des fonctions f,g: R* — C telles
que F(f) et F(g) existent. Alors

(1) La transformée de Fourier de f + g existe et vaut F(f + g) = F(f) + F(g)
(2) Pour tout A € C, la transformée de Fourier de \f existe et vaut F(Af) = AF(f).

Démonstration. C’est la proposition 14.179 qui nous permet de séparer I'intégrale dans le calcul
suivant :

F(f+a)©) = | (F+a@e™ *da (29.20)
= f(z)e ™ " Zdx +f g(z)e ™ Tdx (29.2b)
R4 R4
= F()&) + F(g)(&)- (29.2¢)
En ce qui concerne F(Af), c’est la méme chose, en utilisant la linéarité de l'intégrale. O

2083
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29.1 Transformée de Fourier sur L!'(R?)

Nous rappelons que les espaces LP sont des ensembles de classes de fonctions, définition 27.7.
La transformée de Fourier, comme presque tout ce qui a trait aux intégrales, passe aux classes.

Lemme 29.5.
Soit une fonction f: R? — C telle que F(f) existe. Alors pour toute fonction g € [f] la transformée
F(g) existe et g = f.

Démonstration. Par définition des classes, il existe une fonction s: R — € presque partout nulle
telle que g = f + s. Soit ¢ € RY fixé. La fonction x — s(z)e %" est presque partout nulle et
donc intégrable d’intégrale null. La proposition 14.179 nous permet alors d’affirmer que f + s est
intégrable et que

F s = |

(f + 5)(x)e ®%dx = f(z)e %%dx + J s(x)e”®%dx = F(f)(x). (29.3)
R4 R4 R4

O]

A partir de maintenant, lorsque nous parlons de transformée de Fourier d’une fonction dans
LP_ nous parlons indifféremment d’une vraie fonction ou d’une classe.

Lemme 29.6.
Si fe LN(RY), alors f existe.

Démonstration. Par définition, si f € L'(R?), alors I'intégrale {j, |f| existe et est finie. Alors la
fonction qui arrive dans la transformée de Fourier en ¢, la fonction s: z — f(x)e™ %" est également
dans L'(R?) parce que |s| = |f]. O

29.7.

Si f e L'Y(R), la transformée de Fourier f existe, mais il n’est pas garanti qu’elle soit elle-méme
dans L', méme si il est vrai que f est continue (proposition 29.11) et bornée (proposition 29.14).
Nous allons immédiatement montrer un exemple de fonction L' dont la transformée de Fourier
n’est pas dans L.

Lemme 29.8.
La transformée de Fourier de
fTR->R
1 size[—3, 3] (29.4)
€T —
0 sinon
est
A sin(&/2
fe) = 2 (205)

£/2

La fonction f n'est pas dans LY (R).

Démonstration. Pour £ € R fixé, la fonction x +— f(x)e® est continue & support compact, donc
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nous n’avons aucun problémes avec 'intégrale

f©) = | f@e o (29.60)
R
= f e~ (29.6b)
[=1/2,1/2]
1 epqa=1/2
(- - i (29.6¢)
_ _ilg(e—zw i) (29.6)
2isin(&/2)
= TN 29.
i€ (29.6¢)
sin(€/2)
= —, 29.6f
Le fait que cette fonction ne soit pas dans L'(R) est le lemme 20.211. O

Lemme 29.9.
Si f e LY(R?) et si g(x) = f(\x) alors

96 = XUf(E/N). (29.7)

Démonstration. 1l s’agit de faire le changement de variable y = Az dans l'intégrale

&) = | fOx)e ®%dy. (29.8)
Rd
Dans le changement de variables, vient le coefficient dz = A~%dy. O

Proposition 29.10.
La transformée de Fourier est un morphisme vis-a-vis de la convolution sur L*(R™) :

—

frg=14 (29.9)

Démonstration. Nous devons étudier 'intégrale

Fra© = [ | [ st |ear (20.10)

Ici nous avons choisi des représentants f et g dans les classes de L'. Montrons que f est borélienne.
D’abord f(z) = fi(x)— f-(x) ou f; et f_ sont des fonctions positives. Afin d’alléger les notations
nous supposons un instant que f est positive et nous posons

k
fnlz) = 2 51]0(@6[% LESY S (29.11)

Le fait que f soit dans L' implique que chacune des fonctions f, est borélienne ' et donc que f
I'est aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions boréliennes .

Nous allons appliquer le théoréeme de Fubini 14.271 a la fonction

o(z,y) = f(z)g(y)e @) (29.12)

1. Ceci demanderait plus de justification. Dites moi si vous savez comment justifier que les f,, soient boréliennes.
2. Le fait que f soit borélienne est une conséquence du théoréme 27.195.
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qui est borélienne en tant que produit et composé de fonctions boréliennes. Nous avons

fR (f]R |f (x)e—i£$||g(y)€—i§y|dy> do = JR <| f(@)| ﬁR |g(y)dy> dx (29.13a)

- fR F@lglh (20.13)
= [ fl1lgllh < 0. (29.13¢)

Le théoreme est donc applicable. D’abord nous avons :

- < f f(x)ei&da:> (ng(y)eiEydy> (29.14a)
f U fz i W)dy) dx (29.14b)
f U f(x)g(t —z)e >d:c (29.14c)

Jusqu’ici nous n’avons pas utilisé Fubini. Nous avons seulement introduit le nombre S]R g(y)e Ydy
dans l'intégrale par rapport a x et effectué le changement de variables y — t = = + y. Maintenant
nous appliquons le théoréme de Fubini pour inverser I'ordre des intégrales :

(3 f U flx “ffdx> dy (29.15a)
:f —itg (J f(z)g(t —z) da:) dt (29.15Db)

= J}R e U (f x g)(t)dt (29.15¢)
= fxg(o). (29.15d)
O

Proposition 29.11.
Soit une fonction f e L'(RY). Alors sa transformée de Fourier est continue.

Démonstration. Nous considérons une fonction f définie sur R¢ et & valeurs dans R ou C. Sa
transformée de Fourier est donnée par

f(é) = fm e f(z)da. (29.16)

Pour montrer que cette fonction f est continue en &y nous considérons une suite (&,) — & et nous
voulons montrer que f(&,) — f(&). Pour cela nous considérons les fonctions

gn(x) = e*ién’”f(m) (29.17)

qui convergent simplement vers g(z) = e %% f(z). Etant donné que

lgn (@) < [f(2)], (29.18)

le théoréme de la convergence dominée donne alors

Jim | gn(2) = fgggom ) (29.19)
¢est-a-dire limy, o f(&,) = f(€). La fonction f est donc continue. O

Lemme 29.12.
Pour tout f € LY(R™) nous avons || f|ls < ||f]1-
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Démonstration. Cela est une simple vérification :

f© = | fl)e ™z, (29.20)
]:R’ﬂ
nous avons, pour tout &,
Ol < | Iz, (20.21)
R
ce qui signifie exactement | f|lo < | f]1- O
Lemme 29.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue[607]).

Si f est une fonction L*(R) alors limg_, 1o f(ﬁ) =0.

Démonstration. Nous commencgons par prouver le résultat dans le cas d’une fonction g en escalier,
et plus précisément par une fonction caractéristique d’un compact K = [a,b]. Au niveau de la
transformée de Fourier nous avons

b
~ 1 :
1x(§) =j ey = 15( e~ _ gmialy, (29.22)
Par conséquent
. 2
Mg (&)] < H (29.23)

Plus généralement si g = Zf\; 1 Cilg,, alors

et donc nous avons effectivement lim¢_, 1o [§(£)| = 0.

Nous passons maintenant au cas général f € L' (R). Etant donné que les fonctions L! en escalier
sont denses dans L!, nous considérons une fonction g € L*(R) en escalier telle que |f — g[1 < e.
Nous avons donc

1f =l <If =gl <e (29.25)
Donc
A < 1) = 9(O)ljg(&)]- (29.26)
Le premier terme est plus petit que €. Il nous reste a voir que
lim [§(£)[ =0, (29.27)
§—
mais cela est le résultat de la premiere partie de la preuve. ]

Corolaire 29.14.
La transformée de Fourier d’une fonction L*(IR) est bornée.

Démonstration. Par le corolaire 29.11, la transformée de Fourier d’une fonction L' est continue.
Le lemme de Riemann-Lebesgue 29.13 impliquant qu’elle tend vers zéro en +oo, elle doit étre
bornée. O

29.1.1 Formule sommatoire de Poisson

Proposition 29.15 (Formule sommatoire de Poisson).
Soit f: R — C une fonction continue et L'(IR). Nous supposons que

(1) il existe M > 0 et o > 1 tels que

M

|f(@)] < T+ 2

(29.28)
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(2) >r _|f(2mn)| < .

Alors nous avons

>, fm)y= > f(2mn). (29.29)

n=—au

Démonstration. (i) Convergence normale Nous commengons par montrer qu’il y a conver-
gence normale sur tout compact séparément des séries sur les n > 0 et sur les n < 0.

Soit K un compact de R contenu dans [—A, A] et n € Z tel que |n| = 2A. Pour z € K nous

avons
|z +n|=n|—|z|=n|— A= |;L’ (29.30)
Du coup nous avons un a > 1 tel que
M M
|fz+n)| < 7 < - (29.31)
(1 + e+ nl) (1+@>
Lorsque n est grand, cela a le comportement de M /|n|* et donc la série
0
D fz+n) (29.32)
n=0
est une série convergent normalement. Les deux séries (usuelles)
a_ = Z f(z+n) (29.33a)
n<0
a_ =Y flx+n) (29.33b)
n>0
convergent normalement.
(ii) Convergence commutative Au sens de la définition 11.96 nous avons
Z flx+n)=ay +a_. (29.34)

nez

En effet si nous prenons Jy < N fini tel que | Yy 5 f(z + 1) —as| < e et J; € =N tel que
|Zn€7N\J{ f(x+n)|—a_ <e, et si nous posons Jy = J) u J] alors si K est un ensemble fini
de Z contenant Jy nous avons

D fnta)—(ar +a)|<| ), fn+a)—as|+] ), fn+a)—a_| <2 (29.35)

nekK neK+ nekK—

ot KT sont les éléments positifs de K et K~ sont les strictement négatifs. Maintenant que
la famille {f(n + x)}nez est une famille sommable, nous savons qu’elle est commutativement
sommable et que la proposition 11.110 nous permet de sommer dans l'ordre que 1'on veut.
Nous pouvons donc écrire sans ambigiiité I'expression Y, ., f(z +n) ou Y0 f(x +n).

(iii) re-convergence normale Nous posons donc sans complexes la série

F(z) =) f(z+n) (29.36)

nez

qui converge tant commutativement que normalement. Notons que nous pouvons maintenant
dire que la série sur Z converge normalement ; pas seulement les deux séries séparément.
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(iv) Continuité, périodicité Etant donné que chacune des fonctions f(z + n) est continue, la
convergence normale nous assure que F' est continue.

De plus F' est périodique de période 1 parce que

o0 o0

Flx+1) = Z flz+1+n)= Z f(z+p) = F(x) (29.37)

n=—o p=—00

ou nous avons posé p =1 + n.

Notons que nous n’avons pas spécialement prouvé que F' n’était pas périodique avec des
périodes plus petites que 1. Mais cela n’a pas d’importance ici.

(v) Coefficients de Fourier En vertu de la définition (27.273) et de la périodicité de F,

1/2 .
cn(F) = f s F(t)e 2™t qt (29.38a)
1 .
=f F(t)e 2™t gy (29.38b)
f D F(E+n)e (29.38¢)
nez
= f w)e 2T =t gy, (29.38d)
nez
—f f(u)e 2mmudy, (29.38¢)
—00
= f(2mn). (29.38f)

ou nous avons effectué le changement de variables u = t + n, et permuté I'intégrale et la
somme en vertu du fait que la somme converge normalement.

(vi) Conclusion Etant donné I'hypothese 3 ., |f(n)| < oo la proposition 28.16 nous dit que

F(z) = ). ea(F)e*™m, (29.39)
nez
c’est-a-dire que
o0 o0 )
D1 fl@+n) Z (27n)e?mine, (29.40)

n—ao n=—
En écrivant cette égalité en x = 0 nous trouvons le résultat :

D1 fn) =" f(2mn). (29.41)

nez nez

Exemple 29.16.
La formule sommatoire de Poisson peut étre utilisée pour calculer des sommes dans l’espace de
Fourier plutot que dans I’espace direct. Nous allons montrer dans cet exemple 1’égalité

0] oo
Z e—on? — Z \/> —m*n?/a (29.42)
n=—o n=-—ao

Si a est grand, alors la somme de gauche est plus rapide, tandis que si « est petit, c’est le contraire.
Nous appliquons la formule sommatoire de Poisson a la fonction

fz) = e (29.43)
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Nous avons

e i
R
_ 6x2/4af e_(\/at+2i;a)2 (29.44Db)
R
1
_ e—x2/4017 e_UQdu' (29440)
Va R+%

Pour traiter cette intégrale nous utilisons la proposition 26.7 en considérant le chemin rectangulaire
fermé qui joint les points —R, R, R+ ai, —R+ai et f(z) = e~#". Calculons I'intégrale sur les deux
cOtés verticaux. Nous posons

Yr(t) = R+ tia (29.45)
avec t: 0 — 1. Nous avons
1
| 1= Gr) e (29.462)
TR 0
1
—qe ® f ¢~ 2tRiatat® gy (29.46b)
0
donc en module nous avons
1
| fl<ae™ f e dt < Me™F (29.47)
YR 0

ou M est une constante ne dépendant pas de R. Lorsque R — o0, la contribution des chemins
verticaux s’annule et nous trouvons que

J e du = J e du, (29.48)
R+az R

que nous pouvons utiliser pour continuer le calcul (29.44). Nous avons

R —z2/4a
f(z) = c a Re_uzdu = \/Ze—;ﬂ/w (29.49)

ot nous avons utilisé la formule (14.862). Par conséquent ce qui rentre dans la formule sommatoire
de Poisson est

F(2mn) = \/?6”2”2/% (29.50)
a
A
29.2 Suite régularisante
Définition 29.17.
Une suite régularisante est une suite (p,) dans L'(R?) telle que
(1) pour tout n, pn =0 et {papn =1;
(2) pour tout o > 0,
lim pn = 0. (29.51)
=0 Jlt>a "

Une telle suite est régularisante parce que souvent p, € Z(R%), ce qui donne f * p, € C® par
le corolaire 27.62.

Proposition 29.18 ([603, 609]).
Soit une suite régularisante p, € L*(R?). Alors :
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(1) Si f est continue d support compact, nous avons la convergence uniforme sur R :

Foopn . (29.52)
(2) Sige LP (1 <p < ) alors
9% pn = g. (29.53)

Démonstration. Si f est continue & support compact, elle est uniformément continue ?, et elle est
bornée. Soit € > 0 et o > 0 tel que pour tout z,y tels que |z —y|| < @ nous ayons |f(x) — f(y)| <e.
Nous prenons de plus n suffisamment grand pour avoir SB(O aye Pn < € Nous avons alors

@) = (= p)@ = | [ (F@) = F)onle =)y (29.542)
<[ @ twlee-pdr+ [ 5@ = 5]y
B(z,0) T‘ B(z,a)c TQH;‘H@_J
(29.54b)
< (142 f]0). (29.54¢)

Nous avons prouvé que pour tout € > 0, il existe N tel que n > N implique ‘f(m) — (f*pn)(a:)‘ <e.
Cela prouve 1'uniforme convergence sur R? de f * p, vers f.
Pour le point (2) nous considérons g € L'(RY) et ¢ € Z(R?). Nous avons la majoration

lg % pn—glp < g% pn— & # pullp + 16 pn — Sllp + 16 — gl (29.55)
En ce qui concerne le premier terme;

[(g = @) pullp < g — (29.56)

par la proposition 27.60. Donc
lg * pn = glp < 2|9 = &lp + |6 * prn — &llp- (29.57)

Par la densité de 2 dans LP (théoréme 27.50(5)) nous pouvons considérer une suite ¢; L, g dans
2(R%). Pour tout i nous avons

lg# pn = gllp < 2lg = Gillp + |¢i * pn — Slp- (29.58)

Nous effectuons la limite sur n — oo :

Jim g * pn — glp < 2[g — &i + ggrolo [ * pn — qbiH;j (29.59)

=0
parce que le point (1) s’applique & ¢;. Nous effectuons ensuite la limite sur i — oo dans

Jim g+ pn — g] < 2[g — ¢ — 0. (29.60)

29.3 Transformée de Fourier dans ’espace de Schwartz
La définition de la transformée de Fourier de ¢ € .7 (R%) est
P(&) = f o(x)e™™ " S (29.61)

Si a est un multiindice de taille m, nous notons

(Mo f)(x) =24y - Ta,, [(T). (29.62)

3. Théoreme de Heine 12.76.
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Lemme 29.19 (Lemme de transfert).
Si o e S(RY) et si o est un multiindice, alors

0% = (=)™ M. (29.63)
et
07p(€) = (—1)l¥gvp(€). (29.64)

Démonstration. Nous considérons la fonction h(z, &) = p(x)e™™ ~ ¢ dont la dérivée par rapport a
& est donnée par —i(M;p)(x)e® ~ &. Cette fonction est majorée en norme par

G(z) = Mip(z), (29.65)

qui est encore une fonction & décroissance rapide et donc parfaitement intégrable sur R?. Le
théoréme 17.19 nous dit donc que la dérivée de ¢ par rapport a &; existe et vaut

0P . ——
(0 =i | s = —ilEp(o). (20.66)

En appliquant ce résultat en chaine, nous trouvons la premiere formule annoncée.
Nous passons & la seconde formule annoncée. Etant donné que ¢ € ., ses dérivées le sont aussi
et par conséquent, il n’y a pas de problémes pour écrire

U 0 —ix
o (6) - f 22 @ee " S (29.67)
Rd 0T
Etant donné que
0 L o i - . .
izt £\ _ i E i " £ 9
7o (@™ 7€) = 22 (@)e i€up(a)e ¢, (29.68)
notre tache sera de prouver que
0 o
—ix " & _
fRd S (gp(x)e )dx 0. (29.69)

Autrement dit, nous voulons montrer que le terme au bord d’une intégration par partie s’annule.
D’abord le fait que ¢ soit a décroissance rapide nous assure que l'intégrale (29.69) converge. Pour
chaque &, la fonction

F@,6) = 2 () " <) (20.70)

0xy

est intégrable par rapport a x. De plus, f est dans .(R) pour chacune de ses variables (les autres
étant fixées). Le théoreme de Fubini 14.272 nous permet alors de décomposer 'intégrale en

f f(z,&)dx = f .. f flxy, ..., xq)dxy ... dag. (29.71)
R4 R R

De plus nous pouvons intégrer dans I’ordre de notre choix et nous choisissons évidemment d’intégrer
d’abord par rapport a xj. Etudions donc 'intégrale

4 —iT . A 0 —ix
JR oz (‘pme 6) de=Jm | % (80(96)6 5) dx (29.72)

dans laquelle nous avons un peu allégé les notations. Une primitive de ce qui est intégré est toute
trouvée : c’est ¢(z)e™**¢, et nous pouvons utiliser le théoréme fondamental du calcul intégral pour
écrire que

JA (@(m)eiiQJg)/da: = [cp(:z:)e*i‘rg]x:A (29.73)

—_A r=—A '

Vu que ¢ est dans .#, la limite A — o0 donne zéro.
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En substituant maintenant (29.68) dans (29.67) et en tenant compte du terme que nous venons
de montrer s’annuler, nous avons

Osp(€) = —it f Jp(@)e™™ T8 = —ig(6). (29.74)
R
En recommencant la procédure |a| fois nous trouvons la seconde formule annoncée. O

Proposition 29.20 ([358]).
A propos de transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz.

(1) L’espace de Schwartz est stable par transformée de Fourier, c’est-a-dire que f(Y(lR?)) c
(R
(2) Lapplication F: /(R — Z(R?) est continue.
Démonstration. La linéarité découle de celle de I'intégrale. La difficulté est de prouver que pour
¢ € .7 (IR%) nous avons bien que ¢ € .7(R%) et que cette association est continue °.

(i) Premiere inclusion : F(#(R%)) < .(R%) Nous devons prouver que pour tout multiin-

dices a et /3, nous avons p, g(¢) < c0. Nous avons
£50°0(€) = €7~ Map(€) = ()17 ML p(€). (29.75)

Ensuite nous nous souvenons que | f|o < | f]1 parce que

f@l< [ r@e = | 1@z =l (20.76)
R4 R4
Donc o
Pap(®) = 1Mo < 0° Mag]r. (20.77)

Du fait que ¢ soit dans .#, la derniére expression est finie. Cela prouve déja que
F(Z(RY) = #(RY). (29.78)
34

.. . oy 2 . . B ~ L A
(ii) Continuité Nous supposons avoir une suite ¢, = ¢, et nous devons prouver que ¢, = @.
Pour alléger les notations, nous posons f,, = ¢, — ©. Nous avons
)

| las = 16°0% fllo (29.79a)
— |68 Mg f||oo lemme 29.19. (29.79b)
< |0°Maflh (29.79¢)

La convergence f, Z 0 nous dit ente autres que 0° M, fn 2 0; en particulier la proposi-

1
tion 27.194 nous dit que d° M, f,, L 0, ce qui signifie, par les majorations (29.79) que
| £

ce qui prouve la continuité de transformée de Fourier dans .% (]Rd).

s < [0°Ma fuls — 0, (29.80)

(iii) Bijection Une preuve peut étre trouvée dans [610].

Proposition 29.21 ([1]).
Soit p € L (R™ x R™) et la transformée de Fourier partielle

o(x, k) = J e_ikycp(x,y)dy. (29.81)

m

Alors ¢ € /(R™ x R™).

4. Nous verrons, avec la formule d’inversion dans la proposition 29.26 que c’est méme une bijection.
5. Pour rappel, en dimension infinie, il n’est pas garanti qu'une application linéaire soit continue.
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Démonstration. 11 s’agit de reprendre les étapes de la partie correspondante de la preuve de la
proposition 29.20. Soient des multiindices o, o/, B et 5’ ott « et 3 se référent a la variable x tandis
que o et ' se réferent a la variable k.

Vu que la multiplication par kP commute avec 0% nous avons

2PKP 090% G(x, k) = 2PKP 0% (=)@ Moy (, k) = (=)@ 4181280208 M o(z, k). (29.82)
D’autre part nous avons 0%p = éac/p parce que la fonction 0, étant Schwartz, la fonction

G(y) = sup () (z,y)| (29.83)

zeR™

est dans L'(IR™) par le corolaire 27.190. Par conséquent le théoréme 17.19 permet de permuter la
dérivée et l'intégrale dans

0 0

%sé(ft,k) = axﬁR e~ p(z,y)dy. (29.84)

Dans le méme ordre d’esprit des difficultés de permutation de limites nous avons Mgy = ]\%g/p
D’autre part nous avons encore ||@|, < 00 parce que

m

Pl < | el <sw | le@pldr< | Jswe@pldi<e(2085)

parce que ¢ est Schwartz et le corolaire 27.190 donne l'intégrabilité.
Donc nous avons .
Plaat)(88)(@) = 107 Mar Mpd@po < o0. (29.86)

Cela prouve que ¢ est Schwartz. O

29.3.1 Quelques transformées de Fourier

Lemme 29.22 (Transformée de Fourier de la Gausienne [(11]).
La transformée de Fourier de
g: R* >R
2 (29.87)
est donnée par
TNY2 _je124
9e(6) = (f) e IeI"/4e (29.88)
€

Démonstration. Nous commencons par la fonction g(x) = e~ 121?72 et nous prouvons que sa trans-
formée de Fourier est §(£) = (2m)%2g(¢).

(i) Réduction a la dimension 1 La fonction g est dans ’espace de Schwartz. Par le théoréme
de Fubini,

d d d
9(6) = J]Rd [[ereemrdn = IH JR e ey = ;ﬂ f(&) (29.89)

k=1
ou f est la fonction d’une variable
flz) = e ™12, (29.90)

Notons que f € Z(R).

(i) Une équation différentielle Voyons I’équation différentielle satisfaite par la transformée

de Fourier f de la fonction (29.90). Grace au lemme 29.19 nous trouvons I’équation différen-
tielle 0

&)+ (fY(©) =o. (29.91)

6. Une facon alternative, plus directe de déduire cette équation différentielle sera donnée dans I’exemple 29.25.
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C’est le moment d’utiliser le théoréeme de Cauchy-Lipschitz (17.42), appliqué a la fonction

f(t,y) = —ty qui est Lipschitz et continue au au probléme
{ Y +ty=0 (29.92a)
y(0) = wo (29.92b)

R . . . 2 .
posséde une unique solution maximale, en 'occurrence y(x) = yoe™* /2. En ce qui concerne
la condition initiale nous avons

£(0) = f e 2dx = /27 (29.93)
R
par 'exemple 14.275. Donc ,
f(&) = V2me €2, (29.94)

En reformant le produit (29.89) nous concluons.

Nous passons maintenant a la fonction g.. Nous pouvons écrire g, sous la forme
ge(z) = g(V2ex). (29.95)

Utilisant successivement la transformée de Fourier de g que nous venons de calculer et 29.9 (facteur
d’échelle) nous trouvons

(&) = (2m)"?g(¢) (29.96a)
3e(&) = (2€)725(¢/V/2e) (29.96b)
/2
= <E> €_|€‘2/4€“ (2996C)
€
Nous voyons que . € .7 (R%) (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20). O
Lemme 29.23.
Si ge(z) = e<1#1” alors la suite
1

Pn = 7(%),1@1/” (29.97)

est une suite régularisante (définition 29.17).

Démonstration. Nous savons déja la transformée de Fourier de g, par le lemme 29.22. Nous mon-
trons que la suite p,, est régularisante. Nous avons g, € Ll(]Rd) et ge = 0 ainsi que lim¢_,q S B(0,0) Ge =
0 pour tout a. I1 y a seulement un couac avec la norme. Nous calculons S]Rd Je(§)d¢ avec la forme
(29.96¢). En utilisant sauvagement Fubini ” pour séparer les intégrales et en effectuant le change-
ment de variable u = t/(24/€) nous calculons :

d
f e IEP /e ge = HJ ey (29.98a)
R4 1 YR
d 2
=2ve[ ] f e " du (29.98b)
k=1'R
d
= H 2\/eN/T (29.98¢)
k=1
— 24(7e)¥2. (29.98d)
Nous avons utilisé ’exemple 14.275 pour le calcul de 'intégrale gaussienne. Avec tout cela nous
avons
f Ge = (2m)%. (29.99)
Rd
Donc ﬁ J1/n €st une suite régularisante. O

7. Le pauvre!
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Le corolaire suivant regroupe les résultats a propos des suites régularisantes, leur utilité et leur
existence.

Corolaire 29.24.
Si la suite régularisante p, est dans L' (RY) n C®(R?) alors pour f € LP(RY) en posant f, = pn* f
nous avons

(1) fn e C®(RY) A LP(RY)
(2) fo 5 f

De plus, de telles suites existent.

Démonstration. Le fait que f, soit de classe C® est le corolaire 27.62, et la convergence est la
proposition 29.18(2).
De telles suites existent, par exemple celle donnée par le lemme 29.23. 0

Exemple 29.25 ([89]).
Soit la fonction ge(z) = e~“*". Sa transformée de Fourier sera déduite dans le lemma 29.22 en
utilisant le lemme de transfert 29.19. Nous nous proposons ici de déduire de facon directe I’équation
différentielle vérifiée par la transformée de Fourier de g..

Nous posons

€T

I(k) = f ek o (29.100)
R

et nous considérons la fonction
2

f(k,x) = e"thzemea”, (29.101)

Elle est de classe C! par rapport a k, et intégrable en x pour chaque k. De plus sa dérivée

2

(Onf)(k,z) = —ize kTeee (29.102)

vérifie |0y f| < ze~". La dérivée est donc majorée (uniformément en k) par une fonction intégrable.
Le théoréme 17.19 permet de permuter la dérivée et I'intégrale :

I'(k) —J —ize kTt gy (29.103a)
R
g 1 d 2
; —ikx —e€T
_ 1ld d 29.103b
ZfRe 2e dx <e ) v ( 3b)
i d .
= ?z L dr (eilkm> e~ dy par partie (29.103c)
—k —ikx  —ex?
=— | e"e " dx (29.103d)
2€ R
— _—kl(k) (29.103¢)
2 ' '
D’ot I'équation différentielle I'(k) = — & I(k). A

29.3.2 Formule d’inversion

Proposition 29.26 (Formule d’inversion[385, 89]).
A propos d’inversion de la transformée de Fourier.

(1) Si f e Z(R), alors nous avons la formule d’inversion

Flz) = j}R ¢k F (k) dk, (29.104)

:27'('

(2) Nous avons, pour f € ./ (R),
f@) = —F(f)(~=). (29.105)
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(3) L’application
F: ZR) - ZR) (29.106)

est une bijection continue.

(4) Cette formule peut d’écrire de plusieurs autres fagons : pour tout f € .7 (R%) nous avons

flz) = %f (/) (). (29.107a)
FNE =~ F()6) (29.1071)

Démonstration. Le fait que la transformée de Fourier sur .#(IR%) prenne ses valeurs dans .7 (RY)
est déja prouvé dans 29.20. Nous commencgons maintenant la preuve de (1).

Soit f € .Z(R%). Pour € > 0 nous posons

fo(k) = e F ek f (k). (29.108)
Nous allons calculer

lim e K ke £(k) dk (29.109)

€—> R

de deux facons; d’abord avec la convergence dominée, et ensuite avec Fubini.

(i) Premier calcul : convergence dominée D’abord en utilisant directement le théoréme de

la convergence dominée 14.190. La fonction f est dans .% (R) (théoréme 29.20) et par consé-
quent f. € L'(R) parce que le facteur e~** ne va certainement pas empécher de converger.
De plus |fe| < |f| et f € L. Le théoréme est de la convergence dominée est applicable et

lim | e e f(k)dk =f ™ f(k)dk. (29.110)
e—0 R R

(i) Deuxiéme calcul : Fubini Pour le deuxiéme calcul nous allons faire appel & Fubini® pour
la fonction

u:RxR—-R

(ks ) o ) = (). (28.111)

D’abord nous nous assurons que u € L'(R x R) par le corolaire 14.271, et ensuite nous
utilisons le théoreme de Fubini 14.272 pour manipuler les intégrales (et en particulier les
permuter).

(i) uwe LY(R x R) Dans un premier temps nous avons :

f f D= () dy dk < J R J () ldy]dk < (29.112)
R JR R R

parce que f étant dans . (RR), l'intégrale intérieure se réduit & un nombre. Nous savons
maintenant que u € L'(R x R) grace au corolaire 14.271.

8. Parce qu’il est toujours plus simple de refiler le boulot aux autres que de le faire soi-méme. . .pauvre Fubini !



2098 CHAPITRE 29. TRANSFORMATION DE FOURIER

(ii) Calcul Nous pouvons alors calculer un peu ...

f eikr’e*eka(k:)dk =f J e"kxe%kze*ikyf(y)dy dk (29.113a)
R R JR
—f [J eik(“_y)e_eka(y)dk]dy (29.113b)
R JR
=j f(y)[J eik(w_y)e_Edek]dy (29.113c)
R R
- | ity —a)ay (20.1134)

= \/? f Fly)e~ =2)/4eqy (29.113¢)
€ JR

= Q\E\/: JR flz+2y/et)e ™ dt (29.113f)

= 2/7 J flz + 2et)e Pt (29.113g)
R
(29.113h)

Justifications :

— Pour (29.113b), c’est Fubini 14.272.

— Pour (29.113d), nous avons reconnu dans le crochet la transformée de Fourier de la
fonction ge: x +— e7.

— Pour (29.113e), nous utilisons la transformée de Fourier de g. donnée dans le lemme
29.22.

— Pour (29.113f), nous avons effectué le changement de variables ¢t = (y — x)/(2+/€)
qui donne dt = dy/2+/€.

(iii) Second passage a la limite Nous avons obtenu ’égalité

| et fwd = 2y | fo+ 2veeCar (20.114)
R R

et nous voudrions passer a la limite € — 0. Le membre de gauche est déja fait en (29.110).

Pour le membre de droite, la fonction f étant Schwartz (en particulier bornée), nous pouvons
effectuer la majoration , ,
flz+2vet)e™ < || foe™, (29.115)

qui est une fonction intégrable de t. Nous avons donc le droit de permuter la limite € — 0 et
lintégrale dans le calcul suivant :

m | flx+2vet)e ™ = f Fx)e ¥ dt. (29.116)
e—0 R R
(iv) Fin Nous avons maintenant les limites des deux membres de (29.114). Récrivons :
lim | e*e~** f(k)dk = lim 2/7 f flz + 2y/et)e P at, (29.117)
e—0 R e—0 R

A gauche nous avons déja la limite depuis (29.110), et & droite nous obtenons

lim 2\/%f Flz + 2v/et)e Vdt = 2\/Ef F@)e dt = 2y f(x)Vm = 2nf(x)  (29.118)
€ R R

ou nous avons utilisé I'intégrale gaussienne faite dans I’exemple 14.275.
En remettant tout ensemble,

2 f(z) = lim e~ M ek fk)dk = f e f(k)dk, (29.119)
VIR R

ce qu’il fallait prouver.
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Le plus gros est fait ; nous avons prouvé

f(x) S f}R ek f(k)dk. (29.120)

:27r

Pour (2), c’est simplement une reformulation de cela.
Nous prouvons maintenant (3).

(i) La transformée de Fourier est injective Vu qu’elle est linéaire, il suffit de démontrer

~

que si F(f) = 0, alors f = 0. Si f = 0, alors la formule (29.120) donne immédiatement
f=0.

(ii) La transformée de Fourier est surjective Soit f € .”(R). Nous devons trouver g €

A

< (R) tel que § = f. La formule F(f)(—z) = 27 f(x) nous incite & essayer

9(6) = —5-F(~€). (29.121)
Calculons F(g) :
Flo)a) = - | e g(ee (20.1220)
e 1
=—| e —f(-¢d 29.122b
| e F-egae (29.1220)
1 L
= f e f(t)dt (29.122¢)
2w R
1 A
I — — 29.122d
LF()) (29.1220)
= f(x) (29.122€)
Pour la derniére ligne, nous avons utilisé F(f)(—z) = 2r f(z).
O
Corolaire 29.27.
Nous avons la formule
f J e~ f(x)dx dk = 27 £(0). (29.123)
R JR
Démonstration. Poser x = 0 dans I’équation (29.104). O

29.28.
Les physiciens qui n’ont que rarement peur écrivent souvent la formule (29.123) sous la forme

J e~ M dk = §(x) (29.124)
R

ou ¢ serait la fonction de Dirac qui vaut zéro partout sauf en z = 0 ou elle vaudrait I'infini, mais
pas n’importe quel infini; juste celui qu’il faut pour que sont intégrale valle 1.

Lemme 29.29.
Sipe S (R x R"™), alors

0 = 010 (29.125)
ot le chapeau dénote la transformée de Fourier par rapport d la variable dans R™ et non par rapport

a celle dans R. Le t par contre est la variable dans R.

Démonstration. Par définition de la transformée de Fourier nous avons

(2:0)(t,€) = % . ¢(t, x)e " du. (29.126)
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Notre but est de permuter l'intégrale et la dérivée en utilisant le théoréme 17.19. Il nous faut une
fonction G: R™ — R qui soit intégrable sur R" et telle que

< G(2) (29.127)

pour tout ¢ € B(tg, ). Etant donné que la fonction d;¢ est tout autant Schwartz que ¢ elle-méme
nous pouvons alléger les notations et chercher une fonction G qui convient pour toute fonction
p e (R x R™). Soit la fonction

G(z) = sup |o(t,z)|. (29.128)
teB(to,0)

Pour tout multiindice o nous avons alors

sup |2°G(z)| < sup  |z%(t, x)| < My € R. (29.129)
zeR" (t,x)eRxR™

Grace a la proposition 27.189, cela signifie que ¢ décroit plus vite que n’importe quel polynoéme ;
G est donc intégrable sur R”™. 0

29.4 Transformée de Fourier sur L?*(RY)

La théorie des transformées de Fourier est intéressante sur L?(IR?) parce qu’elle y donne une
isométrie. Nous allons la donner avec des fonctions a valeurs dans C.

Remarque 29.30.
Une remarque qui vaut ce qu’elle vaut, mais si u est une classe de fonction pour la relation u ~ v
si et seulement si u(x) = v(x) pour presque tout v alors l'intégrale

a(g) = J]Rd u(z)e™ dx (29.130)

ne dépend pas du choix du représentant. Nous pouvons donc parfaitement parler de transformée
de Fourier d’une classe de fonctions.

29.4.1 Le probléeme

Nous avons défini en général la transformée de Fourier d’'une fonction f: R — C par la formule

f(e) = f}R % f(z)da (29.131)

tant que cette intégrale existe.
Il se fait que cette intégrale n’existe pas toujours pour des fonctions dans L?(IR). Donc nous
devons faire mieux pour définir la transformée de Fourier sur L?.

Exemple 29.31 ([1]).
Prenons la fonction

0 siz<l1
T) = 29.132
f( ) {; siz>=1. ( )

Vu que l'intégrale S;O x%d:v existe et est finie (proposition 14.261(2)), la fonction f est dans L?(RR).
Cependant U'intégrale (29.131) n’existe pas. Pour nous convaincre de cela, nous pouvons sim-
plement nous souvenir de la définition d’une intégrale & valeurs dans un espace vectoriel (défini-
tion 14.183). Nous fixons £ € R et nous posons g(x) = f(z)e*®,
Bien évidemment, |f(g)| = % sur ]1,0[. Donc §j |g| = o0, et la fonction g n’est pas intégrable.
Fin de I’histoire.
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Nous pouvons toujours essayer de comprendre mieux. Vu que S]R |g| = o0, la proposition 14.184
nous dit qu’au moins une des intégrales parmi

in,ffﬁmfffe,ff;n (29.133)
est égale a +oo.

Note qu’en travaillant un peu, on se convainc qu’en réalité, elles divergent toutes les quatre. A

29.4.2 Extension de L' n L? vers L?
Théoréme 29.32 (Extention de la transformée de Fourier vers L?(R9)[611]).
Soit f € LY(RY) n L2(RY). Alors
(1) Nous avons F(f) e L2 et | fll;2 = (2n0)%| f| 2.
(2) L’application F: L' n L?> — L? peut étre étendue en une application F: L*(R?) — L%(RY)
vérifiant R
112 = @0 f L2 (29.134)
pour tout f e L?(RY).

Démonstration. Le fait que f € L' implique |F(f)]x < | f]1 (c’est le lemme 29.12). En particulier,
|F(f)(€)|? est majoré et 'intégrale

4.:] |F|2e <€ dg (29.135)
]Rd

existe et est finie.

(i) Découper l’intégrale Dans un premier temps nous développons les intégrales. Dans les

égalités suivantes, z¢ est le produit scalaire = - ¢ dans R%.
&= < f(a:)eiwﬁdm> ( f f(y)e—y€> el gg (29.136a)
R4 \JRd Rd
= J [ f F(2) f(y)eig(xy)da:dy} e~ P ge. (29.136b)
Re [JRIxRA

Nous avons utilisé le théoréme de Fubini pour regrouper les intégrales?. Vu que f € L'(R%), la
fonction (z,y, &) — f(z)f(y)e <€l est dans L' (RY x R x RY) et le théoréme de Fubini 14.272
avec 1 = R? x R% et 05 = R? nous permet de permuter les intégrales pour avoir

& = f(@)f(y) U eig(c"y)eeépdf] dxdy. (29.137)
R4 xR4 R4

(ii) Discuter de cette gaussienne En posant

glx) = el (29.138a)
ge(x) = g(v/2ex) = e~ (20.138D)

nous avons g, € .7 (R%) et le lemme 29.23 nous autorise & écrire

g(&) = (2m)*2g(¢) (29.139a)
9e(6) = (E)d/2 eIel /e (29.139b)

€
Nous voyons que j. € .7 (R%) (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20) et que ge
est une fonction paire (encore une fois, c’était gagné d’avance parce que la transformée de
Fourier d’une fonction paire est paire).

9. Dans la suite nous allons encore utiliser Fubini quelques fois pour regrouper et dégrouper des intégrales.
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Tout cela pour dire que l'intégrale entre crochet dans (29.137) est g.(y — x) = ge(z — y), et
donc

&= F(@) f(Y)ge(x — y)dady. (29.140)
R4 xR

Encore une fois le théoréme de Fubini permet de séparer les intégrales et de calculer I'intégrale
sur i en premier. Vu que f € L' et que §. € .7 (R%), le produit de convolution f * g est un
élément de .7 (RY) par la proposition 27.198. Nous avons donc

&= | T@S g0 (20.141)
R
La, nous reconnaissons un produit scalaire dans L?(IR%), et donc
£12 —et? ~
| 1R de = (5.1 5 s (29.142)

Notons que tout a un sens : f € L2(R%) et f * g € .7 (R%) < L*(R%).

(iii) Suite régularisante Nous prenons la suite régularisante du lemme 29.23 donnée par

L
Pn = ng/n’ (29.143)
(iv) Premiére conclusion Nous reprenons (29.142)
A 1e2 .
| 1P = Cff «dnudaun, = (7T ) (29.144)
En prenant la limite n — o0 nous trouvons

lim | |f2e € ae = 2m)¢f|>. (29.145)

n—00 Rd

Pour effectuer la limite du membre de gauche nous devons remarquer qu’en posant

gn(€) = |F(E)leIEFIm, (29.146)

nous avons une suite décroissante de fonction (c’est-a-dire que a ¢ fixé, c’est décroissant en
n). Par ailleurs ces fonctions sont toujours & valeurs dans [0, 0] et nous pouvons utiliser le
théoreme de la convergence monotone 14.166 pour permuter la limite et I'intégrale. Au final :

1flze = @m)4)f] 2. (29.147)

En ce qui concerne l'extension, soit f € L*(R%) et une suite (f,) dans L' n L? telle que

fo S 1

(i) Existence d’une telle suite Si f e L?(IR?), alors nous pouvons poser

Fo(z) = f(z)e 12/, (29.148)
Par l'inégalité de Holder (27.81) nous avons f, € L'(R?); de plus f,, € L?>(R?) parce que
pour tout x nous avons |f,(x)| < |f(x)|. Montrons que f, LN f. Nous avons

U= 113 = | @)1 =) P (29.149)

Nous voulons prendre la limite n — 00. Pour ce faire a & droite nous remarquons que e~ lel*/n?
est majoré par 1; ce qui se trouve dans l'intégrale est donc majoré (uniformément en n)
par |f(x)|?, qui est une fonction L' parce que f est L2. Le théoréme de la convergence
dominée 14.190 nous permet alors de permuter la limite et I'intégrale, ce qui donne

lim | f, — f|? = J lim |f(z)(1— e 1*/7*)12dz = 0. (29.150)
n—0o0 Ré "0
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(ii) Définition de F: L? — L? La suite (f,) est une suite convergence dans L?, et elle est donc
de Cauchy. De plus pour chaque n,m nous avons

an_me = (277)dan_me' (29'151)

Nous voyons donc que la suite (f,,) est également de Cauchy, dans l'espace L2(R?) qui est
complet (lemme 27.77). Nous posons

f= lim f,. (29.152)

n—a0

(iii) Indépendance aux choix Nous devons montrer que la définition de f ne dépend pas de

2 2
la suite approximant f dans L' n L2. Soient dans deux suites f,, L f et gn SR f telles que

fn -z, F et g, AN G. Alors

[£2 = 8nll = @0 fn = gnll < @7)° 1 fo = f1 + 27)gn = £1 = 0. (29.153)
Par conséquent ( fr — Jn)n est une suite qui converge vers zéro. Par unicité de la limite,
F=G.
O
Remarque 29.33.
Une autre suite possible, a la place de (29.148), est
fo(®) = f(2)L)g)<n- (29.154)

C’est-a-dire la fonction f limitée a une boule de rayon n autour de 0.

29.4.3 Une formule de Leibnitz

ii Avertissement/question au lecteur !! 29.34
St f et g sont des fonctions comme il faut et si P est un polynome, je suis quasiment certain que
nous avons la formule

Px(fg) = (Pf)xg+ f=(Pg). (29.155)

La raison est que, a travers la transformée de Fourier, P est seulement constituée de dérivation.
Cela est donc une formule de Leibnitz.
Si vous avez un énoncé exact et une preuve, je suis preneur.
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Chapitre 30

Distributions

Nous donnons ici une partie de la théorie sur les distributions. L’utilisation des distributions
dans le cadre des équations différentielles est mise dans le chapitre sur les équations différentielles,
section 32.11.

Proposition 30.1 ([612]).
Soient un ouvert Q) de R et une fonction intégrable f: (Q,Bor(Q),)\) — C telle que

j fe=0 (30.1)
Q

pour toute fonction p € 2(). Alors f = 0 presque partout sur Q.

Démonstration. Nous commencons par prouver que f est nulle sur tout compact de 2. Soit un
compact K de Q. Le lemme d’Urysohn 15.154 nous donne une fonction 6 a support compact qui
vaut 1 sur K.

Nous considérons une suite régularisante (¢y) de fonctions toujours strictement positives (par
exemple celle du lemme 29.23). Vu que f6 est a support compact, elle est dans LP(2) et le corolaire
29.24 s’applique :

o = (0f) — 0f. (30.2)
Mais, = et k étant fixés, nous avons
(1 (09)(@) = | outa—00(0) 1) (30.3)
La fonction
t— op(z—1)0(t) (30.4)

étant a support compact, 'hypotheése a propos de f fait que l'intégrale (30.3) est nulle :
o * (0f) =0 (30.5)
pour tout k. En prenant la limite £ — o0,
0f =0. (30.6)

Vu que 6(z) = 1 pour tout = € K, nous avons f(z) = 0 pour tout z € K.
Nous avons démontré que f était nulle sur tout compact de 2.

Nous considérons maintenant une suite exhaustive (K,,) de compacts (lemme 7.267). La fonction
f est nulle sur chaque K,,, et comme () = Uf:o K, la fonction f est nulle sur €. O

2105
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30.1 Dérivée faible

30.1.1 Dérivée partielle au sens faible

Lemme-Définition 30.2.
Soit fe LP(I) ou I est l'intervalle ouvert |a,b[. Il existe au maximum

J fo' = f (30.7)

pour tout p € P(I). Lorsqu’une telle fonction existe, nous la nommons dérivée faible de f.

L une fonction g telle que

Démonstration. Soient g, h € L? tels que

Lw’:—ng: —Lhw (30.8)

pour tout ¢ € CL(I). Nous avons alors
L(g —h)p =0. (30.9)

Cela implique que g — h = 0 presque partout par la proposition 27.165 2. ]

Exemple 30.3 (Dérivée faible de 1q).
Vu que Q) est de mesure nulle dans R, nous avons

f Loy =0 (30.10)
R

pour tout ¢ € Z(R). Pour g = 0 nous avons aussi S]R gp = 0. Donc g = 0 est la dérivée faible de

lg.
Cela n’est pas étonnant du fait qu’en théorie de l'intégration, les parties de mesure nulle ne
comptent pas. De ce point de vue, 1g = 0. D’ailleurs cette égalité est vraie dans LP (les classes et

tout ¢a). A

Exemple 30.4 (La fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible).
Nous montrons que la fonction

0 six<O
H = 30.11
(z) {1 sizx>=0 ( )

n’a pas dérivée faible. Nous nommons g une hypothétique fonction vérifiant les conditions pour
étre la dérivée faible de H.

Soit une fonction ¢ € Z(R), dont le support est contenu dans |0, oo[. Sur le support de ¢, et
donc aussi de ¢’, nous avons H(z) = 1 et donc

J}R ¢ == f}R 9¢- (30.12)

Vu que ¢ est a support compact, S]R ¢’ = 0. En effet, si le support de ¢ est contenu dans [—M, M],

alors en utilisant le théoréme fondamental de I'analyse 14.247, nous trouvons S]Rgo = Sﬁ/lM o =
P(M) = p(~M) =0~ 0 = 0.
Donc g doit satisfaire

[RCECEY (30.13)
R

pour tout ¢ € Z(x > 0). La proposition 30.1 nous dit que g = 0 presque partout sur |0, co].

1. En réalité, c’est une classe au sens de 1’égalité presque partout.
2. Ou alors par le lemme 27.63 qui est moins général mais tout aussi bien pour ici.
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Le méme raisonnement dit que g = 0 presque partout sur les négatifs. Que g soit maintenant
nulle ou non en z = 0 ne change pas le fait que g = 0 presque partout sur R.
Par conséquent, SR g = 0 pour toute p € Z(R). Hélas, nous avons d’autre part

J H(z)¢ (z)dx = JOO o' (z)dx, (30.14)
R 0

qui n’est pas forcément nul. Notons que pour avoir un exemple de ¢ qui donne SR Hyp # 0, il faut
chercher des fonctions dont le support contient des négatifs et des positifs.

La fonction H n’a donc pas de dérivée faible. Notons cependant que cela ne présume en rien
la possibilité d’accepter une dérivée au sens des distributions. A

30.5.
Nous verrons dans la proposition 30.28 que la dérivée de Heaveside au sens des distributions est le
delta de Dirac.

Exemple 30.6 (Dérivée faible de la valeur absolue).
L’exemple de base de fonction continue qui n’est pas dérivable est la valeur absolue f(x) = |z
prise en x = 0. Nous allons montrer ici que la fonction

1 sizx <0
H(x) = 30.15
(@) {—1 sizx>0 ( )

est la dérivée faible de f.

Commengcons par noter que H peut valoir la valeur qu’on veut en zéro; de toutes fagons la
dérivée faible n’est définie qu’a partie de mesure nulle pres.

Soit ¢ € Z(R) et M > 0 tel que le support de ¢ soit contenu dans [—M, M]. Nous avons d’une
part

0 M
f}R |z|¢' (z)de = — J_M x' (x)dr + L x' (x)dx (30.16a)
0 M
e+ | el - [ (30.161)

ou nous avons utilisé I'intégration par partie de la proposition 20.134 en posant

u=z v =y (30.17a)
u' =1 v = . (30.17b)

Tout cela pour dire que

ﬁR |z]¢' (z)dz = f_OM ¢ = LM 3 (30.18)

JR H(z)p(z)dz — fM o J Y, (30.19)

0

D’autre part, ’égalité

est immédiate.
Nous en déduisons que H est bien la dérivée faible de = — |z|. A

Remarque 30.7.
La dérivée faible ne doit pas étre confondue avec la dérivée au sens des distributions qui sera définie
en 30.26. Nous avons donc trois notions distinctes de dérivation pour une fonction :

— la dérivée usuelle,
— la dérivée au sens des distributions,

— la dérivée faible.
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La dérivée faible d’une fonction reste une fonction, tandis que la dérivée distributionnelle d’une
fonction est une distribution.

Je vous mets en garde contre I'idée que 'existence de 'une impliquerait trop facilement ’exis-
tence d’une autre >.

30.1.2 Dérivée faible partielle

La notion de dérivée partielle faible est la méme que l'autre. Histoire de nous mettre dans le
bain, nous écrivons la définition avec les notation du produit scalaire au lieu de 'intégrale.

Définition 30.8.
Sii=1,...,n, la dérivée faible de v dans la direction e; est Uapplication™ notée d;v définie par

pour tout ¢ € CL ().

Lemme 30.9.
Sive L? admet une dérivée faible, alors cette derniére est unique.

Démonstration. Supposons f, g telles que (g, $) et {f, ) soient tous deux égaux a —(v, d;¢). En
particulier pour tout ¢ € Z(2) nous avons {(f — g), $) = 0.
Cela donne f — g = 0 par la proposition 27.165. O

Soit © un ouvert de RY. Le but de notre histoire est de définir une distribution comme étant
un élément de l'espace dual (topologique, voir définition 25.1) de I'espace Z2(£2) des fonctions C* a
support compact dans 2. Pour ce faire nous devons voir un peu de topologie sur différents espaces
de fonctions. Notons que l'espace Z(Q2) n’est pas réduit a la fonction nulle comme en témoigne
I’exemple donné par ’équation (15.543).

Proposition-Définition 30.10.
Pour chaque K compact dans 0 et chaque entier m, l’application

prm: CF(Q) >R

fo 0 10" f o (30.21)
lul<m
est une seminorme.
En particulier,
pro(f) = sup [f(@)] = |flloo.k- (30.22)
xTre

Lemme 30.11 (Formule de Leibnitz[3]).
Soient des fonctions f,g p fois dérivables sur R%. Alors pour tout multiindices o de taille plus
petite ou égale a p, nous avons

(fg) = ), <g> o’ fo* Py (30.23)

p<a

Attention : lisez [9] pour savoir ce que signifie la notation (g) dans le contexte des multiindices.

3. Wikipédia cite I'exemple de la fonction de Cantor qui est dérivable presque partout au sens usuel, mais qui n'est
pas faiblement dérivable. Ecrivez-moi si vous connaissez des théorémes qui lient les trois notions de dérivée.
4. En fait c’est une classe au sens de 1’égalité presque partout.
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30.2 Topologie et convergence sur des espaces de fonctions

30.12.
Ici, © est un ouvert de R? et K est un compact de R?. Toutes les fonctions sont sur R? &
valeurs dans C. Nous rappelons que les seminormes pg ,, sont définies en 30.10 et que la topologie
engendrée par une seminorme est définie en 7.287.

En tant qu’ensemble, Z() est I’ensemble des fonctions de classe C* sur R? et dont le support
est un compact dans 2. L’ensemble Z(K) est I’ensemble des fonctions de classe C* sur R et dont
le support est un compact dans K.

Définition 30.13.
Les topologies que nous allons considérer sont :

(1) Sur C*(Q), la topologie des seminormes pi ., de la définition 30.10 ou K parcours les
compacts de et m parcours N.

(2) Sur 2(Q), la topologie induite de C*(A).
(8) Sur 2(K), la topologie des {pxm} ot seul m est variable.
Cela n’est pas tres explicite, mais heureusement nous n’aurons souvent pas besoin de plus que

de la notion de convergence dans 2’(€2). Rappelons que la topologie d’un espace donne la notion
de convergence par la définition 7.12.

ii Avertissement/question au lecteur !! 30.14
Lorsque K est un compact dans 'ouvert 2, je vois trois topologies possibles.

(1) La topologie induite de 2(5).
(2) La topologie des seminormes {px m} avec m € N et K fizé.
(3) La topologie des seminormes {px+ m} avec m € N et K' parcourant les compacts dans K.

Je n’ai aucune idée de savoir si ces trois topologies sont identiques. Ca m’étonnerait que les topo-
logies (2) et (3) soient identiques.

Lemme 30.15 (Convergence dans Z(K)).
. L. . (K
Si « est un multiindice et si o, — @, alors nous avons
0%, U g, (30.24)
, . RN 1. . P(K)
Démonstration. Quitte a considérer la suite ,, — ¢ nous pouvons supposer ¢, — 0. Nous avons

[6%enll < D 10" 0nll K 0- (30.25)

<o

Vu que le membre de droite tend vers zéro, nous avons

: «
Jim [[0%pn 00 — 0, (30.26)
ce qui revient a dire que 0%y, converge uniformément sur K vers 0%p. ]

Lemme 30.16.
Si une fonction f: 2(2) — R est continue sur chacun des Z(K) pour tout K compact dans 2
alors est continue sur 2(12).

Démonstration. Soit I ouvert dans R; nous devons trouver un ouvert O dans C*(2) tel que
fHI) = 2(2) n 0. Vu que f est continue sur chacun des Z(K) avec K compact dans €2, pour
tout tel compact nous avons un ouvert Ok dans Z(K) tel que f~1(I) n 2(K) = Ok. En tant
qu’union d’ouverts”, ’ensemble
o= U Ok (30.27)
K compact de 2

5. Voir définition 7.1.
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est ouvert dans C®(Q). Si ¢inf~1(I), nous avons ¢ € 2(K) pour un certain K compact de Q,
donc f~1(I) = O. A forciori nous avons f~1(I) = O n 2(Q).

Dans I'autre sens, si ¢ € O, alors ¢ est dans un des O et donc dans f~!(I). Nous avons donc
bien f~1(I) = 2(Q) n O. O

Théoréme 30.17 (Convergence dans 2(Q2)[196]).
9

Soit (on)nen une suite dans 2(2) et ¢ € 2(2). Nous avons ¢, 2@ @ si et seulement si il existe

9
K compact dans Q tel que p, € D(K) pour tout n et oy, 7(K) Q.

Démonstration. Supposons que @y 26y p et qu’il n’existe pas de compacts contenant tous les
supports des ¢,. Alors pour tout compact de 2 il existe un n tel que le support de ¢, ne soit pas
dans K. Nous considérons une suite de compacts (K;) tels que Int(K,,) < K41 et Q =, Kp. Une
telle suite existe par le lemme 7.267. Ensuite nous construisons des sous-suites de la fagon suivante.
D’abord L1 = K et n; € N est choisi de telle sorte que ¢,, ait un support non contenu dans L.
Ensuite L; est un compact de la suite (K,,) choisi plus loin que L;_; et tel que ¢, , € Z(L;).
Le nombre n; est alors choisitplus grand que n;—; de telle sorte que ¢, ¢ Z(L;). Ce faisant, en
posant ¢; = ¢,, nous avons

¢i € D(Lit1)\Z(Li) (30.28)
et Int(L,) < Ly11 et Q = |J,, L. Etant donné que (¢;) et une sous-suite de (i;) nous avons encore
7(Q)
i — ¢

Soit ¢ € N. Nous allons utiliser le résultat 27.148, aka la seconde forme géométrique du théoreme
de Hahn-Banach pour séparer les parties {¢;} (compact) et Z(L;) (fermé) dans Z(2). Nous avons
fi € 2'(Q) telle que

{ fi(di) > o (30.29a)
F(2(Li) < a. (30.29hb)

Nous redéfinissons immédiatement f; de fagon a avoir
fi(di) =0 (30.30a)
{ f(2(Li)) < 0. (30.30Db)

Nous introduisons la fonction définie sur 2(f2) par

a0
. fi(9)

plo) = Qi : 30.31
(@) l; |fi(¢i)] ( )

Si ¢ € Ly, alors fr(¢) = 0 et méme f;(¢) = 0 pour tout [ > k. Donc pour chaque k, la somme
définissant p est finie sur Z(Ly). Nous en déduisons que p est continue sur chacun des Z(Ly) et
donc sur 2(2) par le lemme 30.16.

. . 2(Q oA , . .
L’image de la suite convergente ¢y 29 o par p doit étre bornée parce que p est continue. Mais
dans la somme (30.31), tous les termes sont positifs et en particulier le terme i = k vaut k, donc
p(ér) = k, ce qui contredit le fait que l'image de la suite soit bornée. Nous en déduisons donc

Iexistence d’un compact K tel que ¢, € Z(K) pour tout n.

Nous devons encore prouver que ¢, &)  pour ce choix de K. Vu que ¢, 2) ©, le lemme 7.49
. . C®(Q L.
nous dit que nous avons aussi p, —> ¢, ce qui signifie que pour tout K et m nous avons

Prm(pn — @) = 0. (30.32)
. . ’ [} N . "@(K
En particulier pour le K fixé plus haut nous avons py, (¢, — ¢) — 0, c’est-a-dire que ¢, — .
O

Proposition 30.18.
Soit un compact K de 2.
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(1) L’espace Z(K) est complet.

(2) L’espace Z(K) est métrique.
Démonstration. Nous allons d’abord montrer que Z(K) est complet. Ensuite nous allons montrer
que sa topologie peut étre donnée par une distance.

(i) Complet Nous considérons une suite de Cauchy (¢,) dans Z(K) au sens de la défini-
tion 7.225. Soient € > 0 et ¢ € IN; si k et [ sont assez grands nous avons

o — 1 € Bi(0,¢). (30.33)
En particulier pour ¢ = 0 nous avons l'inégalité
ek — @il < e, (30.34)

La suite (¢,) est donc de Cauchy dans (C(K),|.|«) et y converge donc par complétude,
proposition 12.363. 11 existe donc une fonction ¢ € C(K) telle que

on (30.35)
Notre jeu a présent est de prouver que ¢ € Z(K), c’est-a-dire qu’elle est de classe C®.
Soit un multiindice o = p1, ..., fin, 2. Si k et [ sont assez grands nous avons
10%(r — @)oo < e, (30.36)

c’est-a-dire que
10:(0"r) — 0i (0" @)oo < €. (30.37)

Si nous notons ¢y, = d* ¢y, cela signifie que (0;th,) est une suite de Cauchy dans (C(K), ||.]«)-
Elle y converge donc et il existe une fonction g; € C'(K) telle que

ditn 4 g,. (30.38)
Dans ce cas le théoreme 12.382 nous indique que 1 est de classe C!, c’est-a-dire que ¢ €
Cn+1(K).

(i) Métrique La proposition 7.294 nous dit que la topologie donnée par ’écart

o1
d(¢1, p2) = supmin{—, pr_1(1 — ¥2)} (30.39)
k>1 k

est la méme que celle de Z(K). Il reste & montrer que cette formule est bien une distance au
sens de la définition 7.97.

(1) Nous avons bien d(¢1, p2) = 0 parce que tous les éléments du supremum et du minimum
sont positifs.

(2) Sid(p1,p2) = 0 alors pour tout k nous devons avoir px_1(p1 — p2) = 0; en particulier
pour k =1 cela donne ¢; = p3.

(3) Nous avons
i1 — ¢2) = pi( = (02 — 1)) = puw2 — 1) (30.40)
en utilisant la propriété (2) de la définition 7.285 de seminorme.

(4) Nous avons

Pe(e1 = p2) = pe(01 — @3+ 03 — 02) < pe(e1 — @3) + pe(ws — ¢2) (30.41)
en utilisant la propriété (3) de la définition 7.285.
O

Notons que la proposition 7.294 nous dit que Z(K) est complet tout autant pour la topologie
des seminormes que pour celle de la distance que nous venons de décrire. Ces deux topologies sont
les mémes. Etant métrique et complet, I'espace 2(R2) et donc de Baire par le théoreme 7.305. Ce
qui est bien avec ces deux topologies identiques c¢’est qu’on peut utiliser la propriété de Baire méme
en ne parlant que des seminormes.



2112 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

30.3 Distributions

Si Q est un ouvert de R?, alors 'ensemble Z(f2) est contenu dans C*(£2). Nous allons com-
mencer par définir une topologie sur C®(f2) et ensuite donner a Z() la topologie induite °.

Définition 30.19 (Distribution).
Une distribution sur un ouvert Q0 de R? est une forme linéaire continue sur 2(Q2) = C*(9Q).
C’est donc un élément de 2'(Q).

Le théoreme suivant donne quelques fagons de vérifier quune forme linéaire soit continue. En
particulier il nous dit que pour prouver qu’une forme linéaire est une distribution il suffi de prouver
la continuité séquentielle.

Théoréme 30.20 ([196, 613]).
Soit T une forme linéaire sur Z(X)). Nous avons équivalence entre les points suivants.

(1) T est continue.

(2) Pour tout compact K < § il existe mg € N et Cx = 0 tels que pour tout ¢ € Z(K) nous
ayons

T(0)] < CxPmsc k (¥) (30.42)

0l pm Kk est la seminorme donnée en (30.21).
(3) T est séquentiellement continue sur 2(52).
(4) T est séquentiellement continue en 0.

(5) Pour tout compact K < ), la restriction de T a Z(K) est continue.
Un certain nombre d’ouvrages prennent le point (2) comme la définition d’une distribution.

Définition 30.21 (Topologie sur 2(f2)).
Nous munissons l’espace 2'(Q) de la topologie =-faible, c’est-a-dire celle de la famille de semi-
normes

po: 72'(Q) > R

T |T(0) (30.43)

avec p € P(9).

Oui, ¢’est bien une famille de seminormes indicée par I’ensemble Z(£2). Il n’y en a donc & priori
pas du tout une quantité dénombrable.

Proposition 30.22 (Convergence au sens des distributions).
2'(Q
Nous avons Ty, 2O T i et seulement si T..(p) = T(p) pour tout ¢ € 2().

. . 7'(Q .. .
Démonstration. La convergence Ty, 7 T signifie que Ion ait p, (7, —1') — 0 pour tout ¢ € Z(2),
ce qui en retour signifie que

(T = T) ()| — 0. (30.44)
O

Cette proposition suppose que 'on ait une distribution 7" qui vérifie T,,(¢) — T'(¢) et conclut
qu’on a une convergence dans les distributions. Le théoréme suivant est plus fort : il va seulement
supposer que T, (¢) converge dans C et va conclure que T': ¢ — lim,,_,o, T),(¢) est une distribution.

Théoréme 30.23 ([011]).

Soit (T,,) une suite dans 2'(Q2) et nous supposons que pour tout ¢ € D() la suite (T,,(p)) converge

dans C. Alors il existe T € 2'(Q) telle que T, 7@ T,

6. Définition 7.33.
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Proposition 30.24.
L’application

i L2(QJ2 : ff' () (30.45)

est une injection continue.

Démonstration. Le fait que ce soit une injection est le fait que si Ty = T} alors pour tout ¢ € Z(2)
nous avons {f — g, ¢) = 0, et cela implique que f — g est nulle presque partout en tant que fonction
et est simplement nulle en tant que classe de fonction dans L?.
2
En ce qui concerne la continuité, il suffit de la prouver en zéro (par linéarité). Soit donc f;, 50

7'(Q
et montrons que 77, 7@ Ty. Pour prouver cela, la proposition 30.22 nous indique qu’il est suffisant

de tester T,,(¢) — 0 pour tout ¢ € Z(Q).
Notons que si ¢ € Z a fortiori ¢ € L?. Nous avons

Ty, (¢) = L f26 < [ Fndllzr < [Fall2l @2 — O (30.46)

ou nous avons utilisé I'inégalité de Holder de la proposition 27.33. O

Cette proposition permet de donner un sens a des phrases du type « Soit une distribution 7.
Si T e L?, alors ... » Cela signifie qu'il existe v € L? tel que T = T,. Notons que dans ce cas, la
distribution est définie sur L? et non seulement sur 2.

30.3.1 Multiplication d’une distribution par une fonction
Définition 30.25.
SiTePD'(Q) et si feCP(Q) nous définissons la distribution fT par

(fT) () =T(fep) (30.47)
Souvent écrit sous la forme plus compacte {fu, ¢y = {u, f¢).

Cela a un sens parce que si ¢ € Z(Q) alors fp est aussi dans Z(Q).
Cette définition est motivée par ce que ’on ferait pour une distribution a densité. Si T' est une
distribution de densité notée également 7', nous avons T'(¢) = { T'(z)¢(z) et donc

(/T)(6) = f(fT) (2)(x) = f T(2) f(2)6(x) = j T(2)(f6)(x) = T(f6). (30.48)

En ce qui concerne les distributions tempérées, nous pouvons définir le produit avec une fonction
f e () par la méme formule : si f, ¢ € .#(Q) alors le produit f¢ est encore Schwartz. Notons
toutefois que nous ne pouvons pas définir 7" dans /() si f est seulement dans C® ().

30.3.2 Dérivée de distribution

Proposition-Définition 30.26.
Soit T une distribution sur Q et o€ N2, Alors la formule

(0°T)(p) = (=1)"IT(2%) (30.49)

définit une distribution 0*T.
Cette distribution 0*T sera la dérivée distributionnelle de T. Notons que le méme résultat
est encore valide pour des distributions tempérées, et la démonstration est la méme.

Démonstration. La forme linéaire 0%T sera continue si elle est séquentiellement continue par le
P gy . 2(2) -
théoreme 30.20. Nous considérons donc une suite ¢, — ¢ et nous vérifions que

lim (0“T)(¢n) = (0°T)(¢p). (30.50)

n—o0
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D’abord T' étant une distribution (et donc continue) nous pouvons la permuter avec la limite :

lim (0°T)(pn) = lim (—1)1*1T(0%p,) = (-1)'“‘T(nhl%0 0% o). (30.51)

n—o0 n—a0
Notons qu’a gauche la limite est une limite dans R tandis qu’a droite c’est une limite dans Z().

R 2(Q2 . . s
Ensuite le lemme 30.15 nous dit que I’hypothese ¢, 2  signifie en particulier que nous avons
un compact K < § contenant tous les supports des ¢, et que 0%¢,, converge uniformément (sur
K et donc sur Q) vers 0. Donc

. «a _ (_ 1\ . fo _ (_1\lo «a _ (Aa
Tim (°T) () = (1T lim 0%,) = (~DPIT(e%) = (@°T)(p),  (30.52)
ce qui est la relation demandée. ]

Le lemme suivant montre une compatibilité entre la dérivée des distributions, la dérivée faible
et I'injection de L? dans I’espace des distributions.

Lemme 30.27.
Soit Q un ouvert bornée de R™ et f € L*(Q). Alors nous avons

0i(Ty) = To,r (30.53)
ot la dérivée o droite est la dérivée faible définie en 30.8.

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivation de distribution, pour tout ¢ € Z nous
avons
0i(Ty)p = —T§(0ip) = —(f, 0ip) = (0if, ¢) = T, (). (30.54)

Nous avons utilisé la définition (30.20) de la dérivée faible. O

Nous avons déja vu dans 'exemple 30.4 que la fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible.
Nous allons a présent voir que cette fonction a une dérivée au sens des distributions. Intuitivement,
la fonction de Heaveside a une dérivée nulle partout sauf en x = 0 ou sa dérivée serait infinie ; nous
nous attendons a un delta de Dirac.

Proposition 30.28.
La dérivée de la fonction de Heaveside

H:-R—>R"
0 six<O0 (30.55)
€T —>
1 stx>0

est le delta de Dirac.

Démonstration. Par définition, la dérivée de H au sens des distributions est la distribution H' qui
fait

H'(p) = —(H,¢") (30.56)
pour tout élément ¢ € Z(IR). Un petit calcul :

—(H,¢') = —f H(t)o (t)dt (30.57a)

-
= —f @' (t)dt (30.57b)

0
= — lim o' (t)dt (30.57¢)
Tr—00 0

= — lim (p(z) — ¢(0)) (30.57d)
= ¢(0). (30.57¢)

Justifications :
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— Pour (30.57b), c’est que H(t) = 0 pour t € |—00,0[.
— Pour (30.57¢), c’est le lemme 14.238.
— Pour (30.57d), c’est le corolaire 14.260.

30.3.3 Ordre et support d’une distribution

Définition 30.29 (support d’une distribution[603]).
Soit T une distribution. Le support de T est le complémentaire de l'union des ouverts O tels que
T(p) = 0 pour tout ¢ a support dans O.

Définition 30.30.
Si T est une distribution sur €, nous disons que T est d’ordre inférieur ou égal a p € N si pour
tout compact K de Q, il existe Cx € R tel que pour tout p € Z(K),

KT, )| < Ck max [0%p]o. (30.58)

Ici o est un multiindice.
La distribution T est d’ordre p si elle est d’ordre inférieur ou égal 4 p mais pas ¢ p — 1.

Pour la proposition suivante, on peut se remémorer la définition 30.13 de la topologie sur
C*(Q).
Proposition 30.31 ([615]).
Restriction entre C* et 9.
(1) Si T e C*(Q), alors la restriction de T a P(Q) est une distribution a support’ compact.

(2) Si T est une distribution a support compact alors elle se prolonge de facon unique en une
forme linéaire continue sur C*(£2).

Proposition 30.32 ([196]).
Une distribution & support compact est d’ordre fini.

Lemme 30.33 ([312]).
Soit ue Z'(R) et p € 2(R) tels que supp(u) N supp(p) = &. Alors {u, ¢y = 0.

Démonstration. Soit = ¢ supp(u). Alors il existe un voisinage V. de z tel que {(u, ) = 0 pour tout
Y € P(V,). En particulier, si x € supp(¢), alors x n’est pas dans le support de u et les ensembles
{V, tel que = € supp(¢)} recouvrent supp(¢). Cependant ¢ est a support compact et nous pouvons

extraire un sous-recouvrement fini de supp(¢) : il existe x1,...,x, tels que
P
supp() < | J Vi, (30.59)
i=1

Nous prenons une partition de 'unité ® subordonnée & ce recouvrement. C’est-a-dire des fonctions
Xi € 2(Vy,) telles que pour tout x € supp(¢),

P
D xi(z) = 1. (30.60)
i=1

En particulier nous avons Y, x;(x)¢(x) = ¢(z), et donc

u, ¢y = Cu, Y xad) = Y (u, iy = 0 (30.61)

parce que supp(x;¢) < Vg,. O

7. Définition 30.29.
8. Théoreme 15.157.
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Lemme 30.34 ([312]).
Si w est une distribution d’ordre fini N sur R, si supp(u) = {zo} et si

P(xo) = ... = oM (20) = 0 (30.62)
alors {u, ) = 0.

Démonstration. Les fonctions plateaux dont nous avons parlé dans la section 15.14.1 nous per-
mettent de considérer une fonction x € Z(R) vérifiant

x(x) = {1 e 50,1) (30.63)
0 siz|>2

Ensuite nous posons x,(z) = x (n(z—)). Par conséquent x,(z0) = x(0) = 1 et méme x,,(zo+€) =

x(€) = 1 tant que € est plus petit que disons % pour étre sur. Nous en déduisons que la fonction

1 — x,, s’annule sur un voisinage de xy et que donc xy n’est pas dans le support de 1 — x,,. Donc

supp(l — xn) Nnsupp(u) = & et le lemme 30.33 est utilisable : (u, (1 — x,¢)) = 0, ou encore :

{uy ¢y = {(uy Xn@) (30.64)
pour tout n. Vu que le but est de prouver que (u, ¢y = 0, nous allons prouver que
[Cu, xn )] =30 (30.65)
Dans ce dessin nous posons
Ifln="sup [f(z)] (30.66)
z€B(0,2)
et
1) = sup [0 oo (30.67)
i<p

La distribution u est d’ordre fini N, et nous en écrivons la définition 30.30 en prenant supp(x,®)
en tant que K :

[, xn$)] < € max 0" (xn@) o (30.68)

En remplacant le maximum par une somme de k = 0 a kK = N, nous majorons. De plus le support
de x, étant contenu dans B, = B(zg,2/n) nous ne changeons rient en utilisant |.|, au lieu de
|.]loo- Donc

s xu )| < CZH@’“ )l < 2<)|alxnu 51 (30.69)

Notons que la seconde inégalité est une inégalité du type ||fg|| < [ f]]g[. En dérivant un petit peu
nous trouvons que

(0'xn)(z) = n'(8%y) (n(a: — xo)). (30.70)
Donc?
10 Xnlln = sup n 1(0") (n(@ — w0))| = n' s (0 ()| = 10 x| oo- (30.71)

Nous pouvons donc remplacer |0%x, |, par nt]|0°x| -

D’autre part nous voulons majorer ||0*~%¢|, par quelque chose ne dépendant ni de k ni de i.
Nous faisons le théoréme des accroissements finis 11.194 : [|0'¢[, < 2[0'*1¢|,. Ce n au dénomi-
nateur est salutaire parce que nous avions un n* apparu a cause du remplacement (30.71). Nous
faisons donc i + 1 fois le théoréme des accroissements finis :

p 9\ i+1
16+, < (n) 6+16],0. (30.72)

9. Dans [312], la derniére égalité vient avec une inégalité, et je comprends pas pourquoi.
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Toutes ces majorations donnent

N k . i+1
U\ i 2
[, xn)| < C D Z <k)n 10" X |lo0 (n> [Caasl (30.73a)
e <Ixll ) <9l
1 N k
< Cldulelonny, 331 (7)2 (30.730)
C/
-= (30.73¢)

Cl

ot C' est une constante qui dépend de x, de ¢ et de N, mais pas de n. Vu que %~ — 0 nous avons

bien
(u, pxn) = 0, (30.74)

ce qu’il fallait démontrer. O

Proposition 30.35 ([312]).
Soit ue Z(R)" avec supp(u) = {xo}. Alors u = vazo a;0'6z, ou N est l'ordre de u.

Démonstration. D’abord il faut préciser que 'ordre de u est fini parce que son support est compact
(proposition 30.32) ; nous notons N cet ordre.
Soit ¢ € Z(R). Nous considérons x € Z(RR) telle que

1 sizeB 1
x(w)y= {1+ soeBlol) (30.75)
0 si|z—xo>2.
Encore une fois, 1 — x s’annule sur un voisinage autour de xg, ce qui fait que
supp(u) N supp ((1 - x)¢) = &, (30.76)

et donc (u, (1 — x)¢) = 0. Au final,
(u, ¢y = {u, X9 (30.77)

C’est le moment de poser

N
Y(x) = Z 0k¢ )(z0)(z — z0)*] (30.78)

= ™|~

La fonction ¢ ayant un support disjoint de celui de w, nous avons aussi {(u, 1) = 0, ce qui donne

N
0, 8) = Qx99 = Curx D) 75(240) () & — 0). (30.79)
k=0""
En posant a; = #{u,z — x(z)(z — 20)*) nous avons alors
N
(u, @) = 2 (@%¢)(x0) = D (—1)Far(0"02,)(6). (30.80)

k=0 k

30.4 L’espace C*(R,Z2'(R%))
D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.301 dans notre contexte.

Proposition 30.36.
Soient I un intervalle ouvert de R et u: I — 2'(RY) une fonction continue. Alors
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(1) Pour tout o € 2(RY), Uapplication t — uy(p) est continue.
(2) Pour tout ¢ € 2(R?), nous avons la limite

Hm ue(p) = g (9)- (30.81)
(8) Nous avons la limite dans 9'(R%)
tlin? Up = Ug,- (30.82)
—10

En ce qui concerne la définition de I'espace C®(I, 2'(R%)), c’est la définition 7.302. Grace au
point (1) de la proposition 30.36, nous retenons que la propriété fondamentale d’une application
TeCk (I, @’(Q)) est que pour tout ¢ € (£2), 'application

I-C

e Tig) (30.83)

est de classe C*.

Proposition 30.37.
Soit I, un intervalle ouvert de R. Soit T € CY(I,2'(Q)) et ¥ € Z(I x Q). Alors Uapplication

to T ) (30.84)
est continue sur I.

Démonstration. La fonction dont nous voulons prouver la continuité est une fonction R — R ; il
est donc loisible de se contenter de la continuité séquentielle. Soient ¢y € I et (;) une suite dans I
convergeant vers Zo. Nous posons U; = Ty, et ¢ = 1/1(15]-, ) Par hypothese de continuité de (73) nous

2'(Q ,
avons Uj 7 T;,. D’autre part le support de 1) étant compact nous avons supp(¢)) < [¢,d] x K
ou [¢,d] < I et K est compact dans €. Par conséquent nous avons aussi supp(¢;) < K.
Afin d’alléger les notations notons () = 9 (tg, x). Pour tout multiindice a et pour tout j nous
avons

Pa(i — ) = |0 (t;, x) — 0%Y(to, x)| < |t; — to SF%] |0;0%(t, )| — 0. (30.85)
te|c,
xeK

Nous avons donc la convergence

7(K)
1y — (o, .). (30.86)
- , 2'(Q) 2(Q) ~ .
Etant donné que U; —" Ty, et ¢; — 1), le corolaire 27.6(4) nous donne la convergence
C ~
Uj(¥5) — Tiy(¥) (30.87)
Cela est bien la continuité de la fonction ¢ — T3 (1(¢,.)). O

Proposition 30.38 ([611]).
Soit (Iy) € C°(1, 2'(Q)). Nous définissons lapplication T: 2(Q) — C par la formule

T () = f T, (v(t,.)) dt (30.88)

1

pour tout p € D(I x Q). Alors T € '(I x Q).

Démonstration. La proposition 30.37 nous indique que la fonction ¢ — Tt(w(t, )) est continue.
Etant donné qu’elle est seulement non nulle sur un compact, l'intégrale

f Ty (v(t,.))dt (30.89)
1
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a un sens et est finie. L’application T': Z(I x Q) — C ainsi définie est linéaire. Il reste a voir qu’elle
est continue. Pour cela nous allons utiliser le théoreme 30.20(2) qui nous dit que nous pouvons
nous fixer un compact [¢,d] x K < I x Q et considérer ¢ € Z([c,d] x K).

Soit, pour commencer, donnée une application ¢ € Z(K). L’application ¢ — T;(p) est continue
et non nulle sur le et il existe donc C, > 0 tel que

T ()| < Cy (30.90)

pour tout ¢ € [c, d].
Nous voulons utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus dans sa version 27.5 sur la famille
d’applications paramétrée par u € [c,d] :

Uu: Z([c,d] x K) - R

¥ T ((u, )) (30.91)

Commencgons par prouver que cela est une application continue pour chaque u. Ce sera le cas si la
projection
proj: Z([c,d] x K) — 2(K)

(30.92)
Y= (u,.)
est continue. Pour cela nous notons Py; la seminorme sur @([c, d] x K ) donnée par
Pey(v) = . ) sup |opo®i(t, x)|. (30.93)

<k <l te [C,d]
" led zeK

Nous montrons que proj est séquentiellement continue ; étant donné que les topologies sur Z(K)
et I ([c, d] x K ) sont données par des métriques (proposition 30.18), cela suffit pour assurer la

o o - I(led)xK) L 2E)
continuité grace a la proposition 7.220. Montrons que si v, — 0, alors proj(¢,) — 0.

Pour cela nous remarquons que

pi(proj(v)) = ). sup|o*(u,x) (30.94a)
jal<j *€K
< D) sup sup|0®¥(t,z)| (30.94D)
lal<j te[e,d] TeK
= Py (). (30.94c)
Par conséquent
pi(proj(¥n)) < Poj(tn) — 0 (30.95)

ou nous avons utilisé la proposition 7.288. Utilisant cette méme proposition a I’envers, nous dédui-

2(K C . . .
sons que proj () 7E) 0. Les applications U, sont donc continues; elles sont également bornées
parce que si ¥ € Z([c,d] x K) nous avons

> [Uu($)] = sup [T, (¥(u, ), (30.96)

et la continuité déja évoquée, sur le compact [c, d], nous dit que cette quantité est finie. Le théoréme
de Banach-Steinhaus peut maintenant étre appliqué et il existe C' > 0 et k,l € N tels que pour
tout ¢ € Z([c,d] x K),

|U.(¥)| < CPyy(v) =C Z Z sup oot y(t,z)| < C Z sup |07 0“Y(t, x)|. (30.97)

lo|<kn<l © lo|+n<k+l DF

Quelques remarques



2120 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

— Nous n’avons pas mis de maximum devant le supremum (alors que la conclusion (27.7) en
demande) parce que dans le cas des seminormes Py, c’est toujours celle avec k et [ le plus
grand possible qui sont les plus grandes parce qu’elles sont des sommes emboitées les unes
les autres.

— La fusion de deux sommes est bien une majoration parce qu’il y a plus de termes dans la
seconde que dans la premiére.

— La quantité la plus a droite est (& part le C') ce que nous pouvons noter Py;(?)) : c’est bien
une des seminormes associées a l’espace de dimension d + 1.

Nous majorons maintenant 7(¢)) par

d d
T(¢)] < f |Tt(w<t,.>)!dt=f U()]dt < Cld — e Prsa(s). (30.98)

Maintenant le théoréeme 30.20(2) appliqué a louvert I x Q et avec ¢ au lieu de ¢ nous informe
que T'e (I x K). O
30.4.1 Dérivation

Quelques propriétés de dérivation des fonctions I — Z(£2) seront directement énoncées et
démontrées dans le cas des distributions tempérées. Les résultats 30.72 et 30.73 seront a fortiori
valables si nous remplagons . par Z.

30.5 Une équation de distribution

Nous allons étudier ’équation
(x —zp)*u =0 (30.99)

pour u € Z'(R) et @ € N est donné fixé. Notons tout de suite que (30.99) est un petit abus de
notation pour dire qu’en vertu de la définition 30.25 du produit d’une distribution par une fonction,

pour tout ¢ € Z(R), nous avons u(a: — (z— x0)¢(a:)> = 0.

Lemme 30.39 ([312]).
Soit o € N. Une solution a I’équation

(x —2p)*u =0 (30.100)

est une distribution a support dans {xo} et d’ordre fini.

Démonstration. Nous commencons par prouver que u est une solution de (30.100) si et seulement
si 0 (u, ¢y = 0 pour tout ¢ € Z telle que

$(x0) = ... = " 1p(w) = 0. (30.101)
(i) Condition nécéssaire Supposons que u soit une solution. Alors le corolaire 17.31 du théo-

reme de Hadamard donne 1 € Z(R) telle que ¢(z) = (x — z¢)*¢(x). Dans ce cas, si u est
solution de (30.100), alors

0= (& — 20)u, ) = Cu, (z — 20)"(2)) = u, B). (30.102)

Nous avons vu que si u est solution, alors (u,¢) = 0 pour tout ¢ satisfaisant la condition
(30.101).

10. En réalité nous n’aurons besoin que de la condition nécessaire, en particulier pour le théoreme 30.40.
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(ii) Condition suffisante Supposons maintenant I'inverse : u est une distribution s’annulant
sur toute fonction ¢ € 2’ satisfaisant (30.101). Nous allons alors prouver que u est une
solution. Soit donc ¥ € Z et calculons

{(x — z0)u, ) = (u, (¥ — x0)h) =0 (30.103)

parce que la fonction (x — x¢)y(x) vérifie la condition (30.101).

Nous passons maintenant au cceur de la preuve : nous supposons que u est une solution. Si le
support de ¢ est contenu dans R\{z} alors ¢ est nulle dans un voisinage de g (et donc 0%¢ = 0
pour tout k) et (u, ¢y = 0. Autrement dit, pour tout ¢ € .@(R\{xo}) nous avons {u, ¢y = 0, ce qui
signifie que supp(u) N (R\{zo}) = & ou encore que supp(u) = {zo}.

Maintenant que v a un support compact, la proposition 30.32 nous indique qu’elle est d’ordre
fini. O

Théoréme 30.40 ([312]).
Soit a € N et I’équation
(x —20)%u=0 (30.104)

pour u € Z'(R). Les solutions sont les combinaisons linéaires des dérivées de 0z, jusqu’d la
a‘exclue.

Démonstration. D’abord montrons que les 0°d,, sont des solutions. Avec les définition 30.25 et 30.26
des dérivées de distributions et de leur produits avec des fonctions !,

(& — 20)%0"65,(8) = Oz (ai((x - xo)o‘gb(x))) (30.105)

Si i < « alors dans chaque terme de Leibnitz '%, il y aura un facteur (x — z0), et la prise de dy,
annulera. Si par contre ¢ > « alors il y aura le terme

< Z’)aa((:c —a0)?) 0 = (i)a!wi-%)(xo) (30.106)

« «

qui est le seul terme contenant (0°~%¢)(xg). Il suffit alors de choisir ¢ € Z(R) de sorte que

(0% ¢)(x0) = {0 kAo (30.107)

1 sik=i1—«

et alors on est certain que le tout n’est pas nul, et donc que (x — 2)*(0%6,) # 0.

Jusqu’ici nous avons prouvé que 0°S,, est solution si et seulement si 0 < i < a.

Il faut encore prouver que les solutions sont toutes des combinaisons linéaires de dérivées de
delta de Dirac centrées en xy. Pour cela nous invoquons d’abord le lemme 30.39 qui nous assure
que u est d’ordre fini et de support {z(}. Ensuite la proposition 30.35 nous indique que u doit alors
étre une combinaisons linéaire de dérivées de Dirac. O

30.6 Localisation, principe de recollement

Proposition-Définition 30.41 ([204, 1]).
Soient un ouvert Q de R?, un ouvert A dans 2, et T € 2'(2). Nous définissons
Tia: 9(A) - C
l4: 2(4) § (30.108)
¢ — T(9)

11. Comme souvent, dans I’expression suivante, il y a un abus de notation parce que x est une variable muette :
il faudrait écrire « x — » au début de la grande parenthese.
12. Lemme 30.11.
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ot ¢: Q — C est définie par

. (30.109)
0 sinon.

{gf)(x) st zBA

Alors T4 € Z'(A).
Cette distribution T|4 est la restriction de T a A. Elle sera aussi souvent notée ra(T).

Démonstration. Nous allons prouver la séquentielle continuité de T'|4. Ce sera suffisant par le

théoréme 30.20(3). Soit donc une suite ¢y, 24 0.

(i) Débroussailler Nous devons prouver que T'| 4(¢y) L, 0, c’est-a-dire que

T(n) —=> 0. (30.110)

(ii) Notations La topologie sur Z(A) est celle de la définition 30.13(2). Fixons un peu de
notations. Si K est compact dans A et si m € N, nous posons

Prm: CP(A) > R
f D0 10" flk (30.111)

lul<m
De méme, si K est compact dans §2 et si m € N nous posons
qrm: CP () - R
f Z 10" £ . (30.112)

lul<m

Les familles de seminormes (pg ) et (¢x,m) ne sont pas indexées par les mémes ensembles et
n’ont pas le méme domaine. Bien que les formules (30.111) et (30.112) se ressemblent, elles
n’ont rien a voir I'une avec 'autre.

(iii) La notion de convergence Avant de continuer, je vous conseille de bien lire ’enchaine-

(A
ment des définitions (2), (2) et de la proposition 7.288 pour comprendre pourquoi f, 2(4) 0

si et seulement si pKO,m( frn) — 0 pour tout m pour un certain compact Ky contenant tous
les supports de f,,.

(iv) bn 2@ 0 Nous utilisons le théoreme 30.17 dans les deux sens. D’abord, vu que ¢,, 24 0,

. . 9(K N
il existe un compact Ky tel que ¢, € Z(Kj) pour tout n et ¢, (Ko) 0, c’est-a-dire tel que

Pro,m(én) — 0 (30.113)

pour tout m € IN.

Le compact Ky vérifie également ¢, € P(Kp) pour tout n, vu que le support de on est le
méme que celui de ¢,. De plus sur Ky nous avons ¢,, = ¢, donc

QKom(Pn) = D 1 nllie = D 10"dullicy = Prom(dn)- (30.114)
lul<m lul<m
" ) N . i @(KO)
En vertu de (30.113) nous avons donc g, m(¢n) — 0, c’est-a-dire que ¢, —" 0. Donc le

PP . .. - 9(Q
théoreme 30.17 (dans l'autre sens, cette fois) nous indique que ¢, 28 0.

(v) Conclusion Vu que T € 2'(Q), nous avons T(¢,) -2, 0. Donc

T|a(¢n) = T(6n) —> 0. (30.115)

Cela prouve que T|4 € 9'(A) parce que ¢, est une suite quelconque tendant vers 0 dans

P(A).
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Lemme 30.42 ([1]).
Quelques propriétés de la restriction d’une distribution. Nous considérons un ouvert Q dans R
ainsi qu’un ouvert A c €.

(1) L’application ra: 2'(2) — 2'(A) est linéaire.
(2) Si ¢ e C*(R?) vérifie supp(¢) = A, alors

T(¢) = ra(T)o. (30.116)
Proposition 30.43 (Principe de recollement[204, 1]).
Soient un ouvert Q de R ainsi que des ouverts {A;}icr de R? tels que Uies 4i = Q.
Pour chaque i € I nous supposons avoir un élément T; € 2'(Q;) tels que
TA;NA; (TZ) =TA;inA; (TJ) (30'117)

pour tout i,j € I tels que A; N Aj; # .
Alors il existe une unique distribution T € 2'(Q) telle que ra,(T) = T; pour tout i dans I.

Démonstration. Nous prouvons l'unicité et I'existence séparément °.

(i) Unicité Soient T et U des distributions qui satisfont & la demande. Nous posons S =T —U
et nous allons prouver que S = 0. Grace a la linéarité de 74, (lemme 30.42),

r4;(8) =0 (30.118)

pour tout ¢ dans I.

Soit ¢ € Z(Q2); nous notons K = supp ¢) < Q. Vu que les A; recouvrent 2, ils recouvrent
K. 1l existe dont une partie finie J de I telle que K < |J..; A;. Et si nous prenions une
partition de 1'unité '* subordonnée a ces A;?

jed

Soit {1} es une telle partition de I'unité. Vu que le support de ¢ est borné, le support de
Pr@ est également borné. Et comme un support est toujours fermé, 'application ¢ est
dans Z(Ay). En utilisant consciencieusement le lemme 30.42(2) nous avons

S(¢) = S( D] vkod) = Y. (W) = Y, (ra,S)(¥r¢) = 0 (30.119)
k=1 k k=1

parce que 74, (s) = 0.

(ii) Existence, début La preuve de l'existence va se faire en plusieurs étapes.

(iii) Définition de Tk Soit un compact K dans 2. Vu que les A; forment un recouvrement de
K, il existe une partie finie J dans I telle que K < |J..; A;. Nous considérons une partition

jed
de 1'unité 1 {1);}jes sur K subordonnée au recouvrement {4;}e .
Nous définissons alors
Tk: 2(K) — C
&> 2 Ti(50) (30.120)
jed

Nous supposons avoir fait, pour chaque compact K de €2, un choix de sous-recouvrement fini
(c’est-a-dire de partie J) et un choix de partition de 'unité.

13. Ce genre phrase semble ne servir a rien, mais elle sert a éviter qu’en ’environnement description qui suit ne
soit tout moche.

14. Théoreme 15.157.

15. Théoreme 15.157.
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(iv) Txg = Tk sur les intersection Soient deux compacts K, M dans €. Nous prouvons que
sipe D(K)n P(M), alors Tk (¢) = Tar(¢). Nous avons donc en main les objets suivants :

(K7 J, {Aj }j€J7 {Xj}jeJ)
(M, L, {At}hier. {oi}ier)-

Nous considérons ¢ € Z(K) n Z(M). Vu que {¢;}1er, est une partition de l'unité sur M et
que ¢ a son support contenu dans M, nous avons ¢ = » ., ©1¢, et nous pouvons écrire

Tr(¢) = > Ti(x;0) = X, >, Ti(x;10)- (30.122)

jed jedleL

(30.121)

Nous savons que supp(x;¢i¢) est dans A; N A;, donc

Tj(xj010) = ra;nn,(T5) (X 010)- (30.123)

Mais I'hypothese sur les T; est que 74;~4,(Tj) = 74,~4,(T}). Cela nous permet de continuer
le calcul de (30.122) :

= 3 D rana (T (Ge8) = Y rann (T Geid) = Y Tileig)  (30.124a)

jeJ leL jl 4l
= 2 Tl Y, x9) = D Tilwid) = Tur(9). (30.124b)
leL jedJ leL

Bien.

(v) Ce qu’on pose Si ¢ € 2(0), la valeur de Tk (¢) ne dépend pas du choix du compact K
dans €2 contenant le support de ¢. Nous pouvons donc poser

T: 2(Q) — T
¢ — Tk (9)

ou K est un compact quelconque de €2 contenant le support de ¢.

(30.125)

(vi) T est une distribution Nous devons prouver que 7: 2(2) — C est une distribution,
c’est-a-dire qu’elle est linéaire et continue. Pour la linéarité nous disons que c’est bon, et
nous nous concentrons sur la continuité. Pour cela nous allons nous baser sur le critere du
théoreme 30.20(2).

Soit une compact K dans 2. Nous devons trouver des constantes m et C telles que |T'(¢)| <
Cpm,k (¢) pour tout ¢ € Z(K).

Vu que ¢ € Z(K) nous avons T(¢) = Tk(¢) = Dic;Tj(x o) Etant donné que T est
continue sur Z(A4;) et que x;¢ est une fonction de classe C* a support dans A;, en posant
M; = supp(x;), il existe des constantes m; € N et C; > 0 telles que

IT5(x9)| < Cjpm, .0, (X;0). (30.126)
Donc
T(O)| < D Cilpm,ar, 0G0 = D1 C; D0 10%(x9) - (30.127)
jeJ jeJ la|<m;

Nous utilisons la formule de Leibnitz ' pour décomposer 0%(x;0) :

16l < X0 X 1Y (5)e %l (30.1280)

jeJ lal<m; B<a

ZC 2 ( )H@“ Xl 0%l (30.128b)

lajsm; fsa

16. Lemme 30.11.
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Pour chaque j, il y a un nombre fini de multiindices « en jeu, et pour chacun d’entre eux, un
nombre fini de 8. Donc le coefficient (g) se majore par une constante dépendante de j ; nous

Iincluons dans C;. De méme pour le coefficient [|0*~#x;] ; il se majore et s’absorbe dans C;.

Nous avons donc
T@)<>.C0 > > 1076 (30.129)

7€ la|<m; B<a

Dans ces sommes, chaque nombre de la forme [0“¢[y;, avec |u| < m; est pris un certain
nombre de fois. On majore ce « certain nombre !’ » et on I'inclu dans la constante C;. Cela
donne
7o) < 2,67 D0 1%, (30.130)
jeJ lal<my;
L’ensemble M = | ), ; M; est un compact dans €2 et bien entendu [0%||ar; < [09¢[ ar. Nous
avons donc encore plein de majorations :

T@)<D,CF Y. 10%|m (30.131a)
jed |a|<m;
<CY D lo¢lm (30.131b)
JEJ |a|<my
<CY > 0%l (30.131c)
JeJ la|<m
<C D 0%¢lm (30.131d)
lal<m
= C'pm,m(9). (30.131e)

Justifications :
— Pour 30.131b. On définit C' = maxjecy C'J’/.
— Pour 30.131c. On définit m = maxje; m;.

— Pour 30.131d. Comme ce qui est dans la somme ne dépend plus de j, nous supprimons
la somme sur j et nous incluons le nombre de termes de la somme dans le changement
C—C.

Et maintenant on admire le fait qu’en ayant fait autant de majorations dans tous les sens,
nous obtenons encore une inégalité qui ait un sens. Bref, nous avons trouvé un compact M,
un nombre m ainsi qu’'une constante C’ tels que

T ()] < C'patm(9) (30.132)

pour tout ¢ € Z(K). Notons que M, m et C’ dépendent fortement de K, mais pas de ¢.
Cela prouve que T" est continue par 30.20(2).

(vii) T répond a la question Il nous reste & prouver que 1" est bien la distribution recollée,
c’est-a-dire que r4,(T") = T; pour tout ¢ € I. Le domaine de T; et de r4,(T") est Z(A;). Pour
étre clair, les fonctions dans 2(A;) sont des fonctions définies sur R¢, mais dont le support
est compact dans A;.

Utilisant la définition de la restriction, pour ¢ € Z(4;),

ra,(T)¢ =T(¢) (30.133)

P(x) = (30.134)

0 sinon.

- {gb(aj) sixzeA;

17. 1l n’est pas nécessaire de savoir exactement combien, mais si vous y tenez vous pouvez vous embarquer dans
un petit peu de combinatoire.
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Mais vu que ¢ € Z(A;) nous avons ¢ = ¢ et donc pas de pieges de ce coté.
Nous posons M = supp(¢) et nous avons

ra(T)(9) = T(¢) = T(¢) = Tr (). (30.135)

Nous nommons (L, {oi1}ie L) les choix faits pour le compact M dans la construction de T)y.
Nous avons alors

Tr(¢) = Y Ti(opg). (30.136)

leL

Mais le support de ¢ est dans A; N A;, de telle sorte que 'hypothese faite sur les T; aux
intersections donne Tj(¢;¢) = T;(¢1¢), et donc que

Tu(9) = Y\ Ti(id) = Ti( Y 19) = Ti(9). (30.137)
leL leL
La derniére égalité vient du fait que {p;}ier est une partition de l'unité sur (au moins)
supp(¢)-
O

30.7 Permuter distributions, dérivées et intégrales

Proposition 30.44 ([204]).
Soient un ouvert Q = R%, une distribution T € 2'(Q) ainsi qu’une fonction ¢ € C*(Q x R",C) d
support dans K x R™ ou K est compact dans €.
Alors
(1) La fonction
y = T(o(,y)) (30.138)

est de classe C* sur R™.

(2) Pour toute liste d’indices a et pour tout yo € R", nous avons

oy (T(m — ¢(x, y)))y:yo = T(m — (0, 9)(, yo)). (30.139)
Démonstration. Nous y allons par récurrence sur les dérivations, en commencant par o = (7).
Pourvu que le membre de gauche de (30.139) existe, il est donné par

WG], =ty TR ZTEED) (30.140)

Y=Y0  ¢t50 t

Vu que T est linéaire, nous allons travailler sur

o(z, yo + te;) — ¢(w,yo)>‘ (30.141)

T(a: —
t

(i) Un développement Nous commengons par fixer yo, « et t et écrire un développement de
Taylor & I'ordre 1 avec reste intégral '® pour la fonction v(y) = ¢(z,y) autour de y = yq et

dans la direction h = te; :

d(x,y0 + te;) = d(x,50) + to) d(x,50) + (=, yo, te;) (30.142)

ou .
r(x,yo,te;) = f (1— u)(dQU)yoyutei (tei)2du. (30.143)

0

18. Donc m = 2 dans la proposition 20.151.
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(ii) Ecrire proprement le reste Nous allons maintenant dérouler les notations compliquées
de différentielle seconde de l'expression (30.143). C’est la proposition 12.353 qui nous dit
comment faire. Le lemme 12.230 est également a utiliser. D’abord

0%
2 ute; i2:7 i:2'2' i) 144
(d U)y0+ t z(te ) 5<t61>a(t62> (yU + ute ) t (auv)(yo + ute ) (30 )
Avec cela,
1
r(z,yo,te;) = tZJ (1- u)(a?gii)gb)(:v, Yo + ute;)du. (30.145)
0

Pour rappel, la notation 8?5“)(;5 signifie dériver deux fois selon la ¢°*composante de la variable
y de ¢.

(iii) Régularité du reste Si vous avez peur d’étudier la régularité en = du reste a partir de
I'intégrale (30.145), vous pouvez simplement regarder le développement (30.142) et dire que,
t et yo sont fixés. Les fonctions

z — (@, yo + tei) (30.146a)
z — oz, y0) (30.146b)
z — (09¢)(x,y0) (30.146¢)

sont de classe C* & support compact dans K. Donc x — r(x,yo,te;) est également C* &
support dans K.
Nous allons d’ailleurs tellement fixer gy et ¢ que nous allons définir

s:RY > ¢

, (! } (30.147)

Tt f (1-— u)(é’?g”)qb)(m, Yo + ute;)du
0

et voir s € Z(K). Nous pouvons donc parler de T'(s) sans peurs.

(iv) Beaucoup de majorations Vu que K est un compact dans €2 et que T est dans 2'(Q), le
théoreme 30.20(2) dit qu'il existe des constantes m et C' telles que |T'(s)| < Cpm, i (s). Nous
avons alors les majorations suivantes :

T(s)| < Cpm,k(s) (30.148a)
=C > [o"s|k (30.148b)
lpl<m
= > t2f (1 —u)(hay o) (x, yo + tue;)du (30.148c¢)
|ul<m
< > tQJ 12504 &) 1 By (30.148d)
|pl<m
Ct? i
. 104356 BTy (30.148¢)
lul<m
142 W ALT
< C't max 10404 8l 1 oy (30.148f)

Justifications :
— Pour (30.148¢). Pour évaluer s, nous utilisons la proposition 17.21 pour permuter

I'intégrale sur u avec la dérivée sur x.

— Pour (30.148d). Nous supposons que |t| < 1, de telle sorte que |ut| < 1 et que yo + tue;
reste dans B(yo, 1). Notez au passage qu’il n’est pas nécessaire de prendre la fermeture ;
c’est juste pour le plaisir de rester sur un compact.
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— Pour (30.148¢). Evaluer I'intégrale : S(l)(l —u)du = 1/2.

— Pour (30.148f). Le changement de constante C' — C” intégre le nombre de termes dans
la somme qui a été remplacée par son maximum et le 1/2.

(v) La dérivée (enfin) Nous reprenons le calcul de la dérivée laissé en (30.140) et (30.141).
Nous avons

T (m _, 0@y +tei) — $(x, yo)> _7 (t(aé%)(x’ Yo) + 3(5’3>> (30.149a)

t t
- T<x — (29 ¢)(x, y0)> 4T (‘9(5’)> . (30.149b)

Le premier terme n’a plus de dépendance en t. La limite ¢ — 0 est donc sans problemes.
Pour le second terme, en prenant la majoration de (30.148) nous avons

s(z) / w A (i)
y—t | < C't max 1050y 0l s¢ « Brgoy: (30.150)
La limite ¢ — 0 de cela est zéro.
(vi) Conclusion La limite du membre de droite de (30.140) existe et vaut
T[x - (09 ) (x, yo)]. (30.151)
Nous avons prouvé que
o1~ o(a, y))]yzyo = T|w— (2)6)(z, 30) | (30.152)

Une récurrence permet de passer de la liste d’indices () a une liste générale pour terminer la
preuve du résultat (30.139). O

Théoréme 30.45 (Permuter distribution et intégrale[204]).
Soit un ouvert Q dans R™. Soient T € 2'(Q) et p € Z(Q x R™). Alors

J § T(¢(.,y))dy = T( o o(. y)dy). (30.153)

Démonstration. Nous faisons une récurrence sur la valeur de n en partant de ...

(i) n.=1 Vu que le support de ¢ est compact dans 2 x R, la proposition 7.86 dit qu’il existe un
compact K dans 2 et R > 0 tel que le support de ¢ soit dans K x B(0, R).

Nous introduisons plein de fonctions intermédiaires.

(i) La fonction # Considérons une seconde la fonction
0:Q—C

xHJ oz, ). (30.154)
R

Son support est dans K. Est-elle de classe C* ? Oui. En effet, la proposition 17.21 dit
que 'on peut permuter les dérivées partielles et l'intégrale. Donc toutes les dérivées
partielles de 0 existes (et sont donc continues). Le théoréme 12.340 nous indique alors
que 0 est de classe C®.

(ii) La fonction ¢ Le corolaire 15.152 nous permet de considérer £ € Z(B(0, R)) telle que

f £(2)dz — 1. (30.155)
R
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(iii) La fonction 1) Nous posons alors

Yp:RIxR— C
(30.156)
(@) = 0la) = €0) | ol 2)d

C’est une fonction ¥ € 2(Q x R) telle que
supp(y)) € K x B(0, R). (30.157)

Prouvons que pour tout x € Q nous avons

R

| vay = | vizmis—o. (30.158)

La premiere égalité est simplement le fait que ¢ (z,y) = 0 lorsque y ¢ B(0, R). Pour le
fait que ce soit nul,

wa@:, y)dy = fR bz, y)dy — fRay)dy fR bz, 2)dz = 0, (30.159)

(iv) La fonction o Nous posons enfin

c: QxR —->C

e [ e (30.160)

Nous avons o € C*(2 x R) et supp(c) € K x B(0, R).

Nous pouvons maintenant entrer dans le dur.

(i) Une premiére égalité Nous montrons que

T(o(.,y)) = fooT(q/}(.,z))dz. (30.161)

En voyant les deux cotés de cette égalité a prouver comme des fonctions de y, nous
allons montrer qu’elles sont dérivables, de méme dérivée et égale en y < —R.

A gauche nous permutons 7" avec la dérivée par la proposition 30.44 :
oy (T (o)), = T((040) (. 0)) = T((..0)) (30.162)

parce que (0y0)(x, yo) = (2, yo)-
A droite, la proposition 17.26 donne la premiere dérivée :

ay(fm T(0(2))dz),_,, = T((:30))- (30.163)

Notez que la proposition 30.44(1) dit alors que les deux membres de (30.161) sont de
classe C®.

Pour y < —R, d’une part o(.,y) = 0 et d’autre part, SgooT(w(.,z))dz = ( parce que
I'intégrale est entierement sur un domaine ou ¥ (.,y) = 0.

Donc 1’égalité (30.161) est établie.

(i) Une seconde égalité Nous prouvons maintenant que

f T(¢(.,2))dz = 0. (30.164)
R
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Nous nous souvenant que ¢ (.,7) = 0 si r > R. Donc

f T(¢(.,2))dz = F T((.,2))dz (30.165a)
R —00
R

:j T(¥(.,2))dz (30.165b)

=T(o(.,R)). (30.165¢)

La derniere égalité est (30.161).

(iii) On ressort la définition de 1) C’est le moment de nous souvenir la définition de ) et
de la substituer dans (30.164) en tenant compte de la linéarité de T'. Nous avons :

0= f}RT(d;(.,z))dz (30.166a)
_ fRT(¢(., 2))dz — L{T(f(z) fR (., s)ds) dz (30.166b)
- J}RT(QS(., 2))dz — fﬁﬁ(z)dzT< J}R é(., s)ds) (30.166c)
- J}RT(gb(., 2))dz — T(JR (., s)ds). (30.166d)
Justifications :
—tPou: (30.166¢). Le nombre &(z) sort de T. Et T'( {; ¢(.,s)ds) sort de I'intégrale en

Le cas n = 1 est prouvé.

(ii) La récurrence Nous supposons que le théoréme est prouvé jusqu'a n et nous le prouvons
pour n + 1.
Soit donc ¢ € Z(2 x R™*1). La fonction y — T(gb(., y)) est continue et a support compact.
Donc Fubini 14.269 s’applique et nous allons permuter les intégrales une & une avec T'. Avant
cela nous définissons quelques fonctions intermédiaires.

D’abord, pour ¢t € R nous posons

P: QxR* >R

(30.167)
(w,y) — d(w, (y,1)).
Ensuite, nous posons
o: AxR—>R
- (30.168)
(wat) = - ¢7t(OJ, Y1y -y yn)dyl v dyn
Maintenant nous calculons :
J T((b(., y))dy = J J T dy1 . dyn} AYni1 (30.169a)
]Rn+1 R n
- J j T( ¢yn+1 YLy Yn))dy - dyn} dyn i1 (30.169b)
R LJR~
- J T(J ¢yn+1( Yt Yn))dyt - .. dyn] dyn+1 (30.169c)
R R
= J T(é( yn+1))dyn+1 (30.169d)
R
= 7([ o)) (30.1690)
R
J (30.169f)
n+1

Justifications :
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— Pour (30.169a). Théoreme de Fubini 14.269.
— Pour (30.169¢). Hypothese de récurrence.
— Pour (30.169¢). Encore la récurrence, avec n = 1.
( .

— Pour (30.169f). Encore Fubini, mais dans l'autre sens.

30.8 Distributions tempérées

L’espace de Schwartz 'Y .7 (Q) est défini dans la définition 27.186 ; sa topologie y est discutée.

Définition 30.46.

Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur .#(R?). L’ensemble des distri-
butions tempérées est noté ' (R%). Si T est une telle distribution, nous notons (T, ) l'image de
@ par T.

30.47.
Pour rappel, la topologique sur . (R?) est celle de la définition 27.191.

Si f est une fonction sur R telle que fo € L'(R?) pour tout ¢ € .(R?), alors nous définissons
la distribution Ty € .#/(R%) par

W)= | Fapla)da, (30.170)
Cette définition ne fonctionne pas pour toutes les fonctions. Par exemple pour f(z) = er, et
o(z) = e € #(R) nous avons f¢ = 1 qui n’est pas du tout intégrable sur R.

Pour rappel, la topologie sur 2(R%) est donnée par la définition 30.13.
Lemme-Définition 30.48.
L’application
§: Fun(R%) — C
(R (30.171)

> ¢(0).
est
(1) une distribution,
(2) une distribution tempérée.

Cette distribution est nommée distribution de Dirac.

Démonstration. Juste pour rappel, Fun(X) est ensemble de toutes les fonctions sur X. Pour
prouver que § est une distribution, nous devons démontrer que §: Z(R) — C est continue. Et
pour qu’elle soit une distribution tempérée, il faut démontrer que ¢: .(R) — C est continue.

Nous utilisons le théoreme 30.20(2) pour démontrer la continuité de 6 sur Z(R). Soit un
compact K < R et ¢ € Z(K). En prenant m = 0 nous devons avons la majoration

0(0) = ¢(0) < ll@ll0 = po.x(p)- (30.172)

Pour la continuité de ¢ sur . (R), nous utilisons les résultats de 27.192. Soit une suite @, 0.
En particulier, poo(¢n) = sup, |¢n(z)| — 0. Donc ¢,(0) — 0 comme il le faut. O

19. Attention : ce Schwartz (avec un t) est le Schwartz des distributions dont le prénom est Laurent. A ne pas
confondre avec Schwarz (sans t) dont le prénom est Cauchy.
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Exemple 30.49.
La valeur principale de la fonction x — % est la distribution

T: Z(R) - R
s lim cp(x)' (30.173)
-0 |z]>e T
e>0

Montrons que cela définit bien une distribution tempérée.

D’abord l'intégrale existe pour tout €, par exemple parce que pour les grands |z| nous avons
par exemple |¢(z) < 23| et donc ¢(x)/z < 1/2? dont I'intégrale converge. Nous devons maintenant
regarder la limite.

Nous considérons une suite €, — 0 et la suite

an, = J de. (30.174)
z|>en ¥

Nous montrons que cette suite converge dans R en montrant qu’elle est de Cauchy. Pour cela nous
travaillons un peu la forme de ¢ :
T 1

() = o(0) + L S (1)t = o(0) + L 2 () d0. (30.175)

Ce qui est dans I'intégrale est borné par K = |M,¢'|| qui est parfaitement fini parce que ¢ est a
décroissance rapide. Lorsque nous calculons |a,, — ay|, le terme ¢(0)/x donne une intégrale nulle
parce que le domaine d’intégration €, < |z| < €, est symétrique alors que la fonction 1/x est
impaire.
—an| < | K| =2|en — | K (30.176)
em<|z|<en

Tout cela nous dit que T est bien définie. Nous devons encore étudier sa continuité.

Soit x une fonction dans C(IR) telle valant 1 sur [—1, 1], paire et & valeurs dans [0, 1]. Pour
tout € > 0 nous avons SMX =) g = 0.

x

Nous avons aussi ¢ = x¢ + (1 — x)p, et donc

f Mda: = f X(a:)wd:c + f (1—x(z)) Md:r (30.177a)
le|>e L le|>0 T le|>0 T
B b N COPN
_L|>OX(J;)L &(@dmﬁwl (1= x(@) £ (30.177)
<[ ¢’ [0
<1¢le | x@)do+ fol (30.177¢)
=Cl¢' o + )1 (30.177d)

Cela est valable pour toute fonction ¢ € .(R). Mais nous savons que si ¢y, 7R 0, alors |¢n | — 0,
(R
@50 — 0 et [@nlli — 0; donc si ¢, ) 0, alors

(@)

|z|>€

T(pn) = ll_r)%
e>0

< Clighllee + enl — 0. (30.178)
A

30.8.1 Topologie

La topologie que nous mettons sur lespace .’ (R?) est le méme type que celle que nous
mettons sur 2'(RY), c’est-a-dire celle des seminormes p,(7) = |T(y)|. La définition 30.21 et la
proposition 30.22 restent.

Proposition 30.50.
! ]Rd)

Nous avons Ty, "— ' T si et seulement si pour tout ¢ € . (R?) nous avons Ty () — T ().
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30.8.2 Distributions associées a des fonctions

Si f e L}, .(R%) alors nous lui associons une distribution Ty € 2'(R%) définie par la formule

Typ) = | fapayda. (30.179)

Proposition 30.51.
L’application ainsi définie
Lioe(R?) = 7'(R)

foe (30.180)
[Ty

est injective.

Démonstration. Si Ty = 0 alors pour tout ¢ € Z nous avons S]Rd fe = 0. En vertu de la proposi-
tion 27.166 cela implique f = 0 presque partout. ]

30.8.3 Composition avec une fonction

Proposition 30.52 ([611], page 113 et 32).
Soit T e .7'() et fe C*(A x Q) ot A est ouvert dans R%. Nous posons

F:A—-R

Ao T(FOL). (30.181)

Alors F e C*(A).

30.8.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

Définition 30.53.
La transformée de Fourier de la distribution tempérée T € .#'(R?) est la distribution T définie
par

A

T(p) = T(9) (30.182)
pour tout ¢ € .7 (R%).

Lemme 30.54.

Si f e #(R?), nous avons Ty = T;.

Démonstration. En utilisant les définitions,

Tr(p) = Tr(@) = i f(z)p(z)de = ]Rdf(x) UR @(y)e‘iyxdy} dx (30.183)

d

ou nous avons noté zy le produit scalaire x - y. Nous permutons les intégrales en utilisant le
théoréme de Fubini 14.272 avec la fonction

(z,y) = f(z)p(y)e ™ (30.184)

qui est parfaitement dans Ll(]Rd X IRd). Nous écrivons alors

ty0) = [ | [, s@ete el ay = | ot =10 (30.155)
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30.8.5 Convolution d’une distribution par une fonction

Nous savons que si ¢ € Z(R?) et si x € R? alors la fonction y — 1)(z — y) est encore une
fonction dans .#(R¢). Donc si T € .#’/(R?) nous pouvons considérer la fonction T # ¢ = ¢ * T
définie par

(T =) () = T(y — ¢z —y)). (30.186)

Notons que T * 9 est bien une fonction et non une distribution.
Le but de la définition est d’avoir

Tpw1p = f . (30.187)

En effet
(T = )(a@) = Tyly = dla =) = | S0l =)y = (7 + ) (o). (30.153)

Exemple 30.55.
La distribution de Dirac est le neutre pour le produit de convolution. En effet

0 y)(z) = d(y = v(z —y)) = ¢(x), (30.189)
c’est-a-dire 0 = ¢ = 1. A

Proposition 30.56 ([603]).
Si T e .7 (RY) ety e L(R?), alors la distribution associée d la fonction T 1) est tempérée.

Démonstration. En agissant sur ¢ € 2(R9) nous avons

Troslo) = | Tl (b)) pla)ds (30.190a)
= J]Rd T(y — ¢(z)¢(z —y))dz (30.190Db)
- (y — fRd o(z)Y(r — y)da:) (30.190c)
=T(y— (v 9)(v)) (30.190d)
= T(p*1)). (30.190e)

Attention :

ii Avertissement/question au lecteur !! 30.57
Le passage a la ligne (30.190¢) n’est pas justifié.

30.8.6 Approximation de la distribution de Dirac
Lemme 30.58 ([1]).
Soient des fonctions j,: R — RT de classe C* telles que

(1) Pour chaque n, la fonction x — jn(\m|) est strictement décroissante et converge ponctuelle-
ment vers z€éro.

(2) Pour chaque x, la suite n — j,(x) est décroissante et converge vers 0.
(3) Pour tout M > 0, la suite j, converge vers zéro uniformément sur B(0, M)c.

(4) Pour tout § et e, il existe un N € N tel que |SB(0 5) Jn(x)dx — 1] <e.

(5) Pour tout n, nous avons {3 jn = 1.
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Alors si u € .Z(R) nous avons

lim | w(z)jn(x)dx = u(0). (30.191)
n—aoo R
Démonstration. Nous posons
I, = J Jnt (30.192a)
R
Isp = f it (30.192b)
B(0,5)
Zsm = f w(0)jn (30.192¢)
B(0,5)

Nous allons progressivement montrer qu’en prenant § assez petit et n assez grand, les quantités
| In — Isnl, [Isn — Zsn| €t |Zsy —u(0)] peuvent étre simultanément majorées par e.

Soient 6 > 0 et € > 0; vu que u € ¥ (R), il existe M tel que S|x‘>M |u| < e. Soit N7 € N tel que
pour tout n > Nj nous avons |j,(z)| < 1 dés que |z| > M (hypothese (3)). Alors

ﬁ @) < (30.193)

De plus en posant s = max{|u(z)| tel que 6 < |z] < M} (qui existe parce que u est continue et
prise sur un compact) nous pouvons considérer Ny tel que j,(z) < €/s pour tout |z| > 9.
Avec n > max{Ny, N2} nous avons

[ - J jnt] = | f il (30.194a)
B(0,8) R B(0,0)°
< f |gnu] + f v (30.194b)
I<|z|<M |x|=M
<e(1+|M —4)). (30.194c)

En redéfinissant le € nous avons donc montré que pour tout € et 9, il existe un N € N tel que
| Isn — In| <€ (30.195)

dés que n = N.

La fonction u est uniformément continue sur tout B(0,d), et nous pouvons donc choisir § tel
que |u(0) — u(x)| < € pour tout x € B(0,0). Pour ce d, nous avons déja trouvé un N tel que
|Is5,n, — In| < € dés que n > N. Nous avons :

Isn — Zon| < f u(z) — u(0)|jn(x)dz (30.196)
B(0,6)
<e f n (30.196D)
B(0,6)
<e. (30.196¢)

Nous avons donc prouvé que pour tout € > 0, il existe un ¢ et un IV tels que
s — In| <€ (30.197a)
s — Zsn| <€ (30.197b)

dés que n = N.
Enfin nous avons

25 — u(0)] = u(0) (fB(O ) Jn — 1) , (30.198)
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et par I'hypothese (4) nous pouvons choisir n assez grand pour que la parenthese soit plus petite
que €.
Pour € donné, nous avons donc trouvé un ¢ et un N tels que

(n = w(0)] < [In = Isnl + Usn — Zsn

+1Zs0 — u(0)] < 3e. (30.199)
En passant a la limite nous avons bien I, — u(0) dans R. O

Il va sans dire que nous connaissons de telles fonctions. Nous en donnons une maintenant.

Exemple 30.59 ([610]).
Nous introduisons la fonction fc (e > 0) donnée par

fe(x) = eIl (30.200)

Nous calculons la transformée de Fourier de f. en divisant le domaine d’intégration :

. O . w .
fe(k) = J e~ kT emelel gy — J e My + f e TRy (30.201)
R —0 0

En décomposant les parties imaginaires et réelles, et avec un peu de changement de variables, nous
pouvons utiliser les intégrales (17.503) et (17.504) pour obtenir

A 2€

feb) = 15— (30.202)

Sachant que arctan(x) est une primitive de x%ﬂ et avec encore un peu de changement de variables,

nous avomns 20

A © 2
J F (k) dle — J oy = 2actan(e/e)]%,, = 2 (30.203)
R —0
Cela montre que si nous introduisons la fonction . donnée par
S.(k) = 1S (30.204)
e 4 kY '
alors nous avons une fonction qui tout en méme temps ressemble & ﬁ et vérifie
f de(k)dk =1 (30.205)
R
pour tout e.
Jusqu’ici nous avons montré que
f ek emdel gy — 276 (k). (30.206)
R
Pour chaque € > 0 nous avons §. € L(RR). A
Proposition 30.60 ([1]).
Soit g € (R). Alors nous avons
J f g(x)e ™Y dx dy = 27g(0). (30.207)
R JR

Démonstration. Soit u € .(IR); nous multiplions 'équation (30.206) par u(k) et nous intégrons
par rapport a k :

JR u(k) [ JR e—“me—”ldx] dk = 2r fR u(k)d.(k)dk. (30.208)

20. Et en écrivant correctement ’intégrale sur R comme une limite, etc.
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11 s’agit de passer a la limite dans 1’équation (30.208). Les intégrales a gauche peuvent effectuées
séparément parce qu’elles respectent le théoréme de Fubini. En effet soit la fonction

Fk,z) = u(k)e "=l (30.209)

qui est dans L*(IR x R) en vertu du critére du corolaire 14.271 et du fait que a la fois k — |u(k)|
et z — e Il sont dans L'(R).

Nous pouvons donc grouper et dégrouper les intégrales et en particulier les inverser. Si nous
effectuons d’abord l'intégrale sur k£ nous trouvons

JRU(/@) U]R e—i’“e—elwx] dk = J]R e~ell fRu(ks)e—““dk: dx = JR e~ "la(z)dz. (30.210)

La fonction z — |e~¢*la(x)| est majorée (uniformément en €) par = — @(x) qui est intégrable
parce que la transformée de Fourier d’une fonction de .¥ est dans . par la proposition 29.20. Le
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue 14.190 nous permet de permuter la limite € — 0
avec l'intégrale et obtenir

lim | w(k) J e~k e=elel g dk; :f (x)dx :J f u(k)e~*dk d. (30.211)
R R R RJR

e—0

Notons qu’en passant a la limite nous avons perdu le droit de permuter les intégrales.
Nous devons encore prouver que

lim | w(k)oe(k)dk = u(0). (30.212)
e—0 Jr
Cela n’est rien d’autre que le lemme 30.58 appliqué a la suite de fonctions jn, = d1y. O

30.61.

Notons que les intégrales dans (30.207) ne peuvent pas étre permutées parce que SR e~ Y dy n’existe
pas. Il faut avouer que, malgré tous les conseils du type « attention : permuter des intégrales doit
étre fait avec prudence », ce n’est pas tous les jours que nous trouvons des intégrales qui ne peuvent
pas étre permutées, autrement que dans des exemples fait expres.

30.8.7 Peigne de Dirac

Proposition 30.62.
La formule

Ao = Oka (30.213)
keZ

définit un élément de Z'(R).
La forme linéaire A, est le peigne de Dirac de pas a.

Démonstration. Nous utilisons le critére de continuité séquentielle en zéro du théoreme 30.20. Soit
une suite ¢, — 0 dans Z(R). Par le théoréeme 30.17 il existe un compact K de R pour lequel
on € Z(K) pour tout n et ¢, — 0 dans Z(K). La somme 30.213 est donc finie et nous pouvons
la permuter avec une limite :

Jim Ag(pn) = Z Jim on(ka). (30.214)
keZ

La limite ¢, — 0 dans Z(K) signifie que nous avons convergence uniforme de la fonction et de
toutes ses dérivées vers 0. En particulier [¢, [ — 0; disons que la somme (qui est finie) fasse s
termes :

> enlka) < sleno- (30.215)
keZ

Le terme de droite tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini. O
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Donc A, est bien une distribution au sens de la définition 30.19.

Lemme 30.63 ([531]).
Le peigne de Dirac vérifie la relation

A, =Lia,0D, (30.216)
a
ot D, est Uapplication D,: 2(R) - 2(R),
(Dof)(x) = af(ax). (30.217)

Démonstration. Pour ¢ € Z(R) nous avons

Blp) = Y olka) = - S (Dap)(k) = - Aa(Dap). (30.218)
keZ keZ

Proposition 30.64.
Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Notez qu’il y a plus de fonctions dans . (R) que dans Z(RR) ; il est donc plus difficile de rentrer
dans .’(R) que dans Z'(R) : il est plus compliqué d’avoir existence de T'(¢) pour tout ¢ € .7 (R)
que pour tout p € Z(R).

Démonstration. Soit ¢ € . (R). Nous avons

(1 + a®k*)p(ak)
’*|Z¢ak|_‘2 1+a2k:2

<ger |(1+ 2 !Z = a%g (30.219)

La somme ), Ha%kg est une somme Convergente et et supremum est borné par la proposi-

tion 27.189 en prenant Q(z) = 1 + 2. En effet sur B(0,7) la fonction 2 — (1 + 22)p(x) est
bornée par ce que c’est une fonction continue sur un compact, et a lextérieur de B(0,7) cette
fonction est alors bornée par 1. ]

Si aucune ambigiiité n’est a craindre, nous noterons f la distribution 7.

Exemple 30.65.
La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est la fonction constante : 6 = 1. En effet si
nous agissons sur une fonction test,

5e) = 8(6) = 9(0) = | plo)de (30.220)

30.9 L’espace C*(R,.7'(R%)

Dans cette section nous notons I un ouvert de R et © un ouvert de R%; si v est une fonction
sur I x Q nous allons noter ¢;: £ — R la fonction ¢ (z) = ¢ (¢, z). C’est une notation plus légere

que ¥(t,.).
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30.9.1 Propriétés générales

La définition de espace C*(I,.7"(£2)) est encore la définition 7.302 et les propriétés énoncées
dans la proposition 30.36 sont encore bonnes ici.
D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.301 dans notre contexte.

Proposition 30.66.

Soient I un intervalle ouvert de R et u: I — .#'(R%) une fonction continue. Alors
(1) Pour tout p € Z(RY), Uapplication t — us(p) est continue.
(2) Pour tout p € /(RY), nous avons la limite

tlirg) ut(p) = ugy (9). (30.221)
(3) Nous avons la limite dans &' (R%)
tlir? Up = U, . (30.222)
—10

Lemme 30.67.
Nous avons C*(I,.'(Q)) < C*(1,2'(2)).

Démonstration. Soit (T;) € C*(I,.'(2)). Pour chaque ¢ nous avons
T, e '(Q) « 2'(Q). (30.223)
Ensuite il suffit de dire que pour tout ¢ € Z(Q2) la fonction
t— Ty(p) (30.224)

est de classe C® parce que c’est le cas pour toute fonction dans .#(€2). La proposition 30.36 (en
changeant 7 en .%) conclut que (1;) € C* (I, 2'(2)). O

Proposition 30.68.
L’espace .7 (§2) est complet et métrisable.

Démonstration. En ce qui concerne le métrisable nous reprenons la formule de 'écart (7.349).
Dans notre cas pour I'écrire explicitement il faudrait une énumération de N2 & partir de 1 (et non
de zéro). Cette formule donne bien une distance parce que si d(¢1 — p2) = 0 alors en particulier
Poo(p1 — w2) = 1 — p2fe = 0 et donc 1 = o

Nous montrons maintenant que .#(€2) est complet en y considérant une suite de Cauchy ().
Soit € > 0 et o, B € N ainsi que k, assez grands pour que ¢y — ¢; € Byg(0, €). En particulier pour
a = 3 =0 nous avons |vr — ¢i|w < €, ce qui signifie que nous avons une suite vérifiant le critere
de Cauchy uniforme 12.360. Elle converge donc uniformément vers une certaine fonction ¢ que la
proposition 12.361 nous assure étre continue. Il existe donc ¢ € C(Q) telle que

unif

Y —> . (30.225)

Nous devons montrer que ¢ € (). Le fait que ¢ soit de classe C® s’obtient en utilisant les
seminormes poo (@) = [0%¢|w de la méme facon que dans la preuve que Z(2) était complet
(proposition 30.18). Nous obtenons en particulier que

unif

%o —> 0% (30.226)

pour tout multiindice . Montrons encore que ¢ est a décroissance rapide : nous devons montrer
que pour tout « et 5 nous avons

Pap(p) = sup ’xﬁ(ﬁago)(:cﬂ < 0. (30.227)

el
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Etant donné que () est de Cauchy dans .7 (2) nous avons (pour e fixé et k, [ assez grands) :
|27 0%k — 0%p) ()] < € (30.228)

pour tout x € €. En considérant [ fixé et en prenant la limite £ — oo et en utilisant la convergence
uniforme (30.226) nous trouvons que

|m5(8atp — %) (z)| < e (30.229)
Du coup nous pouvons faire la majoration

sup |27 (0°%) ()| < sup|2®(0%¢ — 0%@1) ()| + sup [(0%¢1) ()] < € + pap(er) <0 (30.230)
e x X

du fait que pag(p1) < oo parce que ¢; € . (£2).
Donc ¢ € .#(Q) et ce dernier est alors complet. O

Proposition 30.69.
Soit (Iy) € CO(1,.7(2)) et p € S(I x Q). Alors la fonction

£ Ty(y) (30.231)

est continue sur I.

Démonstration. Soient ty € I et une suite convergente vers ty : t; — to dans R. Vu que (7}) est
continue en t, elle est en particulier séquentiellement continue et nous avons

n, 29, (30.232)

. Z(Q .1 . 1 S
Montrons que nous avons aussi 9, 7@ 1y, - Pour cela nous utilisons les seminormes %! Dap définies
en (27.788) :

Pas(tt, = i) = 3, [P (070(t5, @) — 8 (10, )| (30.233)
e
< sup ’xﬂhﬁo —t;] sup [0;0%(t, x)” (30.233b)
e tE[to,tj]
< |tg — tj| supsup ]xﬁataaw(t, )| (30.233c)
xeQ) tel
< [to — ;| Pan) 5 (1) (30.233d)

Pour la premiére majoration nous avons utilisé le théoreme des accroissements finie 12.325. Pour
la derniere ligne nous avons noté P,s les seminormes de .7(I x Q) et (to) est le multiiindice qui
commence par la variable ¢ et qui continue par o. Etant donné que P,)s (1)) < o0 nous avons bien

Pap(t; — Yr) = 0 (30.234)

et donc ¢y, 7 Uy -

Etant donné que .# () est métrisable et complet, le corolaire 27.6 nous dit que

T, (1) = T (1) (30.235)

ce qui est bien le criteére de continuité séquentielle de la fonction (30.231). O]

21. Pas parce que nous en avons envie, mais bien parce qu’elles font partie de la définition de la convergence et de
tous ces trucs.
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Remarque 30.70.
La proposition 30.38 nous dit, a fortiori, que si (73) € C* (I, y’(Q)) alors la formule

T() = LTt(wt) (30.236)

donne un élément T € 2’(I x ). Au cas ot1 aucune confusion n’est & craindre, nous pourrons noter
également T Iélément de Z'(I x Q) déduit de T'e C* (I,.7'(9)).

Notons que ce T ne sera pas toujours une distribution tempérée comme le montre ’exemple
suivant.

Exemple 30.71.
En posant Tj(¢) = e’ o(0) avec I = R, Pintégrale

T(y) = f]R Ti(yp) = JR e (L, 0)dt (30.237)

ne converge pas pour tout ¢ € (R x Q). En effet par rapport a ¢, la fonction v (¢,0) décroit
rapidement mais pas spécialement assez rapidement pour compenser et A

30.9.2 Dérivation

Proposition 30.72 ([614]).
Soit T € C*(I,.7"(Q)) et 0 <1< k. Pour tout to € I Uapplication

7. 7(Q) - C

: (30.238)
o (G0

est bien définie, est une distribution et de plus
t T e CF (1,7 (). (30.239)

Attention que la formule (30.238) est bonne si ¢ € .#(Q2). Si par contre ¢ € (I x Q) et qu’'on
veut regarder ugl)(z/)t) alors il faut regarder la proposition 30.73 et utiliser la formule (30.244) dans
laquelle se trouve ugl)(wt).

(0)

Démonstration. Pour k = 0 nous avons T, ’ = T} et c’est bon. Pour le cas k = 1 et [ = 0 c’est
encore Tt(o) = T} qui fonctionne.
Le premier cas non trivial a traiter est £k = 1 et [ = 1. Nous considérons ty € I ; par définition

de la dérivée, pour tout ¢ € .#(€2), nous avons (pour peu que les limites existent) :

Wy - & o Do (0) = Tho(9)
T, (p) = o [Tt(w)]t:to = j{ngo ; = jhﬁngo Uj(p) (30.240)
ou
1
Uj = —(Tig+e; = Tho)- (30.241)
J

et (€;) est une suite de réels tendant vers zéro.

Vu que (T3) € C*(I,.7'(Q)), 'application t +— Ty(¢) est de classe C* et en particulier I'ex-
pression (30.240) a une limite lorsque j — o0. Donc 1}(01)(90) est bien définie. Le point (1) du
corolaire 27.6 nous dit que lim;_,o Uj(p) = Tt(ol)(go) et Tt(ol) est une distribution (linéaire et conti-
nue).

Nous devons encore voir que t — Tt(l) est une application C° (I , ! (Q)) Cela est une consé-
quence du fait que (7}) soit de classe C, ce qui se traduit par le fait que I’application

d

to = (TM)) (30.242)
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est continue (définition de la dérivée et point (1) de la proposition 30.66 appliquée a la dérivée).
Les cas k > 1 se traitent par récurrence. O

Proposition 30.73 ([611]).
Soit (I;) € C*(1,.(2)) et p € S(I x Q). Alors la fonction

t— T (y(t,.)) (30.243)
est de classe C' sur I et

d

g (@) =10 (e >)+Tt(‘f§f< >) (30.244)

Démonstration. Soient to € I et €; — 0 une suite réelle. Le membre de gauche de (30.244), écrit
en ty, donne

‘ — lim Eo—i-e]' (¢(t0 + €5, )) - T;fo (¢(th ))

j—o0 €;

(30.245)

Afin d’alléger les notations nous allons écrire ¢y = 1(¢,.). Dans le numérateur de (30.245) nous
ajoutons et soustrayons la quantité Ti, e, (1¢,) et nous découpons la limite en deux morceaux :

Tto-i-Gj (¢t0+€j - wto) + lim (Tto-i-Ej - Tto)(¢to)

& = lim ] (30.246)
J—0 Ej J—00 Ej
Le second terme vaut 4
1
(), =T i) (30.247)
=to
par la proposition 30.72. Occupons nous de I'autre morceau de #. Nous posons U; = Ty, et
1
v; = = (Wtore; = Yro)- (30.248)
J
Nous voulons utiliser le corolaire 27.6(4) pour obtenir
0
lim Uj(¢ )=Tto( w(to,.)) (30.249)
Jj—00 ot
) %o () N
D’une part (73) est de classe C* en t et nous avons donc la convergence U; —  Tj,. Reste a
prouver que
Q) oY
cpj o —(to, .). (30.250)

Cela en remarquant bien que la variable de dérivation n’est pas celle par rapport a laquelle nous
voulons la convergence Schwartz ??. Soient a et 3 des naturels et calculons un peu :

(to. 2))

Il est & présent 'heure d’utiliser un développement de Taylor avec le reste de la proposition 12.458 :

1 0
0 (2 (0t + ¢5.3) = t0.) - s

0
Pap (5 — aif(to, ) = sup (30.251)

e

oY €2 8%
pour un certain t € [to, to + €;]. En mettant ¢a dans le calcul (30.251) nous restons avec
o N Y 5

oll Py ;5 sont les seminormes de .7(1 x §2) avec la notation plus ou moins évidente de prendre «
dérivations sur z, k sur ¢t puis de multiplier par z%¢!. Au final nous avons bien

oY

Jim pag (i — = (f0,2)) =0 (30.254)
et donc la convergence ; 78 %—f(to, ). O

22. Je ne sais pas si je me suis bien fait comprendre la.



30.9. L’ESPACE C*(R,.7'(RP)) 2143

Lemme 30.74.
Soit (I;) € CH(I,.7'()) alors si F dénote la transformée de Fourier nous avons

F(rY) = (7)Y (30.255)

ot (FT) est la famille de distributions (FT'); = FT;.

Démonstration. Pour la preuve il suffit de tester I’égalité sur une fonction ¢ € . (€2) :

(FI) () = T (Fp) = 4 (TFe)) = S (FT)(9)) = (FTIO(e). (30.256)
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Chapitre 31

Espaces de Sobolev, équations
elliptiques

31.1 Espaces de Sobolev

Rappel : la définition de la dérivée faible est 30.2.

31.1.1 Sur un intervalle de R

Sauf mention du contraire dans cette section I est un intervalle borné ouvert I = |a, b de R.
Définition 31.1.
Soit I = a,b[ un ouvert borné de R. L’espace de Sobolev H'(I) est l’ensemble

HYI) = {u e L*(I) tel que 3g € L*(I) tel que Vo € C@O(I),f up' = —J ggo}. (31.1)
I 1

L’unique élément g de L?(I) vérifiant §,ue’ = — 1§, gy est noté v’ et est nommé dérivée ; nous
verrons dans les prochaines pages pourquoi.
L’espace H' accepte le produit scalaire suivant :

(u,v) = J uv + J u'v, (31.2)
I I
et nous notons |.|z1 la norme correspondante qui n’est autre que
lulgn = Cuyw) = Julfe + o] 2. (31.3)
Nous introduisons 1’espace L}OC(I ) des fonctions étant L' sur tout compact de I.

Corolaire 31.2.
Siue HY(I) et siu' =0 alors il existe une constante C telle que u = C presque partout.

Démonstration. L'hypothese v’ = 0 signifie que pour toute fonction ¢ € C (1),

f up' = J w'p=0. (31.4)
I I

La proposition 27.166 nous dit alors qu’il existe une constante C' telle que u = C' presque partout.

O]

Lemme 31.3.
Tout élément de H*(I) admet un unique représentant continu.

Nous verrons dans le corolaire 31.5 que ce représentant pourra étre prolongé par continuité sur

1.

2145
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Démonstration. Soient yo € I et uw € H'(I). Nous considérons la fonction
X
u(x) = J o' (t)dt. (31.5)
Yo

Notons que par définition, v’ € L? donc I'intégrale ne pose pas de problemes. Montrons que u est
continue sur I. Pour cela nous considérons = € I et h tel que x + h € I. Alors

[u(z + h) — a(z)| = |J$ v < jw /| (31.6)

Mais la fonction |u/| est dans Lj,.(I) par le lemme 27.35; elle est en particulier intégrable sur un

ouvert contenant x et par conséquent la derniere intégrale tend vers zéro lorsque h tend vers 0.
Nous prouvons & présent que u est dans H'(I) et que sa dérivée est égale a ' ; pour cela nous
allons montrer que pour tout ¢ € C(I),

J up' = —f up. (31.7)
I I
Nous avons

wa’ = L (Li u’(t)dt> ¢ (z)da = Lyo <Li U’(t)dt> e+ Lz; (

Pour faire plus court, nous notons f(t,z) = u/(t)¢’(x). La premiére intégrale vaut

Lyo < r u’(t)so’(x)> _ Jyo < ¢ f(t, x)]ltd(t,x)dt) da (31.9a)

Yo

J ' u’(t)dt> S (@)dz. (31.8)

Yo

:f J f(t, )= pdxdt (31.9b)
Yo

= f ft, x)dzdt (31.9¢)
Yo Ja

f v J 2)dz dt (31.9d)

La permutation d’intégrales pour obtenir (31.9b) est due au théoreme de Fubini 14.272(3). Par le
méme petit jeu, la seconde intégrale vaut

f J x)dx dt. (31.10)
Yo
En refaisant la somme,

Lﬂgp’ = Lyo u'(t) (Lt go’(:c)dw) dt + Ll; u'(t) (ﬁb cp’(x)dx) dt (31.11a)
| v -

0 b
S ! o’ (gp(t) go(a))dt + f u'(t) (go(b) — cp(t)) (31.11b)
a Yo
= — Jb u'p (31.11c)
= —f u'p. (31.11d)
I

Notons que ¢(a) = ¢(b) = 0 parce que ¢ est a support compact dans |a,b[. Nous avons donc
prouvé que u est dans H'(I) et que @’ = u’. Par le corolaire 31.2, nous avons une constante C' telle
que % = u + C presque partout, c’est-a-dire u = u + C dans H'(I).
En résumé, @i = @ + C est un représentant continu de v dans L?(T).
L’unicité du représentant continu est simplement le fait que deux fonctions continues égales
presque partout sont égales (proposition 20.154).
O
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Proposition 31.4.
Siue HY(I), alors

T
u(z) —u(y) = J u (31.12)

pour tout x,y e I.
Démonstration. Pour fixer les idées, nous supposons = < y. Nous considérons une suite ¢, € CF(I)
convergeant uniformément sur I vers 1, 1. Nous exigeons de plus que

— ¢l est positive sur [a,z + 1]

— ), est négative sur [y — 1,

— np = 1sur [ac—i—%,y—%].

— p = 0sur [a,z — 1/n] et sur [y + 1/n,b].

Pour chaque n, nous découpons l'intégrale comme
a—1/n x+1/n y—1/n y+1/n b
—f W, = f upl, = J ugo%+[ ugoil—kf ugo%—i—f ugo%—i—f upl,. (31.13)
1 I a z—1/n z+1/n y—1/n y+1/n
Par construction de ¢,, de ces 5 morceaux, il n’en reste que deux de non nulles :
z+1/n y+1/n
J uyp = J u(t)go;l(t)dt—f-f w(t)pl, (t)dt (31.14)
I

z—1/n y—1/n

. .

A B
Soit € > 0 et n suffisamment grand pour avoir u(t) € B(u(z),€) pour tout ¢t € B(z, 1) et (en
méme temps) u(t) € B(u(y),e) pour tout t € B(y,L). Cest la continuité de u qui permet de
trouver un tel n. Pour cette valeur de n, en tenant compte des hypothéses sur la positivité de ¢},
nous avons

x+1/n z+1/n z+1/n
J (u(z) — €)@, (t)dt < f u(t)pl, (t)dt < J (u(z) + €) ¢, (t)dt, (31.15)
z—1/n z—1/n z—1/n
mais par hypothese sur ¢, nous trouvons
z+1/n 1 1
J ol (t)dt = pp(x+ =) —p(z+ =) = 1. (31.16)
z—1/n n n
donc
z+1/n
u(z) —e < f u(t) gy, ()dt < u(z) + €. (31.17)
z—1/n

Pour encadrer la seconde, il faut étre plus prudent avec les signes parce que ¢/, y est négative. En
posant ¢, = —p, nous avons

y+1/n
—-B = u(t)n (t)dt, (31.18)
y—1/n
et donc
u(y) —e< —B <u(y) +e (31.19)
ou encore
—e—u(y) < B <e—u(y). (31.20)

En additionnant avec (31.17) nous voyons que pour tout € > 0 il existe un N (¢) tel que nous ayons

u(z) —uly) — 26 < Lu'gpn < u(z) —u(y) + 2 (31.21)
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pour tout n = N. Nous voulons évidemment prendre la limite € — 0, c’est-a-dire n — co. Etant
donné que ¢, (t) < 1 pour tout ¢ et pour tout n, la fonction t — u/(t)p,(t) est dominée par u/,
qui est dans L'(I) par le lemme 27.35. Le théoréme de la convergence dominée nous permet donc
d’affirmer que

y
. / o / _ /
T}gglo Iu On = Lu Ligy = L u, (31.22)
et donc les inégalités (31.21) donnent le résultat, grace au signe dans (31.13). O

Corolaire 31.5. B
Si [u] € HY(I), le représentant continu u € C°(I) peut étre prolongé par continuité en u e CO(I).

Démonstration. Soit (z,) une suite strictement croissante dans ]a,b[ convergeant vers b. Nous
voulons montrer que la suite (u(xn)) est de Cauchy dans R, ce qui nous permettra de définir

u(b) = lim u(zy). (31.23)

n—0o0

qui sera évidemment continue. Cette construction ne dépendra pas du choix de la suite (x,) parce
que deux fonctions continues sur I et égales sur I sont égales sur I.
En notant «’ la dérivée de u dans H', nous avons par construction du représentant continu :

u(z) = S;’o o' (t)dt. Et donc
Tn Tn+p Tn+p
L A A
Yo Yo Tn

Vu que la suite (z,,) est de Cauchy et que u’ est intégrable (méme sur I), la limite n — oo de cela est
zéro, quelle que soit la valeur de p. Donc (u(:cn)) est ce Cauchy dans R et est donc convergente. [J

[u(zn) — w(@np)| = (31.24)

Proposition 31.6 ([89, 1]).
Quelques propriétés de lespace de Sobolev H'(I) ou I = Ja,b[ est un ouvert borné de R.

(1) HY(I) est un espace de Hilbert.
(2) HY(I) s’injecte de fagon compacte dans C°(I).
(3) HY(I) s’injecte de facon continue dans L*(I).

Démonstration. Nous prouvons point par point.

(1) Le seul critere a vérifier est la complétude. Pour cela nous considérons une suite de Cauchy
(un) dans HY(I). Si € > 0, alors il existe N > 0 tel que pour tout p > 0 nous ayons
|tnsp — un|? <€, cest-a-dire

ltintp — tnT2 + gy — un |72+ (31.25)

En particulier les suites (uy,) et (u},) sont de Cauchy dans L? qui est complet par le théoréme
de Fischer-Riesz 27.44. Nous notons donc

L2

Uy = U (31.26a)
o, B o, (31.26b)

Nous allons maintenant montrer quelques limites.

2
() unp =5 up Si M est une constante qui majore ¢ alors |[une — uglls < M|up — ulz — 0.

2
(ii) unp L% vy Cest la méme chose avec |ul, o —vola < M|u,, —v|l2 — 0.
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(i) uwe H*(I) avec u' = v Attendu le corolaire 27.36 qui permet de permuter intégrale et limite

dans L?(I) et les limites que nous venons de prouver,

Lucp’ = lim | upp' = — lim | u),p= ngp. (31.27)

Cela signifie que v est la dérivée faible de u : v’/ = v.

H!
(iii) u, — u Nous pouvons alors prouver que u, — u dans H!(I) :

lun = wlp gy = lun = ullZ2 + Juy — /|72 (31.28)

Mais nous savons déja que u, — u dans L? (d’ailleurs c’est la définition de u) et que
u' = v alors que par définition de v, nous avons u/, — v dans L?.

Tout cela donne que u,, — u dans H'(I) et donc que H'(I) est un espace complet.

(2) L’application que nous allons prouver étre compacte entre H'(I) et C°(I) est

.yl 0(F
v H (I)—>€7 (1) (31.20)

[u] =4
ott [u] désigne une classe de fonction dans H'(I) et @ est son représentant continu prolongé
par continuité & I ', qui existe par le lemme 31.3 et le corolaire 31.5. Cette application est une
injection par I'unicité du représentant continu. Nous allons prouver que c’est une application
compacte en utilisant le critére (2) de la proposition 27.3. Pour cela nous allons commencer
par utiliser le théoréme d’Ascoli sur Pensemble B des représentants continus des éléments de
B, prolongés par continuité sur I; c’est-a-dire B < CO(I).

Soit w € B par la proposition 31.4, nous avons

lu(z) —u(y)| = |f ' (t)dt| (31.30a)
U ol dt‘ (31.30b)

< ey l2 ] e (31.30c)
NI (31.300)

|z — yl. (31.30e)

ol nous insistons sur le fait que la continuité n’impliquant pas la dérivabilité, le u’ ici est
la dérivé au sens de H', et non la dérivée usuelle. Quoi qu'il en soit, ensemble B est
équicontinu ?. Nous montrons & présent qu’il est également borné pour la norme uniforme.
Soit u € B; vu la construction du représentant continu au lemme 31.3, nous avons

wiol =[5 [ o (31.312)
- bia f b (j (t >dt—u<y>) dy’ (31.310)
()ldt dy + j u(y)dy. (31.31d)

1. Encore que par souci d’économie d’encre nous n’allons pas écrire toujours les tildes et noter u le représentant
continu prolongé a I par le corolaire 31.5.
2. Définition 7.278.
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A ce niveau, il faut remarquer que dans la premiére intégrale, le passage de la valeur absolue
a lintérieur de l'intégrale en méme temps que 1’élargissement des bornes n’a rien d’innocent.
Si z < y, les bornes ne sont pas « dans le bon ordre » et nous ne pouvons pas faire la
majoration usuelle en entrant simplement la valeur absolue. Ici nous tenons compte de cela
en élargissant les bornes, et en les mettant dans le bon ordre. Le passage exact est le suivant :
si x,y € |a, b[, nous avons

Lb If(t)ldt‘ = Lb |f(t)|dt. (31.32)

L ' f(t)dt’ <

L ’ If(t)ldt‘ <

Notons en particulier que dans le cas du passage vers I’équation (31.31d), le nombre z est
fixé alors que y est une variable d’intégration. Donc 'ordre des deux est certainement de
temps en temps le « mauvais ».

Quoi qu’il en soit, la premiere intégrale se réduit a une multiplication par b — a et le calcul
continue :

u(z)| < L o (8)]dt + b—chLM (31.33a)
< VB=alulzz + Sl (31.33D)
< (Vimas =) (wlse + lulie) (31330)
< <m + \/blﬁ> . (31.33d)
Va1t (31.33¢)

Vb—a

Donc B est borné pour la norme L®. Et ¢’est méme borné par un nombre facilement calculable
connaissant I. En particulier I’ensemble

{u(x) tel que u e H'} (31.34)

est pour, tout x, contenu dans la boule de rayon v/a — b + \/ﬁ et donc est relativement
compact dans R. Par conséquent le théoréme d’Ascoli 27.4 nous dit que ensemble B est
relativement compact dans CY([).
Par conséquent nous avons montré que I'image par 1 de la boule unité fermée B de H'(I)
est relativement compacte dans C%(I), ce qui signifie que 1) est une application compacte.
Les éléments de H'(I) sont des éléments de L2(I); donc l'identité est une injection. Nous
devons seulement étudier la continuité. Si (u,) est une suite dans H' convergeant dans H*
vers u, alors

Jun — w2 < llun — ullz2 + |u, = v/ g2 = Jun = uf g — 0. (31.35)

Donc la suite des images (par l'identité) converge dans L2. L’identité est donc continue.
O

31.1.2 Sur un ouvert de R"

Soit Q, un ouvert de R™ et v € L?(Q) (voir 27.76). Les fonctions considérées sont & valeurs
réelles.

31.1.2.1 Définition

Définition 31.7 (Espace de Sobolev H(()).
Soit Q une partie de R™. L’espace de Sobolev H() est :

HY(Q) = {ve L*(Q) tel que Vi =1,...,n,0v e L*(Q)}. (31.36)
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Nous munissons cet espace d’un produit scalaire
(u,v) g1 = {u,vyr2 +(Vu, Vo)re, (31.37)

ot Vu =Y due L%

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u, v, Vu et Vv
sont dans L?(f2). La définition du produit scalaire dans L? est la définition 27.281 (mais sans la
conjugaison complexe).

Pour la méme raison, (u,u)y1 = 0 demande que chacun des deux termes est séparément nul,
et nous avons v = 0 dans L?, et donc aussi dans H!.

Théoréme 31.8 ([617]).
Lespace H'(Q) est un espace de Hilbert?.

Démonstration. Nous devons nous assurer que l’espace H' est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy (u,) dans H!'. Soit ¢ > 0; il existe N > 0 tel que si n,m > N alors
|ty — wm||gr1 < €. Dans ce cas nous avons en particulier

it — wal s = (0 gs = ) + (Vi Yy = [l + [Vula, (31.38)

et en particulier les suites (u,) et (Vuy,) sont de Cauchy dans L?. Vu que L?, lui, est complet
(théoréme 27.43), il existe u € L? et v; € L? tels que

L2
Up —— U (31.39a)
L2

Nous savons que 'injection i: L? — &' est continue par la proposition 30.24. Nous avons donc
aussi les limites

T, 25T, (31.40a)

Tou, 25T, (31.40b)

La dérivée étant une opération continue sur 2’ nous avons de plus

_@/

0i(Tu,) — 0i(Tu) (31.41)
En utilisant le lemme 30.27 nous avons alors
9
Touy, = 0i(Tu,) — 0i(Ty) = Tou. (31.42)

En comparant avec (31.40b) et par 'unicité de la limite, nous avons T,, = T5,,. Cela implique
V; = alu

Vu que v; € L? nous avons aussi d;u € L2. Par conséquent u € H'({)) parce que ses dérivées
sont dans L2.

. H!
Nous devons maintenant prouver que u,, — u. Nous avons

[un —ulm = |un —ul 2 + |Vup — Vu| 2 (31.43)
2 2
Le premier terme tend vers zéro parce que uy L7, w et le second parce que 0;uy, L 0. O

3. Définition 25.3.
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31.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 31.9.
Pour m € N et un ouvert Q de R nous définissons ’espace de Sobolev

H™(Q) = {ue L*(Q) tel que 0®u e L*(Q)V]a| < m}. (31.44)
Nous définissons également un produit scalaire sur H™ par
(w,0)gm = Y (0%u, 0%v)pe. (31.45)
la|<m

En particulier la topologie est celle de la norme dérivée du produit scalaire :

lalgm@y = D) 10%ulr20)- (31.46)

lal<m

Le lemme suivant montre que la proposition 29.19 fonctionne encore avec L? au lieu de .7.

Lemme 31.10 (Lemme de transfert[618], theme 73).
Soit f € H™(RY). Alors pour tout multiindice o avec |a| < m nous avons
F(oof) = [€ — i f()]. (31.47)
Lemme 31.11.
Il existe des constantes c¢1 et co telles que pour tout x € RY,
al+|z7)m < > (@) < el + )™ (31.48)
la|<m
Lemme 31.12.
Soit u e L*>(RY). Nous avons u e H™(R?) si et seulement si 'application
£ (141" (31.49)
est dans L*(R®) pour tout k < m. Ici |€| est la norme euclidienne de & dans R,
Démonstration. Vu le lemme 31.10, il suffit de montrer que
(1+ 1¢2)*a (31.50)
est dans L? pour tout k < m si et seulement si
§*a (31.51)

'est pour tout « avec |a] < m
L’expression (31.50) est une somme d’expressions du type (31.51). Donc 'implication dans un
sens est montrée. Pour 'autre sens, nous savons que

=876 (31.52)
et donc
€7 < [ .. &nl (31.53)
Or |£|‘a| = |§|Ziai = [&|* ... &Y et |€] = |&]| pour tout i, donc
gl < &)1, (31.54)

D’autre part pour tout € R™ et tout k positif nous avons
(142?92 > oF (31.55)

qui est facile a vérifier en prenant le carré des deux membres.
En remettant tout ensemble,

coal < [¢|lal < |¢al < (1+ [¢?) ). (31.56)

Donc si le membre de droite est de carré intégrable, celui de gauche 1’est également. O
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Définition 31.13 (Espace de Sobolev H*[(19]).
Pour s > 0 nous définissons I’espace de Sobolev Hs(]Rd) par

H (R = {ue L2(RY) tel que (1 + [¢]?)* %4 e LARY)}. (31.57)

Nous y mettons le produit scalaire

(o) = [ a©FE (0 + 61 de. (31.5%)

31.14.

Vu que Z2(RY) est dense dans L?(R?) (théoréme 27.50), on pourrait croire & la densité a fortiori
dans H*(R%). Mais attention : 2(IR%) est dense dans L? pour la norme L2. Nous n’avons encore
rien dit pour la norme H*(R?).

Proposition 31.15 ([620]).
La partie .7 (R%) est dense dans H*(R?).

Démonstration. Soit u e H*(RY). Par définition I'application
£ (L+ €% 0 (31.59)

est dans L?(R%). Elle peut donc étre approximée au sens L? par des fonctions dans 2(RR%) (théo-
réme 27.50(5)), c’est-a-dire qu’il existe des fonctions ¢, € Z(R?) telles que

L2(R%)

¢n =" (1+ €))%, (31.60)
Nous posons
Pn
n = W (31.61)

Cela est encore une fonction de 2(R%), et donc de .#(RY). Vu que la transformée de Fourier est
une bijection de 2(R?) (proposition 29.26), nous pouvons considérer une suite ¢, € Z(R?) telle
HS ]Rd
que @, = Yy, et nous allons montrer que ¢, ity U
Nous avons :

low =l = | 160 = P01+ €% (31.620)
_ fRd |(1in§§§s/2 — )1+ €2)0de (31.62b)
- | Jon( - a0 + )P (31.62¢)
= llén — (14 &) aZ. (31.62d)

Par définition de la suite ¢, nous avons donc bien

len = ulldps = lén — (1 + €))7, — 0. (31.63)

S

. . , H
Notons que méme si ¢,, est dans .@(Rd), nous n’avons pas prouvé la convergence ¢, — u,

mais bien ¢, %, . Or les fonctions @ sont dans .7 (R9), et rien n’assure qu’elles soient & support
compact. Nous avons donc bien prouvé la densité de . et non celle de 2. ]

Remarque 31.16.

Pour qui a tout compris, cela peut sembler une évidence, mais nous précisions que nous parlons

de densité de .7 (RY) dans H*(RY), & aucun moment la topologie de .#(IR%) n’entre en compte.
Un peu moins évident : ce que nous avons réellement montré est la densité de L(@(]Rd)) dans

H*(R%) ou ¢ est 'application « prise de classe ». Nous n’avons pas insisté la-dessus, mais il faut



2154 CHAPITRE 31. ESPACES DE SOBOLEV, EQUATIONS ELLIPTIQUES

dire que dans la preuve de la proposition 31.15, u est un représentant d’un élément choisi dans
H3(RY).

Nous avons ensuite prouvé la convergence [, — ul gsgra)y — 0 qui est une convergence d’une
suite dans R, et dans laquelle l'opération ||.| s est définie sur un espace de fonctions et n’est pas

une norme (c’est pour que cela devienne une norme que ’on prend les classes).
a H*RY)
Nous en avons déduit la convergence ¢, — °~ u ol maintenant ¢, et u sont des classes dans
H3(RY).
Proposition 31.17.
La partie D(R?) est dense dans (H*(RY), ”.HHs(]Rd)).

Démonstration. Nous savons déja que Z(R?) est dense dans H*(R?) par la proposition 31.15.
Nous devons seulement prouver que Z(R?) est dense dans (. (R%), .| H2(]Rd)). Pour cela nous
utilisons la densité de Z2(R?) dans .(R?) de la proposition 27.196. Soit donc f € Z(R?) et une
suite fr dans 2(RY) telle que
S (R4
25 (31.64)
Vu que la transformée de Fourier est continue sur . (R?) (proposition 29.20) nous avons aussi

r S(RY ,
A7 (31.65)

et en particulier pour tout polynéme P nous avons la convergence uniforme
Ph. " pf. (31.66)

D’autre part la fonction & — | f,(€) — f(€)|2(1 + £2)* est Schwartz et en tout point décroissante
en k. Soientt € > 0 et r > 0 choisis de telle sorte a avoir

L Fu©) — FE)I(1 + €)% <. (31.67)

pour tout k. La convergence uniforme (31.66) permet de considérer kg tel que pour tout k > ko,

€

Vol (B(0,7)) (31.68)

e = Fl1+ € <
dans B(0,r). Avec tout cela, dés que k > ko nous avons

U= Flin = | e flOwetyrae=| x| <o @)

£>r

Donc nous avons bien | fx — f| gsre)y — 0 et convergence de fi vers f dans H*(RY). O

31.2 Trace

Définition 31.18 ([619]).
Nous définissons la trace d’une fonction par

0: 2(RY) — 2(RT)

(31.70)
(vov)(z1,...,24-1) = v(x1,...,24-1,0).
Théoréme 31.19 ([621, 619]).
Si s > %, alors vy accepte une unique extension en opérateur linéaire borné
vo: HY(RY) — H*2(R%1). (31.71)

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs pas.
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(i) Une inégalité pour ¢ € 2(R%) Nous commencons par considérer v € Z(R¢) (fonction C*
a support compact). Nous allons alors prouver que

Il < Kl s ra) (31.72)

HS_% (Rd—l)

pour une certaine constante K (qui ne dépend en particulier pas de ).
Nous avons

‘|70SDH257%(R(1_1) (Y05 Y0) oo} (31.73a)
B fR 0@ (1 + J€]?)~2d (31.73D)
. 2 1
- J]R“ fRdl(’YOSO)(w)e_@dx’ (1+ lgl*)°~=de (31.73c)
(31.73d)

Nous appliquons la trace en appliquant la formule du corolaire 29.27,

(v0p)(x) = ¢(x,0) = % jR JR e*"kygo(x, y)dy dk (31.74)

En remplagant dans (31.73¢) nous avons

—iky —ix L 1 s—f
ool gy = 3 | L [ | e et iy i dof 0+ 1)
(31 75)

Nous voudrions permuter les intégrales en k et en z. Pour cela nous étudions la fonction
u: R x R — C donnée par

u(k,z) = e““”f e 8oz, y)dy (31.76)
R

Effectuer 'intégrale par rapport & y revient a calculer la transformée de Fourier partielle dont
nous parlons dans la proposition 29.21%. Elle est donc une fonction Schwartz de k et de z
(conjointement et non seulement séparément) et est donc dans L'(R x R?~1). Les intégrales
sur k et sur x peuvent donc étre réunies et permutées par le théoreme de Fubini 14.272
(n’oubliez tout de méme pas de vous convaincre que la condition (2) est remplie).

Nous avons donc

. . 1
\I%sOHi{s,%(Rd_l) = % J}Rdl | JR J]Rdl JR e~ e~ 8T oz, y)dy da dk|* (1 + [€]?)* 2 d.
(31.77)
Etant donné que ¢ est & support compact, les intégrales sur z et sur y peuvent se réunir en
utilisant encore le théoreme de Fubini; ces intégrales donnent :

f e e o, y)dr @ dy =f e UER @D (3 y)dr@dy = G(E k). (31.78)
RA-1xR, RI-IXR

Nous restons avec

1 1
ol 3 | 1] eemara gyt @)

3 (R4-1) 27r
Nous allons maintenant traiter la partie du milieu :

1
(14 &2+ k2)5/2

=1 ptemar =1 pemare iy 0| = ¢ F2duacme| (3L80)
R R

4. Dont une relecture de la preuve ne serait vraiment pas de trop, ainsi que la preuve de 27.190.
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Ici € est vu comme une constante et les fonctions fi et fo sont
fiik — @& k) (1 + &2 + k) (31.81a)

1
tk—
f2 (1+ €2 + k2)s/2

(31.81b)

Nous pouvons utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1 :

A , , ) 1/2 1 1/2
& < <£R|cp(§,k)| (1+&+1?) dk) UR de) (31.82)

Nous notons g(&) ce qui se trouve dans la seconde parenthése (apres intégration sur k). Avec
cela nous continuons :

ogl?, <5 | | 190l D+ 1+ ey Harde. (3183)

T3 (RAY)
Vu que ¢ est Schwartz, la fonction qui est & 'intérieur des deux intégrales est dans L' (R ™! x
RR) et nous pouvons réunir les deux intégrales :

1
HS_7 (Rd-1) 271' RxRA-1

Inoel? 9ONIGE RIPA+€ + k) (1+ [¢]?) 2dk @de. (31.84)

A ce point nous démontrons qu’en réalité la combinaison g(£)(1 + 52)5_% ne dépend pas de
&. En effet

GO+ = (14+¢H f et (31.55)
1+& \°
(1 + §2 1/2 <1 + 52 + ]{72> dk (3185b)
- (1 +52)1/2 J <1 N 1152 ) dk. (31.85¢)
+ 2

Nous effectuons le changement de variables t = \/1]:?, dk = (1 + €2)Y2dt, et le tout vaut

fR <1+1t2>sdt, (31.86)

qui est effectivement indépendant de £. Nous nommons cela K (auquel nous ajoutons le %) :

el (& R)P(1+ & + k) dk @ dE = K| pl3omay  (31.87)

1 <K
2 (Rd_l) RxRd—1

Nous avons donc prouvé pour tout ¢ € Z(R?) (avec redéfinition du K) :

el o3 w1y S < Kol s (may- (31.88)

A propos de classes Il serait tentant de conclure en disant que P(R?) est dense dans
H*(RY). Hélas, techniquement, ’ensemble 2(IR?) n’est méme pas un sous-ensemble de H*(IR?)
parce que ce dernier est un ensemble de classes de fonctions. Ce petit détail a ici son impor-
tance parce que 7y n’est pas une application qui descend aux classes. En effet, R4~! étant de
mesure nulle dans R?, deux fonctions de la méme classe peuvent différer en tous les points
de R*! en méme temps.

Si nous notons ¢ I'application qui consiste & prendre la classe ce qui est dense dans H*(R%),
c’est 1(2(R?)). Or chaque classe contient au maximum une seule fonction continue (qui sera
méme de classe C* a support compact pour les éléments de ¢(2)).
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L’application 7y considérée est ’application composée entre le 7y classique et le choix du
représentant continu dans la classe. La formule (31.88) que nous venons de prouver est valide
pour l'application g vue comme

Y: (2(RY) —» 2(RT). (31.89)

(iii) Densité et conclusion Ce que la majoration (31.88) prouve est la continuité de I'applica-
tion

Y0: (PR, | gy — (H*72 (R (31.90)

9 HHHS_% (]Rdfl)) :
Mais la proposition 31.17 nous donne la densité de la partie 2(R?) dans H*(R). La propo-
sition 17.128 nous donne alors une extension

o: (HARY), | gomay) — (H2(RIY) (31.91)

) ||HH87%(R‘171))
U

Remarque 31.20.

L’extension n’est pas évidente parce que les éléments de H* (le) sont en général des classes de
fonctions dont les valeurs sur le bord ne sont pas du tout fixées du fait que le bord soit de mesure
nulle.

31.3 Théoreme de plongement

L’objet des théoréemes de plongement de Sobolev est de montrer que si s > g + k alors les
éléments de H*(R?) possedent des représentants de classe C*. Avant de démontrer le théoreme,
pour alléger, nous allons donner deux lemmes.

Lemme 31.21.
Soit (uj) une suite dans .7 (R?) telle que

s d
u; 8Dy (31.92)

avec s > 0. Alors nous avons aussi la convergence

2 d
u; B . (31.93)

Démonstration. Vu que s > 0 nous avons (1 + k?)* > 1 (ici nous écrivons k2 pour |k|?). Par
conséquent

(t, V) o (mety = J Wb (1 + k2)5dk > f addk = (@, )2 (ray- (31.94)
R4 RA
Nous avons alors
r ..
Juj —ulz2 = WHW — 42 (31.95a)
1 2
= lj — U 1.95b
7 115 (31.95b)
1 N .12 2
< —— . — 1+ k°)%dk 1.
(2r)d JRd | —al"(1+ k%) (31.95¢)
1
= W”Uj — Ul s (ra)- (31.95d)

O]
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Lemme 31.22.
Soient des fonctions u; € % (R?) telles que

CORY), |0
u;j ( OB )v. (31.96)

Alors nous avons la convergence

J ujcp—>f vp (31.97)
R4 R4

pour tout p € .7 (R?).

Démonstration. La suite (u;) est équibornée. En effet il existe une queue de suite pour laquelle
|uj — v|w < €; cette queue de suite est alors équibornée par ||[v]« + €. Le début de la suite est un
nombre fini de fonctions, toutes bornées. Le maximum des bornes donne alors une borne.

Soit donc M > 0 tel que |uj(z)] < M pour tout x € R¢ et pour tout j € N. Nous avons
alors |ujp| < M|p| pour tout j et les fonctions |u;p| sont majorées par la fonction M|p| qui est
intégrable. Nous pouvons donc utiliser le théoréeme de la convergence dominée de Lebesgue 14.190
nous donne

lim ujp = J V. (31.98)
)0 JRd Rd
O
Nous pouvons écrire la conclusion du lemme 31.22 sous la forme
(uzs @r2mray = <V, ©)r2(r4) (31.99)

pour tout ¢ € .Z(R") (et non pour tout ¢ € L?(R%).

Théoréme 31.23 (Théoreme de Sobolev avec k = 0[622]).
Soit s > 4 et we H*(RY). Alors u posséde un représentant dans C§(R?) (les fonctions continues
et qui s’annulent a l'infini). Nous écrivons cela H*(RY) = CJ(RY).

Démonstration. Nous commencons par supposer que u € H*(R?) n . (R%), et dans ce cas nous
notons u le représentant dans . (IR?). Nous allons prouver l'inégalité

lulloo < cllu] s (may- (31.100)

La formule d’inversion de Fourier 29.26 appliquée a u; donne

1 _—
u(z) = @) J}Rd ek (k) dk, (31.101)
nous avons alors
(2m)4 u(z)| <J [a(k)|dk (31.102a)
Rd
= J (14 k)*?a(k)|(1 + k)~ 2dk (31.102b)
Rd
_ J (It + k:2)s)1/2 (a+ k2)*5)1/2 dk (31.102¢)
R4 -
! g
= D2 may- (31.102d)

Ici il convient nous arréter un instant pour nous convaincre que f et g sont réellement des éléments
de L?. En ce qui concerne f, c’est facile : @ est une fonction Schwartz. En ce qui concerne g il
faut l'intégrabilité de |g|2, c’est-a-dire de k — (1 + k?)7°. Cela a lieu si et seulement si 25 > n
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et donc a lieu dans les hypotheéses du théoréme. Nous utilisons le théoréme de Cauchy-Schwarz °
pour continuer :

(2m)fu(x)| < [ flr2lgl L (31.103a)
1/2
—e (f (k)P + kQ)Sdk> (31.103b)
]Rd
= c|ul s (may- (31.103c)

Donc en introduisant le facteur (27)¢ dans la constante ¢ nous avons
Julloo < clull s may- (31.104)

Cela est tout ce que nous voulions faire avec u € .7 (R?).
Nous considérons maintenant u € H*(R?). Vu que la densité des fonctions Schwartz dans H*
(proposition 31.15) nous considérons une suite (u;) dans .7 (RY) telle que
H3(R?)
uj —u (31.105)
Ici u est une classe, mais nous identifions u; avec sa classe (parce qu’il ne faut pas exagérer non

plus). La suite (u;) est de Cauchy dans H*, donc si € > 0 est donné, il existe N tel que si n,m > N,
|t — up| < €. Nous avons alors aussi

[um — unlloo < ce, (31.106)

ce qui signifie que (u;) est également une suite de Cauchy dans (C°(R?), |.|) qui est un espace
complet par la proposition 12.363.
1l existe donc une fonction v € C§(R?) telle que

(C9®),].1)

wy N O SG=)y (31.107)

La question est de savoir si nous pouvons déduire que v est un représentant de wu.
Par le lemme 31.21 nous avons également la convergence

2 d
u; B . (31.108)
Pour tout ¢ € .#(R?) nous avons alors
(ujrpprz = U, o) re2. (31.109)

Mais en méme temps, la convergence (31.107) couplée au lemme 31.22 donne également

(uj, oy = v, )2 (31.110)

Par unicité de la limite (dans R) nous avons

(v, prz = {u, 92 (31.111)

pour tout ¢ € . (Rd). La proposition 30.1 appliquée a u — v montre alors que u — v = 0 presque
partout, c’est-a-dire que v est bien un représentant de u.

Le représentant v de u est non seulement continu (comme limite uniforme de fonctions conti-
nues), mais également bornée, comme limite uniforme de fonctions Schwartz. [

Proposition 31.24 ([622]).
Siue H*(RY) (seR) alors

5. Formule 11.2.
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(1) 0%u e H*~ll(RY),
(2) Uapplication
0% H*(R%Y) — H*~l*l(RY) (31.112)

est continue.

Note : ici 0 est opération de dérivée faible.

Démonstration. Nous allons seulement prouver que 0;: H5(RY) — H*71(R?) est bien définie® et
continue. Par composition, la thése suivra.
Soit v € H*(RY) par le lemme 31.10 nous avons

D’autre part, la fonction
f:R" >R
T; (31.114)
T —
1+ |zf?

est bornée (et méme indépendamment de 4) par une constante K. Donc nous avons pour tout ’ s :
Ei(1+ [k|®) ™% < K(1+ |k|>) T (31.115)

Avec cela nous pouvons calculer un peu : si u € H*(R%), nous avons

105l 161 (ay = fRd i1+ K2 dk (31.116a)
= fRd kjlal(1+ k)5 tdk (31.116b)
< fRd Kl|a|(1 + k?)*dk (31.116¢)
= K|ul gs(ga)- (31.116d)

Nous avons donc que ||0;ul grs—1(ra) est fini lorsque u € H*(RY).
La majoration ||0;u| < K|u| donne la majoration suivante pour la norme de l'opérateur 0 :

10j] = sup [0jul g < K. (31.117)
lullgs=1
Le fait d’étre borné implique d’étre continu par la proposition 11.61. O

Théoréme 31.25 (Théoreme de plongement de Sobolev [622]).
Soient ke N et m > g + k. Alors

H*(RY) < CE(RY). (31.118)
Remarques :
— L’espace C§(R?) est I'ensemble des fonctions de classe C* qui s’annulent & l'infini.
— L’inclusion (31.118) signifie que tout élément dans H® posséde un représentant dans C{f (RY).
Démonstration. Pour k = 0, c’est le théoréme 31.23. Si |a| < k nous savons que 0%u € H* % <
CJ(RY). Cela signifie que les dérivées faibles sont continues, mais pas qu'il existe un représentant

qui est réellement k fois continument dérivable.
Soit u € H*(RY) et une suite (u;) dans 7 (R?) telle que

s d
uy LB . (31.119)

6. Au sens ou 'espace d’arrivée est bien celui-la.
7. Question : dans [622], il faut dépendre cette constante de s. Je ne comprends pas pourquoi.
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Vu que espace topologique (C¥(R?),|.|x) est complet il existe v e CF tel que
q p pologiq 0 0

Ck
uj —> v. (31.120)

Il reste & montrer que v est un représentant de u. Cela se fait comme plus haut en montrant que

12
uj — U. 0
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Chapitre 32

Equations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est la recherche de toutes les fonctions définie sur une partie
de R satisfaisant a une certaine égalité, faisant intervenir les dérivées de la fonction recherchée.

Dans la suite, I désignera un intervalle de R. Une fonction sera dérivable sur [ si elle est
dérivable au sens usuel sur lintérieur de I, et si elle est dérivable a droite (resp. & gauche) sur
I’éventuel bord gauche (resp. droit) de I.

Définition 32.1.
Une équation différentielle ordinaire d’ordre n sur I est la recherche d’une fonctiony : I —
R. dérivable n fois, satisfaisant a une équation du type

F(t,y(t),y'(t),...,y" () =0 pour tout t € I (32.1)
ou I est un intervalle de R et F': (I x D) < (R x R""1) — R est une fonction donnée.

Remarque 32.2.
L’équation différentielle (32.1) sera raccourcie sous la forme

F(t,y,y,...,4") =0 (32.2)
ou la dépendance en t est sous-entendue.

Exemple 32.3.
Soit f : I — R une fonction continue fixée. L’équation différentielle

y' = f) (32.3)
se ramene a la recherche des primitives de f sur 'intervalle I. A
Le lemme suivant sert de temps en temps.

Lemme 32.4 (Lemme de Gronwall).
Sotient ¢ et Y deux fonctions telles que pour tout t € [to,t1], ¢(t) =0, ¥(t) =0 et

¢
o(t) S K+ L | ¢(s)p(s)ds (32.4)
to
ot K et L sont des constantes positives. Alors
t
#(t) < K exp (Lf V). (32.5)
to
Lemme 32.5 (Lemme de Gronwall[623]).

Siu,a,be CO([0,T],RT) sont telles que

u(t) < b(t) + J a(s)u(s)ds (32.6)
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pour tout t € [0,T] alors pour tout t € [0,T] nous avons aussi

u(t) < b(t) + L b(s)a(s)els dWdugs, (32.7)

32.1 Equation homogéne, solution particuliére

Voici un petit morceau d’algebre linéaire. Soient des espaces vectoriels V' et W ainsi qu’une ap-
plication linéaire D: V — W. Nous voulons résoudre D(u) = v, c’est-a-dire déterminer I’ensemble

D7 w) = {u eV tel que Du = v}. (32.8)

Lemme 32.6.
Soient des espaces vectoriels V. et W ainsi qu’une application linéaire D: V. — W. Siup € V
satisfait a Dup = v alors

D Y(v) = ker(D) + up. (32.9)
Démonstration. Si u € ker(D) + up, alors u = k + u, avec Dk = 0, ce qui donne tout de suite
Du = Dk + Dup = v. Donc u € D71(v).

Dans 'autre sens, si u € D~1(v) alors nous pouvons écrire u = (v —up) +up. Vu que u —up €
ker(D) nous avons bien u € ker(D) + up. O

Ce petit lemme explique pourquoi la résolution d’équation différentielles passe par le principe
« générale de '’homogene plus particuliere de la non-homogene ». Cela marche autant pour les
équations différentielles ordinaires que pour celles aux dérivées partielles.

Exemple 32.7.
Considérons I’équation différentielle ordinaire

y —y=4. (32.10)
L’opérateur dont nous parlons est par exemple

D: C*(R) — C*(R)

) (32.11)
y—y —v.

Nous devons résoudre Dy = 4 ou « 4 » est 1’élément fonction constante égale a 4 dans C*(R).
L’ensemble ker(D) sont les éléments y € C*(R) tels que ¢/ =y :

ker(D) = {t — Keé' tel que K € R}. (32.12)
Nous devons trouver un élément quelconque yp de D~1(4). Facile : yp(t) = —4.
Au final,
D7Y(4) = {t — Ke' — 4 tel que K € R}. (32.13)
A

Dans cet exemple nous avons pris V = W = C®(R). Mais souvent nous sommes amenés a
considérer des espaces plus subtils, parce qu’il existe simplement pas de solutions dans C'*, ou
alors parce que beaucoup de solutions n’y sont pas.
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32.2 Que faire avec f(z2)dz = g(t)dt?

Dans de nombreux exercices d’équations différentielles, nous tombons sur v’ = f(t), et nous
faisons formellement

du
=) = du= @t (32.14)

et ensuite, il y a la formule un peu magique
t
u—ug = | f(t)dt. (32.15)
to

Voyons ce qu’il en est. Tout d’abord, il faut comprendre ce que signifie la formule
f(2)dz = g(t)dt. (32.16)

Il ’agit d’une égalité entre deux formes différentielles sur IR ol z est une fonction de ¢. Etant donné
que z est une fonction de ¢, il faut voir dz comme la différentielle de cette fonction. La différentielle
d’une fonction & une variable est donné par la dérivée :

dzy = 2/ (t)dt (32.17)
Ecrire I’équation (32.16) pour chaque ¢ revient donc & écrire

f(z(8)2 (t)dt = g(t)dt (32.18)
Cela est une égalité entre deux formes différentielles. Nous avons donc égalité entre les intégrales
des formes sur un chemin. Prenons un chemin tout simple de ty vers ¢ :
t ¢
f f(z(t)2 (t)dt = f g(t)dt. (32.19)
t

0 to

Dans le premier membre, nous faisons un changement de variable £ = z(t), d§ = 2/(t)dt, et nous
obtenons

z(t) t
| terae - ol (32.20)

ot nous avons remplacé la constante z(tp) par zg dans la borne d’intégration. Si F' est une primitive
de f et G une primitive de g, nous avons

F(2) — Flz) = G(t) — Glto). (32.21)

Si aucun probléme de Cauchy n’est donné, les constantes F'(zg) et G(tp) sont mises en une seule
et nous écrivons la solution

F(z(t) =G() + C, (32.22)

qui est une équation implicite pour z(t).
Nous trouvons assez souvent le cas simple

f(z)dz = dt. (32.23)
En remplagant ¢g(t) = 1 dans (32.20), nous trouvons la fameuse
z
t—ty = J f(z)dz, (32.24)
20
dans laquelle il y a un abus de notation terrible entre le z de la borne (que les étudiants oublient

souvent) et la variable d’intégration z!!
Le passage de (32.23) a (32.24) sera tres souvent utilisé dans le cours de mécanique par exemple.
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32.3 Equations linéaires du premier ordre

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme
Y+ u(t)y = v(t). (32.25)

Exemple 32.8.
Tant qu’il n’y a pas de second membre, c¢’est facile. Prenons I’exemple suivant :

y + 2ty = 0. (32.26)

Nous mettons tous les ¢ d’un coté et tous les y et 3/ de lautre :

L (32.27)
Y
et puis on integre sans oublier la constante d’intégration :
In(y) = —t* + C, (32.28)
et donc y(t) = Ke™*. A

Exemple 32.9.
Lorsqu’il y a un second membre, il y a une astuce. Prenons par exemple

Y+ 2ty = 4t. (32.29)

L’astuce est de commencer par résoudre I’équation sans le second membre (I’équation homogene
associée). Nous notons yy la solution. Ici, la réponse est

yn(t) = Ke ", (32.30)
Ensuite le truc est d’essayer de trouver la solution de I’équation (32.29) sous la forme
y(t) = K(t)e'". (32.31)

L’idée est de prendre la méme que la solution de I’équation homogene (sans second membre), mais
en disant que K est une fonction. Afin de trouver la fonction K qui donne la solution, il suffit de
remettre l'essai (32.31) dans I’équation (32.29) :

K'e™ —2tKe ™ +2tKe ™ = 4t (32.32)
~ - —
y'(t) 2ty(t)

Les deux termes avec K se simplifient et il reste
K'(t) = 4te”, (32.33)

ce qui signifie K(t) = 2¢+C . Nous avons donc déterminé la fonction qui fait fonctionner 1’essai,
et la solution a I’équation est

y(t) = (26" + C)e " =24 Ce . (32.34)
A

La technique pour résoudre cette équation est de commencer par résoudre I’équation homogene
associée. Si U(t) est une primitive de u(t), nous avons

Y (t) + u(t)ym(t) =0
Y _
YH ®) (32.35)

In(yg) = -U(t) + C
yr(t) = eUVO+C _ oUW
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on K = €.

Cela fournit la solution générale de I’équation homogene. Il existe un truc génial qui permet d’en
tirer la solution générale du systéme non homogéne. Lorsque nous avons trouvé y (t) = Ke U®),
le symbole K désigne une constante. La méthode de variation des constantes consiste a essayer
la solution

y(t) = K(t)e VO, (32.36)

c’est-a-dire & dire que la constante est en réalité une fonction. Afin de trouver quelle fonction K (t)
fait en sorte que l'essai (32.36) soit une solution, nous la remplagons dans ’équation de départ
Yy + uy = v. Maintenant,

y'(t) = K'®)e” Y — K(t)u(t)e V®. (32.37)

En remettant dans I’équation,
Y +uy=KeV—KueV +uKeV =KeV=u, (32.38)

Notez que les termes en K se sont miraculeusement simplifiés. Cela est directement dii au fait que
e~V est solution de I’équation homogene. Nous restons avec 1’équation

v

pour K (t). La solution générale du probléme non homogene est donc finalement donnée par
y(t) = (W(t) + C)e VW (32.40)

si W (t) est une primitive de v(t)eV®),
Tout ceci est un peu heuristique. La proposition suivante dit dans quels cas ¢a fonctionne.

Proposition 32.10.
Soient u et v continues sur I et U, une primitive de u sur I et W une primitive de ve™ " sur I.
Une fonction y: I — R est solution de y' + u(t)y = v(t) si et seulement si il existe une constante

C e R telle que

U

y(t) = (W(t) + C)e’® (32.41)

pour tout t € I.

32.3.1 Pourquoi la variation des constantes fonctionne toujours ?

Prenons une équation non homogeéne

Z(t) = f(t)z(t) + g(t), (32.42)

et supposons avoir une solution de ’homogene associée sous la forme zy(t) = Ch(t). Le coup de
la variation des constates consiste a essayer une solution pour ’équation non homogene sous la
forme !

2(t) = K(t)h(t). (32.43)

Nous injectons cette solution dans I’équation de départ en utilisant le fait que 2/(t) = K'(t)h(t) +
K&)' (t) :

K'(t)h(t) + K(t)h'(t) = f(O)K(t)h(t) + g(t). (32.44)
Le terme K (t)R/(t) se récrit en utilisant la propriété de définition de h, c’est-a-dire que h'(t) =
f(t)h(t). Nous voyons que les termes ne contenant pas de K’ se simplifient ; il reste

K'h =g. (32.45)

1. Je ne sais plus qui a eu l'idée de changer le nom de la constante de C' vers K au moment de la transformer en
fonction, mais c¢’est une bonne idée.
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Cette équation a comme solution

_(f
K = Jh +C. (32.46)

J’insiste sur la constante d’intégration! En réalité, celles et ceux qui auront compris ’équation
(32.24) sauront que K est donné par

_ (1O
K(t) = J ok (32.47)

ou &y joue le role de la constante d’intégration.
Quoi qu’il en soit, la solution générale de ’équation non homogene est

2(t) = K(Dh(t) = (H + C’) h. (32.48)

Cette solution comprend deux termes : Ch qui est solution de I’homogene, et (S %) h qui est une
particuliére de ’équation non homogene.
Quelques conclusions :

(1) Si vous avez encore du K (et pas que du K’) dans votre équation qui donne K, c’est que
vous n’étre pas dans le cadre d’une équation de type (32.42). Le plus souvent, c’est que vous
avez fait une faute de calcul quelque part.

(2) La méthode des variations des constantes n’est pas en contradiction avec le principe de
« SGEH+SPENH ». En effet, la SGEP et la SPENH sont toutes deux dans la solution (32.48).

(3) La variation des constantes peut étre vue comme une fagon cool de trouver une solution
particuliere de ’équation non homogeéne.

(4) La simplification ne se fait que apres avoir remplacé Kh' par K fh, c’est-a-dire apres avoir
utilisé le fait que zy est solution de I’homogene. Sinon, la simplification n’est pas du tout
évidente a priori. Il se peut méme que, visuellement, les termes Kh' et K fh ne se ressemblent
pas du tout. Un exemple de cela arrivera par exemple dans I'exemple 32.14, pour arriver a
I’équation (32.69).

32.4 Equations a variables séparées
Une équation a variables séparées est une équation de la forme

Y =u(t)f(y) (32.49)

ouu: I —-Ret f: J— R sont deux fonctions continues données. Les propositions 32.11 et 32.13
résolvent ce cas, mais avant de voir cela, nous allons donner quelques indications « pratiques ».

32.4.1 La méthode rapide

On peut évidemment mettre tous les y et 3/ d'un coté :

Yy
= u(x). 32.50
fy) ) (32.50)
Une fois que cela est fait, on écrit ¢/ = %, et on envoie le dx du co6té des x :
dy
—— = u(z)dz. 32.51
W) (z) (32.51)

Maintenant il suffit de prendre 'intégrale des deux cotés : comme la position des dz et dy l'in-
diquent, il faut intégrer par rapport a y d’un c6té et par rapport a dr de 'autre coté.
L’intégrale a gauche est facile : c’est In(y). A droite, par contre, ¢a dépend tout a fait de w.
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32.4.2 La méthode plus propre

y'(t) = u(t)f(y(t)). (32.52)

Nous considérons U, une primitive de u sur I et G, une primitive de 1/f sur J. Si I’ < T et
y: I' — J, alors y est solution de (32.49) si et seulement si il existe une constante C' telle que

G(y@t) =U(t) +C. (32.53)

La recherche des solutions de I’équation différentielle se ramene donc a la recherche de primitives
et de solutions d’une équation algébrique (il faut isoler y(¢) dans (32.53)). Réciproquement toute
solution réguliere de cette derniére relation est solution de I’équation différentielle.

Remarque : lorsque nous cherchons U et (G, nous ne cherchons que une primitive. Il ne faut pas
considérer des constantes d’intégration a ce niveau.

32.4.3 Les théorémes

Proposition 32.11.
Soient des intervalles I et J de R. Nous considérons des fonctions continues u: I — R et f: J —
R, et nous supposons que f ne s’annule pas sur J. Soit U, une primitive de u sur I, et G, une
primitive de 1/f sur J.

Si I’ est un intervalle, une application y: I' — R est une solution de

y'(t) = u(t)f(y(1)) (32.54)
st et seulement si il existe C € R telle que
G(y(t)) =U(t) + C. (32.55)

Cette proposition dit que toutes les solutions qui ne s’annulent jamais sur un intervalle ont la
forme G(y(t)) = U(t) + C et peuvent donc étre trouvées en calculant des primitives.

La formule (32.55) peut étre obtenue de la fagon heuristique suivante, en écrivant y' = dy/dt,
et en passant le dt a droite. Nous trouvons successivement

Yy =u(t)f(y)
dy = u(t) f(y)dt
dy
—— = u(t)dt
f(y) ) (32.56)
dy J
— = | u(t)dt
)~ )
Gly) =U(t)+C.
Proposition 32.12.
Soient 0 < r < R ainsi que a € R. Une fonction y: |r, R[ — R est une solution de
o
y'(@) = —y(a), (32.57)
st et seulement si il existe K > 0 tel que
y(z) = Kz (32.58)

Démonstration. En deux parties.

(i) = Vu que le logarithme est une primitive de la fonction inverse (proposition 15.80), nous
pouvons utiliser la proposition 32.11 avec les fonctions U(x) = aln(z) et G(t) = In(t). Siy
est une solution de (32.57), alors il existe X € R tel que

In (y(z)) = aln(z) + C (32.59)
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pour tout = € |r, R[. En prenant I'exponentielle des deux cotés, et en utilisant le fait que
aln(z) = In(z®),

y(z) = eCen@) (32.60)
En posant K = e, nous avons un K > 0 tel que y(z) = Kz®.

(ii) < Il suffit de dériver en utilisant la proposition 14.255. Pas de soucis de domaine parce que
nous ne considérons que z € |r, RJ.
O

Proposition 32.13.
Sotent u continue sur I et f continue sur J, et f(n) # 0 sur J. Soient ty € I et yo € J. Alors il
existe I' < I avec tge I' et f e CY(I' — J) tels que

(1) y est solution de (32.49) sur I' et vérifie y(to) = yo,

(2) si z est une solution de (32.49) sur I” < I' avec tog € I" et z(ty) = yo, alors I" < I et
2(t) = y(t) pour tout t € I".

Exemple 32.14.
Résoudre I’équation différentielle

y — cos(t)y’ = cos(t)(1 — Sin(t))yQ. (32.61)
La fonction y = 0 est solution. En posant z = 1/y, nous trouvons 1’équation
z + cos(t)z’ = cos(t)(1 — sin(t)) (32.62)
a laquelle z doit satisfaire. L’équation homogene est

/ ZH
=2 2.
ZH cos(l) (32.63)

Ceci est une équation a variables séparées que nous résolvons en suivant les méthodes données plus
haut : nous posons

ult) = cosl(t)’
Zf(;;lz{t (”H)] (voir formulaire) (32.64)
—tn ftan (7 +5) | (voir formulaire),

G(z) = In (i) .

La solution zg est donnée par 1’équation

In C) —In {K tan (I + ;)] : (32.65)

K
-
tan (5 + %)
Nous appliquons maintenant la méthode de variation des constantes sur cette solution afin de

trouver la solution générale de I’équation (32.62). En utilisant la régle de Leibnitz, 2’ = K'zy +
Kz}, nous trouvons

c’est-a-dire

21 (t) (32.66)

K’ _ K
tan (% + %) 2 sin? (g + %

K T+ cos(t) (

tan (F + &

)) — cos(t)(1 — sin(?)). (32.67)

Malgré leurs apparences, les deux termes en K se simplifient. En effet, en vertu de 1’équation
ZH = sty DOUS avons
-K —-K
in2 (T ty T t\ * (3268)
2sin? (5 + %) cos(t)tan (2 + %)
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Le travail de voir quel est le lien entre sin? (I + §), tan (F + %) et cos(t) est en réalité fait dans
votre formulaire au moment ot vous 'avez utilisé pour intégrer u pour obtenir le U(t) de (32.64).
Apres cette simplification durement méritée, nous trouvons I’équation suivante pour K (t) :

K/
————— =1 —sin(?). (32.69)
¢
tan (§ + 5)
Résoudre cela revient a trouver la primitive de

(1 — sin(t)) tan <Z + ;) , (32.70)

ce qui est relativement compliqué. La réponse est

K(t)=In (Sin <2x4+ﬂ> > ( (QJHW) _1> (32.71)
+2 Insec <2x4+7r> + 2 sin” ( >

Nous pouvons un peu simplifier en utilisant le fait que In(a + b) + In(a — b) = In(a? — b?) :

2 2 2
K(t)=1n<—cosz< $4+7r>>+21nsec< $4+7r>+2sin2( m4+7r>. (32.72)

Il me semble toutefois qu’il faudrait prendre des valeurs absolues pour les logarithmes.

A
32.5 Equations linéaires d’ordre supérieur
32.5.1 Equations et systémes linéaires a coefficients constants
Nous regardons I’équation
y™ 4+ ay™ Y 4 a1y + any = v(t) (32.73)

ou les coefficients aj sont maintenant des constantes. Il faut commencer par résoudre le polynéme
caractéristique

a4 a, =0. (32.74)
Si Ai,...,Ar sont les solutions avec multiplicité puq, ..., ug, alors le systéme fondamental de
solutions linéairement indépendantes est ’ensemble suivant de solutions a I’équation homogéne :
e>‘1t, te)‘lt, .. ,t“l_le)‘lt
: (32.75)
et gt L ARE

Nous notons y; ces solutions. La solution générale de ’équation homogene est donc donnée par

yH = Z Cili- (32.76)

Afin de trouver la solution générale de I’équation non homogeéne, nous appliquons la méthode de
variation des constantes, en imposant les n — 1 conditions

2; () =0 (32.77)

avec [ = 0,...,n — 2. Ces conditions plus I’équation de départ (32.73) forment un systeme de n
équations différentielles pour les n fonctions inconnues ¢;(t).

Cette condition peut paraitre mystérieuse. Il est cependant encore possible de travailler sans
poser la condition (32.77) en suivant la recette, en calculant des déterminants de Wronskien. Des
exemples sont donnés dans les exercices sur le second ordre.
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32.5.2 Si les coefficients ne sont pas constants ?

Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur I est une équation de la forme
g™ 4w )y ™Y 4w ()Y + un(t)y = o(t) (32.78)

ou v et u sont des fonctions continues fixées de I vers R.

Pour résoudre cette équation, il faut commencer par résoudre I’équation homogene correspon-
dante (c’est-a-dire celle que 1’on obtient en posant v(¢) = 0). Ensuite, nous trouvons la solution de
I’équation (32.78) en appliquant la méthode de la variation des constantes.

Donnons un exemple du pourquoi la méthode de variations des constantes est efficace. Soit
I’équation

u + f(t)u = g(t), (32.79)

et disons que ug est une solution de I’équation homogene. La méthode de variations des constantes
consiste a poser u(t) = K (t)ug(t), et donc v/ (t) = K'uy + Kuy. En remettant dans I’équation de
départ,

K'upg + Ku'y + fKug = g. (32.80)

La somme Kuy + fKup est nulle, par définition de up. Par conséquent, il ne reste que
K' ===, (32.81)

Lorsqu’on utilise la méthode de variation des constantes, nous trouvons toujours une simplification
« miraculeuse ».

Dans I'immédiat, nous ne considérons que le cas ou les u; sont des constantes. Le cas ou les u;
deviennent des fonctions de ¢ sera vu plus tard.

32.6 Systeme d’équations linéaires

32.6.1 La magie de ’exponentielle. ..

Prenons ’équation différentielle tres simple
y' = ay. (32.82)
La solution est y(t) = Ae®. Et si on a la donnée de Cauchy y(ty) = yo, alors
y(t) = AeTem0eto — calt=to)y (14, (32.83)
Donc on a le facteur multiplicatif e**~%0) qui sert & faire passer de y(0) & y(t). C’est un peu un
opérateur d’évolution. Ce qui fait la magie de 'exponentielle, c’est son développement en série
ex—1+x+:§+§+j+... (32.84)

qui est tel que chaque terme est la dérivée du terme suivant.
Maintenant, si on a un systéme
y = Ay, (32.85)

il n’est pas du tout étonnant d’avoir comme solution 4(¢) = e** ot I'exponentielle de la matrice est
définie exactement par la série (32.84). C’est un peu longuet, mais dans le cours, c’est effectivement
ce qui est prouvé. La matrice résolvante R(t,to): yo — y(t;to,y0) est donné par

R(t, tg) = elt=t0)4 (32.86)

exactement comme dans I’équation (32.83).



32.6. SYSTEME D’EQUATIONS LINEAIRES 2173

32.6.2 ...mais la difficulté

Maintenant, il est suffisant de calculer des exponentielles de matrices pour résoudre des sys-
temes. Hélas, il est en général tres difficile de calculer des exponentielles. Tu peux essayer de
prouver les deux suivantes :

A= (5 5= (o )

5= (0 )~ - (i) )

(32.87)

La premiere, tu vas la revoir si tu fais de la géométrie différentielle ou de la mécanique quantique :
I’algebre de Lie du groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est ’algebre des matrices
antisymétriques.

La seconde se retrouve en relativité parce que e est la matrice qui préserve z2 —y2, tout comme
e? préserve 22 + 32, Quelques mots sur 'uutilisation des fonctions hyperboliques en relativité
dans 42.4.8.1.

32.6.3 La recette

Afin d’éviter de devoir calculer explicitement des exponentielles de matrices, nous faisons appel

a toutes sortes de trucs, dont la forme de Jordan. Le résultat final est la méthode suivante. Soit le
systéme homogene

7 = Ay. (32.88)

(1) D’abord, nous calculons les valeurs propres de A.
(2) Ensuite les vecteurs propres.

(3) Une bonne valeur propre, c’est une valeur propre dont ’espace propre a une dimension égale
a sa multiplicité. C’est-a-dire que si A est de multiplicité m, alors on a, dans les bons cas, m
vecteur propres linéairement indépendants.

Dans ce cas, si vy, ..., v, sont les vecteurs, alors on a les solutions linéairement indépendantes
suivantes :

v [, | om | €M (32.89)

Pour chaque bonne valeur propre, ¢a nous fait un tel paquet de solutions linéairement indé-
pendantes.

(4) Si A n’est pas une bonne valeur propre, alors les choses se compliquent. Mettons que A ait
k vecteurs propres en moins que sa multiplicité. Dans ce cas, il faut chercher des solutions
sous la forme

agk)tk +oeee A+ ago)
: e (32.90)
alfltk g gl

C’est-a-dire qu’on prend comme coefficient de e*, un vecteur de polynémes de degré k. Il faut

mettre cela dans I’équation de départ pour voir quelles sont les contraintes sur les constantes

az(j)

(5) Nous avons un cas particulier du cas précédent. Si A est une valeur propre de multiplicité m
qui n’a que un seul vecteur propre v, alors il faut chercher des polynomes de degré m — 1, et

on peut directement fixer le coefficient de t™~!, ce sera 'unique vecteur propre :

introduites.

agm—Z)

v |+ S e (32.91)
agm—2)
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Cela économise quelques calculs par rapport a poser brutalement (32.90).

32.6.4 Systeme d’équations linéaires avec matrice constante

Nous considérons 1’équation différentielle
Y () = Ay(t) (32.92)

pour la fonction y: R — R" et A est une matrice ne dépendant pas de t. Nous supposons que A
est diagonalisable pour les vecteurs propres v; et les valeurs propres \; correspondantes.
La matrice
R(t) = [eMvy ... Mt ] (32.93)

est la matrice résolvante du systéme. Alors la solution du systéme (32.92) pour la condition
initiale y(0) = yo est

y(t) = R(t)yo. (32.94)
En effet
) 1
AR(t) = A | eMtoy | ... A | Mo, || = R'(1). (32.95)
l |

Par conséquent /' (t) = R'(t)yo = AR(t)yo = Ay(t).

32.6.5 Systeme d’équations linéaires avec matrice non constante

Théoréme 32.15 ([621]).
Soient I un intervalle de R et M: R — L(R",R") une fonction. Si les composantes M;; sont des
fonctions continues sur I alors :

(1) pour tout to € I et pour tout yo € R" le systéme
y'(t) = M(t)y(t) (32.96)

admet une unique solution mazximale définie sur I telle que y(to) = yo ;

(2) lensemble des solutions de l’équation (32.96) sur I est un espace vectoriel de dimension n.

32.7 Réduction de ’ordre

Afin de diminuer I'ordre d’une équation dans laquelle le parameétre n’apparailt pas, il y a deux
changements de variables trés utiles. Le premier, le plus simple, est simplement de poser z(t) =
y/(t), ce qui donne 2/(t) = y”(t). Le second, qui n'est pas le méme, est z(y(t)) = y/'(t), qui entraine
y"(t) = 2/(y(t))z(t). Dans ce second cas, il faut également changer de variable, et utiliser y(t)
comme variable au lieu de t.

Si ca ne marche pas, il faut suivre la procédure ci-apres.

Nous supposons avoir une équation différentielle d’ordre p dans laquelle y® est isolée des autres
dérivées :

y P (t) = f(t,y(t),y/ (t),...,y" (1)) (32.97)
ou f est une fonction f: R x RP — R, et la fonction cherchée est y: R — R.

La méthode proposée ici consiste a transformer cette équation d’ordre p en un systeme d’équa-

tions d’ordre 1. Pour cela nous posons

F:RxRP - RP
x2

32.98
(t.2) ) (32.98)

ft,z,...,2p)



32.7. REDUCTION DE L’ORDRE 2175

Nous considérons alors I’équation différentielle
Y'(t)=F(t,Y(t)). (32.99)

pour Y: R — RP. La fonction y = Y7 résout I'équation (32.97) si et seulement si la fonction Y
résout I’équation (32.99).

De plus si I’équation (32.97) est donnée avec les conditions initiales y®) = g (k=0,...,p—1)
alors I’équation (32.99) vient avec les conditions initiales

ao
Y(to)=1| | (32.100)

c’est-a-dire Y (t9) = A avec Ag € RP.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz 17.42 nous donne existence et unicité locale de la solution au
systéme 32.99. Lorsque le systéme est linéaire, c’est-a-dire sous la forme Y'(t) = M(t)Y(t), alors
il y a mieux : le théoreme 32.15.

Exemple 32.16.
Nous considérons I’équation différentielle

—u"(t) —u(t) =1 (32.101a)
u(0) =ape R (32.101Db)
u'(0) = a1 € R, (32.101c)

et nous voulons montrer que ce systeme accepte une unique solution. Vu que I’équation différentielle
se présente sous la forme u” = f(t,u) avec f(t,u) = —1 — u nous posons

F:R x R?2 > R?
(t.2) o ( o ) (32.102)

—-1- Il
et nous considérons ’équation différentielle
Y' =F(t,Y) (32.103)

pour la fonction Y : R — R2. La fonction F est Lipschitz (et méme globalement) par rapport a Y.
En effet,
|F(x) = F(y)| = (22 — y2)* + (21 — 1) = |2 — y[*. (32.104)

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz 17.42 s’applique et en posant Yy = (ag, a1), il existe une unique
solution & I’équation Y/ = F(¢,Y") vérifiant Y (0) = Y. Nous notons ¢ — Y () cette solution.
En quoi cela nous aide 7 Nous posons u(t) = Yi(t). Alors

u'(t) =Y/(t) = F[(t,Y) = Ya(t). (32.105)
En dérivant encore,
u'(t) =Yy(t) = Fy(t,Y) = =1 = Yi(t) = —1 — u(t), (32.106)

ce qu’il fallait. La fonction ¢ — Y7 (t) est solution de notre équation de départ. Quid des conditions
initiales ? Vu que u = Y7 et v’ = Y5 nous avons

u(0) =Y1(0) =a (32.107)

et
u’(O) =Y5(0) =b. (32.108)
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Toutes les prescriptions sont respectées.
Si vous voulez vraiment résoudre cette équation, il faudra plus de travail. D’abord résoudre
’équation homogene associée, c’est-a-dire 1’équation caractéristique 2 + 1 = 0, ce qui va donner

ug(t) = Ae + Be ™, (32.109)

et ensuite faire le coup de la variation des constantes pour déterminer la solution générale du
probléme non homogene. AN

Exemple 32.17.
Nous reprenons ’équation différentielle

—u"(t) —u(t) = 1. (32.110)

Nous avons déja vu dans I'exemple 32.16 que cette équation avait une solution unique pour toute
condition initiale. Cette fois nous voulons étudier les solutions lorsque nous imposons les conditions
aux limites u(0) = u(7) = 0. Nous allons voir qu’il n’y a pas de telles solutions.

Pour ce faire, soit une solution u. D’abord u” existant, la fonction u est de classe au moins C.
Mais u” = —1 — u, donc «” est également C', ce qui donne la régularité C3 pour u. En continuant
ainsi nous trouvons que u est de classe C®.

Le truc est de considérer a fonction v(t) = sin(t) qui vérifie '’équation différentielle

—" —v=0 (32.111a)
v(0) =0 (32.111b)
v'(0) = 0. (32.111c)

Nous calculons le produit scalaire sur L?(]0, 7[) de (32.110) avec v :
W vy + (u, vy = —(v, ). (32.112)

Le calcul de (v, 1) est simplement I'intégrale de sin(¢) pour ¢ allant de 0 a 7, c’est-a-dire (v, 1) = 2.
Vu que u et v sont toutes deux des fonctions qui s’annulent en 0 et en 7 nous pouvons faire des
intégrations par partie les yeux fermés et exprimer (u”,v) sans dérivées sur u :

Wy == vy = u, 0"y = —(u,v) (32.113)

ot la derniere égalité n’est autre que le fait que v = sin, donc v” = —v. Le membre de gauche de
(32.112) vaut donc zéro alors que celui de droite vaut —2.
Nous concluons que le probléme aux limites posé n’admet pas de solutions. A

32.8 Autour de Cauchy-Lipschitz

Dans cette section nous étudions les équations différentielles du type

{ y'(t) = f(t,yt)) (32.114a)
y(to) = Y0- (32.114b)
32.8.1 Fuite des compacts et explosion en temps fini
Théoréme 32.18 (Fuite des compacts[625, 120]).
Nous considérons ’équation différentielle
{ y'(t) = f(t,y(t)) (32.115a)
y(to) = o, (32.115b)

ou f: 1 xQ — R" est continue et Q ouvert dans R"™. Soit la solution mazimale ypr: Jyr =
Vtmin, tmaz| — Q. S timax < sup(I) alors yas(t) sort de tout compact de Q lorsque t — tpaq-
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Démonstration. Soit K un compact de € et nous considérons une suite (t,,) dans |tmin, tmaz| telle
que tm, — tmae. Si nous supposons que yas(t) ne sort pas de K alors nous avons yas(tm,) € K,
c’est-a-dire une suite dans un compact. Quitte a passer a une sous-suite, nous supposons qu’elle
est convergente. Soit x1 € K la limite lim,—q yar(tm) = 1.

Vu que tper € I, la condition initiale y(tpaz) = x1 est valide et le théoreme de Cauchy-
Lipschitz 17.42 nous donne une unique solution maximale yp définie sur un ouvert Jp autour de
tmaz-

Nous allons maintenant construire une solution au probleme initial qui contredit la maximalité
de yps. Attention : il n’est pas évident a priori que yp(t) = yas(t) sur Uintersection des domaines.
Si c¢’était évident, la proposition serait démontrée.

Soit J = Jy u Jp N tmin, +90[ et la fonction

1) sit<tmae
gty = v st < (32.116)
yp(t) sit=tna.

La fonction ¢ est continue par construction parce que

lim yM(t) =21 = yP(tmax)' (32'117)

t—tmaz

Nous vérifions a présent que 7 est une solution : §'(tmaz) = f (tmax, y(tmam)) :

y(tmam - 6) - g(tmax) Ymr (tmaaz - E) - yP(tmaz)

lim = lim (32.118a)
e—0 € =0 €
— lim Ym (tmaaz - 6) - yP(tmax - 6) +yp (tmax - 6) —Yp (tmax)
e—0 €
(32.118b)
t —€) — t
— lim yp(tmaz = €) = Yp(tmes) (32.118c)
€—> €
= Yp(tmas)- (32.118d)

Donc § est solution pour la condition initiale §(tmqe) = 21 et coincide avec yp en ty,q, €t avec yas
avant t,,q.. Donc en réalité yp, yas et ¢ sont identiques et cela contredit la maximalité de y,. [

Corolaire 32.19 (Explosion en temps fini).
Soit (ym, J) la solution maximale du probléme de Cauchy (17.153) :

{ y' = f(t,y) (32.119a)
y(to) = Yo, (32.119h)

avec f: U =1xQ — R" ot I est ouvert dans R et Q) ouvert dans R™. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz par rapport d y.
Si la solution mazimale est définie sur J = |tmin, tmaz| alors nous avons Ualternative suivante :

(1) Soit tmar = sup(l),
(2) s0it timazr < sup(l) et limy_, . |y(t)| = .

Le résultat tient aussi mutatis mutandis pour tyiy.

Remarque 32.20.
Attention : ceci n’est pas une simple paraphrase de la fuite des compacts. L’information supplé-
mentaire que ce corolaire donne est que la solution sort de tout compact pour ne plus y retourner.

Démonstration. L’hypotheése tpq, < sup(l) signifie que la solution finit d’exister avant que les
hypotheses sur f cessent d’étre vraies. C’est-a-dire que la solution maximale est moindre que ce
que nous aurions pu espérer.

Soit un compact K. Supposons que que pour tout tg < tmee il existe t € |t,tmaz| tel que
ym(t) € K. Alors cela crée une suite ¢, dans J telle que yps(tr) est dans K. Comme dans le
théoreme de la fuite des compacts nous concluons I'impossibilité de la chose.
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Donc pour tout compact K de €, il existe T' < tq, tel que ypr(t) € Q\K pour tout t € [T, tiaz|-
En prenant des boules fermées de plus en plus grandes en guise de compacts nous concluons que

lim ()] = 0. (32.120)
O

32.21.
Notons que si tye: < 00, si nous sommes dans l'alternative 32.19(2) et si la solution maximale y
est de classe C'! (ce qui est le cas lorsqu’on utilise Cauchy-Lipschitz 17.42) alors la dérivée de y est
également non bornée dans un voisinage de ¢,,4z-

Mais si f est globalement bornée, alors dans I'équation y' = f(¢,y), la dérivée y' sera globale-
ment bornée. Dans ce cas, la solution ne peut pas exploser en temps fini et existe donc globalement.

ii Avertissement/question a la lectrice !! 32.22
Ftes-vous d’accord avec 32.21 ¢

Exemple 32.23.
Soit I’équation différentielle

y = y(y — 1) sin(yt) (32.121a)
y(0) = % (32.121b)

La fonction f(t,y) = y(y—1) sin(yt) ayant une dérivée bornée partout, elle est localement Lipschitz
et le théoreme de Cauchy-Lipschitz 17.42 s’applique. Pour toute condition initiale, une solution
maximale unique existe.

Si nous oublions la condition initiale, il est facile de trouver des solutions constantes : ¢y = 0
avec y(t) = k donne ’équation

0 = k(k — 1) sin(kt). (32.122)

Les solutions y1(t) = 0 et y2(t) = 1 sont des solutions existant pour tout t.

Le graphe de la solution correspondante & la condition initiale y(0) = % ne pouvant pas croiser
les graphes de y; et ys, elle est obligée d’exister pour tout ¢ parce qu’elle ne peut pas exploser en
temps fini. A

32.8.2 Ecart entre deux conditions initiales

Proposition 32.24 ([623, 620]).
Soit une fonction f: I x Q@ — R™ continue et globalement Lipschitz en sa seconde variable (2 est
un owvert de R™). Soient deux solutions y1: Iy — R™ et yo: Is — R™ aux problémes

{ yi(t) = f(t,ui(t)) (32.123a)
yi(to) = a;. (32.123b)
Alors pour tout t € I1 n I nous pouvons estimer [’écart entre y1 et yo par la formule

lyr(8) = ya(t)] < "0V ay — ag], (32.124)

ot L est la constante de Lipschitz de f.

Démonstration. Nous avons d’abord les majorations suivantes, qui semblent juste jouer avec les
notations, mais qui utilisent le fait (contenu dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz) que y; soit de
classe C! :

o 6) = 20 = | | (1) = 1)1 (32.1250)
<L j 1£(5,1(5)) — £(5.3(5)) |ds (32.125b)
— L[ In1(s) = ()] ds. (32.125¢)

to
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C’est a ce moment que nous utilisons le lemme de Grénwall. Vu que
t
ly1 () = g2 < L] llyr(s) — y2(s)|ds, (32.126)
to

nous sommes dans les hypotheéses de Gronwall 32.5 en posant

u(t) = |y (t) — y2(1)| (32.127a)
b(t) = [ly1(0) — y2(0)| (32.127h)
a(t) = L. (32.127c¢)
Nous avons la majoration
Iy () = y2(8)] < ly1(0) — w2(0)] + LL y1(0) = y2(0) ") ds. (32.128)

Le calcul de I'intégrale intérieure donne

t
1
J L= s = — (eIt _ 1), (32.129)
0 L
Avec ca, nous avons
Jsn () = 1201 < "1.(0) = 32(0)]. (82.130)
O

32.25.

Notons que la proposition 32.24 est plutét une mauvaise nouvelle parce que les solutions restent
seulement linéairement proches 'une de 'autre lorsqu’on rapproche les conditions initiales, mais
elle divergent exponentiellement vite avec le temps. Donc deux trajectoires arbitrairement proches
au départ finissent assez vite par étre bien séparées.

Cette proposition est cependant cruciale parce qu’elle explique que pour des petits ¢, les solu-
tions ne s’écartent pas beaucoup, c’est-a-dire que pour ¢ fixé, I'application qui a une donnée initiale
fait correspondre la solution en t est continue. C’est le premier pas pour parler de régularité du
flot.

32.8.3 Flot d’un champ de vecteurs

Nous reprenons 1’équation différentielle du théoreme de Cauchy-Lipschitz 17.42. En ce qui
concerne les notations, I est un intervalle ouvert de R contenant 0 et I’application f: I x R®* — R"
est continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a € R"™, nous notons (J,,y,) la
solution maximale (donc y4: J, — R™) du probleme

{ Ya(t) = f(t ya(t)) (32.131a)
Ya(0) = a. (32.131b)

Nous noterons aussi de temps en temps p(t,a) = y,(t).

Nous savons que t — y,(t) est de classe O, et cela est directement dans le théoréme de Cauchy-
Lipschitz. Une question d’une toute autre difficulté est la régularité de a — y,(t) pour ¢ fixé, et
encore pire : celle de (t,a) — y,(t).

11 se fait que lapplication (¢, a) — yq(t) a la méme régularité que celle de f, mais cela va étre un
peu long & prouver. En ce qui concerne la régularité C', ce sera le théoréme 32.31 dont la démons-
tration, comme vous pouvez le voir sera copieuse et demandera des propositions intermédiaires pas
simples.
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Définition 32.26.
Sit est fixé, application
or: R* - R"
x> ot ) = ya(t),
est le flot du probléme de Cauchy (32.131).

L’application t — @y est ce qui est appelé le groupe a un parameétre de flot, pour des raisons
qui arriverons plus tard”.

(32.132)

Le but est d’étudier les propriétés du flot : est-il continu, un difféomorphisme, existe, pour
quels t 7 Ou se cache le champ de vecteurs du titre dans ’équation différentielle ?
Nous posons
D= (Jo x {z}). (32.133)
el
Comme tout produit d’espaces métrique, I’ensemble D est muni d’une métrique via la défini-
tion 7.190.

Proposition 32.27 ([623]).

Soit un intervalle I ouvert de R contenant 0 et Q un ouvert connexe de R™. Soit une application
f: IxR™ — R"™ continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a € R™, nous notons
(JasYa) la solution mazimale (donc y,: Jo — R™) du probléme

{ Ya(t) = f(t,ya(t)) (32.134a)
Ya(0) = a. (32.134b)
Nous posons
D= (Jo x {z}). (32.135)
e

Nous définissons la fonction ¢ par ¢(t,z) = y.(t) la ot ¢a existe.
L’ensemble D est ouvert. L’application ¢: D — Q est localement Lipschitz.

Démonstration. Soit (s,a) € D et (Ju,ys) la solution maximale passant par a en t = 0. Par
définition de D nous avons s € J,. Nous considérons J, un compact inclus dans J, et contenant 0
et s en son intérieur. Nous posons

K = J x ya(J). (32.136)

Vu que y, est continue, cela est un compact. Chaque point de K possede un voisinage ouvert sur
lequel f est Lipschitz® ; nous considérons un sous recouvrement fini et le maximum des constantes
de Lipschitz. Cela nous crée un voisinage V' de K dans I x € dans lequel f est Lipschitz.

Vu que V est ouvert et K est compact avec K < V, nous pouvons trouver un ouvert V' et un

compact K’ tels que
KcV cK cV. (32.137)

Sur ce V', la fonction f est de plus bornée parce que continue sur le compact K’. Nous renommons
V' en V. Sur V nous avons :

— [ flleoy < M,

— f est Lipschitz en sa seconde variable, de constante de Lipschitz L.

En tant qu’espace produit, nous avons une distance sur I x 2 donnée en 7.190 :

a((t,), (¢4)) = max {Jt — 1, Iy — /1) (32.138)

Nous posons
VoK) ={z€elxQtel que d(z,K) < ¢} (32.139a)
We = {(t,y) € J x Q tel que ||y — yq(t)| < €}. (32.139b)

2. ou pas...
3. Cela est a peu prés la définition d’étre localement Lipschitz : 12.330, voir aussi 12.331.
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(i) We € V(K) Soit (t,y) € W.. Nous avons :

d((t,y),K) = (t/iyr})feKd((t,y),(t’,y')) (32.140a)
— inf -y 2.14
of  max{[t =], [y — o[} (32.140b)

Mais demander (t,y) € W signifie que t € J et |y — yo(t)| < €. Dans K nous avons 1’élément
(t,ya(t)) qui vérifie
A((t9), (. 5a(®)) = |y~ va(0)] < <. (32.141)

Donc l'infimum de (32.140b) est majoré par e. Nous avons prouvé que W, < V. (K) et donc
méme inclusion pour les fermetures.

Il existe € > 0 tel que V. (K) c V Supposons que V¢(K) ne soit inclus dans V' pour aucun
€. Alors nous considérons

2n € Vi (K)\V. (32.142)

Nous avons par définition d(z,, K) < % Vu que K est compact, il comprend (au moins) un

élément réalisant la distance : soit z], € K tel que

d(zn, 2,) = d(zn, K). (32.143)
Nous avons d(zp, z,,) — 0, de telle sorte que les valeurs d’adhérence de (z,) et (z],) sont les
mémes. Et comme (z],) est une suite dans un compact, elle a des valeurs d’adhérence. Soit
Zoo I'une d’elles. Vu que c’est une valeur d’adhérence d’une suite contenue dans le compact
K, elle est également dans K : z5, € K. Mais en méme temps, z, est hors de 'ouvert V, et
donc dans le fermé V€. Les valeurs d’adhérences restent dans le fermé, c’est-a-dire 2z, ¢ V.

Vu que K < V, il y a contradiction.

Donc il existe € > 0 tel que Vo (K) c V.

(iii) Il existe ¢ tel que W, < V 1l suffit de prendre le ¢ dont nous venons de parler pour avoir

cc Vi(K)c V. (32.144)

Soit le € en question, et T' > 0 tel que J < [T, T]. Nous posons r = ee~L7. Soit b e B(a,r) et

X ={reJ; tel que ]0,7] = Jy et (¢t,y(t)) € WeViEe[0,7]}. (32.145)

Nous allons prouver que X = J. en prouvant qu’il est ouvert, fermé et non vide dans J, =
J n]0,0[. Nous parlons bien de la topologie de Jy, celle induite* de R. Vu que 0 € .J, ’ensemble
J+ est ouvert a gauche, mais comme il est compact, il ne va certainement pas jusqu’a +o0, de telle
sorte qu’il est fermé a gauche. Les ouverts de J, sont les ensembles de la forme O n J; ou O est
ouvert de R. Il y en a de la forme ]0,m].

(i) X est fermé C’est parce que W, et J, sont fermés.

(i)

X est ouvert Soit 7€ X. Si 7 =supJ; alors X = J; est un ouvert de J. Supposons donc
que 0 < 7 < sup J4+. Dans ce cas nous avons

(T, up(7)) e We 2V, (32.146)
et nous pouvons résoudre localement le probleme de Cauchy

{ y'(t) = f(t,y(1)) (32.147a)
y(1) = o(7,b) = yp(7). (32.147b)

Ce y existe jusqu'a 7 + 7 (pour au moins un petit ), et par 'unicité de la solution, y = yp
sur [7,7 + n[. Ceci pour dire que le flot ¢(.,b) existe au moins jusqu’a 7 + 7.

4. Définition 7.33.
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Grace a la proposition 32.24 nous pouvons évaluer
le(7,0) = ¢(r,a)]| = ya() = yo(T)]| < "7 [b— al. (32.148)

Comme nous avions choisi 7 = ee= T et b € B(a,r) nous avons aussi |[b—a| < ee=*T et donc

le(r,b) = o(7,a)| < ") <€ (32.149)

parce que nous avions 7 < sup J4 < T, ce qui garantit que elr=T) < 1.

Est-ce que ceci nous garantit que 7 + n € X 7 Il faudrait (T +n,yp(T + ?7)) e W, c’est-a-dire
lys(T +n) — ya(T +n)| < €. L’ensemble J étant fermé dans 'ouvert J,, ce dernier déborde
certainement. Prenons donc 7 assez petit pour que y, existe jusqu'en 7 + 7.

Vu que y, et y, sont continues, et qu’en 7 elles sont distantes de moins de €, en 7 + 7, elles
restent distantes de moins de e (quitte & prendre encore 7 plus petit).

Ceci nous permet de conclure que X est ouvert.

(ili) X est non vide La solution y, au probléme

{ yp(t) = f(t, us(t)) (32.150a)
y(0) = b (32.150b)
existe au moins localement et vérifie |y,(0) — y,(0)| = |b — al| < ee=*T < €. Par continuité
nous avons

lyo(t) = ya ()] <€ (32.151)

pour tout ¢t dans un voisinage de 0. Donc X est non vide.

(iv) Conclusion pour X La partie X est ouverte, fermée et non vide dans J; qui est connexe.
Donc X = J; par la proposition 7.62(4).

La conclusion X = J; nous enseigne que pour tout ¢ € J; nous avons |0,t] € J, et (t, yb(t)) €
We. Nous pouvons faire la méme chose pour .J_ et au final nous avons que pour tout 7 € .J nous
avons d’abord 7 € Jp, ce qui prouve J < J. De plus pour tout ¢t € J nous avons aussi

(t,yp(t) e We < V. (32.152)

Nous en concluons que

J x B(a,r) c V. (32.153)

Nous savons de plus que pour tout b € B(a,r), J < J,. Cela signifie que

J x B(a,r) < D. (32.154)

Mais J x B(a,r) est un voisinage de (s, a) qui était au début de la preuve un point générique
choisi dans D. Donc D est ouvert parce qu’il contient un voisinage de chacun de ses points.

Il nous reste a voir que ¢: D —  est localement Lipschitz. Soit donc le point générique (s, a)
dans D et 'ensemble V' qui avait été construit plus haut. Nous allons montrer que ¢ est Lipschitz

sur J x B(a,r) c V. D’abord sur V, lapplication f est Lipschitz, donc
lo(t,b1) = @(t, b2) | < " [lb1 = bof| < €T br — b (32.155)

pour tout ¢t € J et by,be € B(a,r).
Ensuite, f est bornée, majorée par M sur V, donc

lio(t1,8) — p(t2,B)] = | j[ s (32.156a)
= | f[tm] f(s,u6(9))] (32.156b)
< f[tm] |f (s, yn(s))|ds (32.156¢)

< Mty —to]. (32.156d)
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Et enfin nous prouvons que ¢ est localement Lipschitz. En posant k& = max{e’”, M} nous avons

lo(tr,b1) = @(t2, b2)| < llp(t, b1) — @(t1, b2)| + lp(t1, ba) — p(t2, b2)] (32.157a)

< by — bo| + Mty — to (32.157b)

< k([[br — ba|| + [t — ta]) (32.157c)

< 2k max{||by — bal|, [t1 — t2|} (32.157d)

= 2kd((b1,t2), (b2, t2)). (32.157e)

Le flot ¢ est donc Lipschitz de constante 2k. ]

Exemple 32.28.

ii Avertissement/question a la lectrice !! 32.29
Cet exemple doit étre lu attentivement. Il me semble prouver que le flot n’est pas dérivable en la
condition initiale sans que f le soit. Le document [027] semble dire le contraire. Je ne suis pas
assez sur de mon coup pour contredire.

Il n’y a pas de raisons de penser que a — ¥y, () soit mieux que continue en sans hypotheses
supplémentaires sur f. Pour illustrer cela nous considérons I’équation différentielle

% = f(X(s),s) (32.158a)
X(t)=x (32.158b)

ou t et x sont des parametres fixés. Nous allons étudier la dérivabilité de X en x lorsque
f(z,t) = |z|. (32.159)

Cela est un exemple typique de fonction autant Lipschitz que I'on veut sans étre dérivable. L’équa-
tion différentielle est ox
a—(s) = |X (). (32.160)
s
Si x > 0 alors X (s) > 0 dans un voisinage de s = ¢ et nous avons X (s) = Ke®. La constante K se
fixe par la condition initiale X (t) = x :

X(s) = zest (32.161)

Et cette solution tient en réalité pour tout s parce que X (s) est alors toujours positif.
Si au contraire x < 0 nous avons la solution

X(s) = we! ™5, (32.162)

Au final,
xel™ six <0
X(s;x,t) =10 siz=0 (32.163)
zes7t sixz >0

L’application (s,z,t) — X(s;z,t) est continue. En ce qui concerne la dérivée partielle 0; X en
z = 0 nous avons :

0X X(s,6,t) — X(s,0,t X(s, ¢t
X (5,0,1) = lim 286D = X(5,0,0) X 6t) (32.164)
or e—0 € e—0 €
La limite & droite donne : X -
lim 2568 €Tt (32.165)

La limite & gauche donne :

lim ——— =¢""%. (32.166)
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Les deux limites n’étant pas égales, la limite (32.164) n’existe pas® et l’application (s,z,t) —
X (s,z,t) n’est pas dérivable par rapport a x. AN

Lemme 32.30 ([628]).
Soit un application A: B(tg,7) x B(a, R) — L(R™) continue par rapport a sa premiére variable
(to € R et ae R™). Alors en posant l’équation

‘;if(t, b) = A(t,b)(t,b) (32.167a)

Y(to, b) = 1o. (32.167b)
Nous avons estimation

lp(t,v) = ¥t w)| < Yol max [A(s,v) — A(s, w) x

s€B(to,T)

X exp (T max _max{||A(s, )], !A(Saw)|}>
s€B(to,T)
(32.168)

pour tout t € B(tg,T) et v,we V.

Théoréme 32.31 (Régularité C du flot [625]).
Soit un intervalle ouwvert I de R et un ouvert connexe 2 de R"™. Soit une fonction f € C* (I x €2, ]R),
ac€Nettyel.

Il existe un voisinage W x V- = B(tg, T) x B(a,r) de (tg,a) dans I x Q et une unique application
p: W xV —Q telle que

?f(t,:c) = f(t,o(t,z)) (32.169a)
o(to, ) = (32.169b)

pour tout x € V.
L application (t,x) — @(t,z) est de classe C*.

ii Avertissement/question a la lectrice !! 32.32

La preuve qui suit doit étre lue avec beaucoup d’attention, en particulier sur les incohérences pos-
sibles de notations, et sur les oublis possibles de précautions oratoires type « quitte a encore réduire
les voisinages Vet W ».

Démonstration. En termes de notations, pour x € Q fixé nous écrivons y,(t) pour ¢(t,z) et pour
t € I fixé nous notons ¢;(x) pour p(t,x).

De plus lorsque nous écrirons des choses comme ¢g: R — R, nous n’entendrons pas que g est
effectivement définie sur tout R. La notation « g: R — R » indiquera seulement que la variable
de g est réelle, et que nous comptons préciser le domaine plus tard. Cette remarque s’applique
seulement a cette démonstration et non a ’ensemble du livre.

Nous considérons R > 0 tel que B(a,2R) < ) et ensuite nous posons V' = B(a, R). La fonction
Yz, solution pour la condition initiale y,(t9) = x est définie sur W = [tg — 7,to + 7] et prend ses
valeurs dans B(z, R). Ceci est parce que y, est continue, alors en prenant 7 assez petit, la valeur
de y,(t) ne va pas s’éloigner de x lorsque ¢ ne s’éloigne pas de t.

Nous savons déja de la proposition 32.27 que ¢ est C! en t et localement Lipschitz en sa seconde
variable, avec une constante Lipschitz uniforme sur W x V. Elle est donc continue en tant que
fonction

©: V x W - R (32.170)

5. Si vous comptez donner ¢a & manger au jury d’un concours, soyez prudent et n’écrivez pas I’équation (32.164)
au tableau. Réfléchissez comment rédiger cela correctement.
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(i) La différentielle partielle Df Pout t fixé nous notons Dfy . la différentielle de f par

(i)

rapport a x. C’est-a-dire que
Dftz): R" — R"

u— %[f(t, x + su)] (32.171)

s=0

C’est un élément de L(IR™), 'ensemble des applications linéaires de R™ vers R"™. Nous allons
montrer que

(t,2) = Dfit.0) (32.172)

est continue en tant qu’application R x R™ — L(IR™). Pour cela nous introduisons 'applica-
tion d’inclusion i: R” — R x R", i(u) = (0,u). Elle donne

D ftz)(u) = %[f ((t,z) + s(0, u))] o = dfiea) 0 ilw). (32.173)

Autrement dit
Dfiwy = dft,0) 0t (32.174)

Or P'application (¢, z) = df(; ) est continue par hypothese (f est de classe C1) et l'application

LR x R",R") - L(R",R")

, (32.175)
A— Aoi
est également continue. Donc (t,x) — D fq ;) est continue°.
L’équation aux variations Soit z € €. Nous introduisons 'opérateur
Se: R x L(IR™) — L(R"
! (") (R") (32.176)

Se(t,0) = Dty ) © V-

Par ce que nous avons raconté, cela est une fonction continue en sa premiére variable et
. . . . . \ n
Lipschitz en sa seconde variable. Nous identifions £(R") & R?".

Toujours pour chaque x considéré nous posons I’équation différentielle ordinaire

aaif(t, 2) = S (.0t 2)) (32.177a)
Wt z) — 1d. (32.177D)

qui est une équation différentielle ordinaire pour ¢: R x R™ — L(IR") rentrant dans le cadre
de Cauchy-Lipschitz.

Quel est le domaine de définition de @ pour sa premiere variable ? C’est un ouvert autour
de to. Nous réduisons W de telle sorte que la solution 1 soit définie sur W. Idem pour la
variable x qui est dans un voisinage de a.

L’équation (32.177) s’appelle ’équation aux variations. Nous allons montrer dans la dou-
leur que 1 est continue et est la différentielle de ¢y, c’est-a-dire que

(dpe)s = ¥(t,D). (32.178)

(iii) 1) est continue en (¢,x) (début) Il s’agit de majorer les deux termes de

1p(t1, a1) — p(ta, a2)| < [(t1,a1) — P (te, a1l + [P (t2, a1) — P(t2, az2)|. (32.179)

6. Si quelqu’un peut prouver ca de facon moins verbeuse, je suis preneur. |l me semble que quel que soit la facon dont
on s’y prend, sous le capot, on passe par la continuité de I'application (32.175).
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(i) Premier terme Nous avons

0
vt )~ vl = | [ D] (32.150a)
[t1,t2]
< J ”Df(s,yb(s)) © 7/}(5’ b) ”dS (32180b)
[t1,t2]
<[ 1D Il Dlds (321500)
[t1,t2]
<l = o] max 1Dl max [o(s, D). (32.180d)
s€[t1,t2] €[t1,t2

Nous allons majorer le second maximum. Prenons ¢ € [0,7]; et posons A(u,b) =
D f(u,y,(u)) POur alléger les notations. Par I'’équation de définition de 1) nous avons

Ule) = 90,0+ | Al by(u, b (32.181)
[0,t]
et donc
(e, 0)] < vl + | A B o ) du (32.182)
En y appliquant le lemme de Gronwall dans sa version 32.4 nous trouvons
(s, D)l < [[4boll exp (J{O | A(u,b)!du> (32.183a)
< |40l exp <s max |A(u, b)|) . (32.183b)
u€[0,s

En retournant a (32.180d) nous avons ¢y = Id et donc 1| =1 et

;ﬁ%W@@Wuﬁﬁf@<M%ﬂDm%@O (32.184)

La dedans nous pouvons remplacer ¢ par max{|t1], [t2|}. Posons enfin, pour alléger les
expressions

t1,t2,0) = D 32.185

a’( 1,02, ) Séﬁ’?)tz H f(s,yb(s H ( )

La majoration que nous retenons est :
[4(t1,b) — (ta, b)|| < |1 — talalty, o, b) exp (max{|t:], |t2]}a(0,£,b)).  (32.186)

Cela tend vers zéro lorsque t1 — to.

(ii) Deuxiéme terme En ce qui concerne le second terme,

[ (t,01) = ¢ (2, b2)| (32.187)
nous utilisons le lemme 32.30 qui donne, pour ¢ € [ty — 7,19 + 7],
Hd}(t’ bl) _¢(t bQ)H T max HDfs Yoy (s Dfs,be(s)”><
B0 (32.188)
xmp@mwwug% AD fey oI} -
Dans notre cas, tg = 0, donc ¢ € [—7,7]. Vu la continuité de D f, nous avons
SEIE%XT) HDfs Yby (s) — Dfs,yb2 (s) H —0 (32189)

lorsque by — bo.
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(iii) ¢ est continue en (¢,z) (fin) Les deux bons calculs faits, nous avons, en repartant de
(32.179),

; t1,01) = 9 (t2, 5)] = 0, 32.190
(tLbl)l_I’I%tQ,bQ)Hw(l 1) = (t2, 02 ( )

ce qui signifie que ¥ est une fonction continue de ses deux variables en méme temps.
(iv) Différentiabilité de ¢ (début) Nous montrons maintenant que Dy(t, z) existe. Pour rap-

pel, D est la différentielle par rapport a la seconde variable. Nous sommes a étudier I’existence
de Do p) = d(p¢)p- Nous posons

O(t,h) = @(t,b+ h) —(t,b) = yp4n(t) — yp(t) (32.191)

ou b est le point ou nous étudions la différentiabilité. Il est dans un voisinage du point a fixé
depuis le début et autour duquel il existe un voisinage qui donne un sens a tout ce que nous
avons fait jusqu’a présent. La dépendance de 6 en b est implicite. Vu que ¢ est Lipschitz en
sa seconde variable, nous avons la majoration

16, h)| < CAl (32.192)

desquete Vet bb+heW.

De plus, parce que tg est le temps de la condition initiale nous avons
(9(150, h) = yb+h(t0) — yb(t0> =a+h—a=h. (32.193)
Et aussi, par définition de v :

t 0 t
w(t, b) =1y + . aqu(s, b)ds =g+ . Df(s,yb(s)) o 1/}(8, b) (32194)

En appliquant a h et en se souvenant que vy = Id,

t

b(t, b)h = h+f

to

(Dfs,yb(s) o¢(s,b)>hds. (32.195)

Puis on peut faire un calcul assez classique en se souvenant que 6(tg, h) = h :

O(t,h) = 0(to, h) + Lt [%(s, b+h)— g—f(s, b)|ds (32.196a)
t
=h+ L [f(s,yb+h(s)) - f(s, yb(s))]ds. (32.196b)

On fait la différence entre les deux :

t

0(t, h) —¥(t,b)h = —f [D fop(sy 0 (s, 0)h = f(s,up4n(5)) + f(s,m(s))]ds.  (32.197)

to

Nous y ajoutons et soustrayons D fs’yb(s)e(s, h) et nous retenons la majoration suivante :

t
16(t, h) — (t, b)h] < f 1D F (61 (5:5) — Do o, 1)l
0

t
+ Hf(Sa yb+h(5)) - f(S,yb(S)) + Df(s,yb(s))g(sa h)”dS

to

(32.198)

Nous allons encore majorer ces deux termes séparément. Soit € > 0.
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(i) Premier terme Ce qui est dans la norme & majorer est

Df(s,yb(s)) (1/)(875)’1 - H(S’h))' (32.199)

7
U

Vu que Df est continue et que yp est continue ‘, 'application s — D f . () est continue
et donc de norme majorée sur le compact [tg,t]. Nous rapellons la notation

a(to, t, b) = Hla)i] HDfs,yb(s)Ha (32.200)

Se[to

et nous majorons encore et toujours. D’abord

t t
t | D f (s, (s)) (¥(5,b)h — O(s, h)) |ds < ato,t,b) t [(s,b) —O(s,h)|ds.  (32.201)

(ii) Deuxiéme terme Pour traiter le deuxiéme terme, nous allons provisoirement noter = =
yb(s) et y = yp+n(s); entre autres, y —x = 6(s, h). Ce qui est écrit dans le second terme
de (32.198) est

f(say) - f(sa l‘) + Df(s,z)e(sa h) = f(s,y) - f(sv l’) + Df(s,x)(y - 1’) (32202)

Comme D ne s’applique pas a la variable s, nous pouvons alléger la notation et déduire
de la différentiabilité de f qu’il existe un n > 0 tel que x,y € W avec |y — w|| < 7

implique
1f () = f(z) = Dfaly — 2)| < ey — . (32.203)
Prenons || < n/C (le C de (32.192)) ; en déballant les notations,
17 (5, 900(9)) — (52 (5) — Dfupn(oy 005, W) < €05, B)]| < cCln. (32.200)

(iii) Les deux termes ensemble En remettant les deux dans (32.198) nous trouvons la ma-
joration

t
|0, h) —(t,b)h] < [t —toleC|lh] + alto, t,v) | [[¢(s,b)h —6(s,h)|ds  (32.205)

to
qui est encore de la graine a Gronwall avec
u(t) = [0(t, h) —(t,b)| (32.206a)
b(t) = |t — to|eC||h|| (32.206b)
a(s) = a(to,t,v), (32.206¢)

la troisieme étant une fonction constante. Cela donne, pour ¢ € [ty — 7,19 + 7],

t t
|0(t, h) —(t,b)h| < |t — toleC|h| + J (s — to)eC|h|a(to, t,b) exp (J a(to, t, b)du> ds.
to

S
(32.207)
En valeur absolue, la différence s — tg est majorée par 7, 'intégrale dans ’exponentielle
vaut (¢t — s)a(to,t,b), et restons avec

t
10(t, h) — (¢, b)h| < TeC|h| + T f C| h|a(to, t, b)e? ot E=s) g, (32.208)
to

En supposant t > tg nous pouvons calculer I'intégrale. Si vous m’avez suivi jusqu’ici,
vous devriez avoir de tels maux de téte que je vous donne la réponse :

t
f a(to, t,b)elt=)altotb) gg — (to—taltoth) _ 1, (32.209)
t

0

7. 11 faut encore réduire les voisinages V et W pour que ceci ait un sens.
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En remettant dans I’expression,

10(t, h) — ¥ (t,b)Rh| < TeC||h| + eC||h]a(to, t,b)T () — 1) = 7eC||het~to)alttob),

(32.210)

Nous pouvons majorer t — to par 7 et a(t,tg,b) par a(ty — 7,t9 + 7,b) pour avoir la
majoration

16(t, h) — (¢, b)h| < TeC|h[eTto=Tto+Tb), (32.211)

(iv) Différentiabilité de ¢(¢,b) (fin) Nous écrivons la définition 11.169 de la différentiabi-
lité : nous voulons vérifier que

h—0 IA]

— 0. (32.212)

Nous remplagons ¢(t, b+ h) — (¢, b) par 6(t, h) et prenons la norme avec les majorations
données :

lim HSO(ta b + h) - gO(t, b) - w(t» b)hH < lim TEC@Te(tO_T’tO+T’b). (32213)
h—0 [h| h—0

Cela étant valable pour tout €, nous en déduisons la nullité de la limite.

Nous avons démontré que ¢ était différentiable par rapport a sa deuxieme variable et
que
Do py = ¥(t,b). (32.214)

(v) Conclusion : ¢ est de classe C! Nous avons déja prouvé que (t,b) — (¢, b) est continue.

Donc de (32.214) nous déduisons que les dérivées partielles (t,b) — %(t, b) sont continues.
Mais comme ¢ est Lipschitz en t, la dérivée partielle (¢,b) — %‘tp(t, b) est également continue.

La continuité de toutes les dérivées partielles de ¢ nous donne la classe C! pour ¢ par le
théoreme 12.306.

O]

Proposition 32.33 (Régularité C? du flot[629]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert conneze Q) de R™. Soit une fonction f € CP (I x €2, lR),
ainsi que a € Q) et tg e 1.

1l existe un voisinage W x V. = B(tg, T) x B(a,r) de (tg,a) dans I x Q et une unique application
p: W xV — Q telle que

?:(t,x) = f(t,o(t, z)) (32.215a)
p(to,z) == (32.215h)

pour tout x € V.
L’application (t,x) — (t,x) est de classe CP.

Démonstration. Nous savons déja par le théoréme 32.31 que (¢, z) — ¢(t, z) est de classe C'*. Nous
supposons que f est de classe CP avec p = 2.

Vu que ¢ et f sont de classe C, nous avons aussi que 'application (¢,z) — f (t, o(t, x)) est de
classe C'. L’équation donne alors immédiatement le fait que

0
(t,z) — Z2(t, ) (32.216)
ot
est de classe C.
En ce qui concerne la régularité par rapport aux autres variables, il faudra travailler un peu
plus.
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(i) Une équation différentielle pour le flot Nous allons commencer par un habile jeu d’écri-
ture : la formule

o(t,x) =z + J; f(s,0(s,x))ds (32.217)
devient .
pr(x) =z + ft f(s,s(x))ds. (32.218)

Dans le méme ordre d’idée nous notons fs(x) = f(s,x), et ce qui se trouve dans I'intégrale
(32.218) n’est autre que la fonction

gs(x) = (fs 0 ps)(2). (32.219)

Tout cela pour différentier ’égalité (32.218) par la proposition 17.28 :

¢
(dpy), =1d —i—J (dgs)zds (32.220a)
to
t
=1Id +J (dfs) s (z) © (dps)sds. (32.220b)
to

Nous dérivons ensuite cela par rapport a t :

;((dwt)x) = (dft) gy (z) © (dpt)z- (32.221)

Cela est une égalité dans L(R").
Nous introduisons la fonction

F: T x L(R?) x Q — L(R)
(t7 A7 $> = (dft>tpt(x) oA.

En fait, a la place de I et 2 il faut prendre des petits voisinages dans lesquels les choses ont
un sens. Ce que dit ’équation 32.221 est que 'application

A: T xQ— LRY)

(32.222)

(32.223)
(t,x) = (det)a
vérifie I’équation différentielle
A
%(t,x) = F(t, A(t,z), x) (32.224a)
A(to,z) = 1d. (32.224Db)

(i) Une autre équation différentielle Nous n’oublions pas 1’équation différentielle pour la
dérivée par rapport a ¢ :

%p(t, z) = f(t et z)). (32.225)

(iii) Réécriture pour la différentielle Nous allons récrire I’équation (32.224) de fagon a ce
que le parametre x soit inclus dans la condition initiale. De cette maniere, la solution pourra
profiter de la régularité C' du flot déja prouvée dans le théoréme 32.31.

Soit

g: I x (L(R") x Q) - L(R") x ©
(t, (A, z)) — (F(t,a,x),O).

Nous posons E = L(IR™) x Q; c’est cet espace qui va jouer le role de §2. Nous considérons a
présent ’équation différentielle suivante pour z,: I — E :

(zjl(t)> = 2/(t) = g(t, 2(1)) = (F(t’zl(é)’z2(t))> (32.227a)

7(t)
z(to) = (Id, x). (32.227Db)

(32.226)
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11 devrait y avoir un indice (Id,z) & z parce que c’est sa condition initiale. La fonction g est
de classe CP, donc cette équation admet une unique solution dont le flot est de classe C'.
Autrement dit, si S est dans un voisinage de Id, ’application

(t,z) — 2(t) (32.228)

est de classe C'!. Nous allons montrer qu’en posant A(t, ) = 21 (t), nous avons une solution de
(32.224) (I'unicité de la solution impose que cette solution est effectivement la différentielle de
dei). D’abord, la seconde ligne de 1’équation différentielle est z5(t) = 0, c’est-a-dire zo(t) =
pour tout t.

Sachant cela, la premiere équation devient

{ 21(t) = F(t, z1(t), x) (32.229a)
Zl(to) = Id, (32.229b)

qui est ’équation différentielle pour A. Rappel : il y a partout une dépendance de z en sa
condition initiale z que nous n’avons pas écrite pour des raisons de légereté notionnelle. 11
n’en reste pas moins que le flot de I’équation différentielle pour z est C', c’est-a-dire que
(t,x) — 21(t) est de classe C?.

Par conséquent, (t,x) — A(t,z) est également C?.

(iv) Régularité C? du flot Le fait que A soit C'' n’implique pas que le flot le soit parce que
le flot suit la méme équation différentielle que A ne signifie pas que il soit égal. Il y a un
raisonnement a faire.

Le fait est que si A est une solution de (32.224), alors z(t) = (A(t,z),z) est solution de
(32.227). C’est I'unicité de cette derniere qui permet de déduire 'unicité de la solution pour
A.

Nous avons donc que I'unique solution A du systéme (32.224) est égale a A(t,x) = (dpt), et
est de classe C'! par rapport a (¢, 7).

Donc (t, ) — o(t, ) est de classe C2.

(v) Régularité CP Nous avons vu que le flot de ¢/ = f(t,y) est de classe C? dés que f est

de classe C2. Supposons que f soit de classe C? et montrons que si le flot est de classe CF
(k < p) alors il est de classe C*+1,

Vu que le flot d’une équation différentielle de classe CP est de classe C¥, en particulier celui
de (32.227) est de classe C*. Donc aussi la solution pour A(t,x) = (dpy), est de classe C*.
Et vu que (t,2) — (dpt), est de classe C*, I'application ¢ est de classe C**1,

O]

32.34.
Le théoréme d’inversion locale 17.50 nous permet de dire que, pour t fixé, le flot x — ¢ (x) est un
CP-difféomorphisme local.

Proposition 32.35 (Cauchy-Lipschitz avec parameétre, régularité CP[630, , D).

Soit un intervalle ouvert I de R, un connezxe ouvert Q de R™ et un intervalle ouvert A de R%. Soit
une fonction f € CP(I x Q x A,R™) localement Lipschitz en Q. Soient to € I, yo € Q et A\g € A. 1
existe un voisinage compact de (to,yo, Ao) sur lequel le probléeme

{ ya(t) = f(tua(t), A) (32.230a)
ya(to) = yo (32.230b)

posséde une unique solution. De plus (t, \) — yx(t) est de classe CP par rapport a ses deux variables.

Démonstration. Nous récrivons immédiatement le probléme pour la fonction y: I x A — R"™ donné
par y(t,A) = ya(t) :

D10 = 1t 9(1,0).2) (32.231a)

y(to) = yo- (32.231Db)
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Nous allons montrer que ce probléme est en réalité équivalent a un probléme sans parametre. Nous
posons EF =€ x A et
g:IxE—>FE

(t.z) = (f(t,21,22),0)

ou x1 est la composante €2 de x et zo est la composante A de x. Pour une valeur u € A donnée
nous considérons le probleme au condition initiales

{ a'(t) = g(t, (1)) (32.233a)
z(to) = (Yo, p)- (32.233D)

(32.232)

Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz que nous prenons sous la forme 32.33 nous indique que ce pro-
bleme admet une unique solution maximale et que le flot (t, (vo, ,u)) = Ty, (t) est de classe
CP.

Nous passons maintenant a la résolution du probleme (32.231)

(i) Existence d’une solution C!' Nous montrons & présent que la fonction y donnée par

Y(t, 1) = (10, (1 (32.234)

est solution de (32.231). Vu que x a deux composantes, nous pouvons un peu déballer I’équa-
tion. Afin d’éviter les notations laborieuses nous allons noter x pour z( et donc x1(t)
pour 4, ,,y(t). Nous avons I"équation différentielle

<28> _ (f(t,m(v(f)),m(t))) (32.235)

(2823) - @) ' (32.236)

La seconde ligne de ’équation donne immédiatement zo(t) = p pour tout ¢. En injectant

to,t)

avec la condition initiale

dans la premiere ligne :
2y (8) = f(t a1 (t), ). (32.237)

Or vue la définition de y, le nombre z (t) n’est autre que %(t, w). La fonction y que nous

avons définie vérifie donc 5
Yy
o (b) = [yt p), 1) (32.238)

et la condition initiale y(to) = x1(to) = yo. Elle est donc bien solution du probléme initial.
De plus I'application (¢, i) = y(t, ) = T, ) (t)1 est de classe CP.

(ii) Unicité Pour 'unicité, soit on invoque la proposition 17.45 qui donne I'unicité dans les fonc-
tions continues et a fortiori dans les fonctions C'. Soit on fait le jeu inverse : on prouve qu’a

chaque solution de (32.231) correspond une solution de (32.233), et 'unicité de la solution z
donne 'unicité du coté de y.

O
Lemme 32.36.
Soit le probléme
y
55 (8) = f(y(s),s) (32.239)
y(t) == (32.239b)

avec t et x fixés. Nous supposons que f est de classe CP.
Alors Uapplication t — y.(s) est de classe CP.
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Démonstration. Soit t fixé, et I’équation différentielle

Z?SW— — F(=(s),t — 5) (32.240a)
2(0) = . (32.240D)

Par le théoreme 32.33, La solution z est de classe C? en (s, z). En posant y(s) = z(t —s) il est vite
vérifié que y est solution de (32.239). C’est alors bien de classe C? en t. O

32.8.4 Stabilité de Lyapunov

Définition 32.37.
Dans le cas de Uéquation différentielle y'(t) = f(y(t),t) pour y: R — R", un point a € R" est un
point d’équilibre lorsque la fonction constante y(t) = a est une solution.

Le point d’équilibre a € R™ est stable si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que |y(0) —a| < ¢
implique ||y(t) — a| < € pour tout t.

Théoréme 32.38 (Théoreme de stabilité de Lyapunov][!, , , 625]).
Soit Uéquation différentielle
{ y'(t) = f(y) (32.241a)
y(0) = o (32.241b)

avec une fonction f: R™ — R" de classe C' vérifiant f(0) = 0 et yo € R™. Nous supposons que
Uapplication linéaire dfy n’a que des valeurs propres dont la partie réelle est strictement négative.
Alors
(1) 1l existe k > 0 tel que si |yo| < k alors la solution mazimale est définie sur R,
t—0o0

(2) pour le méme nombre k > 0, si |yo| < k alors y(t) — 0 exponentiellement vite,

(3) la solution y = 0 est un point d’équilibre attractif.

Démonstration. Placer ici une phrase intelligente ®.

(i) Prolégoméne Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 17.42 nous enseigne que I’équation différen-
tielle considérée posséde une unique solution maximale (entre autres parce qu’une fonction de
classe C! est localement Lipschitz) et nous nommons J l'intervalle sur lequel elle est définie.

(ii) Systéme linéarisé Nous posons A = dfy. La fonction yr (t) = e*4yq est solution du systéme
linéarisé

{ y'(t) = Ay(t) (32.242a)
y(0) = yo. (32.242b)

Pour évaluer la norme de yr, nous utilisons le lemme 15.145 : il existe un polyndéme P tel que
T
lyc ()] < P(1tl) D € ol (32.243)
i=1

Mais par hypothése, Re(\;) < 0 et si nous posons A = max{Re(\;)} nous avons A < 0 et
lyz ()] < P(It]) e |yoll- (32.244)

Donc quel que soit o nous avons limy_,« [|yr(t)| = 0 c’est-a-dire lim;_, yr,(t) = 0.

8. Parce que sinon l’environnement description qui suit donne un mauvais effet.
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(iii) Une forme linéaire Nous définissons la forme bilinéaire suivante sur R" :

oe}
b(z,y) = L (e, ettypdt. (32.245)

D’abord cela est bien défini pour tout x,y € R™ parce que
e, ety < el et y] < Pi(lt) Pa()) e o] o1, (32.246)

qui est intégrable entre 0 et oo & cause de la décroissance exponentielle . Montrons que b est
définie positive. Soit donc z # 0 et calculons

0 0]
bz, z) = f et | 2dt. (32.247)
0

Ce qui est dans l'intégrale est forcément (pas strictement) positif pour tout ¢. Mais si x # 0
alors ||z||% est strictement positif et sur un voisinage de ¢ = 0 nous avons aussi |e!4z|?> qui
est strictement positif. Ergo b(x,z) > 0 dés que = # 0, ce qui signifie que b est strictement
définie positive (lemme 9.219).

Nous notons ¢q: V — R la forme quadratique associée a b et aussi la norme qui va avec :
|zl = +/q(x). En ce qui concerne le gradient Vg: V' — V, nous avons le petit calcul

suivant[633] qui se base sur une des nombreuses formules du lemme 12.265 10 :
Vy(z) -y = i[q(ﬂc + ty)] (32.248a)
dt t=0
d 2
= a[q(w) +t7q(y) + 2tb(rc,y)]tzo (32.248b)
= 2b(z,y). (32.248c)

Nous avons aussi

Vq(z) - Az = 2b(x, Ax) (32.249a)
=2 foo<emac, e Ax) (32.249b)

0
_ L ;t(@“‘x, etA$>> (t)dt (32.249¢)

t=T
- i @000

: 32.249d
- ( )

Mais vu que [[e!42| — 0, pour ¢t — oo il ne reste que terme t = 0 de la différence, c’est-a-dire
Vq(x) - Az = 2b(x, Ax) = —||z||°. (32.250)

Etant donné que Vg(z) est le vecteur dirigé vers Uextérieur de I’ellipsoide de la courbe de
niveau de ¢ au point x, le vecteur Az est dirigé vers I'intérieur.

V()

X

9. Proposition 15.108.
10. Le fait que g soit différentiable est simplement le fait que b soit bilinéaire.
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(iv) Majoration de q(y(t))/ Nous posons

r: R" - R"

o s £(a) — Az (32.251)

Soit y la solution maximale au probleme (32.241) que nous pouvons aussi écrire sous la forme

y'(t) =r(y(t) + Ay(t). (32.252)
Calculons un peu ...
a(y(®) = b(y(t), y(t))’ (32.253a)
= 2b(y,y) (32.253b)
= 2b(y, Ay) + 2b(y, r(y)) (32.253¢)
= —[y[* + 2b(y, 7(»)) (32.250) avec z = y(t) (32.253d)
< —|ly|? + 2|y(t)[qlr(y(t))|q Cauchy-Schwarz : |b(a,b)| < |alq]b]e.  (32-253€)

Chacun des deux termes peut encore étre majoré. En ce qui concerne le premier, par équiva-
lence des normes !, il existe une constante C' telle que ||ly| > C||y|,- En renommant immé-
diatement C? en C, [y|? = C|y|2 = Cq(y).

Pour le second, nous allons utiliser la différentiabilité de r et le théoréeme des accroissements
finis. Vu que dfy = A nous avons drg = dfy — A = 0 et de plus r est de classe C! parce que
f Dest. Toutes les normes étant équivalentes > sur R™ nous pouvons exprimer la continuité
de dr pour la norme .|, : si € > 0 est fixé alors il existe a > 0 tel que |z < a implique
|dr.|, < €. Nous pouvons écrire les accroissements finis '# pour la fonction r :

Ir(@) =r(0)llg < sup |dfall|]lq- (32.254)

ac[0,x]

La chose facile a remarquer est que r(0) = f(0) = 0. En ce qui concerne les choses difficiles,
vu que dr est continue (parce que r est C!) il existe un & > 0 tel que |dry|, < € dés
que a € By(0,0). Si nous prenons |z, < 0 alors cette majoration est valable pour tous les
éléments sur lequel est pris le supremum dans la formule (32.254). Donc

[r(@)llq < el (32.255)

tant que [z], < 6. Par conséquent, tant que |ly(t)|l; < & nous avons [r(y(t))| < €|y(t)q-
Nous continuons le calcul (32.253) :

a(y(1)" < Cqly) + 2€ly(t) |2 (32.256a)
—(C' —2e)q(y). (32.256b)

Si € est petit on a C' — 2¢ > 0 et on pose § = C' — 2¢ pour écrire

a(y(t)) < —Ba(y(t)) (32.257)

tant que |y(t)[, <.

t1 est un minimum Le nombre ¢ est bien défini et est bien un minimum. J’en veux pour
preuve ' que si q(y(ts)) = §, on peut prendre le minimum seulement sur les ¢t € [0, t4]; or
par continuité q(y(t)) = 0 définit un fermé. Bref ¢; est un infimum sur un compact (fermé
borné) et donc bien un minimum atteint.

11.
12.
13.
14.

Définition 11.42 et théoreme 11.45.

Théoreme 11.45.

Théoréme 11.194.

J'espére que ce passage est correct. faites moi savoir si vous trouvez une erreur ou si vous pouvez me confirmer que

c'est bon.
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(vi) Si g(yo) < 4 alors g(y(t)) <& Nous posons

t1 = min{t > 0 tel que q(y(¢)) = 0} (32.258a)
to = max{t < 0 tel que q(y(t)) = &}. (32.258b)

L’inégalité (32.257) est valable pour t = 0, t = t1 et t = t9; nous I’écrivons pour t1 :

N

a(y(®));_, < —Ba(y(tr)) < -5 <0 (32.259)

Nous avons donc q(y(tl)) =4 et q(y(t)):‘/:t1 < 0. Par conséquent pour tout ¢ proche de t;
avec 0 <t <t ilyaq(y(t)) >4.

Pour la méme raison, prise en ¢ = 0 nous avons pour tout ¢ proche de 0 avec t > 0 que
q(y(t)) < 6. Par continuité de ¢ — g(y(t)) cette fonction doit passer par la valeur § dans

]t2,0[ et ]0,¢1[, ce qui contredit la maximalité de to et la minimalité de ¢;.

Ci-dessous, une partie de ce a quoi ressemble le graphe de t — q(y(t)) :

Deux conclusions :

— Vu que g(y(t)) est borné pour tout ¢ € R, nous sommes dans le cas (1) de I'alternative
du théoréme d’explosion en temps fini 32.19. Donc la solution y(t) existe sur tout R
pourvu que |yo| soit assez petit. Plus précisément par équivalence des normes, il existe
un nombre D > 0 tel que |z| = D|z|, pour tout z. Si |jyo| < D9 alors

Dlyollq < [woll < D, (32.260)

qui donne immédiatement |yo|, < 6, ce qui faut pour faire fonctionner 'existence de
y(t) pour tout ¢.

— Nous pouvons maintenant d’utiliser 'inégalité (32.257) pour tout ¢ € R sous la seule
hypothese que ¢(yp) < J au lieu de q(y(t)) < 4.

La partie (1) de ce théoréme est prouvée; nous passons au reste a la partie (2). Pour cela
nous supposons que q(yp) < 9.

(vii) A propos de e’q(y) En sous-entendant la dépendance en ¢ dans y nous avons

(¢*aw))" = Be™alv) + *aty) = * (Balv) + alw)), (32.261)

mais nous avons déja prouvé que q(y) < —fBq(y) (équation (32.257)), donc

(eﬂtq(y))/ <0 (32.262)

(viii) Décroissance exponentielle Si ¢ > 0, 'inégalité (32.262) donne

e”q(y(t) < alwo), (32.263)

c’est-a-dire
q(y()) < e q(yo) (32.264)

15.
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lorsque t = 0. Par équivalence des normes, nous avons des nombres D; et Dy tels que
Di|zlly < [z < Daflq (32.265)
pour tout z € R™. Nous avons donc pour tout £ > 0 que
ly®) < D2lly(®)ly < Dallyollge™ (32.266)

Pour rappel, 5 > 0, ce qui prouve la partie (2) du théoréme.

(ix) Point d’équilibre Le point y = 0 est point d’équilibre (définition 32.37) parce que f(0) =
0, donc y(t) = 0 fonctionne. Dans ce cas, yo = 0.

(x) Stabilité La stabilité est le fait que |y(t)|, < 0 dés que |yolq < 0.

[
32.8.5 Systéme proies-prédateurs de Lotka-Volterra
Le systeme de Lotka-Volterra est I’équation différentielle suivante :
{ 2 = ax — bry (32.267a)
y = —cy + dzy (32.267D)

ol a,b,c,d sont des constantes positives, et avec la condition z(tg) > 0, y(tg) > 0.
En ce qui concerne 'interprétation des équations[634],
(1) z(t) est le nombres de proies,
(2) y(t) est le nombres de prédateurs,

(3) Les proies ont une reproduction rapide qui méne a une croissance exponentielle en absence
de prédation (d’ou le terme ax).

(4) Au contraire, les prédateurs meurent (ou migrent) rapidement lorsqu’ils n’ont pas de proies
et nous supposons une décroissance exponentielle du nombre de prédateurs en I'absence de
proies. D’ou le terme —cy avec le signe négatif.

(5) Les termes —bxy et dxy sont les termes d’interaction entre les proies et les prédateurs. Ils
sont proportionnels a la fréquence de leurs rencontres, lesquelles sont avantageuses pour les
prédateurs et problématiques pour les proies.

Théoréme 32.39 (Lotka-Volterra[312]).
Soient des constantes positives a, b, c,d et le systeme d’équations différentielles

r' = ax — bxy (32.268a)
y = —cy +dzy (32.268b)
x(to) > 0,y(ty) > 0. (32.268c)

Alors
(1) Les solutions sont positives sur leur domaines.
(2) Les solutions existent sur R.

(3) Les solutions sont périodiques.

Démonstration. Nous divisons la preuve.

(i) Comment théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique Le théoréme de Cauchy-Lipschitz '
ne peut pas s’appliquer tel quel parce qu’il demande une condition initiale pour avoir unicité.

16. Théoreme 17.42.
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En ce qui concerne les notations, ce qui est noté « y » dans le théoreme est ici le couple z,y

et la fonction f est alors
T ax — bxy
= . 2.2
it <y> ) (—cy + d:cy) (82:269)

C’est une fonction continue localement Lipschitz partout par le lemme 12.334 et la proposi-
tion 12.333.

Nous savons cependant que les solutions sont de classe C'! et que moyennant la donnée d’une
condition initiale, la solution est unique.

Les solutions restent positives Supposons z(s) = 0 pour un certain s > ty. Alors le

solution
z(t) =0 (32.270a)
{ y(t) = exp(—ct) (32.270b)

est une solution pour [tg, s + €]. Par unicité de la solution avec condition initiale s(s) = 0,
nous avons aussi z(tg) = 0 pour toutes les solutions, ce qui contredit notre condition.

De la méme fagon, avoir y(s) = 0 donne une solution avec y(t) = 0 pour tout ¢ et donc une
contradiction.

(iii) Solutions sur R Nous montrons maintenant que les solutions sont définies sur IR.

Nous avons 2’ < ax, donc pour tout ¢ ot la solution est définie,
0 < z(t) < z(tg)e—0), (32.271)

c’est-a-dire que la solution ne peut pas exploser en temps fini'” : elle est bornée par le haut
et le bas. Elle doit donc exister pour tout ¢ € R. Par ailleurs, ' < dzy donc

0 < y(t) < y(to)e o )% (32.272)

qui est également contraire a ’explosion en temps fini.

(iv) 4 zones : monotonie Nous divisons R? en quatre zones d’aprés les signes de a — by et

(v)

c¢— dz. Nous montrons que dans chacune de ces zones, les solutions sont monotones. Prenons
par exemple la partie

{(z,y) € R? tel que a — by > 0} x {c — dz < 0}. (32.273)

Vu Iéquation 2/ = z(a — by), tant que (x(t),y(t)) est dans cette zone, la fonction z’ a le
signe de x et est donc positive. Donc x est croissante dans cette zone.

De la méme fagon, ' = —y(c — dx), et 3 a un signe constant dans la zone.

4 zones : on bouge Nous prouvons a présent qu'une solution ne reste pas dans une zone.

(1) Supposons que (z(to), y(to)) soit dans la zone

{a —by > 0} X {¢ —dx > 0} (32.274a)
2 >0 y <0 (32.274b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t > ty). Nous avons en particulier
a2’ > 0, donc x est croissante tout en ayant la borne supérieure x < ¢/d. Par conséquent
r a une limite que nous appelons x; € [0, ].

De la méme fagon, ; y est décroissante et bornée vers le bas par zéro. Donc y a une limite
que nous notons y; € [0, y(to)].

Vu que z est bornée et de classe C'! nous avons forcément lim;_, z'(t) = 0. Mais vu
que 7' = ax — bxy nous devons avoir

ax; — bryyp = 0. (32.275)

17. Voir le corolaire 32.19.
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Mais ni 71 > 0 donc a — by; = 0, ce qui donne y; = § et aussi r1 = 5. Bref, y est
décroissante et tend vers a/b; donc y(tp) > a/b, ce qui contredit que y(tp) soit dans la
zone considérée.

Etant donné que 2/ > 0 et 4/ < 0, la solution sort de la zone pour entrer dans la zone

(2) Supposons que (z(to),y(to)) soit dans la zone

{a —by >0} X {c —dx < 0} (32.276a)
2 <0 y' >0 (32.276b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les ¢t > ty). Les fonctions z et y sont
convergentes. Par conséquent In(y) converge aussi et vu que z est croissante,

/
Lo etdo > —a+du(ty) > 0 (32.277)
y

Cela signifie que In(y)’ est toujours positive et bornée par le bas. Cela est impossible si
y est borné.

Donc on sort de la zone pour entrer dans ...

(3) Supposons que (z(to),y(to)) soit dans la zone

{a —by <0} X {¢ —dz < 0} (32.278a)
2 <0 y >0 (32.278b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t > t).
Le méme type de raisonnement fait passer a la zone. ..

(4) Supposons que (z(to),y(to)) soit dans la zone

{a —by <0} X {¢ —dz > 0} (32.279a)
2 <0 y <0 (32.279h)

et que la solution reste dans cette zone (pour les ¢ > ty). Encore une fois, cela nous fait
sortir de la zone et retourne vers la premiere zone.

A ce moment nous voyons déja que la relation entre proies et prédateurs, c’est un peu le
mythe de Sisyphe. ..

(vi) Une intégrale premiére Posons la fonction

H(z,y) = by + dz —aln(y) — cln(z). (32.280)
Une simple dérivation montre que = — H(z(t),y(t)) est constante. Nous considérons la
fonction
f:R—>R
32.281
5 — H(E, s) ( )

d

dont la dérivée n’est autre que f'(s) = b—%. La fonction f est donc décroissante sur I'intervalle
[%, o[ et donc injective. Sur les changements de zones, il existe un ¢y tel que

2(t) = = (32.282a)

C
y(to) > 0. (32.282b)

Pour cette valeur ¢y nous avons alors H (z(to),y(to)) = f(y(to)). En posant so = y(to) > 0
HOUS avons

H(z0,90) = f(s0) (32.283)

et f étant injective, ce sg est la seule valeur de s a vérifier H(zg,y0) = f(s).
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(vii) Conclusion La fonction  passant d’une zone a 'autre, il existe un ¢; > ty tel que z(t1) =
a/b. Nous avons évidemment

H (z(t1),y(t1)) = H(zo, yo) (32.284)
parce que H est constante le long du mouvement. Cela se traduit par
H(3.y(h) = f(s0), (32.285)
et donc y(t1) = f(so) = y(to). Avec tout cela nous avons
y(t1) = y(to) (32.2864)
{ 2(t1) = 2(ts) = % (32.286b)
Cela est donc un point par lequel la solution repasse. Par unicité de la solution, elle est donc
périodique.
O
32.9 Equation du second ordre
32.9.1 Wronskien
Nous considérons ici une équation différentielle de la forme
y"(t) +q(t)y(t) =0 (32.287)

Dans ce point nous allons considérer la fonction ¢ sans hypothese de périodicité. L’équation de Hill
(sous-section 32.9.4) sera la méme équation, mais en supposant que ¢ est périodique.

Nous commengons par argumenter que si ¢ est continue, alors ’ensemble des solutions de
I’équation (32.287) est un espace vectoriel de dimension deux. Pour cela il suffit d’appliquer la
méthode de réduction de l'ordre (section 32.7) puis le théoréeme de dimension pour les systémes
linéaires (théoreme 32.15). En effet si la fonction y; est solution de (32.287) si et seulement si le

vecteur Y = <‘zl> est solution du systeme linéaire
2

Y/(t) = <_;( ) é) Y (1), (32.288)

Soient deux solutions y; et yo de I’équation différentielle. Le Wronskien de ces deux solutions
est le déterminant

W) =" Y2, (32.289)
Y1 Y2
Si nous considérons I’équation différentielle
Y +py +qy =0, (32.290)

le Wronskien peut étre déterminé sans savoir explicitement y; et yo parce que W = y194 — yiya,
et en dérivant,

W' =y1vs + viys — yiy2 — v1ys (32.291a)
= y1(=pys — qy2) — (—=py1 — ay1)y2 (32.291b)
Y1 Y2
=— : 32.291c
Plot o ( )
c’est-a-dire
W' = —pW. (32.292)

Il suffit donc de savoir une condition initiale pour obtenir une équation différentielle pour W.
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32.9.2 Avec second membre

Une équation différentielle du second ordre avec un second membre se présente sous la forme
ay” (t) + by’ (t) + cy(t) = v(t) (32.293)

ot v(t) est une fonction donnée. Le truc est de commencer par résoudre 1’équation différentielle
sans second membre, c’est-a-dire trouver la fonction yg(t) telle que

ayy(t) + by (t) + cym(t) = 0. (32.294)

Cela se fait en utilisant la méthode du polynéme caractéristique.

Ensuite, il faut trouver une solution particuliere yp(t) de ’équation avec le second membre.
Une seule. Pour y parvenir, il faut du doigté et un peu de technique. Il faut faire des essais en
fonction de ce a quoi ressemble le v(t) :

(1) Siw(t) est un polynoéme, alors il faut essayer un polynome,
(2) Siv(t) = cos(wt) ou bien v(t) = sin(wt), alors essayer yp(t) = Acos(t) + Bsin(wt),

wt

(3) Siw(t) = e¥t, alors essayer yp(t) = Ae

32.9.3 Equation 3" + ¢(t)y = 0

Nous allons donner quelques propriétés des solutions de ’équation
v +qy=0 (32.295)
en fonction de telle ou telle hypothese sur .

Proposition 32.40.
Siq: RT — R est continue et si

fo )t (32.296)

converge, alors
(1) toute solution bornée de y" + qy = 0 vérifie limy_ ' (t) = 0,

(2) Uéquation y" + qy = 0 admet des solutions non bornées.

Démonstration. Soit y une solution bornée, et intégrons ’équation différentielle entre 0 et oo :

JOO Y (t)dt = — JOO q(t)y(t)dt. (32.297)

0

La fonction y étant bornée, I'hypothése sur g permet de dire que I'intégrale de droite existe. Par
ailleurs,

0 a
J y" = lim | y" = lim ¢/(a) — y/(0). (32.298)

a—00 a—00
0 0

Cela justifie que la limite lim;_, o ¢/(t) existe. Posons o = lim;_,, 3/ (t) et supposons par ’absurde
que « # 0. Soit € > 0 et A assez grand pour que

ly" — all e < e (32.299)
Soit aussi > A. Nous avons
y(@) =y(\) + f y'(t)dt (32.300a)
> y(\) + I(a — €)dt (32.300b)
=y(\) + (2 —e)(z — \). (32.300¢)
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En prenant la limite des deux cotés on voit que y(x) — o0 dés que a # 0, ce qui est contraire aux
hypotheses. Donc o = 0.

Pour la seconde partie de la proposition, nous devons prouver que 1’équation 3" + qy = 0
possede des solutions non bornées. Si ’équation a seulement des solutions bornées et si {u, v} est
une base de solutions, alors nous avons u/,v" — 0. Si nous reprenons 1’équation (32.292) avec p = 0
nous savons que dans notre cas le Wronskien satisfait & W’ = 0, c’est-a-dire qu’il est constant.
Mais vu que u et v sont bornées et que les dérivées tendent vers zéro, nous avons W(t) — 0 et

donc W (t) = 0.
Or l'annulation identique du Wronskien contredit que {u, v} serait une base de solutions. Donc
il existe des solutions non bornées. O

Proposition 32.41.
Soit I’équation différentielle y" +qy = 0. Si q est C', strictement positive et croissante, alors toutes
les solutions sont bornées.

Démonstration. Soit y une solution et multiplions I’équation par 2y’ (qui est non nulle par hypo-
these) :

2y'y" + 2qy'y = 0. (32.301)
Nous allons intégrer cela en nous souvenant que 2y'y” est la dérivée de (3')2. Pour tout ¢ > 0 nous
avons
t
0=y (0 /O + 2 [ a0/ (o) (32.302)
par E)rartie
t
=/ () — ¢/ (0)* + 2 ([qy% — f q’y2> (32.302b)
0
(32.302¢)

Le terme qui nous intéresse est celui qui contient y(t) :
t
2¢(1)y(t)* = —y'(t)* + 4 (0)* + 24(0)y(0)* + 2f ¢y’ (32.303)
0

Nous pouvons majorer —y'(t)? par zéro et remplacer toutes les constantes par K :

t t 7
q
g(t)y(t)* < f Jv + K = J Eqy2, (32.304)
0 0

C’est le moment d’utiliser le lemme de Gronwall 32.4 avec ¢ = qy? et 1) = ¢/q. Les hypotheses de
croissance et de positivité ont été posées expres. Bref, on a

2 "q(s)
qy” < K exp ( L ) ds) (32.305a)
= exX n L(t)
= Kexp <1 q(O)) (32.305b)
_ -4 .
= Kq(o)‘ (32.305¢)

¥ < (32.306)

et donc y est bornée. O
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32.9.4 Equation de Hill

L’équation de Hill est une équation différentielle de la forme
Yy +qy=0 (32.307)

ou
(1) g€ CY(R,R),
(2) q est paire et w-périodique
Nous nous intéressons aux solutions complexes de cette équation différentielle.

Nous nommons W < C?(R, C) I'espace des solutions complexes de 1’équation (32.307). Nous
savons par ce qui a été dit en 32.9.3 que cet espace est de dimension deux. De plus avec les
hypotheses faites ici sur ¢, nous savons que les solutions sont de classe C® parce que si y est une
solution, alors 1’équation 4" = qy nous indique que y est C' parce que y” existe (3 est dérivable et
donc continue). Mais si y est de classe C?, alors le membre de droite qy est C! et donc 3" est C*,
ce qui prouve que y est de classe C3. La récurrence ne va pas plus loin parce que ¢ est seulement
de classe C*.

Nous considérons I’application de translation

T:C*R,C) - C*(R, )

(Ty)(x) = y(x + 7). (32.308)

En utilisant la régle de dérivation de fonctions composées, (T'y)" = Ty et (Ty)” = Ty", de telle
sorte que si u est solution de 1’équation (32.307), alors Tu est également solution. Donc W est un
espace stable par T

Le théoreme 32.15 nous permet de choisir une base de W en imposant des conditions. Nous
choisissons une base {y1,y2} telles que

<
—
—
(=}
I
—
<
[\
—
(=)
I
(es)

(32.309)

<
—_~
—
=)
I
)
<
N~
—
=
I
—

Le théoreme 32.15 nous assure que deux telles solutions existent et qu’elles forment une base de
W parce que W est de dimension 2.

Lemme 32.42 ([621]).
Avec ce choiz de base {y1,y2} la matrice de T est donnée par

_ y1(m)  ya2(m)
= (yi(w) yé(w))' (32.310)

De plus la fonction y1 est paire et la fonction yo est impaire.

1
Démonstration. Cherchons la matrice de T dans cette base en associant ( 0) ayy et <(1)> a yo. Si

Ty, = (‘CL 2) (é) = (i) = ayr + cy. (32.311)

(Ty1)(0) = ay1(0) + cy2(0) = a, (32.312)

donc a = (T'y1)(0) = yi (7). En dérivant (32.311), en tenant compte du fait que (T'y1)" = Ty} et
en évaluant en ¢t = 0, nous trouvons de méme ¢ = y; (7). Puis le méme cinéma avec yo donne

_ (wn(m) ya(m)
' (yi(ﬂ) yg(w)) (32.313)

a b
T= ¢ d , alors

En évaluant cela en t = 0,
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Passons maintenant & la parité de y; et yo. Nous posons 1(t) = y;(—t). Alors ¢/'(t) = —yj(—t)
et ¥ (t) = y{(t), tant et si bien que

() + a(t)(t) = yi(=t) + q(t)yr(—t) = 0. (32.314)

donc v est une solution de I’équation. Mais
{ ¥(0) = 31(0) (32.315a)
¥'(0) = —41(0) = 0, (32.315b)

donc 1 a les mémes conditions initiales que y;. Par conséquent ¢ = y; (par le 'unicité donnée
dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz 17.42) et y; est paire. Nous procédons de méme en partant
de ¢(t) = —y2(—t) pour trouver que ¢ = y9 et que donc que yo est impaire.

O

Remémorons nous toutefois, pour calmer tout enthousiasme excessif, que T" dépend de deux
solutions et donc de la fonction ¢ donnée dans I’équation.

Proposition 32.43 ([89]).
Nous considérons 'équation y" + qy = 0 et sa base de solutions {y1,y2} en suivant les notations
données plus haut.

(1) Si | Tr(T)| < 2, alors toutes les solutions de l’équation sont bornées.
(2) Si | Tr(T)| = 2 alors nous avons une solution non bornée.
(3) Si | Tr(T)| > 2 alors toutes les solutions de l’équation sont non bornées.

(4) Le cas | Tr(T)| = 2 se présente si et seulement si yi (m)ya(mw) = 0.

Démonstration. Remarquons que le déterminant de la matrice T est égal au Wronskien des solu-
tions y; et yo calculé en t = 7. Calculons sa valeur :

W(y1,y2) = det (i ‘ZZ) = Y1y — Y1 Y5 (32.316)

En dérivant et en remplagant y/ par —qy;, nous trouvons tout de suite W (y1,y2)" = 0. Donc le
Wronskien est constant et il est facile de le calculer en t = 0 :

Wi(y1,y2)(0) =1-0=1. (32.317)
Donc pour tout ¢ nous avons W (yy,y2)(t) = 1. En particulier
det(T) = W(y1,y2)(7) = 1, (32.318)

et notons au passage que T est inversible.
Nous écrivons le polynéme caractéristique de T sous la forme yr = X? — Tr(T)X + det(T),
c’est-a-dire
xr=X2-Te(T)X +1, (32.319)
dont le discriminant est A = Tr(A)% — 4.
Nous passons a présent aux différents points de la proposition.

(1) Si |Te(T)| < 2, alors A < 0 et xr a deux racines complexes conjuguées que nous notons
p et p. De plus le produit des racines étant le terme indépendant, pp = 1; en particulier
lp| = |p| = 1. Notons {u, v} une base de vecteurs propres : Tu = pu et Tv = pv. Il est vite
vu que la fonction |u| est m-périodique :

ul (@ +7) = Ju(t + m)| = [(Tu)(@)] = [(pu)(O)] = |pllul(t) = [ul(t). (32.320)

La fonction |u| est continue '® et périodique ergo bornée. La fonction |v| est bornée pour la
méme raison et par linéarité, toutes les fonctions de W sont bornées.

18. La fonction u elle-méme n’est cependant pas garantie d’étre périodique.
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Si Tr(T) = 42, alors A = 0 et x7 a une racine réelle double '’ qui doit étre +1. Soit u un
vecteur propre de T pour la valeur propre +1. Nous avons

lul(t + m) = |Tu(t)| = | £ u(t)|, (32.321)

ce qui prouve encore que |u| est périodique et donc bornée.

Notons que nous n’avons pas d’informations sur le fait qu'une autre solution soit ou non
bornée.

Si | Tr(T')| > 2, alors xp a deux racines réelles distinctes r et v’ avec rr’ = 1 (toujours les
relations coefficients-racines). En raison de quoi ' = r~! et quitte & échanger r et 7’ nous
supposons |r| > 1. L’opérateur est maintenant diagonalisable et nous considérons {u, v} une
base de vecteurs propres pour les valeurs propres r et r’. Une solution non nulle de 1’équation
s’écrit donc sous la forme

y = ou+ Pv (32.322)

avec (a, 5) # (0,0).
— Si a =0, alors 8 # 0 et nous choisissons une valeur ¢ telle que v(t) # 0. Dans ce cas,
y(t +nm) = po(t +nmr) = B(T")(t) = B(r')"v(t), (32.323)
et en faisant n — —o0 nous obtenons +00 suivant le signe de (.
— Si a # 0, alors nous fixons ?° ¢ tel que u(t) # 0. Alors
y(t +nm) = ar™u(t) + B(r")"(t). (32.324)

En faisant n — o0, nous avons (r')” — 0 tandis que le premier terme tend vers +oo
suivant le signe de a.

D’abord le théoréeme de Cayley-Hamilton 9.114 nous indique que x7(7T) = 0, c’est-a-dire que
T? — Te(T)T +1 = 0. (32.325)
Nous avons déja mentionné le fait que 7" était inversible. Multiplions donc (32.325) par T~} :
T+T' =Tr(T)1,. (32.326)

Vu que T! est 'endomorphisme T~ 'u(t) = u(t — ), sa matrice est donnée par
TG E) - ) e

ol nous avons utilisé le fait que y; était paire et ys impaire (lemme 32.42). Si nous notons

_fa b 1 _(a =D
T_(c d>,alorsT _<c d)et

T+T ' = (20“ 20b> . (32.328)

L’équation (32.326) donne alors, vu que Tr(T") = a + d,
2a 0 a+d 0
D) (30.0)

. . ‘s . a b
ce qui donne immédiatement a = d. La matrice de T' a donc comme forme T = <c > et

a
Tr(T) = 2a.

Donc Tr(T) = £2 si et seulement si a = +1 et vu que 1 = det(T) = a? — be, nous avons
a = +1 si et seulement si bc = 0, ce qui signifie exactement v} (m)y2(7) = 0.

O]

19. Ce qui n’implique pas le fait d’avoir deux vecteurs propres pour cette valeur propre, mais tout de méme au
moins un, voir I’exemple 9.111.
20. Mais pas trop hein; nous aurons encore besoin d’assigner a t d’autres valeurs dans d’autres théoremes.
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32.10 Différents types d’équations différentielles

32.10.1 Equation homogéne

Une équation différentielle homogeéne est une équation de la forme

y' = f(t,y) (32.330)

ou f(At,\y) = f(t,y) pour tout A # 0.

Elle se présente sous la forme

, degrénent,y

y (32.331)

~ degrénent,y’

avec pas de 3/ a droite : juste du y et du t.

Lemme 32.44.
L’équation y' = f(t,y) est homogéne si et seulement si f(t,y) est une fonction de y/t seulement.

Pour résoudre ’équation homogene, on pose

t
z(t) = y(t)’ (32.332)

donc tz =y, et

Y (t) =t () + v(t), (32.333)
a remettre dans 1’équation de départ.
32.10.2 Equation de Bernoulli

C’est une équation du type
y' = a(t)y + b(t)y” (32.334)

ol a # 0 ou 1. Pour la résoudre, on divise I’équation par y®, et on pose u = y'~, et on tombe sur
une équation linéaire

u' = (1-a)(a(t)u+b()). (32.335)
32.10.3 Equation de Riccati

Définition 32.45 ([637]).
C’est une équation de la forme
Y = a(t)y® + b(t)y + c(t). (32.336)

En général, on ne peut pas la résoudre, mais si on en connait a priori des solutions particulieres,
alors on peut s’en sortir.

(1) Si on sait que y1(t) est une solution, alors on pose

1
t) =wy(t) + —= 32.337
v =) + (32.337)
et on obtient une équation linéaire

u' = —(2y1(t)a(t) + b(t))u — a(t). (32.338)

(2) Siy; et y2 sont solutions, alors nous avons y sous forme implicite

Y=Y _ e Sal®) (mt)-y2()dt (32.339)
Yy—1y2

Pour résoudre une équation de Ricatti, il faut donc d’abord deviner une ou deux solutions.



32.10. DIFFERENTS TYPES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2207

32.10.4 Equation différentielle exacte
32.10.4.1 Résolution lorsque tout va bien

Avant de vous lancer dans les équations différentielles exacte, vous devez lire la section sur les
formes différentielles 12.22. Une équation différentielle exacte est de la forme P(t,y)+Q(¢,y)y’ =0
que nous allons écrire sous la forme

P(t,y)dt + Q(t,y)dy = 0. (32.340)

Nous savons que si 0y P = 0;@Q, alors il existe une fonction f(¢,y) telle que Pdt + Qdy = df. Pour
trouver une telle fonction, nous pouvons simplement intégrer la forme Pdt + Qdy. En effet, si
7:[0,1] = R? est un chemin tel que v(0) = (0,0) et v(1) = (¢, y), alors en définissant

1

[Pdt + Qdt] = L [(Pov)(wdt+ (Qoy)(u)]((w)du, (32.341)

f(t,y) =f

Y

nous avons df = Pdt + Qdy. N’importe quel chemin fait laffaire. Calculons avec v(u) = (tu, yu).
La dérivée de ce chemin est donnée par

V() =t (é) +y (2) . (32.342)

Etant donné que dt <Z> =aqa et dy <Z) = b, nous avons

st = [ tpat-+ Qo) (¢ (3) + (V) ) o

1

= fl P(’y(t))tdu + f Q(’y(t))ydu (32.343)

0 0

= L [tP(tu, uy) + yQ(tu,yu)]du.

Nous retrouvons exactement la formule (20.304). Si ¢a t’étonne, c’est que tu n’as pas compris ;)
Dans le cas oll nous avons la fonction f qui vérifie P = 0,f et Q = 0, f, '’équation (32.340) devient

of  ofdy
e + @E =0, (32.344)
c’est-a-dire
i[f(t y(t))] ~0 (32.345)
dt ’ ’
dont la solution
fltyt) =C (32.346)

donne la solution y(t) sous forme implicite.

32.10.4.2 Facteur intégrant (quand tout ne va pas bien)

Si la forme Pdt + Qdy n’est pas exacte, il n’existe pas de fonction f qui résolve 'affaire. Nous
pouvons toutefois essayer de trouver un facteur intégrant. Nous cherchons une fonction M telle
que

(MP)dt + (MQ)dy (32.347)
soit exacte. Nous cherchons donc M(t,y) telle que 0y(MP) = 0,(MQ). En utilisant la regle de
Leibnitz, nous trouvons I’équation suivante pour M :

M(3,P — 3,Q) = Q(&:M) — P(0,M). (32.348)

Cette équation est en générale extrémement difficile a résoudre, mais dans certains cas particuliers,
il est possible d’en trouver une solution a tatons.
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32.11 Distributions pour les équations différentielles

Nous commengons par définir I’espace C'® (]R, 7! (]Rd)) en disant que t — u; est dans cet espace
si
(1) pour tout t € R nous avons u; € .7’ (RY),
(2) lapplication ¢ — wu; est de classe C®.

Pour définir ce que nous entendons par une fonction de classe C* & valeurs dans .’ (IR%) nous nous
souvenons de la proposition 30.50.

32.11.1 Equation de Schrédinger

Théoréme 32.46 (Equation de Schrédinger[29]).
Soit g e /' (R?) et le probléme

{ Ovii — iAT = 0 (32.349a)
U =g (32.349b)

ou e C® (IR, @’(Rd)) est lié a u par la remarque 30.70. Alors
(1) Il existe une unique solution dans C*(R,.7"(R%)).
(2) Cette solution u vérifie de plus @ € .#'(R x R?).

Démonstration. Nous allons donner explicitement une fonction u € C*(R,.#’(R?)) et nous allons
vérifier ’équation (32.349a) en testant sur une fonction ¢ € ./ (IR x RY). Cela prouvera le point (2)
ainsi que la partie existence de (1). Dans ce qui suit toutes les transformées de Fourier seront par
rapport & la variable € R? ou par rapport a &. Jamais par rapport a t € R.
(i) Existence Pour t € R nous posons *!
w = F'(f:9) (32.350)

ou f; € (R?) est la fonction f;(z) = e~I#I* Pour toute fonction ¢ € . (IR%) nous avons

w () = (f)(F (@) = a(fF '(v) = g<f(ff‘1(<p))). (32.351)

Le fait que F~!(¢) soit une fonction Schwartz fait partie de la proposition 29.26. Pour chaque
t nous avons bien u; € ' (Q).
De plus la fonction h(t,z) = e ®I#I°(F~1p)(z) est dans C*(R x R%), et par conséquent
I’application

t— g(h(t,.)) (32.352)

est également C'® par la proposition 30.52. Ceci pour dire que u € C® (]R, y’(]Rd)). 11 faut
encore vérifier que cette fonction est bien une solution de notre probleme. Nous testons cette
équation sur 1 € .7 (R x R?). Pour alléger les notations nous posons t;: = +— (¢, x) et par
conséquent aussi (0y)r)(x) = (04))(t, z). Nous avons :

O = (0 — iAT) (V) (32.353a)
= —a(0ph) — it(A) (32.353b)
— _JR u ((Ope) + i(A¢y))dt (32.353c)

Ici nous nous souvenons du lemme 29.29 qui nous dit que nous pouvons permuter F ! et o;.
Et pour l'autre terme il faut utiliser le lemme 29.19 avec |a| = 2 et une somme pour obtenir
que -

Ap(x) = —|z]*¢(z), (32.354)

21. En utilisant la définition (30.47) du produit d’une distribution par une fonction.
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qui dans notre cas s’écrit sous la forme
FH((a0) @) = —[2|2F ). (32.355)

En remettant bout a bout,

Q@

—J (f:9) ((5t - iH-HQ)f‘lwt) dt (32.356a)
R

— J §<sc — ezl (g, — z'||x||2)(]-"_1w)(t,:c))dt (32.356b)
R

Pour alléger les notations nous notons () = (F~'4)(t, ). Nous avons

v

O (e—it\\ﬂfl\Q@(x)) - —z'||a:||2e_itH$”2wt(x) n e—z‘tHzHQ(aﬂgt)’x) _ e—itl\x\\z(@t _ ZHI‘”Q)@Z;t(x),
(32.357)
cela nous permet d’un peu factoriser une dérivée dans  :

V= JR g (at (e*it\\-\%(.))) dt (32.358a)
_ JR &g (e—itu.\%(,)) d (32.358b)
— Jim [é(e"‘”"%(-))]:]_vjv- (32.358¢)

Histoire de bien comprendre les notations, il ne s’agit pas de calculer g(e—“H'”%/?t) pour un t

général et de remplacer ensuite t par N et —N. En effet la valeur de f](e_itH'“QvJ)t) pour un ¢
donné est celle qu’on obtient en calculant §(...) aprés avoir remplacé ¢ par ce que 1’on veut.
Par conséquent, en posant ¢(t,&) = e‘lH&HQM(E) Nnous avons :

Q= lim {g (x — JR e—“%(t,g)d{)]t:N (32.359a)

N—w I——N

N—o0

= lim ¢ <x — fR e—“&(p(N,g)cg) — lim g <x — J}R e~ p(—N, g)dg) (32.359b)

La limite commute avec g parce que cette derniére est une distribution (continue). De plus
la limite commute avec l'intégrale parce que ce qui est dedans est Schwartz. La fonction ¢
étant Schwartz, la limite est nulle. Donc

@ =0. (32.360)
Cela signifie que la fonction u proposée est bien une solution de ’équation de Schrodinger

dans C*(R,.'(R%)).

(ii) Unicité Nous considérons deux solutions uy, us € C* (]R, 7! (]Rd)) et la fonction © = u; —us
doit satisfaire au probleme

{ (Ora — 1Aw) () =0 (32.361a)
ug = 0. (32.361Db)
Nous allons montrer que seule la fonction u; = 0 peut satisfaire a cela pour tout ¢ € .7 (R x
Rd). Nous allons méme montrer qu’en imposant ces équations seulement sur la partie de

Z(R x RY) qui est & support compact par rapport a R, la seule solution est u; = 0. Soit
donc ¢ € (R x ]Rd) a support compact vis-a-vis de sa variable t. Alors

0= —a(A) + iAY) = — JR ut((atwt) + i(Awt))dt (32.362)
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ou encore une fois 0y est la fonction x — (041))(t, x). Maintenant nous utilisons la proposi-
tion 30.73 pour dire que

d 0
= (ut(wt)> — uY () + (;f(t, .)) (32.363)
pour écrire ;
O:‘Ldﬁwwm—ﬂwwo+wwAmewt (32.364)
Le premier terme est facile :
d =N
JR = (ut(wt))dt — lim [ut(wt)]z:w —0 (32.365)

parce que v est a support compact par rapport a t. Nous restons donc avec

f A () — g (AD)(8,.))de = 0 (32.366)
R

Nous traitons le terme en ugl) en utilisant le fait évident T(p) = (FT)(F 1) et en remar-
quant le lemme 30.74 :

ut) () = (Ful)(F ) = (Fu)) (F ). (32.367)

Pour 'autre terme on fait un peu la méme chose en nous souvenant ce que fait la transformée
de Fourier en traversant le laplacien :

ut(Atpy) = (Fup) (F~HA%) = (Fug) (2 — |z (F~ ) (@) (32.368)

En recollant encore :

J (Fu) S (F ) + i (Fug) (| |2F 1) dt = 0. (32.369)
R

Cette équation est valable tant que 1 € . (R x RY) avec support compact en t. Nous allons
nous en créer une super cool. D’abord nous choisissons ¢ € .Z(R%) et x € Z(R) et nous
considérons %*

v(t,2) = F (&~ M o()x(1)) (@), (32.370)

Notons que la transformée de Fourier conserve le fait qu'une fonction soit Schwartz >*, mais
pas le fait d’avoir support compact. Cependant nous ne prenons que la transformée de Fourier
par rapport & x. Le résultat est donc une fonction 1 qui est Schwartz par rapport a = et
support compact par rapport a t. Nous pouvons donc écrire (32.369) en utilisant la fonction
(32.370) :

0= JR<fu>§l> (x — eit“w“2¢(x)x(t)) +i(Fuy) (33 — \|x\|2eit\\$“2¢(x)x(t))dt. (32.371)

La dedans, x(t) peut sortir a la fois de la transformée de Fourier et de I’application des
distributions; il doit seulement rester dans l’intégrale. Dans le second terme nous allons
utiliser ’égalité (due entre autre a la proposition 30.73) :

d ~ i d 1
< (e 1)) = 5 <ut(;e tu.\|2(p)> (32.372a)
_uD (F ) 4 <§t J-ceitl.?@) (32.372b)

= (Fu") (2 — 17 o)) + (Fue) (z — iz P o)) (32.372¢)
— (Fu)" (& = eV o(2)) + (Fug) (2 = i)z o(2)).  (32.372d)

22. Le candidat qui parvient a effectivement présenter ¢ca comme développement, il est fort.
23. Proposition 29.20.
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Et la, magie c’est exactement ce qui est dans (32.371). Donc

d .
f il (x> 7P () x(t)dt = 0 (32.373)
R
pour toute fonctions & support compact x. Donc la proposition 30.1 nous dit que
octiy (z — 7P o(2)) = 0. (32.374)

C’est zéro partout et non seulement presque partout parce qu’en plus nous avons la continuité.
Par conséquent pour tout ¢ € R nous avons

iy (z — eitHxHQ@(x)) = dp(z — p(z)) = 0. (32.375)

Et cela est vrai pour toute fonction ¢ € .%(IR%). Nous considérons donc tg € R et une fonction
0 € .(R?) pour construire

o(z) = el g(z). (32.376)
Nous avons alors @, (z — 6(z)) = 0, ce qui signifie que @y, = 0. Du coup pour tout 6 € .7 (RY)
nous avons uy, (F6) = 0, mais comme la transformée de Fourier est une bijection de . (R%)
(proposition 29.26) nous avons en fait u, (6) = 0 pour tout 6 € .7 (R?), c’est-a-dire uy, = 0
pour tout f5 € R et au final u = 0.

O]

32.12 Equations différentielles du premier ordre

Définition 32.47 (Equation différentielle du premier ordre).

Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui, sur un intervalle donné,
1, décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonctiony : I — R, et la
dérivée premiére de y qui on note y'.

Souvent on écrit «y'(z) = une formule contenant x et y(x)», c’est & dire
y'(x) = f(z,y(x)), pourzel, (32.377)
ou f est une fonction de deux variables réelles.

Remarque 32.48.
La théorie des fonctions de deux variables ne sera pas abordée dans ce cours, nous allons nous
contenter de prendre f dans (32.377) comme une simple notation.

On peut presque toujours omettre d’écrire la dépendance de y en x et écrire simplement (32.377)
sous la forme ¢ = f(z,v).

Définition 32.49 (Solution particuliere d’une équation différentielle du premier ordre).
Une solution particuliére de ’équation (32.377) sur l'intervalle I est une fonction z : I — R
telle que :

(1) z est dérivable sur I ;

(2) Z(x) = f(x,z(x)), pour tout z € 1.

Définition 32.50 (Solution générale d’une équation différentielle du premier ordre).
Résoudre une équation différentielle veut dire trouver ’ensemble qui contient toutes ses solutions
particuliéres. Cet ensemble s’appelle solution générale de ’équation.

Exemple 32.51. (1) Résoudre une équation du type y/(x) = f(z)<-++> revient a trouver l'en-
semble des primitives de la fonction f, qui est donc la solution générale de cette équation. I1
y a donc une infinité de solutions particuliéres, déterminées par une constante additive.

Si f(z) = sin(x) alors la solution générale sera Y = {—cos(z) + C : C € R}.
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(2) L’équation
y =, x € R, (32.378)

a peut-étre été abordée dans votre cours de terminale lors de la définition de la fonction
exponentielle. Sa solution générale est ) = {Ce® : C € R}. Ici aussi il y a une infinité de
solutions particulieres.

A

Remarque 32.52.
La solution générale d’une équation différentielle du premier ordre est une famille & un parameétre
de fonctions.

Définition 32.53 (Equation différentielle du second ordre).
Une équation différentielle du second ordre est une équation qui, sur un intervalle donne, I,
décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I — R, et les
dérivées premiére et seconde de y qui on note y' et y" respectivement.

On utilise la forme générale

y" = f(z,y,y), pouraxel (32.379)

ou f est une fonction de trois variables réelles.

On peut définir de maniere analogue les équations différentielles d’ordre supérieur. Les défini-
tions de solution particuliere et de solution générale se généralisent aux équations différentielles
d’ordre supérieur a un.

Définition 32.54 (Trajectoire).
La trajectoire tracée par une solution particuliére y de l’équation (32.377) est le graphe de y en
tant que fonction de x.

Exemple 32.55.

Nous allons regarder de plus pres I’équation (32.378), ' = y, pour tout x € R. Soient y; et y
deux solutions distinctes de cette équation. Si il existe un point z tel que y1(z) = y2(x) alors
forcement y1(Z)/y2(Z) = 1. Or, la solution générale de 1’équation est ) = {Ce® : C € R}, donc
yi(x) = Cie®, i = 1,2, ou les C; sont des constantes. Le rapport y1(Z)/y2(z) vaut Cy/Cy et par
conséquent C1 = Cs. Ce résultat contredit I’hypothese que les deux solutions soient distinctes. On
a donc montré que deux trajectoires distinctes de cette équation ne se croisent jamais.

A

1
D

D
\

(Y

o)
D
RN

=
D

FIGURE 32.1 — Quelques trajectoires de ’équation 3’ = v.

La figure 32.1 représente quelques trajectoires de ’équation. Si on les avait tracées toutes elles
recouvriraient tout le plan x-y. Cela veut dire que par tout point (z,y) passe une et une seule
trajectoire de l’équation (32.378).

A
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Définition 32.56 (Condition initiale).
Une condition initiale pour l'équation (32.377) sur lintervalle I est un point (Z,y) € I x R.
On dit que la solution particuliére z de (32.377) satisfait la condition initiale (z,y) € I x R si

2(z) = y.
Définition 32.57 (Probleme de Cauchy).

L’association d’une équation différentielle et d’une condition initiale est appelée probléme de
Cauchy

{y/ = f(xay)a T e I? (32380)

y(z) = y.

Remarque 32.58.
Sous des conditions assez générales qui seront toujours vérifiées dans ce cours, tout probléeme de
Cauchy admet une et une seule solution.

Pour passer de la solution générale d’une équation différentielle de premier ordre & une solution
particuliere il faut choisir une valeur du parameétre. Comme il y a un seul parametre une seule
condition (la trajectoire de la solution doit passer par un point fixe du plan) peut suffire. Pour une
équation différentielle de second ordre comme (32.379), nous aurons besoin de plus de conditions.
Sans rentrer dans les détails, nous allons constater ce fait dans ’exemple suivant.

Exemple 32.59.
La solution générale de I’équation

y' = —y, (32.381)

est ) = {C}cos(z) + Cysin(x) : C1, Cy € R}. Remarquez que 1’équation est du second ordre et
que sa solution générale est une famille d’équations & deux parameétres réels. Ce sera toujours les
cas pour les équations abordées dans la section 32.15. Pour déterminer une solution particuliere
de (32.381) il faut fixer les valeurs des deux parameétres et donc, en général, il sera nécessaire de
donner deux conditions. A

Remarque 32.60.
Une condition comme y(0) = 4 nous dit que la constante C; = 4 mais elle ne nous permet pas de
trouver Co. Il y a donc une infinité de solutions de (32.381) qui satisfont a la condition y(0) = 4.

On peut fixer les deux conditions de deux manieres différentes.

(1) Probléme de Cauchy : on fixe une terne de valeurs réels Z, 3, 3’ et on cherche la solution telle
que y(z) =7, ¥'(7) = ¥
Exemple 32.61.

Les conditions y(0) = 4, ¢/(0) = 15 permettent de trouver la solution z(z) = 4cos(z) +
15sin(x). A

(2) Probléme aux bords : on fixe deux points dans le plan z-y, A = (Z,y) et B = (%,7), et on
cherche la solution dont la trajectoire passe par A et B, c’est a dire, on impose y(z) = ¥,

y(z) = 7.

Exemple 32.62.
Les conditions y(0) = 4, y(w/2) = 15 permettent de trouver la solution z(z) = 4cos(x) +
15sin(x). A

32.13 Premier ordre, variables séparables

Pour certaines équations différentielles la recherche d’une solution particuliere se réduit a une
recherche de primitive moyennant un changement de variables.
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Définition 32.63 (Equation différentielle du premier ordre & variables separables).
Une équation différentielle du premier ordre da variables séparables est une équation qui,
pour tout les x dans un intervalle donné, I, peut se mettre sous la forme

fwy' = g(x), (32.382)

ou f et g sont deux fonctions de R dans R.

Nous pouvons intégrer les deux cotés de ’égalité par rapport a x et obtenir

j (@)W (#) ds = G(z) + C,

ou G est une primitive de g et C une constante réelle. 1l est facile a ce point d’effectuer un
changement de variable dans le membre de gauche de I’équation en posant (sans surprise) y = y(z)
et donc ¢/ (z) dz = dy.

|ty @ s = [ £ dy = F@) + €,
ou F' est une primitive de f et C' une constante réelle. En somme nous avons
Fy(z)) = G(z) + C,
et, si F' admet une fonction réciproque, alors
y(z) = FY(G(z) + O). (32.383)

Remarque 32.64.
L’expression de F~! peut étre difficile & calculer. II sera alors préférable de garder y dans la forme
implicite.

Exemple 32.65.
L’équation
3y%y =z, pour tout z € R, (32.384)

est une équation a variables séparables. Pour reprendre les notations du début du chapitre, ici
f(y) = 3y? et g(z) = x. En intégrant de deux cotés on trouve

2
3$
-Z i
yh=g

La fonction F(y) = 3° est une bijection de R dans R, donc nous pouvons écrire la solution générale
de I’équation (32.384) dans la forme

22 1/3
y={<2+0> telqueC’e]R}.

Exemple 32.66.
En intégrant de deux cotés ’équation a variables séparables

2yy’ = z, pour tout = € R, (32.385)

on trouve
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La fonction F(y) = y? est n’est pas inversible sur tout R, et on sait que 1/y2 = |y|. Au moment
de rendre y explicite on doit choisir entre

7 +C v v’ +C .
=|— ou =—| = i
Y=\ 2 Y 2
Ce choix se fait suivant la condition initiale, si elle est donnée. Si il n’y a pas de condition initiale
nous pouvons écrire que la solution générale est ’ensemble

2
yz{y:IR—ﬂRtelsquegf:a;+CetCe]R}.

JAN
Exemple 32.67.
On considere le probleme de Cauchy
Y = g3, el =3, (32.386)
y(=4) = 0.

En intégrant des deux c6tés nous trouvons
e’ =1In(lz + 3|) + C.

Nous pouvons alors imposer la condition initiale et obtenir €® = In(| — 4 + 3|) + C, c’est a dire
C=1-1In(1) =1.

Remarque 32.68.

L’énoncé du probléme de Cauchy dit que x peut varier dans |—o0, —3[, mais nous voyons maintenant
que la solution n’est pas définie sur toute la demi-droite, parce que e¥ est toujours positif et
In(|z + 3|) 4+ 1 est positif seulement pour x < —(1/e + 3) ~ —3,3679.

Donc la solution du probléme de Cauchy est y(x) = In(|z + 3|) + 1 pour tout = €] — o0, —(1/e +
3)[. A

Exemple 32.69.
Attention, cet exemple est le plus important de la section!
On considere I'équation a variables séparables

y =sin(z)y, zeR. (32.387)

Dans ce cas, pour pouvoir écrire I’équation dans la forme (32.382) il faut pouvoir multiplier les
deux cdtés par 1/y. Il faut donc éliminer tout de suite le cas ou y = 0.

Siy = 0 alors ¥’ = 0 et on a une solution constante (on dit souvent : une solution stationnaire)
de I’équation. Par ailleurs les trajectoires des solutions ne peuvent pas se croiser; donc si yg est
une solution non nulle de ’équation (32.387) alors yg(x) # 0 pour tout z?*. Il n’y a donc aucun
danger a diviser par y dans la recherche d’une solution non identiquement nulle.

Supposons maintenant que y # 0 et écrivons '/y = sin(z). En intégrant des deux cotés on
trouve

In(|y[) = —cos(z) + C,
d’ou

—cos(x)+C _ C_—cos(z)

ly| = e ee .

Si on avait impose une condition initiale alors on pourrait déterminer une solution particuliere
de ’équation en choisissant une valeur de la constante C'. Nous pouvons observer cependant que

24. Ca vaut la peine de prendre un peu de temps pour bien comprendre cela.
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la fonction exponentielle est bijective de R dans R™* et par conséquent il n’y a pas de perte de
généralité en disant que la solution générale de I’équation est

Y= {y lyl = Kem ™), pour KER“} v {y =0}.

Il n’empéche qu’il serait plus élégant d’écrire la solution générale de I’équation sous une forme plus
explicite, sans valeur absolue. Nous pouvons le faire en nous nous rappelant que

T six =0,
|| = .
—x six <0,

Il suffit alors d’autoriser K dans R* pour éliminer la valeur absolue.

Pour écrire la solution générale de fagon encore plus compacte nous observons que si K = 0
alors y = 0, c’est a dire, on retrouve la solution constante nulle.

Finalement, la solution générale de cette équation sera toujours écrite sous la forme suivante

Y = {y = Ke @, powr K e R}. (32.388)

A

32.14 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 32.70 (Equation différentielle linéaire du premier ordre).
Soit I < R un intervalle .
Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de
la forme
a(z)y’ +b(z)y = c(x), pourxel, (32.389)

ou a, b, ¢ sont des fonctions de R dans R et a # 0 pour tout x € I .
On dit que a, b, ¢ sont les coefficients de ’équation (32.389).

Remarque 32.71.
Une fonction f : R — R est dite linéaire si pour tout x1, o dans IR et pour tout couple de
constantes \ et 1 on a

fAz1 + pxa) = Af(z1) + pf(x2). (32.390)

Ces équations différentielles sont dites linéaires parce que la partie de I’équation qui contient y (le
membre de gauche) satisfait la propriété (32.390) par rapport a y. En effet par les propriétés de la
dérivée nous avons que

a(z)(Ay1 + pya)" + b(x)(Ayr + py2) = Ma(z)yy + b(x)yr) + pla(x)ys + b(z)ye).

Définition 32.72.
L’équation (32.389) est dite homogéne quand c est la fonction nulle. Si (32.389) n’est pas homo-
géne on dit que l’équation

a(z)y + b(z)y =0, (32.391)

est son équation homogéne associée.
Toute équation linéaire du premier ordre homogene est une équation du premier ordre a va-

riables séparables, comme nous en avons vu ’exemple 32.69. Nous n’allons pas répéter les détails
du procédé pour trouver sa solution générale, qui aura la forme suivante

A retenir 32.73

_ (@) g
Y = {Ke i ke ]R}. (32.392)
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Proposition 32.74. (1) Soity, une solution particuliére de I’équation (32.389) et yp, une solution
particuliére de l’équation homogéne associé (32.391). Alors la fonction somme z = yp + yp,
est encore une solution particuliére de [’équation (32.389).

(2) Soient y1 et yo2 deux solutions particuliéres de (32.389). Alors la fonction différence w =
y1 — Yo est une solution particuliére de (32.391).

Démonstration. (1)
a(@) (yp + yn)" + () (yp + yn) — c(x) = (a(@)y, + b(@)y, — c(x)) + (al@)y;, + b(2)ys) = 0.
(32.393)
(2)
a(z) (y1 —y2)" + b(x) (11 — y2) = (alx)yy + b(x)y1 — c(2)) — (a(x)ys + b(z)y2 — c(x)) = 0.

(32.394)
O

Cette proposition permet de démontrer le théoreme suivant, qui est le plus important de cette
section.

Théoréme 32.75.
Soit y, une solution particuliére de ’équation (32.389) et Yy la solution générale de l’équation
(32.391), alors la solution générale de I’équation (32.389) est l’ensemble

YV=WU+yp={2=yn+yp:y=help}. (32.395)

A retenir 32.76
La résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre comporte trois étapes :

(1) résolution de I’équation homogene associée ;
(2) recherche d’une solution particuliere de ’équation non homogene ;

(3) somme de la solution générale de ’équation homogene et de la solution particuliere
trouvée au point précédent.

La partie qui nous manque encore est de savoir comment trouver une solution particuliere de
’équation non homogene (32.389). Si la fonction ¢ dans (32.389) est une constante ou un polynéme
simple, ou une exponentielle alors on peut essayer de deviner. Cette méthode cependant n’est pas
la plus sure pour des débutants.

Exemple 32.77.
On considere I'équation
y' — 5y = 10, r e R. (32.396)

Comme tous les coefficients de ’équation sont constants on peut essayer de trouver une solution
constante.

Toutes les fonctions constantes ont une dérivée nulle, par conséquent, si une solution constante
existe elle doit satisfaire —5y = 10, ce qui veut dire que la solution constante est y(z) = —2. A

Exemple 32.78.
On considere I'équation
2y +y=x+1, re R, (32.397)

Comme le membre de droite de I’équation est un polynéme de degré un on cherche une solution
de la forme y(x) = Ax + B avec A et B dans R.

Par substitution on obtient Az + (Ax + B) = z + 1, c’est-a-dire que une solution particuliére
de léquation est y(z) = z/2 + 1. A
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Exemple 32.79.
L’équation
vy —y=x+1, reRT™. (32.398)

ressemble beaucoup a celle de I’exemple précédent, cependant il n’existe pas un polynéme de degré
un qui en soit solution.

Dans un cas comme celui-ci, il faut rapidement abandonner la divination et replier sur la
méthode, plus technique mais plus sure, dite variation de la constante. A

32.14.1 Meéthode de variation de la constante

— Soit YV, la solution générale de I’équation homogene associé a (32.389). 11 s’agit d’une famille
a un parametre de fonctions. La premiere étape de cette méthode consiste & construire
un candidat solution particuliere ¥, en remplagant le parametre dans ), par une fonction
C:R — R a déterminer.

Exemple 32.80.

L’équation homogene associée & y' —y = cos(z) est ¥y’ —y = 0, dont la solution générale
est V), = {Ce” : C € R}. Le candidat solution sera alors y, = C(x)e”, avec C fonction a
déterminer. A

— La deuxiéme étape de cette méthode consiste a injecter y, dans I’équation. Cela permet de
trouver une équation différentielle & variables séparables pour C, en principe plus facile a
résoudre que 1’équation de départ.

Exemple 32.81.
On continue avec l'exemple précédent. On a y,, = C'(z)e” + C(x)e”, d’ott

(C'(z)e” + C(x)e”) — C(x)e” = cos(z),

c’est-a-dire

C'(x) = cos(x)e ",
A

— La troisieme étape de la méthode consiste a trouver une solution particuliere de 1’équation
différentielle pour C' et, par conséquent déterminer une y,,.

Exemple 32.82.
La solution générale de
C'(x) = cos(x)e .

est C = {e_lw +K:Ke IR}. Il nous suffit une solution particuliere, nous pou-

vons donc choisir K = 0 et alors la solution particuliere de (32.389) sera y,(x) = w
A

Remarque 32.83.

Le plus souvent en intégrant I’équation pour C on en trouvera la solution générale. Dans ce cas
on peut remplacer C' par cette solution générale et obtenir d’un seul coup la solution générale
de I'équation (32.389) , c’est-a-dire sans faire la somme entre la solution générale de I’homogene
associée et la solution particuliere.

Exemple 32.84.
Dans l'exemple qu’on vient de voir la solution générale de (32.389) est

(sin(z) — cos(x))
2

YV=Vnt+y= {Cex—i— : CER}. (32.399)
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On obtient le méme résultat est écrivant ) = {e™* eilw + K ) : K eR;. Notez qu'on
a changé le nom du parametre de C' a K seulement pour souligner qu’on obtient de méme résultat
par deux chemins différents, sinon les deux expressions sont équivalentes! JAN

32.15 Equations différentielles linéaires du second ordre

Définition 32.85 (Equation différentielle linéaire du second ordre).
Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation différentielle de la
forme

a(z)y” +b(x)y + c(z)y = d(z), pourzel, (32.400)

ot a, b, ¢ et d sont des fonctions de R dans R et a # 0 pour tout x € I .
On dit que a, b, ¢ et d sont les coefficients de I’équation (32.400).

Dans ce cours nous allons étudier exclusivement le cas ol a, b et ¢ sont des fonctions constantes.

Définition 32.86 (Equation différentielle linéaire du second ordre homogene).
Une équation différentielle linéaire du second ordre homogéne est une équation différen-
tielle de la forme (32.400), telle que le coefficient d est nul.

A toute équation de la forme (32.400) on peut associer une équation homogéne exactement
comme on a fait dans la section précédente pour les équations linéaires du premier ordre.

32.15.1 Equations différentielles linéaires du second ordre homogénes a coeffi-
cients constants

Remarque 32.87.
L’application qui a la fonction y fait correspondre a(x)y” + b(z)y’ + c(x)y est linéaire, au sens de
la remarque 32.71.

Cela nous dit en particulier, que si y; et yo sont deux solutions de I’équation homogene alors
toute leur combinaison de la forme z = A\y; + pys, avec A et p dans R, est encore une solution.

Jusqu’ici nous avons toujours travaillé avec des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.
Dans cette section nous nous autorisons & passer par des fonctions définies sur R et a valeurs
dans C, mais cela sera uniquement une étape dans nos calculs. Au final toutes les solutions
que nous allons considérer sont des fonctions & valeurs dans R.

La solution générale a valeurs dans les complexes d’une équation de ce type a la forme
VL = {C1e"® + Cpe™® : Oy, CoeC, xel}, (32.401)

ou r1 et ro sont aussi des nombres complexes. Remarquez que la solution générale est une famille
a deux parametres. Il faut aussi observer que en tout cas l'intervalle I dans lequel varie x est un
intervalle dans R, parce que I est une des données du probleme.

A partir de cette information nous pouvons, pour toute équation donnée, chercher la solution
générale complexe par substitution. Il suffit de remplacer y dans ’équation par e et chercher
les valeurs de r qui nous conviennent.

Si notre équation de départ est

ay” +by +cy=0, pourzel, (32.402)

alors la substitution nous donne
e’ (ar2 + br + c) =0.

Il est connu que la fonction exponentielle ne prend pas la valeur 0, par conséquent ce qui s’annule
est le polynéme de degré deux ar? + br + c. Il est donc tres facile de trouver les valeurs de 7 qu’on
pourra utiliser comme r; et ro dans la solution générale complexe.
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Si b — 4ac > 0 : le polyndéme admet deux solutions réelles et distinctes, 71 et 3 ;

Si b2 — 4ac < 0 : le polynéme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 = a + i3 et ro =
a—1if;

Si b — 4ac = 0 : le polyndéme admet une solution réelle double r = 7| = ro.

Il faut maintenant écrire la solution générale réelle de I’équation, qui est celle que nous intéresse
vraiment. La facon de I'obtenir est différente dans les trois cas.

Si b? — 4ac > 0 : la solution générale réelle a la méme forme que la solution complexe, (32.401),
il suffit de prendre les parametres C et Cy dans R plutét que dans C.

Y = {Olerlx + Coe™" Cl, Cy e R, x € I}, (32.403)

Si b2 — 4ac < 0 : le polynéme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 = a + i3 et ro =
a — 18 ; Il faut alors utiliser les formules suivantes

eaﬂﬁ = e“(cos(B) + isin(p))
e = ¢%(cos(B) — isin(B)).

La somme "% 4 €% ou x est dans [ € R, vaut

(32.404)

elatiB)z o o(a=if)z _ o (cog(Ba) + isin(Bx)) + e (cos(Bz) — isin(Bz)) = 2e°® cos(fz)
et la différence e™* — ™" vaut
elatiBle _ gla=iB)z _ 002 (cog(Bx) + isin(Bz)) — e*®(cos(Ba) — isin(Bz)) = 26 sin(Bz).

Par ces deux calculs élémentaires nous avons trouvé deux fonctions a valeurs dans R qui
n’ont pas de zéros en commun. Elles sont les génératrices de la famille des solutions réelles
de I’équation différentielle (la solution générale)

Y = {e** (Cy cos(Bz) + Cosin(fBz)) : C1, Ca e R, x €1}, (32.405)

Sib?—4dac=0:le polynoéme admet une solution réelle double r = r; = r5. Dans ce cas la solution
générale de I’équation est la famille

Vh ={(C1+ Cax)e™ : Cy, Cye R, xel}. (32.406)

Pour justifier cette formule nous observons d’abord que toute fonction xz — Ce™, pour
C € R est une solution de I’équation différentielle (par construction). Ensuite nous utilisons
la méthode de variation de la constante. On trouve rapidement que si une fonction de la forme
x — C(x)e" est une solution alors C(x) est un polyndéme de degré au plus 1, ¢’est-a-dire
C(x) = Cy + Cax avec Oy et Cy dans R.

32.15.2 Linéaires du second ordre a coefficients constants, non homogenes

Nous ne présentons pas une méthode générale pour la résolution de ces équations. Comme dans
le cas des équations différentielles linéaires du premier ordre non homogenes, la solution générale
de (32.400) est donnée par la somme d’une solution particuliere et de la solution générale de
I’équation homogene associée. La recherche d’une solution particuliere est facilitée par le fait que
les coefficients de (32.400) sont supposés constants, c’est-a-dire que a, b et ¢ sont des fonctions
constantes. Il faut essayer de deviner la forme d’une solution particuliere & partir de la forme du
second membre de I’équation, la fonction d. Si d est un polynéme il faut essayer avec un polynéme
du méme degré, si d est une exponentielle, par exemple d(z) = °®
multiple de la méme fonction exponentielle, dans I'exemple f(z) = ke®®, avec k & determiner. Si d
est une combinaison linéaire de sinus et cosinus, comme par exemple 12 cos(x) 4+ 2sin(x), on peut
essayer avec ki cos(z) + ko sin(z).

, Ol pouIra €Ssayer avec un
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Exemple 32.88.
On considere 1’équation différentielle

y" + 12y + 36y = —192¢**, z e R. (32.407)
Son équation homogene associée est
y" + 12y + 36y = 0, (32.408)

dont le polynéme caractéristique est 72 4 127 + 36. Ce polyndme admet une racine double, qui est
—6, par conséquent la solution générale de (32.408) est

Vh = {(C'l + Cyx)e % . O, CheR, z € IR}.

Le membre de droite de (32.407) est une fonction exponentielle, nous allons donc chercher une
solution particuliere de (32.407) de la forme f(x) = ke?®. Par substitution nous trouvons

ke (4412 x 2 4+ 36) = —192¢*,

ce qui veut dire que k doit étre —3.
La solution générale de 1’équation (32.407) est donc

Y= {(C’1 + Cox)e % —3e?* . O, CheR, z € ]R}.

Exemple 32.89.
Nous allons résoudre 1’équation

y" + 12y + 36y = 12 cos(z) + 2sin(z), ze€R. (32.409)

Cette équation a comme homogene associée I’équation (32.408), comme dans ’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particuliere de (32.407).
Nous pouvons essayer avec f(z) = ki cos(z) + k2 sin(x). Par substitution on trouve

— (k1 cos(z) + kasin(z)) + 12 (—ky sin(z) + ka cos(z)) + 36 (k1 cos(x) + kasin(z))
= 12 cos(x) + 2sin(z)

Cette équation doit étre satisfaite pour toute valeur de z, en particulier pour x = 0 et x = 7/2.
Cela revient a considere séparément les coefficients des fonctions sinus et cosinus. Il faut alors que
k1 et ko soient solutions du systéme

—k1 + 12ko + 36k; = 12,
—ko — 12k1 + 36ky = 2.

On trouve k1 = 396/1369 et ko = 214/1369, et la solution générale de notre équation est

214
Y= {(Cl + Cyx)e % + %cos(:c) + 1360 sin(z) : C1, C2eR, z € IR} .
A
Exemple 32.90.
Nous allons résoudre 1’équation
" / 2
y' 4+ 12y 4+ 36y =102+ 3, zeR. (32.410)

Cette équation a comme homogene associée I’équation (32.408), comme dans ’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particuliere de (32.407).
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Nous pouvons essayer avec f(x) = kjx? + kox + k3. Par substitution on trouve
(2k1) + 12 (2k12 + ko) + 36 (k12® + ko + k3) = 102” + 3.
Pour trouver les bonnes valeurs des coefficients nous devons résoudre le systéme

36k, = 10,
24k1 + 36k- =0,
2k1 + 12ko + 36k3 = 3,

ce qui donne ky = 5/18, ko = —5/27 et k3 = 7/54. La solution générale de notre équation est

yz{(C1+ng)e + —r*— —xr+ — Cl,CgelR,a:eIR}.

32.16 Fonction de Green
Soit I’équation différentielle

{ y'(z) = g(x) (32.411a)
y(0) =y(1) =0 (32.411b)

pour z € |0, 1] et ol g est continue sur |0, 1.
Nous définissons la fonction de Green

tx —1 0<t<z<l1
G(z,t) = (=1) s ! (32.412)
z(t—1) si0<z<t<l,
et nous allons montrer que
1
y(x) = | G(z,t)g(t)dt (32.413)

est 'unique solution.

i) Unicité Si y; et ys sont des solutions, alors y{ = 34 et donc y1(x) = y2(x) + ax +b. Les conditions
1= Y2
aux bords donnent alors 0 = y1(0) = y2(0) + b = b. D’ou b = 0. En imposant y;(1) = 0 nous
trouvons alors immédiatement a = 0, ce qui donne y; = ys.
(ii) Existence Il est vite vérifié qu’avec (32.413) nous avons y(0) = y(1) = 0 parce que G(0,t) =
G(1,t) = 0 pour tout ¢t. Nous fixons une valeur pour z € ]0, 1[ et nous découpons l'intégrale :

T 1
y(x) = L G(z,t)g(t)dt + f G(z,t)g(t)dt. (32.414)

Pour calculer y/(x), il faut dériver a la fois & travers l'intégrale et dans la borne. Si vous
connaissez une formule pour faire cela, c¢’est bien pour vous. Nous allons faire ¢a a la main

et poser
Y
Iay) = |t~ glt)at (32.415)
0
La dérivation de I par rapport a x se fait en utilisant le théoréeme 17.27 :
ol Y
——(z,9) =f tg(t)dt. (32.416)
ox 0

Pour la dérivation par rapport a y, il s’agit du théoréme fondamental de I'analyse, plus
précisément le lien primitive et intégrale de la proposition 14.246 :

ol

@(:c,y) =y(z —1g(y). (32.417)
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Maintenant nous considérons la fonction ¢j(z) = I(z,x). Elle satisfait a

or(x) = %(l‘,$> + ?(x,m) = J: tg(t) + z(x — 1)g(z). (32.418)

Le méme jeu avec J(z,y) = S; x(t — 1)g(t)dt donne

o(x) = J: fot)dt + z(z — 1)g(z). (32.419)

En remettant les bouts ensemble,

y(z) = f " tg(t)dt + J (1= gt (32.420)

0 1

Le calcul de la dérivée seconde donne alors
Y (@) = 2g(z) + (1 - 2)g(x) = g(x). (32.421)

Nous pouvons aussi, sur cette équation, estimer la variation de la solution en termes d’une
variation de g. Soit donc une fonction continue d, sur [0,1] et § = g + d4. Nous considérons
I’équation différentielle

{ 7' (z) = §(=) (32.422a)
(0) = 5(1) = 0. (32.422b)

Par ce que nous venons de faire, 'unique solution est

1 1 1
g(x) = J G(z,t)g(t)dt = J G(z,t)g(t)dt + J G(z,t)o4(t)dt = y(z) + dy(x) (32.423)
0 0 0

ou d, est une fonction continue ainsi définie :
1
dy(z) = J G(x,t)dq(t)dt. (32.424)
0
Supposons que ||dq] = €. Alors des majorations donnent
1 T 1 €
|0y (z)| < ef |G (z,t)|dt = €(1 — x)J tdt + exJ (1—t)dt = 53@(1 — ). (32.425)
0

0 T

Mais la fonction « — z(1—x) a son maximum en z = %, donc nous pouvons donner une majoration
indépendante de x :

1
1dyllec < 5 19llco- (32.426)

Notons que la majoration (32.426) en norme uniforme a l’air plus impressionnante, mais la majo-
ration (32.425) donnant une majoration séparée pour chaque = est en réalité plus précise.
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Chapitre 33

Equations aux dérivées partielles

33.1 Symbole principal, équation des caractéristiques

Soit I’équation différentielle semi-linéaire d’ordre k

N aa(@)(@u)(x) + F(x u(z), (Du)(@), .. ., (Dk_lu)(:r)> —0 (33.1)
|a|=k

pour la fonction u: R — R.

Définition 33.1.
Le symbole principal de I’équation (33.1) est lapplication

c:R*x R - R
(@,8) = > aa(z)E" (33.2)

|laf=k

ot st a = (ai,...,0q) et &= (&,...,&q) alors §* =& ... &7

Définition 33.2.
Les caractéristiques de 'équation (33.1) est une surface S de R? donné par une équation de la
forme ¢(x) = 0 ou ¢ satisfait a

o(z,Vo(z)) =0 (33.3)

et Vo(z) # 0 pour tout x € S.

33.2 Meéthode des caractéristiques pour 'ordre 1

Nous[636, 637] voulons étudier I’équation d’ordre 1

ou ou

a(x,y)a—x(x,y) + b(xay>@(x7y) + C(JJ,y)U(.%’,y) = f(x,y) (334)

Le champ de vecteurs associé a cette équation est

v = (Z) : (33.5)

(v-V)+cu=f (33.6)

et I’équation peut étre écrite sous la forme

Définition 33.3.
Le flot de ce champ de vecteurs sont les courbes paramétriques y(t) = (x(t),y(t)) vérifiant v't(t) =

v(’y(t)).

2225
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Les équations du flot pour I’équation (33.4) sont

2 (t) = a(ac(y),y(t)) (33.7a)
y'(t) = b(z(y), y(t)). (33.7b)

Ce sont des équations différentielles ordinaires. Un systéme de deux équations couplées du premier
ordre.

Quel est U'intérét du flot ? Nous allons voir que sur la ligne ¢ — v(t), la fonction u est constante.
Or des solutions ~ au systeéme (33.7), il y en aura plusieurs : une pour chaque valeur des constantes
d’intégration. Pour peu que ces lignes recouvrent tout le plan, nous pourrons résoudre 1’équation
de départ ligne par ligne.

Nous posons

a(t) = u(z(t),y(t)) (33.8a)
o) = e(w(t). (1) (33.8b)
f(t) = f(z(t),y(2)). (33.8¢)

La fonction 4 est une fonction R — R normale qui se dérive normalement, en suivant la regle de
dérivation des fonctions composées :

(0) = 52 (al6), w(0) () + 57 (a0, 0(0) 1) (33.99)
_ a% + bgz (33.9b)
= f(z(),y(t)) — c(z(t),y(®))u(z(t),y(?)) (33.9¢)
= f(t) — &t)a(t). (33.9d)
Nous avons pour % ’équation différentielle ordinaire
i +éu=f (33.10)

qui est résolue par la proposition 32.10.

33.2.1 Un exemple complet un peu minimal

Nous considérons ’équation différentielle[630]
— —— —(z—yu=0. (33.11)

Et nous allons la résoudre.
Les équations du flot, sont simples parce que les coefficients sont des constantes : z/(t) = 1,
y'(t) = —1. Donc
z(t) =t+ C; (33.12a)
y(t) = —t + Co. (33.12b)
A priori nous avons une caractéristique pour chaque choix de (C1, C3) et nous espérons que le tout

recouvre le plan R%. En fait seule une des deux constantes doit étre laissée libre, 'autre consiste
seulement en décaler le parametre . Nous posons donc C; = 0 et nous considérons les courbes

caractéristiques
t
= . .1
CORI @ (33.13)

Ces courbes recouvrent bien tout le plan. Pour savoir les valeurs de u sur la courbe v¢, nous devons
résoudre 1’équation différentielle ordinaire

iy + éic = f, (33.14)
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en sachant que &(t) = c(z(t),y(t)) = —(z(t) — y(t)) = 2t — C. Cela se fait en suivant la méthode
décrite dans I’exemple 32.8 et résumée dans la proposition 32.10.
En termes de notations, @c(t) = u(yc(t)). Récrivons I'équation :

@(t) — (2t — O)a(t) = 0. (33.15)

La méthode pour la résoudre est de mettre les & d’'un c6té et les t de I'autre :

,l]/
—=2t-C. (33.16)
u
En intégrant par rapport a ¢ des deux cotés,
In(a) = t* — Ct + K, (33.17)
c’est-a-dire (avec redéfinition de K¢)
i(t) = Kget’ ¢ (33.18)
ou encore .
u(yo(t)) = Keet ¢! (33.19)

ou C est le parametre que nous déterminons en sachant sur quelle caractéristique se trouve le point
(x,y) ou nous voulons calculer u(z,y) et K est une constante (strictement positive parce que si
vous avez suivi le mouvement, c¢’est une exponentielle) qui doit étre déterminée par les conditions
initiales. Dés que K est fixé pour un des points de la courbe ~¢, alors il est fixé pour tous les
points.

Ce que nous avons obtenu est qu’il existe un K¢ tel que pour tout ¢ nous avons

u(yo(t)) = Keet ¢t (33.20)

Soit donc un point (xg,yo) € R2. Nous devons d’abord déterminer oll ce point se trouve par
rapport aux caractéristiques, c’est-a-dire quelle est la valeur de C' pour laquelle (zg,yp) est sur la
courbe ¢, et ensuite déterminer pour quelle valeur de ¢ nous aurons v¢(t) = (xg,yo). A résoudre :

ve(to) = (_totﬂr C) = (gg) : (33.21)

Donc ty = z¢ et C = xg + yo. En reprenant (33.19) nous avons
u(ve(to)) = Ke®o—(#otvo)to _ Jge=rovo_ (33.22)

Pour peu que des conditions soient donnée sur chaque caractéristique, nous pouvons déterminer
K. Attention : ce K est une constante d’intégration de 1’équation différentielle ordinaire pour .
Donc elle n’est valable que sur chaque caractéristique séparément. Cela n’est donc pas du tout une
constante sur R2.
Nous pouvons maintenant écrire la solution générale de ’équation de départ. L’équation car-
tésienne de la courbe vo est
r+y=C. (33.23)

Donc K est une fonction de x + y, pas de = et y séparément. Cela est important & comprendre. A
priori nous avons
u(z,y) = K(z,y)e ™ (33.24)

ou K (x,y) est constante sur la courbe ¢ contenant (z,y). Nous avons

— sizy +y1 = 22 + Y2,

— alors il existe C' tel que (x1,y1) et (x2,y2) sont sur ¢,

— alors K(z1,y2) = K(22,92).
Donc il existe une fonction R — R telle que K(z,y) = f(z + y).

Au final, la solution générale de I’équation est

u(z,y) = flz+ye ™ (33.25)

ou f est une fonction a déterminer par les conditions initiales qui peuvent étre données. Typi-
quement nous espérons que les conditions imposent une et une seule valeur de u sur chacune des
courbes ¢
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33.2.2 Un théoréme d’existence et d’unicité

La méthode des caractéristiques donne essentiellement une preuve de l'unicité des solutions
aux équations de transport, et une méthode pour construire cette solution. En effet, la procédure
suivante permet de construire u(xg, yo).

— Trouver la caractéristique passant par le point (g, yo)
— Calculer en quel point elle passe par une condition initiale donnée.
— Attribuer a u(xg, yo) la valeur trouvée sur la caractéristique 1a ou elle passe par une condition
initiale.
Rien ne permet a priori de savoir que cette procédure construit effectivement une solution. En

particulier, comment calculer d,u? Le quotient différentiel serait

ou w46 y) —u(x,y)
%(w,y) = 11_13% ; , (33.26)

mais la caractéristique donnant la valeur de u(z + €,y) est différente pour chaque e. Rien & priori
ne permet d’affirmer que le calcul soit simple, ni qu’il arrive a une solution du probléeme donné.

D’ou la nécessité d’avoir un résultat un peu rigoureux donnant des conditions sous lesquelles
les choses vont bien.

Proposition 33.4 (Equation de transport & coefficients variables[637, D).
Soit une fonction c: R?> — R de classe C? en ses deux variables et uniformément Lipschitziennes
en sa premicre variable! et g € C1(R). Alors l’équation auz dérivées partielles de premier ordre

ou ou
%(x,t) + c(w,t)g(x,y) =0 (33.27a)
u(z,0) = h(y) (33.27D)

admet une unique solution de classe C".
Cette solution est construite de la fagcon suivante®. D’abord nous considérons la solution X au
probléme

%(8; z,t) = c(X(s;2,1),5) (33.28a)
X(t;x,t) =z, (33.28b)

et ensuite le probléme (33.27) a pour unique solution
u(z,t) = h(X(0;,1)). (33.29)

Démonstration. Nous commencons par étudier ’existence et 1'unicité de la fonction X définie par
le probleme 33.28. La fonction c ici est dans les hypotheses de la fonction f du théoreme de Cauchy-
Lipschitz global 17.43. D’ou l'existence et 'unicité de la fonction s — X (s;x,t) sur R pour chaque
(z,7y) donné?.

Le lemme 32.36 nous dit que X est de classe C? en (s,x,t). Donc nous pourrons dériver et
permuter les dérivées autant que nous voudrons (sans exagérer : ordre 2 au maximum).

(i) Unicité Nous montrons que u doit étre constante sur le chemin

Vat)(s) = (X(S; . t)> : (33.30)

S

1. Dans [627], on ne demande que continue puis uniformément Lipschitz. Moi je crois que ce n'est pas assez pour
assurer la dérivabilité de X par rapport 3 x, et encore moins pour permuter les dérivées dans 62,Y .

2. Le fait que la construction ait un sens fait partie des choses a prouver

3. Avec I’énoncé tel que donné dans [637], il faut utiliser la technique de 32.21 pour lexistence globale, parce que
la fonction b la-dedans n’est pas dans les mémes hypothéses.



33.2. METHODE DES CARACTERISTIQUES POUR L’ORDRE 1 2229

En effet, en posant

o(s) = u(y(s)) = u(X(s;2,1),5), (33.31)
et en dérivant nous obtenons
ou 0X ou
' (s) = a(X(s;m,t), s)g(s;aj,t) + E(X(s;x,t)) =0. (33.32)
Par conséquent la valeur commune de tous les u(v(x’t)(s)) doit étre celle en 7,4 (0) =

h(X(0;,1))

Cela prouve 'unicité parce que la valeur de u est fixée en tout point. Nous devons encore
vérifier que la fonction w ainsi construite est bien une solution du probleme. C’est I'objet de
la partie « existence » de la preuve.

(ii) Existence Méme 'existence est divisée en plusieurs étapes.

(i) Mise en place Nous prouvons que la fonction u donné par (33.29) est une solution du
probléme. Nous avons :

ou 0X

/
— = h'(X(0; —(0; .
o (@) = W(X(052,1) = (0 2, 1) (33.33)
“ 0 0X
ou _ ) oA .
o (z,t) = W' (X (0;2,t)) = (05 2,t), (33.34)
de sorte qu’en posant
X X
g(s;z,t) = aa—t(s;x,t) + c(x,t)%x(s;a:,t) (33.35)
nous avons 5 5
U U ,
— — = h'(X(0; ; . .
5 T R (X(0;2,t))g(0;z,) (33.36)
(i) Une équation différentielle pour g Nous allons prouver que
9. .
%(vavt) = a(:p,t)(s)g(svxvt) (3337)
avec
oc
Q) (8) = %(X(s;x,t),s). (33.38)
D’abord nous avons
0g ’°X 0’X
%(s,x,t) = @(s,x,t) + c(x,t)m(s,:c,t). (33.39)
Nous permutons les dérivées et nous tenons compte de (33.28) :
dg 0 0
%(8; x,t) = N (c(X(s; x,t), S)) + ¢(z, t)% <C(X(s; x,t), s)) (33.40)
Nous dérivons maintenant plus en profondeur. D’une part
0 oc 0X
a5 (c(X(s, x,t), s)) = (X(s, x,t), s) E(S’ x,t) (33.41)
et d’autre part,
0 oc 0X
P (c(X(s, z,t), s)) =% (X(s7 x,t), s> %(s, z,t), (33.42)
de telle sorte que
X X
Zi(s; x,t) = %(X(s; x,t), 5) [aat(s; x,t) + c(x, t)a&*c(s; x, t)] (33.43a)
= a(z1)(s)g(s; ). (33.43Db)
4. La ligne suivante est une de celles qui me font penser qu’il manque des hypothéses dans [627]. Il faut bien pouvoir

dériver c.
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(ili) Une condition initiale pour g Nous montrons maintenant que g(¢;x,¢) = 0. La condi-
tion initiale pour X est X (¢;x,t) = x pour tout ¢,z € R. Nous dérivons cette derniere
par rapport a x et a t :

0X
— (¢ =1 44
ox (ta €L, t) (33 a)
0X 0X
Mais 05X (t;z,t) = ¢(X (t;z,t),t), donc la relation (33.44b) donne
%(t; 2,8) = —e(X(ts2,1),£) = —c(a, 1) (33.45)

ol nous avons tenu compte du fait que X (¢;z,t) = x.
Voyons a présent ce que (33.44a) et (33.45) donnent pour g(t;z,t) :

X X
g(t;x,t) = %(t;x,t) + c(x,t)%—x(t;w,t) = —c(x,t) + c(z,t) = 0. (33.46)

(iv) Conclusion pour g La fonction g vérifie I’équation différentielle

Z—Z(s) = a(s)g(s) (33.47a)
g(t) = 0. (33.47D)

Bien entendu, g(s) = 0 est une solution. Mais la solution & ce systéme est unique par
Cauchy-Lipschitz 17.42. Ici nous utilisons le fait que

(s,y) = a(s)y (33.48)

est continue. C’est-a-dire entre autres que

oc
— —(X(s;x,t 4
s (X (si,1)5) (33.49)

doit étre continue. C’est le cas parce que c est de classe C'! en sa premiére variable.
O

Les hypotheses de la proposition 33.4 sont loin d’étre optimales. Voici un exemple dans lequel
¢ n’est méme pas dérivable par rapport a t et qui se passe trés bien quand méme.

Exemple 33.5.
Soit I’équation différentielle

ou ou
(@) + = 1e(2,) =0 (33.50a)
w(z,0) = h(z) (33.50b)

ou h est une fonction bien réguliére; mettons CP. En suivant la méthode de la proposition nous
devrions poser ’équation différentielle

X
aa—s(s;:z:,t) = |s —1] (33.51a)

X(tx,t) = . (33.51b)
Cela est la caractéristique passant par (x,t). Cependant il sera plus simple de chercher les carac-
téristiques en demandant qu’elles passent par (xg,0). Nous allons donc plutot résoudre pour X,
I’équation différentielle
=ls—1 33.52
~(s)=ls— 1] (33.522)
X20(0) = z9 (33.52b)
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et les courbes caractéristiques seront les chemins

Vao (8) = <X””°(S)> : (33.53)

S

La résolution donne d’abord

2
- K is<l1
Xxo(s)={ R (33.54)

2 .
T —s+ Ko sis> 1.

Vu que la condition initiale est donnée pour s = 0, nous fixons K7 pour la condition initiale et Ko
pour la continuité :
—% + s+ 2 sis<1
Xao(s) = {4 + o sis=1 (33.55)

%—s—i—l—kxo sis>1.

Soit (z,t) € R2. Quelle caractéristique passe par 14?7 Nous allons déterminer la fonction zq(z,t)
qui donne le zg tel que la caractéristique =y, passe par (z,t). Nous devons résoudre

<X’”;(S)> = <”t“"> . (33.56)

Directement : s = t. Et ensuite X, () = . Nous avons

e+ 8-t sit<l
zo(x,t) =<z — 3 sit=1 (33.57)
t2

r—5+t—1 sit>1.

Le truc presque étonnant est que zg est de classe C'. En effet le calcul de

61:0(1) _ lim zo(x,1+€) —xo(x,1)

— 33.58
ot e—0 € ( )

se fait en séparant les limites € — 0T et e — 0. Le résultat est que drxo(1) = 0. Nous avons donc

p t—1 sit<1
%(t): 0 sit=1 (33.59)
—t+1 sit>1.

Cela étant continu, la fonction zg est de classe C! en t, et la dérivée en x étant toujours 1, elle est
de classe C*.
En ce qui concerne la solution de I’équation de départ,

w(a,t) = h(Xyo(2.(0) = h(zo(z,1)). (33.60)

Pourvu que h soit assez réguliere, la fonction u est facilement de classe C1. A

33.3 Meéthode des caractéristiques pour 1’ordre 2

33.3.1 Principe général
Soit I'opérateur différentiel agissant sur C2(RR?) :
0? 02 02

¢
D = a(x, y)ﬁ + b(x, y)m + c(x,y)a—yQ. (33.61)

Nous voulons résoudre des équations du type Du = 0 pour u: R? — R.
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Pour commencer[636], et c’est le point crucial, nous voyons D comme un polynéme en 0, et d,
et nous le factorisons : si

aX? 4+ bXY 4 ¢Y = (aX + BY)(7X 4 6Y) (33.62)
alors nous avons
D = (oz;m + ,Bjy) <'y 8055 + 5?) + termes d’ordre inférieurs. (33.63)
Les « termes d’ordre inférieurs » sont ceux de la forme a(z, y)%a—ay.
L’astuce est de poser
v = (y0; + 60y)u, (33.64)
et de résoudre le systeme
{ (aOy + BOy)v =0 (33.65a)
(Y0z + 00y)u = v. (33.65b)

Cela sont deux équations différentielles du premier ordre pour lesquelles nous avons déja des
techniques décrites en la section 33.2.

Afin que les fonctions o, 3, 7 et § soient réelles, il faut que b — 4ac > 0. Sachant que a = o,
b= ad + By et ¢ = B cette condition sur a, b et ¢ donne

(ad + B7)? — 4ayBé = 0. (33.66)

Cela revient a
(ad — Bv)* = 0. (33.67)

Nous supposons a présent que 1'inégalité soit stricte (cas hyperbolique). Nous avons en particulier
que
ad — By #0. (33.68)

Cette condition implique que les équations

dx @

- = = 33.69
5 = @) o= By) (33.69)
sont indépendantes des équations
dx dy
— — 33.70
o7 =@y = dx,y) (33.70)

Ce sont les équations caractéristiques des équations (33.65).

33.3.2 Exemple : I’équation d’onde

Nous considérons ’équation aux dérivées partielles

Pu 0%

ol ¢ est une constante réelle. Nous en cherchons des solutions de classe C2.
L’opérateur différentiel est donné par le polynome P(T, X) = T? — c2X? qui se factorise en

P=(T+ cX)(T — cX), (33.72)
c’est-a-dire que nous pouvons récrire I’équation des ondes sous la forme

(6,5 + c&x)(at — c&x)u =0. (3373)
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Nous posons donc v = (0; — c0z)u et nous avons le systeme[(20]

(0t + cOz)v =0 (33.74a)
{ (0 — cOz)u = v. (33.74b)

La méthode des caractéristiques est efficace pour résoudre la premiere, et pour trouver la solution
générale de 'homogene associée a la seconde.

1
Nous nous langons dans la résolution de (33.74a). Le flot est v = (c)’ et nous cherchons ses

courbes intégrales sous la forme ¢(t) = (¢, z(t)). Immédiatement, 2/(t) = ¢, ce qui donne

olt) = (Ct i C) . (33.75)

Cela donne une caractéristique pour chaque valeur de C. En posant 9¢(t) = v(¢, ¢t +C') nous avons

H(t) = 2 (e (n) + e (e (1) = 0. (33.76)

Donc 9¢ est une fonction constante. Donc u est constant sur la courbe ¢ dont ’équation carté-
sienne est x — ct = C. Cela implique que

v(t,x) = f(z —ct) (33.77)

ou f est une fonction de classe C'. En effet si (t1,71) et (to, x2) vérifient 21 — ct; = 29 — cto alors
v(t1, ) = v(te, 12). Le fait que f soit C! est une demande que u soit au final dans C2.
Nous devons maintenant résoudre I’équation (33.74b)

(0r — Oz )u = v. (33.78)

Nous allons agir conformément a la stratégie expliquée par le lemme 32.6. Nous devons résoudre

Du = v avec
D: C*(R) — D(C%*(R))

33.79
u— (0p — cOy)u. ( )

Par la méme méthode des caractéristiques que celle déja menée plus haut nous trouvons ker(D)
comme solution générale de (0; — cdy)ug = 0. C’est-a-dire

ug = g(x + ct) (33.80)

ol g est une fonction quelconque de classe C2.
Il nous faut maintenant une solution particuliere de

(0r — cOp)up(t,x) = f(x — ct). (33.81)

Si F' est une primitive de f alors
1
up(t,z) = —%F(x —ct) (33.82)

fonctionne. Vu que f est quelconque dans C'(R), la fonction F est un élément quelconque de
C?(R). Au final, la solution générale de ’équation des ondes est

u(t,z) = gi(x + ct) + ga(x — ct) (33.83)

oll g1 et go sont des éléments de C2(R).
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33.4 Classification des équations du second ordre

Soit une équation générale d’ordre 2 sur R? :

0*u o%*u o0%u ou ou
Z _ — = f. .84
aax2+baxay+cay2+dﬁx+eay+5u f (33.84)

En ce qui concerne son symbole principal nous avons

U(x7 Y, 517 52) = G(IE, y)g% + b(.’IJ, y)£1§2 + C([E, y)é.%? (3385)

ce qui donne I’équation des caractéristiques

0p\> 06 op\?

Si nous nous posons sur un point (xg,yo) tel que Vo(zo,yo) = 0 et dp(xg,yo) # 0 alors, via le
théoréme de la fonction implicite °, la condition ¢(z,y) = 0 définit une fonction y — z(y) vérifiant

¢(x(y),y) =0 (33.87)

pour tout y dans un voisinage de yp.

Nous pouvons obtenir une équation différentielle ordinaire pour x de la fagon suivante. D’abord
nous posons @(y) = gb(z:(y), y) et ensuite nous calculons la dérivée de ¢ (qui est nulle par construc-
tion) :

¢ 0¢
o _ /
0=¢(y) Eped + 2y (33.88)
Nous pouvons donc remplacer dy¢ par z'd,¢ dans I'équation des caractéristiques (33.86) :
00\ (20N (08N o

Vu que nous avons supposé (d;¢) # 0 sur un voisinage de (zg, o) nous pouvons simplifier par
(0:¢)? et avoir 1’équation différentielle ordinaire

a(z(y),y) + b(z(y), )2 (y) + c(z(y), y)2' (y)* = 0. (33.90)

Notons que, conformément & ce que raconte le théoréme des fonctions implicites, nous avons pris
un voisinage de yo suffisamment petit pour que z(y) reste dans un voisinage de xy. Ce voisinage
étant, nous pouvons le restreindre pour nous assurer du signe de a, b et c. Cela est évidemment
trés théorique parce que le théoreme de la fonction implicite parle de l'existence de voisinages,
mais pas de facon de les construire.

Nous donnons la classification suivante.

Définition 33.6.

Si b> — dac < 0 alors Uégquation est elliptique.
Si b? — dac > 0 alors I’équation est hyperbolique.
Si b®> — 4ac = 0 alors I’équation est parabolique.

Exemple 33.7.
Un exemple d’équation parabolique est I’équation de la chaleur

ou 02

— —a=—= =0 33.91

ot Oox? ( )
ou « > 0 est une constante. Cette équation est avec a = ¢ = 0, donc elle est parabolique. AN

5. Théoreme 17.51.
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Une équation aux dérivées partielles peut changer de nature selon le point.

Exemple 33.8.
Soit ’équation

0%u 0%u
Son b% — 4ac vaut 4(x? — y?). Elle peut donc étre hyperbolique, parabolique ou elliptique selon le
point ou ’on se trouve. A

33.4.1 Probléme au limite

Dans les définitions qui suivent nous considérons un ouvert Q — R? assez régulier et possédant
en particulier un vecteur normal extérieur n(zx) pour tout point = € 0S2.

Définition 33.9.
Un probleme auz limites de Dirichlet est d’imposer la condition

u(zx) = g(x) (33.93)
pour tout x € I' < 0. C’est-a-dire imposer la valeur de u sur une partie du bord du domaine.

Définition 33.10.
Un probléme aux limites de Von Neumann est d’imposer

Zz “x = g(x) (33.94)

pour tout x € I’ < 0. C’est-a-dire imposer les valeurs de la dérivée normale de u sur une partie

du bord.

Exemple 33.11.
Lorsqu’on veut imposer un flux de chaleur aux bords d’un domaine pour I’équation de la chaleur,
il s’agit de poser des conditions de type Von Neumann. A

Définition 33.12.

Soit un domaine Q de R et un opérateur différentiel L sur une partie de Fun(Q). Soit une fonction
g sur 0S2. Un probléme aux limites stationnaires est un probléeme du type : trouver u définie
sur 2 telle que

{ L(u) = f (33.95a)
ulon = g (33.95b)

Définition 33.13.
Un probleme aux limites d’évolution est du type : trouver u € Fun (]0, o[ x Q) tel que

%—FL(U):]‘? sur 0,00 x
u(t,.) =g(t,.)  sur]0,00[ x Q2 (33.96)
u(0,.) = ugp sur Q

ot ug est une fonction sur §2.
L’opérateur L ne doit pas opérer sur la partie « t » de u.

Définition 33.14 (Probléme bien posé au sens de Hadamard).
Un probleme auz limites est bien posé au sens de Hadamard si
(1) Il admet une unique solution.

(2) La solution dépend de fagcon continue en les données du probléme.
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La continuité est au sens des normes sur les fonctions sur 0S) et sur Q0 en ce qui concerne les
fonctions « données » du probléeme et des normes pour les fonctions sur €2 ou € en ce qui concerne
la solution.

Exemple 33.15 (Un probléme de Dirichlet bien posé).
Trouver la fonction u définie sur 2 = [0, 1]? telle que

(33.97)

—Au =0 sur
u=g sur of).

33.5 Principe du maximum

Lemme 33.16 ([193]).
Soit un ouvert borné 2 < R™. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Ajj e CO(Q) pour laquelle il existe A > 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
A(z) pour x € QF°.

Nous posons L' = — ZZ-]- Aij0ij. Siue C*(Q) atteint un minimum local en xg € 2, alors

(L'u)(w0) < 0. (33.98)

Démonstration. Nous allons bien entendu diagonaliser A. Si T est une matrice nous avons, en
posant u(z) = v(Tx) :

é’xl Z S (T T (33.99)
et 2 .
U v
92;0%; (x) = ; Tkiﬂjm(ﬂ?). (33.100)

Si T est en particulier une matrice orthogonale diagonalisant A (théoréme 9.212) nous avons
T =T et
ZTkz’Az‘jTﬁl = D = MO (33.101)
tj
ou les A\ sont les valeurs propres de A. Notons que partout ici, tout est fonction de x sur €2 : tant
A que T que les \g. Avec tous ces résultats nous calculons vite que

(Lu)(wo) = — > Me(670) (Txo). (33.102)
k

Si 9 €  est un minimum local de w, alors I'application v a un minimum local en 7~ !'zy. Et donc

o%v
(T'zo) = 0. (33.103)
0x%
Du coup,
(Lu)(xg) < 0. (33.104)

O]

Lemme 33.17 ([193]).
Soit un ouvert borné 2 < R"™. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que

Ajj e CO(Q) pour laquelle il existe A > 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
A(z) pour x € ).

6. Cela est plus que dire que toutes les A(x) son symétriques strictement définie positive.
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Nous posons

L= =) Ao + ) bidi +c (33.105)
i i

ot b, c e CO(Q)._
Soit ue C%(Q) n C?(Q) telle que Lu = 0 sur Q. Alors
(1) Sic=0 alors

min(u) = min(u). (33.106)
Q o0
(2) Sic>=0 alors
min(u) > min(—u_) (33.107)
Q oN

ot u_ est défini par

0
33.108
0 ( )

VANA\%

—u(z) siu(zx)

{0 st u(z)

Démonstration. D’abord, vu que © est borné, la fermeture  est compacte et u y atteint son
minimum. De plus 0€) est également compact (borné et le complémentaire est ouvert parce que
Q est ouvert). Donc u y atteint également son minimum. Cela pour dire que les minimums écrits
dans (33.106) et (33.107) ont un sens.

Pour (1).

(i) Lu =n > 0 Nous supposons qu’il existe n > 0 tel que (Lu)(z) = n pour tout z € Q. Soit g le
point minimum sur Q. Si 2o € Q alors il est intérieur et Oiu(zo) = 0 par la proposition 17.72.
Dans ce cas nous avons

(Lu)(xo) = (L'u)(mg) > 0, (33.109)

ce qui contredit le lemme 33.16. Nous en déduisons que le minimum de u sur © n’est pas
atteint dans 2, mais sur 0€2. Pour la définition de la frontiére, voir 7.105. Ici nous avons
Q\Q = 0Q.

Cela prouve (33.106) dans ce cas.

(ii) Lu = 0 sur © Nous prenons maintenant le cas général. Nous posons

Uy () = u(x) — 7. (33.110)

Nous avons ’

L(e?™) = e (= Ay (z)7? + by (z)7). (33.111)

Soit v suffisamment grand pour que
M — |bi] gy > 0. (33.112)

Ici A minore toutes les valeurs propres des A(z) et nous notons que v ne dépend pas de e.
En utilisant I'inégalité du lemme 9.2199.219, pour tout £ € R™ nous avons

D Aij&g = Mgl (33.113)
ij
ce qui donne avec { = e : A1 = A, et méme pour étre plus précis : Aj;1(z) = A pour tout z.
Ces inégalités donnent
— A ()7 + b1 (2)y < =M% + |bi]gy < 0. (33.114)
Nous avons donc

L(e¥™) = 7 (= An(z)y? + bi(z)7) < =X + [bllgy < 0. (33.115)

7. Nous abusons un peu de ’écriture parce que ce que nous calculons vraiment est L(m — e”l).
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Nous posons
n = e(M? — |bi]lgy) min(e?), (33.116)
Q

ou le minimum a un sens parce que ) est borné. Nous avons 1 > 0.
C’est le moment de calculer ce que u, peut pour nous :

L(ue) = Lu — eL(e™™) (33.117a)
> —eL(e’™) (33.117b)
= —ee™ (— A1 (2)7* + bi(2)7) (33.117c¢)
> —ee’ (M2 = |bi]g) (33.117d)
>n>0. (33.117e)

Justification :
— (33.117b) parce que Lu = 0.
— (33.117d) par (33.115).

La fonction u. est donc dans le cas précédent et nous avons

. oYY Az
r;lelg_gl(u(a:) ee’1) 9161;(19?2(’&(1’) ee’1). (33.118)

Mentionnons le fait que le choix fait de v ne dépend pas de e. Nous pouvons donc encore
faire varier € sans toucher a v et en maintenant toutes les inégalités prouvées jusqu’ici.

Vu que 'expression €7*! est majorable sur {2 nous avons convergence uniforme

ue 118, (33.119)

pour € — 0.
Supposons qu’aucun point de d€2 ne réalise le minimum de u. Alors il existe xy € €2 tel que
u(zg) > u(x) pour tout x € 0S2. Mais comme 02 est compact, il existe n > 0 tel que

u(zg) < u(x) + . (33.120)

Soit € tel que |u — uc|g < 1/2. Nous avons

u(xg) < u(x) —n (33.121)
et donc aussi
ue(zo) < u(zo) + g <u(x) — g < ue(x), (33.122)

ce qui signifierait que u. prend son minimum dans €2. Or nous savons que ce n’est pas le cas.
Donc il existe un point de €2 qui réalise le minimum de wu.

Pour (2).
Supposons pour commencer que v = 0 sur €. Alors par continuité u = 0 sur Q. Alors u_ = 0
et
minu > 0, (33.123)
Q

ce qui fait que I'inégalité (33.107) est évidente.
Nous supposons donc que 1’ensemble

Q_ = {z € Q tel que u(x) < 0} (33.124)

est non vide. Notons que c’est également un ouvert. B
Soit Lu = Lu — cu. Vu que ¢ > 0 et que Lu > 0 nous avons Lu > 0 sur _. Par le point (1)
nous avons

min u(z) = min u(z). (33.125)
€€ €002
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Mais le minimum de u est certainement atteint dans 2_, donc

min u(z) = minu(x). (33.126)

zef)_ zef)

Cela nous donne une premiere bonne égalité :

min u(x) = minu(z). (33.127)
z€d)_ e

Nous pouvons la prolonger :

minu(zr) = min u(z) 33.128a

xe) €I
33.128b

~—~~

i (-
—u_(z))

= min (—u—(z))

33.128c¢

—~

min (
z€0Q_ NS

—_ =

33.128d

—

Justifications :

— Pour (33.128¢) nous avons la décomposition
0N = (09- n Q) U (09— N Q). (33.129)

Or sur 09— N Q nous avons u(xz) = 0 et donc pas le minimum.

— Pour (33.128d). Sur 09, le minimum est atteint dans la partie 02— parce que le reste ne
contient que des valeurs positives de wu.

Cela prouve ce que nous voulions. ]

Théoreme 33.18.
(Principe du maximum fort) Soit un ouvert borné Q@ de R"™. Soit une matrice A dont

— Ayj est dans C°(Q)
— A(x) est symétrique strictement définie positive pour tout x.
— Il existe A\ > 0 minimisant toutes les valeurs propres des toutes les matrices A(x) sur Q.

Soit bi, c e CO(Q) avec c(z) = 0 sur Q.
Soit u e CO(Q) n C%(Q) telle que

= Aijoigu(z) + ) bidwu(x) = 0 (33.130a)
i 7
u(x) = 0 Ve € 0Q. (33.130D)

Alors u = 0 sur Q.

Démonstration. Nous appliquons le lemme 33.17(2) :

min v > min(—u_). (33.131)
Q N
Vu que u(z) = 0 sur 02, nous avons u_ = 0 sur 02 et donc ming u > 0. O

33.6 Quelques exemples

33.6.1 Un changement de variables

Soit I’équation différentielle
ou  0%u

== 132
Eriiew 0 (33.132)
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sur 2 = |0,00[ x R. Nous imposons la condition aux bords

0 siz<O
w(O,2) =4 27 (33.133)
1 sixz>0.
Nous cherchons les solutions sous la forme
u(t,z) = f <x> (33.134)
, 7i) )
Nous avons 3
xt — 33.135
a 2 4 (\/ ) ( )
ainsi que
ou
— = 1
p < > (33.136)
et

Pu 1, [z

En remettant le tout dans I’équation de départ et en simplifiant par 1/t (qui est permis parce que

t>0):
1,/ =z x s T
—= — | —= - — | =0. 33.138
()7 () (3513%)
Nous résolvons ’équation différentielle
z

Z9(2) +4'(2) (33.139)

pour la fonction g de la variable réelle z. Cela fait, la réponse sera f = go z ou z serait la fonction
2(x,t) = z/Vt, (33.140)

Pour résoudre (33.139) nous commengons par résoudre pour la dérivée h = ¢', c’est-a-dire
I’équation différentielle
%h(z) + () =0 (33.141)
qui donne
9'(2)
g'z
Une intégration fournit In (h(z)) = —22/4 + K et donc

— —2/2. (33.142)

h(z) = Ke */* (33.143)

et
g(z) =C + KJ e 5 ds. (33.144)
0

Nous ne pouvons pas aller plus loin parce que nous ne sommes pas capables de calculer la primitive
demandée. Nous laissons donc g sous cette forme et nous posons

u(z,t) = gla/Vt), (33.145)

en pleine confiance du fait que cela soit une solution de I’équation aux dérivées partielles (33.132).
Nous devons fixer K et C de telle fagon a respecter les conditions aux bords (33.133). D’abord
écrivons aussi explicitement que possible la fonction w :

z/t
u(t,x) = K + C’f e~5*/4ds. (33.146)
0
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11 faut calculer u(0,x) en termes de C' et K. Pour cela nous calculons, pour un x fixé :

lim u(t,z) = K +C lim e /ds. (33.147)

t—0+ t—0t Jo

En utilisant un petit changement de variables sur I'intégrale gaussienne de ’exemple 14.275, et en
remarquant que la fonction est symétrique,

K+C i 0
lim u(t,z) = {5 HOVT ste> (33.148)
t—0+ K—-Cyr siz<O.
A résoudre :
{ K+Cyr=1 (33.149a)
K — Cy/m = 0. (33.149b)
Solution : C' = 1/2y/m et K = 1/2. Au final,
1 1 [(e/vE
u(t,z) = = + e s/, (33.150)

2 2y7 o

Notons que cela donne une valeur pour u(¢,0) :

u(t,0) = % (33.151)
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Chapitre 34

Numérique

D’autres lectures agréables dans [638].

34.1 Introduction

A quels types de problémes peut-on s’attendre lorsqu’on se lance dans du calcul numérique, et
en particulier dans la résolution numérique d’équations (algébrique, différentielles ou aux dérivées
partielles, etc) ?

Quelques réflexions en vrac sur ce sujet.

—
~—

Les erreurs de représentation de nombres : troncature et propogation de décalales (drift),
Erreur de compensation (cancellation),
Conditionnement, stabilité : les réponses peuvent fortement dépendre des parameétres,

Si on utilise une méthode itérative, comment savoir & quel moment on s’arréte 7 Calculer la
différence |xp — xx_1| méne t-il & une erreur de cancellation ?

Lors d’une implémentation, les matrices des systemes a résoudre sont souvent trés grandes
et/ou tres creuses. Cela pose la question de la maniére de les enregistrer.

Pour la parallélisation, il faut faire attention au fait que parfois créer un nouveau processus
demande plus de ressources que le mini-calcul qu’on voulait faire. Donc il ne faut pas toujours
paralléliser tout ce qui est théoriquement parallélisable.

Le fait que certaines méthodes sont non-déterministes (Monté-Carlo) méne & des problémes
pour les tests unitaires des implémentations.

34.2 Représentations numériques

Dans cette section, les séquences de chiffres écrites entre crochet sont a comprendre comme des
séquences de chiffres qui représentent une quantité suivant un codage donné.

34.2.1 Entier relatif en complément a deux (binaire)

Si nous avons m bits pour coder un entier relatif, une idée serait de prendre le premier bit pour
le signe (0 pour positif et 1 pour négatif) et les autres pour la valeur absolue. Deux inconvénients :

(1)
(2)

Il y a deux codages pour le zéro, donc gaspillage.

L’algorithme pour faire la somme passe mal. Par exemple pour faire 1 + (—1), le 1 est codé
comme [001] et le —1 par [101] et la somme se ferait naivement comme

0 01
1 01
1 10
Donc le résultat est [110] qui s’interpréte comme —2. Complétement faux.

2243
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Une solution est d’utiliser le complément a deux, qui est la fagon usuelle de représenter des
entiers signés.

Les entiers positifs se codent normalement, en laissant & zéro le premier bit (donc si nous dis-
posons de m bits, nous codons sur m — 1 bits).

Les entiers négatifs se codent en trois étapes.
— coder la valeur absolue
— inverser tous les bits (d’ou le nom de « complément a deux » )

— soustraire 1.

Exemple 34.1.
Pour coder —1 nous faisons

— Nous codons 1 : [001]
— Nous inversons tous les bits : [110]
— Nous faisons —1 : [101].

Avec ce systeéme, la somme passe bien : calculer 1 + (—1) donne
0 01
1 01
110

La réponse est donc [110] qu’il faut interpréter via le complément & deux.

complément
—

110 5 111 000. (34.1)

Et ce dernier [000] s’interpréte comme zéro.

Définition 34.2 (Entier signé en complément a deux[(39]).
La suite de bits [am—1 - .. ag] s’interpréte via la formule

m—2
—am 12"+ ) a2, (34.2)
=0

Le premier bit donne effectivement le signe du nombre, mais 'interprétation d’un nombre n’est
pas aussi simple que ce que ’on pourrait croire de prime abord.

Exemple 34.3 (Entier signé en 8 bits).
Que pouvons nous faire avec 8 bits? Le plus grand nombre est codé par [01111111] qui vaut
30 28 =27 — 1 =127. (avez-vous utilisé la somme (1.600) ?)

Le plus petit nombre codable en 8 bits n’est pas [11111111] mais bien [10000000] (cela est plus
clair en regardant la formule (34.2) qu’en tentant de suivre la construction du complément a deux)
qui signifie —27 = —128.

Nous pouvons donc coder tous les nombres de —128 a 127. JAN

Plus généralement un systéeme qui codes des entiers signés en N bits utilisant le complément a
deux peut coder de —(2V=1) a 2NV-1 — 1.

34.4 (Le dépassement).
Que se passe-t-il lorsque nous commettons un dépassement ? Calculons sur 3 bits la somme [011] +
[001] qui revient & ajouter 1 au nombre le plus grand :

011
0 01
100
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qui signifie —22 = —4. Lors d’un dépassement, nous retombons automatiquement sur le plus petit.
Ce phénomeéne est bien connu des personnes qui programment sans faire attention dans certains
languages de programmation qui ne font pas attention a votre place.

Définition 34.5 (Représentation en virgule fixe).
Soit x un réel. On définit sa représentation en virgule fixe par

x = {[TpTn-1...T0, T_1...T_p], b, s} (34.3)

avec be N,b > 2, se€{0,1} et xj € N,z; < b suivant la formule

n

z=(=1)° Yz (34.4)

j=—m

34.2.2 Représentation en virgule flottante

Définition 34.6 (Représentation en virgule flottante[610]).

La représentation en virgule flottante normalisée en base b d’un nombre est la donnée de
(1) Un bit s pour le signe
(2) Un entier non signé q de e chiffres pour l'exposant
(3) Une suite de chiffres [ai ... am] pour la mantisse.

Ces données s’interprétent via la formule

fi(s,q,[a1,...,am]) = (—1)° i Va; x b1~ (34.5)

j=1
ot d = b1 est le décalage.

Une idée a retenir est que 'exposant est un entier non signé parce qu’il est plus simple d’intro-
duire un décalage dans la formule (34.5) que de compliquer I’écriture de 1’exposant.

34.2.3 Simple précision, IEEE-754

En écriture binaire, la représentation en virgule flottante est un peu différente parce qu’il y a
une idée supplémentaire ; la simple précision que nous allons voir maintenant n’est donc pas un
cas particulier de 34.6 avec b = 2.

Nous commencons par une description informelle de la précision simple avant de donner la
définition. La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme
suit :

(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour I’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Soit le triple
(87 q, [alu s 7a23]) (346)

Dans le cas générique, 'idée est de donner 24 bits pour la mantisse, mais en gardant en téte le fait
que de toutes fagons, le premier bit doit étre 1, sinon il suffirait de décaler, c’est-a-dire changer
I’exposant. Par conséquent la mantisse ne recoit que 23 bits; il y a un « 1 » sous-entendu en

premiére position. Donc la mantisse [a, ..., a3] est a lire comme le nombre
23
Lay...ap3 =1+ ) a;277. (34.7)
J=1

Exemple 34.7.
La mantisse [011100...0] signifie 1,0111 = 1+272 +273 + 274 =14+ 7 + § + 5. A
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Cela pour justifier la formule

23
sp (s,q,[a1,...,a3]) = (-1)°(1 + Z a;277)207127, (34.8)
j=1
Notons :
(1) Le « 1+ » dans la parenthése correspond au 1 implicite en premiére position de la mantisse.
2) Il y a un décalage de 127 dans l'exposant, parce que ¢ est un entier non signé.
(2) Iy g posant, parce que ¢ g

Notons que cette regle du 1 implicite dans la mantisse empéche d’écrire le nombre 0, et ne
permet pas d’écrire des nombres franchement petits parce que le 1 implicite est en premiére position
dans la mantisse.

D’ou l'idée de donner une regle particuliere lorsque 'exposant vaut 0. Lorsque I'exposant est
q = 0, alors nous ne considérons pas de 1 implicite dans la mantisse, et le décalage de I’exposant
est —126 au lieu de —127. D’ou la formule

23
sp(s,q = 0,[ay...as]) = (—1)52721¢ Z a;277. (34.9)
j=1

En particulier, si ¢ = 0 et @ = [0...0], nous avons le nombre zéro exact (il y a deux possibilités
pour le code).

Enfin, nous avons des cas particuliers lorsque l'exposant est maximum, c’est-a-dire lorsque
q = [11111111] = 28 — 1 = 255. Dans ce cas, le nombre codé est soit +0c0 soit NaN. Nous posons

sp(s,q = 255,a = 0) = +© (34.10)
et
sp(s,q = 255,a # 0) = NaN. (34.11)
Il y a en réalité plusieurs valeurs différentes de NaN, mais nous n’entrons pas dans ces détails[(11].
Définition 34.8 (Représentation en simple précision (binaire)).
La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme suit :
(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l'exposant interprété comme nombre entier non signé

(3) 23 bits pour la mantisse

Un nombre est représenté par un triple

(s,q,[a1, ..., a23]) (34.12)

Selon que 'exposant q — d soit égal a 0, 28 — 1 = 255 ou autre chose, les régles d’interprétation
sont différentes. Il y a donc trois cas.

Exposant ¢ générique[642] Si g # 0 et ¢ # 255 alors le nombre est normalisée. La régle de
lecture est alors

23
Sp (s,q, [ai,... ,agg]) = (—1)5(1 + Z aj2_j)2q_127. (34.13)
j=1

Exposant ¢ égal a 0 Le nombre est dit dénormalisé et la régle de lecture est
23 '
Sp (37 q, [a’17 vee 7CL23]) = (_1)82_126 Z Gj2_]. (3414)
j=1

Exposant ¢ égal a 255 La régle de lecture est alors au cas pas cas ou da peu pres.
(1) sp(s,q = 255,a = 0) = +0o0.
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(2) sp(s,q = 255,a # 0) = NaN.
Vous pouvez jouer avec la simple précision dans [6413].

Exemple 34.9 (Plus petit normalisé).
Pour faire un nombre normalisé, il faut au minimum ¢ = 1. En prenant a; = 0 nous obtenons le
plus petit nombre normalisé possible en simple précision. La formule (34.13) donne

sp(l,q = 1,a = 0) = 287127 — 97126 ~ 1 17549435082229 x 1073, (34.15)
A

Exemple 34.10 (Plus grand normalisé).

L’exposant g ne peut pas étre maximum, sous peine de tomber dans les regles spéciales de 40
ou NaN. Donc ¢ = [11111110] = 2% — 2 = 254. En ce qui concerne la mantisse, il faut la prendre
maximale, c’est-a-dire a; = 1 pour tout j. Nous avons alors le nombre

1

23
sp(L,q =254, = [1...1]) = (1+ D, 279)2%4 127 — (1 - ﬁ)2128 (34.16a)

j=1
= 3.40282346638528859811704183484516925440 x 103 (34.16h)

ol nous avons utilisé la somme (1.600) (et Sage pour le dernier calcul). A

Notons ceci avec Sage :

SageMath Version 7.0, Release Date: 2016-01-19
Type "notebook ()" for the browser-based notebook interface.
Type "help ()" for help.

| sage: A=(1- (1/2*%24) ) *2*x(128)
/| sage: type (A)
s|<type ’sage.rings.pratiomnal.Rational’>

tex/sage/sageSnip003.sage

La précisions du nombre donné en (34.16b) aurait été embarrassante si le type avait été un
nombre en simple précision. Précision technique : en Python, le type int n’a pas de limite supérieure
a part la mémoire.

Exemple 34.11 (Plus petit non nul dénormalisé).

Pour étre dénormalisé il faut ¢ = 0 (ce qui est toutefois assez logique si nous voulons un petit
nombre), et pour ne pas étre nul, il faut une mantisse non nulle. Donc a = [0...01]. La formule
(34.14) donne alors

sp(s =0,qg=0,a=1[0...01]) = 271262723 — 9~149 ~ 1 40120846432482 x 10, (34.17)
A

Exemple 34.12 (Plus grand dénormalisé).
Pour étre dénormalisé il faut toujours ¢ = 0, mais cette fois nous prenons la plus grande mantisse
possible :

23
sp(s =0,¢ =0,a = [1...1]) =271 Y277 = 97216(1 — 2723) = 1.17549421069244 x 10~
j=1

(34.18)
A




2248 CHAPITRE 34. NUMERIQUE

Notons ceci avec Sage :

sage: B=2**(-126) x(1-2x*x(-23))
sage: A=2*xx%x(-126)

sage: n(A-B)
1.40129846432482e-45

tex/sage/sageSnip004.sage

Vu que 2723 ~ 1.2 x 1077, approximer la parenthése par 1 donne une faute sur la septieme
décimale, ce qui est visible en simple précision.

34.3 Problémes pour écrire des nombres

Définition 34.13.
L’erreur relative commise en remplagcant un nombre réel x par une valeur approchée I est définie
par

T—2x

€y 1=

- (34.19)

L’erreur relative n’est pas influencée par 'ordre de grandeur de x. En effet, 'ordre de grandeur
de Z est certainement la méme que celle de z, dans la majorité des cas sans problémes. Du coup
si 2/ = 200z alors 2’/ ~ 2002 et le 200 se simplifie.

Le nombre de chiffres significatifs correct dans I'approximation est donné par —log;,(e,). La
partie entiére de ce nombre est le nombre de chiffres tout a fait exacts et la partie décimale donne
une idée sur le fait que le chiffre suivant est plus ou moins bien.

Remarque 34.14.
Si nous voulons donner x € R a un ordinateur, nous sommes soumis & deux erreurs :

(1) D’abord, vu que nous ne pouvons pas taper sur le clavier toutes les décimales de x, nous
faisons une erreur de troncature.

(2) L’ordinateur devant convertir cela en base deux, il commet une seconde erreur, dite erreur
d’assignation.

34.3.1 Troncature : la base

Supposons que nous voulions écrire le nombre (écrit ici en base 10)
0.4567894251 (34.20)

de facon plus facile a lire, on peut demander de ne laisser que t chiffres significatifs. Disons ¢t = 3.

Technique de troncature On garde 3 chiffres significatifs : 0.456. Facile.

Technique d’arrondi Vu que le premier qu’on supprime est un 7, le dernier qu’on garde est
majoré de 1 : on écrit 0.457.

Que faire si le premier chiffre rejeté est un 5 7 En premiere approximation, nous pouvons prendre
la regle suivante : si le premier chiffre rejeté est un 5, il faut augmenter de 1 de dernier chiffre
gardé parce qu’il y a presque certainement encore un chiffre non nul derriéere.

Remarque 34.15.
Les ordinateurs travaillent tous en mode d’arrondi.

Exemple 34.16.
Si on doit entrer le nombre 0.38358546 dans un ordinateur qui ne garde que 3 chiffres significatifs,
il faut taper 0.384 au clavier (erreur classique dans les exercices). A




34.3. PROBLEMES POUR ECRIRE DES NOMBRES 2249

34.3.2 Troncature : le drift

Soit une machine ne pouvant retenir que 3 chiffres significatifs et effectuant les arrondis vers
le haut lorsque le chiffre a éliminer est un 5. Nous notons @ et © les opérations d’addition et
soustraction avec arrondis[(44]. Les égalités comprenant plus de trois chiffres significatifs sont des
égalités au sens de la machine. Nous écrirons donc sans états d’ame :

1@ 0.555 = 1.555 = 1.56. (34.21)
Considérons la suite numérique
{ xo = 1.00 (34.22a)
Ty = (Tn-10Y) DY (34.22b)
avec y = —0.555.
Nous avons
z1 = (1®0.555) ©0.555 = 1.56 ©0.555 = 1.005 = 1.01 (34.23)
et ensuite
9 = (1.01 @ 0.555) ©0.555 = 1.565 © 0.555 = 1.57 6 0.555 = 1.015 = 1.02. (34.24)

Et ainsi de suite. La suite est donc croissante alors que la définition nous donnerait envie d’avoir
Ty = g pour tout n.

Remarque 34.17.
En réalité, cette suite se stabilise a x, = 10 pour tout n a partir de n = 845. En effet,

(10®0.555) © 0.555 = 10.555 © 0.555 = 10.6 © 0.555 = 10.045 = 10. (34.25)

Le fait est qu’a ce moment, 'erreur de troncature est assez loin dans les décimales pour que le
premier chiffre négligé soit un “0” au lieu d’un “5”.

Notons toutefois que cette stabilité n’est pas la pour nous rassurer parce qu’elle n’en est pas
moins complétement fausse.

La regle de troncature adoptée dans Sage est d’arrondir au nombre pair le plus proche lorsque
le premier nombre a négliger est un 5. Donc 12.5 s’arrondit & 12 plutét que 13.

Exemple 34.18.
Soient les expressions (algébriquement égales) :

(1) A=z(x+1)
(2) B=2*+x

Nous savons que
x=fl(z) =107 (34.26)

et
1=1(1) (34.27)

parce que pour 1 et 1073%, il n’y a pas d’erreurs d’assignation.

En précision simple, 1073° + 1 = 1 parce qu’en précision simple, il n’y a que 7 ou 8 chiffres
significatifs !

Nous avons A = 10730, mais 22 donne un underflow parce que 107% ne peut pas étre représenté
en précision simple. En pratique, beaucoup de logiciels en font 0. Dans ce cas, en réalité B donne
effectivement 10739 aprés avoir fait 22 + . = 0 + 2 = 10730, A

1. Erreur de « relation normale ».
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34.3.3 Quelques bonnes regles

(1) Sion a plusieurs nombres & additionner ou soustraire, il vaut mieux commencer par sommer
ou soustraire ceux dont on sait qu’ils ont le méme ordre de grandeur. Il n’y a donc pas tout
a fait « associativité » des erreurs.

(2) Les opérations délicates sont 1’addition et la soustraction. La multiplication et la division
sont sans dangers, a part I'erreur de dépassement du maximum. Dans une multiplication, on
perd au pire quelques chiffres significatifs, mais certainement les derniers, pas les premiers.

34.3.4 Erreur de “cancellation”

Lorsque deux nombres sont de méme ordre de grandeur, avec plusieurs nombres significatifs
identiques. La cancellation est le fait que, suite a la soustraction, tous les chiffres significatifs ou
presque se sont simplifiés et qu’il ne reste plus que des chiffres non significatifs.

Exemple 34.19 ([615]).
Sur une machine ne gardant que 4 chiffres significatifs, faire

0.5678 x 105 — 0.5677 x 10° = 0.0001 x 10° = 0.1000 x 10°. (34.28)

Le fait est que les trois derniers zéros ne sont pas significatifs, mais maintenant la machine nous
fait croire qu’ils le sont.
Une autre fagon de voir ce probleme est d’imaginer qu’il faille calculer la différence

0.5678 289798 x 10° — 0.5677 3136907 (34.29)

sur cette machine. Certes la machine nous autorise a avoir 4 chiffres significatifs, donc au moment
d’entrer les nombres nous perdons un beau paquet de chiffres. Mais au moment de faire la différence,
nous perdons (presque) tout le reste. Donc 1 ot nous pouvions espérer avoir 4 chiffres significatifs
de la différence, nous n’en avons que 1. Les trois derniers zéros de la réponse (0.1000 x 10?) sont
faux. A

Remarque 34.20.

L’erreur de cancellation provoque des chiffres significatifs faux, mais ne provoque pas de faute dans
I'ordre de grandeur des réponses”. Donc si nous voulons nous assurer que a et b sont égaux « a
erreur numérique pres », le test

la—b| < e (34.30)

est valide, malgré I'erreur de cancellation qui ne manquera pas de se produire dans le calcul de la
différence.

Exemple 34.21.
Soit & résoudre 1’équation axz? + bx + ¢ = 0 avec a, b, ¢ # 0 et b2 — 4ac > 0. Solution :

—b+ Vb? — 4dac
2a '

T2 = (34.31)

Supposons que |4ac| « b? avec tout de méme pas tellement petit qu’on se perd dans la précision.
Bref, on suppose que seules quelques derniéres décimales de b? — 4ac sont différentes de zéro.
On a:

VB2 — dac = Vb = |j| (34.32a)
—b — /b2 — 4ac

- 4.32b

T 2a (3 3 )
b+ V0T — 4

zg = 2T o ac (34.32¢)

2. Est-ce bien vrai, cela?
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Si b > 0, nous avons une erreur de cancellation dans xo parce qu’on fait la différence entre deux
nombres presque égaux. Donc x2 mal calculé. Par contre x; est bien calculé.

Si par contre b < 0, c’est le contraire.

Aveca =103, b = 0.8, ¢ = —1.2x 107°. A la main nous obtenons : z; = —800, 23 = 1.5x 1072,
et un ordinateur se tromperait ...

SageMath Version 7.0, Release Date: 2016-01-19
Type "notebook ()" for the browser-based notebook interface.
Type "help ()" for help.

sage: f(x)=10%*(-3)*x**2+0.8*%x-1.2%x10**x(-5)

sage: solve(f(x)==0,x)

[x == -1/50*%sqrt (400000030) - 400, x == 1/50%sqrt (400000030) - <«
400]

sage: numerical_approx (-1/50*sqrt (400000030))

-400.000015000000

sage: numerical_approx( 1/50*%sqrt (400000030) - 400 )

0.0000149999996779115

tex/sage/sageSnip001.sage
Donc Sage ne tombe pas dans le piege. A

Comment résoudre ce probleme ? Ou, autre facon de poser la question : comment Sage a fait
pour résoudre le probléme ?
Utilisons les relations coeflicients-racines :

r1 + T2 = —b/a (34.33&)
r1x2 = c/a (34.33b)
La premiére lie les deux racines par des opérations de addition et soustractions, et donc n’est pas
intéressantes. La seconde est bien. Si nous connaissons x1, nous calculons
c
o = —. (34.34)
axq

Quitte a redéfinir x1 et 9, la solution bien calculée est :

~ —b—sgn(b)Vb? — dac

- 34.35
. 2a ( )
Exemple 34.22.
Nous considérons :
f(z) = cos(x + ) — cos(z). (34.36)
Cela a une erreur de cancellation lorsque |0] < |z|. On élimine l'erreur de cancellation par
. . 0
f(z) = —2sin(d/2) sin | x + 5) (34.37)
ii Avertissement/question a la lectrice !! 34.23
Pourquoi la condition pour avoir l’erreur est 6 < x et non simplement § <« 1 ¢
JAN

Exemple 34.24.
Pour

flx) =Vax+d—+/z (34.38)
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On fait la coup du bindéme conjugué :

1)
@)= s va

Plus d’erreur de cancellation, vu qu’au dénominateur nous avons une somme de deux positifs. A

(34.39)

Les erreurs de cancellation ne se résolvent pas en augmentant la précision des nombres donnés.

Exemple 34.25 (Dans la vie réelle).
La préparation de l'exemple 17.48 nous a porté a calculer la différence entre exp(z) et f3o(x) ou
f30 est censée étre une bonne approximation de ’exponentielle. Des erreurs de cancellation sont
donc a craindre.

Et en effet, le code suivant produit un résultat non déterministe :

£=1/152444172305856930250752000000%x728 + <«
1/10888869450418352160768000000*x727 + <«
1/15511210043330985984000000*x725 + <«
1/310224200866619719680000*xx~24 + 1/25852016738884976640000%* x«
“23 + 1/51090942171709440000*x~21 + 1/1216451004088320000*x" 20«
+ 1/121645100408832000*x719 + 1/355687428096000*x"17 + «
1/10461394944000*%x716 + 1/1307674368000*x715 + 1/6227020800*x«
~13 + 1/239500800*x712 + 1/39916800*x~11 + 1/362880*%x79 + <«
1/20160*xx~8 + 1/5040%x"7 + 1/120*x"5 + 1/12*x"4 + 1/6%x"3 + x «
- cos(x) + 2 -exp(x)

a=numerical_approx (10)

print (f(a))

tex/sage/sageSnip016.sage

Voir la question ici :
https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/

JAN
34.3.5 Calcul d’une dérivée
Pour calculer la dérivée de f en a, il est loisible d’utiliser la formule
7'(a) = lim fla+ h}z —fla), (34.40)

Le numérateur est alors sujet a une erreur d’absorption dans le calcul de a+ h et ensuite une erreur
de cancellation dans le calcul de la différence.

En utilisant la formule ( ) ( )
i o Jlath)—fla—h
fi(a) = }lbli]% 57 (34.41)

nous pouvons espérer avoir une erreur de cancellation plus petite.

34.3.6 Erreur d’absorption

L’addition d’un nombre avec un nombre tres différent peut faire perdre de I'information sur le
plus petit. Par exemple avec 4 chiffres significatifs,

0.5678 © 0.0001237 = 0.5679 (34.42)

ou nous avons perdu presque toute I'information du petit nombre.


https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/
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Une situation particulierement ennuyeuse est celle ot justement c’est le petit nombre qui nous
intéresse parce que le grand est censé se simplifier :

(0.0001327 ® 0.5678) © 0.5678 = 0.5679 © 0.5678 = 0.0001 (34.43)

qui ne posséde qu’un seul chiffre significatif correct alors que voyant le calcul, la réponse aurait pu
étre trouvée.

Moralité : si certains manipulations algébrique peuvent faire apparaitre des simplifications
avant de passer le calcul a la machine, il est bon de les effectuer.

34.4 Conditionnement et stabilité

Définition 34.26.
Soit F' une fonction da valeurs réelles définie sur X x D ou X et D sont des espaces vectoriels réels
normés. Le probléeme de la recherche des solutions de

F(z,d) =0 (34.44)

est dit stable autour de dy € D si
(1) la solution x = x(d) eziste et est unique pour tout d ;

(2) Pour tout n > 0, et pour tout dy, il existe un nombre K > 0 tel que |d — do| < n entraine
|z(d) = 2(do)| < K |[d = do].

La seconde condition est le fait que = soit Lipschitz® sur un voisinage de dy.

Exemple 34.27 (Stabilité de la différence).
Prenons le probleme qui consiste a calculer la différence entre deux nombres : x = a — b. Cela se

traduit par
F:RxR*->R

(34.45)
x—x—a+b.
Nous avons :
|z(a,b) —z(d V)| =|la—b—d + V| (34.46a)
<la—d|+]b=V| (34.46Db)
= [(a,b) — (a,0")|x (34.46¢)

ot nous avons utilisé la norme |.||; sur R2. Par la proposition 11.43 sur les équivalences de normes,
le nombre K = +/2 fonctionne pour toute valeurs de 7.
La probleme de la différence est donc un probléme stable. A

Exemple 34.28 (Stabilité¢ de la multiplication).
Si a est fixé, le probleme de calculer ab (b est la donnée) est stable. En effet ce probleme est donné
par la fonction F'(x,b) = x — ab, dont la solution est z(b) = ab. Nous avons donc

|z(b) — (V)| = |ab — ab/| = |al|b—V'|. (34.47)
La constante de Lipschitz de ce probleéme est donc |a]. A

Définition 34.29.
Le nombre

d) —x(d
Kaps(do,m) = sup |z(d) ~ 2(do)].x
d tel que |do—d|<n Hd - dO”D

(34.48)

est appelé le conditionnement absolu du probléeme autour de dy.

3. Définition 12.327.
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Soit F(x,d) = 0 un probléme stable de conditionnement absolu K ps(d,n). Le conditionnement

relatif est défini par
ldlp

l=(d)]x
Le probléme est dit bien conditionné prés de d si K,¢(d,n) est petit.

Krel(da 77) = Kabs(d; 77) (3449)

Exemple 34.30 (Mauvais conditionnement de la différence).
Reprenons le probleme de la différence, mais en fixant a. Nous avons donc z(b) = a — b et le
conditionnement absolu est

|z(b) — 2(bo)|

Le conditionnement relatif est : o
Kre(bg,n) = ———. 34.51
Tel( 0 77) |CL — b‘ ( )
Et donc le probleme est mal conditionné autour de a.
Autrement dit, si @’ est un nombre proche de a, calculer la différence a — a’ est un probléme

mal conditionné. YA

Exemple 34.31 (Bon conditionnement de la multiplication).
Pour le probleme F'(z,b) = x — ab nous avons

lab — ab|

Kabs = Sl;lp W = ’a‘ (3452)
Et aussi b
Kpgg=a— =1. 34.53
rel a |ab| ( )
Le conditionnement relatif du probléme de la multiplication est donc toujours 1. Il est donc un
toujours un probleme bien conditionné. A
Ne pas confondre :
Le conditionnement provient du probléme lui-méme.
La stabilité provient de I’algorithme de résolution.
Exemple 34.32 (Un probléme mal conditionné).
Le systeme
{ 2.1x + 3.5y =8 (34.54a)
419z + 7.0y = 15 (34.54Db)

Solution : z = 100, y = —57.714285 ... (périodique)

Perturbons : nous remplacons 4.19 par 4.192. L’erreur relative est : 4.77 x 1074,

Solution : & = 125, §y = —72.714285.. ., avec donc erreur relative de 0.26. Autrement dit :
Ierreur relative sur la solution est grande méme avec une petite erreur relative sur la donnée.

C’est un probleme mal conditionné.

Le fait est que c’est une intersection de deux droites presque paralleles. Donc effectivement une
petite perturbation d’une des deux droites donne une grande perturbation du point d’intersection.

Le fait est qu'un ordinateur effectue toujours une perturbation, au moins de I'ordre 1076 pour
ne fut-ce que représenter les nombres. C’est-a-dire une perturbation sur les six nombres définissant
le systéme. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir un algorithme donnant une bonne réponse. A

Un résultat pratique pour étudier le conditionnement d’un probleme est le suivant.

Corolaire 34.33.
Soit © = x(d) un probléme stable. Supposons D de dimension finie, supposons que U est ouvert
dans D. Supposons encore x: U — R différentiable en dy. Alors quand n est petit, on a

K7 (do) ~ [V(do)]. (34.55)

abs
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Lemme 34.34.
Tout probléme de la forme x = z(d) avec d € R et x € C1(R) est stable.

Démonstration. 11 faut démontrer qu'une fonction C! sur R vérifie automatiquement la condi-
tion (2) de la définition de la stabilité. Pour cela, remarquons qu'une fonction C! posséde une
dérivée continue, et donc bornée sur tout compact *

Prenons > 0 et dp € R et puis un d tel que |d — dy| < 1. Par le théoréme des bornes atteintes,
la fonction 2’ est bornée sur lintervalle [dy — 1,dy + n]. Appelons K un majorant de 2’ sur cet
intervalle. La fonction

f(d) = x(dp) + K|d — do| (34.56)

majore z(d), et donc on a
|z(d) — x(do)| < K|d — do|. (34.57)
Attention : vérifier si ce raisonnement est correct avec dg > d, et adapter au besoin. O

Exemple 34.35.
Un exemple de probléme stable de la forme z = 2(d) avec d € R et x € CO(R)\C'(R).

La fonction
0 siz>=0
2(d) = { o (34.58)
rz siz>0

est continue, mais pas C'' (non dérivable en x = 0). La dérivée est partout bornée par 1, et donc
le probleme est stable.

Un autre exemple tres classique serait de prendre z(d) = |d|. Dans ce cas, on peut prendre
n’importe que n et K = 1. Le calcul est que

z(d) — z(do)| < K|d — do| (34.59a)
\Id| = |dol| < |d — do|- (34.59b)

Cette derniere inéquation est correcte, comme on peut le voir en mettant au carré les deux membres.

A

Exemple 34.36.
Un exemple de probléme instable de la forme 2 = 2(d) avec d € R et z € C°(R).

Un exemple assez classique de fonction dont la dérivée n’est pas bornée sans pour autant que
la fonction aie un comportement immoral® est x — 1/x. Afin d’avoir une fonction définie sur R,
tout entier, nous regardons la fonction

z(d) = +/|d]. (34.60)

Si nous considérons maintenant dyg = 0 et n’importe quel 1, nous avons

j2(d) —a(do)] _ Vd _ 1

S 34.61
|d — do| d  +d ( )
Il n’est pas possible de trouver un K qui majore ce rapport. Le probléme est donc mal conditionné.
Attention : dans ce calcul nous avons supposé d > 0. Pensez a adapter au cas d < 0. A
Exemple 34.37 (Probléme bien conditionné avec algorithme instable).
Soit & calculer )
1
I, = J z"e’dx (34.62)
€ Jo
avec n = 0. Par partie, nous obtenons :
IL,=1—-nl, ;. (34.63)

4. Un compact est un ensemble fermé et borné, typiquement un intervalle du type [a, b].
5. Penser & « — zsin(1/z).
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D’autre part, Iy = %, I = é Puis par récurrence, c’est tout en main.

Du c6té de l'ordinateur, nous lui donnons forcément une approximation de I;, parce que nous
lui donnons une approximation de e. Soit I’erreur €; sur I5.

Sans démonstration :

Lemme 34.38.
Nous avons lim,,_, I, = 0.

Mais numériquement, il n’est pas possible de rester longtemps sous €; parce que nous n’espérons
pas avoir une erreur plus petite que ¢a. Donc a partir du moment ou I,, < €1, les valeurs sont toutes
completement fausses. Cela est le mieux que 'on puisse espérer. Mais la réalité est pire.

En réalité, en lancant le calcul sur un ordinateur, les valeurs sont méme croissantes avec n a
partir d’un certain moment.

On peut étudier I'erreur et montrer que ’erreur est donnée par :

en = (—1)" " Inle. (34.64)

Mais comme la factorielle est tellement forte que c’est sans espoir d’aller loin en essayant tres fort
de donner une petite erreur sur €y.

JAN
Il existe heureusement un algorithme stable pour cette intégrale. La formule est :
1
Iy =—(1—-1,). (34.65)
n
Si nous savons un Iy avec N grand, cette formule donne les I; avec i = N, N — 1,...,2. Posons

donc Iy = a € R n’importe comment. Donc €y est grand. Mais il se trouve que l'erreur sur ¢; est
donnée par

(_1)N -1
L= " N (34.66)
Donc méme en prenant vraiment n’importe quoi pour Iy, nous obtenons de bonnes approximations
pour I; avec les petits i. Méme avec Iy = 1000 (qui est complétement faux), nous trouvons

énormément de chiffres significatifs corrects pour 1.

34.4.1 Comment choisir et penser le K 7

La formule (34.48) contient une formule qui ressemble étrangement a la dérivée. La stabilité
d’un probléme est tres liée a la dérivée de F'. La stabilité et la dérivée ne sont pas les mémes choses,
mais il n’est pas mauvais de penser au K de la stabilité comme la dérivée. Ou plus précisément :
le supremum de la dérivée.

Un fil conducteur du lemme 34.34 et des exemples 34.35, 34.36 est que 'on a un K qui fonctionne
lorsque la dérivée est bornée sur I'intervalle |dy — 1, do + n[. Dans le cas ou ce supremum existe, le
prendre en guise de K fonctionne souvent.

Il faut cependant parfois faire acte d’imagination. La fonction = — |x| n’est pas dérivable en
0. Il n’empéche que K = 1 fait fonctionner la définition de la stabilité. Remarquez que K = 1 est
le supremum de la dérivée la ou elle existe.

A partir du moment ot ¢’est clair que le K est le supremum de la dérivée, on comprend pourquoi
c’est le gradient qui arrive dans le corolaire 34.33. En effet, le gradient indique la direction de plus
grande pente. C’est donc bien dans cette direction qu’il faut chercher la « plus grande dérivée ».

Proposition 34.39.
Pour le probléme stable x = x(d) avec x € CL(R™,R), on a

Kaps(d) ~ |dq (34.67)

ot dxgq désigne la différentielle de x en d et la norme est la norme opérateur.
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34.5 Un peu de points fixes

34.5.1 Choix de la fonction a point fixe

Pour I'équation f(x) = 0, il existe une infinité de fonctions g pour lesquelles I’équation est
équivalente a x = g(x).
Exemple : f(z) = 22 — 2 — In(z), nous pouvons faire

(1) 2 =22>-2—In(z) + 2
(2) Poser 2 = 2 + In(z) et donc

xr = —4/2+ In(x) (34.68a)
r =+/2+In(x). (34.68Db)

(3) Ou encore

- “:‘(‘””) (34.69)
ol nous savons déja que x # 0 parce que x = 0 n’est pas dans le domaine de f.
(4) Ou par l'exponentielle :
T =e""2, (34.70)

Dans tous ces cas nous pouvons construire une suite (z,) en posant un nombre arbitraire pour xg
et ensuite la récurrence

Tny1 = g(Tn). (34.71)

Graphiquement, la solution de I’équation est l'intersection entre les courbes y = z et y = g(z).
Un petit dessin pour montrer la convergence :

A

QQ PQ

Z2

Attention : cette méthode ne converge pas toujours. Parfois elle converge de fagon monotone,
et parfois pas. Le choix de la fonction g qui fait z = g(x) peut énormément changer la vitesse de
convergence.

Théoréme 34.40 (Condition suffisante pour existence d’un point fixe).
Une fonction continue f: [a,b] — [a,b] admet au moins un point fixe dans [a,b].

Théoréme 34.41 (Condition suffisante pour I'unicité).
Soit f continue sur [a,b] avec g(x) € [a,b] pour tout x € [a,b]. Supposons qu’il existe 0 < k < 1
tel que pour tout x € [a,b] nous ayons |¢'(x)| < k alors

(1) La fonction g posséde un unique point fixe dans [a,b].
(2) Pour tout zp € [a,b], tous les termes de la suite x,+1 = g(xy) sont dans [a,b].

(3) Ladite suite (x,,) converge vers le point fize.



2258 CHAPITRE 34. NUMERIQUE

Théoréeme 34.42.
Soit f continue sur [a,b] avec g(x) € [a,b] pour tout x € [a,b]. Supposons

(1) qu’il existe 0 < k <1 tel que pour tout = € [a,b] nous ayons |¢'(x)| < k et
(2) g estp fois dérivable sur [a,b].
(3) ¢d(a) = g"(a) = ... =g V(a) et gP)(a) # 0 ot o est l'unique point fize.
Alors la suite (xy,) converge avec un ordre p.
Exemple 34.43.

Nous reprenons

f(z) = 2® =2 —In(). (34.72)

Et nous voulons résoudre f(z) = 0. Graphiquement c’est I'intersection entre y = 22—2 et y = In(x).
Il est vite tracé de savoir qu'il y a deux solutions : oy € [0,1] et az € [v/2,2].

Déja un petit probleme : 'intervalle [0, 1] ne va pas parce que f n’y est pas continue. Un petit
raffinement d’analyse nous fournit a; € [e™2,1].

Nous avons au moins les fonctions de points fixes suivantes :

g1(x) =4/2 + In(x) (34.73a)
ga(z) = ™ 72, (34.73b)
Pour la premiere, il y avait un + qui a été négligé parce que nous savons que les deux solutions
cherchées sont positives. Travaillons avec la premiere. D’abord
1

7 =

Nous avons lim,_,.-2 gh(x) = +o0. Il ne sera donc pas possible de trouver 0 < k < 1 tel que
|¢'(z)| < k. Tentons quand méme la méthode :

(34.74)

20 =05 (34.75)

Il se fait que cela est plus proche de a1 que de ao. Mais en réalité la suite converge vers ao.
Passons a la seconde méthode.
2
gh(z) = 2ze® 2. (34.76)

21], gb est croissante et prend toutes ses valeurs dans [e~2,1]. Nous pouvons

Sur lintervalle [e™
prouver que

lgh(x)| < 271 < 1. (34.77)

Donc poser k = 2e~ ! fait fonctionner la proposition. Donc quel que soit le z¢ pris dans cet
intervalle, nous aurons une suite convergente vers un point fixe a l'intérieur de l'intervalle. C’est-
a-dire convergente vers aj.

Cela est un exemple de probléme pour lequel changer de fonction g change réellement la vie. A

34.5.2 Convergence quadratique

Définition 34.44.
Une suite (x,) a une convergence quadratique vers « si elle converge vers « et si il existe un C
tel que pour tout n nous ayons

[Tnt1 — af < Cllxy, — of?. (34.78)

I1 est bien entendu possible de parler de convergence quadratique si la relation (34.78) a lieu
seulement & partir d’un certain indice.

Le lemme suivant donne 'importance du choix de point de départ lorsqu’on utilise une méthode
itérative dont la convergence est quadratique.
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Lemme 34.45.
Soit une suite x,, — o de convergence quadratique. Si |zg — o < r alors
1
c

Démonstration. Nous pourrions directement prouver la formule (34.79) par récurrence, mais nous
allons la reconstruire un peu. Nous cherchons

|n — o < %(Cr)*" (34.79)

|z, — af < CF®)p2", (34.80)
Nous avons les inégalités

|#n+1 — all < Cllan — af? (34.81a)
< OOk 2 (34.81b)
= C2k(m)+1,2m (34.81c)

d’ol nous voyons que la fonction k doit vérifier
k(0) =0 (34.82a)
{ k(n+1)=2k(n)+1 (34.82Db)
La premiére équation est I'hypothese ||zg — | < 7 comparée a la formule (34.80). I est vite vérifié
que k(n) = 2" — 1. D’ou le résultat. O

Si le point de départ est choisi de fagon a avoir C'r < 1 alors nous avons la un trés bon majorant
parce qu’il s’agit d’un majorant convergeant tres rapidement vers zéro. Si au contraire Cr > 1 alors
ce majorant ne sert a rien.

34.46.

Le fait d’avoir une convergence quadratique signifie que le nombre décimales correctes double
(environ) & chaque itération, dans n’importe quelle base. En effet supposons que z,, ait k décimales
correctes ; cela signifie que |z, — a| ~ 107%. Donc

|Zpi1 —a| $ M1072, (34.83)

Cela est le double de décimales correctes de |x,, — |, moins 'ordre de grandeur de M.

Pour la méthode de bisection, le nombre de décimales augmente de 1 & chaque itération, mais
seulement en base 2. En base 10, de facon générique © il faut entre 3 et 4 itérations pour avoir une
décimale de plus.

34.47 (Condition d’arrét[66]).
D’autre part, lorsqu’une méthode a une convergence quadratique, nous avons un test d’arrét. Pour
ce voir, nous avons la limite

2
Clan=al _, (34.84)

li M < lim
n—w |z, — af n—x |, —qf

Cette limite est alors également valable sans les valeurs absolues et si nous soustrayons x,, — a au
numérateur, la limite devient —1 :

1= iy Fntl T Tn (34.85)
n—90 T, — o
Ou encore
Ty — @
lim =2t g (34.86)

n—0 I, —«
Cela a pour conséquence que si n est grand,
(1) xp41 a le méme ordre de grandeur que x,, — a.
(2) zp — Tpt1 et T, — o ont le méme signe.
Donc si nous voulons une approximation de « avec une erreur e, il suffit d’arréter le calcul lorsque
|Zn41 — Tn| < €. Et ce faisant nous savons de plus si 'approximation est par exceés ou par défaut.

6. C’est-a-dire sauf coup de malchance ou coup de chance.
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34.5.3 Convergence

Proposition 34.48 (Convergence d'une méthode de point fixe[640]).
Soit g: R — R de classe C' et o un point five attractif” de g. Soit k tel que |¢g'(a)| <k <1 et §

tel que [g'] p(a,6) < k-
Alors

(1) La fonction g est k-contractante® sur B(a,§).
(2) Nous avons g(B(w,0)) < B(w,9).

(8) Pour tout x¢ € B(«,d) la suite xp+1 = g(x,) converge vers « et
|zn — o] < |xo — alk™. (34.87)

Si de plus ¢'(a) = 0 et g est de classe C* alors nous avons convergence quadratique (défini-

tion 34.44).

Démonstration. Vu que a est un point fixe attractif de g nous pouvons considérer un k tel que
|’ ()] < k < 1. Et comme g est de classe C!, la fonction ¢’ est continue et donc bornée sur toute
boule du type B(a, d). Soit § le plus grand nombre tel que Hg’\]m < k. Nous notons I = B(a, )

pour cette valeur de 9.
Pour tout = € I nous avons, en utilisant le théoréme des accroissements finis 12.192(2) :

lg(z) — af = [g(z) — g(a)] (34.88a)
< sup lg' ()]l — o (34.88b)
< klz — af (34.88¢)
< (34.88d)

parce que k < 1 et |x — a| < §. Par conséquent g(z) € B(a,d). Cela prouve le point (2). Pour le
point (1), soient x,y € B(a,d) et

lg(z) — g(y)| < sup 19 (a)||x —y| < klz—yl. (34.89)
ae

Pout le point (3) nous avons |g(z,) — of < k|z, — |, c’est-a-dire
|Tns1 — o] < klz, — al. (34.90)
Le résultat annoncé s’obtient par récurrence sur n.

En ce qui concerne la convergence quadratique, c’est du Taylor (proposition 12.457). Dévelop-
pons g(z,) autour de g(«) :

1 2

9(@n) = 9(a) + g'(@)(zn - a) + S (@ — @) e(zn — @) (34.91)
avec limy ,ge(t) = 0. En posant C' = 1sup,_s|e(t)| nous avons |g(z,) — g(@)| < Clzn — of?,
c’est-a-dire

|Zni1 — a| < Clz, — af. (34.92)

O

Ce corolaire est une paraphrase de la proposition 34.48. Il en retient seulement les points
intéressants en pratique.

Corolaire 34.49.
Soit o une solution de l’équation x = g(x), avec g continue sur un voisinage de « et dérivable dans
lintérieur. Nous supposons que

g ()| < 1. (34.93)

Alors il existe un rayon 0 tel que si xg € B(«, ), la suite (x,) converge vers c.

7. Définition 17.32.
8. Définition 17.35
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Certes cette proposition demande moins d’hypotheses, mais en réalité, il ne donne pas de vrais
moyens de choisir un point de départ xg. Avec les deux théorémes précédents, nous pouvions
prendre xy n’importe ou dans [a, b]. Le fait est que pour choisir 2y nous pouvons tracer et donner
a la main un zg proche de ce qui semble étre . Si ¢a ne converge pas, il faut donner un zg plus
proche. La proposition nous assure que si nous jouons bien a choisir x( tres proche, la suite finira
par converger.

Notons que le corolaire 34.49 a encore I'inconvénient de demander de calculer ¢'(«) alors que «
est inconnu. La résolution de l'inéquation |¢'(z)| < 1 nous donne un certain nombre d’intervalles
dans R.

Soient I, les intervalles solutions de l'inéquation. Si « € I, alors la méthode converge. Sinon,
c’est pas garantit. En tout cas nous ne devons pas savoir réellement o pour appliquer le théoréme.
Il suffit de savoir que « est dans un des I,,.

34.6 Méthode de Newton

L’objectif de la méthode de Newton est d’évaluer une racine « de ’équation f(x) = 0 lorsque
nous avons déja une approximation xg de la racine a.

C’est la méthode de Newton qui est a l'origine de la suite de la proposition 1.348 donnant une
suite dans @) qui converge vers v/A.

Définition 34.50.
Le nombre « est une racine simple de l’équation f(x) =0 si f(a) =0 et f'(«) # 0. Le nombre
a est une racine multiple d’ordre r de f(x) =0 si

fla)=f(a)=...= fr=D@ =0 (34.94)
et f)(a) # 0.
Exemple 34.51.
La fonction z — 22 en & = 0 est une racine d’ordre 3. AN

34.6.1 « Justification » par la formule par Taylor

Soit une fonction f continue et dérivable sur [a,b]. Soit o une racine de f et x, une de ses
approximations. Nous notons l'erreur 6 et nous avons a = x,, + 6. Du coup nous avons f(z, +60) =

fla) =0.
Ecrivons la série de Taylor du théoréme 12.447 autour de z,, : il existe une fonction e: R — R
telle que lims_, €(t) = 0 telle que

fla) = f(zn+0) = f(zn) +0f (2n) + =€(6). (34.95)
Nous isolons le # du terme d’ordre 1 en nous souvenant que le membre de gauche est nul :

flan) — 0%€(9)

0=— 34.96
7@ (34:96)

Vu que a = z,, + 0, nous pouvons écrire

f(n) + 026(9)
a=T, - ——". 34.97
7@ (34:97)
Il est donc raisonnable de poser
f(zn)

n = dn — 34.98
T T P () (34.95)

en espérant que cela soit une meilleure approximation de a que x,,.
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En tout cas l'erreur sur x,,1 est

f(zn) +6%(0) f(an) +6%(0)
—_— =4+
f(xn) f(nn)
qui ne doit pas étre fondamentalement plus grand que 6 des que 6 est petit, surtout que si x,, est
une approximation de «, nous pouvons espérer que f(x,) soit également petit. La ou les choses
peuvent déraper en grand, c’est si f'(x,) est petit.
Cette méthode de Newton ne converge pas toujours. Le pire est lorsque par malheur il y a une
bosse pas loin de la racine. Alors il y a un risque de tomber sur f/(z,11) = 0 ou en tout cas tres
proche de zéro. Dans ce cas le point x,12 est envoyé tres loin.

O —Tpi1 =Ty +0— 1y + (34.99)

34.6.2 « Justification » par points fixes

Nous savons que pour résoudre f(x) = 0 par une méthode de point fixe, il y a de nombreux
choix possibles de fonctions g telles que g(z) = x donne la méme solution que f(z) = 0. Soit «
une solution de f(z) = 0 et cherchons une fonction g de la forme

g(x) =z —kf(x). (34.100)

Nous savons par la proposition 34.48 que la fonction g donne une convergence quadratique lorsque
d'(a)) = 0. Pour la forme (34.100) nous avons ¢'(«) = 1 — kf’(a), ce qui nous donne I'idée de poser
_ 1
k=7
Le fait est que f’(a) n’est pas connu, mais nous pouvons I’approximer par f’(x) lorsque x est
proche de «. D’ou l'idée de considérer la fonction

g(z) =z — ;,((?), (34.101)
et donc la suite x, 11 = g(x,) c’est-a-dire
Tpe1 =0 — JJ:,((Z’;)). (34.102)

Dés que x,, est proche de a, sous I'hypothése (raisonnable par continuité) que f’(x,) soit proche
de f'(a), la méthode devrait donner une convergence quadratique.

Remarque 34.52.
Cette justification par points fixes n’est pas vraiment différente de celle par Taylor parce que Taylor
est utilisé dans la preuve de la proposition 34.48.

Définition 34.53 (Méthode de Newton).
La méthode de Newton pour la fonction f est la suite définie par récurrence

Tl = Tn — J{,((i’;)) (34.103)

Cette définition ne précise pas la valeur de xqy, ni de condition d’arrét.

34.6.3 Convergence de la méthode de Newton

Théoréme 34.54 (Convergence quadratique de la méthode de Newton[(410]).
Soit f une fonction continue vérifiant f(a) =0 et f'(«) # 0. Nous considérons la fonction

f(x)
g(x) == — (34.104)
f'(x)
que nous supposons étre de classe C2.
Si C' est une majoration de |g"| sur un intervalle contenant o, alors en posant 6 = 1/C nous
avons
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(1) La boule B(a,6) est préservée par g : g(B(a,8)) < B(a, ).
(2) Pour tout o € B(a,d) nous avons convergence quadratique vers « de la suite définie par
Tnt+1 = g(-xn)

(8) Nous avons l’estimation
1

< =
C

ot C est la constante de la définition de convergence quadratique.

(Clzo — a])*" (34.105)

|zn — af

Démonstration. Nous commencons par calculer la dérivée de g :

f(@)f"(x)

g'(x) = IO (34.106)

d’out nous déduisons que ¢'(a) = 0. Ensuite nous utilisons abondamment la formule des accroisse-
ments finis (théoréme 12.325) en commencant par

9(t) — g(a)| < [ ljt.lt — (34.107)

ou par |f|a nous entendons la norme uniforme de f sur A, c’est-a-dire |[f|a = supgyeq | f(z)]-
Note : nous écrivons [t, a], mais ¢a pourrait étre [a, t].
Si z € [t, o] alors

19'(z)] = lg'(z) — ¢'(a)] (34.108a)
< (9" [z,01|2 — @ (34.108D)
< 9" (201 [t — (34.108c)
< 9" ,lt — - (34.1084)

En particulier, |¢'[[{.a] < 9" lft,a7lt — e, et nous pouvons continuer les majorations (34.107) :

l9(t) — g(@)| < [lg" |gt.aplt — . (34.109)

La fonction g étant de classe C?, la dérivée seconde g” est bornée (nous supposons déja travailler
sur un compact contenant «). Soit C' une borne. Nous sommes en mesure de prouver le point (1)
avec 0 = 1/C. En effet si t € B(a, 1/C) alors

1 1
(1) — al = 1o(t) ~ 9(0)] < Clt o < C oy = (34.110)
ce qui prouve que ¢(t) € B(a,1/C).
Le point (2) se prouve de la méme manieére : si x,, € B(a, 1/C) alors
241 — af = [g(an) — g(a)| < Clay — af, (34.111)

ce qui est bien la convergence quadratique.
La majoration du point (3) s’obtient par récurrence sur n. Pour n = 0, la relation (34.105)
devient |zg — a| < |z¢ — | qui est vraie. Ensuite par la convergence quadratique et la récurrence,
2 1 on 2 ]. gn+1
|zpt1 — a| < Clay, — af <C[5(Clmo—a]) 1" = G[M\xo—a\] . (34.112)
O

34.55.
Dans le cas pratiques, nous commengons souvent par résoudre 1’équation f(x) = 0 par dichotomie.
Au moment ou nous sommes assez proche de la solution nous commencons Newton.

La raison est que la dichotomie fonctionne toujours : nous allons toujours nous approcher de
la solution. Si par contre le point de départ est mal choisit, la méthode de Newton peut envoyer
n’importe ou, y compris tres loin de la solution.
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La proposition suivante nous indique que dans le cas d’une fonction convexe, le choix de point
de départ de la méthode de Newton n’est pas tellement crucial parce qu’ils sont tous bons. De plus
la convergence se faisant de fagon décroissante (si on part de la droite), nous savons que le résultat
sera une approximation par exces de a.

Proposition 34.56 (Newton dans le cas convexe).
Soit f de classe C? et une racine « telle que f'(a)) > 0. Soit b > « tel que f soit convexe sur [a, b].
Alors pour tout xg € [a, b] la suite de la méthode de Newton est

(1) décroissante
(2) reste dans [c, D]

(3) converge vers .

Démonstration. Nous savons par la proposition 17.84(2) que la fonction f’ est croissante, et par
hypotheése f/(a) > 0, donc sur [a, b] nous avons f’ > 0. Par conséquent, nous avons aussi f > 0
sur [, b].

Le graphe de f est au dessus de la tangente de f en z = 1z, (proposition 17.90). Si nous
nommons ¢, la fonction qui donne la tangente en = nous avons t;, (o) < 0 parce que f(a) = 0.
Par conséquent

te (z) =0 (34.113)

pour a < x < x,. Cela prouve que x,11 € [, b], et que (x,) est une suite décroissante
Etant donné que (z,,) est une suite décroissante dans le compact [«, b], elle est convergente.
Notons [ sa limite. Nous avons la relation de récurrence

f(zn)

= — . 34.114
En passant a la limite n — 00 nous avons 1’équation
f(B)
g =0-— . 34.115
70 LI
Vu que f(z) > 0 sur |a, b] nous avons automatiquement § = . O

34.6.4 Racine carré par la méthode de Newton

Nous avons vu dans la proposition 1.348 une suite dont la limite était v/A.

Exemple 34.57.

Utilisation de la méthode de Newton pour calculer v/A. La premiere idée serait d’appliquer le

théoreme 34.54 & la fonction f(x) = 2 — v/A. Je vous laisse voir pourquoi ¢a ne marche pas.
Nous faisons f(z) = 22 — A. Le calcul donne :

(z+=). (34.116)
Cela explique la formule (1.507). A

34.6.5 Formalisation de I’algorithme

La méthode de Newton consiste a exprimer la solution z de f(x) = 0 avec f € C*(R) comme
limite d’une suite {z,},en définie par récurrence par la formule

Tnt+1 = Tp — f/(ZE )
n

(34.117)

ou xzg est arbitraire.
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Si on veut exprimer cela en termes d’algorithmes, nous disons que 'algorithme de Newton est
donné par la suite de problemes

f(xn)

Fn(xn+1a$n7 f) = Tp41 — Tp + (34-118)

La donnée du probleme est la fonction f, et rien que elle.
Plus précisément, une fois que la fonction f est donnée, il existe une infinité de problemes :
pour chaque a € R nous avons le probleme

f(a)
G =x— . 34.119
a(xnaf) z a+ f/(a) ( )
La méthode de Newton consiste & sélectionner une partie de ces problemes de la facon suivante :
{ Fy = Gy, (34.120a)
F, =G,,. (34.120b)

Le probleme Fp fournit un nombre x; qui nous permet de sélectionner le probleme G5, qui va
fournir le nombre xs, etc.

Au moment de calculer le conditionnement de F;,, nous ne devons pas voir x,_1 comme fonction
de x¢ et de la donnée f. Il ne faut donc pas dériver a travers les x,,.

Proposition 34.58.
Si une racine est multiple, alors 'ordre de convergence de la méthode de Newton est 1.

Voici un algorithme possible :

def Newton(f,x0,toll,maxit):

fp=f.derivative ()

n=0

x=x0

diff=toll+1

while abs(diff)>toll and n<maxit:
n=n+1
diff=-f(x)/fp(x)
x=x+diff

return X,n

tex/frido/codeSnip_ 2.py

Commentaires :

(1) Notons que dans un langage vraiment numérique comme Matlab, il faut passer f’ en argu-
ment.

(2) Dans le while il faudrait mettre z,,4+1 — x, (en valeur absolue), mais cette différence est aussi
utilisée pour calculer x,1 donc on la calcule une seule fois.

(3) Il faudrait faire une vérification sur f(z,) # 0. Il n’y a pas tellement de choix que de changer
le point initial.

34.6.6 Caractéristiques

L’algorithme de Newton a les caractéristiques suivantes :
(1) Pour résoudre le probléeme numéro n, il faut avoir résolu le probléeme numéro n — 1.

(2) Aucune des solutions z, aux problémes intermédiaires n’est une solution au probléme de
départ (a moins d’un coup de chance).
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(3) Etant donné que la donnée du probléeme F, est la fonction f de départ, nous avons d,, =
d, = d pour tout m et n.

Théoréme 34.59.
Soit f continue sur un voisinage de o, racine simple. Alors il existe un voisinage de o de rayon
o tel que pour tout xg dans ce voisinage, la méthode converge vers v avec ordre de convergence

p=2.

Donc dés qu’on a continuité autour de la solution recherchée, il suffit de prendre x( assez proche
pour que tout se passe bien. Cela se fait par localisation des racines, par exemples en tragant la
fonction avec un bon niveau de zoom. Le fait est qu’on cherche disons 3 décimales a la main (travail
sur ordinateur et graphique) et Newton donne les 20 décimales suivantes a la vitesse de la lumieére.

34.6.7 Exemple de la racine carrée

Nous allons nous lancer dans un exemple : le cas de la racine carrée. Soit a calculer une
approximation numérique de /2. Il s’agit d’une racine de la fonction f(z) = 22 + 2. La fonction
de la méthode de Newton associée est :

. f(zx) _ )

(34.121)

Cherchons un intervalle autour de 4/2 sur lequel nous avons convergence de la méthode de Newton.
Cela s’obtient grace a la proposition 34.48 qui nous informe qu’il suffit de trouver un intervalle
autour de v/2 sur lequel |¢/(z)| < 1.

Nous avons
—_, 34.122
et nous cherchons & résoudre |¢’(x)| < 1. D’abord ¢/(z) = 1 n’a aucune solutions alors que ¢'(1/2) =
0. Donc nous avons ¢'(z) < 1 pour tout z € RT. Par contre I’équation ¢'(z) = —1 a des solutions :

xzim.

Nous avons donc convergence de la méthode de Newton pour xy dans un intervalle de la forme

[V2/3,vV2+..] (34.123)

ot les les trois points représentent I’expression qu’il faut pour que ce soit symétrique autour de /2.

La valeur précise n’a pas tellement d’importance parce, vu que nous sommes en train de chercher

v/2, il est peu probable que nous ayons déja en main une bonne approximation de nombres du type
2/3.

Proposition 34.60.
La méthode de Newton pour la fonction f(x) = x> —2 converge vers /2 pour toute valeur de départ
dans 10, +o0f.

Démonstration. La fonction f(x) = 22 — 2 est convexe et f/'(1/2) = 24/2 > 0. Donc la méthode
converge vers v/2 pour tout xo > /2 par la proposition 34.56.
Si par contre g € ]0,/2[ nous avons
z3 +2

= . 4.124
o 2z (3 )

En posant h(z) = (22 +2)/2x et en résolvant b’ (z) = 0 nous trouvons = = /2. Et 13, h(v/2) = /2.
Donc h(z) est toujours plus grand que +/2 pour tout = € ]0, v/2].
En d’autres termes, si 2 € ]0,v/2[ alors 21 > /2 et nous retombons dans le premier cas. [
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34.6.8 Si multiplicité

Supposons que « soit de multiplicité r (définition 34.50).

Cela se remarque en voyant que la méthode de Newton demande plutét 20 itérations que 5.
Le probleme que cela pose est que chaque itération, les évaluations provoquent des erreurs. Donc
moins d’itérations, c¢’est mieux.

Nous pouvons modifier la formule avec

o fl)
T T T )

(34.125)

Il est possible de prouver que cette suite est a nouveau a convergence quadratique.

Ou alors on pose F(z) = f"=V(z) et a est une racine simple pour F. Donc faire Newton pour
F est & nouveau quadratique, tout en donnant la méme solution parce que F'(a) = 0 et F'(«) # 0.

La seconde fagon est bien parce que le théoreme de localisation fonctionne 34.59

Et si r n’est pas connu ?

Il est toujours possible de faire r = 2 puis r = 3 et caetera jusqu’au moment ou l'on remarque
que le nombre d’itérations baisse un grand coup.

Mais ¢a demande beaucoup de calculs. Le mieux est de changer de méthode.

34.6.9 Et la dérivée?

Un des problemes de la méthode de Newton est que l'on doit pouvoir calculer la dérivée.
Typiquement, il faut savoir f de fagon analytique. Si cela n’est pas possible, nous pouvons changer
de méthode et utiliser la méthode des sécantes décrite en 34.9.

34.6.10 Meéthode de Newton : le cas général

Lemme 34.61.
Soient A et B deuz matrices inversibles telles que la matrice (A + eB) soit inversible pour tout €
assez petit. Alors il existe une matrice X (€) telle que

(A+eB)™t = (A7 +€X) (34.126)
et telle que lime 0 X(¢) = —A"1BA™L,
Démonstration. Le candidat matrice X est relativement simple & trouver en écrivant
(A+eB)(A™' +eX) =1+ €eAX +eBA™ ! + &BX. (34.127)
En imposant que cela soit 1, nous trouvons
X(e) = —(A+eB)'BAL. (34.128)

La matrice X (e) étant un inverse a droite de (A + eB), son déterminant est non nul et X est
inversible. Par conséquent elle est également inversible au sens usuel. Le calcul de la limite est
direct :

lim —(A + eB)'BAT! = A71BAT! (34.129)
€E—>
parce que l'inverse est une fonction continue sur M(n,R). O

Remarque 34.62.
Un calcul naif nous permet de trouver le méme résultat de fagon plus heuristique. En effet un
développement usuel (dans R) est

L (34.130)
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Si nous récrivons cela avec des matrices, nous écrivons (attention : passage heuristique!) :
(A+eB) P =A"1t—eA™'BA 4 ... (34.131)

Notons le choix de généraliser b/a? par a~'ba~!. Dans les réels les deux écritures sont équivalentes,
mais pas dans les matrices.
Etudions si A™! — €A1 BA~! est bien un inverse & € prés de (A + €B) :

(A+eB) (A +eA™'BA™) =1-eBA ' +eBA' —?BA'BA™ = 1-BA™'BA™. (34.132)
Par conséquent, & des termes en €2 pres la matrice A~ —eA 1 BA™! est bien un inverse de A +€B.

Théoréme 34.63 (Méthode de Newton[(417]).
Soit f: R™ — R™ une application de classe C? et un point a € R" tel que f(a) = 0. Nous supposons
que df, est inversible.

Alors il existe un voisinage V' de a tel que pour tout xg € V la suite définie par récurrence

Tn+l = Tp — (dfa)_l (f(xn)) (34'133)

converge vers a. De plus la vitesse est quadratique au sens ou il existe C' > 1 tel que

|z, — al| < C7172. (34.134)

Démonstration. Etant donné que df, est inversible et que df est continue, I'application df, est
continue ? pour tout x dans un voisinage de a. Nous prenons r > 0 tel que df, est inversible pour
tout x € B(a,r).

Nous considérons la fonction

F: B(a,r) — R"
R UAR)

Cela est une application C'. La clef est de montrer que I’application de F & un point a+h rapproche
de a pourvu que h soit assez petit. Nous avons la formule suivante :

(34.135)

F(a+h) — F(a) = h— (dfasn) " (fla+h)). (34.136)

Nous allons maintenant utiliser un développement de Taylor par rapport a h en suivant la formule
(12.1319). Nous avons
fla+h) = f(a) +dfa(h) + |h]*¢(R) (34.137)

ou &£: R™ — R"™ est une fonction qui tend vers une constante lorsque h — 0. Nous avons aussi
dfasn = dfoa + | h|7(h) (34.138)

ou 7: R™ — M(n,R) est une application qui tend vers une constante lorsque h — 0. En ce qui
concerne l'inverse nous utilisons le lemme 'V 34.61 :

(dfa + [Pl (R) ™ = (dfa) ™" + [ A(R) (34.139)

ou A est une autre matrice fonction de h qui tend vers une constante lorsque h tend vers zéro. En
substituant le tout dans (34.136) nous trouvons

F(a+h) = F(a) = |h[*(dfa) ""€(h) + [l (A(h) o dfa) (h) + [RIPA(R)E(R). (34.140)

9. Nous pouvons voir df comme I’application qui & z fait correspondre la matrice df, € M(n,R). Cette application
étant continue et la non inversibilité d’une matrice étant donnée par l'annulation du déterminant, les matrices
inversibles forment un ouvert dans I’ensemble des matrices.

10. Pour l'inversibilité de |h|7(h), notons que df, est inversible et que par hypothése la somme df, + |h|7(h) est
inversible.
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En ce qui concerne la norme nous utilisons le fait que si 7" est un opérateur, |Tz| < |T|/|z]. Nous
trouvons

[F(a+h) — F@)] < [AI21dfa) M IER] + [RIZIAGR) o dfal + BIPI AR [IE(R)]  (34.141a)
= [|ha(h) (34.141b)

pour une certaine fonction a: R™ — R qui tend vers une constante lorsque i — 0.
En posant C' = limy,_,¢ @(h) nous avons la majoration

|F(z) — a|] < Clz — al?. (34.142)

Nous pouvons également supposer que C' > 1. Afin de prouver la vitesse de convergence (34.134),
nous allons encore redéfinir 7 en demandant 7 < 1/C?. De cette maniére nous avons

1

|zo — al < o2 (34.143)

et la récurrence sur n est :
|Znsi1 —al| = |F(z,) —a| < Clz, —alf* < 0(0_1_2n)2 — o (34.144)
Note : ce dernier calcul est le lemme 34.45 appliqué a r = (1/C?). O

Remarque 34.64.

La valeur de la constante C' a été fixée par I’équation (34.142). Certes nous pouvons toujours
choisir C plus grand afin d’augmenter la vitesse de convergence, mais le point de départ zy devant
étre dans une boule de taille 1/C? autour de a, demander C plus grand revient & demander un
point de départ plus précis.

34.7 Estimation de ’ordre de convergence

Définition 34.65 ([613]).
Nous disons que la suite (x,,) de limite x est convergente d’ordre q pour q > 1 si il existe 1 > 0
tel que

Tkt — 7
lim ———— = pu. 4.14
B e —alr ¥ (L)

En particulier :
— la convergence d’ordre 2 est dite quadratique,
— la convergence d’ordre 3 est dite cubique,

— la convergence d’ordre 4 est dite quartique.

Comment estimer numériquement 'ordre p de convergence de la méthode ? Soit une suite (z,,)
convergente vers «. Considérons les 4 termes x,_3, Tn_2, Tn_1, Ln. Alors nous pouvons écrire

I’approximation
i~ ('xn_l il )p (34.146)
|xn—1 - xn—Z’ |$n—1 - xn—3‘

Cette approximation ne serait pas trop mauvaise tant que n est assez grand pour que la convergence
soit bien engagée. Passons au logarithme :

e | <lwnl—l’2l) , (34.147)
|$n71 - -Tn72| |-Tn71 - xn73|
et donc
lI].( |xn_xn—l| )
~ ‘xnflffl?n72
p o ln <|$n71_xn72|> )

|xn71_73n73|

(34.148)

Avec cette approximation, en réalité nous calculons une suite (p;) qui sont les approximations de
p & partir des termes i a i + 3 de la suite (x,). Il s’agit d’une suite d’estimations de p.
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(1) Dans le cas de la bisection, nous obtenons toujours p; = 1.

(2) Dans le cas de la méthode de Newton (34.6) nous avons p = 2. Mais les premiéres valeurs de
p; peuvent étre aussi bien 0 que 7. Apreés quelques itérations pourtant les p; se regroupent
autour de 2.

En tout cas, le plus important est de savoir si p > 1 ou non. Rappel : nous voulons la superlinéarité
parce que nous voulons utiliser le test d’arrét de la différence entre deux termes, voir 34.47.

34.8 Autres méthodes

34.8.1 Méthode de Schroder

La formule est

Tyl = Ty — f(an) f'(zn)
f(n)? = fn) f"(2n)
Cette méthode est d’ordre 2 pour toute racine et toute valeur de multiplicité. Le probléme de cette
méthode est qu’elle demande 3 évaluations de f. Son efficacité :

(34.149)

E=+/2~125 (34.150)

Cela est donc moins efficace que Newton.

34.8.2 Halley

Il a p = 3 lorsque « est racine simple. Mais encore p = 1 pour les racines multiples. Plus efficace
que Newton pour les racines simples, mais méme probléme pour les racines multiples.

2f (xn) f'(2n)

" 2 @) — ) ) (34.151)

Tn+1 = Tn

34.9 Meéthode des sécantes variables

Si nous n’avons pas de formule analytique pour f, mais seulement la possibilité de calculer
f(x) pour tout x. Newton ne fonctionne pas, mais la bisection fonctionne.
Nous pouvons approximer
f(@n) = f(@n-1)

(zn) = PR (34.152)

En substituant dans la formule de Newton, nous obtenons

f(l'n)(xn - xn71>

T F ) = F@a)

Il s’agit de prendre la droite qui passe par (z,—1, f(zn—1)) et par (z,, f(z,)) et de prendre
I'intersection de cette droite avec I’axe y = 0. Cela donne le x4 1.
Pour cette méthode, il ne faut pas seulement zo mais également x;.
L’ordre de convergence est le nombre d’or
1—-4/5

p=—p— ~L6I8. (34.154)

(34.153)

Cela est donc superlinéaire.
Le nombre d’évaluations est s = 1 (il y a deux apparitions de f dans la formule, mais I'une des
deux est récupérée dans l'itération suivante). Donc Defficacité est

E =p. (34.155)

Donc bien efficace.
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Proposition 34.66.
Si v est racine simple, il existe un voisinage de « tel que pour tout choix de xg, x1 dans ce voisinage,
la méthode converge.

Psychologiquement, on est tenté de prendre xg et z1 de part et d’autre de v (pensant a la
bisection), mais en réalité ce n’est pas obligatoire du tout et n’a aucune influence. Il faut seulement
les prendre tres proches de a.

Remarque 34.67.
La méthode de la sécante est souvent écrite sous la forme

Tpoq = xnflf(mn) - xnf(l'nfl)
S f(xn) — f(xn—1) '

(34.156)

C’est évidemment algébriquement équivalent.

Les formules (34.154) et (34.156) ont toutes deux des erreurs de cancellation. Laquelle est la
plus grave ?

Dans la premiere, si la fraction est mal calculée, elle ne fait que modifier x,,. C’est-a-dire qu’on
peut espérer qu’a la prochaine itération, ¢a aille mieux. En tout cas, dans ce cas si la fraction est
mal calculée, ¢a ne détruit pas tout.

Dans la seconde, c’est la valeur elle-méme qui risque d’étre mal calculée. Et si la fraction est
mal calculée, alors on casse completement 1’éventuelle bonne approximation que nous avions déja.

34.9.1 Aitken

La méthode du A2 de Aitken est une méthode d’accélération de la convergence.
Soit (z,,) une suite qui converge. Nous voudrions une nouvelle suite (y,) telle que

Yn — &

lim (34.157)
n—o0 r, —
C’est la définition d’une convergence accélérée.
La facon de faire est :
Tn+2Tn — 3331“ (xn-i-l - xn)
Yn = = Tp— . (34.158)
Tpt2 — 2Tp41 + Ty Tpy2 — 2Tz41 + Tn

La premiére expression a deux cancellations (la seconde une seule) et de plus la premiére est y,
elle-méme alors que la seconde est une correction.

Donc la seconde expression est numériquement meilleure.

L’opérateur A appliqué a une suite est :

(Ax)y, = Tpy1 — oy (34.159)
Donc
(A%)n = (AZ)pt1 — (A2)y, = Tpto — Tptl — Tntl + Tp = Tpyo — 2Tpi1 + Tp. (34.160)
L’accélération a alors la formule ,
Yn = ((AA;;))’;- (34.161)

Le probleme est que ¢a accélere tellement que ’on arrive vite a des erreurs de cancellations, et
donc a une précision en pics oscillants.
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34.10 Equations algébrique
C’est une équation du type P(x) = 0 ou P est un polynéme. Soit un polynéome de degré n.
Nous en savons des choses.

(1) L’équation a exactement n solutions dans C en comptant les multiplicités.

(2) Les racines complexes arrivent par paire complexes conjuguée. Elles sont donc toujours en
nombre pair.

Si donc nous avons n = 3, nous ne pouvons pas avoir 2 racine réelles. Il y en a donc 1 ou 3
réelles. Pas zéro ni deux.
Quelques méthodes : Miiller, matrice compagnon, Laguerre.

34.10.1 Résoudre un systeme linéaire

Pour résoudre un systéme linéaire d’équations, nous échelonnons la matrice du systéeme. Soit &
résoudre le systéme Ax = b ou

2 4 —6 —4
A=115 3], et b=[10]. (34.162)
13 2 5

En termes de problémes, on écrit F(:c, (A, b)) = Az — b. La donnée de ce probleme est le couple
(A, D).

En ce qui concerne ’algorithme, on pose comme premier probleme
F1 (1‘17 (Al, bl)) = Al.’L’l - bl =0 (34163)

avec A1 = Aet by = 0.
Ensuite, on commence & échelonner et le second probléeme est

Fy(32, (A2,b)) = Agag — by =0 (34.164)
avec
2 4 —6 —4
A=1[0 3 6|, et b=1[12]. (34.165)
01 5 13
Le troisieme probleme sera
F3 (333, (Ag, bg)) = Agx3 —b3 =0 (34.166)
avec
2 4 —6 —4
A=10 3 6 |, et b=112]. (34.167)
0 0 3 3

Ce probleme est facile a résoudre « & la main ». Nous nous arrétons donc ici avec 'algorithme, et
nous trouvons le x3 qui résous le probléeme Fj.

34.10.2 Caractéristiques
L’algorithme de résolution de systémes linéaires d’équations a les propriétés suivantes, a mettre
en contraste avec celles de Newton :
(1) Pour résoudre le probléme numéro n, il n’a pas fallu résoudre le probléme numéro n — 1.

(2) Toutes les solutions x,, des problémes intermédiaires sont solutions du probleme de départ.
Nous avons Fy,(z,d,) = 0 pour tout n (ici, d,, = (An, bp)).

(3) D’un probléme a I'autre, les données changent énormément : la matrice échelonnée peut étre
trés différente de la matrice de départ.
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34.10.3 Définitions

Nous allons maintenant formaliser en donnant quelques définitions pour nommer les propriétés
que nous avons vues. D’abord, un algorithme est une suite de problemes. Un algorithme pour
résoudre un probléeme F(z,d) = 0 est une suite de problémes {F,,(z,, dn) = 0}pen-.

Définition 34.68.
Un tel algorithme est dit fortement consistant si pour toutes données admissibles d,,, on a

Fo(z,dy) =0 Vn, (34.168)
ot x est la solution de F(xz,d) = 0.

L’algorithme des matrices est fortement consistant, mais pas I’algorithme de Newton.

Définition 34.69.
Un algorithme est consistant si lim,,_,o, F,(z,d,) = 0.

Dans le cas de 'algorithme de Newton, c’est plutét une telle consistance qu’on attend.
L’algorithme est dit stable si pour tout n le probléeme correspondant est stable. Dans ce cas,
on note KM Je conditionnement relatif asymptotique défini par

KM — Jim sup K, (34.169)
n

ou K, est le conditionnement relatif du probleme F,(z,,d,) = 0.

Définition 34.70.
Un algorithme est dit convergent (en d) si pour tout € > 0, il existe N = N(€) et 6 = 6(N,¢€) tels
que pour n =0 et |d —d,| <9, on ait |z(d) — x,(dy)| < e.

Remarque 34.71.

Dans le cas de l’algorithme de Newton, nous avons vu que la donnée d, du probleme F), était
en fait la méme que la donnée initiale d, donc nous avons d,, = d, et par conséquent nous avons
toujours |d — d,,| < d. Dans ce cas, la définition de la convergence revient a demander que la suite
numérique des x,, converge vers la solution .

Remarque 34.72.

Dans le cas des matrices par contre, les données sont tres différentes les unes des autres, nous
avons donc en général que |d — d,| > 0. Mais en revanche nous savons que tous les problémes
intermédiaires F}, acceptent une solution unique ' z,,(d,,) = z(d). Par conséquent, |z, (d,) — z(d)]
est toujours plus petit que e. L’algorithme des matrices est donc toujours un algorithme convergent.

34.11 Equations non linéaires

Certaines équations non linéaires sont résolubles explicitement, par exemples les polynémes de
degré jusqu’a 4 ou des choses comme

sin?(x) + 3sin(x) + 5 = 0. (34.170)
Mais ces exemples sont tres rares.
Nous allons étudier des équations du type f(z) = 0, dans R.

(1) Un probleme écrit sous la forme = = g(x) peut utiliser des théorémes de points fixes.

(2) Un probleme sous la forme f(x) = 0 peut utiliser des méthodes de bisection, Newton ou
autres.

11. Nous n’envisageons que le cas ou le déterminant est non nul.
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Il y a évidemment beaucoup de facons de transformer un probléeme pour passer d’une forme a
Iautre.

Exemple 34.73.
Soit f(z) = 22 —a = 0 avec a > 0. Nous pouvons 1’écrire

P rr—a=zx (34.171)

qui donne une forme g(x) = x pour g(z) = 2> + r — a.
Ou encore z = £ et donc g(z) = a/z (si par ailleurs on sait que = # 0). Notons que x # 0 n’est
pas une hypothese tres forte parce qu’on la vérifie directement sur a. A

Exemple 34.74.
Soit I’équation & résoudre
fz)=2>-2—In(z)=0 (34.172)
Les solutions de cette équation peuvent étre vues comme les intersections avec ’axe X du graphe
y = 2 — 2 — In(x). Tracer peut donc aider. Par ailleurs, il faut noter que
xl{rgoo f(z) = oo, (34.173)

donc les solutions sont certainement contenues dans un compact de R.
A part tracer nous pouvons écrire

22 — 2 = In(z). (34.174)

Et 1a, ce sont deux fonctions dont nous pouvons tracer le graphe pour trouver graphiquement
les points d’intersection. Une étude de fonction montre vite qu’il y a exactement deux solutions,
qu’elles sont strictement positives. Pour trouver des bornes, il faut calculer par exemple pour & = 2
les valeurs de In(x) et 22 — 2 pour voir si le graphe de 22 — 2 est déja plus haut. A

La majorité des méthodes numériques de résolution d’équations du type f(z) = 0 ou z = g(x)
seront sous la forme de suites. Avec questions a la clef :
(1) Quel point de départ choisir ?
2

(2) Convergence ?
(3) Est-ce que la limite est bien une solution ?
(4)

4) Vu que la limite est unique, comment faire si I’équation a plusieurs solutions ? (souvent c’est
le choix du point initial qui va jouer sur ce point)

34.75.
Si la fonction est tres plate, il est possible d’avoir

[fla) <e (34.175)

sans que & ne soit une bonne approximation.
Lorsqu’on fait tourner une méthode itérative résolvant f(x) = 0, il n’est pas suffisant de
s’arréter lorsque

flay) < €. (34.176)

11 faut aussi s’assurer que, si T est la solution exacte, |z, —Z| < €. Ici €1 et € sont deux « précisions »
que nous nous fixons au départ.

Evidemment, vérifier la condition |z, — Z| < €9, il faudrait savoir . Et savoir & c’est justement
le probléme. Nous sommes donc amenés a faire des estimations de |z, — Z|.

34.76.
Lorsque nous effectuons une méthode itérative, il faut donc contréler deux grandeurs :
|2 — 2| < € (34.177a)
|Tni1 — Tn| < €. (34.177b)

Proposition 34.77.
Soit p l'ordre de convergence de la suite (x,) vers . Sip > 1 et |xy41— x| < € alors |T—x,| < €.
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34.11.1 Méthode de bisection

Il y a ce théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoreme 34.78.
Soit f continue sur [a,b] telle que f(a)f(b) < 0. Alors il existe au moins une solution a l’équation
f(x) =0 sur Uintervalle a, bl.

Pour démarrer une bisection, il est toujours bon de prendre l'intervalle [a,b] de fagon & ne
contenir qu’une seule solution.

Soit donc un premier intervalle [ag,bo] tel que f(ao)f(bp) < O et ne contenant qu’'une seule
solution. A chaque itération nous considérons la moitié de lintervalle précédent, mais la moitié
contenant la solution.

Le test d’arrét de la méthode de bisection se base uniquement sur la taille de 'intervalle qui
reste. En effet si nous avons

|bp, — an| <€ (34.178)

nous avons certainement
|z — x| <

(34.179)

N o

ol z, est le point du milieu de [ay,, by].

34.79.
La fonction f n’intervient dans la méthode que via son signe, pas via ses valeurs exactes.

34.80.
Notons que le théoreme des valeurs intermédiaires n’est pas trés puissant pour choisir 'intervalle
de départ ; penser a la fonction

flz)=2%*-5 (34.180)

sur lintervalle [—10,10]. Il y a bien deux solutions dans l'intervalle, mais elles sont invisibles du
théoreme des valeurs intermédiaires. La fonction & — z2 a sa solution en z = 0, mais elle aussi
n’est pas visible.

34.81.

Certes la méthode de bisection assure la convergence vers une solution, mais elle n’assure pas la
convergence monotone. Il peut arriver que | — 2| < |Z — xp41]. Cest le cas lorsque la solution
est tres proche du milieu de 'intervalle choisit. Le xg est alors proche de Z alors que x1 sera a une
distance de  d’environ un quart de 'intervalle de départ.

Supposons déja avoir trouvé un intervalle [a,b] dans lequel se trouve une unique solution a
f(x) = 0. Voici un algorithme possible.

from __future__ import division

def bissection(f, a, b, toll, mmax):

f : une fonction
a,b : les limites de 1l’intervalle
toll : la toléramnce. C’est 1l’amplitude de 1l’intervalle a <«

partir duquel nous nous arrétons.
nmax : le nombre maximum d’itérations.

Nous supposons que \( b>al).

Retourne un tuple (x,n) ou ’x’ est la solution approchée et ’n«
> est le nombre d’itérations effectuées
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n = -1
amp = toll + 1 # Pour s’assurer que l’on entre dans le cycle
while amp > toll and n < nmax
n=mn+ 1
amp=abs (b - a)
X = a + amp / 2
if f(a) * f£(x) < O:
b = x
elif f(a)*xf(x) > 0:
a = X
else : # Probléme ZERO
amp = O

return (X, n)

tex/frido/codeSnip__1.py

Plusieurs remarques :

(1)

(2)

(7)

Le fait de retourner le nombre d’itérations effectuées permet a l'utilisateur de savoir la pré-
cision et si le nombre maximum d’itérations est dépassé. Si ce n retourné est égal a nmax,
I'utilisateur sait que le x retourné n’est pas fiable.

La ligne from __future__ import division fait en sorte que l'opération / est bien la
division usuelle. Sinon, le défaut en python 2 est que / soit la division entiére, c’est-a-dire
que 1/2 = 0 en python 2. En python 3, le symbole / désigne bien la division usuelle, mais
Sage utilise Python 2.

Méme si l'intervalle [a, b] contient plus d’une solution, la méthode fonctionne et donne une
solution. Il est simplement éventuellement tres compliqué de savoir laquelle.

Nous faisons amp=toll+1 parce que nous voulons absolument lancer le cycle au moins une
fois. Sinon, le x a retourner ne serait pas définit au moment de sortir du cycle (si le cycle
n’est pas exécuté).

Calculer le point milieu d’un intervalle [a,b] est par la formule (a + b)/2 sauf que cette
opération est numériquement dangereuse parce qu’a cause de l'arithmétique en précision
finie, il est possible que cela tombe exactement sur a ou b. D’ou le fait de calculer le point

milieu par
amp

Tr=a-+
2

(34.181)

Dans le cas Probléme ZERO nous déduisons f(x) = 0. Attention que c’est pas que f(z) =0
mais simplement que en mettant z dans f, la machine retourne son zéro.

Il peut cependant avoir une fonction telle que f(1) = 107°° et f(2) = 0. L’algorithme de
bisection risque de s’arréter si x,, = 1. Parce que la machine risque de calculer f(z,) = 0.
Quoi qu’il en soit, nous y mettons amp=0 pour étre siir de sortir de la boucle deés la prochaine
vérification.

Il y a moyen de sauver les valeurs de f(a) et f(x) pour ne pas les recalculer, et en particulier
au moment de faire b=x nous pouvons poser fa=fx.

Si 7 est la précision de la solution voulue, nous pouvons fixer a priori le nombre d’itérations a
faire grace a la formule

n > [logz & - a’)] . (34.182)

Il y a un “>” et non une égalité parce qu’en arithmétique numérique, le nombre obtenu a droite
pourrait ne pas étre le bon a 1 pres.

Ici pour v € R le nombre [v] est le plus petit entier a étre plus grand ou égal & v.
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34.82.
Notons l'importance de la continuité de f. Par exemple que ferait la bisection sur la fonction
f(z) = 1/x pour 'intervalle [—3,1] 7

Il y a changement de signe sans avoir de racine.

Vu que 2'0 est déja 1024. Donc si on veut de la précision de I'ordre de 1/1000, dix itérations

suffisent. Si donc nous avons besoin de 200 itérations pour atteindre la précision voulue, c’est
I'occasion de trouver un intervalle plus petit. Par exemple en tracant la fonction, en faisant un
zoom et en trouvant des valeurs de a et b qui sont déja proches.

34.83.
Dans le monde réel, il arrive souvent d’utiliser une méthode de bisection pour se donner un point
de départ pour une autre méthode.

34.12 Efficacité

Définition 34.84.
L’efficacité est le nombre
E=3/p (34.183)

ou p est l'ordre de convergence de la méthode et s est le nombre de fois qu’il faut calculer une
valeur de la fonction a chaque itération (nous ne comptons pas linitialisation).

Que le nombre de d’évaluations de f intervienne est logique parce que chaque évaluation pro-
voque une erreur possible.

Exemple 34.85 (Bisection).
Pour la méthode de bisection, nous avons s = 1 parce que chercher x, 1, il faut seulement calculer

f(zn). A

Exemple 34.86 (Newton).
Pour 'algorithme de Newton nous avons p = 2 et il y a deux évaluations & chaque itération (une
fois f et une fois f’), donc s = 2 et E = /2. A

34.13 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 34.87.
Nous supposons une machine acceptant 5 chiffres significatifs. Elle retient les nombres sous la forme
+0.x--- x 10,

r=1.403,y =0.4112 x 1073, z = —0.4111 x 1073,

Soient a = (x@y)Pzetb=(yDz)Dx.

(1) D’abord la calculer a la main.
(2) Quel est le calcul préférable ?

(3) Donner 'erreur relative avec 3 chiffres significatifs.

Dans le cas du calcul a la main, il faut en faire un seul parce que, algébriquement, a = b.
Nous avons « = 1.403, y = 0.0004112 et z = —0.0004111. Et la somme donne :

a = b = 1.4030001 = 0.14030001 x 10". (34.184)
Faisons d’abord la normalisation de z, ¢’est-a-dire fl(z).
fi(z) = 0.1403 x 10'. (34.185)

et y est déja normalisé :
fi(y) = 0.4112 x 1073, (34.186)
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Il n’y a pas d’erreurs d’assignation pour ces deux nombres.

Pour faire la somme, il faudra déja un peu casser les nombres pour les écrire de fagon a pouvoir
les sommer. En effet, il faut écrire les deux nombres avec le méme exposant de 10 (le plus grand),
pour pouvoir les mettre en colonne :

0.1404 x 10" — 0.1404 x 10* (34.187a)
0.4112 x 1072 — 0.00004 x 10". (34.187b)

La somme donne 0.14034 x 10'. Et ca, c’est & nouveau arrondi. Le premier chiffre supprimé est un
4, donc
r®y = 0.1403 x 10%. (34.188)

Et la on remarque que nous avons la méme chose que z. C’est un classique du calcul numérique.

Nous avons aussi
fl(z) = 0.4111 x 1073, (34.189)

Et pour faire la somme de cela avec @y nous devons le remettre sous la forme d’un 10! :
fi(z) — —0.00004 x 10! (34.190)
(erreur de conversion), et en sommant on trouve
(z@®y) ® 2z = 0.140216 x 10", (34.191)
qui est encore arrondi. Le premier chiffre supprimé est un 6, donc
fi(a) = 0.1403 x 10, (34.192)

Le nom de l'erreur qui consiste & avoir x @y = x est “relation annirmale”.

Calculons b.

Les nombres y et z ont méme ordre de grandeur, donc pas d’erreur au moment de les mettre
sous forme sommable.

fi(z) + fi(y) = 0.00010 x 1073, (34.193a)

Cela est renormalisé et arrondi : fi(z) ® fi(y) = 0.1000 x 107°.

Notons que nous avons ici commis potentiellement une erreur de cancellation parce que entre
y et z, il y a 3 chiffres sur 4 qui sont identiques. Seul le chiffre 1 est significatif en réalité.

Il faut maintenant ajouter = a cela. D’abord

fi(x) = 0.1403 x 10'. (34.194)

Pour cette somme, il faudra remettre notre 0.1000 x 1075 avec une puissance 10'. Et 14, nous
obtenons zéro parce que vraiment ce nombre est trop petit pour étre écrit avec 10!. Résultat des
courses :

fi(b) = 0.1403 x 10'. (34.195)

Dans le premier calcul nous avons deux “relations anormales” et dans le second nous en avons
une plus une cancellation.

Nous préférons avoir deux relations anormales, parce que I'erreur de cancellation est plus grave :
elle consiste a une perte de chiffre significatifs. Le fait est que faisant la différence a 'ordinateur
nous avons obtenu 0.1 qui est certes exact, mais qui est un coup de bol : la différence aurait aussi
bien pu étre 0.19 avec d’autres nombres, machinement égaux.

Note : avec les données ici, il n’y a en fait pas d’erreur de cancellation. Mais il y a une erreur
potentielle de cancellation, potentiellement grave.

En ce qui concerne 'erreur relative. Dans la formule

la — a]

: (34.196)
|al

€p =
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la différence ne peut pas étre calculée a la calculatrice justement parce qu’elle est tres potentielle-
ment sujette a erreur de cancellation.

10.1030001 x 10! — 0.1403 x 101 0.1 x 1076 7
_ _ ~ 0.712758 x 107, 34.197
0.14030001 x 101 0.14030001 x 101 % ( )

€r

En passant & 3 chiffres significatifs, 0.713 x 10~7 (le premier chiffre supprimé est un 7).

Exemple 34.88.
Soient x = 0.1 x 10%! et y = 0.5 x 1020 et les expressions

— +
(1) 2 = ¥ 4 240

2442
(2) 22:%.

Ces deux expressions sont algébriquement équivalentes.

(1) Calculer les valeurs.

(2) On suppose une machine en précision simple. Laquelle des deux expressions est préférable 7

Pour z;, en arithmétique exacte :

0.5 x 102 1.5 x 1020

= =0.25 x 10%. 4.1
05 %100 " 1x100 025 x10 (34.198)

<1

Le calcul exact de z9 donne la méme chose.

(i) Calcul de z; Les deux valeurs sont mémorisables et la différence x — y se fait sans erreurs
de cancellation. Idem pour la somme z + y. Idem pour les divisions.

2 040

(ii) Calcul de z, Pour faire x°, c’est pas possible parce que c’est de 'ordre de 1 alors que

nous sommes en précision simple. Idem pour le produit xy.
Morale : zo donne un overflow alors que z; fonctionne de facon exacte.

Remarque 34.89.

En réalité le z; n’est pas tout a fait calculable de facon exacte sur la machine parce qu’elle doit
d’abord convertir en binaire, ce qui n’est pas toujours possible. Mais sur notre machine qui fonc-
tionne en base 10, il n’y a pas de problemes.

A
Exemple 34.90.
Soit la fonction
f(z) =22° 4z +2—e " (34.199)
(1) Identifier la plus grande des solutions réelles de f(z) = 0.
(2) Effectuer une bisection pour la savoir.
(3) Sachant que
a ~ 1.358500220734946, (34.200)

quelle est l'erreur relative 7

Note : si c’est pour chercher & la main des approximations pour démarrer, il est évidemment
préférable de dessiner fi(z) = 222 — 4z + 2 et fo(x) = —e~® séparément.
Quoi qu’il en soit, voici un graphique :
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30+
20 +
10+
3 2 1 1 2 3 4 5
—104+
—9204+

Nous voyons trois racines : o € [0,0.5,], ag € [1,1.5] et o € [—4, —3.5].

La plus grande solution est ao. Nous pouvons déja remplir le tableau des précisions :

n Qn ‘ by, ‘ In ‘ g(xn) ‘ |bn_an’ ‘
<H+F> | <H+> | <F+> | <F++> | <++> 0.5
<H+>|I<H+> | <FH+> | <F+> | < ++ > 0.25
<A+ > | <F+> | <H+> | <F+> | <++ > 0.125

Et nous calculons les valeurs de f aux points d’extrémité de 'intervalle. Note que seul le signe
nous importe :

F(1) ~ —0.368
F(1.5) ~ 0.278.

(34.201a)
(34.201D)

Voici donc le tableau avec le signe de f indiqué :

70 T I R B Y | e
0| 1(+) 1.5(—=) | <++>|—0.162 x 10° 0.5
li<4++>|<++>|<++> < ++ > 0.25
2| <4++>|<++>|<++> < ++ > 0.125
Puis :
[ S I I B Y R el
0] 1(+) 1.5(—) | 1.25(—) | —0.162 x 10° 0.5
li<4++>|<++>|<++> < ++> 0.25
2| <4++>|<++>|<++> < ++ > 0.125
Et enfin :
] o | b [ on | o) [Ba—aal]
0| 1(+) 1.5(-=) | 1.25(—) | —0.162 x 10° 0.5
111.25(—=) | 1.5(+) 1.375(+) | +0.284 x 10~} 0.25
2 [ 1.25(—) | 1.375(+) | 1.3125(—) | )0.738 x 10! 0.125

Note que les f(x,) restent toujours du méme ordre de grandeur. Si un moment on voit un 1.6 x 107,
c’est qu’une erreur a été commise.

En ce qui concerne le calcul de 'erreur relative, la premiere chose a faire est de vérifier que le
a proposé est dans l'intervalle qui nous reste. Sinon c’est qu’une erreur a été commise.

De plus notre approximation est x, = 1.3125, dont déja deux chiffres sont corrects. En deux
itérations de bisection en partant de 0.5, nous ne pouvons pas nous attendre a mieux.

A
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34.14 Approximations de fonctions

(1) D’habitude on n’approxime pas une fonction sur tout son domaine, mais seulement sur une
partie.

(2) Il y a le probleme du choix de la classe des fonctions qui vont approximer. Nous allons
travailler avec des polyndmes.

(3) Il nous faut un critére disant si une approximation est bonne ou non.

34.14.1 Critere d’interpolation

A partir de n + 1 abscisses points distinctes z;, nous calculons y; = f (z;). Il y a ce théoréme
qui dit qu'’il existe un unique polynéme de degré (au plus) n + 1 passant par les points (z;, y;).

Proposition-Définition 34.91 (Base de Lagrange).
Etant donnés n + 1 valeurs distinctes x;, l’espace des polyndémes de degré n admet la base

n

@) =] -4 (34.202)
G0 i T T
J#i

pour i =20,...,n.

Soit par exemple les valeurs de f données dans

zi |yi= ()

o = 5 1

1 =—7 —23
o = 6 —54
z3 =0 —954

Les polyndémes de Lagrange pour ces données dépendent seulement des z;, pas des y;. En
particulier,

L(()S)(I) _ (x —21) (7 — 22) (7 — 73)

, 34.203
(zo — @1) (0 — 2) (20 — 23) ( )
etc.
La réponse est que
(3) 23 4+ 1322 + 422
Ly (z) = 660 (34.204a)
3 2
—x° — 30
L (x) = =~ g 1 ARl (34.204D)
etc. (34.204c)
Ce qu'il y a de bien avec cette base est que en posant a; = f(x;) alors le polynéme
n
N aLiM () (34.205)
i=0

passe par les points (z;, f(z;)). Du coup il suffit d’écrire
Py(z) = LY (z) — 231" (2) — 54L5Y (2) — 95415 (2) = 42 + 352% — 84z — 954 (34.206)

Un inconvénient de cette base est qu’elle est completement dépendante des points choisis. Si
on ajoute un point ou qu’on en prend un & peine différent, tous les coefficients changent. Mais en
pratique, ajouter des points est quelque chose qui arrive souvent parce que souvent, apres avoir vu
le résultat d’un polynoéme d’interpolation, on veut ajouter un point pour avoir un meilleur résultat.
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34.92.
Une habitude : le premier et le dernier nceud se choisissent aux extrémités de 'intervalle sur lequel
nous voulons une approximation.

Le but d’une approximation est d’avoir des approximations de f(x*) pour des valeurs de z*
qui ne soit pas une des abscisses données (parce que sur ces points, le polynéme et la fonction sont
égaux). Nous considérons donc

f(x®) ~ Py(z*). (34.207)

Si 2* est dans lintervalle I = [Zyin, Tmaz] alors nous disons que nous calculons f par interpola-
tion. Si au contraire z* est en dehors de cet intervalle nous parlons d’extrapolation.

Si x* est pris & 'extérieur de I, alors l'erreur risque d’étre trés grande, surtout parce que les
polyndmes tendent tous vers +oo lorsque x — +00.

Autant 'interpolation via polyndmes est le plus souvent valable, il faut garder a I'esprit que
les extrapolations sont souvent mauvaises si * est trop loin des extrémités de I.

34.14.2 Base de Newton

Apres la base canonique et la base de Lagrange, nous voyons la base de Newton. Soient encore
n + 1 points donnés du graphe de f.

Définition 34.93.
La base de Newton pour les abscisses x; est l’ensemble des polynomes suivants :

L, (z — o), (xr —z0)(z —21),...,(x —x0)(x —21) ... (T — Tp—1) (34.208)

Notons que ces polynémes n’utilisent pas le dernier point des x;. Le polynéme passant par les
points est

n n—1
Py(x) = zo + Z Ci H(l’ —xj). (34.209)
i=1  j=0

Le calcul des ¢; n’est pas absolument évident. Mais si nous ajoutons un point d’interpolation, les
polynoémes déja calculés sont encore bons; en particulier

Ppi1(x) = Pu(x) + cnir | [(= — ). (34.210)
j=0

Et cela est bien, parce que ¢a donne une fagon de les calculer par récurrence.
Il y a plusieurs fagons de calculer les c¢;.
Les différences divisées sont des facons d’approximer les dérivées.

Définition 34.94.
Soient n + 1 neuds x; pour la fonction f. La différence divisée sont :

Ordre 0

flai] = f(@:) (34.211)

Ordre 1
flai,xj] = W (34.212)

Ordre 2
Fla zj,w] = f[xxé]:iixjx’“] (34.213)

Ordre n
s o ra] = L2 @i = flon el (34.214)

Ty — Tn
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Les ordres font référence a l’ordre de dérivation qui est approximé.
Nous avons alors
C; = f[:[}o, ey I‘z] (34215)

Cela donne effectivement une méthode de récurrence pour trouver les coefficients c;.

Remarque 34.95.
Pour calculer ¢y, il faut seulement calculer f|zo] = f(z0). Mais pour calculer ¢; il faut f[zo] et
flz1]. Et pour cg il faut f[zg,z1,x2] qui demande f[zg,x1] et f[zo,x1], qui demande etc.

11 faut donc calculer en réalité tous les f[x;] pour terminer le calcul. Par contre, pour ajouter
un point, il ne faut pas tout recalculer, et méme pas tout conserver en mémoire. Il faut seulement
garder en mémoire la derniere diagonale.

Exemple 34.96.
Soit les neeuds

Trouver le polynéme d’interpolation via la base de Newton.

[z | flaid [ flwiag] | Flai, 25, 2] |
143 _ flzoxr]—flz1,xa] _ 2-3 _ 3
3 1 | B=2 | e = = g
—3-2 _ 5 R R
5 9 2-4 _ flzo,z1,20]— flzr,z2,23] _ 4
—1 ro—2x3 40
6 4 | <++> < ++>

Le polynéme d’interpolation sera
Ps(x) = co + c1(x — z0) + ca(x — xo)(x — x1) + c3(z — x0)(x — x1)(x — 22). (34.216)
A

<F+>
Un exercice typique serait de donner tout pour 3 points puis de demander le polynéme qui
aurait un quatrieme point.

34.14.3 Méthode des minimums quadratiques

Soient m + 1 points connus sur le graphe de la fonction f que nous devons approximer. Au lieu
d’exiger que notre approximation ne passe par tous les points, nous allons chercher une approxi-
mation qui minimise la somme des carrés des erreurs sur ces points.

Soit F une classe de fonctions dans laquelle nous allons chercher I'approximation. Nous cher-
chons g € F qui minimise

E(g) = ), (f(ai) - g(z:)) 2w (34.217)
=0

ou w; > 0 est une pondération. Souvent on prend w; = 1, mais pas toujours. La fonction E sur F
est la fonction d’erreur.

34.97.

A part dans les exercices & la main, le nombre de points est grand, du type du milliard. Il est bien
entendu pas envisageable de faire passer un polynéme ezactement par un milliard de points, parce
que cela demanderait un polynéme de degré un milliard.
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Plus généralement, d’un point de vue scientifique, avoir n parametres libres pour n données
expérimentales, ¢a ne passe pas Popper.

Afin de faire de la science qui passe Popper nous nous restreignons a une classe de fonction F
dont la dimension n’est pas grande : dim(F) « m. Et nous notons dim(F) =n + 1.

Exemple 34.98.

La qualité d’une expérience peut étre influencée par des parametres extérieurs comme I’humidité,
le vent, etc. Donc il est normal d’avoir des expériences moins précises que d’autres. On le peése
moins. A

Exemple 34.99.

Dans un questionnaire, il se met des questions volontairement contradictoires. Si quelqu’un répond
« oui » aux deux questions, il y a une indication que la personne a répondu un peu n’importe
comment, et il faut moins peser ses réponses. A

Soit g € F, et une base {g;}i—o,....n de F. Nous écrivons

g = aogo + aigr + -+ angn (34.218)
La fonction donnée F donnée en (34.217), est, a partir du moment ot F et une base sont choisis,
une fonction des parametres a; que nous nommons F'(ag,...,a;). Il faut minimiser F', ¢’est-a-dire
poser
oF
— =0 (34.219)
8aj
pour j =0,...,n. Cela sont n + 1 équations pour n + 1 inconnues. Notons que ces équations sont

linéaires parce que chacun des termes est du type

2
m
(fm) = ajgjm)) , (34.220)
j=0
et lors de la dérivation par rapport a aj, nous obtenons du degré 1.

34.14.4 Notre espace de Hilbert

Nous allons maintenant formaliser un peu tout cela. Dans [619] il est expliqué que si w est une
fonction strictement positive, alors 'espace L2 ([a,b]) dérivé de la norme

b
1712, = f (@) Pola)da (34.221)

est un espace de Hilbert. Nous allons tenter le coup avec w = Zyio w;0z,; ou &, est la distribution
de Dirac '? centrée en a.

Sur l’ensemble des fonctions R — IR nous considérons la relation d’équivalence f ~ g si
f(x;) = g(=;) pour tout i = 0,...,m. Nous notons L2 cet ensemble.

Proposition 34.100.
La formule

m
o9y =) Flai)g(@i)w; (34.222)
i=0
définit un produit scalaire sur L?. Ce dernier devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Pour étre un produit scalaire (définition 9.155), la forme considérée doit étre
symétrique et strictement définie positive. La symétrie de la formule (34.222) ne fait pas de doute.
Le fait que ce soit semi-défini positif non plus. Pour le strict,

1= S )P (34.223)
1=0

12. Définition 30.48.
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Etant donné que w; > 0 pour tout i, annulation de {f, f) implique I’annulation de f(z;) pour
tout i. Cela signifie que f est dans la classe de 0 et donc est nul dans L2.

En ce qui concerne la complétude, la proposition 7.253 répond a notre place, étant donné que
L? est de dimension finie. Une base est donnée par exemple par e;(r) = 0z a;- Ici le 0 est celui de
Kronecker, et non celui de Dirac. ]

Lemme 34.101.
Si la classe de fonctions F est un sous-espace vectoriel de L2 et si f € L% il existe un unique
élément g de F minimisant la distance a f.

Démonstration. Le théoréme de projection (au choix 12.138 ou 25.7) nous assure l'existence et
I'unicité d'un élément de F minimisant la distance & f € L2, O

34.102.
Ce lemme est gentil, mais ne nous donne pas de méthodes pour trouver ce minimum. Nous allons
donc écrire explicitement un systéme d’équations permettant de le trouver. Si {g,} est une base
(finie) de F alors nous cherchons le minimisant sous la forme f = ] aaga.

Nous devons minimiser

=3 (flxi) — g(@) wi = D) (f@:) = D aagalz:)) wi. (34.224)
1=0 1=0 [

Vu que cela est maintenant plutét une fonction des coefficients a, que de la fonction g nous la

notons F'(ag, ...,ay). Il s’agit d’étudier le systéme d’équations
oF
=0. 34.225
0. ( )

Un tout petit peu de calcul meéne au systeme

ZZaﬁwlga Ty 9,3 xz szga xz z) (34.226)

A droite nous reconnaissons {f, go). et & gauche, 3] 5 ap{ga> gp)- Donc le systéme s’écrit

14590 98) = {f ga- (34.227)
5

Il y a une équation pour chaque valeur de .

La matrice A € M(n + 1),R donnée par (g, gs) étant strictement définie positive (c’est un
produit scalaire), le systéme a une unique solution. Et comme cette matrice est de plus symétrique,
elle est diagonalisable par le théoreme spectral 9.212. Toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Notons pour la curiosité que si ’on considére la matrice B € M(m x n) donnée par

ij = Vwigj(z1), (34.228)

alors nous avons A = B!B.

34.14.5 Droite de régression

La droite de régression est la cas particulier n = 1, c’est-a-dire un systeme 2 x 2. Nous cherchons
P = ap + a1z. Et la base choisie est go(x) = 1, g1(z) = z. Nous avons

<907 gO> szgo wz 90 xz Z Wi (34.229&)
{90, 91) = Zwm (34.229b)

{g1,91) = szxz (34.229¢)
7
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Donc pour approximer une fonction f il faut résoudre le systeme

Zi Wy ZZ Wﬁi) (a0> <<fa 90>>

= . 34.230
(Zi wiri Y, wirs) \ap {fr91) ( )
Pour calculer les produits (f, g, il suffit de savoir f sur les points z;. Et encore heureux, parce

que toute la méthode est basée sur le fait que nous ne connaissons pas f ailleurs. C’est pour cela
que nous avons défini L2 comme un ensemble quotient.

Exemple 34.103.
Faisons la droite de régression pour les données avec tous les poids w; = 1.

5| 18
-3 7
1 0
3 7
4 16
6 50
8 67
Nous avons
(9. 90y = ), f(z:) = 165 (34.231a)
(o hy =) Fi)w = 810. (34.231b)
et donc le systéme
7T 14 ag) _ (165
<14 160> <a1> - <810> (34.232)
dont résolution donne la droite de régression. A

Proposition 34.104.
St tous les poids sont identiques, alors la droite de régression passe par le barycentre des points
donnés :

1 m
= ; 34.233
M m+1 i;% ( 2)
1 m
= ;. 34.233b
Ym m4+ 1 ;)yz ( )

Cela donne une vérification possible de la réponse trouvée.

Définition 34.105.
L’erreur quadratique est la fonction F(ay,...,a,) dont il est question plus haut. Et si une
solution est connue, son erreur quadratique est la valeur de F' pour cette solution.

34.15 Conditionnement d’une matrice

Soit le systéme d’équations linéaires Au = b avec la matrice inversible A ainsi que le systeme

perturbé (A + AA)u' = (b + Ab). Nous notons Au = v’ — u et nous voudrions pouvoir dire des
[Aul
Tul

choses de 'erreur relative
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Exemple 34.106 ([320]).
Soit la matrice

10 7

A= < . 5) (34.234)
32 . -1 . N . .

et b= 93 |- La solution de Au = best u = 6 | Si nous conservons la méme matrice mais nous

considérons b = (32'1>. La solution devient v’ = <O'2>

22.9 4.3
En norme |.||s» nous avons '
[Ab| 0.1
— = — = 0.003125 (34.235)
lof 32
: |l
Au 1.7
= — =0.28. (34.236)
Jul 6
Cela montre environ amplification d’un facteur 100 entre I'erreur sur b et I’erreur sur la solution.
A
Définition 34.107.
Le conditionnement de la matrice inversible A € GL(n, C) est le nombre positif
Cond(A) = |A||A™Y. (34.237)

Cette dénomination sera justifié par le corolaire 34.113 parce qu’il est évident que le condition-
nement d’une matrice est lié au conditionnement du probléme de résolution d’un systeme linéaire.

Remarque 34.108.
Le conditionnement dépend de la norme choisie, mais cette dependence est controlée par la propo-
sition 11.43 qui nous indique que si le conditionnement d’une matrice est grand dans une norme,
il sera grand dans une autre norme.

D’autre part, lorsque nous écrirons |A| nous supposerons toujours que |.| est une norme d’al-
gébre 14 et donc que nous avons toujours

[AB| < [A[lB]. (34.238)

De plus nous supposerons toujours avoir une norme subordonnée a une norme sur ’espace C", de
telle sorte a avoir

| Aul < [[A]lu] (34.239)

pour tout w € C". Voir aussi le lemme 11.58.
Proposition 34.109 ([320]).
Si A est une matrice inversible et si « € C nous avons :

(1) Cond(A) > 1

(2) Cond(A) = Cond(A™1)

(8) Cond(aA) = Cond(A).
Si Q € O(n) alors

(1) Nous avons Conda(Q) =1 ou Condy est le conditionnement pour la norme ||.|2.

(2) Nous avons aussi

Conds(A) = Condz(AQ) = Condz(QA). (34.240)

13. La proposition 11.43(3) montre que si nous voulions des estimations en norme |.|2, il y aurait au maximum
un facteur v/2 par-ci par la.
14. Définition 11.55.
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Démonstration. Nous savons que Cond(1) = 1 et donc
1= 1] < [AJIA7Y (34.241)

parce que la norme utilisée est une norme matricielle.

Les deux autres formules sont évidentes & partit du fait que la définition du conditionnement
de A est symétrique entre A et A7,

En ce qui concerne les formules relatives a la matrice orthogonale () nous savons par la propo-
sition 9.38(3) qu’une matrice orthogonale est une bijection de I'ensemble {x € R" tel que |z| = 1}.
Par conséquent

[AQ[ = sup  [AQz| = sup |AQQ™ x| = | A]. (34.242)

z tel que |z|=1 Q~ 1z tel que |z|=1
Donc |AQ| = |A|. Les assertions s’ensuivent immédiatement en remarquant que Q! est également
orthogonale. O

Soit une matrice inversible A € GL(n,C). La matrice A*A est hermitienne'® et le théo-
reme 11.18 nous assure que ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.19, ses valeurs
propres sont méme positives.

Proposition 34.110 ([320]).
Soit une matrice inversible A € GL(n, C), et pu1 < ... < py les valeurs propres de A*A. Alors nous

avons la formule
Conda(A) = | % (34.243)
1

Démonstration. Par le théoreme 12.116, la norme de A est liée au au rayon spectral de A* A par

[ Allz = /p(A*A) = /iim. (34.244)

Vu que le spectre de AA* est le méme que celui de A*A (lemme 12.99) nous avons aussi

A= 2 = \/p((Afl)*Afl) = \/p((A*A)*l) — \/171 (34.245)

parce que la plus grande valeur propre de (A*A)~! est I'inverse de la plus petite de A*A.
Ces deux calculs étant,

Conda(A) = |Afs| A2 = % (34.246)
]

ii Avertissement/question au lecteur !! 34.111
A mon avis ce qui est dans la proposition 17.115 est le conditionnement de la matrice ou sa racine
carrée ou un truc du genre. Il faut voir le lien entre les valeurs propres de A et celles de AA*.

34.15.1 Perturbation du vecteur

Proposition 34.112 (Systeme linéaire : perturbation du vecteur[320]).
Soit une matrice inversible A et les systémes d’équations linéaires

Au="b (34.247a)
A =V, (34.247b)
En notant Au = v —u et Ab = b — b nous avons

| Au]
[

N
o

< Cond(A) (34.248)

15. Définition 9.166.
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Démonstration. En soustrayant les équations (34.247) nous avons Ab = AAu, et donc Au =
A~1Ab. D’une part nous avons alors
|Au| < AT Ab]. (34.249)
Et d’autre part, |b] < [|A]|lu|, ce qui donne
o]

— < |ul|. (34.250)
| Al
En mettant les deux ensemble,
[Au| _ AT A | Ab)|
< |A| = Cond(A)=—. (34.251)
Jul il Il
O

Le corolaire suivant justifie le nom « conditionnement » au conditionnement d’une matrice.

Corolaire 34.113.
Soit A € GL(n,C) fizée et le probléme de résoudre Au = b, c’est-a-dire la fonction

F(u,b) = Au—b. (34.252)

(1) Ce probléme est stable pour toute valeur de b.

(2) Nous avons une magjoration pour le conditionnement relatif'® :
Kye1(n,bo) < Cond(A). (34.253)

Démonstration. (i) Stabilité Vu que A est inversible, il existe une solution unique a tout sys-
teme de la forme Au = . De plus u(b) = A~'b, donc

[u(b) —u(bo)| = |A™H(b—bo)|| < [ATH[[b— bol, (34.254)

de telle sorte que la condition 34.26(2) fonctionne avec K = |A™1.

(ii) Conditionnement En partant de la définition 34.49, et en utilisant la majoration de la
proposition 34.112 sous la forme

Ju(®) — u(bo)]| < Cond(A)utbo)] 22, (34.255)
ool
nous obtenons :
b
Krel(bOa 77) = Kabs(bo, 7]) ||u|(l())0”) (34256&)
Ju(®) — u(bo)] Jbol

= sup 34.256b
o bl Tul)] (34.256D)

Ju(bo)| L
< sup Cond(A Ab 34.256¢
i Cond(A) = 1A 5 TGl (34.256¢)
— Cond(A). (34.256d)
]

Remarque 34.114.

La notion de conditionnement relatif dépend aussi de la norme choisie. Dans la formule (34.253)
il faut prendre le conditionnement Cond(A) pour la norme dans laquelle le K,.; est écrit. Encore
une fois, toutes les normes étant équivalentes, cette majoration est a constante pres bonne pour
toutes les normes. Si la dimension est tres grande, cette constante peut par contre étre grande.

16. Si vous doutez de la norme a prendre, lisez la remarque 34.114



2290 CHAPITRE 34. NUMERIQUE

34.15.2 Perturbation de la matrice

Proposition 34.115 (Systeme linéaire : perturbation de la matrice[320]).
Soient les systemes linéaires

Au=1b (34.257a)
A = b (34.257b)
avec A et A’ inversibles. Nous notons AA = A" — A. Alors
v |Aul IAA]
U
< Cond(A4)—— 34.258
] AV (34:258)
% A AA
124 conaayl2AL 4 agaap) (34.259)
] 1A
ot limg_,0 ax) = 0.
Démonstration. D’abord nous avons
0= Au — Au (34.260a)
= (A — A — Au — Au (34.260b)
= AAY + AAu. (34.260c¢)
Par conséquent, Au = —A~(AA)u et
|Aul < [ATH|AA]]W]. (34.261)
pone ™ ™ A 4]
U
< |A7YJA 5= = Cond(A4)~——". 34.262

Cela est (1).
Pour lautre inégalité, nous avons A’ = A + AA et donc

AT = [[(A+ a7 (34.263)

Nous repartons alors de (34.261) en changeant le role de A et A’ (et donc aussi de u et u’). Ce
changement étant, |Aull et |AA| ne changent pas. Nous avons :

A
||UT” < |AAA] (34.264a)
_ Cond(A)
= [(A+ AA) Y |AA| =t 34.264b
I(4+A4) A4l 5 (34.264)
[(A+AA)T [AA]
= Cond(A4). 34.264c¢
A Ay o (34:264¢)
Il reste a voir que
A+ A4
im T 34.265
jaaj—o AT ( )
ou autrement dit que
ol o (34.266)
A-ar AT

ou la limite est celle dans GL(n, C). Par définition de la topologie, la norme est continue (quelle
qu’elle soit par I’équivalence de norme 11.45). Par le théoréme 11.202, I'application A — A~! est
également continue et commute donc avec la limite. Nous avons donc

: 1—1 _ . N—1 _ -1
Jim AT = i, AT = AT (34.267)

Donc la limite du quotient (34.266) est bien 1. O
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34.16 Systéme linéaires (généralités)

Soit un systéme d’équations linéaires Az = b avec A € M(n,R). Le probléme est évidemment
de savoir si il existe une unique solution z et de la déterminer. Nous supposons l’existence et
'unicité. C’est-a-dire que les conditions équivalentes '” sont vérifiées :

(1) A est inversible, c’est-a-dire qu'il existe une matrice notée A~! telle que AA™! = A71A = 1.
(2) det(A) # 0.
Note : si nous avons un systéme pas carré du type Bx = v avec B € M(n x m) alors nous pouvons
nous ramener a un systeme carré en écrivant

B'Bx = B'v. (34.268)

Mais attention : bien que B'B soit symétrique et semi-définie positive, certaines valeurs propres
peuvent étre nulles.

34.116.
Deux choses générales en calcul numérique :

(1) On ne calcule pas l'inverse d’une matrice.
(2) On ne calcule méme pas son déterminant.

Par conséquent nous ne faisons pas z = A~ 1w,

Il faut garder en téte le fait que dans la pratique, la matrice A posséde des millions de lignes et
colonnes, si pas pire. Pour une matrice de taille de I’ordre du million, il y a 1000 milliards d’entrées.
Si on compte 32 bits par nombre (précision simple, définition 34.8), c’est-a-dire 4 octets, il faut
4000 giga-octets pour enregistrer la matrice. Méme pour la mémoire actuellement disponible, ce
n’est pas rien. Surtout que souvent, la précision simple n’est pas utilisée, mais la précision double,
ce qui donne 8000 giga pour enregistrer la matrice.

Heureusement, dans la majorité des cas pratiques, les matrices géantes qui apparaissent sont
pleines de zéros.

Définition 34.117.

Une matrice est creuse si elle posséde beaucoup de zéros. Une matrice non creuse est dite dense.
Notons que lorsqu’on parle de matrice comprenant beaucoup de « zéros », nous pensons a des

éléments tres petits, et non de vrai zéros.

Les matrices creuses ne sont pas mémorisées entierement, mais plutét comme un dictionnaire
(4,j,v) qui donne la valeur v de A;;.

Définition 34.118.

Une matrice est de « grande dimension » si elle ne peut pas étre mise en mémoire sur un ordinateur
donné. Sur certains ordinateurs, ¢a commence a 5000 inconnues. Mais sur des plus forts, on peut
aller jusqu’au million ou le milliard.

Si la matrice est de petite dimension, il est possible d’utiliser des méthodes dites « directes ».
Sinon, il faudra utiliser des méthodes itératives.

34.16.1 Les méthodes directes

Une méthode directe consiste & successivement transformer un systéme A@z = b(© en de
nouveaux systémes A®@z = b(®) dont la solution est identique jusqu’a obtenir un systéme A1z =
b1 qui est & résolution immédiate.

L’avantage d’'une méthode directe est qu’elle fournit une réponse exacte, pour autant que les
calculs intermédiaires soient bien faits (ce qui n’est pas le cas sur un ordinateur).

Une méthode directe fonctionne en général avec un nombre de pas fixés par la taille du systeme.
Par exemple pour un systeme n x n, la méthode de Gauss demande exactement n pas, et il n’y a

17. L’équivalence est la proposition 9.9(2).
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pas moyen de faire mieux. Or chaque pas demande de recalculer tous les éléments de la matrice.
Encore une fois, si la matrice a une taille de 'ordre du milliard, cela fait 10'® éléments & recalculer
un milliard de fois (sans compter les éléments du vecteur b). Infaisable.
Souvent une méthode directe passe par une factorisation A = BC avec B,C € M(n x n).
Quelques types de matrices dont la résolution est immédiate :

— Matrice diagonale.

— Matrice orthogonale parce que si A est orthogonale alors Az = v se résout par z = Alv qui
n’est pas particulierement lourd a faire numériquement.

— Matrice triangulaire.
Remarque 34.119.
Pour une matrice diagonale, le déterminant et 'inverse sont faciles. Mais également pour la trian-
gulaire. Pour une matrice triangulaire, le déterminant est le produit des éléments diagonaux, et il
se fait qu’il y a une algorithme facile pour calculer I'inverse.

Donc en fait les matrices a résolution immédiates sont des matrices pour lesquelles I'inverse et
le déterminant sont facile a calculer.

34.16.2 Meéthodes itératives

Si la matrice est trop grande, il n’est pas possible de faire des manipulations de matrices a
chaque itération.

En général, les méthodes itératives ne convergent pas toujours. Mais lorsqu’une méthode
converge, c’est une propriété de la matrice, et donc la convergence aura lieu pour tout vecteur
de départ xg. Cela est tres différent du cas des équations non linéaires type Newton pour lesquelles
la convergence peut fortement dépendre du point de départ.

34.17 Systéme linéaires (méthodes directes)

Les matrices que nous sommes autorisés a inverser sont les matrices
— orthogonales : 'inverse est la transposée
— diagonales : 'inverse est diagonale avec les inverses sur la diagonale

— triangulaires : nous en parlons maintenant.

34.17.1 Inversion de matrice triangulaire

Si T est une matrice triangulaire (mettons supérieure pour fixer les idées), il est possible d’en
calculer I'inverse sans trop d’efforts. Notons B la matrice inverse que nous allons construire ligne
par ligne. Vu que BT = 1 nous avons

n J
015 = Z By Ty; = 2 BT (34.269)
k=1 k=1

parce que Ty; = 0 pour k > j. Donc nous pouvons calculer les éléments B7; un par un parce que
chacun ne dépend que des précédents. Le méme procédé fonctionne pour les autres lignes :

J
8ij = > BijTy;. (34.270)
k=1

Et tu notes que le calcul peut étre parallélisé : le calcul de la ligne numéro j ne dépend pas du
résultat des autres lignes.
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34.17.2 Transformation gaussienne

Définition 34.120 (Transformation gaussienne[650]).
Soit x € R™ avec xp, # 0. La k¢transformation gaussienne pour x est la matrice

My(z) = 1 — Tj,(z) (34.271)

ot Ty (x) est la matrice unité d qui on a ajouté le vecteur

0
@) =] ° (34.272)
¥ Thi1/Th '
xn/xk
a la keécolonne.
Autrement dit, la matrice My (x) est la matrice
1
0
M) = | © Y ! (34.273)
: —Tpy1/TR 1
Do : 0 .
0 0 —xn/:ck 0 1
En coordonnées nous avons
(Mk(x))zj = 5ij — Tk(l')l(sk] (34.274)

34.121.
Les matrices de transformation gaussienne sont des matrices triangulaires de diagonale unitaire
(c’est-a-dire avec des 1 sur la diagonale).

Lemme 34.122.
St x € R™ alors nous avons

X1
My (z)z = ”%’“ . (34.275)
0
Démonstration. Nous avons
(Mk(a:)x)l = ZMk(az)ilm’l = Z ((521 — Tk(x)i5kl)xl = X; — Tk(x)ﬂ,’k (34.276)
l

l

Si i < k nous avons 7 (x); = 0 et donc (Mk(l')l')z = x;. Si par contre i > k + 1 alors 75 (x); = £&
et alors (Mk(x)x)z = 0. O

Lemme 34.123.
Siy e R™ vérifie y; = 0 pour i > k alors Mp1(z)y = y.
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Démonstration. C’est une simple vérification :

(Myy1(2)y), = Z (61 — Ths1 ()i0k110) Yt = Yi — Thr1 (T)iYk41- (34.277)
!

Mais comme yi11 = 0 il nous reste automatiquement y;. O

Le sens de ce lemme est si un vecteur est déja « gaussiannisé » au niveau k, alors en lui
appliquant une transformation gaussienne de niveau plus élevé que k, il ne change pas. Ce fait est
important parce qu’il assure que lorsque 'on avance dans le processus de Gauss, chaque étape ne
détruit pas les précédentes.

Le lemme suivant nous indique que l'inverse d’une matrice de transformation gaussienne est
facile & calculer '®.

Lemme 34.124.
L’inverse de la transformation gaussienne

Mk(m)” = (5,7‘ - Tk(a:)zékj (34.278)

est la matrice donnée par
Mk(x)z_jl = (51'3' + Tk(x)zdk] (34.279)

Autrement dit, il suffit de changer le signe de la partie non diagonale.

Démonstration. 1l s’agit d’une simple vérification, utilisant le produit matriciel explicite, et en
remarquant que 7 (z); = 0 pour tout k. ]

34.17.3 Méthode de Gauss pour résoudre des systémes d’équations linéaires

Pour résoudre un systéme d’équations linéaires, on proceéde comme suit :

(1) Ecrire le systéme sous forme matricielle.

b 2x + 3y =5©<235>

€X.
r+2y =4 1 24

(2) Se ramener a une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :

(2a) Remplacer une ligne par elleeméme + un multiple d’une autre;
2 3|5 L1—2.:Lz;>L’1 0 —1|-3
PO 24 1 2| 4

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-méme ;

0 —-1|-3 *M;’}Li 0 1|3
P 2| 4 1 2|4
(2¢) Permuter des lignes.

0 1] 3 \lumrpetlomtt (1 0|2
Pl 0] =2 0 1] 3

(3) Retransformer la matrice obtenue en systeme d’équations.

o 10—2<:>:E=—2
p.x.o13 y =3

18. Elle rentre d’ailleurs dans la catégorie des matrices triangulaires dont nous avons déja discuté l'inverse.
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Remarques :

— Si on obtient une ligne de zéros, on peut 'enlever :

A 3 4 2|2
p.ex. 4 -1 3 |0 |= 4 -1 3 |0
0 0 010

— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le systeme d’équations n’a pas
de solution :

3 4 =212
p-ex. 4 -1 3 |0 |- = Impossible
0 0 0]7 0z +0y+ 0z =7

— Si on moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs parametres :

— 242\

<1 0 —2 2) v -2z =2 o "
.ex. = = e
p 01 310 Y+ 32 =0 Y \
Z:

34.17.4 Méthode de Gauss sans pivot (décomposition LU)

La méthode de Gauss est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais probléemes.

La méthode de Gauss est souvent aussi appelée méthode « LU » qui va décomposer A = LU
ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure. La décomposition est méme plus
précise que cela : on demande que L ait seulement des 1 sur la diagonale.

Si A est une matrice nous notons

Ap(A) = (Ay)i<ij<k (34.280)
la matrice tronquée dont nous ne gardons que le carré k x k en haut a gauche.

Lemme 34.125.
Soit S une matrice triangulaire inférieure. Soient également A et B telles que B = SA. Alors

AR(B) = Ay(S)Ax(A). (34.281)

Démonstration. En effet nous avons
n
AR(B)ij = Y SaA. (34.282)
=1

Dans la somme sur [ il ne reste que les termes [ < i. Mais dans le calcul des éléments de matrice
Aj(B);j, nous avons évidemment ¢, j < k. Donc [ < i < k. Les seuls éléments de matrice de A qui
sont utilisés dans la somme (34.282) sont les éléments A;; avec [, j < k.
Nous pouvons donc limiter la somme a [ = k au lieu de [ = n et écrire Ag(A);; au lieu de Ay;.
Méme chose en ce qui concerne S. A partir du moment ou [ est limité & &, les éléments S;; et
Ag(S); sont les mémes. O

Théoréme 34.126 (Décomposition LU[651, 1]).
Soit une matrice A inversible telles que det(Ag(A)) # 0 pour tout k. Alors il existe un unique
couple de matrices (L,U) telles que

— U soit triangulaire supérieure

— L soit triangulaire inférieure, de diagonale unité
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— A=1LU.

De plus pour tout k < n nous avons

Ak(A) = A (L)AR(U). (34.283)

Démonstration. Nous allons prouver par récurrence le fait suivant : pour tout 1 < k < n—11l
existe des matrices F; (i = 1,...,k) telles que en posant

Ay =FE...E A, (34.284)

— Ej est une transformation gaussienne pour la j°colonne,

— pour tout j < k, A;; = 0 des que 7 > j. Autrement dit la matrice A est triangulaire
supérieure jusqu’a y compris la (k+ 1)°colonne (laquelle est quelconque). Exemple pour fixer
les idées : pour une matrice A € M(4 x 4), la matrice Ay doit avoir la forme

Ay = ByE A = (34.285)

S O % %
* ® % %
* % % %

*
0
0
0

ou les éléments notés * sont a priori non nuls,
— D’élément de matrice (Ag)g4+1k+1 est non nul (celui entouré dans I'exemple).

La chose un peu triste dans cette démonstration est que I'initialisation va étre trés ressemblante
au pas de récurrence.

(i) Initialisation : K =1 Vu que A;(A) est inversible, I’élément A;; est non nul. Il existe donc
une transformation gaussienne F; telle que la premiere colonne de la matrice A1 = E1 A soit
nul sauf la premiére composante. En particulier (Ay)2; = 0.

Par le lemme 34.125, nous avons Ag(A;) = Ag(E;)As(A), donc

det (AQ(Al)) = det (AQ(El)) det (AQ(A)) (34.286)

Etant donnée la forme (34.273), toutes les matrices du type Ag(E;) ont un déterminant
unité, et par hypotheése Ay(A) est inversible, donc de déterminant non nul. Par conséquent
det (A2(A1)) # 0. Mais comme ce déterminant est le produit des éléments diagonaux (c’est
une matrice triangulaire), ces derniers ne sont pas nuls. Finalement, (A;)22 # 0.

(ii) Le pas de récurrence Nous supposons avoir Ay = Ej ... E1A avec (Ag)k+1,k+1 # 0. Alors
il existe une transformation gaussienne Ej.1 de la (k + 1)°colonne telle que Agy1 = FEi1Ag
soit une matrice dont la (k + 1)°colonne n’ait que des zéros en dessous de la (k + 1)°position.
Vu le lemme 34.123, cette transformation n’affecte pas les colonnes précédentes.

La matrice Agy1 est donc triangulaire supérieure jusqu’a la (k + 2)°colonne.

Vu que le produit F ... E; est une matrice triangulaire inférieure, le lemme 34.125 fonctionne
encore et nous avons

Api1(Ap) = Api1(Ep . .. B Apyr (A). (34.287)

En ce qui concerne les déterminants, par hypothése, nous avons det (AkH(A)) # 0 ainsi que
det (AkH(Ek . El)) = 1. Donc

det (Ag11(Ag)) # 0. (34.288)

Cette matrice étant triangulaire de déterminant non nul, ses éléments diagonaux sont tous
non nuls; en particulier (Ag)g414+1 # 0.

19. Le déterminant est multiplicatif, proposition 9.9(1).
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En poussant la récurrence jusqu’au bout, la matrice
Ay, 1=FE, 1...E,A (34.289)

est triangulaire supérieure.
Nous posons alors L = (E,_1...E,) ! et U = A,,_1. Cela prouve I'existence parce que

A= (E,_i...E))4,,. (34.290)
Encore une fois, le lemme 34.125 nous donne
Ay(A) = Ak<(Em . El)—l)Ak(An,l), (34.291)

ou encore Ag(A) = Ap(L)Ak(U).

En ce qui concerne 'unicité, si A = LUy = LoUs alors L2_1L1 = UQUl_l. Vu qu’a gauche nous
avons une matrice triangulaire inférieure et que a droite nous avons une triangulaire inférieure,
nous savons que les deux membres représentent une matrice diagonale. Mais a gauche, la diagonale
est unitaire. Donc les deux membres représentent la matrice unité. ]

34.127.
En pratique, pour résoudre Ax = b, il faut seulement appliquer les transformations gaussiennes &
la matrice élargie (A|b) pour finir sur un systéme du type

Ur =1 (34.292)

qui est immédiatement soluble. Autrement dit, en effectuant les annulations de colonnes, la matrice
U est « gratuite ».

Il n’est pas indispensable de calculer la matrice L qui, elle, demande a chaque étape de se
souvenir de la matrice F; utilisée. Si il faut résoudre plusieurs systéemes Ax; = b;, nous pouvons
encore travailler avec la matrice encore plus élargie (A|by ... by,).

Si par contre nous ne connaissons pas a ’avance ’ensemble des vecteurs b avec lesquels il faudra
résoudre le systeme, il est bon de calculer la décomposition A = LU in extenso, c’est-a-dire de
garder une trace des matrices L et U séparément. Dans ce cas, résoudre Az = b revient a résoudre
Ly = b, et ensuite Uz = y. Ce sont deux systémes de résolution directe parce que les matrices sont
triangulaires.

34.128.
Le fait que
Ak(A) = A(L)A(U) (34.293)

nous dit que si apres avoir calculé L et U nous remarquons que le systeme est un peu plus petit
ou un peu plus grand que prévu, tout le travail n’est pas perdu. En particulier si le systeme est
plus petit que prévu, 'adaptation de L et U est immédiate.

Notons que U et L sont inversibles, et que det(L) = 1. Donc det(U) = det(A).

Exemple 34.129.
Pour travailler la méthode de Gauss pour le systéme Az = b, nous introduisons la matrice un peu
augmentée (A[b). Nous faisons un exemple. Soit & résoudre

2 1 3 T 11
4 3 10][y]=1]28]. (34.294)
2 1 73/ \z 3
Nous introduisons la matrice augmentée
2 1 3 11
Ap)©O =1 4 3 10 28]. (34.295)

-2 1 7 3
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Le premier pas consiste a annuler tous les éléments sous la diagonale de la premieére colonne.

Autrement dit, nous prenons le 2 comme pivot. Nous introduisons les multiplicateurs /;; = T La
nouvelle matrice est :
2 1 3 11
A =[0 1 4 6 (34.296)
0 2 10 14
ou nous avons utilisé les multiplicateurs o1 = 2, I3; = —1.
Et la matrice suivante est :
2 1 3 11
AP =10 1 4 6 (34.297)
00 2 2
ou nous avons utilisé le multiplicateur I3y = 2.
Cela est un systeme de résolution immeédiate :
2 +y + 3z =11 (34.298a)
y+4z=206 (34.298Db)
2z = 2. (34.298c)

La troisieme donne z = 1. Ensuite y + 4 = 6, donc y = 2. Kt la premiere donne : 2z + 2 + 3 = 11,
c’est-a-dire 2z = 6, enfin : z = 3.

Solution : (z,y,2) = (3,2,1).

Nous notons surtout que dans (A[b)?) nous avons une matrice triangulaire supérieure. Ot est
la matrice triangulaire inférieure 7 En réalité la matrice L est la matrice des multiplicateurs :

1 00
L=|2 1 of. (34.299)
-1 21

A

Le probleme de cette méthode est que faisant ainsi nous risquons d’avoir un zéro sur un des
pivots. Par exemple tomber sur

2 1 3 11
(Ap)=10 0 4 6 |. (34.300)
0 2 10 14

Le zéro sur la deuxiéme ligne nous ennuie si nous voulons tout faire dans I'ordre. Mais notons
qu’en échangeant les deux dernieres lignes, tout va bien : le systéme donné par

2 1 3 11
(Ap) =10 2 10 14 (34.301)
00 4 6

fonctionne treés bien. Et méme tellement bien qu’il est de résolution immédiate, dans ce cas.

Un autre probléme est que si un des pivots est 1074, le multiplicateur sera de ’ordre 10,
qui est mal représenté en mémoire. Il est donc bon de prendre les pivots le plus grand possible. Si
le pivot est le plus grand nombre en valeur absolue d’une colonne, alors les nombres xy;/z) qui
entrent dans la matrice de transformation gaussienne sont des nombres dans [—1, 1] qui sont bien
représentés en mémoire.

Tout cela nous incite & développer une méthode de Gauss qui permet de tenir une trace des
permutations.
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34.17.5 Matrice de permutation élémentaire

Définition 34.130.

Une matrice de permutation élémentaire est une matrice obtenue en permutant deuz lignes
de la matrice identité. Nous notons P;; la matrice obtenue en inversant les lignes 1 et j de la
matrice identité.

Exemple 34.131.

100 010
01 0|-[100]|=P. (34.302)
001 00 1

A

Lemme 34.132.
La matrice P;j; A est la matrice A avec ses lignes i et j inversées.

Démonstration. 11 suffit d’écrire

(P Akt = D (Pig)iem Ami (34.303)

m

et de faire trois cas selon que k =4, k = j ou k différent de i et j. Si k = ¢ alors (Pjj)im = Omj et
si k est différent de i et j alors (Pjj)mk = dgm (troisieme cas similaire au premier). O

Et la matrice APjs est la A avec ses deux premiéres colonnes échangées.
. . /
Avec ces notations, notre matrice (A[b)? est

Pria(Alb)©. (34.304)

Puis la matrice (A]b)(") est
Paz(Alp)M. (34.305)

Et la matrice P qui arrive dans PA = LU est la matrice P = Py3P»1, qui est une matrice de
permutations non élémentaire. Elle vaut :

010
P=10 0 1]. (34.306)
100

Lemme 34.133 ([652]).
St 1,7 > k alors les matrices de permutation élémentaires ont la relation de « commutation »
suivante avec les transformations gaussiennes :

Démonstration. 11 suffit de calculer les éléments de matrice :

(PiiMy(2)),, = (Pij)st — Z(Rj)smTk(fv)m5kt, (34.308)
Y (P smi(@)m = (Pymi()), = 7 (P (), (34.309)

parce que 4, j > k implique que dans P;j;7x(z) nous inversons deux élément non nuls de 75 (), tout
en laissant le k°élément. Le dénominateur ne change pas et il s’agit réellement d’une inversion de
ligne. Donc

(PyiMy(x)),, = (Pij)st — Tk (Pijz) Okt (34.310)
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De l'autre coté,

(Mi(y)Py),, = (Pij)st — ()5 (Pij)ae. (34.311)

Mais comme 4, j > k la k°ligne de P;; est la méme que celle de la matrice unité, donc (P;j)r: = -
(My(y)Pij),, = (Pij)st — Tr(Y)sOke- (34.312)

Cela correspond bien a (34.310). O

34.18 Méthode de Gauss avec pivot partiel (décomposition PLU)

34.18.1 L’idée

N

A chaque pas, nous faisons une permutation de ligne. Nous permutons a chaque pas la premiere
ligne avec celle qui a le pivot le plus grand (en valeur absolue). Donc :

2 1 3 11
AP =4 3 10 28 (34.313)
-2 1 7 3
Nous commencons par déplacer des lignes :
4 3 10 28
AP =12 1 3 11]. (34.314)
-2 1 7 3
Les multiplicateurs sont lo; = 1/2 et l3; = —1/2. Le fait est que les multiplicateurs ont toujours le

plus grand dénominateur possible et nous avons alors toujours 0 < |l;;| < 1, qui sont des nombres
relativement petits, et bien représentés en mémoire.
Nous avons la nouvelle matrice

4 3 10 28
AP =10 -1/2 —2 =3]. (34.315)
0 5/2 12 17

Le pivot serait —1/2. Nous cherchons un pivot plus grand en dessous de ce —1/2 (et pas au dessus,
sinon on casserait les zéros déja trouvés). Nous trouvons le 5/2 qui est plus grand. Nous permutons
donc les deux dernieres lignes :

4 3 10 28
AP =1(o 52 12 17 (34.316)
0 —1/2 —2 -3

ou le pivot est maintenant /3o = —1/5. La matrice suivante :

4 3 10 28
Ap)Y =0 5/2 12 17 (34.317)
0 0 2/5 2/5

Dans ce cas, la matrice L n’est pas aussi simple a construire parce que nous avons permuté des
choses. Dans ce cas, la matrice L est encore de la forme

100
L=|.10]. (34.318)
1

Mais vu que nous avons permuté les lignes 2 et 3 au deuxiéme pas, nous devons permuter la; et
l31 avant de remplir la matrice L avec les multiplicateurs :

1 0 0
L=[-12 1 ol. (34.319)
/2 -1/5 1
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Notons que ces L et U ne sont pas les mémes que le LU obtenu sans pivot. Ou est 'unicité ?
Elle est que en fait maintenant nous n’avons pas A = LU, mais

PA=LU (34.320)

ou P est une matrice de permutation.

34.18.2 Le théoréme
Proposition 34.134 (Méthode de Gauss avec pivot partiel[652]).
Soit une matrice inversible A € M(n, C). Il existe
— une matrice de permutations P
— une matrice triangulaire inférieure de diagonale unitaire L,
— une matrice triangulaire supérieure inversible U
telles que

PA=LU. (34.321)

Notons que cette proposition ne demande que ’hypothése d’inversibilité pour A. Il n’y a pas
d’hypotheses sur tous les mineurs comme c’était le cas avec Gauss sans pivot.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence qu’il existe des matrices Qg, F1, ..., Ey et A telles
que

QrA =FE,... E A (34.322)
avec

(1) Q@ est une matrice de permutation
(2) E; est une transformation gaussienne sur la i°colonne
(3) Ay est triangulaire supérieure jusqu’a la k°colonne.

Sachant que det(Qr) = *1, et que det(E;) = 1, le passage au déterminant dans (34.322) nous
donne det(Ag) # 0 et si nous notons Qx(A) la matrice tronquée de A, ne gardant que les entrées
plus grandes que k, nous avons

Ea

det(Ay) = | [(Ar)ii det (Qur1(Ar)). (34.323)
=1

Donc : (Ag)i; # 0 pour i < k et det (QkH(Ak)) # 0.
Pour fixer les idées, voici une image de k = 2 :

Ag(As)
* k k k *
0 k k k *
O 0 k k *
O 0 k k *
O 0 k k *
Qp+1(A2) (34.324)

Etant donné que det (Q+1(Ax)) # 0, parmi les nombres (Ay); k41 (i = k+ 1), au moins un est
non nul et nous posons 7311 tel que |(Ax)y,,, k+1| S0it maximum parmi ces éléments.

Le nombre 71 est enregistré parce qu’il servira a écrire la matrice P plus tard. Les matrices
FE; ne sont pas enregistrées, parce que nous verrons qu’elles vont encore changer. Seule la derniere
sera enregistrée.

La composante (k + 1,k + 1) de la matrice

Py k1 Ak (34.325)
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est non nulle et peut donc servir de pivot. Soit My, la transformation gaussienne pour la (k +
1)¢colonne de la matrice Py, +1.k+1Ag. La matrice

Apy1 = Mg1 Pry ) k1 4k (34.326)

est alors une matrice triangulaire supérieure jusqu’'a la (k 4 1)°colonne. En posant Ej 1 = M +11
nous avons

P k1 B Ak = Ag, (34.327)

et nous nous sentons en droit de récrire I’équation de départ (34.322) :
QkA =F... EkAk =F ... EkPrk+1,k+1Ek+1Ak+l- (34328)

Le lemme 34.133 nous permet de ramener la matrice P _, x+1 en premiere position, quitte a
modifier un peu (pas beaucoup) chacune des matrices F; (i = 1,...,k). C’est pour cela que nous
n’enregistrons pas les matrices F;. Nous avons donc

Py kt1QrA = Ef . Ep B Ag i (34.329)

N

ou

— Le produit P, r+1Qk est encore une matrice de permutation, et mieux : elle vaut

k+1

[P (34.330)
=1

Cela montre qu’il est suffisant d’enregistrer les nombres r; pour reconstituer cette partie.
— La matrice E! est une transformation gaussienne pour la i°colonne.
— La matrice A1 est triangulaire supérieure jusqu’a la k + 1°colonne.

La récurrence est maintenant finie et nous pouvons écrire avec k =n :
QrnA=FE ... E A, (34.331)

ou le produit F ... E, est triangulaire inférieure et A,, est triangulaire supérieur.
Maintenant nous enregistrons la matrice U = A, le produit L = [[_; E, et les nombres r;
qui permettent de retrouver P. O

Note : dans I’équation (34.331) nous avons bien entendu massivement renommé les E! en E;.
En réalité la matrice Eq vient avec n primes sur la téte.
Dans les exemples 34.138, 34.139 et 34.140, nous allons résoudre le systeme

<101_9 i) (i;) B @) (34.332)

d’abord de fagon exacte, et ensuite en supposant une machin ne tenant que 8 chiffres significatifs
en utilisant la méthode de Gauss avec ou sans pivot.

Commencons par voir comment se passe en pratique la décomposition PA = LU de Gauss avec
pivot partiel.

Exemple 34.135.
Décomposons la matrice
1 2 3
A=12 5 0
3 80
Sur la premieére colonne, le plus grand nombre est 3. Nous commengons par permuter la premiere
et la troisieme ligne en utilisant la matrice de permutation P; = P31 et nous enregistrons r = 3.
Nous avons alors la matrice

(34.333)

380
Ay=(2 5 of. (34.334)
1 3 3



34.18. METHODE DE GAUSS AVEC PIVOT PARTIEL (DECOMPOSITION PLU) 2303

Pour trouver la matrice A; nous suivons 1’équation (34.326). Bien que le résultat net soit des
combinaisons de lignes : Ly — Ly —2L;/3 et Ly — L3 — L1/3 (que nous pourrions savoir deés a
présent), il est important de passer par la matrice gaussienne pour obtenir la matrice L;.

La matrice de transformation gaussienne pour la premiére colonne de (34.334) est :

1 00
My=|-2/3 10 (34.335)
~1/3 0 1

et L1 = M;'. Le lemme 34.124 nous dit comment calculer facilement cet inverse :

1 00
Li=|(2/3 10 (34.336)
1/3 0 1

1 0 0 3 8 0 3 8 0
A = —2/3 1 0 25 0]=1{0 —1/3 0 (34.337)
—1/3 0 1 1 3 3 0 —2/3 3
et nous avons
Q1A =L14 (34.338)

ou L1, Ay et r1 = 3 sont enregistrés. La matrice Q1 peut étre retrouvée en sachant r; parce que P
est la matrice de permutation P, ;.

Nous travaillons maintenant sur la deuxiéme colonne de A;. Le plus grand élément en valeur
absolue (sur ou sous la diagonale) est —2/3. Nous posons ry = 3 et

3 8 0
Al=10 —2/3 3 (34.339)
0 —1/3 0

et la matrice gaussienne pour la deuxieme colonne est

0
0 (34.340)
( —1/2 1
—2/3)).

Le —1/2 provient du calcul —((—1/3)/( L’inverse de cette matrice est facile :

1 0 0
Lo=10 1 0 (34.341)
0 1/2 1
et la matrice suivante a enregistrer est
3 8 0
Ay = MaP32 Ay = Mo A1 =0 —2/3 3 . (34.342)
0 0 —3/2

Notons toutefois que pour calculer cette matrice, seul le dernier élément demande un calcul. La
premiére colonne ne change pas (par construction), la seconde gagne un zéro en derniére ligne (la
matrice My sert a ¢a) et sur la derniére colonne, seule la dernieére ligne est sujette a changement.

Avec la matrice Ao, la trigonalisation supérieure est faite. La décomposition n’est cependant
pas terminée. Nous devons encore trouver la partie triangulaire inférieure. Nous en sommes a

Q1A =L1A;1 = L1 P30 A (34.343)
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ou ()1 est la premiere matrice de permutation.
Utilisant le lemme 34.133, il est facile de permuter L; avec P3 :

1 00
LiPso=Pso[1/3 1 0
2/3 0 1
(S —
Ly

Nous avons donc
P372P371A = LllLQA

Deux multiplications matricielles plus tard nous terminons :

PA=LU
avec
00 1 1 0 0 3 8 0
P=|100]), L=(1/3 1 of, u=4,=[0 —2/3 3
010 2/3 1/2 1 0 0 —3/2

Notons que Sage utilise la méthode de Gauss avec pivots :

CHAPITRE 34.

NUMERIQUE

(34.344)

(34.345)

(34.346)

(34.347)

sage: A=matrix([ [1,2,3],[2,5,0],[3,8,0] 1)
sage: A

[1 2 3]

[2 5 0]

[3 8 0]

sage: A.LUQ)

(

(o 10l [ 1 0 0] [ 3 8 0l]
(0 o 11 [1/3 1 o] [ 0 -2/3 3]
(1 0 0], [2/3 1/2 11, [ 0 0 -3/2]
)

tex/sage/sageSnip006.sage

Mais attention : Sage crée une décomposition A = PLU et non PA = LU. D’ou le fait que la

matrice de permutations de Sage est 'inverse de celle donnée ici.

34.18.3 D’un point de vue algorithmique

ii Avertissement/question a la lectrice !! 34.136

Je ne suis pas certain de l’optimalité de ce que je raconte ici. Je décris simplement ce que j’ai fait

pour écrire mon programme finitediff.
Si vous étes expert en calcul numérique, n’hésitez pas a donner votre avis.

Nous décrivons a présent la décomposition A = PLU (du théoréme 34.134, avec le P a droite).
En suivant 'exemple 34.135 nous voyons assez bien comment créer les matrices U et P au fur et

a mesure. La construction de L est peut-étre moins évidente.
Ecrivons un exemple trés explicite pour

(34.348)



https://github.com/LaurentClaessens/finitediff
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Nous commencons par permuter des lignes pour avoir un grand pivot :

4 3 10
PoA=|(2 1 3]. (34.349)
-2 1 7

Et nous effectuons 1’élimination avec la matrice

1 0 0
My=|-1/2 1 0]. (34.350)
/2 0 1
Cela donne le premier résultat :
4 3 10
MiPsA=10 —1/2 =2 (34.351)
0 5/2 12

Nous continuons avec Pp3 pour avoir un nouveau grand pivot :

4 3 10
PysMiPgA= |0 5/2 12 ]. (34.352)
0 —-1/2 =2
Nous utilisons la matrice
1 0 0
My=(0 1 O (34.353)
0 1/5 1
et au final :
4 3 10
MyPysMiPioA= |0 5/2 12 |=U. (34.354)
0 0 2/5
L’égalité obtenue est
Mo Pos My P12 A = U. (34.355)
Pour avoir la décomposition PLU il faut écrire
A = PiosM[ Py My U, (34.356)

et permuter Pp3 avec M 1 ce qui est facile par le lemme 34.133.

Remarque 34.137.
Nous ne devons permuter la matrice My avec une matrice de permutations qu’a partir de la
deuxieme étape. En effet 'équation (34.351) revient a

A= M;'Pamy (34.357)

qui est dans le bon ordre. Ce n’est qu’a partir de la seconde étape que des matrices de permutations
apparaissent a droite des matrices gaussiennes.

Cependant dans un cas 4 x 4, cette méthode deviendrait fastidieuse parce que nous aurions
encore des étapes a faire. En repartant de (34.356), mais avec my (la matrice pas encore tout a
fait triangularisée) au lieu de U, nous aurons, pour un certain k > 3 :

M3 P3 My Pys My Pra A = U, (34.358)

ce qui fait :
A = PyoMy ' Poyg My Py My U (34.359)
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Tous les P;; peuvent étre mis a gauche parce que leurs indices sont toujours strictement supérieurs
a ceux des M placés devant eux. Mais c’est fastidieux.

Nous allons donc permuter a chaque étape pour ne retenir que 'important. Si & une certaine
étape nous avons

A=Pi ... B M7 M my (34.360)

avec
my = Pri1 MU (34.361)

alors nous allons directement permuter Pyi1,,,, avec tous les Mz-_l. Si nous notons P la permu-
tation (pas élémentaire) a ’étape k et Ly la matrice triangulaire inférieure a de ’étape k,

A = PyLymy = PyLyPiy1 ., My my. (34.362)

Nous enregistrons alors Pyy1 = Py Pgi14,,, et pour Ly 1 nous partons de Ly et nous faisons deux
opérations suivantes :

— nous permutons, sur ses colonnes non triviales, les indices k + 1 et 751,

T -1
— mnous multiplions par M,

Notons que rp41 = k + 1, de telle sorte que sur les colonnes non triviales (qui sont jusqu’au
numéro k), la permutation des lignes k + 1 et 7,11 ne change pas l’aspect de la matrice : elle reste
multi-gaussienne de derniére colonne k.

ce qui revient & simplement lui ajouter une colonne non triviale.

34.18.4 Exemples

Nous nous langons dans la résolution du systéme

1079 1\ [z 1
(7 Y ()= (1), 34369
Exemple 34.138.

Nous commencons de facon exacte, par la méthode de Gauss sans pivot. La premiere transformation
gaussienne est

1 0
E, = <_109 1) (34.364)

1 0\ /107 1 107 1
Bd= (—109 1)( 1 1) _( 0 1—10—9>' (34.365)

Vu que cette derniére est triangulaire supérieure, nous avons fini la méthode de Gauss et U = Fj A.
En ce qui concerne la matrice L, elle est donnée par L = E| L cest-a-dire

-1
10 1 0
L—<_109 1) _<109 1). (34.366)

Au final nous avons la décomposition A = LU exacte suivante :

1 0 1079 1

Résoudre le systeme Az = b revient a résoudre LUz = b et donc résoudre successivement les

et nous calculons

systémes

{ Ly="b (34.368a)
Uz =y. (34.368b)

(139 (1)> @l) - G) (34.369)

D’abord le systeme
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donne y; = 1 et yo = 2 — 10°.
Ensuite nous résolvons

1079 1 1 1
< 0 1- 109) <x2> B (2 - 109> ' (34.370)
10°
T = [ R ~ <1> . (34.371
() ( 210 > 1 )

C’est également le résultat que trouve Sage :

Cela donne

sage: var(’y’)
y

;| sage: solve( [10%x*(-9) *x+y==1,x+y==2], [x,y] )

[[x == (1000000000/999999999) , == (999999998/999999999) 1]

tex/sage/sageSnip007.sage
A

Exemple 34.139 ([652]).
Nous recommencons tout le calcul avec une précision limitée a 8 chiffres significatifs, sans pivot.
Nous avons a nouveau la transformation gaussienne

1 0
By = <_109 1), (34.372)

mais pour calculer U nous effectuons le produit matriciel

1 0\ /10?2 1 1079 1
U—EIA—<_109 1>< ) 1>_< 0 *> (34.373)

Nous détaillons a présent le calcul de I’élément noté *. Le calcul de 109 1) donne
999999999 = 9.99999999 x 108, (34.374)

mais la précision étant limitée a 8 chiffres, un arrondit arrive. Etant donné que le premier chiffres
supprimé est un 9 nous retombons sur 10%, et donc notre machine & précision limitée donnera

-9
U= (100 _;09> . (34.375)

Ensuite le calcul de L = E ! ne cause pas de problémes :

L <_1109 ?) (34.376)

Maintenant il s’agit de résoudre les systémes Ly = b et Ux = y. Du systéme

(139 (1)> @;) - G) (34.377)

nous tirons tout de suite y; = 1 et ensuite 109 + yo = 2, c’est-a-dire yo = 2 — 10°, qui en précision
limitée donne encore yo = —10°. A résoudre maintenant :

(100—9 —iog) (g) _ (_;09) (34.378)
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Cela donne immédiatement x5 = 1 et ensuite

107%; +1 =1, (34.379)
donc z1 = 0. La solution trouvée est
I * 0
(=)~ (7). os250)
qui est complétement faux au niveau de la premiere variable. A

Exemple 34.140 ([652]).
Nous résolvons encore le méme systéme en précision limitée, mais en utilisant cette fois la méthode
de Gauss avec pivot partiel.

Le plus grand élément de la premiere colonne est 1; nous utilisons donc la permutation P o :

11
PioA = (109 1). (34.381)

La matrice de transformation gaussienne pour la premiere colonne de cette matrice est
1 0
My = 34.382
1 (_10—9 1) ( )
et nous posons

1 0 1 1 1 1 11
A= MiPr2A = (—109 1) <109 1) - (0 ~1079 4+ 1) - (0 1> =v (34.383)

ou un arrondi a eu lieu pour —107% 4+ 1 = 1. En inversant M; nous avons

Ly=M! = (101_9 ?) : (34.384)

NERIEIE

—_———  — ——

La décomposition est

P L U
Le moment de résoudre est venu. Vu que PLUx = b nous devons résoudre les systémes
Pz=1b (34.386a)
Ly ==z (34.386Db)
Uz =y. (34.386¢)

Pour z c’est facile :

e <f> . (34.387)

<1019 [D (i; = G) (34.388)

Tout de suite : y; = 2 et ensuite 2 x 1072 + yo = 1, ce qui donne yo = 192 x 1072 = 1. Donc

y = G) . (34.389)

b 1) ()= () arom

Nous avons z9 = 1 et ensuite 1 + 1 = 2 c’est-a-dire 1 = 1. Au final la solution trouvée est

z = G) . (34.391)

Cette solution est considérablement meilleure que (34.380). A

Pour y il y a un arrondi :

Et enfin pour x c’est le systeme
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34.141.

L’utilisation du pivot non seulement assure le fait que la trigonalisation va bien se passer (on évite
les zéros en pivot), mais aussi et surtout, en choisissant de prendre le plus grand pivot possible,
nous obtenons une meilleur stabilité numérique.

34.19 Résolution de systémes linéaires (suite)

34.19.1 Déterminant

Pour calculer un déterminant lorsque nous avons la décomposition A = LU nous pouvons faire
det(A) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) (34.392)

parce que L est triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
Si par contre nous avons fait des pivots, nous avons PA = LU. Il nous faut le déterminant de
P, qui n’est autre que +1. Nous avons

det(P) = (—1)° (34.393)

ou s est le nombre de permutations effectives effectuées. Nous précisons « effectives » parce qu’il
ne faut pas compter le pas ot nous n’avons pas permuté (les cas ou le bon pivot était présent du
premier coup). Nous avons alors

det(A) = (—1)*det(U). (34.394)

34.19.2 Plusieurs termes indépendants

Mettons un systéeme Az = b qu’il faut résoudre pour plusieurs b différents. C’est typiquement
le cas ou 'on voudrait calculer I'inverse de A. Mais on va directement se calmer. Soient donc a
résoudre Axq = by, ..., Ax, = by,.

Les opérations (avec ou sans pivot) que nous faisons ne dépendent que de la matrice A, mais
aucune décisions concernant les pivots ou la matrice des multiplicateurs ne dépend de b. Autre
facon de dire : si le systeme (A|b1) devient (Uly1), le systeme (A|b;) devient (Uly;) avec le méme
U.

Nous ne sommes donc pas obligés de faire tout le travail autant de fois qu’il n’y a de systémes
a résoudre. Donc si on a plusieurs systémes a résoudre avec la méme matrice, on fait mieux de
retenir une fois pour toute la décomposition LU (avec ou sans pivots), avant de vraiment résoudre.

Ou alors on peut aussi faire que, au lieu de faire (A|b;) plein de fois, faire une seule fois

(Alby ... by). (34.395)

Et on fait tout le travail sur tous les vecteurs d’un en méme temps.
Soit e; la base canonique. Si nous notons x, les solutions des probléemes Ax; = e;, tous les
probléemes Ax; = e; s’écrivent d’un seul coup

AX =Y (34.396)
ou X est la matrice des z; en colonnes, et Y est celle des e¢; en colonnes. Oh, mais ¥ = 1
évidemment. Donc

AX =1. (34.397)

Si nous supposons que A est inversible, alors ce X est I'inverse.

Donc pour calculer I'inverse d’'une matrice de dimension non trop grande, il suffit d’utiliser la
méthode de Gauss sur les vecteurs de la base canonique. Cette idée est la base du calcul de I'inverse
par matrice companion. En effet, si nous partons du probleme

(A1) (34.398)
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et nous appliquons la méthode de Gauss avec pivot, nous arrivons a
(U|IL7'P). (34.399)

Attention : le produit L' P est une permutation des colonnes de L=. Vu que L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, L~! est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
Donc si la matrice n’est pas trop grande, on peut assez facilement remettre les colonnes de L~ P
dans ’ordre pour recomposer une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.

Une autre fagon de calculer 'inverse, si A = LU est connue, il suffit de faire

Al =yttt (34.400)

Et il existe un algorithme facile pour I'inverse d’une matrice triangulaire.

34.19.3 Cholesky

Le commandant Cholesky travaillait sur le tir de canon (chose éminemment liée & de nombreuses
mathématiques ingénieuses). La méthode de Cholesky est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais
problemes.

La méthode de Gauss s’applique sans hypothéses sur la matrice A, a part qu’elle doit é&tre
de petite dimension, comme pour toute méthode directe. Souvent nous savons des choses sur la
matrice. Ici nous allons supposer que A est symétrique et définie positive.

Comment numériquement vérifier ces hypothéses? En ce qui concerne la symétrique, il suffit
de faire le test complet :

Al = A. (34.401)

La vérification de cela coiite au maximum n?

diagonale).

Le fait que A soit définie positive est facile a vérifier pour utiliser Cholesky parce que il suffit
de le faire, et si il n’y a pas de nombres complexes qui arrivent, c’est que la matrice était définie
positive.

Un lemme trés simple & mettre en oeuvre numériquement nous permet de traiter certains cas.

comparaisons (et en fait la moitié de ¢a moins la

Lemme 34.142.
Une matrice symétrique possédant un élément négatif sur la diagonale n’est pas définie positive.

Démonstration. Un simple calcul ou effort d’imagination montre que {(Mey,ex) = M. Donc si
M doit étre définie positive, My, doit étre positive par le lemme 9.219. O

Ce lemme est un moyen déja de faire quelques vérifications. Et si les éléments diagonaux de A
sont tous négatifs, on peut prendre —A.

Lemme 34.143.
Si A est une matrice symétrique strictement définie positive, alors pour tout k, la matrice tronquée
Ak(A) Uest également.

Démonstration. Le fait que Ag(A) soit symétrique est évidemment. Le fait qu’elle soit définie
positive I'est moins. Soit y € RF et le vecteur 7y € R™, qui est « complété » avec des zéros.
Nous avons (Ak(A)y, y)r = (ATy, T)n. En effet

k k
Ar(A)y,yy = >0 > Auyiyie (34.402)

i=11=1

Et a droite :

k k n k k
(Ary,Ty) = Z Ary)i(ry)i = Y (Ary)iyi = ) Z i(Ty)iyi = Z > Auyryi (34.403)
i=1 i=11=1 i=11=1

=1
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ol nous avons utilisé le fait que (7y); = 0 dés que i > k et que (7y); = y; sinon.
En conséquence de quoi (Ay(A)y,u) > 0 pour tout y € R¥ et la matrice Ay(A) est strictement
définie positive. O

Lemme 34.144.
Si T est une matrice triangulaire, alors (Ty;)™' = (T~1)4.

Démonstration. 11 suffit de se rendre compte que le coefficient ii de 1’égalité 1 = TT~' donne

1= Ty(T ). (34.404)
l

Dans la somme il ne reste que le terme [ = 1. O

Nous allons chercher une décomposition de type LU sous la forme A = LL!, ¢’est-a-dire U = L.
Attention : maintenant nous n’avons plus des 1 sur la diagonale. Ce n’est donc pas exactement la
décomposition LU dont nous parlions plus haut. C’est pour cela que nous n’allons pas la noter
LL! mais BB".

Théoréme 34.145 (Cholesky[051]).
Soit une matrice réelle symétrique strictement définie positive. Il existe une unique matrice réelle
B telle que

— B est triangulaire inférieure,
— la diagonale de B est positive,

— A= BB

Démonstration. Par la décomposition LU du théoreme 34.126 nous avons des matrices L et U
telles que A = LU. Soit D la matrice diagonale donnée par

Di; = A/Uy. (34.405)

Cette définition fonctionne parce que U;; > 0. En effet nous savons que A;(A) = A(L)Ar(U), et
en passant au déterminant,

det (Ag(A)) = det (Ax(D)). (34.406)

Vu que Ay (A) est strictement définie positive par le lemme 34.143, son determinant est strictement

positif? et nous avons
det (AR(U)) > 0. (34.407)

En appliquant cela a k = 1 nous avons U;; > 0 puis de proche en proche, U;i > 0 pour tout <.
Nous posons :

B=LD qui est triangulaire inférieure (34.408a)
C=D'U qui est triangulaire supérieure. (34.408b)

Nous avons bien entendu A = BC et nous allons prouver que C' = B'. Vu que A = A’ nous
pouvons identifier BC' et C'B?t :
BC = C'B'. (34.409)

En mettant les matrices triangulaires supérieures a gauche et inférieures a droite :
c(B)™' =B, (34.410)

qui sont donc deux matrices diagonales. Nous montrons que cette diagonale est en réalité I'identité.

D’abord .
Bjj = Y LyDy; = Liin/Usi = \/Usi (34.411)
=1

20. Le théoreme 9.212 donne une diagonalisation par des matrices de déterminant 1. Vu que les valeurs propres
forment sur la diagonale, et qu’elles sont toutes positives, el déterminant est positif.
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parce que L;; = 1. Notons en passant que la diagonale de B est positive. Ensuite
1

VUi

Donc B et C ont des diagonales égales. Calculons alors la diagonale de B~1C? :

(B~'CY), = Z(B_l)il(ct)li = (B "uCu (34.413)
]

Z Yalu = (D™V)ulUsi = ——=Usi = \/Uss. (34.412)

parce que encore une fois, de la somme il ne reste que le terme [ = 1.
Mais B est une matrice triangulaire qui tombe sous le coup du lemme 34.144. Donc (B~1); =
(Bii)~! = (Cy)~L. Nous avons alors
(B71CY); = 1. (34.414)
Cela conclu 'existence de la décomposition de Cholesky.
En ce qui concerne I'unicité, soient A = BB! = C'C*. Nous regroupons les supérieures et les

inférieures :

B{(cH~t = B~!C. (34.415)

Ces deux matrices sont donc diagonales et nous posons D = B~!C, c’est-a-dire C = BD. Nous
remplagons donc C' par BD dans (34.415) :

A= BB'=BD(BD)" = BDD'B". (34.416)

Donc DD! = 1, ce qui signifie que les éléments diagonaux de D sont +1. Nous montrons qu’ils
sont positifs : a partir de C' = BD nous déballons

Cii = Y, BuDui, (34.417)
l
et donc
BiiDy; = Cy;. (34.418)
En sachant que les conditions de la décomposition de Cholesky demandent les éléments diagonaux
positifs nous en déduisons que D;; est positif et donc égal a 1. Finalement D =1et B=C. O
Prenons la matrice
4 2 =2
A=|2 10 -7 (34.419)
-2 =7 9
Elle est symétrique et définie positive. Nous posons
{ 11 =+anla = ain/ln (34.420a)
pour i = 2,...,n. Et aussi
(aj; — Z 12,)Y? (34.421a)
lij = (aij — Z Lirljr)/aj (34.421D)

pour¢t=j+1,...,n
Les formules (34.420) nous disent comment remplir la premiére colonne. Cela donne la matrice

VA =2
L= 2/2=1 . . (34.422)
—2/2=—1

Les formules (34.421) donnent les autres colonnes en fonction des précédentes.
Dans Sage :
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sage: A=matrix( [ [(4,2,-2],[2,10,-7]1,[-2,-7,9] ] )
sage: A

L4 2 -2]
[ 2 10 -7]
[-2 -7 9]
sage: A.cholesky()
[ 2 0 0]
[ 1 3 0]
[-1 -2 2]

tex/sage/sageSnip005.sage

34.20 Systéme linéaire (méthodes itératives)

Nous trouvons des méthodes itératives lorsque les matrices sont grandes, ce qui arrive lorsque
I’on discrétise une équation différentielle.

Nous allons chercher des méthodes de la forme z,+1 = Bz, + q; ce sont des méthodes station-
naires. La convergence d’une méthode est toujours liée a la matrice B et en général, la convergence
ne dépend pas du choix du vecteur initial. Nous faisons donc souvent xg = 0 et donc 1 = ¢q. Voila
donc une itération de faite gratuitement.

Nous notons ¢y, le vecteur d’erreur qui est définit par e, = x — z;. Et le vecteur résidu
rp = b — Ax. Attention : ici k n’est pas un indice mais un numéro de vecteur.

Notons que si x est solution, alors b — Az = 0, ce qui motive le vecteur résidu.

Les conditions d’arrét d’un algorithme seraient

{ lexlloo < €1 (34.423a)
Ikl < €2 (34.423D)

ou €1 et eo sont des précisions décidées a I'avance par 'utilisateur.

Proposition 34.146.
Si A est une matrice inversible, alors

lim e; = lim 7, = 0. (34.424)

k—o0 k—o0

Vu que r, = Aey, si la matrice A est mal conditionnée, il peut arriver que rj reste grand alors
que e est déja petit.

Remarque 34.147.

Dans les méthode stationnaires, nous avons x,+1 = Bz, + q avec B et ¢ fixés au départ de
I’algorithme. Il existe des méthodes non stationnaires pour lesquelles 'itération prend la forme
Tna1 = Bpr, + qn avec By, et g, qui changement avec les étapes.

Proposition 34.148.
Pour la méthode x, 11 = Bx, + q nous avons équivalence de

(1) La méthode converge pour tout xg
(2) B est une matrice convergente !
(3) p(B) <1 (rayon spectral).

De plus si |B|| < 1 alors la méthode converge (quelle que soit la norme algébrique).

La norme d’une matrice (en tout cas, certaines normes) est quelque chose de facile a calculer
a lordinateur. Typiquement |.|s est un simple maximum. Cependant si apres avoir calculé ||B|;
pour des dizaines de normes ¢ différentes, nous avons toujours ||B|; = 1, alors nous ne pouvons
rien conclure.

21. Clest-a-dire limp_o B* = 0.
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34.20.1 La méthode générale

Nous décomposons la matrice A sous la forme A = M — N avec M inversible. Le systeme
Ax = b devient
Mx— Nz =10 (34.425)

puis Mx = Nx + b et finalement
x=M'Nz+ M b, (34.426)

et voila une méthode stationnaire avec B = M~'N et ¢ = M ~'b.

Mais ici nous voyons que M doit étre non seulement inversible, mais en plus doit étre facile-
ment calculable. En sachant que nous travaillons avec des grandes matrices, il n’est pas question
d’inverser M avec une méthode de Gauss.

En bref, il faut choisir M triangulaire parce que c’est en gros la seule que nous pouvons inverser
facilement %2.

Remarque 34.149.
La matrice B ne doit pas spécialement étre inversible. Si elle ne I’est pas, ce n’est pas un probléme.

34.20.2 Jacobi

Nous décomposons
A=D—-FE-F (34.427)

ou D est la diagonale de A, —F est la partie triangulaire supérieure (sans la diagonale) et —F
la triangulaire inférieure (sans la diagonale). Donc D, E et F' sont simplement des extractions de
parties de la matrice A (et quelques changements de signes).

La méthode de Jacobi prend M = D et N = (E+ F'). L’inverse de M est facile a calculer parce
que M est diagonale. Nous notons Bj; la matrice B de la méthode de Jacobi.

Remarque 34.150.

Il se peut que la matrice A ait des zéros sur la diagonale, méme si elle est inversible. Et cela est
un probleme parce qu’alors la matrice D ici construite n’est pas inversible. Dans ce cas, avant de
nous lancer dans la méthode de Jacobi, il faut permuter deux lignes de A et donc de b.

Attention cependant que 'on pourrait vouloir effectuer ces permutations en mettant sur la
diagonale des nombres les plus grands possibles (parce qu’ensuite, ce qui rentre dans les calculs,
c’est D™! qui aura alors des petits nombres). Mais il faut toutefois faire en sorte que le rayon
spectral de la matrice B résultante reste plus petit que 1.

Chaque changement dans A induit des changements dans B et donc sur la convergence de la
méthode.

34.20.3 Gauss-Seidel

Nous partons de la méme décomposition A = D — E — F que dans (34.427). La méthode de
Gauss-Seidel prend M = (D — E) et N = F.

34.20.4 Autres

Voir la méthode des gradients, et des gradients conjugués.

34.21 Indices connectés, matrice irréductible

Définition 34.151.
Soit Ae M(n,R) eti,je{l,...,n}. Nous disons que les indices i et j sont directement connec-
tés si Ai]’ # 0 ou Aji # 0.

22. Les matrices orthogonales sont aussi facilement inversibles, mais ne se prétent pas bien a une décomposition
de type somme.
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Définition 34.152.
Soit Ae M(n,R) eti,je{l,...,n}. Nous disons que les indices i et j sont connectés si il existe

un ensemble d’indices ig = i,1i1,...,9—1,1 = j tels que A ;, ., # 0 pour tout 0 < k <.

Par exemple pour que les indices 1 et 4 soient connectés, on peut avoir les éléments Aq3, Aso
Agy non nuls.

Définition 34.153 ([653]).
Une matrice carrée A est réductible si il existe une permutation o telle que

K L
t —
0'Ao = (0 M> (34.428)

ou K et M sont carrées.

Notons que par définition de la matrice d’une application linéaire,
Bij = <€Z‘, Bej> = <€i7 O'tAO'Cj> = <O’€i, A06j> = Ag(i)ﬂ(]’). (34.429)

Proposition 34.154 ([653]).
Soit une matrice carrée A. Les faits suivants sont équivalents :

(1) A est réductible.
(2) Il existe une partition non triviale I,J de {1,...,n} telle que I v J ={1,....,n}, InJ =
et pour tout i € I, et pour tout j € J, A;; = 0.

(3) La matrice A admet des indices non connectés (définition 34.152).

Démonstration. Dans plusieurs sens. ..
(i) (1) implique (2) Nous notons j* la taille de la matrice K dans (34.428). Nous avons B;; = 0

si

{ JF+1<i<n (34.430a)

1<j<j* (34.430b)

Donc en posant I = o{j*+1,...,n}et J = o{l,...,j*} nous avons une partition non triviale
de {1,...,n} telle que siie I et j € J alors i = o(ip), j = o(jo) et

Az’j = Ao'(io),o'(jo) = BiO,jO =0. (34431)

(ii) (2) implique (1) Soit une partition I, J comme indiquée dans I’hypothese. Soit j* le nombre

d’éléments dans J. Soit o une permutation de {1,...,n} telle que o{j* + 1,...,n} = I et

o{l,...,7*} = J. Nous posons ensuite B = o'Ac. Par construction si i € I et j € J alors
Aij =0.
Mais si

JE+l<i<n (34.432a)

e j<i* (34.432b)

alors B;j = A, (j)o(;) = 0. Donc B a la bonne forme.

(iii) (3) implique (2) Soient ¢ et j deux indices non connectés : il n’existe pas de chaines
partant de ¢ et arrivant a j. Nous notons I ’ensemble des indices connectés a i, et J les
autres. Pat hypotheses ces ensembles sont non vides.

SikeietleJalors Ay = 0 parce que sinon on aurait une chaine de 7 & k puis de k a [ et
donc de ¢ a [, ce qui signifierait que [ est connecté a .

(iv) (2) implique (3) Soit une partition I, J comme dans ’hypotheése. Si j € J est connecté a
1 € I alors il existe une chaine

T =100,11,-..,% = J. (34.433)

Si s est le premier dans J alors is—1 € I et A;,_, ;, = 0, ce qui empéche la chaine de connecter
Jat.

O
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34.22 Localisation des valeurs propres

Sur I'ensemble M(n, R) des matrices n x n a coefficients réels nous introduisons 1’ordre partiel %*
donné par A > B lorsque A;; > B;;j pour tout ¢ et j. Nous définissons de fagon similaire les relations
A< B,A<Bet A>B.

Si z € R™ nous notons |z| = (|z1],...,|z,|) et & <y lorsque z; < y; pour tout 1.
Proposition 34.155.
Soit Ae M(n,R) et z,y e R".
(1) St A>
(2) Si A>

et si x <y alors Ax < Ay.

0
0 alors Az < |Az| < Alx|.

Démonstration. Pour la premiére inégalité, pour tout i et k nous avons A;pxr < A;pyr et donc

)i = D Ay < ) Awyr = (Ay)y. (34.434)
k k

Pour la seconde, d’abord 'inégalité Ax < |Ax| est évidente. Ensuite vu que A;; = 0 nous avons

|Az|; = |2Aik$kz| < ZAik\ﬂﬁH = (Alzl),- (34.435)
% %

O]

Soit une matrice A € M(n,R). Nous notons
- 2 | Ayjl.- (34.436)
J#i
Notons la somme sur la ligne i, pas sur la colonne : la somme est horizontale.
Définition 34.156.

Les ensembles
D; ={z € C tel que |z — Ay| < i} (34.437)
sont les disques de Gershgorin. Nous allons également noter B; = Int(D;) les boules ouvertes

correspondantes.

Théoréme 34.157 (Gershgorin).
Soit A€ M(n,IR). Si A € C est valeur propre de A alors X\ € D; pour un certain i.

Démonstration. Soit une valeur propre A et un de ses vecteurs propres u € R" : Au = A\u avec
u # 0. Soit ¢ un indice réalisant le maximum |u;| = max{|ug|}r. Nous écrivons la i°ligne de
Au = du :
D Agug = A, (34.438)
k

c’est-a-dire A;;u; + Zk# A;pup, = A\ug, ou encore

u + Z Azki (34439)
k#i
qui donne
< 3 Al ‘“’“‘ <3 Ayl (34.440)
k#i k#i
pare que |u;| = |ug|. Notons que sur la ligne précédente, |.| est le module dans C, pas la valeur
absolue dans R. O

23. Définition 1.11.
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Théoréme 34.158 (Gershgorin 2[653]).
Soit une matrice irréductible A € M(n,R) et une valeur propre A de A. Si elle est sur la frontiére
de l'union des disques de Gershgorin, alors elle est sur le bord de tous les disques.

Démonstration. Soit une valeur propre A de A telle que A € é’( U Di). Alors A n’est dans l'intérieur
d’aucune boule et nous avons |\ — A;;| = r; pour tout i.

Soit un vecteur propre u de A tel que |u]s = 1. Nous posons I = {1 < i < n tel que |u;| = 1}
et J = {1 < j < ntel que |ij| < 1}. Par hypothese I n’est pas vide, et de plus I nJ = J et
IuJ={1,...,n} parce qu’aucune composante de u n’a un module?>* plus grand que 1.

La i®composante de la relation Au = Au peut s’écrire

(Aii = Mui + Y Ay = 0. (34.441)
k#1

Forts de cela nous écrivons les inégalités suivantes :

k#1 k#1 k#1

Donc les inégalités sont des égalités :

o= A= Aul = | = Ai)ui| = | D Agur] = Y [Airlluel = D [Awl. (34.443)
k+#i ki k+#i

En particulier I'égalité >, ; [Ai|lur| = X, |Aix| donne
DAkl (Jur| — 1) = 0. (34.444)
ki

Donc pour tout k € J nous avons A;r = 0. Vu que A est irréductible, cela donnerait une partition
impossible {1,...,n} = I u J. Nous en déduisons que J est vide et donc que |u;| = 1 pour tout j.
En repartant de (34.443) nous avons alors

ri = | = Awyus] = 13— Aulua] = A - Aal. (31415
Cela prouve que A € ¢D; pour tout 3. O
Exemple 34.159.
Soit la matrice
2 0 1
B=10 1 —1/2. (34.446)
-1 0 3

D’abord nous rappelons que si vous voulez entrer cette matrice dans Sage (ou plus généralement
dans Python2 ?°), vous devez faire attention au 1/2 qui, tel quel, est évalué & 0. Nous vous rappelons
donc que tous vos codes Sage doivent commencer par ceci :

# -*- coding: utf8 -x*-
from __future__ import unicode_literals
from __future__ import division

tex/sage/sageSnip015.sage

Les éléments non nuls hors diagonale sont Bjz, B31 et Bss. Elle n’est donc pas irréductible;
nous avons par exemple la partition I = {1,3}, J = {2} pour le critére de la proposition 34.154(2).

24. Les composantes de u sont & priori dans C, et non spécialement dans R, méme si A est une matrice réelle.
25. Que vous n’avez aucune raison d’utiliser autre que Sage.
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Les disques de Gershgorin sont

Dy ={z€ C tel que |z —2| < 1} (34.447a)
Dy = {z e C tel que |z —1| < 1/2} (34.447D)
D3 = {ze C tel que |z —3| <1} (34.447c¢)

Les valeurs propres de la matrice sont sur des bords de disques de Gershgorin, sans étre sur tous
les bords, comme ¢a aurait été le cas par le théoreme 34.158 si la matrice avait été irréductible.
Elles sont sur la figure 34.1; notez en particulier les valeurs propres Ay et A3 qui sont sur le bord
de deux disques mais pas sur le bord des trois disques en méme temps.

A

1+ A2

A1

-1+ )\3

FIGURE 34.1 — Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour ’exemple 34.159.

JAN
Exemple 34.160.
Soit la matrice
0 -1 0
A=10 1 2}. (34.448)
3 0 2
Nous avons
Dy = {z € C tel que |z]| < 1}, (34.449a)
Dy = {z € C tel que |z — 1| < 2}, (34.449b)
D3 = {z € C tel que |z — 2| < 3}, (34.449¢)
Le polyndéme caractéristique est
x(A) = =A% +3X2 — 2\ — 6. (34.450)
Une fois remarqué que A; = —1 est une racine, les autres sont faciles a trouver (division euclidienne

de x(A) par A+ 1) : Ao = 2 +iv/2 et A3 = 2 — /2.

La matrice A est irréductible. En effet les éléments non diagonaux non nuls sont Az, Ass et
As1. Ils peuvent former une chaine reliant tous les indices entre eux.

Les contraintes sur la localisation des valeurs propres est donc qu’elles doivent étre dans ou
sur les disques de Gershgorin, mais que celles qui sont sur le bord d’un disque doivent étre sur le
bord de tous les disques en méme temps. C’est cela que nous observons sur la figure 34.2. Notez
en particulier la position de la valeur propre ;.

VAN
34.22.1 Matrices a diagonale dominante
Définition 34.161 ([6541, 653]).
La matrice A € M(n,K) est & diagonale dominante si pour tout i,
D 1Ai] < Al (34.451)

J#i
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FIGURE 34.2 — Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour ’exemple 34.160.

ot |.| est la module dans C ou la valeur absolue dans R.
Elle est a diagonale fortement dominante si elle est a diagonale dominante et si il existe
un 1 tel que
D 1A < A (34.452)
J#i

Elle est a diagonale strictement dominante si

D1Ay] < Al (34.453)
J#i
pour tout i (entier entre 1 et n).
Nous avons les inclusions suivantes :
strictement dominante  fortement dominante — dominante. (34.454)

Lemme 34.162.
St A est dans un des deux cas sutvant :

— diagonale strictement dominante,

— diagonale dominante et irréductible*°
alors Ay # 0 pour tout i.
Démonstration. Si A est a diagonale strictement dominante, alors I'inégalité stricte (34.453) n’est
pas possible.

Si A est & diagonale dominante, alors si A;; = 0, toute la ligne est nulle. Dans ce cas, la matrice
ne peut pas étre irréductible. O

Proposition 34.163 ([651]).
Une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

Démonstration. Soit une matrice A a diagonale strictement dominante. Soit = tel que Az = 0. Le
but est de montrer que x = 0. Soit un indice ig réalisant la norme maximum :

[Zio| = [[]oo- (34.455)

26. Définition 34.153.
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Nous écrivons la composante ig de 1’égalité Az =0 :

> Ak = 0, (34.456)
k

et nous séparons le terme k = ig des autres :

Z AiokTr + AigioTiy = 0. (34.457)
k+#ig

Nous prenons le module et majorons les sommes :

|Aigio 10| < D [Aigkllekl < D7 [ Aokl (34.458)
k#1g k+#ig

Si |x;,| est non nul nous pouvons simplifier :

| Aigio] < 7 [Aigkl- (34.459)
k+#i9

Hélas, ’hypothése de diagonale strictement dominante implique l'inégalité stricte dans le sens
inverse. Impossible. Nous en déduisons que |z;,| = 0. Donc |z], = 0, ce qui signifie que = = 0.
Le fait que le noyau de A se réduise a {0} implique 'inversibilité de A. O

Proposition 34.164.
Soit A € M(n,C) une matrice qui est dans un des deux cas suivants :

— a diagonale strictement dominante
— a diagonale dominante et irréductible

Si A=D — M ot D est la diagonale de A (et M est « le reste ») alors D est inversible et
p(D71M) <1 (34.460)

ot p est le rayon spectral (théme 38).

Démonstration. Le lemme 34.162 nous dit que les éléments diagonaux de A sont non nuls. Cela
donne déja le fait que la matrice D est inversible et que la produit D~'M ait un sens. Nous posons
T = D~'M. Nous avons alors

Ty = Y (D™ )i M. (34.461)
k
Si k =1 alors My; =0 et si k # i alors D;;, = 0. Donc Tj; = 0 pour tout 7.
En ce qui concerne les autres éléments de T,
Ty = >.(DV)irMyy = L sy = _ A (34.462)
v T Ay T Ay '

Notes :
— Les hypotheéses sur A jouent pour dire que A4;; # 0.
— Le signe moins est di au fait que M;; = —A;; lorsque 7 # j.

En faisant la somme des modules :

Al
DTy =] ”A; - ’2| Ayl < (34.463)

J#i J#i J#i

La derniere inégalité est le fait que A soit a diagonale dominante.
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(i) Si A est a diagonale strictement dominante Alors nous avons 'inégalité stricte

DT < 1. (34.464)
J#i

Et le théoréme de Gershgorin 34.157 dit que le spectre de T est contenu dans I'union des

disques
D; = {z € C tel que |z — Tj;| <74} (34.465)
ol
ri = Y, |Ty)- (34.466)
J#i

Mais nous avons prouvé que pour tout ¢, Tj;; = 0 et Zj 2|
sont contenues dans B(0,1). Cela prouve que p(T') < 1.

Tij| < 1. Donc toutes ces boules

(i) Diagonale dominante, irréductible La matrice T" est alors également irréductible parce
que les éléments non nuls de A et de T sont les mémes : Tj; = —A;;/A;;. Nous utilisons alors
le second théoreme de Gershgorin 34.158. Si A est une valeur propre de 7', alors soit

xel JB(0,) (34.467)

soit
Xe[)oB(0,r;). (34.468)

Vu que r; < 1 pour tout ¢, dans le premier cas A\ est dans I'union des boules ouvertes de
rayon 1. Le nombre X est donc une la boule ouverte de rayon 1. Bref, || < 1.

Dans le second cas, l'intersection de deux cercles de méme centre sont soit vide soit tout le
cercle (auquel cas les rayons sont égaux). Dans le second cas, ledit rayon est certainement
strictement plus petit que 1 parce que

Ay
ri = > |Tijl = ) ||Ai]i|| <1 (34.469)

J#i J#i

O]

34.22.2 M-matrice
Définition 34.165.
Une matrice A € M(n,R) est une M-matrice si

(1) Aii > 0 pour tout i,

QD<AU <()8ii?éj

(3) A est inversible et A=! = 0.
Proposition 34.166.
Soit A e M(n,R) telle que Aj; > 0 pour tout i et A;j <0 pour tout i # j. Nous posons A = D— M
ou D est la diagonale de A.

La matrice A est une M-matrice si et seulement si p(D~*M) < 1.

Démonstration. En deux morceaux.

(i) Si p(D~'M) < 1 Nous posons encore T'= D~'M. Par le théoréme 15.141, la matrice 1 — T
est inversible et

(1-7)"' = i T*. (34.470)
k=0
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D’autre part, via des calculs déja faits, et les hypotheses sur les signes des éléments de A,

Ay
L > 0. (34.471)

T =~ Ay

Donc tous les éléments de T sont positifs (ou nuls). Par conséquent 7% > 0 pour tout k et
(1 —T)~! est positive.
Mais A=D — M = D(1 — D 'M) = D(1 —T). Vu que D et 1 — T sont inversibles, nous
savons que A est inversible et

At=1-A)"'DY (34.472)

qui est un produit de matrices positives. Donc A~! > 0.

Au final, A est une M-matrice.

Si A est une M-matrice Soit une valeur propre A de 7' = D~ M est un vecteur propre u :
Tu = Au. Vuque T' = 0 nous avons d’une part |Au| = |A|u| et d’autre part |A\u| = |Tu| < T'|ul,
ce qui donne

IA|u] < T|ul. (34.473)
Dans cette inégalité nous substituons 7" par 1 — (1 — T") pour avoir
lullul < fuf = (1 =T)lu| (34.474)
ou encore
(1 —T)|u| < (1= |A])ul. (34.475)
Mais (1 —T)~' = A71D > 0 parce que A et D sont positives. Donc en appliquant (1 —7)~*
a l'inégalité (34.475), elle est conservée (proposition 34.155(2)) :

lul < (L —T1)"1(1 = [A])]ul. (34.476)

Si [A| = 1 alors toutes les composantes de (1 — |1])|u| sont négatives et I'inégalité n’est
possible qu’avec |u| = 0. Dans ce cas, A n’est pas une valeur propre (le vecteur propre soit
étre non nul).

Nous en déduisons que |A| < 1 et donc que p(T) = p(D~1M) < 1.
O

Le théoreme suivant résume ce que nous avons vu en donnant une condition suffisante facile a
vérifier pour étre une M-matrice.

Théoreme 34.167.
Soit A € M(n,R) telle que

(1)
(2)
(3)

A;; >0

Aij <0 pouri #j

vérifiant une des deuxr conditions suivantes :
— a diagonale strictement dominante

— a diagonale dominante et irréductible.

Alors A est une M-matrice.

Démonstration. Au vu de la proposition 34.166, il suffira de montrer que p(D™'M) < 1 ot D et
M sont la décomposition A = D — M habituelle. C’est le cas grace a la proposition 34.164. O

Proposition 34.168.
Soit A € M(n,R), une M-matrice irréductible. Alors A~1 > 0.
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Démonstration. Nous posons T' = D~'M. En comparant la définition 34.165 de M-matrice et la
caractérisation de la proposition 34.166, nous avons p(D~!M) < 1. Par conséquent

= i " (34.477)

par la proposition 34.166. D’autre part, A=! = (1 — A)*lD ou les éléments D sont strictement
positifs. Donc nous devons encore prouver que (1 —7)~! > 0. Nous savons que T = 0, et vu que

(D3T%)i = DTy (34.478)
k

k

il nous suffit de prouver que pour chaque (i5), un des (T%);; est strictement positif. Soient donc deux

indices 7 et j. Vu que A est irréductible, ils sont connectés par une suite d’indice ¢ = ig, 41, ...,, 0 =
j tels que
A
Tipripyy = ——2L >0, (34.479)
Aik,ik

Or les indices i sont choisis de telle sorte que les numérateurs soient non nuls et donc strictement
négatifs. Nous avons, en général :

D T Ty Tiy e (34.480)

Wit
Chacun des termes est positif ou nul, mais pour k£ = r, il y a entre autres le terme
TiiyTi iy - Tij # 0. (34.481)
Donc (T7);; > 0 et Y52 o(T*);; > 0. Et par conséquent

At =1 -7)"'D>o0. (34.482)

Théoreme 34.169.
Soit une M-matrice A€ M(n,R) et g € R™ tel que (Ag); = 1 pour tout i. Alors |A™Ys < ||g]oo-

Démonstration. Nous posons u = (1,...,1) et considérons x € R™. Vu que A est une M-matrice,
nous avons A~! > 0, donc

|A_1:L‘|<A_1|:L‘| HxHooA u < ||zfog- (34.483)

Justifications :
— La premiére inégalité est la proposition 34.155(2).

— La seconde provient de

(Blzl), Zsz\xk\ Y Bit|zle = |#]o0 Y Bigtr, = |20 Bu. (34.484)
k k

— Etant donné que A~ > 0 nous conservons I'inégalité et Ag > u implique g = A~ u (c’est la
proposition 34.155(1)).
En ce qui concerne la norme de A~! nous avons donc

A7 oo = sup A7 2] < sup [z]eolgllec = llglo- (34.485)

[z]oo=1 [#]leo=1
O

Proposition 34.170.
Une matrice de M(n,R) qui
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(1) est symétrique,

(2) Vérifie une des deux conditions suivantes
— est irréductible a diagonale fortement dominante
— est a diagonale strictement dominante,

(3) vérifie Aj; > 0 pour tout i

est strictement définie positive.

Démonstration. D’apres le théoreme de Gershgorin 34.157, chaque valeur propre de A est dans un

des disques fermés
D; = {z € C tel que |z — A;;| < r;}. (34.486)

Par hypothese, les centres de ces disques sont réels et strictement positifs. Mais le fait que A
soit & diagonale dominante donne que le rayon de ces cercles sont plus petits que A;;. Donc D;
n’intersecte pas |—o0, 0[. Mais le fait que A soit symétrique implique que les valeurs propres soient
réelles (théoréme 9.212(1)). Cela montre que les valeurs propres de A sont toutes dans [0, oo].

Si la matrice A est a diagonale strictement dominante, alors les inégalités sont strictes et le
théoreme est prouvé.

Sinon nous somme dans le cas irréductible a diagonale fortement dominante et nous avons le
théoréme de Gershgorin numéro 2 34.158. Soit une valeur propre A. Soit elle est dans un des disques
ouvert (qui est inclus dans ]0,0[), soit elle est dans l'intersection des bords des disques. Mais au
moins un des disques n’intersecte pas 0 (parce que la diagonale est strictement dominante). Dans
ce cas non plus A ne peut pas étre nul.

Nous en déduisons que dans tous les cas, les valeurs propres sont toutes réelles strictement
positives. ]



Chapitre 35

Méthode des différences finies

ii Avertissement/question a la lectrice !! 35.1
Dans toute la partie sur la méthode des différences finies, il y a un flottement entre Q et Q.

D’une part je ne vois pas bien pourquoi on ne peut pas se contenter de travailler avec une
fonction u: Q@ — R avec Q ouvert dans R et uw méme pas définie sur le bord.

Mais d’autre part, de nombreuses sources demandent de la régularité sur un fermé, a commencer
par wikipédia :

https:// fr. wikipedia. org/wiki/Méthode_des_ différences_ finies

Si vous avez une idée sur la question, écrivez-moi, ou Tépondez directement sur la page de
discussion de la page Wikipédia, sur laquelle j’ai laissé une question.

35.1 Problémes de dimension un

Soit u: R — R une fonction et A > 0. Nous définissons les opérations suivantes (qui sont
supposées approximer la dérivée u'(z) lorsqu’elle existe).

Définition 35.2.
La différence progressive est

(Dyu)(x) = ; : (35.1)
la différence régressive est
(D u)(x) = ule) - Z(m —h), (35.2)

la différence centrée est
uw(x +h) —ulx —h
(DY) (x) = ( )% ( ). (35.3)

Nous ne noterons pas toujours la dépendance en h, c’est-a-dire que nous noterons DT u au lieu
de D,J{u lorsque cela ne pose pas de probléme.

Notons que u” peut étre approximé par D;{D,J{u, D?LD;{, D,J{D,:, et encore de nombreuses
autres possibilités.

Voici un lemme qui dit que tout cela n’est pas si mal, pourvu que u soit assez réguliere.

Lemme 35.3.
Soit un ouvert conneze Q2 de R, soit x € Q et h > 0 tel que B(x,h) < .

(1) Siue C%*Q) alors
/(@) ~ Difu(a)] < oo (35.4)
et
/(@) ~ Dyyu(e)| < Sl o (35.5)

2325
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(2) Siue C3(Q) alors
(@) — Dja)] < (35.6)

(3) Siue CHRQ) alors
(@) = Dy D u(a)| < e, (35.1)
Démonstration. Nous prouvons le point (3). D’abord nous regardons de quoi nous avons besoin :

o) (z) — )z — ulx — 2ulx u\r —
DDrufe) = LW =D WEh) _ueth) ) rua=h) g

Nous allons y mettre les approximations de u(x + h) et u(z — h) par Taylor, proposition 12.458(2) :

h? h3 h*
u(z + h) = u(z) + h'(z) + ?u”(x) + Fu'”(a:) + ﬁu(@ (x + 61h) (35.9)
avec 01 € [0,1]. De méme,
h? h3 h4
w(x — h) = u(z) — hu'(z) + 31/'(3;) - Eu'”(:g) + ﬂuw (z — B2h) (35.10)
avec 0 € [0,1].
Donc
h4
u(w +h) +ulz — ) = 2u(2) = B2’ (2) + 7 (u<4> (z + 01h) + u®(z — egh)), (35.11)
ce qui donne
2
(D~ DY) (z) = u"(x) + % (u(4) (z + 01h) + u® (z — 02h)>. (35.12)

Chacun des deux termes dans la parenthése peut étre majoré par |ul®|q parce que = + 61h ne
prend ses valeurs que dans [z,z + h] € B(z,h) < . Quoi qu’il en soit nous ne pouvons pas dire
mieux que

h2

W (z) — D~ D*u(z)| < ﬁuu(‘*) I5- (35.13)
O

Remarque 35.4 ([1]).

Si nous avons 1’égalité
|u'(z) — D u(z)] <6 (35.14)

pour tout z, il faut faire attention en écrivant

|u' — Difulp <6 (35.15)

parce que l'inégalité (35.14) n’est valable que pour les z tels que [x — h,z + h] = Q, de telle sorte
que I'inégalité n’est pas spécialement correcte sur (2. Il faut donc d’abord se mettre d’accord sur
ce que signifie ||.||o. Est-ce une norme supremum sur 2 ou sur Q7

35.1.1 Un schéma a cinq points
35.1.1.1 Poser le systéme
Soit 2 =10, 1[ et I’équation différentielle
—u"(x) + c(z)u(z) = f sur Q

u(0) = « (35.16)
u(l) =
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ou ¢ est une fonction positive et «, 8 € R. Nous considérons h > 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Si nous cherchons des solutions dans C*(€2), le lemme 35.3 nous dit que

lu"(x) — D™D u(x)| = n(h?) (35.17)

ou 7 est une fonction telle que lim;_,o7(t) = 0. Nous pouvons récrire 1’équation différentielle sous
la forme

—D~ D u(z) + e(x)u(z) = f(x) + n(h?). (35.18)

Si nous négligeons le terme n(h?) qui est supposé étre petit nous pouvons tenter de résoudre pour
la fonction uy,
—D™ D up(z) + c(x)up(z) = f(z). (35.19)

Notons ici 'importance de la notion de probleme bien posé parce qu’en remplacant le parameétre
(fonctionnel) f par f + n(h?), nous modifions les solutions. Dans la mesure ot le probléme est
bien posé, cette petite modification ne modifiera pas trop la solution et nous pouvons espérer que
|u — up| soit petit pour une norme ou une autre.

Utilisant ’expression (35.8) pour D~ D™ nous avons I’équation suivante pour uy, :

% (2uh(x) —up(x 4+ h) —up(x — h)) + c(z)up(x) = f(x). (35.20)

Avons-nous gagné quelque chose ? Pas encore. L’idée de la discrétisation est de ne considérer uy,
qu’en certains points, et de prendre ces points a intervalles réguliers de taille h. Soient donc N un
nombre entier et A = 1/(N + 1). Nous posons

xp = kh (35.21)
pour k =0,..., N + 1. Avec cela nous avons
N
Q= [Jlwr 2r11] (35.22a)
k=0
zg =0 (35.22b)
IN+1 = 1. (3522C)
Nous posons surtout
Qp = {wifi=1,.. N (35.23)
et o
U = {zi}io,.. . N+1- (35.24)

Enfin, nous ne considérons plus 1 que comme une fonction uy: € — R. Cest-a-dire que uy, est
un vecteur a N + 2 composantes.
L’équation (35.20) devient

1
ﬁ(Quh(:pi) — uh($i+1> - uh(:ni_l) + c(xl)uh(xz)) = f(x,) (35.25)
pouri = 1,..., N. Sur les bords, cette équation n’est pas possible parce que x;_1 ou x;+1 n’existerait

pas. Au contraire, sur les bords nous avons les conditions aux bords

up(zo) = « (35.26)

et
uh<l’N+1) = ﬁ (35.27)
Nous posons ¢; = c(x;) et u; = up(x;). Les nombres up et uy4q sont donnés par les condi-
tions aux bords, et les inconnues du probléme sont donc les nombres w; (i = 1,...,N). Pour les

déterminer, nous devons résoudre un systéme d’équations linéaire.
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L’écriture du systeéme linéaire & résoudre consiste essentiellement & écrire (35.25) en séparant
les cas ¢ = 1 et ¢ = N parce que nous connaissons déja les valeurs de ug et uyy1. Le systeme que
nous avons est :

2 1 « .
<h2 + 01> Uy — ﬁUQ = f1+ 72 1=1 (35.28a)
2 1 )
5 <]12 + CN> UN — ﬁuN,1 = fn + % i1=N (35.28b)
2 + ! L f t (35.28¢)
— +c U — Uil — =Ui—1 = [ autres. .28¢
| h2 ) 7 hQ i+1 h2 1—1 7
Cela se met sous la forme matricielle
LU, = F, (35.29)
pour
a B
Fy = (f1+ﬁ,f27~~-,fN—1,fN+ﬁ) (35.30)
et les éléments non nuls de Lj sont :
1 .
(Lp)ii—1 = 3 pouri=2,...,N (35.31a)
1 .
(Lp)iit1 = 3 pouri=1,...,N—1 (35.31Db)
2 .
(Lp)ii = 72 + ¢ pouri=1,...,N. (35.31c)

Cette matrice est pleine de zéros, a part les trois diagonales centrales, et il existe des méthodes
efficaces pour résoudre le systeme d’équations correspondant.

35.1.1.2 Propriétés du systéme

La matrice est la suivante :

Z e —1/h? 0 0 0
—-1/h? FH+cy —1/h? 0 0
0 —1/h? % +ecz —1/p2 - :
Ly = N . (35.32)
0 0 ~1/h . . 0
: : . —1/n?
0 0 0 -1/h® A +en

ou nous avions déja posé I’hypothese ¢; = 0 pour tout 7.

Lemme 35.5.
La matrice Ly, est irréductible' & diagonale fortement dominante?.

Démonstration. Nous décomposons la preuve en plusieurs parties, en notant L pour Ly, afin d’al-
léger les notations.

(i) La premiére ligne Sur la premiére ligne, seuls deux éléments sont non nuls et nous avons
|Li1| = % + ¢ parce que c¢ est une fonction positive et |Lia| = % Nous avons donc

2 1

1
|L1a| = [L12| = R +c1 > 0. (35.33)

n2 " 2
L’inégalité stricte est importante.

(ii) La derniére ligne Elle est semblable a la premiére.

1. Caractérisation 34.154.
2. Définition 34.161.
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(iii) Les autres lignes Sur les autres lignes nous avons trois éléments non nuls et

2 2
Z |Lij| = RS Tas Li;. (35.34)
j#i

(iv) Diagonale fortement dominante Nous avons prouvé jusqu’a présent que Lj était une
matrice a diagonale fortement dominante.

(v) Irréductible Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 34.154(3). Pour cela,
nous considérons la chaine d’éléments non nuls

1
Lia, Lo, -, Ln-1n = =55 (35.35)

Soient deux indices i et j avec i < j. Cette suite d’indice (ou une sous-suite) rend i et j
connectés.

Si par contre ¢ > j, il faut considérer la suite inversée grace au fait que L est symétrique :

1
Lyn-1,LN-1,N-2,..-,L32, Lo = —h3 (35.36)
O
Proposition 35.6.
Soit le probléme
—u"(x) + c(zx)u(z) = f  sur
u(0) =« (35.37)

u(l) =

ot ¢ est une fonction positive et o, 5 € R. Nous considérons h > 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Et nous approzimons u” par D™ DT .
La matrice Ly, des différences finies associée a ce probléme est

(1) une M-matrice,

(2) strictement définie positive,

(3) d’inverse Ly* > 0.
Démonstration. Le théoréme 34.167 dit que Lj est une M-matrice. La proposition 34.170 nous
donne aussi que Ly est strictement définie positive.

Le lemme 35.5 dit que Lj, est irréductible, ce qui permet & la proposition 34.168 de conclure
que Lﬁl > 0. O

Cela étant rappelé, nous pouvons continuer.

Lemme 35.7.
Soit Q =10,1[, soit Ne N et h =1/(N + 1). La solution wy: Qp — R du probleme discrétisé

(D™D wp)(xp) = 1 (35.38a)

wa(0) =0 (35.38b)

wa(1) =0 (35.38¢)

pour tout x, = kh (k =1,...,N) donne les valeurs exactes des w(zxy) lorsque w est la solution de
—w'(z) =1 (35.39a)

w(0) =0 (35.39b)

w(1) = 0. (35.39¢)
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Démonstration. Un enseignement de la proposition 35.6 est que le systéme (35.38) peut étre écrit
sous la forme d’un systeme linéaire L%wh = F} ou L(,JZ est inversible. Il y a donc unicité de la
solution.

1

D’autre part, la solution du systéme (35.39) est w(z) = 5(z — 2?), qui est de classe C*. Le

lemme 35.3(3) dit que D~ D*w = w”. Donc les valeurs w(xy,) résolvent aussi le systeme (35.38). O

Lemme 35.8 (Quelques estimations).
La matrice Ly, du probléme sus-mentionné en (35.37) vérifie® :

(1) |Lnlloo < 5z + llcllon
(2) I1Ly o < 5.

Démonstration. Nous nous souvenons de la formule (11.162) :
n
[Alle = max_ 21 |Aijl. (35.40)
]:

La premiére ligne a pour somme : - + ¢1, la derniére a pour somme = + ¢,, et les autres ont pour
p gne a p T : P 3 p
somme % + ¢;. Elles sont donc toutes majorées par }% + | cfoo-

Pour I'estimation de |L; ']« nous allons nous appuyer sur le théoréme 34.169.

Commencons par considérer le probleme

—w" =1 (35.41a)
{ w(0) = w(1) = 0. (35.41Db)

La premiere équation dit que w est un polynéme de degré 2. En écrivant w(z) = ax? + bx + c et
en imposant toutes les contraintes, nous trouvons 'unique solution
L o
w(x) = —5(:1: — ). (35.42)
Le lemme 35.7 nous dit que la fonction w prise aux points xy = kh donne les valeurs de wy,.
La matrice L% est une M-matrice et le vecteur wy, vérifie L%wh = 1. Donc le théoreme 34.169

s’applique et
_ 1
IR < w0 = 3 (35.43)

L’obtention de 1/8 n’est rien d’autre que la recherche du maximum (en valeur absolue) de la
parabole x — (z — 22)/2 pour z € [0, 1]. Le maximum est atteint pour z = 1/2; calcul de dérivée
et tout ¢a ...

Nous retournons maintenant a notre matrice originale Lj. Nous avons

Ly — LY = diag(cy, ..., c,) =0, (35.44)
et aussi
Lt — (L)~ = Lyt (Lh— Ly) (Ly) ™ (35.45)
—_— —— —
=0 <0 =0

parce que Lj est une M-matrice. Donc tous les coeflicients de L,:l — (L)1 sont négatifs. Cela
implique

L' <L)~ (35.46)
Mais nous savons que les coeflicients de L,:l sont positifs, donc le maximum de ses coefficients en

valeur absolue est plus petit que ceux de (L?L)*l, c’est-a-dire

125 oo < I(ER) oo < (35.47)

| =

O]

3. Dans le CTES d'analyse numérique de Marseille, I'estimation donnée est | L, '|e < 1.
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35.1.2 Exemple

Soit 2 =10, 1[ et une fonction u: @ — R de classe C* vérifiant

—u"(z) + u(x) = sin(x) (35.484a)
u(0) = 0 (35.48b)
u(1) = 0. (35.48¢)

Nous allons écrire la méthode des différences finies pour h = 1/4. Nous posons donc les points

z9 =0 (35.49a)
x; = 1/4 (35.49b)
$ag=1/2 (35.49c)
z3 = 3/4 (35.49d)
x4 =1. (35.49€)

Puisque nous avons supposé u de classe C%, le lemme 35.3(3) nous donne *

u”(z) = (D~ D%u)(z) + a(h) (35.50)

avec limy_,g a(h)/h = 0. L’équation discrétisée serait alors
{ —(D~ D" u)(z) + u(z) = sin(z) (35.51a)
u(0) = u(1) = 0. (35.51b)

ol nous n’avons pas précisé l'indice h au bas des opérateurs D' et D~. Les équations (35.51) ne
doivent étre posées que pour x1, T2 et x3 parce que les valeurs en xg et x4 sont déja connues.

(i) Pour z;
U — 2u71 + Ug

2 + uy = sin(z1) (35.52)
(ii) Pour z,
uz — 2u9 + uq .
2 tuw= sin(z2) (35.53)
(iii) Pour z3
Uy — 2u3 + ug .
——————— + uz = sin(x3). (35.54)

h?

Nous tenons compte du fait que ug = ug = 0 et que h = 1/4 pour écrire le systéme

—-31 16 0 Ul S1
16 —-31 16 uz | = | s2 (35.55)
0 16 =31 us S3

ot les s, sont des nombres parfaitement connus : par exemple s; = sin(z1) = sin(1/4) ~ 0.247403959254523.

35.2 Problémes de dimension deux

Nous allons considérer le systeme

{—Au =f sur Q2 (35.56)

u=g sur 0f)

ot © =10, a[ x ]0,b[.

4. Nous ferions n’importe quoi pour ne pas écrire u”(x) = (D~ D% u)(x) + o(h?). Notez que vous faites ce que
vous voulez : écrivez avec la notation « petit o » si cela vous chante.
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Remarque 35.9.

Pourquoi un signe moins devant le laplacien ? Pour avoir la proposition 35.6 qui dira que la matrice
correspondant aux différences finies appliquées a ce systéme est une M-matrice. Sinon, c’est la
matrice — Ly, qui en serait une.

35.2.1 Discrétisation en croix

Nous allons maintenant déduire une discrétisation du laplacien en discrétisant les opérations
02 et 05. Nous discrétisons €2 en mailles carrées de coté h : x = kh et y, = kh. L’opération de
dérivée partielle 0, est discrétisée par

u(z + h,y) —u(z,y)

(D3 u)(z,y) = h (35.57)
(D=u)(z, ) = LY = Z(x —hy) (35.58)
(D) (x,y) — u(z + h,y) —u(x — h,y) (35.50)

2h

ot le h est sous-entendu dans les opérateurs DY, DT et D~.

La dérivée partielle seconde 02u peut étre approximée par toutes les combinaisons imaginables,
par exemple
u(z + h,y) — 2u(z,y) + u(x — h,y)

B2

Pour évaluer la différence entre (02u)(x,y) et (D~ D% u)(z,y), il est possible d’utiliser le théoréme
de Taylor en deux dimensions, mais nous pouvons également recycler ce qui a été fait. Nous posons
uy(z) = u(x,y) et alors (02u)(z,y) = uy(z) et le lemme 35.3(3) donne, si uy, est de classe CcH,

(Dg D u)(z,y) = : (35.60)

_ 1
|uj)(z) — D™D uy(x)] < EhQHué“)HO@. (35.61)

La, les opérateurs DT et D~ sont ceux & une dimension. Mais nous avons (D~ D7u,)(z) =
(D~D%u)(x,y) (& droite ce sont les opérateurs a deux dimensions), donc

1
|(03u)(z,y) — (D™ D*u)(z,y)| < EhQH%UHw (35.62)
et nous pouvons écrire
(0Zu)(z,y) = (D™ D*u)(z,y) + h*R(z,y, h) (35.63)

ou R est une fonction qui dépend de x, y et h, mais aussi de u. Le point important est que R soit
majoré par une quantité indépendante de h, de telle sorte que nous ayons quelques garanties que
négliger ce terme soit une bonne approximation lorsque h — 0.

Au niveau de la discrétisation, nous considérons x; avec i = 0,..., N et y; avec j = 0,..., Ny.
La discrétisation de —(Au)(z,y) = f(z,y) donne, pour i =1,..., Ny, —let j=1,..., N, — 1,

1
7z (TUirg + i = wie1 = g + i) = fi (35.64)
Les équations avec ¢ ou j valant 0 ou N, N, sont les valeurs aux bords.
35.10.
Nous notons pour référence ultérieure la discrétisation suivante du laplacien :
1
(Ahu)(a;i, yj) = ﬁ( — 4u,-7j + Uir1,5 + Ui—1,5 + Ujj—1 + uiﬂjH). (35.65)
Elle vérifie
Anf = Af + h2a(h). (35.66)

Cette discrétisation est dite « en croix » parce que les points exploités forment une croix.
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35.2.2 Discrétisation en carré

L’opérateur laplacien est défini par A = 02 + (3’2, mais il existe de nombreuses autres facons de
I’écrire.
Lemme 35.11.

Le laplacien est invariant par changement de coordonnées orthogonales. Plus précisément, si A est
une matrice orthogonale, en posant u; = Zk Ajrer nous avons

Z 70 2f = (35.67)

Démonstration. Nous avons :

Z m (35.68)

8u2
et donc
*f 0 of ¢ 2 ¢ 2
i 7 i z]k ]k
En particulier si A est une matrice orthogonale, (A'A);; = & et le résultat est prouvé. O

Les plus convaincus diront que A = V - V et que le produit scalaire est invariant sous chan-
gement de coordonnées orthogonales.
Nous avons déja déduit la discrétisation (35.65) du laplacien :

1
(Ahu)(xi, yj) = ﬁ( — 4u,;7j + Uir1,5 + Ui—1,5 + Ui j—1 + umﬂ). (35.70)

Nous allons maintenant en déduire une par I'idée de décomposer le laplacien dans la base u = ej+eo,
v = e —eg. Pour cela nous introduisons les opérations (le nombre h dont dépendent ces opérateurs
est sous-entendu)

f($+hay+h)_f(x7y)

(D f)(@,y) = ; (35.71a)
(D? F)(z,y) f@+hy —hh) — [(z,y) (35.71D)
(D= f)(y) = flz,y) — f(lff —h,y—h) (35.71¢)
(D f)(ay) = L0 f(;; —hyth) (35.71d)
Puisque
02 + 0% = 2A, (35.72)
nous discrétisons le laplacien par
A, %(D D} + D, D}). (35.73)
Un peu de calcul donne :
(B4 1) 9) = 55 (= AF @y + Fla+ by +B) + fla — by +h) (35.74a)

+ﬂx+my—m+f@_my_m) (35.74b)
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35.2.3 Résolution de la discrétisation en croix

Les équations (35.64) forment un systéeme d’équations linéaires a résoudre. Certaines peuvent
étre simplifiées parce qu’elles « touchent » le bord. Nous verrons cela un peu plus tard.

Nous allons d’abord numéroter correctement les équations de facon a ne pas avoir deux mais
un seul indice. Notre fonction de numérotation sera

o(i,j) = (G —1D(Ne —1) +1 (35.75)

aveci=1,...,Ny—letj=1,...,Ny,—1. Cela correspond a numéroter les points de I'intérieur du

quadrillage ligne par ligne de bas en haut, et de gauche a droite. Avec cela les équations (35.64) vont

étre numérotées par un seul indice I allant de p(1,1) = 1a (N, —1,N, —1) = (N, —1)(IV, — 1).
Si I = ¢(i,7) alors nous avons vite

e(i+1,j)=1+1 (35.76a)
o(i,j+1) =1+ Nz —1 (35.76b)
e(i—1,j)=1-1 (35.76¢)
o(i,j—1)=1— N, +1. (35.76d)

Nous posons Us = u,-1(py, et I'équation (35.64) devient

1
ﬁ(_UI-H +4U; — U1 — UI+N,;—1 — UI—Nx-i-l) = f]. (35.77)
Pour écrire la matrice représentant ce systeme, nous devons simplifier les équations qui doivent
I'étre. Par exemple avec I = 1, le terme Ur_; = Uy vaut up;1 = fo,1. Ce n’est donc pas réellement

une inconnue de notre probléme.
Nous voulons mettre les équations sous la forme du systeme

LyU = F. (35.78)

Sur la ligne numéro I de Ly, les éléments non nuls sont :

Liy=4 (35.79a)

Ligsr = -1 (35.79D)
Lijy=-1 (35.79¢)
Lipin,—1=—1 (35.79d)
Li-ns1 = —1 (35.79)

pour peu qu'ils existent. Par exemple pour I = 1, il n'y a pas d’éléments L; ;1. Les indices I et
Jde Ly jyvontde1a ¢(Ny—1,N,—1) = (N, —1)(N, —1).
Voici un dessin de notre situation :

Ny- . .

x| *  * | *

¥ |0k T k| ok

* 3* * | %

SRk ok [ %
O0 Ng

A chaque élément du quadrillage correspond une équation.

— Aux points simples sur le bord, correspondent des équations triviales parce que la fonction
u v est directement donnée par les conditions aux bords.
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— Aux points étoilés entourés en traits continus correspondent des équations « incomplétes »
parce que certains termes de I’équation (35.64) sont donnés par les conditions aux bords. Elle
correspondent aussi aux lignes incomplétes de la matrice Ly ou certains éléments donnés en
(35.79) n’existent pas.

Le membre de droite de ces équations est par contre enrichi de ce qui a gauche est « donné ».

— Aux points étoilés du centre entourés en traits discontinus correspondent des équations com-
pletes.

Notons que fpo ne joue aucun rdle dans notre histoire parce que dans les équations (35.64),
chaque point (4, 7) du maillage n’est lié qu’aux quatre points situés « a coté ».

Proposition 35.12.
La matrice Ly, est

(1) irréductible et a diagonale fortement dominante®,
(2) une M-matrice,

(8) inversible avec Ly, > 0,

(4) symétrique,

(5) strictement définie positive.

Démonstration. On divise la preuve.

(i) Irréductible Une matrice n x n dont les deux premiéres diagonales sont entiérement com-
posées d’éléments non nuls est toujours irréductible. En effet, la premiere lie I’élément (1,2)
a I’élément (n — 1,n) et donc permet de dire que tous les i < j sont connectés.
La seconde diagonale lie I’élément (n,n — 1) a ’élément (2,1).

(ii) Diagonale fortement dominante En ce qui concerne la dominance de la diagonale, il faut
sommer sur les lignes. Or chaque ligne contient (en valeur absolue) un 4 sur la diagonale et
au plus quatre éléments qui valent 1. D’ou

Litl = ) |Lrgl. (35.80)
JZI

La premieére ligne n’est jamais compléte : elle contient un 4 sur 1’élément (1, 1) et au maximum,
deux 1, plus a droite. Donc la matrice Ly, est a diagonale fortement dominante.

(iii) M-matrice D’aprés ce que nous venons de voir (proposition 35.12), le théoréeme 34.167

s’applique et Lj, est une M-matrice °.

(iv) Inverse strictement positif La proposition 34.168 nous assure qu’une M-matrice irréduc-

tible est d’inverse strictement positif. Donc L;l > 0.

(v) Symétrique La ligne numéro I est

(oo, =1 o, —-1L4,-1,..., =1 ,...) (35.81)
~—— ~—
I—Nz+1 I+Nz—1

Prenons par exemple I'élément (I,I — N, + 1) qui vaut —1. Son symétrique est 1’élément
(I — N, + 1,I) qui se trouve sur la ligne I — N, + 1. Sur cette derniére ligne nous avons un
—1 sur la colonne I — N, + 1+ N, —1 = I. Donc I"élément (I — N, + 1,I) vaut bien —1 et
la matrice est symétrique.

(vi) Strictement définie positive Vu que la matrice L, est symétrique, irréductible a diago-
nale fortement dominante (proposition 35.12), et comme ses éléments diagonaux sont stric-
tement positifs (ils valent 4), la proposition 34.170 nous dit que Lj est strictement définie
positive.

O

5. Définition 34.161. Le cas 1 x 1 est discutablement & diagonale fortement dominante, il faut avouer.

6. Notons que c’est ici que nous sommes content d’avoir posé —Au = f dans le systéme (35.56), avec un signe
négatif devant le laplacien. Sinon tous les signes auraient changé, et la matrice —Lj aurait été une M-matrice, au
lieu de Ly,.
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35.3 Consistance, convergence

35.3.1 Définitions, mise en place

Soit un ouvert 2 < R" et un opérateur différentiel L sur 2. Nous considérons le probléeme qui
consiste a trouver une fonction u sur €2 telle que

Lu=f (35.82)
pour une fonction f donnée.

ii Avertissement/question au lecteur !! 35.13
La définition suivante est une invention personnelle, n’est pas précise et mérite des commentaires
de la part du lecteur.

Définition 35.14 ([1]).
Un schéma numérique de pas h pour Lu = f est la donnée de
(1) un nombre h > 0 supposé petit,
(2) une quantité N de points x; dans 2 formant U’ensemble discret Qy,
(3) une matrice Ly, de taille N x N,
(4) une solution up: Q — R de léquation (Lpup)(zi) = fi ou nous avons posé f; = f(x;).

35.15.

Evidemment pour qu'un schéma mérite le nom de schéma de pas h pour l'équation Lu = f, il
faut que le nombre h soit lié au choix des points x;, et que la matrice L, soit liée a 'opérateur
L. La définition n’impose pas formellement de tels liens, parce qu’il y a de nombreuses fagons
d’approximer une équation différentielle en un systéme linéaire, sans compter que méme 1’équation
(Lpup)i = fi peut se résoudre de beaucoup de fagons, exactes ou approchées.

Cela pour dire que le lien entre la solution exacte u et la solution approchée n’a rien d’évident,
et va dépendre des choix faits lors de la discrétisation et lors de la résolution du systeme linéaire.
Nous allons supposer dans un premier temps que 1’équation Lpuy = f est résolue exactement (nous
avons un peu parlé de ces problémes dans les sections 34.15 et suivantes).

Définition 35.16.
L’erreur de consistance d’un schéma numérique est la fonction 1: Qp — R définie par

Th(2i) = (Lpu)i — (Lu) (). (35.83)

Il y a un jeu de notation pas tout a fait évident dans la définition (35.83). En effet, Lj est
une matrice, et ne s’applique donc a priori pas immédiatement a une fonction. Ce que signifie la
notation (Lju); est que I'on applique la matrice Lj, au vecteur j — u(z;) et que 'on prend la
composante i du résultat.

Définition 35.17.
Nous disons que le schéma est consistant avec 'opérateur différentiel L lorsque

li = .84
Tim 7 =0 (35.54)
ot la norme |.| est souvent la norme uniforme, c’est-a-dire || = max; 7 (z;).

Notons que le lien entre h et le choix des x; fait partie de la définition du schéma. Sur un
segment de longueur £, lorsque h n’est pas un diviseur de £, le schéma devrait expliquer ce que 1’on
fait pour que la limite (35.84) ait un sens.

Définition 35.18.
Le schéma (Q, Ly) est consistant a ordre p avec lopérateur différentiel L pour la norme ||.||
si 1l existe une constante C indépendante de h telle que

|al < CRP. (35.85)
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Définition 35.19.
L’erreur de discrétisation entre la solution u du probléme Lu = f et la solution approchée up,
sur 2y, est la fonction

ep: QO — R

x; — u(x;) — ;.

(35.86)

ot u; = up(x;) est la solution approchée.
Le schéma discret (Lpup)(z;) = fi est convergent silimy,_,q |ep| = 0. Si de plus, il existe une
constante C, et p > 0, tels que
len| < ChP, (35.87)

alors nous disons que le schéma est convergent a l’ordre p.

Si 'erreur de consistance est petite, le probléme est bien approximé par le systéme linéaire.
Cela n’implique cependant pas que la solution trouvée soit bien approximée.

Exemple 35.20 (Deux opérateurs différentiels proches dont les solutions sont loin).
Soit la partie Q = ]0, o[, et les problémes

{ Liu=4=0 (35.88a)

u(0) =1 (35.88b)
et

{ Lov=1v"—ev =0 (35.89a)

v(0) = 1. (35.89Db)

Les solutions exactes sont u(x) = 1 et v(z) = e*.
En ce qui concerne les opérateurs, quelle que soit la norme utilisée, nous avons

IL1 — Lo = |\?H1P1 1L1(f) = L2(f)] (35.90a)
= sup |lef] (35.90b)

[fl=1
— (35.90¢)

Donc lorsque € est petit, 'opérateur Lo approxime bien l'opérateur L;. Pour toutes les normes.
Mais

lu(z) — v(z)| = |1 — =], (35.91)
donc quel que soit € nous avons |u — v||, = 0. Et d’ailleurs, quelle que soit la norme raisonnable

que nous mettons sur I'espace des fonctions, avoir |u — v|| = 00 semble inévitable.
Donc deux opérateurs différentiels proches peuvent avoir des solutions lointaines. A

35.3.2 Exemple

Soit U'opérateur différentiel L donné par
Lu=—u"+cu (35.92)
ou ¢ est une fonction. Nous considérons sur Q = |0, 1[ ’équation différentielle
Lu = 0. (35.93)

En ce qui concerne la discrétisation, nous définissons le maillage Qj, = {z; = ih} aveci =0,..., N+
1. La solution approchée discrétement sera le vecteur v qui peut étre vu comme fonction v: Q5 — R.
Les nombres vy et vy 11 sont & priori donnés par les conditions aux bords. Pour les autres v; nous

avons les équations
Vit1 — 20 + Vi1

(Lpv)i = 2

+ c(x;)v;. (35.94)
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Cela est la définition de l'opérateur Ly, et le vecteur v solution de Lpv = 0, est la solution du
probléme au sens de la méthode des différences finies (pour peu qu’il existe, soit unique et tout
ca).
Pour calculer I’erreur de consistance, nous considérons une fonction u et nous posons u; = u(x;).
Le vecteur (u;) ainsi construit est approximé par v (on espére). Nous avons :
C Uig1 — 2ui + Uiy

() = T s — (L)) (35.95)

Pour étudier cela nous développons u;y1 = u(x; + h) et uj—1 = u(z; — h) a Pordre 4 : il existe
a; € [z, x; + h] et B; € [x; — h, z;] tels que

h? h3 ht
wit1 = u(z;) + h'(z;) + ?u”(xi) + yu(?’) (x;) + Eu(‘l)(ai) (35.96)
et
h? h3 h*
wi—1 = u(z;) — hu'(z;) + ?u”(aﬁz) - yu(?’)(xi) + Eu(4)(ﬁi). (35.97)
Apres simplification de plusieurs termes,
i+1 — 2U + Ui h?
Th(x;) = _Gitt hlé tUio1 ciui +u" () + ciu; = E(u(‘l)(ai) +u® (ﬁz)) (35.98)

Parler de la consistance du schéma demande d’étudier limy,_,g+ ||73]|, et pour cela, il faut préciser
la norme avec laquelle nous voulons travailler. I’ordre de consistance va dépendre de la norme
utilisée.

Pour la norme ||. |, les nombres u® (o) et u*(3;) se majorent par |u(® |y et nous avons

h2
[7llz0 < T3 e (35.99)

Nous avons consistance d’ordre 2.

Remarque 35.21.
La valeur de ||« dépend de la fonction u sur laquelle nous la calculons. Cependant nous avons
convergence |7, | — 0 pour toute fonction (de classe disons, C%).

La constante C pour laquelle nous avons ||7,| < Ch? et donc qui nous vaut de pouvoir dire que
la consistance est d’ordre 2 ne dépend pas de h, ni des valeurs ponctuelles de u ou de ses dérivées,
mais dépend des normes de u et de ses dérivées (en Poccurrence seulement de la norme de u(®).)

Etudions la consistance pour la norme L :

7

h2
Il = DIl < 5 25 1ut® oo (35.100)

otl nous avons majoré chacun des u®(;) par [u®|y. Combien de termes dans la somme ? Nous
avons h = 1/(N — 1) et donc N = (1 + h)/h, ce qui donne

h2
Il < N [0 = (1 + R)C. (35.101)

La constante 1 + h se majore par n’importe quelle constante strictement plus grande que 1. Nous
pouvons donc la rentrer dans C et écrire

Il < Ch (35.102)

et donc avoir la consistance & 'ordre 1.
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35.3.3 Consistance, stabilité et convergence

Lemme 35.22.
Soit un opérateur différentiel L, soit u la solution de Lu = f et un schéma numérique (Lp, Q)
pour cette équation. Nous notons up, la solution de Lyup = f. Alors nous avons

Lheh = Th (35.103)

Et si de plus Ly, est inversible,
lenll < 15 lli7all- (35.104)

Démonstration. Par définition uy est solution de Lpup = f en tant que fonction sur €. Nous
avons donc

Lpey, = Lyup, — Lpu (35.105)

ou u doit étre compris comme la restriction de u a ). En appliquant au point x;,
(Lnen)(zi) = (Lpup)(wi) —(Lpw)(z:), (35.106)

T
mais f; = (Lu)(z;) parce que u est solution de Lu = f. Donc
(Lpep) (i) = (Lu)(x;) — (Lpw)(zi) = h(z4). (35.107)
Si la matrice Ly, est inversible nous avons e, = L,;lTh et donc

lenll < 123 [7a (35.108)
par le lemme 11.58. O

Bien entendu, en tant qu’opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, 'opérateur Lgl
est borné pour chaque h. Mais si il n’y a pas une borne uniforme en h, alors le lemme 35.22 dit
quil n’y a pas d’espoir de majorer |ey| de fagon & passer & la limite limy,_o | L} ']

Définition 35.23.
Un schéma numérique est stable si il existe une constante C > 0 indépendante de h telle que
IL ' < C.

Théoréme 35.24.
En deux parties.

(1) Si un schéma discret est consistant et stable, alors il est convergent.

(2) Si de plus il est consistant a l'ordre p, alors il est convergent a l’ordre p.

Démonstration. Nous savons du lemme 35.22 (qui s’applique parce que 'inversibilité de Lj est
dans la définition de la stabilité) que |les| < |L; ||| 74| et que |L; | < C. En passant a la limite”,

li <Cli = 0. 35.109
lim [ep] < C Jim || (35.109)

La derniere limite est le fait que le schéma soit consistant. Le schéma est donc convergent.
Si de plus il est consistant & l’ordre p, alors

lenll < Cllm| < C'RP (35.110)

Il est donc également convergent a I'ordre p. O

7. Toutes les limites h — 0 sont en réalité des limites h — 01, mais nous allégeons cette notation.



2340 CHAPITRE 35. METHODE DES DIFFERENCES FINIES

35.3.4 Exemple : schéma a cinq points, laplacien en croix

Nous avions développé le schéma dont l'opérateur sur €2, est (voir (35.64))

1

7( - ui+1’j - umH + 4ui,j - ui,u — ui,j,l). (35.111)

(Lnun)(zi, y5) = "

Proposition 35.25.
Le schéma est :

(1) consistant a l'ordre 2,

(2) stable pour la norme uniforme et

127 e < 5. (35.112)
(3) convergent a l'ordre 2 pour la norme |.|q.
Démonstration. Cet opérateur avait été construit de telle sorte a avoir (voir (35.63))
(Au)(zi,y5) = (Lpu) (w4, v:) + W2 R(x,y, h) (35.113)
ou R peut étre majoré indépendamment de h. En tant que fonctions sur €25 nous avons
T = Au— Lypu = h2R(x,y, h), (35.114)
et donc |11,]e0 < Ch?, parce que le lemme 35.3(3) donne aussi
4 4
|l < Cmax{] e |5 o) (35.115)

En ce qui concerne la stabilité nous allons utiliser le théoreme 34.169. Nous considérons la
fonction

g(x,y) = —i(mQ + y2), (35.116)

qui vérifie —Ag = 1 sur le carré [0,1]?. Nous considérons le vecteur g, d’indices (i,5) — gij =
g(xi,y;) sur lequel nous calculons Ly, :

1
(Lhgn)ij = ﬁ(_gz#l,j — Gij+1 +4Gij — Gi—15 — Gi,j—1); (35.117)

en remplacant les g par leurs valeurs en termes de x;, x;_1, iy1, ¥j, ¥j—1 et y;j41, et en tenant
compte du fait que xx = kh et y; = lh, nous avons :

(Lngn)ij = ~(G+ 1) =2+ + (G +1)* —4i® =452 + (i — 1) + 5> +i* + ( — 1)) = 1. (35.118)

e

Donc Lygp = 1.
Comme Lj, est une M-matrice (proposition 35.12(2)), le théoreme 34.169 nous dit alors que
L, vérifie

125 oo < llgnlloo- (35.119)
Mais - .
< =9(5.5) =3 12
lgnllo < lglle = 9(5:5) = 3 (35.120)

Notons que cela est bien une inégalité et non une égalité parce que rien n’assure que le point
(1/2,1/2) soit sur le maillage ; donc rien n’assure que la valeur g(1/2,1/2) ne soit parmi les valeurs
du vecteur discrétisé gy,.

Notre schéma numérique est stable et consistant a 'ordre 2 pour la norme |.|s. Le théo-
reme 35.24 dit alors que le schéma est convergent a ’ordre 2 pour la méme norme. O
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35.4 Autres laplaciens

Nous avons vu le laplacien en croix (35.65)

(Anf)(z,y) = %( —4f(z,y) + f(x + h,y) + f(x — h,y) (35.121a)
+ f(z,y + h) + f(z,y — h)) (35.121b)

qui vérifie
Anf = Af + Kh?, (35.122)

ainsi que le laplacien en carré (35.74)
1
(AN @ y) = 575 (= 4F @) + Fl@+ by + B) + fl@—hy +b) (35.1230)
+ f(z+hy—h) +f(x—h,y—h)> (35.123b)

qui vérifie également A} f = Af + Kh.
A priori toutes combinaisons de la forme

alp + bA), (35.124)

avec a + b = 1 est valable comme tentative de discrétiser le laplacien. Ce sont des schémas a 9
points. Evidemment la matrice L correspondante va étre moins creuse, mais nous pouvons espérer
ajuster a et b de telle sorte a obtenir une consistance d’un ordre supérieur a 2.

Nous allons développer les Ay, f et A} f al’ordre 4 (reste a ordre 6). Quelques remarques avant
de commencer.

(1) Allez relire la proposition 12.355 et les notations qui vont avec pour comprendre les différen-
tielles.

(2) Ecrivez les formules du type (12.990) pour d>f et d*f.
(3) Allez relire le développement de Taylor du théoreme 12.451.

(4) A Dordre zéro, il n’y a rien, parce que le terme —4f (x,y) compense les quatre termes d’ordre
zéro des autres termes.

(5) Aux ordres impairs, il n’y a rien. En effet, prenons un nombre impair [ et la formule

of

(). 12
o e (85.125)

(d'falhy...;h) = > hiy...h

1150001

Nous avons

(d' fo(hy...,h) + (d' f)e(=h,...,—h) = 0. (35.126)
Or dans les expressions (35.123) et (35.121), les termes arrivent par paires opposées.
Commencons par calculer h2(Ay f)(z,y).

Ordre 4 . Le premier terme est :

(@F) (@) (7, 0), (B, 0)) = B*(d® [)( ((1,0), (1, 0)). (35.127)

La formule (12.990) & peine adaptée permet de calculer ¢a explicitement.
Il y a encore les termes du méme type avec (0,1), (—1,0) et (0, —1).

Ordre 4 Cette fois, ce sont 4 termes du type

h(d* f) () ((1,0), (1,0), (1,0), (1,0)) (35.128)

a calculer.
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Cela fait beaucoup de termes a calculer. Je vous laisse vous persuader que le programme suivant

en Sage nous donne les coefficients.

#! /usr/bin/env python3
# -x- coding: utf8 -x*-

x,y=var("x,y")

c=[]
C.append (x)
C.append (y)

def coefd(h):

S=0

for i in [0,1]:

for j in [0,1]:
for k in [0,1]:
for 1 in [0,1]:
S=S+h[i]*h[jl*h[k]*h[1]*C[i]*C[jl*C[k]*C[1]
return S

def coef2(h):
S=0
for i in [0,1]:
for j in [0,1]:
S=8+h[i]l*h[jI*C[il*C[j]

return S

| cross=[]

square=[]

cross.append( [1,0] )
cross.append( [-1,0] )
cross.append( [0,1] )
cross.append( [0,-1] )

square=/[]

/| square.append( [-1,-1] )

square.append ( [1,-1]1 )
square.append( [-1,1] )
square.append ( [1,1] )

print ("Cross scheme :")
K=sum( coef2(v) for v in cross )
L=sum( coef4(v) for v in cross )
il print (K)
7l print (L)

print ("square scheme :")




o
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K=sum( coef2(v) for v in square )
L=sum( coef4(v) for v in square )
print (K)
print (L)

tex/sage/coefs.sage

Le résultat est, en utilisant la formule

Opf + 2004y, f + 0y f = AAS, (35.129)
nous avons
1 2 2 1 2174 4 4
(Anf)(@,y) = 520 f +20,f)(2,y) + ;2h°(0:f + 0y f) (2, y) + Kh (35.130a)
1
= (Af)(z,y) + 1—h2(84f +0,f)(z,y) + Kh* (35.130b)
2
= Af+ h—AAf — 2a§1yyf + Kht (35.130¢)
h2 h2
= Af+ 5AAS - Opayyf + KR (35.130d)

ou K est une constante qui peut étre majorée en termes des dérivées quatriemes de f. En particulier
la plus grande des normes supremum de ces dérivées.
Le méme genre de calculs donnent

(A ) (z,y) = [ ang + - (464f+2482&§f+48§f)] + KhA, (35.131)

Ca donne :
h? h2

(ALS) = Af + GAAS + 0y f + KD (35.132)

avec redéfinition du K ; nous ne le préciserons plus a chaque fois.
Nous avons donc le résultat proposé dans [655] :

WARf + AL f — (a+b)Af+(a+b)h A2f+hzé

L’idée est d’appliquer ¢a a une fonction u qui vérifie '’équation différentielle —Au = f (attention au
clash de notation pour f). Le mieux est de supprimer le terme en 0zzyy f en demandant a —2b = 0
Nous avons donc a résoudre le systeme

(a —20b)dL,,. f+ Kh'. (35.133)

{ a+b=1 (35.134a)
a—2b=0. (35.134b)

Qui propose une décomposition PLU pour résoudre ce systeme linéaire 7 Quelle que soit la maniere,
la solution est 5 .
a=—-, b=—. 35.135
2 b= (35.135)
Nous allons donc étudier la discrétisation a neuf points

2 1
= 00+ A (35.136)

En faisant quelques additions nous trouvons que ’opération

1

(L) (2, 45) = =

( = 20u; + 4(tig1j + i1+ i1 + i) (35.137)

T Ui1,5+1 T Ui—15+1 T Uiv15—1 + Ui—l,j—l)
vérifie
h2
Lnf =Af + ﬁAQf + Kht. (35.138)
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35.4.1 Travail avec le laplacien a 9 points

Nous allons écrire un schéma numérique pour ’équation différentielle —Awu = f utilisant la dis-
crétisation & 9 points du laplacien. Nous recopions ses propriétés fondamentales (35.136), (35.137),
(35.138) :

2 1
Ly = =-Ap+ —A] , (35139)
3 3
et
(Lnu)(wi, y;) = @( = 20u; + 4 (uis1j + Uim1j + Uiga + Uij1) (35.140)
F U1, +1 T Ui—15+1 + Ui+1,5-1 + Uifl,j71>a
et
h? 4
Lif = Af + 5 A% + Kh', (35.141)
Nous appliquons (35.141) a u et nous isolons Au :
Au=L h2A2 L KR = T, +h2Af+Kh4 (35.142)
u=Lpu— —A%u = —Twu+ — :
"1 6h2" " " 12
oll nous avons utilisé A?u = —Af et avons noté
Thu = —20u; +4(uz~+17j FU—1,5F Ui 5+1 +ui7j_1)+ui+1,j+1 Fui1 1t U151 U151 (35.143)
Nous imposons maintenant Au = —f en écrivant
L - f hQAf +a(h)h! (35.144)
6h2 " T 12 A '
Une idée est de remplacer Af par son approximation en croix (35.122) :
h4
Thu = —6h*f — o (Anf + Kh?) + a(h)h® (35.145)

Avec quelques calculs nous trouvons le schéma numérique suivant :

20w — A(Wig15 + Wim1,j + Wi 41 — Uij—1) — Wil j4+1 — Uim1j+1 — Uitl,j—1 — Ui—1j—1 (35.146a)
h2
= 5 (8Fij + firry + fiory + figer + fijo1) + a(R)h°. (35.146b)

En oubliant le terme en a(h)h%, nous obtenons un systéme d’équations linéaires.

ii Avertissement/question a la lectrice !! 35.26
1l me semble que ce schéma donne une convergence d’ordre 6. C’est correct ?



Chapitre 36

Variables aléatoires et théorie des
probabilités

36.1 Espace de probabilité

Définition 36.1.
Une mesure de probabilité sur un espace mesurable! (2, A) est une mesure positive telle que
P(Q2) = 1. Dans ce cas, le triple (Q2, A, P) est un espace de probabilité.

Un point w € € est une observation, une partie mesurable A € A est un événement.
L’ensemble AU B représente I’événement A ou B tandis que 'ensemble An B représente ’événement
A et B.

Siles A, sont des événements, nous avons défini en 10.39 limite supérieure et la limite inférieure
de la suite A,, par

limsup 4,, = ﬂ U Ay (36.1)

=0 n=1k>n
et

liminf A, = | J [ A& (36.2)

n—ao0
n=1k>=n
Si w € liminf A,,, alors w réalise tous les A,, sauf un nombre fini.
Nous avons

limsup A4,, = {w € Q tel que w € A,pour une infinité de n}. (36.3)

Théoréme 36.2 (Borel-Cantelli).
Si

3 P(A,) < w (36.4)
n=1

alors P(limsup 4,,) = 0.

Démonstration. La condition ; _, P(A,) < oo signifie que la fonction

p=> 1a, (36.5)

n=1
est P-intégrable. Par conséquent, elle est finie presque partout (au sens de P), c’est-a-dire
P(p =) =0. (36.6)

Les points w sur lesquels ¢(w) = oo sont ceux tels que

D14, (w) =, (36.7)

n=1

1. Espace mesurable : 14.1, mesure positive : 14.16.

2345
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c’est-a-dire les w qui appartiennent & une infinité d’ensembles A,,, ou encore les w € limsup A,.
Nous avons donc montré que

{w tel que p(w) = 0} = {w e N tel que w € A,pour une infinité de n} = limsup 4,,.  (36.8)
Or I’hypotheése signifie que la probabilité du membre de gauche est nulle. O

Corolaire 36.3.
Si Zle P(CA,) < o, alors presque surement tous les By, sont réalisés a l’exception d’un nombre

fini.

36.2 Variables aléatoires

Définition 36.4.
Une variable aléatoire est une application mesurable

X: (0, A) - (R, Bor(RY)). (36.9)

Nous convenons que R! = R, c’est-a-dire que dans le cas ot la variable aléatoire X est réelle,
nous acceptons les valeurs +oo.

Définition 36.5.
Une variable aléatoire réelle X est absolument continue si il existe une fonction positive et
intégrable f: R — R telle que pour tout intervalle I c R,

P(Xel) = f f(t)dt. (36.10)
I

Nous disons alors que f est la densité de X.

Cela ne devrait pas étre sans rappeler la définition 17.22.

36.2.1 Indépendance

La définition suivante vient de l'instructive motivation de [656]. La définition d’indépendance
de deux événements se généralise a n événements de la fagon suivante.

Définition 36.6.

Nous disons que les événements A1, ..., A, sont indépendants si pour tout choizx {i1,... i} <
{1,...,n} nous avons
Les sous tribus Ay, ..., A, sont indépendantes si pour tout choix A; € A;, les événements A;

sont indépendants.

Exemple 36.7.
Soit Q = [0, 1] x [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue. Soient A = [0,a] x [0, 1] et B = [0, 1] x [0, b].

Nous avons P(A) = a et P(B) = b ainsi que P(A U B) = ab. A
Lemme 36.8.
Les tribus Ay, ..., A, sont indépendantes si et seulement si

P(A1n...nA,)=P(Ay)...P(Ay) (36.12)

pour tout A; € A;.
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Démonstration. L’'implication dans le sens direct découle immédiatement des définitions.

Nous supposons avoir un choix (A4;)j—1.., avec A; € A; et nous devons montrer que ces
événements sont indépendants, c’est-a-dire que si J < {1,...,n} alors les événements (A4;);e; sont
indépendants. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que si i ¢ J, A; = Q. Alors nous

avons
P(()4;) =P([4) =[] P@) =]]P4)) (36.13)

jeJ i=1 i=1 jeJ
parce que P(4;) = P(2) = 1 lorsque i n’est pas dans J. O

Si A est un événement, la tribu engendrée par A est
o(A) ={,ACA Q}. (36.14)

Soit X : © — R? une variable aléatoire. Conformément & la définition 14.42, la tribu engen-
drée est
Ax = {X1(B) tel que B € Bor(R%)}. (36.15)

Cela est la plus petite tribu sous tribu de A pour laquelle X est mesurable. Elle sera aussi (le plus)
souvent notée o (X).

Définition 36.9.
Nous disons que les variables aléatoires Xj: Q — R sont indépendantes lorsque les tribus
engendrées Ax,, ..., Ax, le sont.

Remarque 36.10.
Il n’a de sens de dire que X7 et X5 sont indépendants que si X; et X9 sont des applications dont
I’espace de départ est identique.

Si nous voulons modéliser le jet de deux piece indépendantes, le mauvais choix est de faire
Q = {0,1}, y mettre la mesure d’équiprobabilité, et de considérer les deux variables aléatoires

Xi(w) = {f stw=0 (36.16)

p siw=1.

Ces deux variables sont évidemment pas indépendantes. Il faut poser 2 = {0,1} x {0, 1}, y mettre
la mesure d’équiprobabilité et poser

iz=0
p siz=1
iy=20
Xa(z,y) = {f Y (36.18)
p siy=1
Ces variables aléatoires sont indépendantes. Par exemple
X7} = {(1,0),(1,1)} (36.19a)
X5 Hp} = {(0,1), (1, 1)} (36.19b)
et on a bien )
P(X{Hp} 0 X5 Hp}) = P{(L D)} = § (36.20)
ainsi que
1 1
P{X, ()} =5 (36.21a)

pour i =1et ¢ =2.
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Proposition 36.11.
Soient (Xi: Q — R¥%) des variables aléatoires indépendantes.

(1) Si By, € Bor(R%). Alors
P(Xy € Bk <n) = P(X1 € By)...P(Xy € By). (36.22)

(2) Les événements {X; € B;} sont indépendants.

(3) Les tribus engendrées par des X; et d’autres sont indépendantes. Plus précisément, si I et J
sont deux ensembles disjoints de N alors les tribus

oc({Xi,iel}) (36.23)

et
o({X;,ie J}) (36.24)

sont indépendantes.

Démonstration. Lorsque nous écrivons X; € B;, nous parlons de I’événement
(X; € B;) = {we Q tel que X;(w) € B;} = X; 1(B;) € Ax,. (36.25)

Vu que par hypothese les tribus (A;) sont indépendantes, le lemme 36.8 nous montre que
n
P(()XieBi) =] [ P(Xi e By). (36.26)
i=1 i

Il reste a voir que I'ensemble X~ 1(B;) fait partie de la tribu A de départ. Cela est la définition du
fait que ’application X; soit une variable aléatoire : elle doit étre mesurable en tant qu’application

X;: (Q,A) - (R%, Bor(RY)). (36.27)
Les affirmations (2) et (3) ne sont que des fagons alternatives d’exprimer la méme chose. [

Lemme 36.12.
Les événements (A;)i—o,...n sont indépendants si et seulement si les événements que nous obtenons
en remplacant certains des A; par CA; le sont.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons nous contenter de prouver que les événe-
ments CAg, A1, ..., A, sont indépendants sous I’hypothése que les événements Ag, Ay, ..., A, sont
indépendants. Soit I un sous-ensemble de {1,...,n}. Nous avons

- = P(ﬁAi) ZEIP( (A4 n Ao) (36.28b)
= P(ﬁAi) (1- ];e(éAo)) (36.28¢)
= P(Fin)P(CAO). (36.28d)

O

Proposition 36.13.
Les événements (A;)i=1,...n sont indépendants si et seulement si les variables aléatoires associées
La,,...,14, le sont.
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Démonstration. La tribu engendrée par la variable aléatoire 14, est
A]lAk = {@’AkaCAlmQ} (3629)

En effet si 1 € B, alors A; < HZJ(B), et si 0 € B, alors (A4; < ]l;lil(B). Les éléments 0 et 1 sont
tous deux soit dans B, soit hors de B. Cela donne les 4 possibilités énumérées dans (36.29).
Supposons que les événements (4;) sont indépendants. Nous devons vérifier que les tribus le

soient, c’est-a-dire que les événements A; et CA; sont indépendants. Cela est une conséquence du
lemme 36.12. O

Théoréme 36.14 (Doob[359]).
Soit X: Q — R? une variable aléatoire. Une fonction Y: Q — RP est une variable aléatoire
Ax -mesurable si et seulement si il existe une fonction borélienne f: R? — RP telle que Y = f(X).

Proposition 36.15.
Soient des variables aléatoires Xj,: Q@ — R% des variables aléatoires indépendantes et des fonctions
boréliennes fi: R% — RPx. Alors les variables aléatoires f1(Xk) sont indépendantes.

Démonstration. Le théoreme 36.14 assure que les applications
froXp: Q— R% (36.30)

sont Ax, -mesurables. En particulier pour tout borélien B < RP¥, nous avons X 1o fr 1(B) e Ax,.
Nous avons donc

o(fr o Xi) = o(Xy), (36.31)

et par conséquent les tribus o(fi o X) sont indépendantes étant donné que les tribus o(Xj) le
sont. O

Lemme 36.16 (Lemme de regroupement).
Soit (2, A, P) un espace de probabilité et (A)ic; une famille de tribus indépendantes dans A. Si
(Mj)jes est une partition de I, alors les tribus

Bi=o( ) A) (36.32)

’LEMj

sont indépendantes.
Si les variables aléatoires { X1, Xo, X3, X4, X5} sont indépendantes, et si f et g sont des fonc-
tions mesurables, alors les variables aléatoires f(Xo,x3, X5) et g(X1, X4) sont indépendantes.

Une preuve a 'air d’étre donnée dans [657].

36.2.2 Lois conjointes et indépendance

Définition 36.17.
Deux événements A et B sont dits indépendants si

P(An B) = P(A)P(B). (36.33)

Si nous considérons n variables aléatoires réelles Xi,..., X,: Q@ — R, la loi du n-uplet X =
(X1,...,Xp) est une variable aléatoire X : 2 — R"™ appelée la loi conjointe des lois X;. Dans ce
cas, les variables aléatoires X; elles-mémes sont dites lois marginales de X.

Proposition 36.18.
Les variables aléatoires {X;} sont indépendantes si et seulement si

Px,.x)=Px,®...QPx,. (36.34)
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Définition 36.19.
Soient {X;}1<i<n des variables aléatoires réelles (pas spécialement indépendantes). La densité
conjointe de X1,...,X, est la fonction f: R" — R qui satisfait

(1) f(z1,...,2,) =0 pour tout (z1,...,z,) € R,
(2) SRnle’

(3) pour tout A; = R nous avons

n
P([)Xie 4) = f F(@1,. .., zn)dey ... dzy. (36.35)
: I, A
Proposition 36.20.
Si les variables aléatoires Xi,...X, sont indépendantes et ont des densités fx,,...,fx,, alors la
variable aléatoire conjointe X = (X1,...,X,) a pour densité conjointe la fonction
fx(wl, e ,xn) = le (xl) e an (.’L‘n) (3636)

Démonstration. En partant de la définition de 'indépendance et de la fonction de densité conjointe,
ainsi qu’en utilisant le théoréme de Fubini,

f fX(xl,...,xn)dxl dmn :P(XleAl,.. ,XneAn)
A1>< A

=PX1€A1) P(XneAn)

fxy (w1)dy Fx. (an)dn (36.37)
([, o) (], srtonin)

_J Fri(@) - fx (@n)dar ... dan.
A1 x...xAp

La fonction (z1,...,2n) — fx,(z1) ... fx, (zn) vérifie donc la condition (3) de la définition 36.19.
La vérification des autres conditions est immédiate. O

La proposition suivante provient du fait que la mesure d’une loi conjointe est le produit des
mesures lorsque les variables aléatoires sont indépendantes (proposition 36.18).

Proposition 36.21 ([359]).
Si les variables aléatoires réelles X1,. .., X, sont intégrables et indépendantes, alors leur produit est
intégrable et l'espérance du produit est égal au produit des espérances :

BE(X1--X,) = BE(X1)... E(X,). (36.38)

36.2.3 Somme et produit de variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles indépendantes. Nous voudrions étudier la loi
de la variable aléatoire S = X + Y. Nous commencons par calculer la fonction de répartition en
utilisant le résultat de la proposition 36.20 :

Fyo(:)=PX+Y <) = | furloy)dedy (36.39)
TH+Y<L2

[ [ asonw (36.30b)

- fR ( foo fy(y)dy> fx(@)da (36.390)

_ f Fy(z — 2) fx(a)da. (36.30d)
R
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Pour calculer la fonction de densité de S, nous dérivons la fonction de répartition :

fxev(z) = dFC)l(T*Y(z) (36.40a)
= JR fy(z—2)fx(x)dz, (36.40Db)

ce qui nous amene a dire que la densité de la somme est le produit de convolution? des densités :

Fxav(@) = jR fy (e — ) fx (), (36.41)

ou encore fxi+y = fx * fy.
Notez que nous avons passé sous le silence la difficulté d’inverser la dérivée et 'intégrale. Un
exemple sera donné au point 36.5.8.

Lemme 36.22.
Soient X etY, deux variables aléatoires indépendantes. Alors

E(XY) = E(X)E(Y). (36.42)

Démonstration. Par indépendance et par proposition 36.20, la fonction de densité conjointe de X
et Y vaut fxy = fxfy. Par conséquent I'utilisation de Fubini sous la forme (14.842) entraine

E(XY) = fR ]nyfxy(a:, y)dxdy = E(X)E(Y). (36.43)

O

Nous dirons tout un tas de chose sur l'indépendance et la variance en 36.5.13, mais pour
I’instant nous allons mentionner et démontrer déja ceci :

Lemme 36.23.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). (36.44)

Démonstration. Par définition, Var(X +Y) = E([X +Y — E(X) — E(Y)]?). En développant le
carré et en utilisant le lemme 36.22,

Var(X +Y) = BE(X?) — BE(X)? + E(Y?) — E(Y)? = Var(X) + Var(Y). (36.45)
O

Exemple 36.24.
Deux variables aléatoires non indépendantes dont la covariance est nulle. Nous considérons la
variable aléatoire

Z:Q—{(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)} (36.46)

de loi uniforme. C’est-a-dire que P(Z = z) = % pour tout z. Ensuite nous considérons les variables
aléatoires X = proj;oZ et Y = proj,oZ. Toute personne étant capable de compter jusqu'a 4
voit que

PX=1)=P(X=-1)=- (36.47a)

P(X =0) = % (36.47D)

2. Définition 27.55.
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et les mémes probabilités pour Y. De méme E(X) = E(Y) = 0. Par conséquent
Cov(X,Y) = B(XY) =0 (36.48)

parce que pour tout w € € nous avons soit X (w) = 0 soit Y (w) = 0. Ces variables aléatoires X et
Y ne sont donc pas corrélées.

Mais elles ne sont pas indépendantes pour autant, comme nous allons le voir pas plus tard
qu’immédiatement. Nous avons

X =0,Y =0)
P(Y =0)

P(X =0]Y =0) = il -0 (36.49)

parce que X et Y ne peuvent pas étre simultanément nulles, tandis que

P(X =0)P(Y =0) = - (36.50)

36.2.4 Espérance

Définition 36.25.
Soit 1 < p < w. Le moment d’ordre p d’une variable aléatoire X € LP(Q, A, P) est l’espérance

mnp(X) = E(X"). (36.51)
Définition 36.26.
Si X € LY(Q, A, P) est a valeurs dans R™, nous définissons l’espérance de X par

E(X) = L XdpP (36.52)

Lemme 36.27 ([1]).
Soit un espace de probabilité Q0 ainsi qu’une variable aléatoire X : Q@ — R prenant seulement les
valeurs {yxren- Alors

BE(X) =) yP(X = ). (36.53)
k=0

Démonstration. Vu que l'application X: 2 — R ne prend que les valeurs y, nous avons ) =
UZOZO X~1(yi), avec une union disjointe. Nous avons

E(X)= f X (w)dP(w) (36.54a)
UiXil(yi)
= X(w) dP(w 36.54b
D M.CES 050
= dP(w 36.54c
S le) () (36.54c)
= D uP(X(wr) (36.54d)
k=0
= > g P(X = yp) (36.54e)
k=0

Justifications :
— Pour (36.54b), nous avons utilisé la o-additivité de I'intégrale de la proposition 14.193.

— Pour (36.54d), I'intégrale de la fonction 1 donne la mesure de la partie, c’est le lemme 14.163.
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— Pour (36.54e), la notation P(X = y) signifie P({w € Q tel que X (w) = y}) ; c’est la mesure
de X 1(y).

O

Définition 36.28.
Si E(X) = 0 nous disons que la variable aléatoire est centrée. La variable aléatoire X — E(X) est
la variable aléatoire centrée associée a X .

Proposition 36.29 ([653]).
Si X etY sont deux variables aléatoires (pas spécialement indépendantes), nous avons

E(X +Y) = E(X)+ E(Y). (36.55)

Nous donnons la preuve dans le cas de variables aléatoires indépendantes. Le cas plus général
de variable aléatoires non indépendantes peut étre trouvé dans [658].

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

EX+Y)= J]R rfxiy(z)dz (36.56a)

=f . J fy (@ — 1) fx (t)dtda (36.56D)
R R

_ f fX(t>f 2 fy (z — ) dt (36.56¢)
R R )

=E(Y)+t

= f fx (@) (E(Y) +t)dt (36.56d)
R

_ B+ f Ly (D)dt (36.56¢)

R
_ E(Y) + E(X) (36.56f)

ou nous avons utilisé la proposition 36.41 et le fait que 'intégrale sur R d’une densité vaut 1. [

Une application de I'inégalité de Holder (proposition 27.33) est la suivante. Si X et Y sont des
variables aléatoires intégrables alors

E(XY) < E(X»)'2E(Y?)\2. (36.57)

En effet
E(XY) <|XY|p o) < [X[z2@Y |r2(0)- (36.58)

36.2.5 Variance

Si X € L?(9, A, P) alors nous définissons la variance de X par
Var(X) = E([X — B(X)]?). (36.59)

Proposition 36.30.
La variance de la variable aléatoire X peut étre exprimée par la formule

Var(X) = E(X?) — [E(X)]? (36.60)

ot X2 =X - X et E(X)?=FE(X) - E(X) sont des produits scalaires dans R?.
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Démonstration. De facon explicite, nous avons

B(X — BXOP) = [ (X(0) - (X)) - (X(w) - BCO)P() (36.61)

oun E(X)e R? est une constante. En développant le produit scalaire nous avons

E([X - E(X)]P) = E(X?-2X - E(X) + E(X)?) (36.62a)
= B(X?) - 2E(X)? + E(X)? (36.62b)
= E(X%) - E(X)% (36.62c)

O

Nous définissons I’écart-type de X par

ox =1/ Var(X). (36.63)
En d’autres termes,
ox = |X — E(X)| 2. (36.64)
On définit encore la moyenne quadratique de X par
2\11/2
|1 X2 = [E(X?)]". (36.65)
La variable aléatoire 1
Vo= DX - X,)? (36.66)

est la variance empirique de Iéchantillon (Xj;).

Lemme 36.31.
Si X est une variable aléatoire,

(1) Var(az) = a® Var(X) pour tout a € R ;
(2) Si de plus 'Y est une variable aléatoire indépendante de X, alors Var(X +Y) = Var(X) +
Var(Y).

Démonstration. Nous avons

Var(X +Y) = E(X? + Y2+ 2XY) — (E(X) + E(Y))’ (36.67a)
= E(X%) + BE(Y?) +2E(XY) - E(X)? - E(Y)? + 2E(X)E(Y). (36.67b)
Etant donné que X et Y sont indépendantes nous avons E(XY) = E(X)E(Y) par le lemme 36.22.
O
Siles X1,..., X, sont des variables aléatoires on considere la moyenne empirique
_ X144+ X
X, -t A (36.68)
n
36.2.6 Covariance
Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles. Leur covariance est définie par
Cov(X,Y) = E[(X — B(X))(Y - E(Y))] (36.69)

L’idée est que la covariance devient grande si X et Y s’écartent de leurs moyennes dans le méme
sens. Il existe une formule alternative :

Cov(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y) (36.70)
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En ce qui concerne les dimensions plus hautes, si X : Q — R% est un vecteur aléatoire de carré
intégrable, nous définissons

Cov(X) = E[(X ~E(X))® (X - E(X))] (36.71)

oll par a ® b nous entendons la matrice (a ® b);; = a;b;. Cela peut aussi étre noté a'b si l'on fait
bien attention a qui est un vecteur colonne et qui est un vecteur ligne.

Proposition 36.32.
St X etY sont deux variables aléatoires non spécialement indépendantes, nous avons

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y). (36.72)

Démonstration. 11 s’agit d’un calcul en partant de

Var(X +Y) = E((X +Y)?) = E(X +Y)?
+E(Y?) +2E(XY
E(X ) ( ) (XY) (36.73)
+ (B(X (V))* = 2B(X)? - 2E(X)E(Y)
2E(Y)E(X) —2E(Y)2.
A partir d’ici il s’agit de recombiner tous les termes pour former la formule annoncée. O
Plus généralement nous avons la formule
Var(d X;) = Y Var(X;) +2 > Cov(X;, X;). (36.74)
i i 1<i<j<n
36.2.7 Probabilité conditionnelle : événements
Proposition-Définition 36.33.
Soit (Q, A, P) un espace de probabilité et B € A avec P(B) > 0. Alors avec la formule
P(An B)
Pg(A) = ————= 36.75

Uespace (Q, A, Pg) est un espace probabilisé. Nous notons P(A|B) le nombre Pg(A) et nous le
nommons probabilité conditionnelle de A sachant B.

Démonstration. On vérifie que (€2, A, Pg) est un espace de probabilité parce que Pp(f) = 1 et
s(J4i) =), Pr(4i) (36.76)
i i

si les A; sont deux a deux disjoints. O

Une conséquence immédiate de (36.75) est que si A et B sont des événements indépendants
alors

P(An B)

P(AIB) =~

— P(A). (36.77)

La probabilité conditionnelle & B est quelque chose qui ne tient compte que de ce qui se passe
dans B. Si K est un événement tel que A n B = K n B, alors

P(A|B) = P(K|B). (36.78)

Théoreme 36.34.
Soient (Bp)n>1 une partition finie de Q telle que P(B;) > 0. Soit A € A tel que P(A) > 0.
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(1) Si A, B et C sont des événements, alors
P(An B|C)=P(A|BnC)P(B|C). (36.79)

(2) Si P(B) > 0, alors P(An B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).
(3) On a la formule des probabilités totales :

P(A) = i P(A|Bi)P(Bi) = Y, P(An By). (36.80)

i=1
(4) On a la formule de Bayes :

P(By|A) = Z}: gf(ﬁ’giggi). (36.81)

Démonstration. (1) En développant le membre de droite,
P(AnBnC)P(BnC)

P(Bn(C) P(C) (36.82)
= P(A n B|C).

P(An B|C) =

(2) C’est la définition de P(A|B) et P(B|A).

(3) Vu que les B; forment une partition, nous avons

P(A) =Y P(An B;) = Y P(A|B;)P(B;). (36.83)

(4) En utilisant les deux premiers points, nous trouvons

P(A|By)P(By) = P(A n By)
(Bi|A)P(A)
(Bk|A)ZP(A|Bi)P(Bi)'

(36.84)

aela~

O]

Lemme 36.35 ([1]).
Soient une variable aléatoire X : Q@ — R ainsi qu’un réel y # 0 et qu’une partie A < Q de mesure
non nulle®. Alors
P(X14 =y)=P(X =y|A)P(A). (36.85)
Démonstration. Juste pour étre clair avec les notations,
— La notation X = y désigne I’ensemble {w € Q tel que X (w) =y} = X (y)

— De méme X1; = y désigne ’ensemble {w € Q tel que X (w)14(w) = y}. Comme ici y # 0, il
s’agit des éléments de A tels que X (w) = y, ou encore X (y) n A.

Nous avons :

P(X =ylA) = P(XP_(W (36.86a)
P(Al4 =y)
- = (36.86b)

Justifications :
— Pour (36.86a), c’est la définition 36.33.

3. Ceci est exactement synonyme de « un événement de probabilité non nulle ».
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— Pour (36.86b), vu que y # 0 nous avons
{weQtel que X(w) =y} n A= {weQtel que (X14)(w) =y} (36.87)
O

Lemme 36.36 ([1]).
Soit un espace de probabilité (0, F,P). Nous considérons un mesurable B € F ainsi que des
mesurables (A;)ieNn deur & deuz disjoints. Alors

P( G A|B) = i P(A;|B). (36.88)
=0 1=0

Démonstration. Nous commencons par la définition 36.33 de la probabilité conditionnelle :

P(B) P(B)

Ensuite, les A; étant disjoints, les A; N B le sont aussi. Vu que P est une probabilité (et donc une
mesure), elle vérifie la condition de la définition 14.16(3), qui donne ici

P( G(AZ- A B)) = i P(4; A B). (36.90)
=0 1=0
En remettant dans (36.89),
P(lJAiB) =] P(]‘iz;)B) = > P(4B). (36.91)
A =0 =0
O

36.2.8 Espérance conditionnelle

Théoréme-Définition 36.37 (Définition de I'espérance conditionnelle[536]).
Soit un espace de probabilité (2, A, P) et une variable aléatoire intégrable X : Q — R. Pour chaque
sous tribu F de A, il existe une (presque partout) unique variable aléatoire Y : Q — R telle que

(1) Y est F-mesurable
(2) Y est P-intégrable
(8) pour tout B € F,

J XdP = j YdP. (36.92)
B B

Cette variable aléatoire sera notée E(X|F) pour des raisons qui apparaitront plus tard.

Démonstration. Remarquons que prendre Y = X ne fonctionne pas parce qu’en général si O est
mesurable dans R, alors X 1(0) est dans la tribu A, mais n’est pas automatiquement dans la
tribu F. Il faudra donc un peu plus travailler.

(i) Unicité Si Y et Y3 vérifient tous les deux les conditions, 'ensemble {Y; < Y3} est un élément

de F et nous avons
f X = Y, = f Ys. (36.93)
{Y1<Y2} Y1<Y2 Y1<Y2
En particulier nous avons S{Yl <Y2}(Y1 —Y3) =0 et donc
(Y1 —Y2)1ly,—y, =0 (36.94)

presque partout. Le corolaire 14.186 montre alors que Y7 — Ys > 0 presque partout. De la
méme maniere, 'ensemble {Ys < Y7} est dans F et nous trouvons que Yo — Y7 > 0 presque
partout. Par conséquent Y7 = Y5 presque partout.
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Existence dans le cas de carré intégrable Nous supposons & présent que X € L?(12, A, P)
et nous considérons K, le sous-ensemble de L?(€2, A, P) des fonctions F-mesurables. Le théo-
reme des projections 25.7 nous indique que

L*(Q,AP)= K® Kt (36.95)
par la décomposition X = proj, X + (X — projy X). La variable aléatoire Y = proj, X

a les propriétés d’étre F-mesurable et (Y — X, Z) = 0 pour tout Z € K. Soit A € F, si nous
considérons Z = 14, la derniére condition signifie que

jX]lAzf Vg, (36.96)
Q Q

L y - L X. (36.97)

La variable aléatoire Y = proj(X) répond donc a la question lorsque X € L?(Q2, F, P).

ou encore

(iii) Existence en général Nous considérons maintenant que X € L'(Q, A, P). Quitte a dé-

composer X en deux fonctions positives X, et X_ telles que X = X, + X_, nous pouvons
supposer que X est positive. Par hypothése X € L'(€, A, P) ; pour chaque n € N nous posons

Xp(w) = min{X (w), n}. (36.98)

Etant donné que la mesure P est une mesure de probabilité, les constantes sont intégrables
et X, € L?(92, A, P). De plus la suite (X,,) est croissante et

lim X, (w) = X(w). (36.99)

n—ao0

Si nous notons encore K l’ensemble des variables aléatoires dans L?(£2, A, P) qui sont F-
mesurables, pour chaque n nous avons donc la variable aléatoire

Y, = projy Xn = E(X,|F) (36.100)

qui est F-mesurable et telle que

L X, = L Y, (36.101)

pour tout A € F. Nous voudrions prouver que la variable aléatoire Y = lim,, Y,, existe et est
la solution au probleme, c’est-a-dire est E(X|F).

Commencons par prouver que Y, = 0 presque partout. Pour cela nous remarquons que
Iensemble {Y;, < 0} est mesurable et

0> J Y, = X, > 0. (36.102)
Yn<0 Yn<0

La premiere inégalité est évidente et la derniere est due au fait que X, est positive. Par
conséquent

f Y, — 0 (36.103)
Y, <0

et le lemme 14.186 conclut que P(Y,, < 0) = 0.

Soit Z: 2 — R une variable aléatoire positive dans L?(Q2, A, P). Montrons que proj Z est
encore positive. Pour cela nous considérons ’ensemble A = {proj, Z < 0} et les inégalités

0< j Z = J proji Z <0, (36.104)
A A

ce qui montre que §, projg Z = 0 et par conséquent que P{proj(Z) < 0} = 0. Cela nous
montre que la projection depuis L? conserve la positivité.
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Etant donné que X,,_1 — X,, = 0 nous avons aussi

Yoo1 =Y, =20 (36.105)
La suite de fonctions
n— Y, = BE(X,|F) (36.106)
est croissante et vérifie le théoreme de la convergence monotone :
f X = lim X = lim | E(X,|F)= J lim E(X,|F) = J Y. (36.107)
Par conséquent E(X |.7-" ) existe et
Y = nlgrc}o E(X,|F) = E(X|F). (36.108)
O

36.38.
Vu la définition 36.37 nous pourrions croire que la variable aléatoire F(X|F) = X fait 'affaire. Il
n’en est rien parce que la variable aléatoire X n’est pas spécialement F-mesurable alors qu’il est
requis que E(X|F) le soit. Avec la tribu F = {, Q}, nous n’avons en général pas que X 1 (B) € F
pour tout borélien B.

Par contre si 0(X) est la tribu engendrée par la variable aléatoire X, alors E(X|o(X)) = X.

Définition 36.39.
Soit Z une variable aléatoire. L’espérance conditionnelle « X sachant Z » est la variable aléa-
toire

EX|Z)=E(X|o(2)) (36.109)
ot o(Z) est la tribu engendrée par Z. Le membre de droite est une variable aléatoire définie
en 36.37.

Définition 36.40.
Soient A e A un événement et F une sous-tribu de A. Nous définissons P(A|F) par
P(A|F) = E(14|F). (36.110)

Notons que cela est une variable aléatoire et non un réel. Le membre de droite est ’espérance
conditionnelle de la variable aléatoire 14 par rapport a F définie en 36.537.
Et lespérance conditionnelle d’un événement par rapport a une variable aléatoire est :

E(A|X) = E(Alo(4)). (36.111)

Proposition 36.41.
Soit une espace probabilisé (Q, A, P) ainsi qu’une variable aléatoire X d valeurs dans R?, et un
événement A. Alors

E(P(A|X)) = P(A). (36.112)

Démonstration. Tout le point de la preuve est de remarquer que F(14) = E(14]|X).
(i) La formule E(14) = E(14]X) La notation F(14|X) est un raccourci pour écrire la variable

aléatoire E(Lalo(X)). Cette dernitre est 'application 2 — R telle que

J E(1alo(X)) —f 14 (36.113)
B

B

pour tout borélien B de R tout en étant o(X)-mesurable. Comme expliqué en 36.38, il est
tentant de dire E(]lA|0(X)) = 14, mais ce n’est pas le cas parce qu’il n’y a aucune raisons
que 14 soit une application o (X )-mesurable. Au niveau des espérances, par contre, ’égalité
tient :

E(E(14]X)) = L E(14]X) = L 1a=E(1,4) (36.114)

ol nous avons utilisé le fait que €2 lui-méme soit o (X )-mesurable.
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(ii) La preuve Nous avons alors

P(A) = E(14) = E(E(14]X)), (36.115)

alors que FE(14]X) = P(A|X). En mettant 'un dans I'autre :
P(A) = E(P(A]X)). (36.116)
O

Proposition 36.42 (Transitivité de ’espérance conditionnelle).
Si By € By < A alors
E(E(X|B))|B,) = E(X|By). (36.117)

Démonstration. Si B € By, nous avons
f E(E(X|B1)|By)dP = f E(X|By)dP = f dP. (36.118)
B B B

La premiere égalité est la définition de I’espérance conditionnelle par rapport a By. La seconde
égalité est celle de I'espérance conditionnelle par rapport a By et le fait que B € Bs < B;. Ce que
nous avons prouvé est que

E(E(X|By)|B2) (36.119)
est une variable aléatoire Bs-mesurable vérifiant la condition
J E(E(X|Bl)]l’>’2) :J E(X|Bs2) (36.120)
B B
pour tout B € By. C’est donc E(X|B2) par la partie unicité du théoreme 36.37. O

Proposition 36.43.

Soit (2, F, P) un espace de probabilité, soit A une sous tribu de F et X, une variable aléatoire F -
mesurable et intégrable. Alors la variable aléatoire E(X|A) du théoréme 56.37 est l'unique (presque
partout) variable aléatoire a étre A-mesurable telle que nous ayons

E(E(X|A)Y) = E(XY). (36.121)
pour toute variable aléatoire Y A-mesurable.

Démonstration. Supposons pour commencer que Y soit une fonction simple positive, alors ¥ =
n o
Diq a;lg; et nous avons

E(X|Y) =) a L E(X]A) (36.122a)

= Zazf X (36.122b)

- | XV (36.122¢)
Q

Maintenant si Y est mesurable et bornée, elle est limite croissante de fonctions étagées bornées
(proposition 14.110) et le résultat tient par la convergence monotone, théoreme 14.166.

SiY n’est pas positive, nous séparons ¥ =Y, —Y_.

Pour 'unicité, soit Z et Z’ deux variables aléatoires telles que pour toute variable aléatoire Y,

f 7Y = J XY = J z7'y. (36.123)
Q Q Q

Si nous prenons Y = 177, nous avons

ozf(z—zf)nzﬂ, =J Z-7, (36.124)
Q Z#+7'

d’ou le fait que P(Z # Z') = 0. O
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Si X est une variable aléatoire dont la tribu engendrée est indépendante de la tribu F, nous
voudrions que la connaissance de F n’influence pas la connaissance de X, c’est-a-dire que

E(X|F) = E(X). (36.125)
Ce que nous avons est méme mieux. Nous avons le lemme suivant.

Lemme 36.44 ([359]).
Les tribus F1 et Fo sont indépendantes si et seulement si

E{U|F) =EU) (36.126)
pour toute variable aléatoire U étant F1-mesurable.

Ici, par E(U) nous entendons la variable aléatoire constante prenant la valeur numérique E(U)
en tout point de €.

Démonstration. Si F1 et Fo sont indépendantes, alors pour tout B € F5 nous avons

J UdP = BE(U1) (36.127a)
B
— E(U)E(1p) (36.127D)
_ E(U)J 13dP (36.127¢)
Q
:J E(U)dP. (36.127d)
B

Justifications.

— L’intégrale § p UdP a un sens méme si B € F3 alors que U est Fi-mesurable. Le supremum
(14.430) définissant l'intégrale est tout de méme bien défini, en particulier, ’ensemble sur
lequel on prend le supremum est non vide.

— Pour (36.127b), la variable aléatoire U est Fj-mesurable (donc la tribu engendrée par U
est dans F7) alors que 1p est Fo-mesurable. Les tribus engendrées étant indépendantes, les
variables aléatoires le sont et nous pouvons décomposer I’espérance.

Ce que montre le calcul (36.127) est que E(U) est une variable aléatoire Fa-mesurable (parce que
constante) dont 'intégrale sur chaque élément de Fy vaut l'intégrale de U. Par la partie unicité du
théoreme 36.37, nous déduisons que E(U) = E(U|Fz). O

Corolaire 36.45.
Si X est une variable aléatoire et si F est une tribu, alors

E(E(X|F)) = B(X). (36.128)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la définition (36.92) & B = Q) :

E(E(X|F)) JEX]]—" VAP (w JX YdP(w) = E(X). (36.129)

Exemple 36.46.
Soient X7, X2 deux variables aléatoires a valeurs dans {0, 1} avec probabilité 1/2 et indépendantes.
Nous considérons S = X7 + Xs. La situation est modélisée par 1’espace

Q = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} (36.130)
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et les variables aléatoires

Xi(w1,w2) = w (36.131a)
S(Ldl,WQ) = w1 + wsy. (36.131b)

Pour vérifier que de cette maniere nous avons bien que X7 est indépendante de X9, nous commen-
cons par voir les tribus associées. Un ouvert de R soit contient 0 et 1, soit contient un seul des
deux soit n’en contient aucun des deux. En appliquant X 14 chacune de ces quatre situations
nous voyons que la tribu o(X7) est

Fi = o(X1) = {{(0,0),(0,1)},{(1,0), (1, )}, 2, &} (36.132)

De la méme facon nous avons

F2 = o(X1) = {{(0,0),(1,0)},{(0,1), (1, 1)}, 2, &}. (36.133)
Nous posons
Ap = {(0,0),(0,1)} (36.134a)
A ={(1,0),(1,1)} (36.134b)
By = {(0,0),(1,0)} (36.134c)
B1 ={(0,1),(1,1)}. (36.134d)

Etant donné que 4; n B; = (4,5), nous avons toujours que P(A; n B;) = 1 = P(4;)P(B;).
L’indépendance est donc assurée.

Calculons I'espérance conditionnelle E(S|F;). Une fonction Fj-mesurable doit étre constante
sur Ag et Ay, donc 'espérance conditionnelle est une fonction constante sur Ag et A; dont 'intégrale
sur ces ensembles est égale a I'intégrale de S. Nous avons en particulier

f BSiA) = | s, (36.135)
A(] AO

c’est-a-dire
E(S|F1)(0,0) + E(S|F1)(0,1) = S(0,0) + S(0,1) = 1. (36.136)

Nous en concluons que E(S|F1)(0,0) = E(S|F1)(0,1) = 3. Cela correspond & I'intuition que si on
est au point (0,1) ou au point (0,0) en ne sachant que X7, nous ne savons que le premier zéro, et
donc l'espérance de la somme est %

Un calcul tres similaire montre que

E(S|F1)(1,0) = E(S|F1)(1,1) = g (36.137)

Cela correspond au fait qu’en ces points, nous ne savons que le fait que le premier tirage a donné
1, et donc que 'espérance est %

Complétons ce tour d’horizon en mentionnant que la tribu engendrée par X; et Xs est la tribu
des parties de €2, de telle facon que ’espérance conditionnelle de S sachant X; et Xs est égale a
S. A

Proposition 36.47 ([359]).
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et X, Y deuz variables aléatoires sur Q) réelles. Soit B une sous-
tribu de A. Nous supposons que X € LY(Q, A, P), que Z € L*(Q,B,P) et que XZ € L'(Q, P).
Alors

E(ZX|B) = ZE(X|B) (36.138)

presque surement.
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Démonstration. Nous commencons par prouver que

J ZE(X|B) :J ZX. (36.139)
Q Q

Si Z = 1p pour un ensemble B € B, alors cette égalité est vraie par définition de ’espérance
conditionnelle ?. Donc cette égalité est correcte tant que Z est une variable aléatoire B-mesurable
et étagée. Nous considérons alors, grace au lemme 14.108, une suite Z, de variables aléatoires
étagées et B-mesurables avec |Z,| < Z. Pour chaque n nous avons donc

f ZnX = J ZE(X|B). (36.140)
Q Q

Notre idée est de passer & la limite. Vu que Z et Z,, sont bornées (et donc intégrables sur €2),
pour chaque n nous avons |Z,X| < M|X| ou M majore Z et donc tous les Z,, de fagon uniforme
vis-a-vis de n. Tout cela pour dire que le théoreme de la convergence dominée fonctionne et que

lim | Z,x = J ZX. (36.141)
Q

n—oo Q

D’autre part vu que X € L' et que Q € B nous avons I'égalité SQ E(X|B) = SQ X, ce qui prouve que
|E(X|B)| est intégrable. Cela nous permet d’utiliser encore la convergence dominée avec 'inégalité
|Z, E(X|B)| < |E(X|B)| pour écrire

lim | Z.E(X|B) = f ZE(X|B). (36.142)
Q

n—0o0 Q

En passant a la limite des deux cétés de (36.140) nous avons donc
J ZE(X|B) =J ZX. (36.143)
Q Q

L’égalité (36.139) est prouvée.
Nous passons maintenant a la preuve de ’égalité demandée : E(EX|B) = ZE(X|B). Pour cela
il faut montrer que pour tout B € B nous avons

J ZE(X|B) —f ZX. (36.144)
B B

Cela n’est rien d’autre que ’égalité (36.139) que nous venons de prouver avec Z1p au lieu de
Z. O

Proposition 36.48.
Soit une variable aléatoire réelle X € L'(Q, A, P). Pour toute variable aléatoire Y : Q — RY, il
existe une fonction borélienne Ay -mesurable h: R* — R telle que

E(X|Y)=hoY. (36.145)

Démonstration. Nous utilisons le résultat de Doob (théoréme 36.14). Par définition E(X|Y) est
une variable aléatoire réelle Ay-mesurable, et il existe une fonction borélienne h: R — R telle
que E(X|Y) = foY. O

Cette fonction h: R? — R nous permet de définir
E(X|Z = z) = h(z). (36.146)

Cela est I'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire par rapport a une valeur donnée d’une
autre variable aléatoire.

4. Théoreme 36.37.
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Définition 36.49 (Espérence conditionnelle & un événement[659]).
St X est une variable aléatoire et si A est un événement, nous définissons

E(X1a4)

BXIA) = =5

(36.147)

Pour rappel, la définition de I’espérance d’une variable aléatoire est 36.26.

Lemme 36.50 ([1]).
Soit un espace de probabilité (Q, F, P). Nous considérons une variable aléatoire X d valeurs réelles,
prenant ses valeurs dans la partie dénombrable

{0} U {yr ke (36.148)

avec Yy # 0. ST A est mesurable dans §2, alors
e 6}
E(X]A) = 2 Y P(X = yg|A), (36.149)

c’est-a-dire que nous prenons la somme sur les valeurs non nulles atteintes par X.

Démonstration. Nous partons de la définition 36.49 de l'espérance conditionnelle : E(X|A) =
E(X14)/P(A). La variable aléatoire X1 4 peut prendre les valeurs 0 et y;. Nous pouvons utiliser
le lemme 36.27 pour écrire

a0 0¢]
B(X14)=0x P(X1a=0)+ > yP(X1a = yp) = Y ypP(X1a = yi). (36.150)
k=0 k=0

Afin de traiter le dernier terme, nous prouvons que {X1; = y} = X '(yx) N A. En effet si
we {X1; =y}, c’est que

X(w)la(w) = yg. (36.151)

Mais dans notre cas, yx # 0, donc 14(w) = 1, ce qui signifie w € A. Donc w € A et X(w) = yg, ce
qui signifie w € X~ (yx) N A. Nous avons donc

P(X14 =y) =P(X *(ys) n A). (36.152)
En utilisant (& 'envers) la définition de la probabilité conditionnelle 36.33,
P(X14 =y) = P(X H(yk)|A)P(A). (36.153)

En remettant ¢a dans (36.150) et dans la définition de E(X|A),

B(X|4) = Iy oyki((ii;lA =yr) _ P(lA) ];)P( = yp|A)P Z:] yrP(X = yilA) (36.154)

O]

36.2.9 Probabilité conditionnelle : tribu
Soit un espace de probabilisé (2, A, P).

Lemme 36.51.

Soit (B;)ieN une partition de Q) en éléments de A deuz d deux disjoints tels que P(B;) # 0. Soit F
la tribu engendrée par les B;. Une variable aléatoire réelle est F-mesurable si et seulement si elle
est constante sur chaque B;.
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Proposition 36.52.
Soit (B;)ien une partition de Q en éléments de A deuz a deux disjoints tels que P(B;) # 0. Soit
F la tribu engendrée par les B;. Soit une variable aléatoire X . Alors nous avons :

E(X|F) = % <P(1Bi) fBi XdP> 1g,. (36.155)

Démonstration. Si X est une variable aléatoire, alors la variable aléatoire E(X|F) définie en 36.37
est une variable aléatoire F-mesurable et elle est donc constante sur les ensembles B; par le
lemme 36.51 :
E(X|F) =) ailp,. (36.156)
€N

Etant donné que, par construction, B; est F-mesurable, nous avons

j XdP = J E(X|F) = Ea]f L, = Y, a;0iP(B;) = a;P(B;). (36.157)

Par conséquent

)
a = 54~ | XdP (36.158
P(B;) Js, )
et
1
E(X|F) =), (J XdP) 1g,, (36.159)
ieN P(Bi) B;

ce qu’il fallait. ]

Notons que si B € A alors la tribu engendrée par B est aussi celle engendrée par la partition
{B,CB} de Q. Cette circonstance nous permet d’aller plus loin.

Proposition 36.53.
Soit un espace probabilisé (2, A, P) et un événement B € A avec sa tribu engendrée F = o(B).
Alors

E(14|F) = P(A|B)1p + P(A[LB)1;p. (36.160)

Démonstration. Nous allons particulariser la formule (36.155). Si B € A nous considérons la par-
tition {B,CB} de Q et la tribu engendrée

F ={@,B,CB,Q}. (36.161)

La formule (36.155) devient

E(X|F) = <P(13) JB XdP> 1p + <P(EB) y XdP) 1es. (36.162)

Si nous considérons A € A, nous écrivons cette égalité avec X = 1 4 pour obtenir

P(An B) P(AnCB)
E(1x|F) = ——=—1 ——————1tp = P(A|B)1 P(A|CB)1 36.163
(141F) = S5 15 + 25 s = PAIB) L, + P(ALB) s (36.163)
parce que nous avons reconnu la probabilité conditionnelle P(A|B) de la définition 36.33. O

Remarque 36.54.
Les nombres P(A|o(B)) = P(14|o(B)) n’est pas la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Il nous reste a définir la probabilité conditionnelle d’un événement relativement a une variable
aléatoire.
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Définition 36.55.
Si la variable aléatoire X est a valeurs discrétes, nous disons que P(A|X) est la variable aléatoire
de valeur

P(AIX)(w) = P(AIX = X (w)). (36.164)

Dans le cas d’une variable aléatoire a valeurs continues, cette définition ne fonctionne pas parce
que la condition X = X (w) est souvent de probabilité nulle, tandis que c¢’est toujours une mauvaise
idée de conditionner par rapport a un événement de probabilité nulle. C’est la base du paradoxe de
Borel. La bonne définition du conditionnement de ’événement A par rapport a la variable aléatoire
X est

Définition 36.56.
Si A est un événement et X une variable aléatoire a valeurs continues dans IR, nous définissons

P(A|X) = P(Alo(X)) = E(1a|o(X)). (36.165)

La premiére égalité est une notation. La seconde est la définition.
Cette définition s’appuie également sur la définition 36.37.

Proposition 36.57.
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, alors

E(P(A|X)) = P(A). (36.166)

Démonstration. Nous commencons par le cas discret, c’est-a-dire X :  — IN. Nous notons p, =
P(X = k). En décomposant I'intégrale sur Q par rapport a I'union disjointe

Q=[] A = | J{weQtel que X(w) =k}, (36.167)
keN keN
nous obtenons
E(P(A|X)) = L P(A|X)(w)dP(w) (36.168a)
_y f PLAIX = X(w))dP(w) (36.168D)
k=0 Ak
_ ZJ Ll A n X PACX =) b, dans Ay, X(w) = k (36.168¢)
— J 4, = k)
1
= ; p—kP(A NnX =k) Lk 1dP(w) (36.168d)
[ ————
=P(Ar)=ps
=Y P(AnX =k) (36.168¢)
k
— P(A). (36.168f)

Nous devons maintenant prouver la propriété dans le cas ou X prend des valeurs continues. Pour
cela il suffit d’appliquer le corolaire 36.45 :

E(E(14lo(A))) = E(14) = P(A). (36.169)

O]
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36.2.10 Variables de Rademacher indépendantes

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire qui prend les valeurs 1 et
—1 avec probabilité % Nous pouvons en décrire une explicitement de la fagon suivante. L’espace
probabilité est & deux éléments : Q = {a,b} avec la mesure P({a}) = P({b}) = %. La variable
aléatoire est alors 'application X : Q@ — R donnée par X(a) =1 et X(b) = —1.

Soient X et Y deux variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Cela donne 2 = {a, b}?
et

X(a,a) =1 X(a,b)=1 X(bya) =-1 X(bb) =-1

Y(a,a) =1 Y(a,b)=-1 Y(ba)=1 Y(bb)=—1 (36.170)

Remarque 36.58.

Si une variable aléatoire d’un certain type est donnée par une application X: 2 — R, pour
construire des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, il faut considérer les
variables aléatoires sur (au moins) le produit 2 x £ munie de la mesure produit.

(i) Tribu du produit XY Quelle est la tribu de la variable aléatoire produit XY ? Le produit XY
peut prendre les valeurs 1 et —1. Nous avons

(XY)71(1) = {(a,a), (0,0)}(XY) ' (=1) = {(a,]), (b,a)} (36.171)
La tribu est donc
o(XY)={Q, g, A, B} (36.172)
avec A = {(a,a), (b,b)} et B = {(a,b), (b,a)}.

(ii) Calcul de E(X|XY) La définition de l'espérance a calculer est le théoréme 36.37. Pour chaque
élément B de 0(XY) nous avons besoin de {5 X = {5 E(X|XY). Nous notons V = E(X|XY)
pour alléger la notation. Nous avons

4 f V = V(a,a) + V(b,b) (36.173)
A

et
4f X =X(a,a)+ X(1,1) = 0. (36.174)
A

Pourquoi le facteur 4 ? Parce que sur €2 nous avons la mesure produit de celle que dont nous
avions parlé sur {a, b}. C’est la mesure d’équiprobabilité et donc chaque singleton a mesure
1/4. Pour plus de détails, il y a le théoreme 14.217.

Nous en déduisons V (a,a) + V(b,b) = 0. Mais pour tout ¢ € R nous avons V~1(¢) € o(XY)
parce que la contrainte est que V' soit XY -mesurable. En particulier

V(V(a,a)) (36.175)

est un mesurable qui contient (a,a). C’est donc soit €2, soit {(a,a), (b,b)}. Dans les deux cas
nous avons V' (a,a) = V(b,b) et nous en déduisons V(a,a) = V(b,b) = 0.
En faisant de méme avec {5V = V(a,b) + V(b,a) nous déduisons V(a,b) = V(b,a) = 0 et
au final nous avons

E(X|XY) = 0. (36.176)

Cette égalité signifie E(X|XY)(w) = 0 pour tout w € 2.

(iii) Calcul de E(X|X +Y) Il ne faudrait pas croire que, seulement parce que X a une espérance
nulle, nous trouverons une espérance nulle quel que soit le conditionnement. Juste pour le
plaisir, nous calculons E(X|X +Y).

La variable aléatoire X + Y peut prendre trois valeurs : —2, 0 et 2. La tribu engendrée par
X +Y doit en particulier contenir A = {(a,a)}, B = {(b,b)} et C = {(a,b), (b,a)}.
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Nous notons V = E(X|o(X +Y)). Vu que

L V= JA v, (36.177)

nous avons V(a,a) = X(a,a) = 1. Méme chose pour B qui donne V(b,b) = X (b,b) = —1.
En ce qui concerne 'intégrale sur C' nous avons

V(a,b) + V(b,a) = X(a,b) + X(b,a) =0. (36.178)

Par ailleurs I’ensemble V! (V(a, b)) est un ensemble mesurable qui doit au moins contenir
(a,b). Vu la tribu que nous avons, cela doit également contenir (b,a), de telle sorte que
V(a,b) = V(b,a). La relation (36.178) nous permet alors de conclure que V(a,b) = V(b,a) =
0.
Quoi qu’il en soit, 'espérance conditionnelle F(XY|X + Y) n’est pas nulle.

(iv) Calcul de E(XY|0(XY)) . Celle-1a, elle est facile par 36.38 : c’est XY

Nous aurions pu croire que si X et Y sont indépendantes, alors

E(XY|A) = E(X|A)E(Y|A). (36.179)

L’exemple que nous venons de faire montre qu’il n’en est rien.

Exemple 36.59 ([660]).

Un autre exemple, peut-étre plus simple, pour contredire I’équation (36.179). Soient X et Y des
expériences indépendantes de pile ou face non truquées. Les résultats sont représentés par 0 et 1.
Nous notons A la tribu engendrée par I’événement « les résultats des deux lancers sont différents » ;
c’est-a-dire la tribu engendrée par I’événement A = (1,0), (1,0). La variable aléatoire X et la tribu
A sont indépendants (définition 36.6), donc, donc E(X|A) = E(X) = 1/2. Pareil pour Y. En
revanche, le produit XY est nul sur A donc E(XY|A) aussi. Ca ne peut donc étre égal a la
constante 1/4 = (1/2)2. A

36.2.11 Un petit paradoxe

Attention : ce qui est écrit ici est ma réflexion personnelle sur le sujet. Merci de me dire si je
me trompe.
Soit une famille dont vous savez seulement qu’il y a exactement deux enfants. Trois situations :

(1) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour, je suis I’ainée ». Quelle est la probabilité
que 'autre enfant soit une fille 7

(2) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour ». Quelle est la probabilité que 'autre
enfant soit une fille ?

(3) Vous demandez aux parents si il y a au moins une fille, ils répondent « oui ». Quelle est la
probabilité que les deux enfants soient des filles ?

Dans les trois cas U'intuition dit que la probabilité est 1/2. Il semble que de plus la (2) et la (3)
soient les mémes parce que l'on sait qu’il y a une fille et on se demande quelle est la probabilité
qu’il y ait deux filles.

Nous allons voir ¢a de plus pres.

36.2.11.1 « Bonjour, je suis 1’ainée »

Résolution Si nous notons Xy et X7 les variables aléatoires donnant le sexe des deux enfants,
ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, avec P(X; = f) = %

La formule (36.75) de la probabilité conditionnelle ainsi que 'indépendance donnent :

P(X1=fXo=f)

P(Xy=flXa=f)= P(Xs = /)

(36.180)

Le numérateur vaut i et le dénominateur vaut % ; le résultat vaut % Fin de I’histoire.
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Simulation Voici un petit programme qui simule la situation. Il retourne clairement 1/2.

#! /usr/bin/python3
# -*%- coding: utf8 -x*-

Vous frappez a la porte d’une famille qui a deux enfants. Une <«
fille ouvre la porte et vous dit "Je suis 1’ainée".
Quelle est la probabilité que 1l’autre soit une fille 7

import random

def famille():

return a pair of ’f’ and ’g’.
a=[random.choice( [’g’,’f°] )]
a.append (random.choice( [’g’,’f’] ))
return a

def toctoc():
nwon
- Create a family with two children.
- Pick the second one, the elder.
- if it is a ’g’, return None.
- if it is a ’f’, return the other one.
nwn
F=famille ()
if F[1] '= >f£7:
return None
else
if F[0]l=="f":
return 1
else
return O

N_girl_opens=0
N_girl_other=0
for k in range (1,10000):
res=toctoc ()
if res is not None:
N_girl_opens = N_girl_opens+1
N_girl_other = N_girl_other + res

proba=N_girl_other/N_girl_opens
print (proba) # ~0.5, intuitively correct.

tex/sage/simul_famille_aine.py
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36.2.11.2 « Bonjour »

Nous frappons a la porte, une fille ouvre en disant « bonjour », sans préciser si elle est la
premiere ou la seconde. Quelle est la probabilité que ’autre soit une fille 7 Naivement on croirait
ey 2 , 1
que la probabilité est également 5.
Un raisonnement moins naif montre le contraire.
Et nous allons voir qu’un raisonnement encore moins naif montre que la probabilité est bien %

Premier raisonnement (incorrect) Voici le raisonnement qui est, & mon avis, faux. Vu que
I’enfant qui ouvre la porte est une fille, la famille a une des compositions suivantes : fg, ff ou
gf. Le cas ou une fille ouvre la porte et que 'autre est également une fille est seulement le cas f f
dont la probabilité est %

Pour justifier cela nous considérons le couple de variables aléatoires (X7, Xs) et le condition-
nement A = {X; = f} U {Xs = f} : évidemment P(A) = 2. Nous calculons facilement la loi du
couple (X1, X3) conditionné a A :

PUXi = f,Xo = fInd) 14 1

P(X1 = f, X5 = f|A) = o -~ 3 (36.181)

Donc sachant A, la probabilité que la famille soit constituée de deux filles est %

Comment faire mieux? Ce calcul semble étre correct, mais il ne ’est pas. Ce raisonnement
fait I’hypothese implicite que ’espace probabilisé décrivant la situation contient deux variables
aléatoires X7 et X9 représentant les deux enfants. Or nous avons bien trois événements aléatoires
dans I’histoires : le sexe des deux enfants et le choiz de 'enfant qui ouvre la porte.

Certes, nous pouvons penser que cette troisiéme variable aléatoire ne change rien. Oui oui, on
peut le penser. Mais ici, on ne doit pas penser, on doit démontrer.

Nous allons donc rédiger un calcul complet, en introduisant toutes les variables aléatoires, et
en décrivant correctement 1’espace probabilisé €2 et la mesure de probabilité P.

Peut-étre que ¢a ne changera rien. Ou peut-étre pas. Mais au moins nous serons surs d’avoir
résolu le probléme correctement.

La vraie réponse Nous considérons les variables aléatoires Xg, X1: Qg — {f, g} avec probabilité
%. De plus nous considérons une nouvelle variable aléatoire qui donne le numéro de ’enfant qui
ouvre la porte :

o: Qo — {1,2}. (36.182)

Notre espace de probabilité est donc l’ensemble Q = {f, g} x {f, g} x 0,1 sur lequel nous
considérons la mesure d’équiprobabilité °.

Nous introduisons les variables aléatoires ©

Xlzgﬁ){fag}

(36.183)
(s1,82,m) — 81
et
Xo: Q- {f,
2 .9} (36.184)
(517827n) — 52
et
0 —{1,2
’ .2} (36.185)

(s1,82,n) —n

5. C’est une hypotheése forte faisant appel d’un part ce que I’on sait de la reproduction humaine, et d’autre part
ce que l'on sait de la sociologie de deux enfants qui entendent une sonnette.
6. Sur Q, sur {f, g} et sur {0, 1} nous mettons la tribu des parties. Vérifiez que X1, X5 et o sont mesurables.
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Nous devons calculer
P(Xi10=f,Xs = f)
P(Xi-o=fIX,=f) = 36.186
( Ko=) = TR, - ) (361560
Pour étre explicite jusqu’au bout, nous énumérons tous les éléments de 2 :
(1) 9,9,0 (3) 9,f,0 (5) f,9,0 (7) f, 1,0
(2) 9,91 4) g.f.1 (6) f,9.1 8) f, f.1.
Et tant qu’a étre explicite, I'’événement vulgairement noté {X, = f} est la partie
{Xo = [} = {we Qtel que X,y (w) = f} (36.187a)
= {(515 82, n) tel que Xn(817 SQ,TL) = f} (36187b)
= {(s1, s2,n) tel que s, = f}. (36.187c¢)

Méditez la derniere égalité; elle n’est pas totalement indispensable au raisonnement, mais elle est

cool.
Nous avons

{Xo =1} ={(9. £, 1), (f,9,0), (f, £,0),(f, £, 1)}. (36.188)
et
{Xl—a = f}m{XO' = f} = {(fvf’o)u(f7f) 1)} (36189)
Donc 1
P(Xio=fXs=f)=5=1 (36.190)
et 4
PX,=f)==-== 36.191
Xo=H=5=7% (36.191)
Au final,
/4 2 1
P(X1_s = flXs = = =-=_ 192
(o =f1Xo =) = 15 =1 =3 (36.192)
Simulation Vous avez encore un doute ? Faites tourner la simulation suivante :
#! /usr/bin/python3
# -*x- coding: utf8 -x*-
Vous frappez & la porte d’une famille qui a deux enfants. Une <«

fille ouvre la porte.

Quelle est la probabilité que 1’autre soit une fille 7

import random

def famille ():

return a pair of ’f’ amnd ’g’
a=[random.choice( [’g’,’£f’] )]
a.append (random.choice( [’g’,’£’] ))
return a
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def toctoc():
nmnn
- Create a family with two children.
- Choose one (the one who opens the door)
- if it is a ’g’, return None.

- if it is a ’f’, return the other one.

F=famille ()
s=random.choice ([0,1])
if Fls] != >¢£7:

return None
else

t=(s+1)%2

if Fltl=="f":

return 1
else

return O

N_girl_opens=0
N_girl_other=0
for k in range (1,10000):
res=toctoc ()
if res is not None:
N_girl_opens = N_girl_opens+1
N_girl_other = N_girl_other + res

proba=N_girl_other/N_girl_opens

7| print (proba) # ~0.5, intuitively correct.

tex/sage/simul_famille_simple.py
Le faisant tourner, la réponse est sans appel : la fréquence observée est beaucoup plus proche
de 0.5 que de 0.33 ou 0.66.
36.2.11.3 Le parent qui répond aux questions

Nous avons une famille de deux enfants dont nous savons qu’au moins un des deux est une fille.
Quelle est la probabilité que la famille contienne deux filles? Cela est a priori la méme question
que celle ou une fille ouvre la porte sans dire si elle est ’ainée ou non.

Simulation Commencons par la simulation :

#! /usr/bin/python3
# -x- coding: utf8 -x*x-

Vous savez qu’une famille a deux enfants.
Vous demandez & un parent si il y a une fille.
Réponse : QOui.

Question : quelle est la probabilité que ce soient deux filles 7

import random
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def famille():

return a pair of ’f’ and ’g’.
a=[random.choice( [’g’,’f’] )]
a.append (random.choice( [’g’,’£’] ))
return a

def toctoc():

- Create a family with two children.

- If ’gg’, there are no girls -> return None

- If ’gf’, there is a girl but the other is a boy -> 0
- If ’fg’, there is a girl but the other is a boy -> O
- If ’ff’, there is a girl and the other is a girl -> 1

F=famille ()

if F==[’g’,’g’]
return None

if F==[’g’,’f’]:
return O

if F==[’f’,>g’]:
return O

if F==[’f2,f]:
return 1

N_at_least_one_girl=0
N_two_girls=0
for k in range (1,10000):
res=toctoc ()
if res is not None:
N_at_least_one_girl=N_at_least_one_girl+l1l
N_two_girls=N_two_girls+res

proba=N_two_girls/N_at_least_one_girl
print (proba) # ~0.333. Beware !

tex/sage/simul_famille _une_ fille.py

Et 1a, bing, la réponse est clairement plutot 0.33 que 0.5.

Résolution Nous avons les variables aléatoires X et Xo qui valent 0 ou 1 suivant que ’enfant soit
une fille ou un garcon ; ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Nous définissons la variable aléatoire somme

S =X+ Xy (36.193)

qui compte le nombre de filles. La question est de calculer

B _P(5=2nS8=>1) P(5=2)
P(§=25=>1) = P(S=1) - P(S=1

(36.194)

L’événement S = 2 est réduit au singleton {f f} et sa probabilité est %. Au contraire ’événement
S =1 est Uensemble {fg,gf, ff} et sa probabilité est %. Nous avons donc
141

P(S=2[S>1)= 35" 3 (36.195)
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Et 1a, la réponse est 1/3 et non 1/2 comme d’aucuns auraient pu le croire.

Précision Notons que ’événement S > 1 n’est pas le méme que I'événement X, = f. En effet

S=z1= {(ff71)7(ffa 2)7(f971)7(f972)7(gf7 1)7 (gf72)} (36196)

tandis que

{Xa = f} = {(ffa 1)7 (ffa 2)7 (fga 1)7 (gfa 2)} (36'197)

36.2.11.4 Conclusion

L’internet regorge de sites discutant du paradoxe des deux enfants .

Beaucoup insistent sur le fait que non seulement certaines informations apparemment anodines
sont importantes, mais en plus la facon dont on obtient 'information est importante. Dans la
situation « une fille ouvre », nous obtenons I'information « il y a au moins une fille » en en voyant
une; dans la situation « la parent dit qu’il y a au moins une fille », nous obtenons I'information
« il y a au moins une fille » de fagon plus « pure ».

Personnellement je ne souscris pas vraiment a cette fagon de penser. Le fait est que la formule

P(An B)
P(B)

n’est pas seulement une formule dans laquelle il faut remplacer A par « la question » et B par « ce
qu’on sait ». Il faut également remplacer P par « la bonne » mesure de probabilité.

Il est important de construire le bon espace de probabilité, avec la bonne mesure. Et pour
cela, il faut bien s’assurer d’introduire une variable aléatoire pour chaque événement aléatoire se
produisant dans I’histoire.

P(A|B) = (36.198)

36.2.11.5 Une analogie

Imaginez un parc de jeux réservée aux familles de deux enfants dont au moins une fille. Le
videur & lentrée a (au moins) trois stratégies possibles pour ne laisser entrer que les familles
contenant au moins une fille.

(1) Regarder I’ensemble de la famille, et ne laisser entrer que les familles ayant au moins une
fille.

(2) Ne regarder que I’ainé et ne laisser entrer que les familles dont 1’ainé est une fille.

(3) Prendre un des deux enfants au hasard et ne laisser rentrer la famille que si cet enfant est
une fille.

Je vous laisse déterminer a quel scénario correspondent ces trois stratégies. Notez que la stra-
tégie (3) contient un énorme biais de sélection : la moitié des familles fille-garcon et gargon-fille
sont supprimées, alors que toutes les familles fille-fille entrent.

36.2.11.6 A propos des simulations

Si vous lisez ces lignes avec 'intention de passer 'agrégation en utilisant Sage a I’épreuve de
modélisation, vous devez étre capable de refaire les trois simulations. Les bouts de code donnés ici
sont écrits pour python3 alors que Sage utilise Python2. Je ne vous dit pas si ¢a change quelque
chose ®.

Allez oui, je vous dit. Si vous changez dans simul_famille_une_fille.py la premiére ligne
pour utiliser python2 au lieu de python3, le résultat affiché sera 0 et non 0.333. La raison est
que dans Python2, 'opérateur / entre deux entiers est une division entiére. Autrement dit : le
résultat 0.33 est arrondi a zéro.

Solution : forcer python a interpréter le / comme une vraie division. Pour Sage, ¢a donne ceci
comme début de programme :

7. Par exemple [661].
8. Je ne suis pas certain qu’encore en 2021, I’agrégation ait Sage en version python2.
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#! /usr/bin/sage
# -*%x- coding: utf8 -*-

from __future__ import division

tex/frido/codeSnip_ 3.py

Importez toujours division de __future__

Ah oui, et derniere remarque : pour autant que je le sache, le jour de l'oral, vous n’aurez que
Sage en mode notebook. Je ne sais pas si 'import fonctionne aussi bien.

Sinon vous pouvez forcer la division dans les float de la facon suivante : a/float (b).

36.2.12 Inégalité de Jensen

Proposition 36.60 (Inégalité de Jensen).
Soit g une fonction convere” sur R et une variable aléatoire Y € LY(Q, A, P) telle que goY soit

également L. Alors
g(E(Y|F)) < E((goY)|F). (36.199)

Démonstration. La convexité de g et la proposition 17.92 nous donnent deux suites (a,) et (by,)
dans R telles que pour tout z € R,

g(x) = sup(anx + by). (36.200)
nelN
Nous avons alors
an E(Y|F) "= E(a,Y + bo|F) < E(go Y|F). (36.201)

L’inégalité est due au fait que goY est le supremum sur les n de a,, Y +b,,. Pour chaque n, I'inégalité
(36.201) est fausse sur un ensemble de mesure nulle R,, = €. L’union

R=|]J R, (36.202)
nelN

est encore de mesure nulle. Sur Q\R, nous avons
anE(Y|F) + b, < E(go Y|F). (36.203)

Vu que cela est vrai presque partout et pour tout n nous passons a supremum et nous avons encore
presque partout I'inégalité
sup (anE(Y|F) + by) < E(go Y |F). (36.204)
neN
]

Si nous ne nous intéressons pas a E(Y|F) mais seulement a E(Y), alors une démonstration
plus simple est donnée sur Wikipédia[662].

36.2.13 Fonction de répartition

Définition 36.61.
S1 X est une variable aléatoire réelle, nous définissons sa fonction de répartition par

Fx:R —[0,1]

Fx(x) = P(X < ). (36.205)

Remarque 36.62.
La fonction de répartition est discontinue en a si P(X = a) > 0. En particulier nous ne pouvons
pas dire

P(X >2a)=1-Fx(a). (36.206)

9. Définition 17.79.
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36.2.14 Fonction caractéristique

Définition 36.63.
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X : Q — R est la fonction réelle définie par

dx(t) = E(e™X). (36.207)
Une autre fagon d’écrire la définition est
Dx(t) = J]R "X dPy (), (36.208)
ou encore, si X a une densité fx,
B (t) = JR ¢ f o () da (36.209)
Nous reconnaissons la transformée de Fourier :
dx(t) = fx(—t/2m). (36.210)
La proposition suivante se déduit en utilisant le théoreme de dérivation sous l'intégrale 17.23.

Proposition 36.64.
Soit X une variable aléatoire qui accepte un moment d’ordre r = 1. Alors la fonction caractéristique
by est r fois continument dérivable et

o) (t) = B((iX) "), (36.211)

Démonstration. Nous étudions la fonction
B(t) = f X @ dp(w). (36.212)
Q

Nous considérons la fonction
fTRxQ—->R
(t,cu) — eitX(w)‘

et nous regardons si ce contexte vérifie les hypotheses du théoreme 17.23.

(36.213)

(1) Etant donné que X est mesurable, f sera mesurable.

it X (w)

(2) La fonction t — e est absolument continue pour chaque w.

(3) Note : par rapport aux notations du théoréme 17.23, nous avons ici A = R. Prenons donc
un intervalle (compact) [a,b] = R et calculons

Z{(tjw) = i X (w)e™™, (36.214)

! b iX (w)e™X @) dw dt = ’ | X (w)|dw dt. (36.215)
J. ). =[],

Par hypothese X accepte un moment d’ordre 1, de sorte que l'intégrale par rapport a w
converge vers un nombre qui ne dépend pas de t. L’intégrale sur ¢ ne pose alors aucun
problemes.

Par conséquent nous pouvons effectuer la premiere dérivation :

4o

' (t) = =

(t) = f iX (w)e X @dy = B(iXeX) (36.216)
Q
et la fonction @’ est absolument continue. Ce dernier point est important parce que c’est lui qui
permet de faire la récurrence et passer a 'ordre deux.
Le résultat ressort alors en dérivant successivement ’expression (36.214). O
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Exemple 36.65.
Sachant la fonction caractéristique de X, nous pouvons calculer les moments. Par exemple

E(X?) = ®%(0). (36.217)
A

Théoréme 36.66.
Si &x = Oy, alors Px = Py.

Notons que cela n’implique pas que X =Y. En effet X et Y peuvent méme étre définis sur des
espaces probabilisés différents.
Dans le cas d’une variable aléatoire vectorielle, nous définissons ®x: RY — R par

Dx(v) = E(e"Y) (36.218)

36.2.15 Fonction génératrice des moments, transformée de Laplace

Soit X une variable aléatoire. Sa transformée de Laplace ou fonction génératrice des
moments est la fonction
Mx(t) = E(et) (36.219)

pour chaque t tel que cette espérance existe.

Théoréme 36.67 ([663]).
Soit X une variable aléatoire réelle et

Ix = {t e R tel que E(eX) existe}. (36.220)
La fonction
Mx:Ix - R
X - (36.221)
t— E(e)

est la transformée de Laplace de X.
(1) Ix est un intervalle contenant 0.

(2) Si Ix n'est pas réduit a {0} alors Mx se développe en série entiére

e¢]
E(X™)
Mx(t) = )] " (36.222)
n=0
(8) Si X etY sont des variables aléatoires indépendantes, alors Ix .y = Ix n Iy et
Mx iy = Mx My (36.223)

sur Ixyy.

Démonstration. Le fait que 0 soit dans Iy est évident : E(1) = 1. Pour montrer que Ix est un
intervalle nous prenons z € Iy et 0 < s < z ou z < s < 0, puis nous montrons que s € Ix. Il faut
remarquer que dans tous les cas,

X <1+ X, (36.224)

En effet soit sX et zX sont tous deux a gauche de zéro et alors ils sont tous deux plus petit que
1; soit ils sont tous deux & droite de 0 et alors e**X > e5X par croissance de I’exponentielle. Nous
avons donc dans tous les cas que

E(esX) = f}R fx(x)eXdr < JR fx(@)(1+€®) =1+ E(e*). (36.225)
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Soit maintenant a > 0 tel que [—a,a] € Ix. Etant donné que e®X < ¢2Xe=X  Despérance
E(e?X]) existe toujours pour |t|. Nous avons
N N
E(X" Xn
My (t) — ( ' Jyn| E(etX -\ —'t"> (36.226a)
n! n!
n=0 n=0
o0
Xn
- E( 3 —'t") (36.226b)
n=N+1
a0
298
<E ( > | (36.226¢)
n=N+1

Maintenant le but est de prendre la limite N — o0 en inversant la limite et I’espérance par le
théoréme de la convergence dominée (14.190). L’intégrale a traiter est

S [tX (W)™
limf > MdP(w). (36.227)
N—o Qp=N+1 n

L’intégrante est uniformément borné (en N) par e!X (@), qui est intégrable par hypothése (choix de
t). Du coup
o0 0
tX (w)|™ tX|"
lim f > %dp(w) —E( lim ) | '| = 0. (36.228)
N—o Qp=N+1 s N—oo n=N+1 s
O

36.2.16 Loi d’une variable aléatoire

La loi de la variable aléatoire X, notée Px est la mesure image de P par X, c’est-a-dire
Px(B) = P(X € B) (36.229)
pour tout borélien B — R?. Note :
P(XeB) = P({w € Q tel que X (w) € B}) = P(Xfl(B)). (36.230)
En particulier Px est une mesure de probabilité sur R¢ parce que
Px(RY) = P(Q) = 1. (36.231)

Si @ est une mesure de probabilité sur R?, nous notons X ~ @Q si Px = Q. Nous disons alors que
« X suit la loi @ ».

La proposition suivante permet de calculer en pratique les intégrales qui définissent par exemple
I’espérance mathématique d’une variable aléatoire.

Proposition 36.68 (Théoréme de transfert[6641]).
Si X est une variable aléatoire, alors

B(foX) = |

F(X@)dPW) = | f(a)dPx(a) (36.232)
Q R4

deés que f: RY — R est telle quune des deux intégrales existe. En particulier, ¢ca marche si f est
borélienne.

En utilisant cette proposition nous trouvons une formule pratique pour ’espérance d’une va-
riable aléatoire réelle :

E(X) = fQ X(w)dP(w) = JR xdPx(x), (36.233)

en vertu de la proposition 36.68 appliquée a la fonction f(z) = =.
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Proposition 36.69.
Une variable aléatoire réelle X est intégrable si et seulement si P(x = +00) =0 et

J |x|dPx (x) < o0. (36.234)
R
Le lien entre la densité fx de la variable aléatoire X et sa loi est

= f Fx(z)dz (36.235)
A

pour tout ensemble mesurable A c R. Le lien entre la mesure de Lebesgue et celle de la loi de X
est alors donné par

dPx(z) = fx(x)dx. (36.236)
En particulier I'espérance de X peut étre calculée a partir de sa densité via la formule
B(X) - f 2dPy (z) = f o fx (2)da. (36.237)
R R

36.2.17 Changement de variables

Théoréme 36.70.

Soit O, un ouvert de R™ et O' un ouvert de R™ ainsi qu’un difféomorphisme C* ¢: O — O'. Soit
X: Q — R™ une variable aléatoire prenant presque surement ses valeurs dans O. St nous supposons
que X a la densité fx, alors la variable aléatoire Y = o(X) accepte la densité fy: O — R donnée
par

fr() = fx (o' )] J-1(v)]. (36.238)

Démonstration. Nous devons vérifier la relation

P(Y € B) = JB fy (v)dv (36.239)

pour tout borélien B < O’. Nous avons

P(Y € B) = f 5(0)dPy (v) (36.2400)
— E(lgoY) (36.240D)
=E((1poy)oX) (36.240c¢)
= J}R (1o p)(u)dPx(u) (36.240d)
- LR (15 0 ) () fx (1) du. (36.240¢)

A ce niveau, nous utilisons la formule de changement de variables du théoréme 14.265. Nous
trouvons alors

P(YeB)= f . 1g(e ' (v)) fx (@71(’0))|J@71(U)’d’l}. (36.241)
O

36.3 Convergence

Définition 36.71.
Soit un espace de probabilité (Q, A, P). Soient des variables aléatoires'® X;: Q — Ru {£o0}. Nous
disons que X; converge presque surement vers la variable aléatoire X et nous notons

X, % (36.242)

10. Définition 12.27 pour la topologie et donc les boréliens sur la droite réelle achevée.
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: P({we Q tel que Xp(w) - X(w)}) =1 (36.243)

ot la convergence X, (w) — X (w) est la convergence usuelle dans R U {£o0}.
Définition 36.72 ([665]).

Nous disons que les variables aléatoires réelles X,, convergent en probabilité vers la variable
aléatoire X si pour tout n > 0, on a

P(|Xn — X[ =n) —0, (36.244)
et on note
X, 5 X. (36.245)

Définition 36.73 (Convergence en loi).
Nous disons que X,, converge vers X en loi vers la variable aléatoire X et nous notons

X, %4 X (36.246)

st pour toute fonction continue et bornée g nous avons

B(s(X,)) — E(9(X)) = | gdPx. (36.247)

Lemme 36.74.
Nous avons X, ©5 X si et seulement si il existe un événement A€ A tel que P(A) = 1 et tel que
Xn(w) = X (w) pour tout w e A.

Lemme 36.75.
Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R u {£o0}, alors

(1) Pour tout n € N, Uapplication

min(X,n): Q@ > R u {+w}

36.248
w — min (X (w), n) ( )
est une variable aléatoire.
(2) Nous avons la convergence presque sure !
min(X,n) 2% X (36.249)

Démonstration. Le fait que min(X,n) soit mesurable est le lemme 14.92. D’ailleurs pour la suite,
nous la notons X,, = min(X,n). Sinon il faudrait écrire des choses comme min(X,n)(w) pour
Xn(w), et ¢a deviendrait compliqué.

Nous allons montrer que pour tout w € €2, nous avons X, (w) — X (w). Ainsi le lemme 36.74
conclura.

Soit w € Q. Si X (w) = o0, alors nous avons X, (w) = n pour tout n et alors X, (w) B0 =
X (w).

Si par contre X (w) < co. Alors en choisissant N > X (w) dans N (lemme 1.372), nous avons
Xpn(w) = X (w) pour tout n = N. Et donc aussi X, (w) — X (w). O

36.76.
Dans certaines textes, la variable aléatoire min(X, n) est notée X A n. Donc le lemme 36.75 s’écrit

Xan2h X (36.250)

Proposition 36.77.
Deuz autres caractérisations de la convergence en loi.

11. Définition 36.71.
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(1) Nous avons Xy, <, X si et seulement si
By, (v) — Bx(v) (36.251)

pour tout v e RY. Iei ®x est la fonction caractéristique de X.

(2) Dans la définition de la convergence en loi nous pouvons indifféremment utiliser les fonctions
continues et bornées, les fonctions continues d support compact ou les fonctions bornées
uniformément continues.

Proposition 36.78.
Les types de convergence sont reliées par les implications suivantes :

presque sure => en probabilité = en loi. (36.252)

La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité, et par conséquent pas non
plus la convergence presque certaine.
Dans le cas particulier d = 1 nous avons quelques critéres supplémentaires.

Proposition 36.79.
Supposons que les variables aléatoires X, soient réelles, et notons Fy, la fonction de répartition de

Xn. Si F(x) — F(x) pour tout x dans l’ensemble des points de continuité de F, alors X, =, X.

Proposition 36.80.
Si les X, sont des variables aléatoires réelles positives, et si X est une variable aléatoire positive,

alors X, 2, X siles transformées de Laplace des fonctions de répartition convergent ponctuelle-
ment, c’est-a-dire si
E(e %) — E(e™*¥) (36.253)

pour tout a = 0.

Proposition 36.81.
Si les X,, et X sont des variables aléatoires réelles discrétes da valeurs dans {xo,z1,...} alors

X, 2, X si et seulement si
P(X,, =x) - P(X = zy) (36.254)

pour tout k € N.

Proposition 36.82 ([650]).
Soient X, et X des variables aléatoires réelles. Nous avons

X, 5 X (36.255)
si et seulement si pour tout t ou Fx est continue,

lim Fy, (t) = Fx(t). (36.256)

n—00

Proposition 36.83 ([650]).

Soit X,, une suite de variables aléatoires Q — R% et a € RY. Si X, Z, a, alors
X, 2 a. (36.257)

Démonstration. Quitte a passer aux composantes, nous pouvons supposer que d = 1. Soit n > 0;
nous savons que 'inégalité |x| > a a pour solution z > a ou < —a. Dans notre cas,

P(|X,—al>n) =P(X,—a>n)+P(X, —a<—n) (36.258a
=P(X,>n+a)+P(X <a—n) (36.258b
=1-PX,<n+a)+PX,<a-1n)—P(X,=a—n) (36.258¢

)
)
)
<1-Fx,(n+a)+ Fx,(a—n) (36.258d)
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ot la majoration est 'oubli du terme P(X,, = a—n), lequel est positif ou nul et Fx, est la fonction
de répartition de X,,, définition 36.61. Nous allons utiliser la proposition 36.82. La fonction de
répartition de la variable aléatoire constante X = a est donnée par

Fu(t) = Pla < t) = Ly oof(t — a). (36.259)

Par conséquent, la convergence en loi X, 2, 4 nous montre que
Fx, (t) = L[t —a) (36.260)
pour tout ¢ # a parce que t = 0 est un point de discontinuité de Lo ,[. Nous avons par conséquent
P(|Xn—al >n) =1—=1jg0(n) + Lpe(—m) =1—14+0=0 (36.261)
parce que i > 0. O

Le lemme de Slutsky sera utilisé en combinaison avec la proposition 36.85 pour calculer des
intervalles de confiance, voir par exemple ce qui se passe autour de I’équation (37.126).

Lemme 36.84 (Slutsky[660]).
Soient X, et'Y, des suites de variables aléatoires réelles telles que

X, % X
p (36.262)
Y, — acR.

Alors (Xp,Yy) =, (X, a).

Démonstration. Etant donné que Y, =, a, nous avons Yy, La par la proposition 36.83. Soit une
fonction f: R? — R?; nous devons prouver que
E(f(Xn,Yy)) = E(f(X,a)). (36.263)
Soit € > 0. Nous avons
B (X Ya) = F(X,0)) < E(If (X, Ya) = F(Xnsa)]) + B(If (Xnya) = F(X,0)]).  (36.264)
La fonction g(t) = f(t,a) étant continue et bornée, la convergence en loi X, Z, X donne

E(|f(Xn,a) — f(X,a)]) — 0. (36.265)

Etudions & présent le premier terme du membre de droite de (36.264). Pour tout n > 0 et toute
variables aléatoires Z et Z' nous avons

E(Z) = E(Z1211<y) + E(Z1)21|2y)- (36.266)
Nous décomposons donc le premier terme de (36.264) en

E(”f(XmYn) — f(Xn, a)H) = E(Hf(Xna Yy) — f(Xa, a)H]l\Yn—a|<n>

(36.267)
+ E(|f(Xn, Ya) = f(Xn, @)Ly, —an)-
Choisissons maintenant une valeur de 7 telle que
((@,y) = (@) <n=|f(z,y) - f@"y) < e (36.268)

Un tel n existe par 'uniforme continuité de f. Dans le premier terme, |Y,, —a| < n, par conséquent

[(Xn,Yn) = (Xn,a)| = Yo —a| <7 (36.269)
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et donc
| (X, Ya) = f(Xn,a)| < e (36.270)

Le premier terme devient donc
E(f(Xn, Ya) = f(Xn, @)Ly, —aj<y) < €E(Ljy,—aj<py) < € (36.271)
parce que E(14) = P(A) < 1. Pour le second terme de (36.267) nous effectuons la majoration
[ £ (X, Yn) = f(Xn, @) < 2] flleo (36.272)
tandis que la convergence Y, L, a entraine

P(|Y, —a| = 7). (36.273)

Proposition 36.85 ([667]).
Soient X; des variables aléatoires telles que

x4 x (36.274)

et h, une fonction mesurable sur l’espace d’arrivée de X;. Soit C' l’ensemble des points de continuité
de h au sens

C = {w e Q tel que h est continue en X;(w)}. (36.275)
Alors si P(X € C') = 1, nous avons
hX;) - h(X). (36.276)

Une conséquence de cette proposition couplée au lemme de Slutsky est le résultat suivant, qui
est donné sous le nom de théoreme de Slutsky sur wikipédia.

Corolaire 36.86.
En reprenant les notations du lemme de Slutsky, si

X, 5 X (36.277a)
Y, £ a, (36.277h)
alors
X, +Y, 5 X +a (36.278a)
XY, % aX (36.278b)
YoX, L a X (36.278¢)
(36.278d)

pouTvy que a Soit inversible.

Lemme 36.87 (Borel-Cantelli).
Soit (Ay) une suite d’événements (avec A, € A pour tout n).

(1) Siy,r o P(Ay) converge, alors
P(Ayis.)=0. (36.279)

(2) Sila somme ), P(Ay) diverge, et si de plus les A; sont indépendants, alors

P(Anis) =1, (36.280)


http://en.wikipedia.org/wiki/Slutsky's_theorem
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La notation P(A, i.s.) signifie « infiniment souvent », c’est-a-dire

P(A,is) =P( (] | 4k) = P(limsup 4,,) (36.281)
NeN k=N

Une facon de paraphraser le lemme de Borel-Cantelli est que nous avons l'alternative

0 si P(A,) < w®
P(limsup 4,,) = { o Lz P(An) (36.282)
1 sinon.
Proposition 36.88.
Soit X,,, une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoires. Si
Y P(|Xn— X[ >n) <o (36.283)
n

pour tout €, alors X, 22 X.

Démonstration. Fixons € et considérons les événements A, = || X, — X|| > e. L’hypothese dit que

DY P(Ane) < 0 (36.284)

et le lemme de Borel-Cantelli implique que
P(limsup | X,, — X| >¢€) =0. (36.285)

Un élément w est dans lim sup A, si il est contenu dans tous les A,,, par conséquent, pour chaque
€ nous avons l’inclusion

{w e Q tel que X, (w) —» X(w)} < Climsup A,. (36.286)
Nous pouvons aller plus loin et écrire
{we Q tel que X, (w) » X(w)} = C{w e Q tel que |X,, — X| > €, Ve > 0}. (36.287)
Or la probabilité de I’ensemble
{we Q tel que | X, — X| > €} (36.288)

est 0 pour chaque ¢, et par conséquent la probabilité du membre de droite de (36.287) est 1. [

Exemple 36.89.
Considérons une suite de 0 et de 1 dans laquelle le 1 arrive avec une probabilité p et le 0 avec une
probabilité 1 — p. Une telle suite est modélisée par une suite de variables aléatoires de Bernoulli
(X1 )nen indépendantes de parametre p.

Question : une telle suite contient elle une infinité de 17 Considérons les événements indépen-
dants A,, = {X,, = 1}. Nous avons

YP(A,) =) P(X,=1) =) p=o0. (36.289)

Par Borel-Cantelli et son expression (36.282), nous avons alors
P(limsup A,) = 1. (36.290)

Donc une infinité d’événements A,, se produisent, et nous avons bien une infinité de 1 dans la suite.
Remarque : dans ce raisonnement nous pouvons considérer une probabilité non constante p,
tant que la série ), p, diverge. A
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Exemple 36.90.
A propos de maximum. La fonction h: R® — R donnée par h(z1,...,2q) = max;{z;} est une
fonction continue. Nous voudrions prouver que si on a une famille (finie en ¢ = 1,...,1) de suites

. , . i) P.S. A~ ..
(en n) variables aléatoires XT(L) — a convergeant toutes vers la méme limite a, alors

M, = max{X®"} 25 4, (36.291)

D’abord si nous avons [ suite numériques (x,(f)), alors la suite
M, = max z(?) (36.292)
(3

converge vers la méme limite. En effet si € > 0 est donné, il suffit de prendre N; I'entier tel que
\Q:S) — a| < € pour tout n > N;. Et ensuite on prend N > max{N;}.
Si maintenant au lieu de suites numériques, nous avons des variables aléatoires, le résultat reste

valable. Nous cherchons & prouver que
P({w € O tel que max{X(w)} — a}) = 1. (36.293)

Par ce que nous venons de dire sur les suites numériques, un élément w n’est pas dans cet ensemble
seulement si il y a un oo pour lequel X,(f) ne converge pas vers a. Or cela, pour chaque ¢ est un
événement de probabilité zéro.

Les w qui ne fonctionneront pas dans I’équation (36.293) sont ceux de la réunion d’un ensemble
fini d’ensembles de probabilité nulle. C’est donc de probabilité nulle. A

36.4 Loi des grands nombres, théoréme central limite

36.4.1 Loi des grands nombres

Lemme 36.91 (Inégalité de Markov[668]).
Soit une variable aléatoire X € LP et € > 0. Nous avons

1
P(|X| =€) < E—TE(|X|’"). (36.294)
Démonstration. Nous avons
B(X]) > f X (w)dP(w) > Jf P — P(X] > o). (36.205)
| X|=e | X|=e

O]

Corolaire 36.92 ([665]).
Soit ¢, une fonction croissante et positive ou nulle sur ['intervalle I. Soit aussi une variable
aléatoire Y: Q — R telle que P(Y € I) = 1. Alors pour tout b€ I tel que ¢(b) > 0 nous avons

PY =2b) < E[j((;)/)] (36.296)
Théoréme 36.93 (Loi forte des grands nombres).
Soit (Xy,) une suite de variables aléatoires réelles
(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) intégrables (c’est-a-dire dans L'),
alors .
% DX B B(X). (36.297)

=1



2386 CHAPITRE 36. VARIABLES ALEATOIRES ET THEORIE DES PROBABILITES

Note : étant donné que les variables aléatoires sont identiquement distribuées, nous avons
évidemment F(X;) = E(X3) = ...

ii Avertissement/question au lecteur !! 36.94
Est-ce que les variables aléatoires doivent vraiment étre réelles ?

Corolaire 36.95.
Si les variables aléatoires réelles X, sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) dans L?
alors
X, 5 B(X). (36.298)

Démonstration. Nous voulons prouver que pour tout n > 0,

P(|Xn — E(X1)| > n) — 0. (36.299)

Remarquons d’abord que les variables aléatoires X,, étant identiquement distribuées, E(X,) =
E(X,) parce que E(X;) = F(X;) pour tout i. L’inégalité de Markov avec r = 2 nous donne

_ _ 1 _ _
P(|X, — E(X,)| > 7) < ?E(\Xn — E(X,)) (36.300a)
1 _
= 5 Var(Xa) (36.300b)
1
= o Var(x) (36.300c)

oil nous avons utilisé la la proposition 36.31 : Var(X,,) = Var(X;)/n. Au final nous avons prouvé
que

- = 1
P(|Xn — E(X,)| > ) Var(X1), (36.301)
qui tend vers zéro lorsque n — 0. O

Proposition 36.96.
Soient X,, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec X, = 0. Nous
acceptons E(X1) = o0, c’est-d-dire que nous relazons la condition X,, € L' par rapport a la loi des
grands nombres.
Alors
X, 25 E(X,) € [0,0]. (36.302)

Démonstration. Si E(X;) < o0, nous sommes dans le cas de la loi des grands nombres. Pour chaque
N € NN nous considérons la suite de variables aléatoires

XN = min(X,, N). (36.303)
(N)

Nous avons évidement X,/ < X,,. Les variables aléatoires X7(1N) étant bornées par NN, elles vérifient
la loi des grands nombres pour chaque N séparément. Par conséquent nous avons pour chaque N
la limite

XN o px M) (36.304)

Nous supposons que E(X7) = o0, par conséquent limy_,o, F(X {N)) = o0. Soit n > 0 et choisissons

N de telle maniere & avoir
EXMy>p+1 (36.305)

La limite (36.304) nous permet de trouver ng tel que pour tout n > ny nous ayons Xﬁ(lN) > 7. Au
final, B B
n< XM < X, (36.306)

ce qui montre que X,, — o0. O
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Exemple 36.97.
La loi des grands nombres justifie la pratique courante d’approximer une grandeur physique par
la moyenne empirique d’un grand nombre de mesures. A

Exemple 36.98.

Citons ici le dernier paragraphe de Le mystére de Marie Roget par Edgar Allan Poe, traduit par

Charles Baudelaire 2.
Rien, par exemple, n’est plus difficile que de convaincre le lecteur non spécialiste que,
si un joueur de dés a amené les six deux fois coup sur coup, ce fait est une raison
suffisante de parier gros que le troisieme coup ne ramenera pas les six. Une opinion
de ce genre est généralement rejetée tout d’abord par l'intelligence. On ne comprend
pas comment les deux coups déja joués, et qui sont maintenant completement enfouis
dans le Passé, peuvent avoir de 'influence sur le coup qui n’existe que dans le Futur.
La chance pour amener les six semble étre précisément ce qu’elle était & n’importe
quel moment, c’est-a-dire soumise seulement a 'influence de tous les coups divers que
peuvent amener les dés. Et c’est 1a une réflexion qui semble si parfaitement évidente,
que tout effort pour la controverser est plus souvent accueilli par un sourire moqueur
que par une condescendance attentive.

Dans le cours de la nouvelle, Edgar Poe cite et utilise la théorie des probabilités avec une justesse
inaccoutumée dans la littérature. Mais dans ce paragraphe final, Poe montre de fagon la plus
formelle qu’il n’a rien compris a la loi des grands nombres. A

36.4.2 Théoréme central limite

Lemme 36.99.
Soit z, — z une suite convergente dans C. Alors

(1 + %”)" e (36.307)

Théoréme 36.100.
Si les variables aléatoires X, sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées de loi parente X,
(2) X1 e L?(Q,A),
alors nous notons X, = 13" X; m = E(X1) et 0 = Var(X1) et nous avons

Xn—E(X):Xn_mﬁ,JV01_ 36.308
oty ol (0,1) ( )

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration dans le cas de variables aléatoires réelles.
La proposition 36.77 dit que la suite X, converge en loi vers X si et seulement si les fonctions
caractéristiques convergent ponctuellement. Nous devons donc prouver, pour chaque '* ¢t € R, que

‘I’Sn*% (t) = @ 0,1)(t) (36.309)

Supposons dans un premier temps que E(X;) = 0 et 0(X;) = 1. Dans ce cas nous considérons la

12. Disponible sur https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Mystére_de_Marie_Roget
13. Chuck Norris peut vraiment le faire pour chaque t € R
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fonction
B, = B V7 D1 ) (36.310a)
Jn
=[] B (36.310b)
k=1
= t
~[[ex <> (36.310¢)
Pk vn
t n
— Dy, (\/ﬁ> (36.310d)

Cette quantité est a priori complexe; nous ne pouvons donc pas immédiatement passer au loga-
rithme. Nous pouvons par contre utiliser un développement en puissances de ¢ en nous servant de
la proposition 36.64 et de ’hypothése comme quoi X; € L? :

2

By, (1) = B, (0) + By, (0}t + By, (0)% +a()? (36.311)

ol « est une fonction qui a la propriété lim, o a(z) = 0.
En utilisant les hypotheses et la formule de dérivation de la fonction caractéristique,

Py, (0)=1 (36.312a)
,(0) = E((iX)) =0 (36.312b)
%, (0) = B(—X?) = — Var(X;) = —1. (36.312¢)
Nous avons donc ) )
t 142t t
Px, () =l-5—+—a <> (36.313)
/n 2n  n \W/n

eR cC

de telle sorte que, en considérant une valeur fixée de ¢,

s, (1) = (1 - W) (36.314)

vn n

olt 3, = t?a(t/y/n). Nous avons bien entendu lim,, . 3, = 0.
Nous pouvons appliquer le lemme 36.99 pour obtenir la limite
. _ 22
Jim. Q%(t) =e . (36.315)
La convergence (36.309) est par conséquent prouvée dans le cas ou E(X;) = 0 et Var(X;) = 1.

Considérons maintenant des variables aléatoires avec F(X;) = m et Var(X;) = 2. Elles peuvent
étre écrites sous la forme

Xi=o0X;+m (36.316)
ou X/ est d’espérance nulle et de variance un. Nous avons alors
n
Sp =0 Y X] +nm, (36.317)
i=1
et g g
En BB _ Zn (36.318)

oV n

ou S}, = >, X!. L’étude de la variable aléatoire

S, —nm
o\/n

revient donc a celle de S}, /4/n qui vient d’étre effectuée. O

(36.319)
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36.101.

A propos du théoréme central limite 36.100. Si pour une certaine variable aléatoire X on a E (X) =
m, alors nous n’avons pas forcément P(X = m + a) = P(X = m — a). Est-ce que le théoréme
central limite permet cependant d’affirmer que dans un certaine mesure nous avons

P(X,=m+a)=P(X,=m—a) (36.320)

lorsque n est grand ?

Tel quelle, 'équation (36.320) est en général fausse pour chaque n parce qu’il existe des dis-
tributions non symétriques. Mais bien entendu les deux membres tendent vers zéro pour n — 0.
Mais cela n’est pas lié a la symétrie de la distribution gaussienne. C’est seulement le fait que la
gaussienne n’a pas de masses ponctuelles.

Par contre, il y a effectivement une assurance de symétrie pour X,, lorsque n — 0. Le fait est

que X, Z, X ott X est une gaussienne. La fonction de répartition de X est continue partout et
la proposition 36.82 nous dit que pour tout x € R,

lim Fy, (z) = Fx(t). (36.321)

Vu que le nombre P ()_(n € B(m + a, 6)) peut étre exprimé avec des sommes et différences Fx, ,
nous avons

lim P(X, € B(m +a,d)) = P(X € B(m + a,d)). (36.322)
n—
Par symétrie de la gaussienne le membre de droite est égal a P(X € B(m — a, 6)) et nous avons
bien
lim P(X, € B(m +a,0)) = lim P(X, € B(m —a,9)). (36.323)

Remarque 36.102.
Le théoréme central limite s’applique quelle que soit la distribution des variables aléatoires X; (dans
les limites de hypotheses) ; en particulier il ne dit rien sur la moyenne des X;. Il dit seulement que
I’écart de la moyenne « mesurée » a la moyenne « théorique » est une variable aléatoire gaussienne
si on a mesuré assez de fois.

Autrement dit, si la durée d’attente a la poste est de 5 minutes, et si j’y vais 2000 fois, alors
la probabilité que ma moyenne d’attente soit de 4 minutes est la méme que la probabilité qu’elle
soit de 6 minutes '

ii Avertissement/question a la lectrice !! 36.103
La remarque 36.102 est une interprétation personnelle. J'aimerais avoir l'avis de quelqu’un de plus
compétent.

Remarque 36.104.

Nous pouvons obtenir la limite (36.315) d’une fagon alternative. Nous considérons la détermination
du logarithme complexe sur C\R™; cela est une fonction analytique (théoréme 26.71) vérifiant
I’équation

=2z (36.324)

pour tout z € C\R™~ et le développement
= "
n(l+ z) E 1ntiz (36.325)

En particulier, In(1 + z) = z + za(z) ou lim,_,g a(z) = 0. Nous reprenons a I’équation (36.314) en

14. Et en 'occurrence, cette probabilité est nulle parce qu’on est en train de parler de variable aléatoire continue,
mais vous voyez 'idée.
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fixant t. Nous avons

D, (t) =exp|In(Ps, (¢ 36.326a
50 = exp | 1n (85, (0)| (36.3260)
- e p
—exp|nhn |1+ —2—" (36.326b)
n
[ 2 £ 2 B,
=exp | =5 — Bn+ (- 5" Bn)a — | (36.326¢)
A la limite n — 0 nous tombons sur e /2.
Remarque 36.105.
Etant donné que la variable aléatoire
S, —nm

= (36.327)

converge en loi vers .4(0, 1), nous avons la convergence des fonctions de répartition partout ou la
fonction de répartition de la normale est continue '° (donc sur tout R). En particulier,

S, —nm z 1 2
P22 ——<z)— Y24y - 0. 36.328
P ) [ e (30329

Nous avons la borne de Berry-Esséen qui donne une estimation de la vitesse de convergence : si
X e L3, alors il existe une constante C, indépendante de z, des X; et de n telle que

Sy — | X
‘P <” T < :c) —f e—yzﬂdy‘ <552 (36.329)
o\/n —o V2T o3\/n

ol s =F (|X1 — m|3) est le moment d’ordre 3 de X. La chose a retenir est que la convergence est
a la vitesse de 1/4/n.

En dimension d > 1, nous avons encore un théoréme central limite.

Théoréeme 36.106.
Sid> 1, et si nous avons des variables aléatoires X,, d valeurs dans R¢ avec
(1) les X,, sont indépendantes et identiquement distribuées
(2) les X, sont dans L?.
Alors nous notons X1 = (Xfl), . ,X{d)). Nous avons
Sp —nm

NG

ot X3 est ma matrice de covariance du vecteur aléatoire Xq :

<, ¥(0,%) (36.330)

(1), X (Y

= (Cov(Xy ), (36.331)

36.4.3 Marche aléatoire

Nous considérons un mobile qui se déplace sur I'axe Z. A chaque pas de temps, nous supposons
qu’il va faire un pas a gauche avec une probabilité p et un pas a droite avec une probabilité (1 —p).
Nous nous demandons quel est le mouvement du mobile sur le long terme.

La position S, du mobile a I'instant n est donnée par

Sn = > Xi (36.332)
=1

15. Proposition 36.82.
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ou X; est le pas effectué a l'instant ¢. Ce sont des variables de Bernoulli indépendantes avec

X, Zpo_i1+ (1—p)dy (36.333)

c’est-a-dire
P(Xi=-1)=p (36.334a)
P(X;i=1)=1-p. (36.334b)

Ces variables vérifient les hypotheéses de la loi des grands nombres :
(1) elles sont indépendantes et identiquement distribuées,
(2) elles sont intégrables.

Pour le second point, le calcul est

[ xiar = [ latdrs = [ leltpss + @ -p)s) = 11—l + ol = 1. (36.335)
Q R R

Nous avons par conséquent

n
Xn == X; 2% E(Xy) = (1—2p) (36.336)
i=1
et
S
— — (1 —2p). (36.337)
n
Si p # 1/2 nous pouvons conclure que
(1) si p > 1/2, alors S, 25 —0
(2) sip < 1/2, alors S, £% 0.
De plus nous connaissons la vitesse de divergence : elle est linéaire. Le mobile suit essentiellement

I’équation p(n) = (1 — 2p)n.

Remarque 36.107.
Cela ne traite pas le cas p = 1/2. Dans ce cas, nous pouvons simplement dire que S,, = o(n).

36.5 Les lois usuelles

36.5.1 Loi de Bernoulli

Une expérience de Bernoulli consiste a tirer au hasard un 0 ou un 1 avec une probabilité p de
tomber sur 1 et 1 — p de tomber sur zéro. Il s’agit donc d’une expérience qui réussit ou qui rate.

Le cas typique est une urne avec des boules indiscernables blanches ou noires. La probabilité p
est la proportion de blanches dans I'urne (avec remise entre les tirages). Dans ce cas, nous avons
I’espace de probabilité (€2, .4, P) ou 2 représente I'ensemble des boules, A est 'ensemble des parties
de Q) et P est I’équiprobabilité sur 2. Une variable aléatoire est une application

X:Q—{0,1}
(36.338)
w — couleur de la boule w.
Nous notons #(1,p) la loi de Bernoulli. Elle a une expression trés simple :
200,1)({1}) =p (36.339)
2(0,1)({0}) =1—p (36.339b)

Une variable aléatoire réelle est de Bernoulli de parametre p (0 < p < 1) si

X:0->R (36.340)
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avec P(x = 1) =pet P(X =0) =1 — p. En tant que mesure sur R, nous avons
Px =pd1 + (1 — p)&o. (36.341)

Une fonction h qui réalise le supremum de la formule (14.430) est par exemple une fonction en
escalier qui vaut en x le plus petit entier plus grand ou égal a x. L’espérance d’une loi de Bernoulli
est alors

E(z) =p. (36.342)

Etant donné que la variable aléatoire X prend seulement les valeurs 0 et 1, nous avons pour tout
ensemble mesurable B

Pyx2(B) = P(X*e B) = P(X € B), (36.343)
et par conséquent Py2 = Py et E(X?) = E(X). Nous trouvons donc la variance
Var(X) = B(X?) - E(X)?=p—p* = p(1 — p). (36.344)

36.5.2 Loi binomiale

Une expérience binomiale consiste a répéter n expériences de Bernoulli de parametre p et de
compter le nombre de réussites. Une telle expérience peut étre réalisée selon la procédure suivante.

Soit une urne contenant N boules dont une proportion p de 1 et 1 — p de 0. Une expérience
binomiale de parametres n et p consistera a prendre n boules avec remise et a compter le nombre
de 1 obtenus.

En termes d’espaces probabilisé, nous avons €2 qui est I’ensemble des tuples de taille n a valeurs
dans {0, 1}, la tribu A est 'ensemble des parties de €2, et la probabilité P est ’équiprobabilité :

1
Plw) = — .34
(w) n (36.345)
si il y a N boules dans I'urne. Nous construisons alors la variable aléatoire
X(w) =) w; (36.346)
i=1

ou w est une suite de taille n de 0 et de 1.

Calculons P(X = k). Il s’agit de considérer tous les sous-ensembles de taille n de €2 contenant
exactement k fois 1. Il y a (Z) maniere de décider lesquelles des n boules seront blanches. Ensuite,
chaque boule blanche peut étre choisie parmi les m boules disponibles, et chaque boule noire peut
étre choisie parmi les (N — m) disponibles. Nous avons donc

n mk - m n—=k
P(X — k) <k> (v — iy (36.347)

En effet la mesure de probabilité sur 2 est la mesure de comptage renormalisée par le cardinal de
Q qui vaut N™. Etant donné que p = m/N, nous transformons facilement (36.347) en

P(X = k) = <”)pk(1 —p)yn (36.348)

Une variable aléatoire de loi binomiale étant une somme de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes, espérance '0 et la variance " s’obtiennent en sommant les espérances et variances
termes a terme :

E(X)=np (36.349)
et
Var(X) = Z Var(X;) = np(1 — p) (36.350)

en vertu de (36.344).
La loi binomiale lorsque p = 0.7 et n = 10.

16. Valable méme sans indépendance, proposition 36.29
17. Lemme 36.23.
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d °
Py PY [ ] I I I I I I I >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
36.5.3 Loi multinomiale
La loi multinomiale .# (n; k;p1, ..., px) consiste a effectuer n épreuves d’une démarche aléatoire
qui peut avoir k issues différentes avec probabilités pq, . .., pr. Les variables aléatoires multinomiales
sont IV; avec les contraintes
k
dINi=n (36.351a)
i=1
k
dipi=1. (36.351b)
i=1
La fonction de probabilité multinomiale est
n! - i
P(N1 :nl,...,Nk :nk) = ﬁpl <Pk (36352)
nil...ng!

Chacune des N; est une binomiale de probabilité p;.

36.5.4 Loi géométrique

Soit (X,,) une suite indépendante et identiquement distribuée de lois de Bernoulli de parametre
p. Alors la variable aléatoire
Z =inf{n > 1 tel que X,, = 1} (36.353)

est une loi géométrique de parametre p.
La loi géométrique compte donc le nombre d’expériences de Bernoulli a effectuer avant que le
premier succes soit au rendez-vous. Nous avons

P(Z=k)=P(Xp=1)P(X1,...,Xp_1=0)=p(l —p)*! (36.354)

La loi géométrique de parametre p = 0.2.

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Note : si p est trop grand, on ne voit vite plus rien parce que la probabilité d’attendre longtemps
est vite tres faible.
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36.5.5 Loi de Poisson

Une variable aléatoire Z suit une loi de Poisson de parametre A, notée &?(\) si

ey

P(Z=k) =7,

(36.355)

pour tout k € N.

La loi de Poisson est une loi de probabilité discrete qui décrit le comportement du nombre
d’événements se produisant dans un laps de temps fixé, si ces événements se produisent avec une
fréquence moyenne connue et indépendamment du temps écoulé depuis I’évenement précédent.

Si un événement se produit en moyenne p fois par seconde, la probabilité d’observer 1I’événement
k fois durant n secondes est donnée par P(Z = k) ou Z est une loi de Poisson de parameétre A = pn.

Théoréme 36.108 (wikipedia).
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Poisson sont \ :

EX)=\ (36.356a)
Var(X) = . (36.356Db)
La loi de Poisson de parametre A = 2.
[} [ )
L)
®
[ ]
[ ]

% % % % % * . » *——
1 2 3 4 5 6 7 8 9

36.5.6 Loi exponentielle

La loi de exponentielle représente le temps qu'’il faut attendre pour qu'une particule se désin-
tegre si elle a en permanence une probabilité '® \dt de se désintégrer entre ¢ et ¢ + dt. L’espérance
est donc 1/\.

Il se passe donc en moyenne \ événements par seconde. La proposition 36.115 nous montrera
que le nombre d’événements se produisant en une seconde suit une loi de Poisson de parameétre .

Plus formellement, la loi exponentielle de parametre A, notée & () est la loi de densité

Ae ™ siz >0
fx:ze {Oe o (36.357)

sinon.

Densité de la loi exponentielle de parametre A = 2.

18. Etant donné que A n'est pas limité 3 1, en réalité ce n'est pas une probabilité. Je suis preneur d'une bonne
interprétation physique de ce parametre.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Proposition 36.109.
Si X ~ &(N), alors la fonction de répartition de X est donnée par

1— -\ . > 0
F(z) = P(X <x) = { ‘ e (36.358)
0 Sinon.
La fonction caractéristique est donnée par
, A
E(e™) = : 36.359
(%) = 2 (36.359)
L’espérance et la variance sont données par
1
1 (36.360)
Var(X) = 2
Démonstration. Pour la fonction caractéristique,
o0
E(etX) = f elm)\ef)‘zl[o’oo[(a:)dx (36.361a)
—o |
= )\J (A g (36.361b)
0
(= A+it) e=A
= 1 - )
dm | —— (36.361c)
=0
eA(itf)\) 1
= li — . 36.361d
ABR it — N it—A ( )
Le premier terme est nul parce que si on prend la norme,
A(=M+it) —MA
e e
= — 0. 36.362
A+t lit — | ( )
En ce qui concerne ’espérance nous faisons le calcul suivant :
1
E(X) = J zfx(z)dr = A f e Ndr = < (36.363)
R R+ )\
Pour la variance, nous utilisons la formule (36.60). Nous avons
®© 2
E(X?) =f 2 fx(x) = J e M = = (36.364)
R 0 A
Donc Var(X) = E(X?) — E(X)? = 35. O
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La loi exponentielle est une loi sans mémoire en ce sens que
P(X >z+y|lX >y)=P(X > z). (36.365)

En effet nous utilisons la regle de la probabilité conditionnelle

P(A|B) = P(If(;)B). (36.366)
Ici,
PX>z+ylX>y) = PX>a+y) = e\, (36.367)

P(X > y)
La proposition suivante montre que la loi exponentielle est a peu pres la seule a étre sans mémoire.
D’ou son importance dans 1’étude des machines dont les pieces ne subissent pas d’usure.

Proposition 36.110.
Soit X, une variable aléatoire admettant une densité continue f par rapport d la mesure de Le-
besgue. Si elle est sans mémoire, alors elle est exponentielle.

Démonstration. Nous posons ¢(z) = P(X > x). Cela est la fonction de répartition de X (a part
que cette derniére est 1 — ¢(x) mais c’est pas grave), et est donnée par

o(z) =1 — L " Fyt. (36.368)

Cette derniére intégrale vérifie les hypotheéses du théoreme 36.110, de telle sorte que ¢ soit une
fonction dérivable et ¢'(z) = f(x).

D’autre part en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle la propriété de ne pas
avoir de mémoire donne

el +y) = p(x)e(y) (36.369)
et de plus ¢(0) = 0. Calculons la dérivée de ¢ :
. plx+e) —oplx . ple)—1
&) = tim PO 1y PO (0, (36.370)

Donc ¢ vérifie I’équation différentielle de I’exponentielle.

Exemple 36.111.

Une machine a une durée de vie représentée par une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parametre \. Soit Ty la variable aléatoire qui représente la temps de vie restant sachant que
la machine a déja vécu un temps y. Nous voulons trouver la fonction de répartition de T},. Nous
avons

P(T,>z)=P(X >z+y|X >y) = P(X >z) =7, (36.371)
Dans ce cas, la loi de T}, ne dépend pas de y. Cela signifie que la machine ne vieilli pas et surtout
que le modele n’est pas réaliste. A
Proposition 36.112.
Si X ~ &N etY ~ &(u) sont indépendantes, alors
(1) P(X <Y) =2

= X
(2) P(X >Y) = 54
(3) P(X=Y)=0

(4) min(X,Y) ~ &(A + p).

De plus les variables aléatoires exponentielles ont une propriété d’absence de mémoire :

P(X>t+s/X>5) =PX>t)=e". (36.372)
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Démonstration. Etant donné que X et Y sont indépendantes, la densité conjointe est le produit
des densités (36.20). Nous avons donc

P(X>Y)= f e e M dady (36.373)
D

ot D est le domaine D = {(z,y) € R? tel que z,y > 0,2 > y}. Nous avons donc

— ” ’ Az —py — _H

P(X >Y) )\,ufo d:rjo dye e N (36.374)
sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: f(x,y)=exp(-a*x)*exp(-b*y)
sage: assume(a>0)
sage: assume(b>0)
sage: a*b*f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,00)
(x, y) |-=> a*b/(a"2 + axb)

Pour trouver la loi de min(X,Y’), nous écrivons

P(min(X,Y)>t) = P(X >t,Y > t) (36.375a)
=P(X >t)P(Y > t) par indépendance (36.375b)
= (1-Fx(t) (1 - Fy (1)) (36.375¢)
= et () (36.375d)
=1— Fy(t) (36.375¢)

onZ ~EN+p). O

36.5.7 Approximation de la binomiale par une Poisson

Proposition 36.113.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires avec X, ~ HB(n,py,) telle que np, converge vers une

constante X > 0. Alors X,, —> P(N).

Démonstration. Commencons par écrire la loi binomiale sous une forme plus adaptée au passage
a la limite :

P(X = k) = (Z)pk(l —pye= M D 2R gyt (36.376)

Le produit au numérateur contient k termes dans lesquels nous mettons n en évidence. Nous

trouvons . . ) .
n, 1—2)(1—2)...(1—=%=
Lorsque nous passons & la limite, tous les facteurs du type 1—I/n tendent vers 1 ainsi que (1—p,) 7.

Les facteurs dont la limite n’est pas 1 sont donc

(npn)k

P(Xn = k) ~——(1 —pn)". (36.378)
Nous avons npan
. n __ . o 7’]7, _ 7A
Tim (1 - p,)" = lim (1 £ ) —— (36.379)

La theése est alors obtenue en remettant les morceaux ensemble. O
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Exemple 36.114.
Considérons un serveur informatique qui recoit des requétes. Toutes les 1073 s il recoit une requéte
avec une probabilité p = 0.05. La variable aléatoire qui consiste a donner le nombre de requétes
effectivement effectuées en une seconde suit une loi binomiale £7(1000, p).

Déterminons la probabilité que le serveur regoive 20 requétes en une seconde. Nous approximons
2(1000,0.05) par Z(50), et la réponse est

50507 7
TN —— 7 - 107" .
201 710 (36.380)
AN
36.5.8 Loi de Poisson et loi exponentielle
Soient X1,...,X,, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi exponentielle de para-

metre A. En utilisant le produit de convolution, nous pouvons trouver la fonction de densité de la
somme (voir point 36.2.3). Commencons avec deux variables aléatoires X et Y. Les densités sont

fx(@) = Lpsgre ™ (36.381a)
fr () = Lpsgre Y, (36.381b)
et la densité conjointe est alors

fX+y((E) = f ]l[x,tzg]/\ef)\(xit)]l[tzo])\ef)\tdt (36.382&)

R
= A%Mf 1dt (36.382b)

0

— x\%e 7, (36.382¢)

Par récurrence si S = X1 + - - - + X,, nous trouvons
fs(z) = a™" IAme=e, (36.383)

Proposition 36.115 ([669]).
Soit (T )ken une suite de variables aléatoires indépendantes de loi &(N). Nous considérons la
variable aléatoire Sy, = Y, | X; et pour chaque t € R* nous considérons

Ny = max{n > 1 tel que ZT (36.384)
=1

Alors Ny ~ P(At).

Démonstration. Ce que nous devons calculer est

P(Ny =k) = P(S, <t < Sp41). (36.385)
Nous introduisons la variable aléatoire V,,—1 = (X71,..., X, 41) ainsi que ’ensemble
Aprr={zeR"™ telque zy + -+, <t < @1+ + Ty + Tpgr - (36.386)

Le probléme est donc de calculer

P(Sy << Spst) = P(Vis1 € A7) = f @) (36.387)

n+1

ot AF 41 est la partie de A, 1 dans laquelle z; > 0 pour tout i et f,,1 est la fonction de densité
conjointe des variables aléatoires X;. Nous effectuons le changement de variables

o= (36.3884)
i<k

Tp = Sk — Sk_1 (36.388Db)
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dont le déterminant vaut 1. D’autre part par indépendance des variables aléatoires X;, la fonction
de partition jointe f, 11 s’exprime sous la forme

far1(@1, . mnr1) = fxy (1) - X (Tna) (36.389a)
= Arlem Al ten ) (36.389b)
— \FlemAsnar, (36.389c¢)

En ce qui concerne les bornes de I'intégrale dans les variables s;, nous voulons que tous les z; soient
positifs, par conséquent s; = 0 et ensuite I’équation xp = sp — sp_1 demande s; > si_1. Les bornes
sont donc données par I’ensemble

0< 51 <89 <... <oy <t<snil, (36.390)
c'est-a-dire By, x |t, 0] ou
n=1{(s51,...,5,) tel que 0 < 51 < s9<...< s, <t (36.391)

Le théoréme de Fubini nous permet de décomposer l'intégrale :

n X ]t,00(
o0
— \ntl (J dsy . ..dsn> (J 6)‘8”+1d8n+1) (36.392b)
n t
IR AT
_ )\ne—)\t VO](Bn) (36392C)

ou Vol(B,,) est le volume de B,, qui reste & calculer. L’ensemble C™ = [0,¢]" se décompose en
cellules disjointes (a ensemble de mesure nulle pres) de la forme

Co ={0 < 8501) < 85(2) < - < Sg(n) St} (36.393)
pour chaque permutation o € S,,. Il y a exactement n! telles cellules dans C™. Par conséquent
= Vol(C") = n! Vol(C,) = n! Vol(By,) (36.394)
et Vol(B,) = %n, Finalement nous avons

(A" —(n),

P(ny =n) = P(Sp St < Spe1) = = 7=

(36.395)

O]

36.5.9 Loi normale

La loi normale de paramétres m et o > 0, notée .4 (m,c?) est la loi donnée par la densité

1 1 /z—m\?
= — —= . 36.396
(@) ame’q’[ (5 )] (36.396)
Proposition 36.116.

Si la variable aléatoire réelle X suit une loi normale A (m,o?), alors nous avons E(X) = m et
Var(X) = o2.

Démonstration. L’espérance d’une variable aléatoire se calcule a partir de la formule (36.237) :

B(X) = a\/ﬂ xexp[ (x;mf] d (36.397a)

ou + m)e /2 (36.397D)

K
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ot nous avons effectué le changement de variable u = (x —m)/o. Nous utilisons ensuite I'intégrale
remarquable

f e 2y = /2. (36.398)
R

En ce qui concerne la variance, nous avons le méme genre de calculs. O

La loi normale réduite est la densité

1 —I2/2
T) = T) = e : 36.399
7( ) 70,1( ) m ( )
La variable aléatoire X suit la loi .4 (m, o?) si et seulement si la variable aléatoire Z = @ suit
la loi normale réduite .47(0,1).
Proposition 36.117.
La fonction caractéristique de la distribution normale A (m,o?) est
o?t?
Dy (m,02)(t) = exp <itm - 2) : (36.400)
Démonstration. En suivant la formule (36.209), l'intégrale a calculer est
1 : z—m )2
N f etre=3 (%) gz, (36.401)
’ oV 2T JRr

Nous reconnaissons une transformée de Fourier. Afin de la calculer sans encombres, nous passons
par les fonctions intermédiaires suivantes :

glw) = 3
h(z) =g (g) (36.402)
k(z) = h(x — m)

La fonction caractéristique que nous cherchons est ﬁk(t) Les formules liées & la transformée
de Fourier nous donnent

k(t) = h(t)et™ (36.403a)

h(t) = og(ot) (36.403b)

g(t) = f e~1Te™37" dp = /2me /2. (36.403c)
R

Attention : I'intégrale & calculer est une transformée de Fourier inverse, d’ou la formule (36.403a)
qui a un signe de différence avec la formule usuelle. En recombinant toutes ces expressions nous

trouvons b
Dy (mory =€ 7 L2, (36.404)

ce qu’il nous fallait. O
Exemple 36.118.

Une espérance qui sert de temps en temps est celle de X = e#Z lorsque Z ~ 4(0,1). Elle se
calcule en remarquant que 2% — 28z = (z — 3)? — 52, donc

1
B(eP?) = - J BT o—7%/2 g0, (36.405a)
T JRrR
_ \/; J o3 @=5) 522 (36.405b)
™ JR
52 . A
_ 36.405
\/ﬂ e Y ( C)
_ P (36.405d)

A
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36.5.10 Vecteurs gaussiens

Source : [359, 670].

Définition 36.119.

Un vecteur aléatoire X : Q — R? est un vecteur gaussien si toutes les combinaisons linéaires
de ses composantes sont des variables aléatoires normales. En d’autres termes, X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur u, la variable aléatoire u - X est gaussienne.

Le vecteur moyenne d’'un vecteur gaussien est E(X) = (E(X1),..., E(X,)) et sa matrice de
variance-covariance est la matrice
Kx = Var(X) = E[(X ~E(X)® (X — E(X))] (36.406)

ou l'opération ® est celle introduite autour de I’équation (11.444). Cela n’est rien d’autre que la
matrice de covariance de la variable aléatoire X : Q — R

Lemme 36.120.
Si les variables aléatoires réelles X1, ..., X, sont des variables aléatoires réelles gaussiennes indé-
pendantes, alors le vecteur X = (X1,...,X,,) est un vecteur gaussien.

Démonstration. Nous devons montrer que si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes, alors X +Y est encore gaussienne. L’indépendance nous assure les égalités suivantes
pour la fonction caractéristique :

Dx,y(t) = E(e"™) = B(eX) B (). (36.407)

Dans le cas ou X et Y sont gaussiens nous trouvons

242 2,42 2 242
o1t o5t o1 +o3)t
Oxy(t) =exp <z’m1t — 12) exp <im2t — 22) = exp ( (my1 4+ mao)t — (122)
(36.408)
Etant donné que la loi d’une variable aléatoire est entierement déterminée par sa fonction carac-
téristique (théoréme 36.66), nous déduisons que X + Y est une normale de moyenne mj + my et
de variance o = o} + 03. O

Proposition 36.121.
La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien est donnée par

1
Dy (u) = exp (zu - E(X) - Ju KXU> (36.409)
ot Kx est la matrice de covariance de X.

Démonstration. Nous considérons la variable aléatoire réelle gaussienne v - X. Son espérance m =
E(u - X)=wu - E(X). Nous commencgons par établir la formule suivante :

wWKxu=1u - Kxu= E[([X ~ B(X)] - u)Z]. (36.410)
Utilisant la linéarité de ’espérance,
D E(Ap)upw = )| E(Apupw), (36.411)
kl kl

nous trouvons

36.412a

36.412b

:—|
><

~—

[}

~—

—~

\0: -
<

~
N—

—~ —

36.412c¢

\/
~—~
r—|
—~
=
[
S
~—
N——
—
~— ~ ~ ~—

36.412d
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N—
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~~
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Par la linéarité du produit scalaire et de I’espérance,
[X—-EX)] u=u-X—-FEu-X), (36.413)
ce qui nous ramene a la variable aléatoire u - X. Nous avons alors

Kx(u,u) = E [([X —B(X)] - u)2] — Var(u - X). (36.414a)

Nous avons donc obtenu une forme pour la variance de la variable aléatoire u - X. Etant donné
que u - X est gaussienne de moyenne m = u - E(X) et de variance 02 = Kx (u,u), nous avons

1
D, - x(t) = exp (itm — 50%2). (36.415)
Par ailleurs nous avons ®x(u) = ¢, - x (1) parce que
Dy(u) = B(e™ X)) =&, - x(1). (36.416)

En utilisant la forme (36.415) pour ®,, - x nous trouvons

Px(u) =D, - x(1) = exp (im — %02) = exp (ZE(’U, - X)) — %u - KXu). (36.417)

O
Théoréme 36.122.

Soit X = (X1,...,Xq), un vecteur gaussien. Les composantes sont indépendantes si et seulement
st elles sont non corrélées.

Démonstration. Nous savons que les variables aléatoires indépendantes sont non corrélées. Nous
devons donc surtout prouver le contraire. Le fait que les variables aléatoires X; soient non corrélées
signifie que la matrice de covariance est

Ky = (36.418)

ot 02 = Var(Xy). Notons my = F(Xy). Si u € RY, nous avons en vertu de la proposition 36.121
que

1
Oy (u) = exp (i(ulml oot ugma) = (ot + o+ o—gug)) (36.419a)
1 1
= exp (iugmy — iafu%) ...exp (tugmg — §a§u3) (36.419b)
= CI)Xl (ul) PN (I)Xd (ud) (364190)

Les variables aléatoires X; sont donc indépendantes parce que la fonction caractéristique se facto-
rise. O

Exemple 36.123.
Nous donnons a présent un exemple de deux variables aléatoires gaussiennes qui ne forment pas un
vecteur gaussien. Pour ce faire nous devons chercher des variables aléatoires non indépendantes.
Soit Y ~ 47(0,1) et € une variable aléatoire (indépendante de V) donnée par P(e = —1) = 3,
P(e = 1) = £. Nous considérons le vecteur (Y, €Y).

D’abord montrons que €Y est une variable aléatoire gaussienne. Soit A un borélien de R. Nous
avons

P(eY € A) = P(e=—-1,Y € A) + P(e = —1,—Y € A). (36.420)
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Par indépendance et par symétrie de Y ' nous trouvons

P(eY € A) = Ple = 1)P(Y € A) + P(e = —1)P(—Y € A) (36.421a)
- %P(Y e A) + %P(—Y e A) (36.421D)
_ P(Y € A). (36.421¢)

Nous avons donc Y ~ €Y, et donc €Y est gaussienne.
En ce qui concerne la covariance, nous savons que E(Y) = E(e) = 0, donc

Cov(Y,eY) = E(Y - €Y) = E(eY?) = E(e)E(Y?) = 0. (36.422)

Note : E(Y?) = 1.

Les variables aléatoires Y et €Y ne sont pas indépendantes. En effet si elles ’étaient, Y serait
aussi indépendante de (¢Y)? = Y2, alors que Y et Y2 ne sont pas indépendantes. Donc X = (Y, €Y)
n’est pas un vecteur gaussien. A

Théoréme 36.124 ([359]).
Soit m e R? et K € M(d, R) une matrice symétrique et positive. Alors il existe un vecteur gaussien
de moyenne m et de matrice de covariance K.

Démonstration. Nous effectuons la preuve avec m = 0. Nous choisissons ’espace probabilisé
(Q,A) = (R", Bor(R")) ou r est le rang de K muni de la probabilité de densité

1 1, 9
) = Gy o (= ll?). (36.423)
Nous considérons la variable aléatoire
Yo: Q- R"
(36.424)
U —> U.

C’est une variable aléatoire gaussienne de loi Py, = yAq ou A4 est la mesure de Lebesgue sur
R?. Sa densité (36.423) s’écrit comme le produit de r gaussiennes indépendantes ; sa matrice de
covariance est donc 1,x,.

Etant donné que K est symétrique et positive, il existe une matrice d x r telle que K = AA?.
Pour voir cela, remarquons qu’il existe une matrice d x d qui fait le travail. En effet K se diagonalise
par une orthogonale (théoreme 9.212) :

K = ADA' = AVDVDA! (36.425)

ot D est une matrice diagonale contenant d — r zéros et /D est la matrice que I'on imagine. Donc
la matrice L = Av/D est une matrice telle que LL! = K. Maintenant, étant donné que les d — r
dernieres lignes de D sont vides, les d — r dernieres lignes de L n’ont pas d’importance et peuvent
étre choisies nulles, voire méme ne pas exister. La matrice A € Mgy, g qui réalise AA" = K est la
« troncature » de L a ses r premieres lignes.

Nous considérons la variable aléatoire Y = AYy: Q — R?. Etant donné que AY) est une
transformation linéaire d’un vecteur gaussien, c’est un vecteur gaussien. Nous avons encore m(Y’) =
0 et

Var(Y) = E(Y @Y) = E((AY)) ® (AYy)) = AE(Yo @ Yp)A' = AA' = K (36.426)

parce que E(Yp®Yp) = 1. Nous avons utilisé les formules du produit tensoriel introduit en (11.444),
et en particulier la formule (11.447). O

Lorsqu’une matrice symétrique et positive K est donné, nous avons créé un vecteur gaussien de
covariance K en créant X = AY ou Y est le vecteur gaussien « le plus simple » et ou A est donné
par AA" = K. La proposition suivante montre I'inverse : un vecteur gaussien X peut se réduire

19. C’est-a-dire que P(Y € A) = P(Y € —A) = P(—Y € A).
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au vecteur gaussien « le plus simple » en utilisant la transformation ¥ = A7'X ou A est encore
donnée par AA! = K. Ce résultat nous permettra de voir les vecteurs gaussiens généraux comme

des « changements de coordonnées » par rapport au vecteur gaussien simple Y = (Y7,...,Yy) avec
Y, ~ A4(0,1).

Proposition 36.125.

Soit Y = (Y1,...,Y,) le vecteur gaussien formé des wvariables aléatoires indépendantes Y; ~
A (0,1). Soit K une matrice symétrique et positive et la matrice A telle que AA* = K. Alors
le vecteur X = AY est gaussien de covariance K.

Démonstration. Nous montrons que la covariance de X = AY est donnée par K. Nous avons

Kx =E([X - E(X)]®[X — E(X)]) (36.427a)
E(AY —E(Y))QA(Y — E(Y))) (36.427Db)
(A( @[V - E(Y)])At) (36.427¢)
E(AAY) (36.427d)

= Kx. (36.427e)

Nous avons utilisé le lemme 11.165 ainsi que le fait que
[Y-EY)|®[Y —EY)] =Ky =1. (36.428)
Notons que E(Y) = 0, mais cela ne joue pas ici. O

Théoréme 36.126.
Un vecteur gaussien X: Q — R? posséde une densité par rapport d la mesure de Lebesque si et
seulement si sa matrice de covariance est inversible. Dans ce cas nous avons la densité

1 1

fX(ZIT) = (27T)d/2 ]det

o (—21x — =1y
(Kx)!ep< X —EX)] - Ky X E(X)]>. (36.429)

Démonstration. Nous supposons que E(X) = 0. En utilisant la proposition 36.125, nous posons
X = AY ou Y est un vecteur gaussien Y ~ 4(0,1) et AA* = Kx. Si K n’est pas inversible, alors
A n’est pas inversible non plus. Notons r < d le rang de A. Etant donné que X = AY, la variable
aléatoire X prend presque surement ses valeurs dans I'image de A, c’est-a-dire dans un sous-espace
de dimension r < d de RY. Ce sous-espace est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, mais
de mesure 1 pour la mesure Px. La mesure Px ne peut donc pas avoir de densité par rapport a
celle de Lebesgue.

Supposons maintenant que Kx soit inversible. La matrice A I'est aussi. Nous anticipons 1'uti-
lisation du théoreme de changement de variable 14.265. Ici le changement de variable sera la
transformation linéaire A dont le jacobien vaut

1 1
det(A™1)| = = : 36.430
et = Gk = e (36.430)
Soit 7 la densité de Y. Nous posons
1 -1
fx(x) = AT X) (36.431)

x/|deth|’Y(

ou 7 est le produit des densités de d gaussiennes usuelles .47(0,1). Nous allons d’abord montrer
que cette formule est bien la fonction (36.429) et ensuite que X admet fy comme densité. Nous
avons

_ 1 1
YA = (@m)i P (—2A 1x!2>, (36.432)
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et
A z|? = (A7 e, A7 ) (36.433a)
= (A7) A e, ) (36.433b)
= (A e, z) (36.433¢)
=2 - Ky'r, (36.433d)

ce qui nous donne bien la formule (36.429). Nous vérifions maintenant que fx est bien une densité
pour X. Soit B un borélien de R%. Nous avons d’abord

P(XeB)=P(AY e B)=P(Y e A"'B). (36.434)

Ici nous avons utilisé le fait que A était bijectif. Nous avons ensuite

P(XeB)—J

A-1B

Y(t)dy = f

(A7) [Ty () = f Fx(@)da. (36.435)
B B

C’est ici que nous avons utilisé le théoreme de changement de variable 14.265. 0

36.5.11 Variable aléatoire de Rademacher

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire de loi
€ ~ 0y — 01, (36.436)

sur 'ensemble 2 = {0, 1}. C’est la variable aléatoire qui prend valeur 1 ou —1 avec probabilité %
Parmi les propriétés évidentes de cette variable aléatoire nous avons E(e) = 0 et E(e?) = 1.

Proposition 36.127 (Inégalité de Khintchine[39]).
Soientry,...,r, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Rademacher
et une combinaison linéaire

X — Z a;r; (36.437)
i=1
avec a; € R. Alors
[ X2 < \/EE(|X\) (36.438)

Démonstration. Pour rappel la définition est que

| X2 =1/E(IX]?). (36.439)

Vu que c’est de la quantité E(|X |) que nous voulons parler, nous notons 'inégalité
E(1X]) = L | X (w)|dP(w) = \LX(w)dP(w)\ = |E(X)|. (36.440)

Nous supposons que 27]7’:1 a? = 1; sinon nous multiplions les a; parce qu’il faut pour I'avoir et
ce facteur sortira des deux cotés de (36.438).
Nous allons passer par la variable aléatoire intermédiaire

n
Y = [ [+ ida;ry) (36.441)
j=1
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et pour presque tout w € {2 nous avons

YV (w)| =[] I1+ da;r;(w)] (36.442a)
j=1
=[] 1 +a2rw)? (36.442b)
=1 —
(36.442c)
(36.442d)
(36.442¢)
=1/ eZ% (36.442f)
= \e. (36.442g)

Donc [[Y | < 4/€ ot || est la norme supremum sur 2. Cela nous permet de donner une premiere
inégalité a propos de E(|X|). D’abord

BOY)| = || X@Y@APW)] < | [X@IYIedP) = VE(XD), (36443
ensuite en remplacant |Y||o par la majoration que nous venons de donner de |Y (w)],
VeE(|X|) = |[E(XY)|. (36.444)

Il nous reste a prouver que |E(XY)| = [ X|..
Pour ce faire nous commengons par noter que pour chaque j nous avons E(r;) = 0 et E(ia;r?) =
ia; ; en utilisant I'indépendance des r; et le lemme 36.22 nous avons alors

E(r;Y) = E(T’j(l +iagry) [T+ iakrk)> (36.4452)
k#j
= E(rj(1 +iazry)) | | EQ1 + iagry) (36.445b)
kg
—ia; | [ (1 +iaxE(ry)) (36.445¢)
k)
= ia;. (36.445d)
Par conséquent, en utilisant la proposition 36.29 dans le cas non indépendant,
n
B(XY) =) a;E(r;Y) = Y ajia; =i ) a3 =i. (36.446)
J=1 J J
Nous pouvons compléter I’équation (36.444) en
VeE(|X|) = |[E(XY)| =1, (36.447)
et nous nous empressons de montrer que | X |2 = 1. En effet | X |3 = «/E(|X|?) alors que
|X15 = BE(Q]am)?) (36.448a)
i
= E(Z airi 42 Z aiajrirj> (36.448b)
k i)
— Z 2 - o
=Y ai+2 2 a;a; E(rir;) (36.448c¢)
% %]

=1 (36.448d)
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36.5.12 Loi de Student

Définition 36.128.
La loi x?  d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire Y + --- + y2 si les (Y;) sont des
variables aléatoires normales indépendantes centrées et réduites.

La loi de Student a d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

NiAr (36.449)

o X ~ A(0,1) et K ~ x2(d) sont des variables aléatoires indépendantes. Cette loi est notée
7 (d)
Nous avons une illustration de la densité de la loi x2(10) & la figure 36.1.

1
10

Sl

] ] ] 1 >
T T T T T

) 10 15 20 25 30

FIGURE 36.1 — La densité de x?(10).

L’importance de cette loi sera dans le théoréeme de Cochrane 37.15.

36.5.13 Indépendance, covariance et variance de somme

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, nous avons défini la covariance par (36.69) :
Cov(X,Y) = E[(X ~ E(X))(Y - E(Y))] (36.450)

Une clef est le lemme 36.22 qui dit que lorsque X et Y sont indépendantes, alors E(XY) =
E(X)E(Y). Nous avons les liens suivants.

(1) Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.
(2) La réciproque n’est pas vraie par I’exemple 36.24.
(

3) Si Z est un vecteur gaussien, les composantes Z; sont indépendantes si et seulement si la
matrice de covariance est diagonale, c’est-a-dire que les Z; sont deux a deux non corrélées;
c’est le théoreme 36.122.

(4) En ce qui concerne la variance d’une somme,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y). (36.451)

Donc lorsque X et Y ne sont pas corrélées, la variance est sympa avec la somme. En particulier
lorsqu’elles sont indépendantes, mais pas seulement.
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36.6 Estimation des grands écarts

Si S, est une somme de variables aléatoires de Bernoulli X; indépendantes de probabilité p,
Iespérance de S,,/n est p, et nous voudrions savoir quelle est la probabilité d’avoir un taux de
succes un peu plus important :

P(% =p+e). (36.452)

La loi des grands nombres nous permet de dire que ¢a ne va pas étre tres grand. En effet si nous

posons
Yi=X;,—p—c¢ (36.453)

et

n
S
Z, = Zn:f—p—e, (36.454)
=1

la loi des grands nombres (théoréme 36.93) nous indique que
Zn 25 E(Y)) = —e. (36.455)

La proposition 36.78 sur le lien entre les types de convergence nous donne immédiatement la
convergence en loi. C’est-a-dire que pour tout n > 0,

P<\Zn L > 77) ) (36.456)
En prenant n = §,
P(Z, = 0) < P(|Zy + ¢ > %) - 0. (36.457)
Tout cela montre que
nlgrolo P(% >p+e) =0. (36.458)

Autrement dit, la probabilité de tomber a une distance fixée de la moyenne tend vers zéro lorsque
le nombre d’essais augmente. Rien d’étonnant.

Le théoreme suivant nous indique la vitesse de convergence. Elle est exponentielle et le coeffi-
cient est donné en fonction de p et de e.

Théoréme 36.129 ([39]).
Soient des variables aléatoires X; ~ AB(p) et

Sn =Y. Xi ~ B(n,p). (36.459)
i=1
Pour e € 10,1 — p[, nous définissons
1—p—
hi(e)=(p+e)ln (p il 6) +(1-p—eh (pe) . (36.460)
p L—p
Alors
(1) hi(e) > 0.
(2) Pour tout n > 1, nous avons
S —nhy (€)
P(2>pte]<em™ (36.461)
n

(8) L’estimation (36.461) est optimale au sens que

lim + In <P(i" >p+ e)) = —hy(e). (36.462)

n—00 n,
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Démonstration. Pour tout ¢ = 0 nous avons :

< E(et(Sn—np—ne)) (36.463b)

_ e—nt(p+e)E (etsn> (36.463C)
0

_ nt(p+e) Z etkP(Sn = k) (36.463d)
k=0

— o nit(pto) Z etk <Z>pk(1 —p)k (36.463¢)
k=0

— —nt(pte) ((1 —p)+ pet)n (36.463f)

= exp ( — n(t(p +€) —In(1—-p+ pet))>- (36.463g)

Justifications :
— L’inégalité (36.463b) est I'inégalité de Markov (corolaire 36.92) avec ¢(z) = e'®.
— La ligne (36.463d) est une utilisation du théoréme de transfert 36.68.

Nous posons maintenant

h =sup (t(p+€) —In(1 — p + pe')). (36.464)
t>0

Pour cette valeur de h nous avons
Sn —nh
Pl—=p+e|<e ™. (36.465)
n

Nous considérons la fonction
g:RT - R

36.466
tt(p+e) —In(l —p+ peh). ( )
Elle vérifie g(0) = 0 et

pe’

"(t) = S — 4

g(t) = (p+e — (36.467a)
'(0) = S S—— ) 36.467b
g(0)=(p+e) s 7 ( )

Par conséquent sur un voisinage de t = 0 la fonction g est strictement croissante et nous concluons
que g prend (au moins) quelques valeurs strictement positives. Du coup nous avons

h =gl > 0. (36.468)

Nous cherchons maintenant pour quelle valeur de ¢ est réalisé le maximum de g. D’abord résoudre
¢'(t) = 0 donne

(p+e)(1- p))
to = In ( 36.469
Pi-p—0) (36.469)
Vu que ¢'(t) —» p+e—1 < 0, nous avons lim;_,o, g(t) = —o0 et donc le ¢y trouvé est bien un

maximum et non un minimum.
Il est maintenant loisible de calculer une valeur pour h : il suffit de calculer g(tp). La calcul
n’est pas trés compliqué et donne

h = glte) = (p+ ) In (T) +(p+e—1n (11_;2) , (36.470)

ce qui est bien h = h4 (¢€). Cela démontre les points (1) et (2).
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Nous montrons a présent ’aspect optimal de ’estimation. Nous savons déja que

1 Sn
- In <P(n =p+ 6)) < hy(e). (36.471)
Nous posons k, = [n(p + €)]. Vu que p+ € < 1 et que S,, < n, nous avons
Sn,
P25y = P(S, nlp+) 2 PSu= k) = (L )fo—pr e sar)

C’est maintenant que nous utilisons la formule de Stirling (lemme 20.207) pour chacune des fac-
torielles intervenant dans le coefficient binomial. Nous trouvons :

(2)" v2mna(n)ph~ (1 — p)n—Hn

(&)™ V2rhna(kn) (2552)" " \ /27 (0 = K]

Nous savons que k, = n(p + €) + o(n) avec o borné par 1. Par conséquent n — k,, — o0 et nous
pouvons regrouper les coefficients en o en

Bn) =

P <i" >p+ e> > P(Sy = ky) = & = (36.473)

a(n)
a(ky)a(n — k)

Nous remarquons aussi que les e se simplifient. Nous récrivons & sous la forme

Sl (36.474)

& = 3/% kn(n — kn)ﬁ(n) o (n— Fy)—tr (36.475a)
= A(n)
nf P Fon 1—p n—kn
= Almn <k> (n _ > (36.475b)
np\* (n(1—p)\"*
= Al (k) (H) : (36.475¢)

Nous passons au logarithme et nous étudions %ln (P(S’n = kn)) Nous avons les termes suivants a
étudier :
L (S, = k) =~ 2 n(em) + 2l
2n 2n kn(n — ky)
(36.476)
n n(l — 1
+ kpln <k:f> + (n —ky)In (M) + - In (a(n)).
Nous étudions terme a terme la limite de cela lorsque n — co.
(1) Le terme 5~ In(27) ne pose pas de problémes. I tend vers zéro.
(2) Si nous remplagons ky, par n(p + €) + o(n) nous voyons que ce qui est dans le logarithme est
1 In(P(n))
n

majoré par P(wy Pour un certain polynéme P. Ce terme est dans le cas

zéro lorsque n — 0.

qui tend vers

(3) Pour ce terme nous remplacons ky, par n(p + €) + k, —n(p + €). Nous devons alors étudier la

limite de L
(p+€)ln <Zp> + ”_"Tfp“) In <Zp> . (36.477)

Ce qui est dans les logarithmes est encadré de la fagon suivante :
n(p + €) < kn < n(p+e)+1.
np np np
Donc la limite de k,,/np est (p + €)/p. Les logarithmes restent bornés. Pour le second terme
de (36.477), le numérateur du coefficient est borné par 1. Donc le second terme tend vers
zéro et le tout tend vers

(36.478)

(p+e)ln <pp

+ €

) . (36.479)
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(4) Nous devons enfin étudier le dernier terme. La combinaison ”;Lﬂ s’étudie de la fagon sui-
vante :

n—k, n—n(p+e)+tnpte —k, :n(l—p—e)+n(p+e)—k:

" > 1-p—e (36.480)

n n n
parce que n(p + €) — ky, est borné par 1. Sachant cela, notre terme a pour limite

n —nkn - (n(l —p)> —p- (1—P> , (36.481)

n—ky,

En remettant tous les morceaux bouts a bout,

1 p l—p
Etant donné que nous avions déja prouvé que P(Sn—” =p+ 6) > P(S,, = k), nous avons
| S 1
liz fnf ~ In (P(f >p+ e)) > lim —P(Sh = k) = —ho(€), (36.483)
En combinant avec (36.471) nous trouvons que
.1 Sn
lim ~In (P(? >pt e)) — (o). (36.484)

Pour cette derniére déduction nous utilisons le fait que si (a,) est une suite telle que a,, < et
liminf, o a, = [, alors (a,) admet une limite qui vaut [. O

36.7 Simulations de réalisations de variables aléatoires

Le générateur de base que possede un systéme informatique est un générateur de nombres
pseudo-aléatoires de nombres entiers entre 0 et m — 1 généré par une suite du type

ZTnt1 = (azy +b) mod m. (36.485)

36.7.1 Générateur uniforme
36.7.1.1 Premiére méthode

Une premiére fagon de générer une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1[ est de diviser
par m — 1 la suite de z,,. En effet nous avons la proposition suivante.

Proposition 36.130.
Si (Yy,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi

uniforme sur {0,...,n —1}. Alors

Y,

2 y(0,1). (36.486)
n
Démonstration. Nous prouvons la convergence en loi en passant par la fonction de répartition et

la proposition 36.79. La fonction de répartition de la densité [0, 1] est

Fx(x) = .’,12‘1[’[071]. (36487)
La fonction de répartition de la variable aléatoire (discréte) X,, = % est
Y,
P(— <z)=P(Y, <nz)= Ine] (36.488)
n n

ou |a] est le plus grand entier inférieur a a. Nous avons évidemment

lim [ne] =z, (36.489)

n—ow n

ce qui montre la convergence des fonctions de répartitions et donc la convergence en loi qui nous
intéresse. O
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36.7.1.2 Seconde méthode

Soit (Y;,) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la

loi Y, ~ %{0,...,m —1}. Alors la série de variables aléatoires
0
Yy
Z = kZO — (36.490)

est une série qui converge presque surement parce que Yy est borné par m. Avec probabilité zéro
nous avons Z = »., 1/m* qui converge. Nous avons

Z ~[0,1]. (36.491)

L’argument pour montrer cette loi est qu’en base m, la variable aléatoire Z a un développement
décimal Z = 0.Y1Y5Y3Y, - - -.
36.7.2 Simulation par inversion

Nous cherchons maintenant & simuler une loi X de fonction de répartition F'.

Définition 36.131.
Soit f: R — [0,1] une fonction croissante, continue d droite et telle que

xgrzloof(x) =0 (36.492a)
lim f(x) = 1. (36.492b)

L’inverse généralisé de f, notée f=1 est la fonction définie par
f7Y(t) = inf{x tel que f(z) = t}. (36.493)

Remarque 36.132.
L’inverse généralisé d’une fonction bijective est la vraie fonction réciproque usuelle.

Proposition 36.133.
Soit f une fonction admettant un inverse généralisé f='. Alors nous avons f~1(t) < a si et
seulement si t < f(a).

La continuité a droite joue pour démontrer cette proposition.

Proposition 36.134.
Si F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X et si V' est une variable aléatoire de
loi uniforme % [0,1], alors F~Y(U) a la méme loi que X.

Démonstration. Nous montrons que les fonctions de répartition de X et de F~!(U) sont identiques.
En utilisant la proposition 36.133, nous avons

P(F Y U)<y)=P(U<F(y)) (36.494a)

= F(y) (36.494b)

- P(X <y). (36.494c)

Donc F~1(U) est la fonction de répartition de X. O

La difficulté de la méthode par inversion est qu’il faut étre capable de calculer 'inverse de la
fonction de répartition de la loi a simuler.
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36.7.2.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle est une loi qui peut étre simulée par inversion. La fonction de répartition
vaut

F(z)=1—¢, (36.495)

et l'inverse vaut

Fl(z) = —% In(1 —y). (36.496)

Par conséquent, une bonne formule pour simuler une loi exponentielle est
1
~yIn(1-0). (36.497)
Notez que U étant uniforme, nous pouvons tout autant prendre — In(U)/A.

36.7.3 Algorithme de Box-Muller

Il s’agit de simuler une loi gaussienne. La proposition est la suivante.

Proposition 36.135.
Si U et V sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [0,1], alors le
couple
(X,Y) = (v/—2In(U) cos(2nV),n/—21In(U) sin(27V)) (36.498)
vérifie
(1) X est indépendante de Y
(2) X etY sont de loi A (0,1).

Démonstration. Nous allons montrer la proposition en utilisant les fonctions tests. Soit donc
¢: R?> —» R une fonction bornée et mesurable. Soient Z et W, deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi .#7(0,1). Nous allons montrer que

F(cp(X,Y))zE[go( “21n(U) cos(27V), —2ln(U)sin(27rV))]. (36.499)

Par indépendance de U et V, la densité du couple est le produit des densités, donc en passant aux
coordonnées polaires,

o= (36.500a)
f J (z,y)e " 2e™Y *2dxdy (36.500b)
2m
2— df J (rcosf,rsinf)e™" *rdr. (36.500c¢)
T

Nous posons u = e "/2 et v = %. En particulier r = 4/—21n(u) et
o = J J v/ =21n(u) cos(2mv), /—2In(u) sin(27v)) dudv (36.501a)
( (V=2 (U) cos(27V), /=2 In(U) sin(27rV))) (36.501b)
parce que mesure dudv est la densité de la loi uniforme. O

En pratique, la formule
(z,y) = (V—2Inzcos(2my), vV—2Inz sin(27y)) (36.502)

est une facon d’obtenir deux gaussiennes a partir de deux variables uniformes.
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36.7.4 Méthode du rejet
La méthode du rejet permet de simuler des lois & densité. Soit f la densité de la loi a simuler.
Nous faisons les hypothéses suivantes.
(1) 11 existe une densité g d’une variable aléatoire facile a simuler.
(2) Il existe un k > 0 tel que f(z) < kg(x).

Remarque 36.136.
Le k de la seconde hypotheése est nécessairement plus grand que 1. En effet,

1:ff<kfg:k (36.503)
parce que f et g sont des densités et ont donc une intégrale égale a 1.

Proposition 36.137.
Soient (X,,) et (Uy,) des suites de variables aléatoires indépendantes au sens ot non seulement les
X; et Uy sont indépendants entre euz, mais de plus X; est indépendant de U; pour tout i et j.
Nous supposons que les X; sont indépendantes et identiquement distribuées, de densité g et que les
U; sont indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme.

Nous introduisons la variable aléatoire a valeurs dans N

p(w) = inf{n > 0 tel que a(Xn(w)) = Up(w)} (36.504)

ot « est la fonction définie par

f(2) ; 0
ofr) = { FoG) P19 # (36.505)
0 si g(x) = 0.
Alors la variable aléatoire Y définie par
Y(w) = Xp)(w) (36.506)

admet f pour densité.

Démonstration. D’abord étant donné que f(z) < kg(z) nous avons a(z) € [0,1]. Nous pouvons
a priori avoir p(w) = o0, ce qui rendrait caduque la définition de Y (w). Montrons donc pour
commencer que P(p = o0) = 0. En utilisant I'indépendance nous avons

N
P(a(Xy) < Up,¥n) = lim | [ P(a(X;) < U;) (36.507a)
N—c0 -
=1
— lim P(a(X1) < U)Y (36.507D)
N—0
Pour conclure nous devons prouver que P(a(Xl) < Ul) < 1. Pour cela nous calculons
1
P(a(X1) <Uy) = f dx f dul o(z)<ug(x) (36.508a)
R 0
:f 9(z)(1 — a(z))da (36.508b)
R
_ f (g(m) - f@)) (36.508¢)
R k
1
=1- z (36.508d)
<1 (36.508¢)

L’équation (36.507) nous permet donc de conclure que P (a(Xn) < Un,Vn) = 0. Par conséquent
la variable aléatoire Y (w) = X,,)(w) a un sens.
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Nous devons maintenant prouver que Y a bien f pour densité. Pour cela nous considérons un

ensemble mesurable A € Bor(R) et nous montrons que P(Y € A) = {, f(x)dx. Nous avons
0
P(YeA)=P(X,eA)= )Y P(X;eAp=j). (36.509)

i=1
Par ailleurs nous avons
P(X;eAp=j)=P(X;eAaX;)=>U;a(Xy) <Un Vm<j 1)
— P(Xj € A, a(X;) = Uj) P(a(Xy) < U1) "

(36.510)
1\
P(X]'EA,C)[(XJ')ZU]') <1_I€) .
Etant donné que g(x)dz est la densité de X et que du est la densité de U, nous avons
1
P(Xj e A a(X;) = Uj) :f f Localo(p)sug(x)dudz (36.511a)
R Jo
1
= f g(a:)]lxeAf Lo(z)zudu dz. (36.511Db)
R 0
o(z)
- J 1, 5@ g, (36.511c)
R k
1
= %P(X € A). (36.511d)
En remplagant dans 1’équation (36.510) nous trouvons
1 1\
P(XjeAp=j)= %P(X eA) <1 — k:> : (36.512)
Et enfin, I’équation (36.509) donne
0 7j—1
P(YeA)=-P(XeA))] <1 - ) = P(X € A). (36.513)
i=1
O

36.7.5 Simuler une loi géométrique a 'ordinateur

Si (X,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec
X, ~ %A(p), alors
Z =min{k > 1 tel que X, = 1} ~ 9(p). (36.514)

Nous avons alors P(Z = k) = (1 — p)*p.
Si nous avons un générateur de lois de Bernoulli de parameétre p, alors nous on simulons jusqu’a
obtenir 1 et nous comptons combien de simulations ont été nécessaires.

36.7.6 Simuler une loi exponentielle a I’ordinateur

Nous pouvons utiliser la méthode de I'inversion. Etant donné que la fonction de répartition de
la loi exponentielle est F/(z) = 1 —e~**, nous avons F~'(y) = 1 In(1 —y). Par conséquent & partir
d’un générateur uniforme U, nous pouvons calculer

In(U) (36.515)

qui suivra une loi exponentielle d’espérance 1/A.
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36.7.7 Simuler une loi de Poisson a ’ordinateur

Nous savons du point 36.5.8 que si les T; sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi & (), alors nous avons

max{n > 1 tel que Y T; <1} ~ P(N). (36.516)

(2

La fagon usuelle pour créer une loi exponentielle est d’avoir un générateur de loi uniforme U; et
d’écrire que
1
DY In(U;) ~ &(N). (36.517)
Nous devons donc faire la somme de telles variables aléatoires et voir a partir de quel moment la
somme dépasse 1. Le calcul est le suivant :

UNy|
- Il <1 (36.518)
i=1 A
implique .
[[Uise™ (36.519)
=1

En pratique, la variable aléatoire qui se comporte comme une loi de Poisson de parametre A est

n
N = max{n > 1 tel que H Ui = e} (36.520)
i=1

Nous générons donc des nombres aléatoires entre 1 et 1 et nous effectuons le produit jusqu'a ce

quil passe en dessous de e *. A ce moment, nous retournons le nombre de nombres qu’il a fallu
générer.

36.8 Sage

Nous allons montrer maintenant quelques trucs importants dans 'utilisation de Sage pour
réaliser des petits graphiques.

Remarque 36.138.

Dans ce qui suit, nous allons parler de « Sage », mais en réalité nous allons surtout parler du
module scipy qui fait partie des modules hyper-usuels de Python. Les remerciements vont donc
au moins autant du c6té de I’équipe de scipy que vers celle de Sage.

36.8.1 Loi exponentielle

Il faut savoir que la définition d’une loi continue retourne automatiquement la loi centrée
réduite. Pour avoir une loi exponentielle de moyenne donnée, il faut donc préciser de fagon plus
maligne que ce que l'on croit.

from scipy import stats

X=stats.expon(scale=5)
print (X.mean ()) # retourne 5

P=plot( X.pdf,x,0,10 )
show (P) # Affiche le graphique

tex/frido/code_sagel.py
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36.8.2 Inverser des lois

Pour trouver des intervalles de confiance, il faut souvent calculer des inverses de loi. Bien
entendu Sage le fait. Ce que sage connait, c’est 'inverse de la fonction de survie. Autrement dit si
X est une variable aléatoire, X.sf est la fonction x — 1 — P(X < z) et X.isf en est l'inverse. Pour
résoudre P(X < &) = «, il faut résoudre F (&) = «, c’est-a-dire

1—-F()=1—-aqa, (36.521)

ce qui se fait de la fagon suivante : le programme suivant donne pour une loi normale centrée
réduite la valeur de & pour laquelle P(N < ) = 0.05 :

from scipy import stats

N=stats.norm

print N.mean () # 0
s5)print N.var () #
xi = N.isf (0.95)
print xi # -1.64485
N.cdf (xi) # Vérification : 0.05

# Graphiques de la fonction de densité et la cumulative.

;) P=plot(N.cdf ,x,-10,10)

Q=plot (N.pdf ,x,-10,10,color="red")

5| show (P+Q)

tex/frido/code_sage2.py

36.9 Monte-Carlo

Nous voudrions calculer une valeur approchée de l'intégrale

I J " fa)de. (36.522)

Les méthodes classiques consistent a discrétiser I'intervalle [a, b] et en calculant une somme de la
forme ), w; f(x;).
L’idée de Monté Carlo est de remplacer le découpage déterministe x; par des variables aléatoires
X, en trois étapes.
(1) Pour cela nous commencons par écrire I'intégrale comme une espérance : I = E(X) o X est
une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, F, P) a déterminer. Une contrainte
est évidemment d’avoir X € L1(Q, F, P).
(2) Nous générons une suite indépendantes et identiquement distribuée de variables aléatoires
(X,) de méme loi que X et la loi (forte) des grands nombres implique que

X, =

S

n
DX IS E(X) =1 (36.523)
k=1

(3) Le dernier point sera de donner un intervalle de confiance.

Exemple 36.139.
Nous voudrions déterminer de fagon approchée 'intégrale I = Sé f(x)dx. SiU ~ 2[0,1], alors

I =E(f(U)) (36.524)
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et il suffit de faire

1 n
I~ > FW). (36.525)
k=1
ou mes U; sont indépendantes et identiquement distribuées de loi %[0, 1]. A

Exemple 36.140.
Supposons que la fonction & intégrer se présente sous la forme f(z) = h(x)g(x) avec g = 0 et telle
que l'intégrale S]R g existe. Notons

c= f g (36.526)
R
et
I= f h(2)e 2 . (36.527)
R C
Nous avons alors I = E(ch(Y)) ot Y admet la densité g(z)c. A

Passons au cas de plusieurs variables et considérons l'intégrale
I= f f(z1,...,xq)dxy ... dzg. (36.528)
[0,1]
Nous écrivons

I=E(f(Ui,...,Us) (36.529)

ou les U; sont de loi uniformes sur [0, 1]. En pratique, nous générons une suite de variables aléatoires
de (Zy) de lois uniformes que nous regroupons par paquets :

Vi = (Zaks Zak+15 - - Za(k+1)—1)- (36.530)

Ces variables aléatoires Vj, sont indépendantes et identiquement distribuées de loi % [0, l]d. Ensuite
la loi des grands nombres nous indique que

I~ % S ). (36.531)

k=1

36.9.1 Intervalle de confiance
36.9.1.1 Principe

Nous supposons que nous travaillons sur une approximation de Monte-Carlo telle que la variable
aléatoire choisie soit dans L. La loi des grands nombres nous dit que X,, ~ I tandis que le théoréeme
central limite nous enseigne que

70/\/5 A(0,1). (36.532)
Par conséquent -
P (W e [~u, u]> ~ P(-u<Z<u) (36.533)

ou Z ~ A4(0,1). En remplacant E(X) par I et en effectuant les manipulations usuelles, nous
trouvons que P(l € J,) =1— a si

> g > g
Joc = [Xn — ’U,a%,Xn + UQ%]

ol o2 est la variance de X. Si o n’est pas connue, alors nous le remplacons par un estimateur

(36.534)

1 n

n—ll€=1

S = (Xp — X,)? (36.535)



36.9. MONTE-CARLO 2419

et nous considérons 'intervalle

= Sl < S!
Il y a deux fagons de faire diminuer la longueur de l'intervalle de confiance : augmenter n ou
diminuer o. Pour le second point, le choix de X dans I = E(X) est essentiel.

(36.536)

Exemple 36.141.
Soit & calculer

1 2
I=—| P2 /2 36.537
\KZW\£R6 ¢ ‘ ( )

avec 3 > 0. Nous introduisons la variable aléatoire X = ¢#Z avec Z ~ #7(0,1). Nous avons alors
I =E(X). (36.538)

Par ailleurs 'intégrale demandée vaut e’/2 En appliquant les formules vues plus haut nous trou-
vons

- o o
ol ,
0% = Var(X) = E(e?%?2) — E(e%*)? = ¥ — e (36.540)

Nous avons utilisé la formule (36.405). Si nous choisissons 3 = 2, nous trouvons o2 ~ 2926. Donc
si nous voulons une longueur de .J, plus petite que 102 tout en demandant a = 0.05 (ce qui
implique u, = 1.96), nous devons avoir

2973
1.96—— < 1072, (36.541)

NG

c’est-a-dire environ n = 10!, ce qui soit dit en passant est trés largement au dela des capacités de
la commande de scilab[671] 2. A

Nous allons maintenant voir quelques méthodes pour réduire la variance.

36.9.1.2 Echantillonnage préférentiel

Nous devons calculer I = { f(z)dx. Pour cela nous introduisons une densité g et nous écrivons

() (f(1”)>
1= ——Zg(x)dx = E | —= 36.542
w o) ") o) (36:542
ou Y est de densité g. Il faut essayer de trouver g de telle sorte a ce que
f(i’)>
Var | ——= 36.543
(5 (36:549)

soit la plus petite possible.
36.9.1.3 Meéthode de la variable de contrdle
Soit I = E(X). Nous introduisons une variable aléatoire Z et nous écrivons
I=EX-2Z)+E(Z). (36.544)

Il faut alors choisir Z de telle sorte que E(Z) soit calculable et que X — Z ait une variance plus
faible. En particulier, Z ne peut pas étre indépendante de X.

20. Je n’ai pas vérifié si c'est encore le cas avec les nouvelles versions de scilab. Ecrivez-moi si vous le savez.
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36.9.1.4 Variables antithétiques

Soit I = S(l] f(x)dx. La premiere idée (exemple 36.139) est d’écrire
I=E(f(U)) (36.545)

ou U ~ 7/|0,1], mais nous n’avons pas de garanties sur la variance de f(U). Nous pouvons écrire

1

I=E(f(U)) = E[g(f(U) — - U))]. (36.546)

Ici 1 —U est encore une variable aléatoire uniforme sur [0, 1], mais il se fait que la variable aléatoire

Z=-(fU)+r1-0)) (36.547)

N =

a une variance inférieure & Var (f(U)). En effet, f(U) et f(1 — U) ne sont pas indépendantes, par
conséquent le résultat du lemme 36.23 n’est pas valide, par contre la proposition 36.32 reste vraie
et nous avons

Var(Z) = i\/ar (f(0) + iVar (f1=0)) + % Cov (f(U), f(1-10)). (36.548)
Nous avons Var (f(1 —U)) = Var (f(U)). En ce qui concerne le terme avec la covariance, nous lui

appliquons 1’équation (36.58) :

Cov (f(U). f(1 = V) = B((J(V) = D1~ U) = 1)) (36.549)
<E((f(U)-D})"E((f1-U)- D" (36.549b)
= Var (f(U)) (36.549¢)

ol nous avons utilisé le fait que E(f(U)) = E(f(1—U)) = I. Au final nous avons bien obtenu

Var(Z) < Var (f(U)). (36.550)

36.10 Reésultats qui se démontrent avec des variables aléatoires

36.10.1 Nombres normaux

Tout nombre z € [0, 1[ admet un unique ! développement en base b > 2 :

z = i n(7) (36.551)
_n:1 bn '
avec ep(x) € A= {0,...,b—1}.
Soit k =1 et € A*; nous posons
Ny(r,n) = Card{i€ {1,...,n—k+ 1} tel que €1(z) = r1,...,€1k-1 = Tk} (36.552)

C’est le nombre d’occurrences du motif r (de longueur k) dans les n premieres décimales de z.

Définition 36.142.
Un nombre z € [0, 1] est normal en base b si pour tout v € {0,...,b— 1}* nous avons

SEACLO (36.553)

Un nombre est normal si il est normal en toute base.

21. Nous excluons 1 parce que son développement en puissances négatives de b est zéro.
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Proposition 36.143 ([672, 39]).
Au sens de la mesure de Lebesgue, presque tous les nombres de [0,1[ sont normau.

Démonstration. Pour x € [0, 1], nous notons €, (x) son développement en base b. Cela nous donne
des variables aléatoires €;: [0,1[— A dont la loi de probabilité est donnée par
d d+1 1

Pla=d) = P([;.——0) = (36.554)

parce que l'intervalle [d dzl[ est 'ensemble des nombres de [0, 1] dont la premiere décimale est d.

Pour la loi des ¢, il faut un peu plus découper, mais ¢a donne le méme résultat : P(e; = d) = 1/b.
Ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées. Nous considérons aussi

la variable aléatoire
N(r,n): [0,1 - N

36.555
x +— Ng(r,n) ( )
Pour un r € A fixé, nous définissons encore la variable aléatoire
Xj: A— {0, 1}
1 siej(x)=0b (36.556)
T — .
0 sinon.

Les variables aléatoires X; sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identique-
ment distribuées de parametre E(X;) = P(X; = 1) = P(e; = b) = 1. Nous pouvons utiliser dessus
la loi forte des grands nombres (théoreme 36.93). Pour dire que

- Z X 25 B(X)) = 2 (36.557)

z 1

Mais en réalité nous avons aussi »;7_; X; = N(r,n) parce que en appliquant a z € [0, 1] :

Z { FOE T Gard fi e (1, m) el que a(a) = 7} = Nafr,m), (36.558)

sinon

de sorte que ’équation (36.557) nous dit exactement que pour tout r € A,

N, (r, 1
limM:,

n—0o0 n b

(36.559)

pour presque tout z € [0, 1[.
Il reste & prouver la méme chose pour tout r € A*. Voyons avec k = 2 et r = (u,v) € A% Nous
posons
Y = 1, —uejp1=v}s (36.560)

et N(r,n) = Z” ! Y;. Les Y; sont encore des binomiales de parametre b%, mais elles ne sont pas
indépendantes. En effet pour avoir Yi(z) = Ya(z) = 1, il faut que les trois premiéres décimales de
r soit en méme temps de la forme uv. et .uv, donc

P(Y1,Yy = 1) = b%5,., (36.561)

alors que P(Y; = 1)P(Yz = 2) = b*. Nous pouvons contourner ce probléme en remarquant que les
€, eux, sont indépendants. Donc le lemme de regroupement 36.16 nous dit que la famille {Ya,}
est une famille de variables aléatoires indépendantes (et idem pour la famille Y5, _1). En effet, les
variables aléatoires Yo, correspondent a la partition 23, 45, 67, etc.

Nous appliquons la loi des grands nombres sur les deux familles indépendamment :

n

Z 2j-1 7 (36.562)
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et

1 i vy 2% L (36.563)
nj:l N b .

Pour rappel, le but pour I'instant est d’établir la limite lim,, % 2?21 Y, = b%. Nous allons I’établir
séparément pour les termes pairs et impairs de la suite. Pour les pairs :

122ny-—1 1iy- 42 liY- ps, 1 (36.564)
2nj=1 ) n = %=1 2 n & 2 b2 '

Pour les impairs 22,

1 2n—1 n 1 n 1
21 2 YT 2n_1< Z 24~ 1) n_1<nZYzj>~b2 (36.565)
J:

J=1

parce que les deux parenthéses convergent vers b% alors que les coefficients devant convergent vers

5.
Au final nous avons bien

N(r 1" n—1( 1 "= 1
ﬁ; = (n_lzyj)—»m (36.566)

tant que r € A2

Pour prouver la méme chose avec r € A*, il suffit de faire le méme raisonnement en divisant
en plus de paquets : {Yijtm}tm=1,.. k—1 sont indépendants et nous utilisons k fois la loi des grands
nombres.

Donc pour toute base b nous savons que les nombres normaux en base b forment un ensemble
de mesure nulle dans [0, 1[. Il reste & voir que leur union reste de mesure nulle. Cela est vrai parce
que nous avons une union dénombrable et qu'une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle par le lemme 14.23. O

Remarque 36.144.

Un nombre x est normal en base b si et seulement si la suite u, = xb* est équirépartie modulo
sur [0,1] (c’est-a-dire quel la suite des parties fractionnelles des wuy est équirépartie). Pour le

nombre 0.2357873. .., nous parlons de la suite 0.2357873...; 0.357873...; 0.57897... etc. C’est la

suite des queues de suites de la suite de ses décimales %?

36.10.2 Théoréme de Bernstein

Théoréme 36.145 (Théoreme de Bernstein[39]).
Soit f € C°([0,1],C) et son module de continuité

w: [0,1] - R

36.567
h — sup{|f(u) — f(v)| tel que |u —v| < h}. ( )

Pour n = 0 nous définissons le n¢ polynéme de Bernstein de f par

_ kio <Z> aF (1 — )"k <fL> : (36.568)

Alors il existe C tel que pour toutn =1 :

(1)

1
£ = Bu(f)x < Cw <ﬁ> . (36.569)
22. lci dans [89], la seconde somme va jusqu'a n — 1 et je ne comprends pas pourquoi.

23. C’est pas trop bien dit, mais on se comprend, non ?
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(2) |
Bo(f) " f (36.570)

sur [0, 1].
(8) L’inégalité (36.569) est optimale : il ewiste une fonction g € C°([0,1],C) et 6 > 0 tels que
pour tout N > 1, |g — Bn(g)|e = % Cette fonction peut étre choisie Lipschitzienne. Une

telle fonction est donnée par exemple par g(x) = |z — %|

(4) Les polynomes forment une partie dense dans (CO([O, 1]), HHOO)

Démonstration. Soit x € [0, 1] et une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes ** et
identiquement distribuées (X;);>1 de parametre x. Nous notons S,, = 22:1 Xi.

(1) Pour cette histoire de convergence, il faut majorer la quantité | f(z) — By (f)(x)|. Pour cela il
y a trois astuces. La premiére est de se souvenir que E(f(z )) =f ( ), et la seconde est que
le théoréme de transfert 36.68 appliqué a x — f(x/n) donne %

E(f(%)) :zi)f(:) i ( >(> (1—x)" 7k, (36.571)

c’est-a-dire que
B,(f)(z) = E <f(S")> - (36.572)

n

Et enfin la troisieme astuce est d’utiliser le lemme 11.213 pour avoir

w<|x—in]> :w(\/lﬁh/ﬁ—j%) < <\/ﬁ|x—6;:\+1> w(\/lﬁ). (36.573)

A partir de 1a nous pouvons un peu calculer :

)~ Bl = | (10 - 152 )| (36.5742)
<E <|f(:c) — f(;)|> (36.574b)
<E (w(|m - ?”y) (36.574c)
<w Qﬁ) B (| — %y + 1) . (36.574d)

Le dernier facteur peut étre récrit sous la forme

S, S
E <\/ﬁ\x - =+ 1) = \/nE (\x - ”|> +1, (36.575)
n n
et c’est 1a que nous pouvons utiliser 'inégalité de Holder 27.33 :
E(1X]) = X < |X]2 (36.576)

ou | X |2 désigne
[ X2 =1/ E(X]?). (36.577)

Nous pouvons donc écrire

|f(z) = Ba(f)(@)| <w (\/15> (ﬁ\x - %HQ + 1) . (36.578)

24. Définition 36.9.
25. Nous avons aussi utilisé la formule de I’espérance pour les variables aléatoires discretes.
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Nous étudions maintenant de plus pres la quantité |z — Sﬂ—”Hg D’abord

E <|x — S"f) =z% - 2%E(Sn) + %E(Sﬁ). (36.579)

n

Ensuite nous savons I’espérance de S, (qui vaut E(S,) = nx) par (36.349) et le lemme 36.22
nous permet de calculer £(S2) par indépendance des X; qui composent S,,. Nous avons alors

Sn 1 1 &
E (ya; —~ \2> =2 -2+ > E(X))E — Z (36.580a)
" " 1<izi<n T i=1
2
9 MT—=MN 5 NI
1 —
- x(n:”) (36.580¢)

Quelques justifications :

— E(X;) = E(X?) = z parce que X; est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre
x.

— La premiére somme contient tous les couples (7, j) sauf les diagonaux; il y en a donc

n2—n.

En recombinant le tout,

) (ﬁ slza) | 1) (36.581a)

) (Vz(l—z)+1) (36.581Db)

< %w (%) . (36.581c)

La derniére majoration est une rapide étude de la fonction x(1 — z).

Etant donné que les majorations (36.581) sont valables pour tout z, en passant au supremum
nous avons

If = Bl < o (=) =0 (36.582)

Ceci prouve les deux premiers points du théoréeme.
(2) Fait.
(3) Nous considérons la fonction
o) = o — 3l (36.583)
et nous vérifions qu’elle vérifie toutes les conditions. D’abord si u,v € [0, 1] alors

lg(u) = g(v)| < |u— ] (36.584)

et donc w(h) < h, ce qui signifie que g est 1-Lipschitz. Le principe de cette partie est de
montrer que ||g — B, (g)|«x est plus grand que d’autres trucs (et non plus petit que d’autres
trucs comme d’habitude). Nous commengons par

1

lg = Balo)le > 9(3) — Bal)(3). (36.585)

Tres vite nous nous rendons compte que g(1/2) = 0. Ensuite nous nous souvenons que

Bula)(y) = £ (a2) = B (122 - 1) = 5 B(25, ~ ). (36.586)
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si nous posons ¢; = 2X; — 1, alors les ¢; sont des variables aléatoires de Rademacher indé-
pendantes et identiquement distribuées qui satisfont a 25, —n = > | ;. Nous utilisons la
proposition 36.127 :

1 1 <
If = Ba(f)eo] = 2TLE(@eiD > 5n s ;ej!|2- (36.587)

Calculons ce qui est dans la norme :

n

Y els=E (( D ej)2> = > Ba)B(g)+ Y. E()=0+n=n.  (36.588)
i=1 j=1

1<i#j<n i=1

Nous finissons alors notre travail de majoration :

1 = 1 1 1
1= Bulfel > gzl Sl 5 > () (36.559)

(4) Nous avons trouvé une suite de polynémes qui converge uniformément vers un élément arbi-
traire de L*([0,1]). Cela prouve la densité.

O

Corolaire 36.146.
Dans R, si I = [a,b] alors les polynomes forment une partie dense dans (C’O(I), HHOO)

Démonstration. Nous supposons que b > a. Le cas a = b est assez facile parce que 'espace des
fonctions sur {a} est de dimension 1.
Nous considérons une bijection affine ¢: [0,1] — [a,b] telle que ¢(0) = a et ¢(1) = b. Soit
fec).
Si g = f o, alors le théoréme de Bernstein 36.145 nous donne une suite de polynémes g; sur
[0,1] tels que
9k i g (36.590)

1

Nous considérons f; = gi o ¢! qui est encore un polynéme parce que ¢! est affine. Etant donné

1

que ¢~ est une bijection, si h est une fonction sur [0, 1], nous avons
sup [(hog ) (z)| = sup [A(y)]. (36.591)
z€[a,b] ye[0,1]

Cela nous permt le calcul suivant :

Ife = Flloo = gk o™t —gow™| (36.592a)
— gk —g) oY (36.592b)
= I(gk — 9) (¢ ()] (36.592¢)
z€|a,

= sup [(gx — 9)(¥)| (36.592d)

yE[O,l]
= |lgk — glloo- (36.592¢)

Nous avons donc

Jim [ fy, = flleo =0, (36.593)

ce qui prouve la densité. ]
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Chapitre 37

Statistiques

37.1 Notations et hypotheses

Nous notons X le caractere a étudier, et €2 I’ensemble des individus. Le caractere a étudier est
vu comme une fonction sur €2 :
X: Q- R,N,{0,1},... (37.1)

Les statistiques descriptives sont les techniques pour présenter et résumer les données : dia-
grammes, graphiques, indicateurs numériques : moyenne, écart-type, médiane, ...
Nous faisons les hypotheses suivantes :

(1) Chaque observation x; est la réalisation de la variable aléatoire X qui sera de loi inconnue .
(2) Le n-uple (x1,...,x,) est la réalisation de (X1,...,X},) qui est ’échantillon de taille n.

(3) Les variables aléatoires X; sont indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune
. La loi p est la loi parente de 1’échantillon.

Exemple 37.1.
Un échantillon de taille 1 consisterait a tirer au sort une personne dans une population et mesurer
sa taille. A

Exemple 37.2.
Une échantillon de taille n consisterait a tirer au sort m personnes dans une population et de
mesurer leurs tailles. AN

L’inférence statistique est 'art de dégager des informations sur la population & partir d’in-
formations partielles : intervalles de confiance, estimateurs, test d’hypotheses, ...

En théorie des probabilités, nous connaissons la loi de la variable aléatoire X et nous en
déduisons des informations sur le réalisations de X : valeur la plus probable, moyenne, intervalle
dans lequel X (w) a le plus de chance d’appartenir. En statistique, au contraire, la loi est inconnues
et nous cherchons des informations sur la loi a partir d’un échantillon de données numériques
observées.

37.2 Modele statistique

Une modele statistique est un triplet

S = [(Q,]—", P), (Xo)sco, (ug)ee@] (37.2)

ou (2, F, P) est un espace probabilisé, (Xy) est une famille de variables aléatoires définies sur Q
et telles que pour tout 6 € O, la variable aléatoire Xy suive la loi pug. Les pg sont des mesures sur
les boréliens de R et pour tout B € Bor(R) nous avons

P(Xg € B) = ug(B). (373)

2427
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Remarque 37.3.
D’une certaine maniere, I'introduction de uy dans la définition est redondante parce que ces mesures
sont déja contenues dans la données des variables aléatoires Xjy.

Exemple 37.4 (Modele statistique gaussien).

Si nous savons que les variables aléatoires X; suivent une loi gaussienne, alors nous considérons
© = R xR et § = (m,0?j). Dans ce cas, ug = A (m,c?) et le but de la statistique est
de déterminer la valeur de 6 qui correspond a une population en partant de ’observation d’un
échantillon. A

Définition 37.5.
Si © < R¥, nous disons que le modéle statistique est un modéle paramétrique.

Le modele gaussien est un modele paramétrique : dés que m et o2 sont déterminés, la loi du
phénomene X est connue.

Définition 37.6.

Pour chaque 0 € 6, nous disons qu’un échantillon de taille n associé¢ d un modéle statistique
[(Q,F,P),(Xo), (1g)] est un vecteur (Xg1,...,Xon) de taille n de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de la méme loi que la variable aléatoire Xg. La loi g est la
loi parente de [’échantillon.

Définition 37.7.
Un modéle d’échantillonnage sur le modéle statistique S est une famille (Xg1,...,Xon)oco
d’échantillons de taille n > 1.

Nous noterons souvent (Xi,...,X,) a la place de (Xg1,...,Xp,) un échantillon, mais il faut
se souvenir que les X; suivent toujours la méme loi donnée par . La loi du vecteur (Xi,...,X,)
est fg ® ... ® g et est définie sur I'espace (", F®...R® F, P®").

Remarque 37.8.

Le travail du statisticien est de proposer un modele statistique S a priori. Si nous étudions la taille
d’une population, nous allons choisir un modele gaussien. Plus le modeéle est précis, plus I'espace
O est petit mais plus il y a de risques que le vérité soit hors de I’ensemble considéré.

Exemple 37.9.
Soit X une variable aléatoire de carré intégrable que I'on sait simuler. Afin d’évaluer la moyenne
1 de X, nous pouvons considérer la moyenne empirique des simulations : X,, = %22;1 X; ou les
variables aléatoires X; sont indépendantes, identiquement distribuées et de méme loi que X.

La loi des grands nombres nous enseigne que X,, — p. De plus,

. ac - aoc @ 2,0 dT
lim Pue|X,— —,Xp+—|) = —et2 22 37.4
O R 1 ) I W = oy

En effet, la condition sur y est équivalente a

Xn_luf
S a, 37.5
o ¢ (37.5)
Xn—pt

tandis que le théoreme central limite nous enseigne que la variable aléatoire = N comporte

—a <

comme 4 (0, 1) lorsque n est grand. Dans ce cas, nous avons que

P (i‘;’;\;ﬁ“ e [a, a]> = \/127 f_ ey, (37.6)

Notons que dans ce calcul nous avons utilisé le fait que p = E(X1).
Montrons que la suite

n 2
o2 = % DX - (; > XZ) (37.7)
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converge presque surement vers o2. Le théoréme central limite implique que

1 ¢ s
= X725 B(XY) (37.8)
n =1

et que

( ZX) 22 B(X)2 (37.9)

La différence converge donc presque surement vers o2 en vertu de la proposition 36.30.

Nous avons également E(c2) = o2. En effet, sachant que E(X;) = E(X1) = p et que E(X?) =
B(X{) = p? + o2,

% i % <i EUQZ)) + > B(XiX;)) (37.10a)
i=1 i=1

i

1
=0+ p? — n—(n(a2 + %) + (n® — n)p?) (37.10b)
=02 — ~0?, (37.10c)

dont la limite n — oo donne bien o2.

Nous voudrions & présent montrer que

f:/:/g <, ¥(0,1). (37.11)

Vu que le théoreme central limite donne une convergence en loi, nous pouvons utiliser le lemme de

Slutsky pour montrer que -
Xn—p 5\ 2 2
e (o A2

ou Z ~ .#(0,1). En vertu de la proposition 36.85 appliqué a la fonction f: R? — R,

f(z,y) = {jy A (37.13)
0 sinon
nous avons la convergence en loi
f <)§7\;ﬁ“ ,a§> Z, f(6Z,0%), (37.14)
c’est-a-dire _
f: /:/g “Z, 7 (37.15)
Afin d’étre complet, précisons que
P((cZ,0) e R x {0}) = 0. (37.16)
A

Proposition 37.10.
Soit X; des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente B(n,p).
Alors si X,, désigne la moyenne empirique,

S TP 2, g A (0,1). (37.17)
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Démonstration. Cela est une application de la loi des grands nombres, tu théoréme central limite,
du lemme de Slutsky et de la proposition 36.85.

D’abord, la loi des grands nombres nous indique que X,, — p parce que p est Pespérance de
Bernoulli. Ensuite nous avons

Xo—BX) _ o Xoop
/ Var(X)/y/n p(1—p)

parce que la variance d’une loi de Bernoulli est p(1 — p). Le théoréme central limite nous indique
par conséquent que

(37.18)

En TP 25 01). (37.19)
p(1—p)

Le lemme de Slutsky implique alors la convergence du couple :

<\/ﬁ Xn—p ),Xn> <, (Z,p). (37.20)

p(1—p
Nous appliquons maintenant la proposition 36.85 avec la fonction

vr —p) (37.21)

o) = =y

qui est une fonction dont I'ensemble des points de discontinuité est C' = {0}, Etant donné que
P(X, =0) =0, la proposition s’applique et nous avons

Flvn22=? %) 2 pz.p), (37.22)
p(1—p)
c’est-a-dire _
i TP 2 (0,). (37.23)
X, (1-X,)
O

37.3 Modeles d’échantillonnages

Soit X, une variable aléatoire sur (€2, F, P). Un échantillon de taille n pour X est une suite
de n variables aléatoires (X1, ..., X,,) définies sur (2, F, P) indépendantes et de méme loi que X.
Nous disons que la loi de X est la loi parente de la suite X;.

Définition 37.11.
Soit

§ = |(@.F.P), (X0), ()]
un modeéle statistique. Un modéle d’échantillonnage de taille n associée au modéle statistique S

est la donnée d’une famille de n-échantillons (Xg 1), ..., Xqn telle que pour tout 6 € ©, l’échantillon
(Xo,) soit de variable parente Xy.

37.24
9e0’ ( )

La moyenne empirique du n-échantillon (X;) est la variable aléatoire
_ 1 &
X =~ Zl X;. (37.25)

La proposition suivante signifie que la moyenne empirique est une « bonne » fagon d’approcher
la variable aléatoire.
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Proposition 37.12.

Soit X, une variable aléatoire dans L*(Q) (c’est-d-dire E(X?) < o) d’espérance m et de variance
2

. Alors

2

(1) E(X,) =m et Var(X,) = Z.

(2) Nous avons les convergences

X, 2% m (37.26a)
X,—-m g
=5 Z ~ . H(0,1). (37.26b)

o/\/n

(3) Si X est de loi N (m,c?), alors X, ~ N (m, %2), c’est-a-dire

X, —m

L o, (37.27)

Remarque 37.13.

L’intérét de cette proposition en statistique descriptive expérimentale est le suivant. La taille
moyenne des francais est un nombre m qui existe, mais qui est largement hors de portée de
I'expérience (mesurer 65 - 10% personnes risque de prendre un sacré temps). Si on mesure seulement
n personnes dont les tailles sont (x;)i=1,.» (ici x; est un nombre expérimental, pas une variable
aléatoire), alors on peut calculer la moyenne z,, de ces n personnes-la. La proposition indique que
si n est assez grand, alors Z,, donne une bonne idée de m.

Ne pas confondre X,, qui est une variable aléatoire, c’est-a-dire une application mesurable, qui
nous sert a démontrer des théorémes en mathématique, avec x, qui est un nombre mesuré sur le
terrain, qui a une existence physique bien définie, mais aucun statut mathématique.

Si on croit que toute cette histoire de variables aléatoires, de tribu et de mesures décrit ef-
fectivement la réalité, alors on peut croire que le comportement de la suite X, décrit bien le
comportement de la suite Z,, (cette dernieére n’étant méme pas une suite parce qu’on n’a jamais
qu’un nombre fini de mesures expérimentales).

La variance empirique d’un échantillon est la variable aléatoire

V2=

S|

i(Xi — X,)? (37.28)
=1

La variance empirique corrigée est la variable aléatoire

S2 = (X; — X,)2 (37.29)

n—1 -+ 1

7

1 n
Lemme 37.14.

La variance corrigée et la variance empirique ont comme espérances :
n—1

—0? (37.30a)
E(S2) = o2 (37.30b)

Démonstration. Nous commencons par calculer ’espérance de la variance non corrigée. La premiére
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étape est de la récrire sous la forme

1 _ _
V2= - DUXE - 2X X, + X7)

n
k
1 , 2o 1@ oo
— ——
—nX, —nX2 (37.31)

= Zxk —2X2 + X2
k

Z - X5

k

Nous calculons séparément ’espérance de ces deux termes. Si X est la loi parente des X;, en
utilisant 'indépendance des X; nous trouvons

k=1 (37.32)

Nous devons & présent calculer ’espérance de X2 :
E(X?) = B(X,)? + Var(X,). (37.33)

En utilisant le lemme 36.23,

Var(X,,) = Var (iZXk> (37.34a)

k
1
= > Var(Xy) (37.34D)
k
1
= Var(X). (37.34c)
Par conséquent
1 -1
BE(V2) = Var(X) <1 - n) . — Var(X), (37.35)
En ce qui concerne la variance corrigée,
1 - n
2 2 2
- Xp — X,)? = : .
Sn= 7 (X~ Xn)? = ——V; (37.36)
par conséquent E(S2) = =E(V,?) = Var(X). O

Théoréme 37.15 (Théoreme de Cochran[359]).

Soient (X;) des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi A (m,o?) avec o > 0. Alors
2

(1) Xp ~ AN (m, %),

(2) (%) i = (G2) Vi ~ X*(n = 1),

(8) les variables aléatoires X,, et V, sont indépendantes et

X, —m _ X, —m
Sn/v/n V/(n—1)

~ 7 (n—1). (37.37)
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Nous pouvons aussi écrire le dernier résultat en termes de la variance corrigée S, 'estimateur
sans biais de la variance parce que

-8, (37.38)

en vertu de la définition (37.29).

Proposition 37.16.
Soit X une variable aléatoire de variance Var(X) = o. Si E(X*) < o, alors

(1) S2 2% 52,
(2)
S,%—U2

_ <, 7~ H(0,1) (37.39)

—ot
n

I3

ot u* = E(X*) est le moment d’ordre 4 de X.
Théoréme 37.17.
Si (X1,...,X,) est un n-échantillon de loi parente A (m,c?), alors

(1) Les variables aléatoires B
X,—m
o/\/n

2
et (n— I)S—g (37.40)
o

sont indépendantes.

(2) La loi de (n — 1)5—’2 est x2(n —1).
Si un échantillon vérifie ces deux propriétés, alors les X; sont de loi N (m, c?).

L’inégalité de Markov donne une borne supérieure a la probabilité qu’une variable aléatoire
positive soit plus grande ou égale a une constante.

Théoréme 37.18 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire d valeurs dans R et p: RY — [0, 00[. Alors

(37.41)

pour tout a > 0.

Démonstration. Calculons le second membre :

BAX) _ [ )
Q

a
:J p(X) dP+J (X)) 1p
@(X) a p(X)<a @

(37.42)

D’ou I'inégalité voulue. O

37.4 Estimation ponctuelle

Nous considérons un modele statistique

S = [(Qvf7 P)? (XG)’ (MB)]QE@ (3743)
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et pour tout # nous notons X = (Xg1,...,Xp,) un échantillon de loi parente p9. Tant que nous
travaillerons avec un 6 fixé, nous écrirons X = (X1,...,X,,) sans expliciter la parametre 6. Nous
noterons
Eg(p(X1,..., X)) = f (1, ) (21, - ., T). (37.44)
Rn

Dans cette notation nous plagons le 8 sur 'espérance, tandis qu’en réalité le 6 devrait étre sur
chaque X7. Tant qu’aucune confusion n’est possible nous ferons toujours cet abus d’écriture.

Le but de la théorie de l'estimation est de déduire la valeur de 6 (et donc la loi up) a partir
d’un échantillon de loi parente 6.

Nous posons les hypothéses suivantes.

(1) Le modéle statistique S est paramétré, c’est-a-dire que © = R¢ avec le plus souvent d = 1, 2.
Typiquement les parametres seront la moyenne et la variance.

(2) Le modele statistique est identifiable, c’est-a-dire que pour tout couple (61,602) € ©2, si
01 # 05, alors o, 7 1o, -

(3) Le modele S est dominé par la mesure de Lebesgue si les lois 1y sont continues et par la
mesure de comptage si les lois uy sont discrétes.

Exemple 37.19.
Quelques familles identifiables :

— La famille des lois exponentielles (&()\)) est identifiable.

A>0

— Les lois gaussiennes (JV (m, 02)) sont également identifiables.

meR,02>0
En réalité il est assez compliqué de trouver un exemple de modele non identifiable & moins de la faire
exprés. Par exemple en paramétrant les lois exponentielles de la fagon suivante : (&(sin(\))), _g-
Cette famille n’est pas identifiable. A

Le corolaire 14.206 ainsi que 'hypothése de modele dominé implique que les lois ont des densités.
Si la loi pg est discrete, nous notons

p(x,0) = po({x}) (37.45)

la densité de ug par rapport a la mesure de comptage. Si La loi pg est continue, nous notons

p(z,0) = fo(z) (37.46)
la densité par rapport a la mesure de Lebesgue.
Si pg est une loi discréte et si (Xi,...,X,) est un échantillon de taille n, alors pour tout
(1,...,2y) € R™ nous avons

(@1, 203 0) = 1" ({21, zn}) = po({z1}) - .- po({xn}) = p(21,0) ... p(an, 0).  (37.47)

La premiere et la derniére égalité sont des notations; la seconde est une conséquence de I'indé-
pendance des X; contenues dans 1’échantillon. Pour une loi continues, nous adoptons la méme
notation. Le vecteur aléatoire (X1, ..., X,) admet la densité

(1, yxn) = pp(T1, .., 203 0) = folx1) ... fo(zn) = p(x1,0) ... p(xy, 0). (37.48)

Exemple 37.20.
Soit (X1,...,X,) un n-échantillon de loi #(1,0) avec 6 € ]0,1[. C’est une loi discréte portée par
I'ensemble {0, 1}. Nous avons

0 si0#x#1
p(z,0) =<1-0 siz=0 (37.49)

0 six=1.



37.5. STATISTIQUES ET ESTIMATEURS 2435

De fagon plus condensée nous pouvons écrire

p(x,0) = 67 (1— 0)""10 1y (2). (37.50)

Pour tout (x1,...,2,) € RP?, la densité du n-échantillon est donnée par
P, ... a3 0) = 67T (] — p)lle'(lfxi)]l{oyl}n(xl, ey X)) (37.51)
A

37.5 Statistiques et estimateurs

Définition 37.21.

Une statistique sur un modéle d’échantillonnage est une variable aléatoire fonction de I’échantillon
(X1,...,X,) ne dépendant pas de 0'. C’est-a-dire une application borélienne T: R" — R ne
dépendant pas de 0. La statistique associée a cette application est S = T(X1,...,X,).

Les fonctions T'(X1, ..., X,) données par ), X, eXXi gont des statistiques. La constante % est
également une statistique (mais elle est moins intéressante).
Un estimateur est une statistique qui prend ses valeurs dans ©. Nous la noterons

N

O, =0(X1,...,Xn). (37.52)
La fonction 6,, est borélienne A valeurs dans ©.

Exemple 37.22.
Soit un n-échantillon de loi #(1,0)ge[0,1]- Les fonctions 6, = %Z?:l X; et ¢, = % sont des
estimateurs. Cependant nous devinons que la premiere va étre plus intéressante que la seconde. A

Pour la suite, nous travaillerons avec des estimateurs de carré intégrable, c’est-a-dire que
Eo(|0n(X1,..., X,)]?) < 0 (37.53)

pour tout 6 € O©.

37.5.1 Qualité des estimateurs

Définition 37.23.
Une estimateur est convergent ou consistant si pour tout 6 € O, la suite de variables aléatoires

A

0, (X1,...,Xy) converge en probabilité vers 6.
En d’autres termes, 'estimateur én est convergent si pour tout 8 € © et pour tout n > 0,

lim P(|0n(X1,...,X,) — 0] >n) =0. (37.54)

n—a0

La probabilité dans le membre de gauche est donnée par
M?n({(m’ . mp) € R™ tel que |§n(x1, ceeyTy) — 0] > 77}) (37.55)

Soit 0, un estimateur pour . Nous cherchons & minimiser I’erreur commise en remplacant 6
par 6,,. Nous introduisons donc le risque quadratique de 'estimateur 6,, par

R(0n,0) = Eo((6n — 0)?). (37.56)

Nous disons qu'un estimateur 6,,; est préférable a 6, o si pour tout 6 € © nous avons

A

R(0p1,0) < R(02,0). (37.57)

1. Parce que d’habitude c’est ce qu’on cherche a estimer.
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Lemme 37.24.
Une formule alternative pour le risque quadratique :

R(0,,,0) = Var(,) + (Eq(6y,) — 0) (37.58)

Démonstration. Nous avons

Ey ((én - 9)2) = Var(, — 0) — Ey(d, — 0)>. (37.59)
D’une part Var(d,, — 0) = Var(6,) et d’autre part Ey(f, — 0)2 = [E(én) - «9]2. Par conséquent
2

R(B,,,0) = Var(d,) — (E(én) - 9) . (37.60)
O]

Le biais de D’estimateur 6, est la quantité
Ey(6,) — 0. (37.61)

A ce niveau, nous rappelons que nous écrivons Ey l'espérance calculée en supposant la valeur 6
pour le parametre des différentes variables aléatoires entrant dans le calcul. Voir la discussion
autour de la définition (37.44).

Exemple 37.25.
Dans le cadre de la proposition 36.115, nous voulons savoir si % est un estimateur sans biais de
A. Pour ce faire nous calculons

N, 1
E\ <tt> = E\(N) =\ (37.62)
parce que E(N;) = At. Ici nous avons calculé F(IV;) en prenant A pour valeur du parametre
du processus de Poisson, alors que en principe c’est justement le parametre que nous voulons
estimer. A

Exemple 37.26. B
La moyenne empirique X, est un estimateur sans billet de la moyenne. L’estimateur

(X; — Xi)° (37.63)
1

1 n
n—1:+
1=

est un estimateur sans billet de la variance. AN

Un estimateur sans biais n’est pas toujours de meilleur qualité qu'un estimateur avec biais. En
effet ce que nous voulons est de se donner un (petit) intervalle I autour de la bonne valeur de 6 et
de maximiser P(én € I). Sur la figure 37.1, c’est 'estimateur biaisé rouge qui tombe plus souvent
sur le bon intervalle que I'estimateur non biaisé bleu.

Nous allons maintenant étudier quelques manieres de construire des estimateurs convergent. Il
vont évidemment s’appuyer sur la loi des grands nombres.

37.5.2 Méthode des moments
Sans surprises, un bon estimateur pour la moyenne est

A

1 n
0n(X1,..., Xpn) = - 2 X;. (37.64)
=1

Plus généralement, nous supposons qu'il existe une fonction borélienne? M: R — R telle que

Ey(|M (X)) < o0 (37.65)

2. Définition 14.50.
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I
FIGURE 37.1 — Un estimateur sans biais et un avec biais.
ou X est la loi parente de ’échantillon. Supposons également que la fonction
h(6) = Eg(M(X)) (37.66)

soit inversible et continue sur ©. Dans ce cas, pour estimer le parametre 6, nous considérons

I’estimateur

. (1 &

0, = h~? (n ;M(Xi)> : (37.67)
Cela est un estimateur convergent. En effet, la loi des grands nombres dit que

%ZM(Xi) 2% By (M(X)). (37.68)

En composant avec la fonction h, nous avons

A~

b 2% 7 (B (M(X)) ) = 0. (37.69)
Dans cette construction, M (X) est le moment de X que I'on souhaite déterminer.

Exemple 37.27.

Soit (X1,...,X,) un échantillon de loi &(\A). Construire An. Pour une loi exponentielle,
1
E(X) = T (37.70)

Nous devons donc déterminer le moment d’ordre 1 de X (c’est-a-dire sa moyenne). Nous considérons
donc la fonction M (z) = x; par conséquent

1
h(\) = E(X) = X (37.71)
et h=1(0) = 1/0. L’estimateur que nous considérons pour \ est finalement
A 1
Op = = (37.72)
% 2ie1 Xi

A

37.5.3 Méthode de substitution

Supposons que nous connaissions un estimateur convergent 8, — 6. Si g: R — R est une
fonction continue, alors

9(6n) — g(6). (37.73)
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37.5.4 Méthode du maximum de vraisemblance

Exemple 37.28.

Nous désirons controler la qualité d’une chaine de production ; pour cela nous prélevons un échan-
tillon de 10 pieces, et nous en trouvons 3 défectueuses. Que dire de la proportion de pieces défec-
tueuses ?

Evidemment, le plus probable est que la proportion de pitces défectueuses soit de 1 /3. Analysons
en détail comment nous arrivons a ce résultat. Nous considérons que le fait de tirer 10 pieces
revient a une expérience binomiale de parameétres 10 et de probabilité p inconnue. Dans ce cas, la
probabilité d’observer exactement 3 pieces défectueuses est de

M@ZHXZ@ZCDﬁGﬂN- (37.74)

t
3
10

ol +

9
10 p

FIGURE 37.2 — La fonction de vraisemblance de I’exemple 37.28.

A
Soit (x1,...,x,), une réalisation de I’échantillon (X7, ..., X,). L’application
0 pu(z1,...,20:0) = | [ p(x:,0) (37.75)
i=1
est la vraisemblance de I’échantillon. Nous définissons 6, par
Pn(T1,. .., Ty én) = sup pp(x1,...,2,:;0). (37.76)

0e®

Remarque 37.29.
Nous passons sous le silence le fait que la fonction sup soit une fonction mesurable, et que par
conséquent #,, soit bien une variable aléatoire.

La variable aléatoire 6,, = én(Xl, ..., X,) est 'estimateur de maximum de vraisemblance
de 6.

37.5.5 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.30.
Soit (X7i,...,X,) un échantillon de loi #(1,0) avec 6 € [0, 1]. Trouver l'estimateur de maximum
de vraisemblance de 6.

En utilisant la densité de la loi multinomiale,

prn(x1, .., 20;0) = Hp(xi,ﬁ) = Hﬁxi(l - 9)1*“]1{071}7,,(3;1, ey X)) (37.77)

)

En passant au logarithme, si z; € {0, 1},

Ln(0) = > z;In(0) + (1 — ;) In(1 - 0) (37.78)



37.5. STATISTIQUES ET ESTIMATEURS 2439

En passant a la dérivée, nous trouvons que 'extrémum est donné par
1 n
0= ; ;. (37.79)

A

Exemple 37.31.
Soit (X7i,...,Xy) un échantillon de loi &(\) avec 6 > 0. Trouver l'estimateur de maximum de
vraisemblance de 6.

Nous avons

pol(@1, ... ap) = | | Oie™" (37.80)
i=1
En passant au logarithme la fonction & minimiser est
L(0) = nIn(0) — 6 ) ;. (37.81)
La minimisation donne n
0 — .82
S (37.82)
c’est-a-dire
X1y X)) = D = L (37.83)
n IEEEEEPL Y ZZXZ Xn .

Ce résultat n’est pas étonnant vu que le parametre A de la loi exponentielle est I'inverse de la
moyenne.

A
Exemple 37.32.
Soit (X1,...,X,), un échantillon de loi parente uniforme sur [0, 6] avec 6 > 0.
(1) Montrer que la fonction de vraisemblance est donnée par
1 .
L(xy,...,xp;0) = Ojﬂ[o,w[(mm(xl, e ,ﬂ:n))]l[max(m .... an),00f (0)- (37.84)

(2) Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

Lorsque nous parlons de parametres qui peuvent prendre un spectre continu de valeurs, il
est inutile de calculer la probabilité parce qu’elle est nulle. Le systeme de maximum de vraisem-
blance fonctionne avec les densités. Dans notre cas, la fonction de vraisemblance est le produit des
densités :

n
L(zy,...,2p;0) = Hp(a:i; 0) (37.85a)
i=1
1
=11 511001 (@) (37.85D)
i
1
= anﬂ[oyg]n(fﬂl, cee 71'71)- (3785(3)
De cette expression nous voyons que min{zi,...,x,} doit étre positif en méme temps que le

maximum doit étre plus petit que 6. Cette seconde condition peut s’écrire 11[max{x17.__,xn}7oo[(9). Au
final nous avons

1

L(z1,...,wp50) = Hjﬂ[o,w[(min(wh 3 %0)) Limax{an,.zn } oo (6)- (37.86)

Il n’est évidemment pas possible de dériver explicitement cette expression. Par contre pour

que cette fonction soit non nulle, il faut obligatoirement 6 > max{z,...,x,}. Par conséquent elle
prend son maximum pour 6 = max{zry,...,T,}.

La conclusion est que 'estimateur de maximum de vraisemblance de 6 est én = max;{X;}. A
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Exemple 37.33.
Déterminer I'estimateur de maximum de vraisemblance de la moyenne pour un modele statistique
dans laquelle la famille de probabilités est

(o) = {A(0,0?%) tel que 0 ee R}. (37.87)

Nous supposons que ¢ est connu.
La densité de la variable aléatoire conjointe (X1,...,X,) au point (z1,...,2,) est le produit
des densités, donc

n 1 1 T, —m 2
,;I;!:’meg(xl,. ..,.’En) = Wexp—§ (; < o ) ) . (3788)

Etant donné que le but est de minimiser, nous pouvons oublier le facteur et passer au logarithme :

o(Z) = —;i}(x;my (37.89)

Nous pouvons également supprimer le % et le 1/02. La fonction a minimiser devient

L(xy,... wn) = — Y (x —m), (37.90)

%

dont la dérivée vaut 2nm — 2, x;. Par conséquent nous avons un minimum avec

1 n
== @ (37.91)
n =1

37.5.6 Estimation d’une fonction de répartition

Théoréme 37.34 (Glivenko-Cantelli[673]).
Soient X; des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi dont
la fonction de distribution est F' (inconnue). Nous définissons l'estimateur

1
Fo(w) = ~ ; Ix,<a (37.92)

Alors
P( lim [F, = Fle =0) = 1. (37.93)

Autrement dit, pour presque tout w € €2,
nlgrgo |Fr(w,.) — Fllow = 0. (37.94)
C’est-a-dire qu’il y a presque certainement convergence en probabilité.

Notons que de facon générale lorsqu’on parle d’estimateurs, partout ou il y a un « n » dans une
variable aléatoire, il y a une dépendance sous-entendue en w.

Proposition 37.35.
Pour presque tout z, Uestimateur F,(x) est sans biais par rapport a F(z) :

E(Fy(z)) = F(z). (37.95)

Démonstration. C’est juste un calcul :

1 ¢ 1<
- Z (Lix,<a}) = - Y F(z) = F(). (37.96)
i=1 =1
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37.5.7 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.36.
Dans cet exercice nous construisons un estimateur biaisé qui présente un risque quadratique infé-
rieur & un estimateur non biaisé.

Soit un modele statistique dont la famille de lois est {4 (m, 62)}gejo,c0f OU m est un parametre
réel connu. En ce qui concerne la variance nous considérons

(Xi —m)>. (37.97)

M=

1
62 =—
n 4

%

1

(1) Montrer que 62 est un estimateur sans biais de 6.
(2) Montrer que le risque quadratique de 62 est

262
R(62,0) = — (37.98)

2

- avec ¢ > 0. Déterminer la valeur de ¢ qui minimise

(3) Considérer la famille d’estimateurs c6
le risque quadratique de I’estimateur.

(1) Nous calculons

B(62) = - 3 E[(X; ~ m)]

1 1
= =) Var(X; —m) — =Y E(X; — mj?
nZ ( ) nz ( 7) (37.99)

1
=~ Y Var(X;

n 2 ar(X;)
= o2

(2) Par la formule (37.60) nous savons que le risque d’un estimateur sans biais est donné par sa
variance :

R(0,,,0) = Var(|62 — 0]) = Var(62). (37.100)

Etant donné que les variables aléatoires X; sont indépendantes et identiquement distribuées,
le lemme 36.23 nous enseigne que la variance de la somme est la somme des variances. Nous
avons donc a calculer

Var(|62 — 6]) = Var(62)

n

_ L ar ; —m)?
a nQZ;‘V (X = m)7] (37.101)

— LS B[ - m)*] - B[~ ]

Ces espérances ne sont pas tres compliquées a calculer en utilisant la fonction caractéristique
donnée par la proposition 36.117 :

' , ‘ ' 2,2
Bx_p(t) = B(e"X M) = =M p(eitX) — o=itm (1) = exp (—02> . (37.102)
Nous avons ®*)(0) = 36* et ®”(0) = —o2. Par conséquent
1 262
N 2 _
Var(62) = 712;29 == (37.103)

Notez ici que 6 = o2.
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3) En tenant compte du fait que Var(62) = 20° of B(62) = f, nous avons
n n n

E((c62 —0)?) = Var(co2 — 0) + E(co2 — 0)? (37.104a)
c20?
=2— + (c—1)%*. (37.104b)
n
La dérivée (par rapport a c) de cela s’annule pour ¢y = -5 Notons que nous n’avons pas tout

a fait démontré que cela est bien un minimum. Calculons cependant le risque quadratique
de notre estimateur pour cette valeur de c. Pour cela nous reportons ¢ = ¢y dans ’expression
(37.104b) :
2
( n &2) _ 20 .
n+2" n+ 2

(37.105)

Cela est effectivement plus petit que R(62,0).

Nous avons ainsi construit un estimateur biaisé qui a un risque quadratique plus petit que esti-
mateur non biaisé. A

Exemple 37.37.
Nous considérons la famille de probabilités pg = A (0) ot § = (m,0?) € R x ]0, o0[. Déterminer
I'estimateur de maximum de vraisemblance du parametre 6 = (m, o?).

Pour chaque observation x; nous avons une densité gaussienne. Le produit donne

p(21,. .., 205 (m,0?%)) = 02(217r)”/2 exp [—2;2 E(xl - m)2] : (37.106)

En passant au logarithme et en supprimant des facteurs inutiles a la minimisation,

1 2

L(m,o) = —nln(o) — 552 2 (x; —m)~. (37.107)

L’annulation de la dérivée par rapport a m donne immédiatement m = %ZZ z;. L’annulation de
la dérivée par rapport a o donne

—no? + Z(xz —m)>=0 (37.108)
et donc )
2 _
= — i — Tn). 37.109
o = = i~ ) (37.109)

L’estimateur de maximum de vraisemblance du couple 6 = (m, o?) est donc

0, = (iZX %Z(Xi — Xn)2> . (37.110)

%

JAN
37.5.8 Espérance et variance d’un estimateur
Soit Ty, = T( Xy, ... , Xp) un estimateur du parametre # dans un modele d’échantillonnage. Les
moyennes et variances de l'estimateur sont les variables aléatoires
mo.n = Eo(T)) = f To(x1, .- xn)dpg" (21, ..., xy), (37.111a)

Vary(T,,) = f [To(z1,...,2n) — mgm]Qdug@"(xl, ce s Tp), (37.111b)



37.6. ESTIMATION PAR INTERVALLE DE CONFIANCE 2443

Lemme 37.38.
Si Uestimateur T, satisfait

Jim Ey(T,) =0 (37.112a)
Jim. Vary(T,,) =0, (37.112b)

alors il est convergent.

Démonstration. Nous utilisons I'inégalité de Markov (théoréeme 37.18) et nous introduisons 'espé-
rance de 'estimateur :

P(ITu(X1, ... Xn) — 0] > ) < %E(TH(XI, LX)~ 6) (37.113a)
< %E(!Tn — mpgl) + %E(\mmg —6]) (37.113Db)
(37.113¢)

Le second terme est l'espérance d’une constante. Nous majorons le premier terme en utilisant le
fait que ||.|[;1 < |.|2 (voir la remarque 27.34 apres I'inégalité de Holder) :

1 1
P(ITu(X1,..., X0) — 0] > ¢) < =E(|T — mngl*)"* + =|Eo(T,,) — 0] (37.114a)
€ €
= 1\/'au~(Tn)1/2 + 1UEQ(TH) — 4. (37.114b)
€ €

Les deux termes tendent séparément vers zéro par hypothese. Nous avons par conséquent la conver-
gence en probabilité T,, — 6. O

37.6 Estimation par intervalle de confiance

Nous voudrions estimer la proportion d’individus dans une population ayant un certain ca-
ractere déterminé par une variable booléenne : chaque individu a ou non le caractere étudié.
L’échantillon sera donc une suite de 0 et de 1.

Pour tout i € {1,...,n} nous notons
1 sile téme individu a la caractére
Ti = ) (37.115)
0 sinon.
et T, = %Z?:l x;. Notre modele statistique sera
§ = |(.F, P). (Xo), B(1.0)| (37.116)

ou ) est I’ensemble des individus étudiés, P est la maniere de choisir les individus lors du sondage
(essentiellement c’est une loi uniforme) et Xy est la variable aléatoire

1 siw ale caractere

X(w) = { (37.117)

0 sinon

Cela est une variable aléatoire de distribution (1, p) ou p est inconnu. Ici, © = [0, 1] est ’ensemble
des p possibles.

Remarque 37.39.

Nous supposons que §2 est la population entiere et que la variable aléatoire est ’opinion de la
personne w. En cela, nous considérons que le tirage de I’échantillon est sans remise. Le fait que nous
modélisions par une variable aléatoire de Bernoulli signifie que nous considérons ’approximation
dans laquelle la population globale est grande.
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Nous supposons que nous ayons un échantillon (Xi,...,X,) dont nous avons observé une
réalisation (x1,...,z,) de fréquence Z,. Nous voudrions déterminer un intervalle dans lequel X,
a de fortes chances de se trouver. Plus précisément nous considérons un petit « et nous cherchons
€ tel que

Plpe[X,—€eXn+e]) =1—a. (37.118)

Typiquement, o = 5%. Le nombre « est le niveau de confiance que nous nous fixons a priori.
Si nous trouvons un intervalle I tel que P(p € I) = 1—«, nous disons que U'intervalle est exact,
si nous avons P(p € I) > 1 — «, nous disons que l'intervalle est par excés.
Il y a deux points de départs pour trouver l'intervalle. Le plus simple est d’utiliser le théoréme
central limite et considérer ~
S Xnp 2
p(1—p)

La seconde est d'utiliser la loi exacte : nX,, = 3, X; ~ %(n,p).
Bien entendu la seconde donne lieu a des calculs plus compliquée.

A (0,1). (37.119)

Remarque 37.40.
Dans certaines vraies vies (par exemple en médecine), la taille des échantillons est tres réduite.
Dans ce cas le théoreme central limite n’a aucun sens et les calculs exact s’imposent.

De plus dans de nombreux cas de la vraie vie, nous avons un ordinateur a disposition pour
calculer avec la loi exacte. L’utilisation du théoréme central limite dans le but de produire un
intervalle de confiance semble donc de plus en plus étre une survivance du passé.

Dans la suite, nous allons supposer que n est suffisamment grand pour justifier 'approximation
normale du théoréme central limite 36.100. Si Z est une variable aléatoire normale centrée réduite,
notre premier essai est de faire

l-—a=Ppe[X,—eX,+¢€) (37.120a)

_ —e/n - X, —p ev/n
-7 (x/p(l = S \F¢p(1 —p) SVl —p)> (37:1200)

p(__am _en ¢
_P< \/MSZg\/M) (37.120c)

—2p (Z < “/ﬁ) ~1. (37.120d)
p(1-p)

La derniere ligne utilise la symétrie de la distribution .4#7(0,1). Le nombre € que nous cherchons

vérifie donc
plz<—S" ) _q_2 (37.121)
p(1—p) 2

Q

De nos jours, les ordinateurs donnent la loi de répartition inverse des normales. Cela nous fournit
un nombre t, tel que

BV (37.122)
p(1—p)

ou t, est le nombre tel que P(Z < ty) =1— /2.
Conclusions de ce premier essai :

(1) Le probléeme est que nous ne pouvons pas déduire e de ’équation (37.122) parce que p est
inconnu.

(2) Cela ruine notre premier essai et nous demande de trouver mieux.

(3) L’astuce est évidemment de remplacer p par X,,, mais il faut le justifier.
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Méthode Slutsky Le point de départ du premier essai infructueux était la convergence

X,
n—2n "l LN (0,1) (37.123)
p(1—p)

donnée par le théoréme central limite 36.100. Ce que nous voudrions en réalité est la conver-

gence -

Xn—p A
Vn—m——— 5N (37.124)
Xn(1-X,)

La loi des grands nombres nous donne
X,(1-X,) 25 p1 —p). (37.125)

Par conséquent le lemme de Slutsky implique la convergence en loi du couple :

( \/7\/7> (N.A/p(1—p)). (37.126)

A ce point des opérations nous pouvons utiliser la proposition 36.85 au couple avec la fonction
x
fla,y) = ” p(1—p) (37.127)

dont la probabilité d’étre continue est 1 (y = 0 est de mesure nulle dans R?). La conclusion
du théoreme est que

S TP 2 0.1), (37.128)

X,(1-X,)
C’est a partie de la que nous pouvons construire notre intervalle de confiance :

l-a=PX,—e<p< X, +e¢ (37.129a)

—vne ) (37.129b)

_ e m Kemp
Va1 - X0 - \F\/Xn(l %) \/Xn(l — X

_ Vne __>N> __wme (37.129¢)
A/ Xn(1—X,) A/ Xn(1—X
Nous cherchons maintenant dans les tables le & qui fait
P(-¢<N<{=1—-a (37.130)
puis nous cherchons e de telle sorte a avoir
- vne — =& (37.131)
X,(1-X,)
Dans cette équation tout est connu a part le € qui se découvre.
Méthode piétonne Nous remarquons que ’événement
)_(
ef eV (37.132)
N = \/ \/p(l —p)
est le méme que ’événement
Vn—2"P | <4, (37.133)
p(1—p)
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Vu que t, est positif, cela est encore le méme événement que

(Xn - p)2 2
n <t 37.134
p(l—p —° ( )
ou encore B B
pi(n+12) — p(2nX, +t2) + nX2 <0. (37.135)
Les racines du polynéme du membre de gauche sont
20X, + 12 £4/(2nX, +t4)2 — 4(n + t2)nX2
pp=— @ \/ i AR (37.136)

2(n +t2)

Le but étant d’effectuer une limite n — 00, nous factorisons d’abord n. Aprés simplification

ot 1,0/ 1y 4 XallXa)
Pt = . (37.137)

Etant donné que nous considérons que n est grand, nous allons négliger les termes en % en

faisant attention a ce que le terme en 1 sous la racine est en réalité 1/4/n et ne doit pas étre
négligé. Nous trouvons, a cette approx1mat10n que

pe [Xn —tor | X"(ln_X”),Xn +tad] X”On_X”)] (37.138)

avec une probabilité 1 — a.

37.6.1 Région de confiance

Soit un n-échantillon (Xi,...,X,) de loi parente pg. Nous supposons © c R avec © ouvert.
Soit a € [0, 1] un intervalle de confiance et une application mesurable

A: R"™ — Bor(0)

37.139
(X1, eoymn) = A(z1, ..o xn). ( )

On appelle région de confiance exact au niveau de confiance 1 — a une région aléatoire
A(zy,...,2,) telle que
PO eAy,....zn) =1— 0. (37.140)

Sid =1, larégion A(zy,...,x,) est un intervalle.

37.6.2 Fonction pivotale

Soit 6, un estimateur de 6. Une fonction v sur © x © est pivotale pour 6 si la loi de la variable
aléatoire v(6,, 6) ne dépend pas de 6. Elle est asymptotiquement pivotale si

v(6n,0) 5> ¢ (37.141)

ou £ est une variable aléatoire indépendante de 6.

En pratique, nous essayons de faire apparaitre une variable aléatoire de loi connue qui ne
dépend pas du parametre que 1'on recherche. Si la variance est connue et si I’échantillon est grand,
le théoreme central limite nous permet d’introduire une loi normale centrée réduite.

Exemple 37.41.
Soit X1, ..., X, des variables aléatoires de loi parente .4 (m, 02). Une fonction asymptotiquement

pivotale pour m est
Z1 — %9

v(z1,22) = oI

(37.142)
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parce que la variable aléatoire

_ X,—m
v(Xp,m) = N

tend vers .#°(0,1) qui ne dépend pas de m. A

(37.143)

Exemple 37.42.
Si (X,) est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne
m et d’écart type o que nous supposons inconnus. Le fonction suivante est asymptotiquement
pivotale pour m :

— X, —m
X,,m)==2n_" 144
v(Xp,m) o/ (37.144)
A
Soit (X71,...,X,) un échantillon de loi A" (m, ag) avec 0(2) connu. Nous cherchons un intervalle

de confiance 1 — a pour m. Pour cela nous allons utiliser une fonction asymptotiquement pivotale,
a savoir

X, —m
a3/vn

Nous devrions chercher des valeurs z, de z_ telles que

~ ./ (0,1). (37.145)

X, —m )
Pl s ——<2zy | =1—-0a. 37.146
(-2 P <y (37.146)
Pour des raisons de symétries (de la courbe gaussienne), nous allons chercher un intervalle symé-
trique : z_ = —z,. Le nombre a chercher est donc le z, tel que
P(|Z| <za) =1-au. (37.147)

Si nous demandons a = 5%, la réponse est z, = 1.96, c’est-a-dire que

X, —m )
P 1.96 < <196 ) =0.95. (37.148)
(o< T <
Nous avons donc 196 196
- 960 - 960
P X, — , Xn = 0.95. .14
(me[ NG + \/ﬁ]> 0.95 (37.149)

Supposons maintenant que nous avons observé 100 valeurs numériques avec x, = 12 et o = 1.
La réalisation de l'intervalle de confiance pour m au niveau de confiance 0.95 est :

[12 —0.196,12 + 0.196]. (37.150)

Cet intervalle est a interpréter de la fagon suivante : si nous recommengons un grand nombre de
fois le sondage, la moyenne tombera 95% des fois dans I'intervalle ainsi calculé. Mais il faut bien
comprendre que la probabilité

P (m e [12 —0.196,12 + 0.196]) (37.151)

vaut zéro ou un.

Exemple 37.43.
Soit un échantillon (X1, ..., X,) de loi parente .4 (m,o?) ot m et o2 sont inconnus. Déterminer
un intervalle de confiance exact symétrique au niveau de confiance 1 — a.

Déterminer un intervalle de confiance pour o2.

Nous savons que la moyenne empirique est un estimateur de la moyenne :

% i (37.152)
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Nous cherchons un intervalle du type I = [X,, — ¢, X;, + €] pour lequel P(m € I) = 1 — a. Nous
savons que la variable aléatoire

X, —m
o/

suit une loi .47(0, 1), mais la variance est inconnue. La subtilité a savoir est que la variable aléatoire

(37.153)

B X, —m
NG

ot 52 = 31(X; — X,,)?/(n — 1) suit une loi de Student & n degrés de liberté 7 (n — 1) en vertu du
théoreme de Cochran 37.15. Comme il est usuel de le faire, nous inversons l'intervalle :

Z (37.154)

l—a=P(—e<X,—m<e) (37.155a)
e (—6;/5 <Z< i\f) . (37.155b)

Les valeurs se trouvent dans des tables ; par exemple pour n = 10 et o = 5% nous trouvons

€A/ T

= 2.262. (37.156)

n
Plus généralement nous notons th—11-2 le quantile d’ordre 1 — § de la loi 7 (n — 1), c’est-a-dire
le nombre tel que
«@

P(Z<ty1a-3)=1-3 (37.157)

si Z ~ .7 (n —1). L'intervalle de confiance est alors donné par
I — Xn _ tn—l,l—%sn7Xn n tn—l,l—%sn '
\/n \/n
Cela est un intervalle exact pour m au niveau de confiance 1 — a.
Nous pouvons aussi trouver un intervalle asymptotique en utilisant le théoréme central limite :

(37.158)

Xp—m o

S T (37.159)

avec T ~ A4(0,1).
Rappel : dire que I, est un intervalle de confiance asymptotique signifie que
lim Pmel,)=1—a. (37.160)
n—aoo
En ce qui concerne la variance o2, I'intervalle de confiance se construit en utilisant la partie
(2) du théoreme de Cochran 37.15. Nous introduisons la variable aléatoire pivot
SQ
n
Z=(n-— 1)? (37.161)
qui suit une loi x?(n — 1). Cette loi n’étant pas symétrique (voir figure 36.1), nous n’allons pas
chercher un intervalle de confiance symétrique. Nous cherchons ¢ et ¢ tels que

P(o*e e, e0]) =1— (37.162a)
P e0,a]) = 5 (37.162b)
P(o® € ez, ]) = 5 (37.162c)

La situation est représentée a la figure 37.3.
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(/77 7/

¢t/ /

) 10 15 20 25 30

FIGURE 37.3 — L’intervalle de confiance pour une x?2.

Le construction des nombres ¢ et ¢y passe par la relation

1y Q2 1\ @2
Plei<o®<cy) =P (M <Z< M) . (37.163)

Co C1

Nous notons tn—1,2 et lp_11-2 les quantiles donnés sur la figure 37.3, c’est-a-dire
P(Z <ty )= %P(Z >t 11 0)=1- % (37.164a)

Ce que nous obtenons est

(n—1)S2
St =ty (37.165a)
—1)5?
=D% _, (37.165b)
Ccl o2

et par conséquent 'intervalle de confiance pour o2 est

(n—1S (n—1)S7

9
th-1,1-2  th-1,1-¢

(37.166)

avec P(c? e I) = 95%.

Remarque 37.44.
Il n’est pas clair & priori que la longueur de l'intervalle I décroisse avec n parce qu’il y a n dans
les t au numérateur.

A

37.6.3 Sondage de proportion

Une utilisation classique des statistiques est d’interpréter une proportion donnée par un son-
dage. Nous considérons une élection avec deux candidats A et B. Nous avons interrogés n = 2500
personnes et nous avons obtenus 51% pour le candidat A et 49% pour le candidat B. Que peut on
dire?

La modélisation de cette situation est que nous avons des variables aléatoires X; ~ Z(p4) et
que nous en avons observés n avec une moyenne

Zp = 0.51. (37.167)
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La loi de X, est une binomiale. Sa densité n’est pas symétrique, mais si n est grand, elle le devient.
Nous cherchons un intervalle

I=[X,—¢X,+¢ (37.168)

tel que P(pa € I) = 1 — a. Pour cela nous considérons le fait que n = 2500 est grand et nous
utilisons la limite de la proposition 37.10 :

X, - (
Ty = n—nPA L7 (0,1). (37.169)
1 —

\/ Xn( Xn)

La variable aléatoire Z,, est asymptotiquement pivotale et normale centrée réduite. Nous cherchons
donc un intervalle symétrique pour X,, — pa :

l1—a=P(—e< X, —pa<e), (37.170)

c’est-a-dire, si n est grand,

A/ Xn(1—X,) A/ Xn(1—X3)
ou Z, est une normale centrée réduite. Nous trouvons ainsi, via les tables que
g (37.172)

Xn(1-X,)

. vV Xn(1-X,)
€ = 1.967\/@.

et 'intervalle

r % 1.964/ X, (1 — X,,) % 2.964/ X, (1 — X)
- | X, - X . 1
c Tn + NG (37.173)

si nous voulons un intervalle & 5%. Par conséquent nous avons
de confiance est

La propriété de cet intervalle est que
lim Ppael)=1-a. (37.174)

Remarque 37.45.

A quel moment avons nous fait une hypothése sur la taille de la population globale ? En modélisant
les sondés par des variables de Bernoulli et leur somme par une binomiale, nous supposons que
le sondage est avec remise, sinon, elles ne seraient pas indépendantes. En supposant les sondés
indépendants, nous avons donc fait comme si la population totale était infinie.

37.7 Estimer une densité lorsqu’on ne sait rien

Nous supposons avoir une série d’observations issues d’un processus complexe dont nous n’avons
aucune idée de la loi parente, et nous voudrions nous faire une idée de la densité de cette loi
inconnue.

Nous observons une suite de réalisations que nous modélisons comme étant des variables aléa-
toires (X1,...,X,) de loi parente (inconnue) p. Notre but est de trouver un estimateur i de .
Par simplicité nous allons nous restreindre aux lois admettant une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. C’est-a-dire que nous allons estimer p par une suite de lois fi,, qui sont toutes des
lois acceptant une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.
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37.7.1 Distance entre des mesures

Si 11 et 19 sont deux mesures de densité sur R, la distance entre v1 et vy est définie par

d(vi, 1) = sup [(A) — 1a(A) (37.175)
AeBor(R)

ou Bor(R) désigne ’ensemble des boréliens de R.
Théoréme 37.46 (de Scheffé[671]).

Si f1 et fo sont les densités de vy et vo par rapport a la mesure de Lebesque, alors

dr) = | (hi=s =5 [ 1= Rl = 51— 2l (37.176)

ot fy est la partie positive de f (pour la décomposition f(x) = fi(z) — f—(x)).

Démonstration. La derniére égalité est simplement une notation usuelle; nous devons seulement
prouver les deux premieres. Pour la premiére nous commencons par prouver que le borélien réalisant
le supremum est

B = {z e R tel que fi(z) = fa(x)}. (37.177)

En effet si A est un borélien nous avons
1 (A) —1e(A) = L Ji—fa < LmB fi—fa< JB fi—fo= JB(f2 — f2)4 = fR(fl — f2)+ (37.178)

Justifications :
— f1 — fo négative sur A n CB.
— Vu que f1 — fo = 0 sur B, l'intégrale augmente si on augmente le domaine.
— Sur B nous avons f1 — fo = (f1 — f2)+.

Donc pour tout borélien A nous avons
d(v1,v2) < JR(fl — f2)+. (37.179)

Mais pour A = B nous avons égalité :
v1(B) — v2(B) = JB fi—fa = JB(fl = f2)+ = L{(fl — fa). (37.180)

Pour la seconde égalité nous savons que f; et fy s’intégrent toutes deux a 1 (parce que ce sont
des densités de probabilité), donc

f fi—fa=0. (37.181)
R
En particulier nous avons
J (fi = fo)+ = J (fi = f2)-, (37.182)
R R
ce qui donne bien
j (fi—f2)+ = 1J |f1 = fal- (37.183)
R 2 Jr
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37.7.2 Estimateur par fenétres glissantes

Nous considérons les estimations suivantes de la fonction de répartition :
1 n
Fo(z) =~ 21 L(x,<a}s (37.184)
1=

et un nombre h,, qui sera la taille de la fenétre glissante. Nous avons en téte de faire lim,,_,4 hy, = 0.
Nous considérons ceci comme estimateur de la densité inconnue f des variables aléatoires X; :
A Fo(x + hy) — Fp(x — hy)

Jn(x) = o : (37.185)

L’idée sous-jacente est de prendre la dérivée de la fonction de répartition comme densité.

Lemme 37.47 ([674]).
Pour tout hy, > 0, Uestimateur f, est une densité de probabilité.

Démonstration. D’abord f,, est bien a valeurs positives ou nulle. Ensuite devons parler de son
intégrale. Pour le numérateur nous avons

1 n
Fo(@ + hn) = Fo(w = hn) = — D L eBahn)- (37.186)
=1

En réalité cette égalité est valable seulement presque partout parce qu’elle n’est pas valable en
x = x + hy, mais cela ne va pas nous ennuyer dans la mesure ot nous avons dans l’idée d’intégrer
cela sur R. Avant de nous lancer dans l'intégrale nous remarquons que X; € B(x, hy,) est la méme
chose que z € B(Xj, hy), c’est-a-dire que

{X; € B(x,hyp)} = {x € B(X;,hpn)}. (37.187)
Donc
ff—llifn _ ! i% =1 (37.188)
R "o 2hn n —1JR B(Xihn) = 27’Lhn 1 no '
= —— — 1=
2hp
O

Lemme 37.48 ([671]).
L’estimateur f, est déja pas mal parce que

Jim B(fa(2)) = f() (37.189)

pour presque tout x € RR.

Démonstration. Nous commengons par nous rappeler le fait que F),(x) est un estimateur sans biais
de F(z) (proposition 37.35). Donc

B(fu(a)) = LT h”LZHF(”” — ) (37.190)

Nous devons prendre la limite de cela lorsque h, — 0, c’est-a-dire considérer la dérivée de F.
Attention : rien ne dit que F' soit dérivable, si ce n’est la proposition 17.26 qui indique qu’elle est
dérivable presque partout avec f comme dérivée.

La limite h,, — 0 dans (37.190) nous donne donc bien presque partout

Jim B(fa(2)) = f(2). (37.191)

O]
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Proposition 37.49 ([671]).
Si la suite (hy) est telle que hy, — 0 et nh, — o, alors pour presque tout x € R nous avons les
convergences

Fule) " f(a) (37.192)
et
Fal2) 5 f(2). (37.193)

Démonstration. 1l faut d’abord comprendre ce que signifie la convergence L?(P) pour presque tout
x. Pour cela il faut comprendre que fn(a:) est en soi une variable aléatoire et est en réalité une
fonction w — f n(z,w). Ce que nous allons montrer est que pour presque tout = (maintenant fixé),
cette variable aléatoire converge vers une constante (par rapport a w) et que cette constante est

().
L2(P) .. ) > T
La convergence X,, — °~ X signifie E(|Xn - X| ) — 0, c’est-a-dire

L X0 (@) = X (@)[*dP(w) — 0. (37.194)

En faisant une décomposition biais-variance nous devons donc étudier

B (ful@) = £@))*] = E[fu(@) = f@)]* + Var (fu(@) - f(2) (37.195)

Ici f(z) doit étre vue comme la variable aléatoire constante sur €. Par le lemme 37.48 et la
proposition 36.29 le terme de biais converge vers zéro lorsque n — c0.
Pour traiter le terme de biais, nous savons déja que

2nhn fo(@) = 3 LixieBohn) (37.196)

=1

ot le membre de droite (et donc aussi celui de gauche) est est une variable aléatoire binomiale
comptant le nombre de succes de 'expérience X; € B(z, hy,) en n essais. Nous notons p,, p, = P(XZ- €
B(x, hy)). Si p est la loi parente des Xj, alors

Pnaz = P(X; € B(z,hy)) = p(B(2, hy)) = F(z + hy) — F(z — hy) (37.197)

ou F est la fonction de répartition (parente) des Xj;.
Alors la variance de ladite binomiale est donnée par (36.350), c’est-a-dire npy n(1 — pg.n). Nous
avons alors

Var (2nhnfn(:v)) = bpzn(1l —Dpan) (37.198)
et

Var (fn(m)) = Pz n(l — Pan). (37.199)

4n2h2

Nous pouvons faire la majoration ¢(1 — t) <t qui est valable pour tout ¢ et écrire

P 1 Pxn
< —.
Va‘r(fn(x)) 4nhn hn

(37.200)

Le premier facteur tend vers zéro parce que nous avons supposé que nh,, — co. Pour le second
facteur, il faut remarquer que l'expression (37.197) nous donne presque partout

. Pnz
hlilllo ™ = 2f(x), (37.201)

qui est constant et certainement borné.
. , ~ L2 P
Nous avons maintenant prouvé que pour presque tout x nous avons f,(z) i f(z). Montrons

que cela implique la convergence en loi, c’est-a-dire que pour tout n > 0, nous avons la limite

P(|fu(x) = f(z)| > n) — 0. (37.202)
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Si cela n’était pas vrai, nous aurions un nombre 19 > 0 et € > 0 tel que pour tout n a partir d’une
certaine taille,

P(\fn(fv) — f@)* > no) > €, (37.203)

et en particulier en notant A I'événement |f,(z) — f(x)[2 > 12, P(4) > e. Alors

j | fu(z,0) — f(z,0)’dP(w) > f | fu(z,0) — f(z,0)’dP(w) > f M =mP(A).  (37.204)
Q A A

Cela signifie que
| fn(2) = f(2)]L2(p) = n0P(A), (37.205)

ce qui contredit la premiere convergence démontrée. O

Note : I'hypothése nh,, — o revient a dire que nous voulons que chaque boite contienne de
plus en plus d’observations. Si nous avions nh, — 0, alors avec n qui augmente, la majorité des
boites deviendraient vides, ce qui reviendrait a une perte d’information.

37.8 Test d’hypotheses, prise de décision

37.8.1 Exemple : qualité des piéces d’usine

Une usine fabrique des composantes électronique garantis un an. Le constructeur ne veut pas
accepter que plus de 5% des piéces tombent en panne avant un an.

Nous supposons que la durée de vie T' d’une piéce soit une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de parametre A (qui est I'inverse de la moyenne : § = 1/)). Le fabriquant veut donc
s’assurer que

095< P(T>1), (37.206)
ou encore
R — —1/6
P(T=>1)= f 4 0y = e Y9 > 0.95, (37.207)
0
donc le fabriquant doit s’assurer que
1
0> ———. (37.208)
I
In (555)

Nous posons donc 6y = 19.5 et nous prenons comme modele de décision que si 6 < 6y, alors la
chaine de production doit étre revue, et si 6 > 6, alors I'usine peut continuer son travail.

Ce dont nous disposons n’est pas de 6, mais d’une estimation de 6 a partir d’'un échantillon.
Cela étant il faudra aussi pouvoir estimer la probabilité de faire un mauvais choix.

37.8.2 Exemple : la résistance d’un fil

Un artisan a besoin d’un fil qui a une résistance a une traction de 100g en moyenne. Si la
résistance est trop faible, le fil casse si elle est trop grande, c’est trop rigide et ¢a ne convient pas.

Remarque 37.50.

Dans 'exemple précédent, avoir € > 6y ne dérange pas. Si la durée de vie moyenne est de 2 ans, le
directeur de 'usine ne sera pas malheureux. Ici par contre ’artisan cherche une valeur précise et
a donc une borne vers le haut et vers le bas.

L’artisan recoit un lot de fils et souhaite savoir si il est conforme. Pour cela, il prend 4 fils au
hasard et mesure une moyenne de 112 g. Est-ce que cela est cohérent avec une moyenne de 100 g?

Nous faisons I’hypothése que ma résistance des fils suit une loi normale .4 (m,c?) avec m
inconnu. Pour la simplicité nous supposons que ¢ est connu et vaut 10.

Nous devons prendre une décision entre deux hypotheses. L’hypothese Hy sera de dire que le
lot a une résistance de 100 g et 'hypothese alternative sera que le lot a une résistance différente.
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Les 4 observations sont quatre variables aléatoires (X;);—1,2,34, et le nombre 112 est une réali-
sation de la variable aléatoire

1
X, = Z(Xl + X0+ X3+ X4). (37.209)

Nous supposons que Hy est vraie, et nous calculons quelle est l'intervalle autour de m = 100
qui a 95% de chances de contenir la moyenne observée. Si 112 est dedans, nous acceptons Hy et si
112 est hors de cet intervalle, nous refusons Hy.

Compte tenue de I’hypothese Hp, nous avons

X, —100 X4 —100
10 5 ~
Vi

A (0,1). (37.210)

Nous commencons & connaitre par coeur 'intervalle de confiance & 95% d’une loi normale centrée
réduite ; le quantile est a 1.96, c’est-a-dire

P <—1.96 < M

< 1.96) —0.95, (37.211)
ou encore

P (X4 €[90.2,109.8]). (37.212)

Il y a donc moins de 5% de chances que la moyenne de ces quatre fils tombent en dehors de
'intervalle [90.2, 109.8]. L’artisan doit donc rejeter ’hypothese et considérer que le lot est mauvais.

La région
]—00,90.2] U [109.8, o[ (37.213)

est la région de rejet, ou région critique.

Ici, le nombre 5% représente le risque de refuser Hy alors qu’elle était vraie. Notons que nous ne
pouvons pas calculer le risque d’accepter Hy alors qu’elle est fausse. En effet, si Hy est fausse, nous
ne savons pas quelles sont les valeurs de X4 acceptables parce qu’il y a une infinité de possibilités
pour m qui soient alternatifs & m = 100.

Evidemment si la vraie moyenne est 100+ 1077, 'hypothése Hy sera acceptée, mais nous n’avons
aucun moyen de savoir si elle est vraie ou non.

37.8.3 Vocabulaire et théorie

Nous avons un modele d’échantillonnage paramétrique (Xg1,...,Xp ) de taille n et de para-
metre inconnu 6, de loi parente up appartenant & une famille paramétrique de lois (1g)geo-

Soient Hy et Hi deux ensembles disjoints tels que © = Hy u Hi. L’ensemble Hj sera nommé
hypothése nulle et I’ensemble H; sera 'hypothése alternative.

Pour I'exemple des fils, nous avions Hy = {100} et H; = R\{100}. Si une hypothese est réduite
a un singleton, nous parlons d’hypothése simple et sinon c’est une hypothése composite ou
multiple. Faire un tests consiste a déterminer une région critique.

Définition 37.51.

Un test est une application mesurable 6 qui a (x1,...,x,) € R™ associe
d(x1,...,xn) € {0, 1}. (37.214)
Sid(x1,...,zn) =0 on accepte Uhypothése Hy pour U'échantillon x1, ..., &y, et sid(x1,...,x,) = 1,

alors on rejette Hy et on choisit Hy. L’ensemble
W = {(z1,...,2,) € R" tel que §(x1,...,2,) = 1} (37.215)

est la région de rejet ou la région critique.
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L’ensemble W = §~1(1) est un borélien de R™ parce que § est mesurable. L’événement auquel
nous sommes intéressés est 1’événement

R = {(X9717 R ,Xg,n) S W} (37.216)

Exemple 37.52.
Pour 'exemple de 37.8.2 nous avions

6(x1, ..., x4) = Lejoo.2,100.8)(Z4)- (37.217)

37.8.4 Risque de premiere et seconde espece

Le modele de décision que nous avons introduit comprend deux fagons de se tromper. Soit nous
rejetons Hy alors qu’elle est vraie (c’est le risque de premiére espéce), soit nous acceptions Hy
alors qu’elle est fausse (risque de seconde espéce). Nous pouvons formaliser ces concepts de la
facon suivante.

Nous considérons un test de région critique W. Le risque de premiere espéce, noté « est la
fonction

a: Hy — [0,1]

(37.218)
0— P((Xg1,...,Xgn)eW).

Il s’agit de la probabilité de rejeter Hy alors qu’elle es vraie. Le risque de seconde espece est la
fonction

: Hy — 0,1
Bt =~ 10,1] (37.219)
0 — P((Xg,l, o Xon) ¢ W)
C’est la probabilité d’accepter Hy alors qu’elle est fausse.
Définition 37.53.
Soit § un test de région critique W. La puissance du test est la fonction
:H — 0,1
n: i = 10.1] (37.220)
0— P((Xo1,...,X95)€W).
La courbe d’efficacité du test est la fonction
h: ©® —[0,1
10.1] (37.221)

00— P((Xo1,---, Xon) ¢ W).

La puissance d’un test est la probabilité de rejeter Hy lorsque Hp est vraie. Plus la puissance
est grande, mieux c’est. La courbe d’efficacité du test est la probabilité d’accepter Hy pour une
certaine valeur de 6.

Soit un test d. Une statistique Ty = T,,(Xp,1,...,Xg ) est une variable de décision pour 0
si CW peut s’écrire d’une des fagons suivantes

{(z1,...,2n) € R™ tel que Tp,(z1,...,2,) < c} test unilatéral & droite
(W = < {(z1,...,2,) € R" tel que T),(21,...,2,) > ¢} test unilatéral & gauche (37.222)
{(x1,...,2) € R™ tel que ¢1 < Tp(x1,...,2,) < co} test bilatéral.
Le plus souvent la variable de décision sera la moyenne : T),(x1,...,2,) = % 2?21 ;. Les valeurs

¢, c1,co sont des valeurs critiques.

En ce qui concerne les notations, ici T, représente la valeur mesurée sur un n-échantillon (d’ou
I'indice n) alors que T} est la valeur théorique de T lorsque 6 est la vraie valeur du parameétre qu’on
veut estimer.
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Pour un test unilatéral a gauche, nous fixons la valeur critique ¢ de telle maniére a avoir
P(Ty>c) <o (37.223)
Pour un test unilatéral a gauche, nous fixons ¢ de telle maniere a avoir
P(Ty<c) <« (37.224)

et pour un test bilatéral nous fixons ¢; et co de telle fagcon & avoir

P(Ty > ¢2) = P(Tp < ¢1) < % (37.225)

37.8.5 Modele paramétrique de loi gaussienne

Soit un modele statistique paramétrique de lois gaussiennes .4#"(m, 1) de moyenne m inconnue
avec m € R*. Nous avons © = [0, «[.

Nous observons un échantillon de taille n = 36. Avec un risque de premiére espece de 5% nous
voulons estimer 'hypothese Hy = {0} contre 'hypothése H; = ]0,00[. De notre échantillon nous
construisons la variable aléatoire

% i (37.226)

dans laquelle les X; sont les éléments de I’échantillon, elles sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi .4#"(m, 1) avec m inconnu.

Si X,, est proche de zéro nous acceptons Hy, sinon nous la rejetons. La région de rejet s’écrit
donc sous la forme

1 n
W = {(z1,...,2,) € R" tel que Z,, = — Z x; > u} (37.227)
n 4

dans lequel il faut fixer le u pour satisfaire au risque de premiére espéce de 5%. La contrainte est
d’avoir
P(X, >u) =« (37.228)

si Hy est vérifiée. Cela revient & dire que dans 5% des cas ou Hy est correcte, nous la rejetterons.
Si Hj est vraie alors X, est une moyenne de gaussiennes de moyennes m et nous avons

X, -
U/xf

avec m = 0 et 0 = 1. L’équation (37.228) devient donc

~ A(0,1) (37.229)

X
a=P ( n > P(T > v/nu) (37.230)
NN 1/\7
ouT ~ A4 (0,1). Avec n = 36 et a = 5% nous trouvons
1 645

La regle de décision est donc la suivante : si z,, > 0.274 alors nous rejetons Hy, et sinon nous
I’acceptons.
Calculons la puissance de ce test (définition 37.53). Cest la fonction donnée par

n: H - R

1 (37.232)
m —> P((Xl,m,---,Xn,m) € W) =P (nZXz > u) .
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Dans ce calcul, les X; sont d’une loi normale .4 (m, 1), et non .47(0,1). En retranchant m et en
divisant par 1/4/n nous trouvons

LSXs—m  w—m

=P == > 37.233
(m) ( > T (37.233a)
= P(T > v/n(u—m)) (37.233Db)
= P(T > 16.45 — 6m) (37.233c)
=1—P(1.645 — 6m) (37.233d)

ou ® est la fonction de répartition de .47(0,1). La fonction 1 a les propriétés suivantes :
lin_loon(m) =0 (37.234a)
n%iinoon(m) =1 (37.234Db)
5

= —. 234

n(0) 100 (37.234c¢)

Remarque 37.54.

Si nous regardons m = 0.001, le risque de seconde espéce est quasiment de 90%. En effet le risque
de seconde espece est d’accepter Hy alors qu’il est faux. Lorsque m = 0.001, I'hypothese Hy est
fausse, mais la probabilité qu’on I'accepte est grande. D’ailleurs les conséquences de 'accepter a
tort ne sont peut-étre pas si grandes que cela.

37.9 Tests paramétriques

La proposition suivante montre le lien entre région de confiance et les tests.

Proposition 37.55.
Soit A(X1,...,X,) une région de confiance par excés de niveau de confiance 1 — a.. Alors il existe
un tests pur de niveau o pour tester Hy = {0y} de région de rejet

Wy ={z = (z1,...,2,) € R" tel que Oy ¢ A(x1,...,2,)}. (37.235)
Démonstration. L'hypothese sur A signifie qu’avec les observations (X1,...,X,), il y a une forte
probabilité (plus grande que 1 — «) que 6 soit dans A(X7y,...,X,). Avec ou sans Hy nous avons
donc

P(@eA)>1-a. (37.236)

Supposons maintenant 'hypotheése Hy, alors
P((X1,...,Xn) e W,) = P(6o ¢ A(X1,..., X)) < (37.237)
O

Remarque 37.56.
Soit W, la région de confiance d’un test de niveau a pour tester Hy = {fy}. Alors

A ={zeR" tel que x ¢ W,} (37.238)
est une région de confiance 1 — « pour 6.

Exemple 37.57.

Soit (X1,...,Xy) un échantillon de loi parente .47(6, 1) avec 6 € {y, 61 }. Nous supposons 6y < 6.
Nous voulons tester Hy = {6y} contre Hy = {6;}. Nous proposons le test suivant. La variable de
décision sera X, et la région de rejet sera

01 + 0
2

1
= e T ™ tel — i . 2
W = {(z1,...,2,) € R" tel que n;x > } (37.239)
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(1) Donner le risque de premiére espece de ce test.
(2) Soit 0 < a < 1. Pour quelle valeur de n le tests a-t-il un risque de premiére espece égal a o ?
(3) Donner la puissance du test.

Les réponses peuvent étre exprimées en termes de la fonction de répartition F' de la loi normale
centrée réduite.
Le risque de premiére espece est donné par

( ZX bo t 01) (37.240)

ou les X; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente
A (6o, 1). Cela est la probabilité d’étre dans la région de rejet alors que 'hypotheése Hy est vraie.
La formule (37.240) se transforme en

1 X, -0 Oo+601 0
a="P (n 2 05 2 0 (37.241a)

1/v/n 1/v/n
61 — 90

P(T>n )- (37.241b)

En termes de la fonction de répartition nous avons alors

6y — 0
! 5 %) (37.242)

azl—F(\/ﬁ

Il s’agit maintenant de trouver le nombre n qui réalise cette égalité. Pour cela nous utilisons
I'inverse F~! de la fonction de répartition de la normale :

2
n = <91 39017—1(1 — a)> : (37.243)

Le risque de seconde espece est la possibilité d’accepter Hy lorsque Hy est vraie, c¢’est-a-dire

< ZX 90+61> (37.244)

sous '’hypotheése Hy. Dans le calcul de (37.244) nous prenons donc X; ~ 47(6;, 1). Le résultat est
que
0o — 61
B=F(vn 5 )- (37.245)

Remarque 37.58.

L’expression (37.243) diminue lorsque 6y et 6, s’éloignent, ce qui est normal : plus les nombres a

discerner sont éloignés, moins I’échantillon & prendre pour réaliser le travail doit étre grand.
Notons aussi que 0y — 01 < 0, par conséquent augmenter n diminue la valeur de

Oy — 0
8= F(vn— 5 ) (37.246)
A
<t++>
37.10 Tests d’adéquation
Soit X1,..., X, un échantillon de loi parente X finie prenant ses valeurs dans {aq,...,ax}. La

loi de X est donnée par les nombres
pi = P(X = a;) (37.247)
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pour ¢ = 1,...,k. Nous introduisons 'effectif empirique, la variable aléatoire IN; qui compte
le nombre de fois que a; est observé dans 1’échantillon. La fréquence empirique est la variable
aléatoire

F=—. (37.248)
Nous savons que la loi de N; est Z(n,p;), et la loi des grands nombres dit que
F, 25, (37.249)

pour chaque 7. Le théoréme central limite nous indique de plus que

Ni—np;, ¢

T T ~ #(0,1). (37.250)

Nous considérons un cas ou les p; sont inconnus. Ils peuvent étre approchés par N; ~ np;. Le
théoreme de Pearson nous indique comment.

Théoréme 37.59 (Théoréme de Pearson).
Nous avons

k 2
N; — np;

3 WNi —npi)* 2 Y2k —1) (37.251)

i np;

ou la distribution x%(1) est la somme des carrés de | gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Démonstration. Nous commengons par le cas k = 2. Dans ce cas nous avons No = n — Ny et
p1 + p2 = 1. La sommes que nous regardons est

(N1 — npy)? N (N2 —np2)? (N1 —np1)? (N7 —npy)?

= + 37.252a
np1 np2 npi n(l—p1) ( )
Ny — 2
- w (37.252D)
np1(1l —p1)
Etant donné que Nj est une variable aléatoire binomiale nous avons
Ny —
SO 2o (0,1). (37.253)
np1(l —p1)
Par conséquent la limite de (37.252b) est
N 2
_OLT T ) 2 2, (37.254)
np1(l —p1)
Cela conclut le cas k = 2.
Passons a présent au cas général. Le k-uple (N, ..., Ni) est une variable aléatoire multinomiale
de loi
M (n; ki1, .. DE)- (37.255)
Nous introduisons les variables aléatoires U; données par U;: ) — RF* avec
P(U; = (0,...,1,...,0)) = pi; (37.256)

c’est le vecteur aléatoire qui prend ses valeurs dans les vecteurs de la base canonique de R* et qui
prend la valeur e; avec probabilité p;. Par construction nous avons

(N1,....Ne) = > Ui (37.257)
i=1
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Nous allons étudier la fonction caractéristique de (IVy,..., Nj) définie par ’équation (36.218) :

. 37.258
ej— B’ " Ny = B(ei) ( )
Plus généralement,
q)(Nh...,Nk)(tl? oo atk) = E(€Z<t7N>]Rk)- (37259)
Nous avons
KEN) iU Hez’<t,Uj> (37.260)

et vu que les U; sont indépendantes et identiquement distribuées nous pouvons écrire Uy a la place
de U; de fagon a avoir

(I)(Nh »Ni) tla cee 7 H E «t U1> (37261&)
= Hsze"<t’€’> (37.261b)

7 1
= Hsze“l (37.261¢)

(Zk:ple ) . (37.261d)

Nous allons montrer que

2
Tim @y, ) (b ty) = € 22510 — (Zt m) (37.262)

Pour ce faire, nous allons effectuer un développement limité. D’abord nous introduisons les variables

aléatoires
N. _ .
a; =~ _"Pi (37.263)
npj

et nous calculons

(37.264)

. Ny — N. —
(I)(al,...,ak)(tla oty =FE [exp (z<t, ( 1 —np1 k npk»)}

vpr T /b

Etant donné que n et p; sont des variables déterministes, nous pouvons les sortir de I'espérance.
Nous avons alors

k
. t1 tr
Dy (1o te) = exp [ =i Yty /mp; | . ( > 37.265
(Q15eees k)( 1 k) ( = J ]) (N1,..,NE) \/Tm \/m ( )

parce que

t’N]-—npj —t np;
E (e i Jnp; > —e \/W E( thj/\/Wﬁ) (37.266)

En remplagant (37.261) dans (37.265) nous trouvons

k k oty n
(I)(al,...7oek)(tl7 cee atk) = exXp <_Z Z tj\/@) (Z np]) (37267)

j=1

]

~
A
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Nous analysons maintenant le terme A. Nous écrivons ’égalité A = A + 1 — 1 en tenant compte
de >}; pj = 1 sous la forme

k n
A= (1 + > pj(expl(it;/\/np;) — 1)) : (37.268)
j=1

Nous avons alors
0
In(A) =nln [1 + Z Dj (@itj/v”?’i - 1)] (37.269)
j=1
Nous développons ’exponentielle en
it; 1

—e(1 2
o " anp —e(1/n) (37.270)

eiti/NP; _ 1 =

et ensuite le logarithme selon la formule

2
In(l+z)=x— % + z%a(z?). (37.271)
Nous avons
it 11
In(A) =nln |1+ ) pj(—2 — L+ —¢(—) (37.272a)
[ ; ](,/npj 2np;  n n)

- 42 1 1
—nln [1 + s (it R ne(n))] (37.272b)

=n Zk: (itj\/% - ;ﬂi - :le(l/n)> (37.272¢)

7j=1
K
1 . pj t? 1 2
—ny it Lt —e(1/n) (37.272d)
j
+nK2a(K) (37.272¢)

Nous introduisons dans e tous les termes en 1/n? et nous trouvons

2
t

2
In(4) =)’ (itj\/w - 2) — % <Z z‘tj\/ﬁj> +e(1/n) + K2a(K). (37.273)
J

J

En remplagant dans (37.267) et en passant a la limite pour n — o0,

1 1 2
Doy o) (1o ty) = exp (—2 Zt? + 5(2753-\/;07) ) . (37.274)
J J

Nous reconnaissons des lois gaussiennes dans le premier terme de l’exponentielle. Nous allons
maintenant nous atteler a identifier le second terme.

Soit C' une matrice orthogonale dont la dernieére ligne est (,/p1, - - ., +/Pk)- Nous considérons les
vecteurs

a=|:|, t=1|:] (37.275)
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et ensuite nous notons
uy

U=Ct=

U

Etant donné que C' est orthogonale, nous avons Zle a? = Zle B2 et

@(51 77777 Br) — E(ei@”@) = E(ei<t’a>) = q>(041 ----- ak)(tl’ otk

Nous avons alors

lim cI)(ﬁlp-‘,Bk)(tb ce ,tk) = lim q)(a1,...,ak)(u17 ce ,uk)

=
_ 2
= exp (2 Z uj)
7j=1
=0z .z 00U, uE)
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(37.276)

(37.277)

(37.278a)

(37.278b)

(37.279)

(37.279b)

(37.279¢)

ou les Z; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de distribution

normale centrée réduite. Nous avons donc montré que

Buy- s B) S (21, Zi1,).

Etant donné que I'application z ~— |z]? est continue, nous avons aussi

7
[(Br, - B = [(Z1, -, Zia, )%,

et par conséquent

k-1
4
H(ala . -,Oék;)HQ - Z Z]2 ~ X2(k: - 1)
j=1
D’apres la définition (37.263) nous avions
k 2
(N — p))
H(al,...,ak)H2= .
2,

(37.280)

(37.281)

(37.282)

(37.283)
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Chapitre 38

Chaines de Markov a temps discret

Mets tes deux pieds en canard, c’est la chaine de Markov qui se prépare.

38.1 Généralités

Les chaines de Markov interviennent pour la description des systémes dont 1’évolution future
ne dépend que de I’état présent.

Définition 38.1.
Soit E un ensemble au plus dénombrable! et (Q, F, P) un espace de probabilité. Une chaine de
Markov d valeurs dans E est une famille (X,,)nen de variables aléatoires telles que pour tout
TQy---yTn+l € E,

P(Xn+1 = xn+l‘Xn = Tpy.-- ,XO = 1‘0) = P(Xn+1 = xn+1’Xn = l'n) (381)

Pour une chaine de Markov, il n’est pas important de savoir I’historique pour prédire la futur :
Xna1 est seulement déterminé par X,.

Remarque 38.2.
Il existe une théorie des chaines de Markov a temps continu ou avec E non dénombrable, mais ce
n’est pas au programime.

38.3.

Vu que 'ensemble E des états est au plus dénombrable, nous rappelons trés humblement a la
lectrice la proposition 11.110 qui nous permet de changer des sommes sur E en des sommes sur N
sans nous soucier de l'ordre sur F. Si f est une fonction sur E, nous nous écrirons

0
D f@) =] flan) (38.2)
el k=0
sans citer 11.110 a chaque fois.
Définition 38.4.
Si (X,) est une chaine de Markov?, nous notons
p(z,y) = P(Xn1 = y[Xn = 2) (38.3)

la probabilité de transition de la chaine a linstant n. Si cette probabilité ne dépend pas de n,
nous disons que la chaine de Markov est homogéne, et nous notons p(x,y) au lieu de py(z,y).

1. Une chaine de Markov sur un ensemble indénombrable demanderait plus de technique a cause du lemme 11.106
qui fait que toutes les sommes sur des ensembles indénombrables sont infinies.
2. Définition 38.1.

2465
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Définition 38.5 (Matrice de transition).
Nous notons Q™ la matrice de transition qui est éventuellement infinie :

QL = pu(z,y). (38.4)
St Uensemble des états E est infini, ce n’est pas une matrice a proprement parler.

Le lemme suivant est intuitivement rien d’autre que le fait que la somme des probabilités doit
étre 1.

Lemme 38.6.
Soit un processus de Markov (X,,) sur l’ensemble E. Pour chaque x € E pour pour tout n € N
nous avons

) ol y) = 1 (38.5)

yeE
Démonstration. Nous avons le calcul
Dipe(@y) = O P(Xng1 =yl X, = x) (38.6a)
yeE yeE
— P(Q|X, = z) (38.6b)
PQnX, =1
= T PX, = ) (38.6¢)
~ 1. (38.6d)
Justifications :
— Pour (38.6b), c’est le lemme 36.36 en observant que Q = | J,cp{Xn+1 = y}-
— Pour (38.6d), c’est 2 n A = A.
O

Remarque 38.7.

Attention a ce que ce lemme 38.6 ne fonctionne que sur les colonnes de p,. En effet, la somme
> e P(z,y) ne vaut pas spécialement 1. Si les états z1 et xo arrivent tous les deux en y de fagon
certaine, alors nous avons ), p(x,y) = 2. Il n’y a donc pas de limites aux sommes des lignes.

Lemme-Définition 38.8 (Produit de matrices de transition).
Soient deuz processus de Markov (X,,) et (Y,) sur le méme ensemble E. En notons p et q leurs
matrices de transition® alors

(1) La somme ), _pp(a,z)q(x,b) converge pour tout a,be E.
(2) Nous notons pq la « matrice de transition »

(pg)(a,b) = Y pla, x)q(x,b). (38.7)

zelE

(8) La matrice pq vérifie

D) (z,y) =1 (38.8)

yelr

pour tout x € I.

Démonstration. Nous considérons la mesure de comptage sur F (définition 14.240). Cela nous
permet d’écrire la somme comme une intégrale.

3. Qui n’est pas spécialement une matrice, voir la définition 38.5.
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(i) Pour (1) Nous devons donc démontrer la convergence de

3 pla.)afe.b) = | pla.)ate. Bidm(a) (38.9)

zel

ou dm(x) n’est pas du tout la mesure de Lebesgue (qui n’aurait aucun sens), mais bien la
mesure de comptage en x.

Nous pouvons majorer ¢(z,b) par 1 (tous les nombres sont strictement plus grands que zéro) :
pour chaque x nous avons

p(a,z)q(z,b) < p(a,z), (38.10)

alors que §, p(a,z)dm(x) = 1 par le lemme 38.6.

Vu que la fonction x — p(a,x)q(z,b) est dominée par la fonction x — p(a,z) et que cette
dernieére est intégrable, le lemme 14.178 conclu a I'intégrabilité de la premiere. Bref, I'intégrale
(38.9) existe et est finie.

(ii) Pour (2) Il n’y a rien a prouver, c’est seulement une définition.

(iii) Pour (3) Nous devons calculer la valeur de

> (2] pla,z)g(x,b)) = J

(J p(a,z)q(z,b)dm(z))dm(b). (38.11)
beE ek E JE

Pour cela nous allons utiliser le théoreme de Fubini comme expliqué en 14.273, et nous
partons de la somme dans le sens inverse. D’abord nous prouvons que (x,b) — p(a, x)q(x,b)
est dans L'(E x E) en étudiant les intégrales en chaine :

| (] w0yt vlam®) i) = | pa.o)( | aw.byam®) )ami) (@812
=1
= f p(a, z)dm(z) (38.12b)
E
=1L (38.12¢)

Donc la fonction est L' (E x E) et nous pouvons fusionner et permuter les intégrales & volonté.
Nous avons alors

- JE ( JE Ip(a, 2)a( 1) dm(b) ) dm(z) (38.13a)

- J pla, z)q(z, b)dm(z,b) (38.13b)
ExE

= JE (JE p(a,x)q(z, b)dm(az))dm(b). (38.13c)

O]

Définition 38.9.
Une matrice dont tous les éléments sont positifs ou nuls et donc la somme de toutes les lignes sont
1 est une matrice stochastique.

Notons que 'ensemble des matrices stochastiques est un fermé dans ’ensemble des matrices.

Lemme 38.10.
Si U est une matrice stochastique®, alors il existe une chaine de Markov dont la matrice de tran-
sttion est U.

4. Définition 38.9.
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Exemple 38.11.

Nous considérons une fourmi qui se déplace dans un appartement & trois pieces A, B, C. Supposons
qu’a chaque minute, elle a une probabilité 1/3 de rester dans la piece et une probabilité 2/3 de se
déplacer. Le plan de appartement est

A——sB——=C (38.14)

De la piece A est est donc uniquement possible d’aller vers la piece B ; de la B il est possible d’aller
en A et en C et de la C il est uniquement possible d’aller en B.
La matrice de transition de cette chaine de Markov est

1/3 2/3 0
Q=11/3 1/3 1/3 (38.15)
0 2/3 1/3

A

Proposition 38.12.

Si Ny est un processus de Poisson, alors les variables aléatoires X, = N, forment une chaine de
Markowv.

38.2 Chalnes de Markov sur un ensemble fini

Définition 38.13.
Une chaine de Markov est finie si l’ensemble E dans lequel elle prend ses valeurs est fini.

Proposition 38.14 ([675]).
Si (X,,) est une chaine de Markov irréductible sur un ensemble fini, alors pour tout ensemble A ¢ E
nous avons

Pty <o) = lim P(ta<n)=1 (38.16)

n—oo

ot 74 = min{k tel que Xy € A}.

Les propositions & venir vont montrer que
(1) Toute matrice stochastique admet un état stationnaire, proposition 38.15.

(2) Si la chaine de Markov est irréductible, alors il y a unicité de ’état stationnaire, proposi-
tion 38.16. Mais attention : cela ne veut pas encore dire que la chaine converge effectivement
vers cet état.

(3) Si la chaine est irréductible et apériodique, alors il y a convergence en loi vers 'unique loi
invariante, théoreme 38.19.

Proposition 38.15 ([670]).
Toute matrice stochastique admet un état stationnaire.

Proposition 38.16 ([670]).
Soit une chaine de Markov irréductible finie. Alors il existe une unique loi stationnaire w et de plus
nous avons m; > 0 pour tout état i de E.

Définition 38.17.
Une chaine de Markov finie est réguliére si il existe un n € N tel que P"™ a uniquement des
éléments strictement positifs.

Théoréme 38.18 ([675]).
Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov réguliére sur un ensemble E de cardinal
N. Alors il existe des nombres 71, ..., 7N tels que

(1) m >0 pour touti =1,...,N
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(2) m+---+7ny=1

(3)

m™ 72 ... TN
lim PP =1I=| @ : (38.17)
et : : :
m™ 72 ... TN
De plus le vecteur m = (m1,...,7N) est Uunique solution de
P =m. (38.18)

Démonstration. Sila chaine n’a qu'un seul état c’est évident parce que la probabilité de transition
est toujours 1; fin de I’histoire.

(i) Hypothése Sinon nous supposons que P n’a que des éléments positifs, quitte a considérer
P" au lieu de P. Nous notons d le plus petit élément de P; il vérifie d < % parce que la
somme des élément d’une ligne de la matrice P doit étre égale a 1.

(ii) Les suites min et max Soit = un vecteur quelconque (de composantes positives). Nous
notons my = min{x;} et My = max{x;}. Etant donné que les éléments du vecteur Pz sont
des moyennes pondérées des éléments de x, si nous posons

my = min{(Pka:)i}i:17_,.7N (38.19a)
My, = max{(P*z);}iz1...N, (38.19b)

la suite (my) est croissante et la suite (My) est décroissante.

(iii) Stricte croissance et décroissance Si M, = M, alors toutes les composantes de P*x
sont égales a M}, et le théoréme est prouvé. Cela est encore une propriété de la moyenne.
Méme remarque pour la suite (my).

Nous pouvons donc supposer que la suite (my) est strictement croissante et que la suite (My)
est strictement décroissante. Elles sont toutes les deux bornées dans [mg, My]. Le lemme 10.31
nous donne la convergence.

(iv) Egalité des limites Vu que les éléments de P*x ne sont pas tous les mémes et s’étalent de

my & My, pour majorer M1 nous mettons le plus petit coefficient possible (c¢’est-a-dire d)
devant my et nous supposons que toutes les autres composantes sont My, ; nous avons alors

M1 < dmyg + (1 — d)My (38.20)

parce que tous les autres coefficients de la ligne contenant le d (dans P¥) sont plus petits ou
égaux a 1 — d. De la méme facon nous avons la minoration

myy1 = dMy + (1 — d)my. (38.21)
En faisant la différence, et en nous souvenant que 0 < 1 — 2d < 1,
Mpi1 —mi < (1= 2d)(Mg — my), (38.22)

ce qui signifie que
My —my < (1= 2d)*(My — my), (38.23)
et donc que les deux limites sont égales.

(v) Conclusion pour la limite Pour tout vecteur z, la suite P*x tend vers un vecteur dont
toutes les composantes sont égales. En particulier pour le vecteur e; de la base canonique,

1
Pre; — | : | (38.24)

1

Mais P¥e; est la i¢ colonne de la matrice P¥. Cela prouve la convergence annoncée P* — TI.
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Réglons rapidement le cas des deux autres allégations du théoréme. D’abord les matrices P*
sont toutes des matrices stochastiques; et I’ensemble des matrices stochastiques est fermé, donc
la convergence se fait a I'intérieur de ’ensemble des matrices stochastiques. Cela prouve que w1 +
.oty =1.

Ensuite la suite (my) étant strictement croissante et mg étant égal & 0 dans le cas de e; nous
avons toujours m; > 0 (strictement). O

Théoréme 38.19 ([670]).
Si (X,,) est une chaine de Markov finie, irréductible et apériodique de loi stationnaire 7, alors

(1) La suite de matrices stochastiques P converge vers la matrice

™
PFoTI=|:]. (38.25)

(2) Nous avons convergence des variables aléatoires au sens ot

P(X}, = pP*) — . (38.26)

38.3 Marche aléatoire sur Z

Soit (Y},) une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées valant
—1 avec une probabilité p et 1 avec une probabilité (1 — p). La loi est

Y, ~ p6,1 + (1 — p)él. (3827)

Nous considérons la variable aléatoire

X, =Xo+ ) Y (38.28)

ou X est une variable aléatoire indépendante des Y; a valeurs dans Z. Nous vérifions a présent
que X,, est une chaine de Markov avec comme espace d’états E = 7Z. Nous devons montrer que

P(Xn+1 = xn+1|Xn = Tpy.-- ,X() = x()) = P(Xn_H = xn+1]Xn = Z‘n) (3829)

Pour ce faire nous allons exprimer tout cela en termes des Y; au lieu des X;. D’abord étant donné
que nous avons égalité des événements

{Xn+1 = $n+1} N {Xn =Tp,..., X0 = I'()} = {Yn-‘rl = Tp+1 — l’n} N {Xn =Tn,..., X0 = xO}a
(38.30)
nous pouvons, en vertu du principe (36.78), remplacer X, 1 = ©p41 par Y,41 = Tpi1 — @, dans
le membre de gauche de (38.29). Nous avons donc déja

P(Xn+1 = Tn1|Xn = @, ..., Xo = 30) = P(Yn41 = Tnpa — 2y | X = Tp,..., Xo = 0 ).
A B

(38.31)

L’événement B est égal a I’événement
{XO = ajg,Yl =1 — $0,Y2 =T —T1y.-. ,Yn =Ty — xn_l}, (38.32)
qui n’est autre que ’ensemble

Xo (o) n Yy My —20) o 0 Y (2 — 1) (38.33)
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qui est dans la tribu engendrée par les variables aléatoires Xy, (Y;)i=1,...»n. Le point délicat du
raisonnement est de montrer que les événements A et B donnés par

A= {Yn+1 = Tn+1 — l’n} (38343)
B = {Xo = xo} N ﬂ{Y; = T; — "Ei*l} (3834b)
=1

sont indépendants. Nous ne pouvons pas montrer directement que P(A n B) = P(A)P(B) parce
que cela est la formule que nous voulons utiliser pour montrer que la chaine est de Markov. Nous
passons donc par les tribus :

A€eo(Yni1) (38.35a)
Beo(Xo,Y1,...,Y,). (38.35Db)
Nous utilisons maintenant 1’hypotheése d’indépendance des variables aléatoires Xy et Y; pour
conclure que les deux tribus des équations (38.35) sont indépendantes. Les événements A et B
sont par conséquent indépendants.
L’événement A est indépendant de 1’événement {X,, = x,,}. Nous avons donc successivement
P(Xn+1 = Tp1|Xn = T, ..., Xo = 30) = P(Yns1 = Tnt1 — 20| Xy = T, ..., Xo = 20) (38.36a)

= P(Yny1 = Tny1 — 0|V = 2 — 21, Xo = 20)

(38.36b)
= P(Yy1 = Tpi1 — ) (38.36¢)
= P(Yy1 = Tas1 — @n| Xn = 20) (38.36d)
= P(Yy1 = Tni1 — Xp| X = 2) (38.36¢)
= P(Xn41 = Tni1|Xn = 2n). (38.36f)

Justifications :
— (38.36¢) parce que les tribus o(Y,+1) et o(Y;, Xo) sont indépendantes.
— (38.36d) Nous avons
(X, = 2n} € (X0, Y1, ..., Yy) (38.37)
tandis que
{Yii1 = 2pt1 —xn} € 0(Yni1); (38.38)

ce sont donc deux événements issus de tribus indépendantes. Donc conditionner ou non
I’événement Y, 11 = Tp4+1 — xp & 'événement X,, = x,, ne change rien.
— (38.36e) est encore 'utilisation du fait que P(A|B) = P(K|B) dés que An B =K n B.
La chaine est par conséquent de Markov.

La matrice de transition de cette chaine de Markov est une matrice infinie « dans tous les
sens » :

P siy=x—-1
plz,y) =< (1—p) siy=x+1 (38.39)
0 sinon.

Remarque 38.20.
La plupart du temps lorsqu’il faut démontrer qu'une chaine est de Markov, il faut suivre la procé-
dure que nous venons de suivre pour la marche aléatoire sur 7Z.
— Ecrire tout en fonction des incréments.
— Dire que les incréments conditionnés sont indépendants des incréments qui conditionnent
(via les tribus engendrées).

— Ecrire que la probabilité cherchée est égale a I’événement conditionné dans lequel on a juste
remplacé I'incrément par sa valeur.
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— Conditionner a nouveau par rapport au dernier incrément qui est indépendant.
— Changer la valeur du dernier incrément par la variable aléatoire.

Dans ce raisonnement nous utilisons deux fois le fait que P(A|B) = P(K|B)si An B =K n B.

38.3.1 Chaines de Markov homogenes
Proposition 38.21.
Voici quelques propriétés des chaines de Markov homogénes®.

(1) La probabilité d’une trajectoire donnée est
P(X, =xp, Xn—1=Zn-1,...,X0 =20) = p(Tn-1,%n) ...p(x0, 1) P(Xo = o) (38.40)

ot les p(x,y) sont les probabilités de transitions introduits dans la définition 38./.

(2) La probabilité de transition « en n coups » est donnée par la puissance n¢ de la matrice de
transition :
P(Xn = xn|X0 = 330) = ngwn- (3841)

(3) Si lespace des états E est fini, 'espérance d’une fonction bornée® f: E — R de I’état est
donnée par

E(f(Xn-i-l)‘Xn = Tp,y ..., X = SCO) = E(f(Xn+l)|Xn = SUn) = Z f(y)p(xna y) (38~42)
yel

pour tout xg,..., Ty € E.

Pour étre précis, ce que nous notons « f(Xn11) » est la composée fo Xp41.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(i) Pour (1) Nous écrivons la formule P(A n B) = P(A|B)P(B) pour les événements A =
{Xn =z} et B = (V0 {X; =i} :

P(XnZ.’En,...,XO:.T[)):

P(Xn = l‘n|Xn_1 = Tp—1y--- ,Xo = :Uo)P(Xn_l = Tp—1y--- ,Xo = .’L’o).
(38.43)
Par la propriété de Markov, le premier facteur est

P(X, = 2p|Xn—1 = 2n-1) = p(n_1, Tp). (38.44)

Le reste est une récurrence sur n.

(ii) Pour (2) Montrons avec n = 2. En utilisant les divers points du théoréme 36.34, nous avons

P(X3 = 22| Xo = 70) = >, P(Xy = 29, X1 = y|Xo = x0) (38.45a)
yel
= Y P(Xy = 25|X1 = y, Xo = 20) P(X1 = y|Xo = z0)  (38.45b)
yel
= ) P(Xa = 22| X1 = y)P(X1 = y|Xo = 20) (38.45¢)
yel
=" p(x2, ¥)p(y, 70) (38.45d)
yel
= Q2,40 (38.45¢)

Nous avons utilisé ’homogénéité de la chaine de Markov au moment d’écrire 1’expression
(38.45d). En principe nous aurions di écrire pa(y, z2)p1(zo, y).

5. Définition 38.4.
6. L’hypothése de borne sur f n’est pas trés chere parce que F est fini. Il suffit que f ne soit infinie en aucun
point.
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(iii) Pour (3) Vuque E est fini, f(E) est fini et nous notons {ay}r—1,.. v 'ensemble des valeurs

non nulles (dans R) atteintes par f. Nous utilisons le lemme 36.50 pour la variable aléatoire ’
foXni1: Q—{0,ar}p=1,..~:
N
E(f(Xn1)|Xn =2, ..., Xo = 20) = Y, axP(f 0 Xp11 = ap| X = 2, ..., Xo = 29).
k=1
(38.46)
L’événement f o X, 11 = ay, signifie X,,41 € f~!(az) ou encore
{we Qtel que X, 41(w)e fHaw)l) (38.47)
Vu que E est fini, 'ensemble f~!(ay) est fini et nous écrivons
FaR) = ks Yk - (38.48)
Nous avons
Ng,
{we el que Xpp1(w) e f(ar)} = | J{w e Q tel que Xy (w) = yrs}- (38.49)
i=1
Nous pouvons utiliser le lemme 36.36 pour décomposer
Ni,
P(foXpi=apl--) = Y P(Xni1 =gl ) (38.50)
i=1
et continuer (38.46) pas
N N
E(f(Xpt1)|Xpn = 2p, ..., X0 = 20) = Z ar ), P(Xnt1 = YrilXn = n, ..., Xo = 20)
k=1 =1
(38.51a)
N N
= Y ar ). P(Xni1 = ypil Xp = 2n) (38.51b)
k=1 =1
N
= > aP(f o Xns1 = a|Xp = z) (38.51c¢)
k=1
= E(f(Xn41)| Xy = 20). (38.51d)
Pour (38.51Db), nous avons utilisé la propriété de Markov.
O]

38.3.2 Graphe de transition

Le graphe de transition d’une chaine de Markov est le graphe dont les sommets sont les
éléments de l'espace des états de la chaine et dont les sommets sont reliés par des arrétes pondérées
par la probabilité de transition correspondante.

Définition 38.22.
Une chaine de Markov est irréductible si pour tout x,y € E, il existe n tel que p™(z,y) > 0 od

p"(z,y) = P(X; = y|Xo = 2). (38.52)

Le nombre n peut dépendre de = et y.

7. La composée de fonctions mesurables est mesurable, proposition 14.39. De plus f est mesurable parce que
étant dénombrable, nous y mettons la tribu de toutes les parties.
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Lemme 38.23.
Une chaine de Markov homogéne est irréductible si et seulement si son graphe de transition est
connexe.

Démonstration. Pour chaque couple (z,%) € E? nous avons

pn(xay) = Z P(Xn = annfl = anla"',Xl = Zl,XO = I’)

zi€FE

38.53
= p(zn-1,9)P(zn-2, 2n-1) - . . p(21, 22)p(, 21). (35:53)

La positivité d’un des termes de la somme signifie que le graphe est connexe tandis que la positivité
de p"(x,y) signifie que la chaine est irréductible. O

38.3.3 Chaine de Markov définie par récurrence
38.3.3.1 Le cas général

Proposition 38.24.
Soit Xy une variable aléatoire a valeurs dans E, un ensemble au plus dénombrable. Soit (Y,,) une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées indépendantes de
Xo.

Soit (Xy,) la suite de variables aléatoires a valeurs dans E définie par récurrence selon la formule

Xn+1 = G(Xn, Yoi1) (38.54)
ot G: E x R — E est une fonction mesurable. Alors (X,,) est une chaine de Markov.
Démonstration. Soient xg,...,T,.+1 des éléments de E. Nous devons calculer la valeur de

P(Xp+1 = zpi1|Xn =2p, ..., Xo = x0)- (38.55)
Commencgons par préciser les espaces sur lesquels nos variable aléatoires sont définies. Nous avons
Xo: Q- F (38.56)

et
Y:: Q—> R. (38.57)
La variable aléatoire X est donnée par
X1:QxQ—F
(wo,w1) G(Xo(wo), Y1 (wl)). (38.58)
La variable aléatoire X5 est
Xo: Qo x O > F
(wo, w1, ws) > G(X1(wo, wi), Ya(w2)) (38.59)
= G<G(X0(w0),w1),yz(w2)>

et ainsi de suite.
Considérons maintenant ’événement

{Xl = l‘l,Xo = $0} C QQ x €. (3860)

Il est donné explicitement par
{X1 = 1’1,X0 = :L'()} = {(wg,wl) tel que G(Xo(o.)[)), Yl(wl) = 1‘1,X0<W0) = 330)} (38.61&)
= {(wo,w1) tel que G(a:o,Yl(wl) =21, Xo(wp) = xo)} (38.61b)

= {wo € Qo tel que Xo(wp) = 2o} x {w1 € Q tel que G(xo,Yl(wl) = xl)}
(38.61c)
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Le premier terme du produit cartésien est dans o(Xj), tandis que le second est dans ¢(Y7). Etant
donné la définition des tribus produit (définition 14.117) nous avons

{Xl =T, XO = 1‘0} € O'(Xo, Yl) (3862)
Ce raisonnement se généralise immédiatement et nous trouvons que
{XnIl'n,...,XOng}EU(XQ,Yl,...,Yn). (3863)

Nous sommes donc a calculer

&= P(Xn-‘rl = $n+1|Xn =Xp,..., X0 = XO) (38643‘)
= P(G(x, Ynt1) = Tpt1 | Xn = @, ..., Xo = 29). (38.64b)
Eo‘(}ZLH) eaXo,‘}%,...,Yn

Les tribus (Y1) et o(Xp, Y1,...,Y,) étant indépendantes nous avons
P(G(l’n, n+1 = :En+1) (3865&)
= P(G(2p, Yn+1) = Tn+1| Xy = X)) (38.65Db)
= P(G(Xy, Yni1) = Tni1| Xy = 25) (38.65¢)
= P(Xps1 = @ns1|Xn = 2n). (38.65d)

Pour (38.65b) nous avons utilisé le fait que o(Y,,+1) est indépendante de o(X,,). Nous avons prouvé
que la chaine était de Markov. O

Les probabilités de transition de la chaine de Markov définie dans la proposition 38.24 sont

P(X;1 = y|Xo = z) = P(G(Xo, Y1) = y|Xo = x9) = P(G(z0,Y1) = y). (38.66)

38.3.3.2 Exemple : la file de réparation de machines a laver

Nous considérons un magasin de réparation d’électroménager. Durant le jour n, un nombre
aléatoire Z,, de machines en panne arrivent au magasin. Une machine est réparée chaque jour
(aucune si le magasin est vide). Nous supposons que les Z,, soient indépendantes et identiquement
distribuées, et nous posons X,,, le nombre de machines en magasin le jour n.

La loi d’avancement de X,, est

Xn+2,—1 si X, #0
Xppp =4 ntem S 7 (38.67)
Zn si X, =0.
Cela est une chaine de Markov en vertu de la proposition 38.24. Ici la fonction est
G(z,y) =z +y— Lyzo. (38.68)
Les probabilités de transitions sont
0 siz<y—2
plx,y) =< P(Z=0) siz=y—1 (38.69)
P(Z=k) siz=y+k—1
pour x # 0.
Exemple 38.25.
Soit (X,,) une chaine de Markov de matrice de transition
0.2 05 0.3
P=1|01 01 0.8]. (38.70)

0.5 02 0.3
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Calculer P(X3 = 1|Xo =1) et P(X7 = 0|X4 = 0).
Déterminer, si il en existe, une loi stationnaire vers laquelle converge la chaine.

Nous avons
0.344 0.251 0.405

P3=10283 0.307 0.41 |. (38.71)
0.287 0.248 0.465

La probabilité d’aller de I’état 1 a 1’état 1 en trois étapes est donc 0.307. La chaine étant de Markov,
sans mémoire, les probabilités entre les temps 4 et 7 sont les mémes qu’entre 0 et 3. Nous avons
alors

P(X7 =0|X, =0) =0.344. (38.72)

La chaine est irréductible et n’a pas d’états absorbants.
A

38.4 Classification des états

Sauf mention expresse du contraire, nous considérons toujours une chaine de Markov homogene.

Définition 38.26.
Un état x € E est absorbant pour la chaine (X,,) si p(z,x) = 1.

Il n’est pas spécialement impossible d’arriver sur un état absorbant, mais il est impossible d’en
sortir.
Si x € E, nous notons
T(x) = inf{k > 1 tel que X}, = =}, (38.73)

le premier temps d’atteinte de 1'état z. Si Xy = x, alors T'(x) est le temps de retour en z.
Si p € N nous notons
Tp(z) = inf{k > 1 tel que Xy, = x}. (38.74)

C’est le temps mis pour atteindre x & partir de I'instant p.

Proposition 38.27.
La loi de la variable aléatoire [T,(x)| X, = x| est la méme que celle de la variable aléatoire

[T'(z)| X0 = =].
Démonstration. Nous devons montrer que
P(T,(z) = k| X, =x) = P(T'(z) = k| X0 = x). (38.75)

Cela est intuitivement évident du fait qu’une chaine de Markov soit un processus sans mémoire.
Afin de prouver, nous allons sommer sur tous les états intermédiaires possibles :

P(Ty(x) = k|Xo =2) = P(Xp4r = 2, Xpyp1 # @, ..., Xpp1 # x| X, = 2) (38.76a)
= Y P(Xpir = 2, Xppho1 = 2h1s- -, Xpy1 = 21| X, = ) (38.76b)
2 T
= P(Xpsr = 2, Xpspoi = 2l Xpi1 = 21, X, = ) P(Xps1 = 21|Xp =) (38.76¢)
—p(a.1)
= P(Xpsr = 2, Xpspoi = 2l Xpia = 22, Xpi1 = 21, X, = 3) (38.76d)
)
{D(Xerg = 29| Xpy1 = 21, Xp = x) p(x, 21) (38.76e)

P(Xpio=22|Xp+1=21)=p(21,22)

- (38.76f)
Zp(x, z21)p(z1, 22) - .. p(2k—1, 2k—1)P(Zk—1, T). (38.76g)

Zi
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A ce point ci, nous avons éliminé toute référence a p grace & 'homogénéité de la chaine. Nous
pouvons refaire le calcul a ’envers pour reconstituer ’expression de départ sans le p :

> p(@, 21)p(z1, 22) - p(2k-1, 26-1)p(26-1, ) (38.77a)

=P(zy =2, Xp1 #,..., X5 # 2| Xo = 2) (38.77b)

= P(T(z) = k), (38.77¢)

ce qu’il fallait obtenir. O

Définition 38.28.
Un état x est récurrent si P(T(x) = ©0|Xy = z) = 0, c’est-a-dire si la probabilité de ne jamais
retourner en x lorsqu’on y est passé est nulle. L’état x est transient ou transitoire dans le cas
contraire.

Si x est un état récurrent, et si E(T(x)\Xo = x) < o0, nous disons que x est récurrent positif.
Si E(T(z)|Xo = z) = o0 alors nous disons que est récurrent nul.

Nous introduisons une variable aléatoire qui compte le nombre de fois que la chaine de Markov

passe par 'état x :
0

= ) Lixy—ay- (38.78)
k=0

C’est une variable aléatoire a valeurs dans N u {oo}.

Proposition 38.29.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes a dire que x est récurrent :

(1) P(N, < 0|Xg=2)=0
(2) E(Nz|Xo=2x) = 0.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes a dire que x est transient :
(1) P(N; < 0| Xg=2) =1
(2) E(N;z|Xo=1x) < 0.

Démonstration. En tant que événements, nous avons 1’égalité

Ny <0 = | J{Xn = 2, Xnp # 2Vk > 1}. (38.79)
nelN h ~ g
Fy
Nous avons donc .
P(N, < ©0|Xp=x) = P(F,| Xy = z), (38.80)
n=0
et
P(F,|Xo=2)=P(Xpyr #x,Vk =2 1,X,, = 2| Xo = z) (38.81a)
=P(Xpp #2, k=2 1|X, =2, Xg=2)P(X, =z|Xy=2x) (38.81Db)
=P(Xpik #2,k = 1|X,, = 2)P(X,, = | Xo = x) (38.81c)
=P(Xy # 2,k = 1|Xg =2)P(X, = z|Xo =2x) (38.81d)
= P(T(z) = 0| Xy = 2)P(X,, = z|Xo = ) (38.81e)
Justifications :

(1) Pour (38.81c), nous utilisons le fait que la chaine soit « sans mémoire ».
(2) Pour (38.81d), nous utilisons le fait que la chaine soit homogene.

(3) Pour (38.81e), I'"événement X}, # x pour tout k > 1 est exactement 1’événement T'(x) = 0.
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En nous servant de la proposition 14.276 (théoréme de Fubini et mesure de comptage), nous
permutons ’espérance et la somme dans ’expression

a0 a0
D P(Xy = 2|Xo =) = ). E(L{x, -z X0 = ) (38.82a)
n=0 n=0
o0
= E( ). Lix, - X0 = 7) (38.82b)
n=0
= E(N,| Xo = x). (38.82c¢)
Voyons ce passage plus en détail. D’abord, en général nous avons
E(Y|X = o) f Y (w)dP(w) f 1 —any ()Y (0)dP(w). (38.83)
{X=x0} Q
Dans notre cas,
E(Lix,—s|Xo=2) = L Lxg=a(w)1x, -} (w)dP(w). (38.84)

La fonction qui correspond a la proposiiton 14.276 est

f(n,w) = fa(w) = 6x4(w).e0x, ()2 (38.85)

qui est bien une fonction positive et mesurable.
Nous reprenons a présent le calcul (38.80) en remplacant les éléments par leurs valeurs que
nous avons calculées :

P(N, < ©|Xg =) = P(T(z) = 20| Xo = 2) E(N,| Xo = z). (38.86)

Si x est récurrent, nous avons P(T'(z) = 0|Xy = x) = 0, mais la relation (38.86) ne permet pas de
conclure que le membre de gauche est nul parce qu'il reste la possibilité que E(N,z|Xo = x) = o0.
Nous devons donc faire un pas en arriére et écrire cette espérance comme la limite des sommes
partielles :

N
P(Ny < 0| Xo = x) = lim_ D1 P(T(x) = 0| Xg = 2) P(Xp = 2[Xo = 2) = 0 (38.87)
n=0

parce que tous les termes de la suite des sommes partielles sont nuls. Nous avons donc bien que
P(N,; < ©0|Xp = x) = 0. Il s’ensuit immédiatement que E(N|Xo =) = 1.

Nous devons maintenant démontrer I'implication inverse. Supposons que P(N, < ®|X, =
x) = 0. Dans ce cas nous avons immédiatement P(N, = 0|Xg = z) = 1 et E(Nz|Xo = z) = o0.
L’équation (38.86) nous indique alors que

P(T(z) = 0| Xo = z) = 0, (38.88)

c’est-a-dire que x est récurrent. O

38.4.1 Chaines irréductibles
Proposition 38.30.
Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible.
(1) Un état x est récurrent si et seulement si tous les états sont récurrents.

(2) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.

Démonstration. Soient x et y des états de la chaine de Markov. Nous devons tester la valeur de
P(X, = y|Xo = y). Afin d’exploiter ’hypothese d’irréductibilité, nous considérons r,s € N tels
que
p(x,y) >0 (38.89a)
p’(y,x) >0 (38.89Db)
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et nous calculons majorons en passant par quelques intermédiaires :

P(Xntrts = ylXo = y) = P(Xntrts = Y, Xnts = 7, X5 = 2| Xo = y) (38.90a)
= P(Xn+r+s = y‘Xn_A,_S = .Z',XS = .’E,X() = y) (3890b)
P(Xn+s = x‘Xs =x,Xo = y)P(XS = .T|X0 = y)

Les deux premiers facteurs se calculent en utilisant la propriété de Markov et I’homogénéité de la
chaine. Pour le premier,

P(Xpts =z|Xs =2,X0=y) = P(Xpts = 2| X5 = 2) = P(X,, = 2| Xy = ). (38.91)
Nous avons donc

D P(Xniris = ylXo =) = p(2,9)p°(y,2) Y P(Xn = 2| X0 = ). (38.92)
nelN nelN

En réutilisant Fubini comme dans I’équation (38.82), nous avons

D P(Xnirss = ylXo = y) > KE(N.|Xo = x) (38.93)
nelN

ou K est une constante strictement positive, par hypothése d’irréductibilité de la chaine de Markov.
Si z est un état récurrent, alors le membre de gauche est infini par la proposition (38.29) et
donc

D P(Xniris = ylXo = y) = o0, (38.94)
nelN

Aux r + s premiers termes pres (qui ne changent pas la somme), nous avons

D P(Xy =y|Xo=y) =, (38.95)
nelN

ce qui signifie que y est récurrent. O

Nous rappelons que T'(z) est le temps que premiére atteinte de I’état x. Nous notons

1
") = BT X =)

(38.96)

Etant donné que T'(z) est un entier positif ou nul nous avons E(T(z)|Xy = x) € [1,00] et donc
m(x) € [0, 1].

Si z est un état transient, alors T'(z) = o lorsque Xy = z et donc E(T(z)|Xo = z) = 0 et
m(z) = 0. Si @ est récurrent par contre, P(T(z) < o0|Xo = z) = 1 et il n’y a pas de garanties sur
la valeur de E(T(z)|Xo = ).

Corolaire 38.31.
Un état récurrent est récurrent positif si et seulement si w(x) > 0. Un état récurrent est récurrent
nul si et seulement si w(x) = 0.

Démonstration. C’est la formule (38.96). O

Proposition 38.32.
Soit (Xy) est une chaine de Markov irréductible.

(1) Six est un état récurrent, alors T(X) < o0 presque surement.

(2) Nous avons une égalité entre les lois

g(XkJrT(x)’T(:L’) < OO) = g(Xk‘Xo = x) (3897)
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38.4.2 Nombre de visites

La fonction

1 n
=3 ey (38.98)
k=1

est la fréquence empirique de la chaine de Markov.
Soit = un état récurrent, c’est-a-dire que P(T(x) < 0|Xo = x) = 1. Nous classons les visites
de la fagon suivante :

Ti(z) = T(x) = inf{k > 1 tel que X}, = =} (38.99
TQ(Z') = lnf{k 2 1 tel que XTl(Q?)-‘rk’ = x} (

T(z) = inf{k > 1 tel que X7, | (2)11 = 7} (38.99d

La variable aléatoire T; représente le temps entre la visite numéro i — 1 et la visite numéro ¢ (si
Xo # x, sinon il faut décaler). Nous définissons 'instant la na visite numéro n :

S, = i Ti(). (38.100)
k=1

Lemme 38.33.
Les variables aléatoires T; sont indépendantes.

Démonstration. Nous choisissons n des T; et nous calculons la probabilité

®=PT, =k,T;, =ko,....,T;, =kp) (38.101)
oll Nous supposons i1 > io > ... > 1,. Nous décomposons cette probabilité en sommant sur toutes
les histoires de la chaine de Markov compatibles avec les nombres k; donnés :

A= > PXj=z,j=1...,N). (38.102)
{z}
compatibles

Notons qu’ici, le numéro du dernier terme de la somme n’est pas certain parce que tous les T;
ne sont pas fixés. Nous I’avons noté N, mais en réalité il est différent d’un terme a l'autre de la
somme. Il est certain que 2y = x et 2ny_, = x et si N — k1 < j < N, alors z; # z. Cela est
simplement le fait que nous demandions aux z; de respecter les conditions données par les k;. Nous
avons

‘:EP(XN:mij:Zj;N_kl <j<N|Xj:Zj,jéN—kl)P(Xj:Zj,j<N—k1)
{z}
(38.103a)
= Z P(XN = x,Xj = Zj,N— k1 <j < ]\7|‘XN_]€1 = l‘)P(XJ = Zj,j <N — k1) (38103b)
{2}
(38.103c)

Le premier facteur est P(T;, = k1) tandis que le second facteur est précisément P(T; = kj,j > 1).
Nous avons donc montré que

P(Ty, = k1, Ty = ko, ..., Ty, = ky) = P(Ty, = k1) P(T; = kj,j > 1), (38.104)

n

et donc les T; sont indépendants. O
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Proposition 38.34.
Si (X,,) est une chaine de Markov irréductible et si x € E alors

n—o n

1 n
m(z) = lim — > Lix,_q (38.105)
k=1

presque surement.

Démonstration. Etant donné que la chaine est irréductible, les états sont soit tous transient soit
tous récurrents par la proposition 38.30. Nous commencons par considérer que = est transient.

En comparant la définition (38.78) de N, et le membre de droite de (38.105), nous avons pour
chaque n l'inégalité

1 1
— 3 Lix—ap < —E(NL). (38.106)
n n
k=1
Dans le cas d’un élément transient, nous avons m(x) = 0, donc il serait bon de montrer que

E(N,) < o, de sorte que prendre la limite n — oo dans (38.106) donne zéro.
Nous décomposons le calcul en deux morceaux :

E(Ng) = E(N,|T(z) = 00) P(T(z) = 0) + E(N,|T(z) < 00) P(T(z) < ). (38.107)

Le fait que le premier terme soit fini découle immédiatement du fait que 7'(x) = oo implique X}, # =
pour tout k = 1. Dans ce cas 'espérance de IV, est évidemment finie.
Pour le second terme nous avons

o0

E(N:|T(x) < 0) = B( ), Lixy—a)|T(x) < 0) (38.108a)
k=0
= i E(Lix,=a}|T(x) < ). (38.108b)
k=1

Pour inverser la somme et 'espérance, nous avons utilisé le théoreme de théoréeme de Fubini-Tonelli
qui est encore valable pour des fonctions qui prennent la valeur co. Le fait d’inverser ne signifie pas
que ni la somme ni I'intégrale soit finie. D’ailleurs c’est exactement ce que nous sommes en train
de déterminer.

Etant donné que nous voulons seulement savoir si cette somme est finie ou non, nous pouvons
nous restreindre & la somme depuis £ = 1 ou oublier le premier terme. D’autre part nous avons

0
=0

o]
k=1 j

parce que les T'(x) premiers termes sont par définition nuls. Nous regardons donc

iE(]lXHT(x):I\T(:r) <o) = ZP(XﬁT(x) = 2|T(z) < ) (38.110a)
J= J
=) P(X; = 2| Xo = ) (38.110b)
j
=2, B(Lx,—a}| X0 = 7) (38.110c)
J
= B() Lx,=2| X0 = z) (38.110d)
= E(]\;JC\XO =) (38.110e)
< parce que x est transient.

(38.110f)
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L’équation (38.110b) provient de la proposition 38.32 et plus précisément de ’égalité entre les lois
(38.97). Nous avons terminé la preuve dans le cas ol = est transient.

Nous passons maintenant au cas ou z est récurrent, c’est-a-dire P(T'(z) < 0|Xy = z) = 1.
Les variables aléatoires T; définies en (38.99) pour i > 2 sont indépendantes et identiquement
distribuées et

L (Ti(z)) ~ ZL(T(X)|Xo = ). (38.111)
La loi des grands nombres nous indique que
Sh _ Ti(z) 1 L p.s.
= k; Ti(z) 25 E(Ta(x)) (38.112a)
= E(T(z)|Xo = ). (38.112Db)

Remarque 38.35.

La loi des grands nombres est encore vraie sans I’hypothése de variables aléatoires dans L' pourvu
qu’elles soient positives. Alors dans la conclusion de la loi nous devons accepter la possibilité que
I’espérance soit infinie.

Nous posons pour m € N

n(m) = > Lix,—a (38.113)
j=1

qui est le nombre de visites de x avant Uinstant m. Nous avons évidemment n(m) < m. Mais S,
est 'instant de la niéme visite, par conséquent S, ,,) est l'instant de la derniére visite avant le
moment m. Pour tout m nous avons les inégalités

Sn(m) <m< Sn(m)+1. (38.114)
Nous divisons par n(m) et nous effectuons la limite m — oo :

Sn(m) - m - Sn(m) +1

< < A1
n(m) = n(m) = n(m) R
En ce qui concerne la limite de n(m), nous utilisons la définition (38.113) :
o0
n(m) = Y Lix,—q} = (38.116)
j=1
heur. .. .
. _ . 2}
lim n(m) = lim_ Zl L(x,—a} 2> 00 (38.117)

par la proposition (38.29). Plus précisément, la limite vaut N, qui vaut presque surement oo dans le
cas o x est récurrent. Par ailleurs la loi des grands nombres (38.112) nous enseigne en particulier
que

=5 E(T(2)| X0 = z). (38.118)
Le terme de droite dans (38.115) se traite de fagon usuelle :

S S (m) +1
n(m)+1 _ Pn(m)+1 N
n(m)  n(m)+1 n(m) (38.119)

Le dernier facteur tend vers 1 et le tout a pour limite (T(x)\Xo = :c) Par conséquent nous avons

) 2% p(T(x)| Xo = ) (38.120)
et (m) m
n(m 1 1
= — Tyx.—p — = m(x). 38.121
n m ]; {X;=x} E(T(m)|X0 = l') ( ) ( )

O]
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Lemme 38.36.
Soit (Xx) une chaine de Markov dont l’espace des états est noté E. Pour chaque x € E nous notons
T(x) = inf{k > 1 tel que X}, = x} (38.122)
et
Tp(z) = inf{k > 1 tel que Xp4p = x} (38.123)
Alors nous avons
P(Ty(x) = kIX, = y) = P(T(x) = k|Xo = y). (38.124)

La proposition suivante nous permet de parler de chaine de Markov récurrence positive.

Proposition 38.37.
Soit (x,) une chaine de Markov irréductible.

(1) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.

(2) Un état est récurrent positif si et seulement si tous les états sont récurrents positifs.

Démonstration. Nous rappelons (proposition 38.34) que si la chaine est irréductible

m(z) = lim — Z L x,—a] (38.125)

n—o n,

Notons aussi que
2 1 si N <T(x)
Xp=z = N-T .
k=1 pI (=) I p=z Si N >T(x)
ou dans la seconde ligne nous avons effectué le changement de variable de sommation k' = k+7T'(z).

Dans la limite (38.125) nous sommes toujours dans le cas o N est assez grand. Nous pouvons
donc écrire

(38.126)

1 N-T(x)
m(x) = lim - kz BN (38.127)
=0
Nous pouvons aussi écrire
N-T(x) N-T(xz)
1 N 1
Dans cette derniere égalité le membre de droite tend vers w(x) et nous avons
1 N-T(x)
AN A W= =7@) (38.129)
ou encore
1
dim kZ Ly, p(a)=c = 7(2) (38.130)
=0

Etant donné que 7(z) est une constante nous avons évidemment F(7(z)) = 7(z). Nous pouvons
cependant considérer les variables aléatoires

1 n
- - Z Xpsrgey =t (38.131)

et remarquer que Z, 25 7(z) avec 0 < Z, < 1. Le théoréme de la convergence dominée (14.190)
nous permet d’inverser la limite et ’espérance et écrire

1

m(z) = lim — kzl E(Lx,,p(=2) (38.132a)
1

= lim — > P(Xpy1) = 2). (38.132b)
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Par le lemme 38.36 nous avons

P(XkJrT(x) = ac) = P(Xk = k‘XO = l’) (38133)
et m(z) prend la forme
1 n
m(x) = lim — > P(X) = 2|Xo = ). (38.134)
k=1

Soit maintenant un état x positif récurrent et y, un autre état. Par définition 38.28 et par
corolaire 38.31 nous avons 7(z) > 0. Nous devons prouver que 7(y) > 0.
Etant donné que la chaine est irréductible il existe r et s tels que

{ p'(z,y) = P(X;, =y[Xo=12)>0 (38.135a)
p’(z,y) = P(Xs =z|Xo=y) >0 (38.135b)

Nous reprenons 1’équation (38.92) multipliée par 1/N :

N N
1 . s 1
N 23 P(Xoisinmyixo=y) = D' (2, 9)0° (y, ) N D P(Xy = 2| X = x) (38.136)
—_—
n=1 =0 N n=1 g .
—m(z)

et nous prenons la limite lorsque N — 0. A r+ s termes prés, nous trouvons a gauche Pexpression
(38.134) de w(y). Par conséquent

N

W(y) = P<Xr+s+n = y|X0 = y) = om(a:) (38137)
1

o1
lim —
N—owon
n=

ol « est une constante positive. Le nombre 7(z) étant strictement positif par hypothése nous avons
montré que m(y) > 0, c’est-a-dire que y est récurrent positif. ]

38.5 Mesure invariante

Définition 38.38.
Une mesure de probabilité p sur l’espace des états EE d’une chaine de Markov est invariante si
pour tout x € £

p(x) = > ply, z)u(y). (38.138)
yelk

Remarque 38.39.
Une mesure invariante est une mesure de probabilité et nous noterons par abus p(x) pour pu({z}).
Si A < E nous avons

p(A) = > (). (38.139)

€A

Remarque 38.40.

Une loi invariante associée a une chaine de Markov est une loi associée a la matrice de transition
de la chaine, mais pas a la loi de Xy. Par conséquent nous pouvons tester si u est une mesure
invariante pour une certaine chaine de Markov (X}) en considérant la chaine (Yj) avec Yy = X,
pour k > 0 et Yy arbitraire.

L’adjectif invariant provient du lemme suivant.

Lemme 38.41.
Soit (X,,) une chaine de Markov telle que Xo ~ pu ot p est une mesure invariante sur l’espace des
états. Alors Xy ~ p pour tout k.



38.5. MESURE INVARIANTE 2485

Démonstration. Par hypothese, P(Xo = z) = u(x). Ensuite nous avons

P(X1=y) = ) P(X1 = y|Xo = 2)P(Xo = z) (38.140a)
zel

= Dol y)u(x) (38.140b)

= pu(y). (38.140c)

Par conséquent X suit également la loi u. Par récurrence tous les états suivent cette méme loi. [

Si les états d’une chaine de Markov ont comme loi une mesure invariante, alors nous disons
que la chaine est stationnaire.

Remarque 38.42.
Pour une chaine de Markov stationnaire de loi invariante p nous avons

) = > p(y, z)u(y) (38.141)
Yy

et si 'ensemble E est fini cette équation signifie

w=Qu (38.142)

ou () est la matrice de transition de la chaine de Markov.

Théoréme 38.43 (Théoreme ergodique).

Une chaine de Markov irréductible est positive récurrente si et seulement si elle accepte une mesure
invariante. Cette mesure est invariante est alors unique et vérifie u = Qu ot Q est la matrice de
transition.

Démonstration. Nous allons seulement prouver le théoréme ergodique dans le cas ot E est fini.
Soit (X,,) une chaine de Markov récurrente positive ; nous avons m(z) > 0 pour tout = € E. Nous
allons montrer que 7 est une mesure invariante.

Nous commengons par montrer que

Diw(x) =1. (38.143)
zel

Pour cela nous reprenons la propriété de chaine irréductible pour écrire

m(z) = lim — Z 1y, 2 (38.144)

N—wo N

Etant donné que E est fini nous pouvons sommer sur z € E et permuter la somme avec la limite :

> w(x) = Nhglocﬁ Z Dl lx=a (38.145)

zel k=1zek
[N —
=1

Nous nous retrouvons donc avec limpy_, o %N = 1. La fonction 7 définit donc bien une mesure de
probabilité sur E.
Nous montrons a présent que cette mesure est invariante, c’est-a-dire que

m(z) = ) ply, 2)7(y). (38.146)
yeE

Pour cela nous utilisons encore le théoréme de la convergence dominée pour permuter la limite et
Iintégrale dans

N—)OO

N
m(x) = E(m(x)) Z (]le =) = lim — Z P(Xji1 = x). (38.147)
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La derniere égalité découle du fait que en divisant par /N et en faisant tendre N vers l'infini, le fait
d’enlever un terme a la somme ne change pas la valeur de la limite. Nous pouvons substituer dans
(38.147) la valeur

P(Xgi1 =) = Y, p(y,2) P(Xx = y). (38.148)
yel

Nous avons alors

m(x) = lim N Z Z p(y, x =) (38.149a)

N=wo N (= 0eE
1 N
= D, p(y.) lim — > P(Xg =) (38.149b)
yeE k=1
= > p(y, x)m(y), (38.149¢)
yeE

ce qui signifie que 7w est une mesure invariante. Notons que nous avons encore utilisé le fait que E
soit fini pour permuter avec la limite.

Il nous reste & montrer 'unicité de la mesure invariante sur la chaine de Markov. Soit 1 une
mesure invariante pour la chaine de Markov (Xj). Comme indiqué dans la remarque 38.40 nous
pouvons supposer que X suit la loi p. Par le lemme 38.41 nous avons P(X; = z) = u(x) pour
tout k. Par conséquent

N
n(a) = Jim % kzzjlp(xk — 2) = p(a). (38.150)
0

Théoréme 38.44 (loi des grands nombres pour les chaine de Markov).
Soit (X,,) une chaine de Markov irréductible acceptant une mesure invariante. Soit f: E — R une
fonction dans L'(E, u). Alors nous avons

~ Z F(Xe) 25 ) fa (38.151)

zeE
En ce qui concerne les notations, 'hypotheése f € L'(E, 1) signifie

S (@) ) = fE @) ldulz) < . (38.152)

zell
Démonstration. Nous prouvons le théoreme dans le cas ou E est fini. Si nous écrivons

= > f@)Ix,=y, (38.153)
yeE
alors
1 ¥ )1 N
¥ DFXe) =D fy VN Z Ix,—y- (38.154)
k=1 yeE k=1
Etant donné que E est fini nous pouvons permuter les sommes et prendre la limite N — o :
) 1
dim = > TF(XE) = ) f(y) Jim 2 Ly = 2, [y (38.155)
k yekb yel
O

38.6 Convergence vers ’équilibre

Nous voudrions savoir sous quelles conditions la variable aléatoire X,, converge en loi vers
quelque chose lorsque n — 0. Une telle loi limite doit dépendre de la loi initiale® comme le

8. Lorsque la loi limite ne dépend pas de la loi initiale, nous disons que la chaine de Markov est ergodique, nous
y reviendrons.
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montre I’exemple de la chaine de Markov

1(Ca e B gy, (38.156)
Si Xog = C, alors la loi limite est
1
504 +05). (38.157)

Si par contre Xo = B, la loi limite est dg. Notons que la chaine de Markov proposée ici est
irréductible.
Notons qu’il n’y a pas toujours de lois limite comme le montre ’exemple

A B (38.158)

-~

1

avec Xy = A. La loi en est

0 i k est pai
X, =04 SEest b (38.159)
0p si k est impair.
Lemme 38.45.
Si nous avons une loi limite
P(X, =z) > l(z), (38.160)
et que la chaine est irréductible, alors nous avonsl = .
Démonstration. D’apres la proposition 38.34 nous avons
1 n
=) P(Xp = z) - m(x). (38.161)
n
k=1
Par le lemme 11.126 sur la moyenne de Cesaro et 'hypotheése (38.160), nous avons aussi
1 n
= Y P(Xy =) > (). (38.162)
n
k=1
Du coup 7(z) = I(z). O

Lemme 38.46 ([670]).
Si 7 est une loi stationnaire et si x est un étant transient, alors mw(x) = 0.

Ce lemme (qui peut étre prouvé rigoureusement) est principalement di au fait que la chaine
de Markov ne visite un état transitoire qu'un nombre fini de fois par la proposition 38.29(1).

Définition 38.47.
Un état x € E est apériodique si

pged{n =1 tel que p"(x,z) > 0} = 1. (38.163)

Mettons que tous les n tels que p™(x,z) > 0 ont 2 comme diviseur. L’état n’est alors pas
apériodique, mais on voit que si Xo = x, alors les états impairs ne peuvent pas étre sur x. Cela est
une forme de périodicité.

Si un état est apériodique, il existe p et ¢ premiers entre eux tels que p?(z, z) et p?(x, ) sont non
nuls. En particulier pour tout n € pIN + ¢N, P(X,, = z) # 0. Par conséquent la proposition 1.231
nous indique qu’a partir d’un certain moment tous les X pourraient étre x.

L’état C' de la chaine de Markov suivante est apériodique :

1

2/3
o

C

A B (38.164)
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En effet p?(C,C) # 0 par le chemin C — A — B — C tandis que p°(C,C) # 0 également par le
chemin C - A— B —> A— B — C. Or pged{3,5} = 1.

Proposition 38.48 ([670]).
Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible. Un état x est apériodique si et seulement si il existe
N tel que

pF(z,z) = P(Xp = z|Xg =) > 0 (38.165)

pour tout k = N.

La proposition suivante va nous permettre de parler de chaine apériodique .

Proposition 38.49.
St une chaine de Markov est irréductible, alors un état est apériodique si et seulement si tous les
états sont apériodiques.

Démonstration. Soit x un état apériodique de la chaine de Markov (X, )nen. En vertu de la pro-
position 38.48 il existe N, tel que p¥(x,z) # 0 pour tout k > N,. Soit y € E. Etant donné que la
chaine est irréductible, il existe r et s tels quep”(z,y) > 0 et p*(y,z) > 0. Nous avons

PPy y) = P(Xpsres = 41 Xo = y) = p*(2,9) P(Xg = 2] Xo = 2)p" (y, ). (38.166)

Si k est assez grand, cette quantité est strictement positive. Donc il suffit de prendre Ny = N +7+s
pour savoir que ¥y est également apériodique. ]

Exemple 38.50.
Quelle est la différence entre une chaine irréductible et une chaine apériodique? Une chaine est
irréductible lorsque aucune sous-chaine ne peut piéger le systéme. Pour toute paire d’états x,y € E,
il existe un n tel qu’il soit possible d’aller de x a y en n pas. Une chaine est apériodique lorsqu’apres
un temps suffisamment long, tous les états soient possibles en méme temps.

Un exemple de chaine irréductible non apériodique :

A_ °B (38.167)

~
1

Cette chaine est irréductible parce que le graphe est connexe, par contre il n’est pas apériodique

parce que si Xg = A il n’est pas possible d’étre dans I’état A aprés un nombre impair de pas.
Plus formellement, p™(A, A) = 1 dés que n est pair; le PGCD de la définition 38.47 n’est donc

certainement pas 1. A

Si E est fini et si la chaine de Markov est irréductible, alors en posant N = max,ep N(z),
la matrice P* a des éléments non nuls sur toute la diagonale pour tout k& > N. Ces éléments
diagonaux ne sont autre que les p*(z, x).

Théoréme 38.51 (Convergence en loi des chaine de Markov).
Si (X,,) est
(1) irréductible,
(2) récurrente positive,
(3) apériodique,
alors X,, converge en loi vers l'unique probabilité invariante m vérifiant

1
m(x) = gﬂp(yvﬂf)ﬂ(y) ~ E(T(2)|Xo=x)

(38.168)

Cette convergence est indépendante de la loi de Xq et on a

P(Xpn = 2| X0 = ) —nooo 7(2). (38.169)
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38.7 Processus de Galton-Watson

Nous considérons une maladie et notons Z,, le nombre de malades a l'instant n. Nous posons
Z(] =1et

Y& sinon

0 siZ,=0
Lpy1 = (38.170)

ou 52-(") est le nombre de personnes contaminées par le malade i & I'instant n. Nous supposons que
ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées et admettent un moment
d’ordre 1.

L’équation de propagation 38.170 signifie que nous supposons qu’une personne malade & 1’ins-
tant n n’est plus malade a I'instant n -+ 1. Par ailleurs les hypotheses d’indépendance signifient qu’a
chaque instant, le nombre de personnes contaminées par le malade 7 est indépendant du nombre de
personnes contaminées par le malade j. De plus la fagcon dont la contamination se passe & 'instant
n est indépendant de la facon dont la contamination se passe a l'instant m. Ces hypothéses sont
raisonnables tant que le nombre de personnes non contaminées est grand. A partir du moment ot
presque tout le monde est malade, 'approximation de Galton-Watson ne fonctionne plus.

Nous notons £ la loi parente des 51(”). Ensuite nous considérons

G(s) = E(s%) (38.171a)
m = E(£) (38.171b)
Gn(s) = E(s%"). (38.171c)
Par le théoréme de transfert (proposition 36.68) avec f(t) = s'. Ce que nous avons est
e¢]
Gn(s) = E(f(Zn)) = f s"dPyz, (z) = Y. s*P(Z, = k) (38.172)
R k=0

ou I'intégrale s’est transformée en somme parce que la loi de Z,, est discrete : dPyz, est une somme
de masses de Dirac. En particulier nous avons

0
Gn(s) = Y, s"P(Z, = k) (38.173a)
k=0
G(0) = P(Z, =0) (38.173b)
et
n = lim P(Z,=0) = Jim. G (0). (38.174)
D’ou lintérét d’étudier G,,.
Lemme 38.52.
Pour tout n € N* et pour tout s € [0,1], nous avons
Gn(s)=GoGo...0G(s). (38.175)

_

~
n fois

Démonstration. Pour n = 1, nous avons Z; = {51) et donc

G1(s) = E(s) = G(s), (38.176)
comme il se doit.
Sin # 1 nous écrivons
Gn(s) = E(s%) (38.177a)
Zp—1 o(n—
_FB (SZH te ”) (38.177b)

e @]
- E (Z 1z, _ppsom1 & ”) . (38.177c)
k=0
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A ce niveau, nous voulons permuter la somme et I'espérance. Etant donné que le lemme est facile
a vérifier pour s = 1, nous supposons s < 1. Du coup

(n—1)
s €Y o (38.178)

et ce qui se trouve dans l'espérance est majoré par
e
D1z, -k =1 (38.179)
k=0

La fonction constante 1 est intégrable sur Q (ici nous utilisons & fond le fait que l'espace
soit un espace de probabilité) et nous pouvons utiliser le théoréeme de convergence dominée de
Lebesgue 15.2 pour permuter la somme et I'intégrale. Nous continuons donc le calcul (38.177) :

& ko p(n=1)
Gu(s)= Y E (n{znflzk}s&:l@ ) . (38.180)
k=0

La tribu engendrée par la variable aléatoire 17, , _g) est une fonction des variables aléatoires fi(m)
. . , . Zk 5("*” . . , .
avec m < n — 2 tandis que la variable aléatoire s&i=15%i est une fonction des variables aléatoires

fl-(nfl). Par conséquent le lemme de regroupement 36.16 nous dit que ces variables aléatoires sont

indépendantes, donc

|

O k (n—1)
Gn(s) = Y, E(Liz,_,—xy) E(s==15 ). (38.181)
S A
Nous avons utilisé le fait que ’espérance d’une fonction indicatrice est la probabilité de I’événement.

En ce qui concerne la puissance de s, les événements {f_l sont indépendants et suivent tous la
méme loi £, donc

(n—1) (n—1)
i & T s (38.182)

—

I
—_

(2

et
k
E(]]s%) = E(sHF = G(s)". (38.183)
=1
En mettant tout bout a bout,
w .
Gn(s) = Y. P(Zn1 = k)G(s)) = Gn_1(G(5)). (38.184)
k=1
O

Théoréme 38.53.
La probabilité d’extinction n est donnée par

n=2"r (U (Zn = 0)) = lim P(Z, =0). (38.185)

n—0oo
n=1
Ce nombre est la plus petite solution positive de ’équation G(s) = s.
De plus la classification des cas est comme suit.

(1) Si P({ =0) =0 alorsn = 0.
(2) Si P(§ =0) # 0 alors

(2a) sim <1 alorsn =1,

(2b) sim > 1 alorsne]0,1].
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Le cas m < 1 est dit sous-critique, le cas m = 1 est dit critique. Le cas m > 1 est dit
sur-critique.

Démonstration. Commengons par prouver que G est une fonction continue. En utilisant le théoréme
de transfert comme pour ’équation (38.172) nous trouvons que

G(s) = E(s%) = i prs® (38.186)
k=0

ofl nous avons noté py = P(¢ = k). Si 7 < 1, alors la suite ppr”* est bornée, donc le critére d’Abel
(15.17) nous indique que la série (38.186) converge absolument et la théorie générale des séries
entiéres conclut que la fonction G est en particulier dérivable terme & terme pour tout s € |—1, 1.

(i) Le probabilité d’extinction est un point fixe de G En utilisant la continuité de G en
0 nous passons 2 la limite dans G;,41(0) = G(G(0)) et nous obtenons

n=G(n), (38.187)

ce qui signifie que la probabilité d’extinction est un point fixe de G.

(ii) n est le plus petit point fixe de G Nous démontrons maintenant que 7 est plus précisé-
ment le plus petit point fixe de G sur [0, 1]. Nous allons effectuer cette partie en décomposant
selon les valeurs de pg et de p;.

Au vu de I’écriture (38.186), si p1 = 1 alors G(s) = s pour tout s € [0, 1]. Mais dans ce cas
nous savons par ailleurs que I'extinction est impossible. Zéro est bien la plus petite solution
de G(s) = s.
Supposons maintenant que p; < 1 et pg+p; = 1. Alors G(s) = po + p1s et s = 1 est 'unique
solution. Mais vu que nous savons que 7 est solution, c’est que 7 = 1 et I'extinction est
certaine.
Nous passons au cas général : pg + p1 < 1. D’abord nous remarquons que s = 1 est solution
parce que

Gl)=po+p1+---=1 (38.188)

Remarquons aussi que dans ce cas s = 0 n’est plus solution.

La fonction G est strictement convexe sur [0, 1] (parce que G” > 0). Cela se voir en effectuant
deux dérivations termes a termes (le rayon de convergence de la dérivée est le méme que celui
de la fonction). Cette stricte convexité entraine que ’équation G(s) = s a au maximum une
autre solution que s = 1. Nous nommons sg la plus petite solution dans [0, 1]. Etant donné
que G est croissante on a

G(0) < G(s0) = so. (38.189)
En appliquant G a cette équation nous obtenons G(G (so)) < G(sp) = sp et en appliquant n
fois,
Gr(0) < so. (38.190)
En passant a la limite, n < sg mais 7 étant solution, nous avons 7 = sg. Nous avons donc
prouvé que la probabilité d’extinction 7 est la plus petite solution de G(s) = s.

(iii) Classification des cas Nous devons encore discuter les cas. Si P({ = 0) = 0, alors pg = 0
et G(0) = 0, ce qui signifie que sy = 7 = 0 et 'extinction est impossible.

Nous passons au cas pg # 0. Si pg + p1 = 1, alors m = p; < 1 et nous avions déja vu que
dans le cas pg + p1 = 1, la probabilité d’extinction est n = 1.

Il nous reste a traiter le cas py + p1 < 1. Encore une fois, la courbe G est strictement convexe
sur [0, 1] et elle est en particulier plus grande que sa tangente en s = 1, c’est-a-dire

G(s) > G'(1)(s — 1) + G(1). (38.191)
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Nous savons que G(1) = 1. En ce qui concerne G’(1), nous dérivons encore terme & termes :

0¢]
G'(s) = > kprs™ !, (38.192)
k=1
donc
o0
G'(1) = ) kpp = E(¢) = m. (38.193)
k=1
Ce que nous avons donc est
G(s)>1+m(s—1). (38.194)

Nous nous particularisons au cas sous-critique (m < 1). En nous rappelant que s — 1 < 0,
G(s)>1+(s—1)=s, (38.195)

donc s = 1 est la plus petite solution et effectivement nous avons déja vu que 7 = 1 dans ce
cas.

Sim > 1, alors on a
G(s) > 1+ m(s—1). (38.196)

Mais dire m > 1 revient a dire G’(1) > 1 et donc dans un voisinage de s = 1 on a

Gls) =G 1, (38.197)
s—1
ce qui implique que
G(s) <s—1+G(1) =s. (38.198)

Nous avons donc G(s) < s dans un voisinage de 1. Mais G(0) — 0 = py > 0, donc la fonction
f(s) = G(s) — s est positive en 0 et négative proche de s = 1. Le théoreme de la valeur
intermédiaire nous indique alors qu’il existe un s € ]0, 1] tel que f(s) = 0, c’est-a-dire tel que

G(s) = s.
O



Chapitre 39

Martingales

39.1 Convergence de martingales

Définition 39.1.

St A est une tribu, une filtration de A est une suite croissante de sous-tribus B; < B;11 < A.
Nous disons qu’une suite de variables aléatoires (X,,) est adaptée da une filtration (F,) si X;

est F;-mesurable pour tout 1.

Ces définitions impliquent immédiatement que si (X,) est adapté a (F,) alors X,, est Fp-
mesurable pour k = n.

Définition 39.2.
Une martingale adaptée a la filtration (By)nen est une suite de variables aléatoires M, telle que
(1) M, e L'(Q, A, P),
(2) M, est B,-mesurable,
(3) E(Mp+1|By) = M.
Le processus M, est une sur-martingale si E(M,1|B,) < M, pour tout n, et c’est une

sous-martingale si E(M,|B,) = M,

Exemple 39.3.
Si M e LY(Q, A, P) et si (By)nen est une filtration, nous pouvons considérer la martingale M,, =
E(M|B,). A

Exemple 39.4.
Soit (X;)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées. On pose

Sp=X1+-+X, (39.1)
et la filtration B, = o(X1, ..., X,). Pour montrer que cela est une martingale, nous commengons
par remarquer que

E(Xp41|Br) = E(Xp+1) =0 (39.2)

par indépendance des tribus B, et o(X,+1). Ici c’est le lemme 36.44 qui joue.

Ensuite nous argumentons que F(X; + -+ + X,|B,) = X1 + -+ + X,,. En effet d'une part
X1+ .-+ X, est By-mesurable et évidemment la condition intégrale de ’espérance conditionnelle
est satisfaite.

Plus généralement si X est une variable aléatoire et si o(X) < B alors E(X|B) = X. A

Lemme 39.5.
Soit (M,) une martingales adaptée d la filtration (F,,) et n = k. Alors

E(Mn|./rk) = Mk (393&)
E(My|Fp) = My, (39.3b)

2493
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Démonstration. La seconde relation revient seulement a dire que My, est F,,-mesurable, ce qui est
évident parce que Fji < Fj.

Nous prouvons la premiére par récurrence (a l'envers) sur k. D’abord si k = n, 'égalité
E(M,|F,) = M,. Nous supposons maintenant que E(M,|F;) = My, et nous prouvons que
E(My|Fi—1) = My_1. Si Bi_1 € Fg_1, nous avons

Mp_1 = M, = M,. (39.4)
Bj_1 Bj_1 By

La premiere égalité est la définition d’'une martingale, et la seconde est I’hypothése de récurrence.

O

Théoréme 39.6 ([677, 675]).
Soit (My)n=0 une martingale bornée dans L*(Q), c’est-a-dire telle que

a = sup E(M?) < . (39.5)

n=0
Alors la suite M, converge dans L*(Q).
Démonstration. Nous écrivons M,, en somme télescopique
n
M, = Mo+ > Ay (39.6)

k=1

ou Ar = My — Mp_1. Nous commencons par monter que les incréments sont orthogonaux au
sens ou E(A,Ag) = 0. Pour n > k, la variable aléatoire (AnAk|]:n,1) est la variable aléatoire
Frn—1-mesurable telle que

f E(AnA|Foy) = J AnAy (39.7)
anl anl

pour tout B,,_1 € F,_1. En particulier avec B,,_1 = 2 nous trouvons

E(E(AnAk|]-'n,1)) — E(AnA) (39.8)
par la définition de I'espérance (36.52). Par conséquent, en utilisant le lemme 39.5 nous avons !

E(A,A) = E(E(AnAk|Fn_1)> - E(AkE(An|fn_1)> —0 (39.9)

parce que E(A,|F,—1) = E(M,|Fn-1) — E(Mp_1|Fn-1) = 0.

Utilisant I'orthogonalité des incréments, nous avons
n
E(M2) = E(M3) + > E(A}). (39.10)
k=1
En prenant le supremum (par rapport a n des deux cotés),
o]
E(Mg) + ). E(A}) = a < . (39.11)
k=1

Cela prouve que la suite Y,;_; Ay converge dans L?(2). Nous en déduisons immédiatement que
(M,,) est de Cauchy dans L?(Q2) parce que si k,[ > n, nous avons (en utilisant encore I'orthogonalité
des incréments)

l 0
E(Me— M) = Y BN < Y E(AY), (39.12)
i=k+1 i=k+1
qui tend vers zéro lorsque n — 0. ]

1. A ce niveau je crois qu'il y a une faute dans [678] qui conditionne par rapport a F.
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Le théoréme suivant complete la conclusion du théoréme 39.6.

Théoréme 39.7 ([678]).
Soit (Mp)neN une martingale bornée dans L*. Alors (M,,) converge dans L?(S2) et presque surement
vers une méme variable aléatoire My, qui vérifie

M, = E(My|Fp). (39.13)

Notons en particulier que la variable aléatoire My, est presque surement finie parce qu’en vertu
de (39.13) nous avons

f My, = f M, < . (39.14)
Q Q
Exemple 39.8.
Soient des variables aléatoires indépendantes Vi, ~ &(2"\) et la variable aléatoire somme
n
Sn = > Vk. (39.15)

k=1

p.Ss. N . , . .
Nous allons montrer que S,, —> X ou X est une variable aléatoire presque surement finie. Nous
posons

n
1
M, =S, — )] 7 (39.16)
k=1
Cela est une martingale adaptée a la filtration F,, = o(V1,...,V},) en vertu de ’exemple 39.4. Nous

montrons & présent qu’elle est bornée dans L?(2) au sens ot Dins1 E(M?) < . Nous avons

E(M;)=E <[Sn = 2,€1A]2> =E <[Z(Vk - leA)]Q) . (39.17)
k k

La variable aléatoire Vj, — 1/2F)\ est une variable aléatoire centrée de variance 1/(2¥\)? (voir pro-
position 36.109). Etant donné que M, est centrée, Var(M,,) = E(M?2) et nous avons

& 1 & 1
2y _ _
E(M?) = kz Var (Vk - m) = T (39.18)
=1 k=1
cette derniere somme étant bornée par [ = ZZO=1 W, nous avons
E(M? <1 (39.19)

avec [ indépendant de n. C’est pour cela que (M,),en est une martingale bornée dans L?(2). Par
le théoreme 39.7 nous avons M,, — My, et en faisant n — oo dans

T
n/::A4ﬁ 5 2
S + ;1 5 (39.20)

nous trouvons

1 1

o0
S = My + ). .
k=1

qui est presque surement finie. A
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39.2 Temps d’arrét et martingale terminée

Définition 39.9.
Soit (Q, Fy, F, P) un espace de probabilité filtré. Une application T: Q — N est un temps d’arrét
adapté a la filtration (Fy,) si pour tout n € N nous avons {T < n} € F,.

Le temps d’arrét T' est borné si il existe k € N tel que T'(w) < k pour presque tout w € €.

Lemme 39.10.
Si T est un temps d’arrét presque surement fini, alors”
— T anis T,

— lim,, o, E(T A n) = E(T).
Démonstration. Vu que T est presque surement finie, il suffit de prouver que
(T An)(w) - T(w) (39.22)

pour tout w tel que T'(w) = k pour tout k € N. Soient donc w € Q tel que T'(w) = k et n > k. Nous
avons
(T An)(w)=Tw)rn=k=T(w). (39.23)

En ce qui concerne la seconde assertion, la suite de variables aléatoires X, = T An est croissante
et positive, donc le théoreme de la convergence monotone 14.166 montre que

lim E(T An) =E(T). (39.24)

n—0o0

O

Remarque 39.11.
Notons la différence subtile entre St(w) et (S7)(w). La premiére est la variable aléatoire

w’ = ST(w’) (w) (3925)
et la seconde est le nombre St (w).
Théoréme 39.12 (Théoreme d’arrét borné[675]).
Soit (X,,) une sur-martingale et S < T, deux temps d’arréts bornés. Alors
(1) les variables aléatoires Xg et X sont intégrables,

(2) E(Xr|o(S)) < Xg presque surement.

Si par contre (Xy) est une martingale alors Xg et X sont bornées, et
E(Xr|o(9)) = Xs. (39.26)

Remarque 39.13.

Un cas particulier intéressant de ce théoréme 39.12 est le cas S = 0 qui est un temps d’arrét
vérifiant Fy = {Q, J}. Si X est n’importe quelle variable aléatoire, la tribu engendrée o(X) est
toujours indépendante de la tribu {2, &}, donc le résultat E(Xr|Fg) = Xg donne

E(X7) = Xo. (39.27)

Théoréme 39.14 (Premier théoréme d’arrét de Doob[(79]).
Soient (X,,) une martingale et T un temps d’arrét; tous deuzx pour la filtration (Fy,). Nous suppo-
sons qu’une des trois propriétés suivantes soit vérifiée :

(1) T est presque surement bornée.

2. Dans [89], dans le probléme de la ruine du joueur, la seconde assertion est avec une limite sup et non avec une
limite normale.



39.2. TEMPS D’ARRET ET MARTINGALE TERMINEE 2497

(2) E(T) < w et il existe une constante c telle que
E(|Xn+1 — Xp||Fn) <c (39.28)

sur l’événement {T > n}.
(3) Il existe une constante c telle que | X1 .n| < ¢ presque surement?.

Alors Xp est une variable aléatoire presque surement bien définie nous avons
E(Tr) = E(Xo). (39.29)

Si (X,,) est une sur-martingale, alors la conclusion est E(Xrp) < E(Xg) et si (X,) est une sous-
martingale, la conclusion est E(Xr) = E(Xj).

ii Avertissement/question a la lectrice !! 39.15
D’aprés la page de discussion de Uarticle sur Wikipédia, il semblerait que la seconde condition soit
mal énoncée. Je n’ai pas vérifié.

Remarque 39.16.
Sous 'hypothese (3), il est possible d’avoir 7' = o0 sur un ensemble de mesure non nulle. Sur cet
ensemble, la variable aléatoire X doit étre définie de fagon plus fine.

Définition 39.17.
Nous disons que la martingale (My,),>1 est terminée si il eviste M € L'(Q2, A, P) telle que
E(M|Ay,) = M pour tout n > 1.

Définition 39.18.
Un ensemble H = LY(Q, 1) est équi-intégrable si

Jim (supf |f(a:)|d,u(x)> =0. (39.30)
feH J|f|>a

Notons dans cette définition que vu que f € L' nous avons toujours

lim |f(x)|du(x) = 0. (39.31)

=0\ f|>a

L’équi-intégrabilité donne une sorte d’uniformité en f de cette limite.

Théoréme 39.19.
Si (M,,) est une martingale, nous avons équivalence entre

(1) (M) converge dans L' ;
(2) (M) est terminée;
(8) Uensemble {My},>1 est équi-intégrable.

Attention : en vertu de la proposition 27.18 et surtout de l'exemple 27.19, la convergence L'
n’implique pas la convergence presque partout.

Théoréme 39.20 (Théoreme de Doob[359]).
A propos de convergence de martingales.

(1) Toute martingale terminée converge presque surement et pour la norme L'.

(2) Toute martingale bornée dans L? converge presque surement et pour la norme L2.

Proposition 39.21 ([630]).
Soient (M,,) une martingale et T un temps d’arrét (pour la méme filtration (B,,) ). Alors le processus
Vi = M7 est une martingale.

3. Il est d’usage assez classique de noter a A b le minimum de a et b.
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Démonstration. Nous décomposons V,, de la fagon suivante :

Vo = Myar = Mylysn + Mrlre, = Mulyen + Y| Myly—y. (39.32)

k<n

Nous avons, grace au lemme 14.3,

(Tn}=C{T<n}=0{T<n—1}eB, 4 (39.33)
et, si k < n,
(T =k} ={T<k}\{T <k—1}€e By, By. (39.34)
—_— —
EBk GBk,1

La forme (39.32) donne donc manifestement la B,,-mesurabilité de V,,.
En ce qui concerne ’espérance nous devons calculer

E(Vai1|Bn) = E(Myp1loeni|Ba) + Y E(Myly—|B,) (39.35)

k<n+1

ou nous avons utilisé la proposition 36.29. Etant donné que l7spi1 et 1p—p sont des variables
aléatoires B,-mesurables nous pouvons utiliser la proposition 36.47 pour les sortir :

E(Voi1|Bn) = Lrsni My + Y. Lp—p My, = Mpap = Vo, (39.36)
k<n
Pour cette ligne, nous avons aussi utilisé les égalités suivantes :
— E(My11|B,) = M, parce que (M,,) est une martingale
— E(Mg|B,,) = My, parce que Mj, est B,-mesurable.
O

Définition 39.22.
Si (Xy) est un processus adapté a la filtration (F,) et si T est un temps d’arrét F,-mesurable alors
le processus arrété da l’instant T est le processus Y, = X1

Nous avons déja vu par la proposition 39.21 que si (X,,) est une martingale alors son processus
arrété est encore une martingale.

39.3 Décomposition de martingales

Définition 39.23 (Processus croissant prévisible[675]).
Un processus X, adapté da la filtration F, est un processus croissant prévisible si
(1) Ao =0

(2) An < Apy1; cest cette condition qui correspond d « croissant »,

(3) Ani1 est Fp-mesurable; c’est cette condition qui correspond d « prévisible ».

Proposition 39.24 (Décomposition de Doob pour une sous-martingale[675]).
Toute sous-martingale (X,) s’écrit de fagon unique sous la forme

Xn =M, + A, (39.37)
ot (M,) est une martingale et (Ay,) est un processus croissant prévisible.

Démonstration. Nous considérons le processus

{ Ay=0 (39.38a)
Ani1 = Ap + E(Xny1 — Xo|Fn). (39.38Db)
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Nous vérifions que cela est un processus croissant prévisible. D’abord
E(Xni1 — Xu|Fn) = E(Xp11|Fn) — E(Xp|Fn). (39.39)

Le second terme est égal a X, parce que cette variable aléatoire est F,-mesurable tandis que (X,,)
étant une sous-martingale nous avons E(X,11|F,) = X,. Nous avons donc bien A, 11 = A, et le
processus (A,,) est croissant.

En ce qui concerne la prévisibilité nous devons prouver que A,.1 est F,-mesurable. D’une
part A, est F,-mesurable et d’autre part par définition de I’espérance conditionnelle, la variable
aléatoire F(X,+1 — X,|F,) est également F,,-mesurable.

Nous posons alors M,, = X,, — A, et nous devons prouver que cela est une martingale. Nous
avons

Le second terme vaut
E(App1 — Ap|Fp) = E(E(Xn+1 - Xn|]-'n)|]-"n) = E(Xps1 — Xo|F) (39.41)

par la proposition 36.42. Le processus (M,,) est donc une martingale. La preuve de 'existence
d’une décomposition (39.37) est achevée.

Nous passons maintenant & l'unicité en posant X,, = M, + A, = M/ + A],. Nous avons
Ag=Ay=0et A, = X, — M), donc

Al = Al =Xy — X+ Ml — M) = X1 — Xy — (M), — M)). (39.42)
Nous appliquons E(.|F;,) des deux cotés de cette égalité :

LE( n+l = A/ |]: ) (Xn+1 - Xn‘]:n) - \E‘( 7{L+1 - M7ll|]:n2 . (3943)

"

_A =0

n

:An+1

Nous avons utilisé le que que (M,,) étant une martingale, E(My+1 — M,F,) = 0, et idem avec
(M]). Donc

= AL = E( X1 — Xu|Fn) = E(Myy1 — M| Fn) + E(Api1 — An|Fp) = Api1 — An. (39.44)

Nous avons donc montré que A, 41 — A, = A}, .| — A}, et donc que A, = A}, pour tout n. Nous en
déduisons immédiatement que M,, = M), pour tout n et l'unicité de la décomposition. O

Lemme 39.25.
Si (Xy) est une martingale de carré intégrable adaptée d la filtration (F,,) alors

(1) Le processus (X2) est une sous-martingale.
(2) Si X2 = M, + A, est la décomposition de Doob, alors

i( (X7[Aia) Xil) = iE((Xi—Xi_l)QMi_l). (39.45)

1=
Démonstration. Pour la premiere assertion, nous utilisons 1'inégalité de Jensen 36.60 :
2
E(X2Fno1) = (BE(Xn|Fa1))” = X, (39.46)

parce que E(X,|F,-1) = X, du fait que (X,,) soit une martingale.

En ce qui concerne la seconde assertion, nous nous souvenons que le processus prévisible de
la décomposition de Doob d’une sous-martingale est donné par la récurrence (39.38) que nous
recopions ici :

{ Ap=0 (39.47a)
Ani1 = An+ B(X2 ) — X2\ F) (39.47b)
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Vu que X2 est F,-mesurable, il peut sortir de I’espérance :
Ani1 = An + B(X] | F) — X7 (39.48)

et donc .
A=) (E(Xf\]—“i_l) - X}_l). (39.49)

1
Pour obtenir la derniére partie de (39.45) nous travaillons un peu :

E((X; — Xio1)?|Fim1) = E(X? + X2 — 2X,Xi-1|Fim1) (39.50a)
= B(X?|Fio1) + X7y = 2B(Xi X 1| Fim1) (39.50Db)
= B(X?|Fi_1) + X2, — 2X, 1 BE(Xi|Fi1) (39.50c)
= BE(X?|Fic1) + X7y - 2Xi1 X, (39.50d)

ot nous avons utilisé la proposition 36.47 pour obtenir (39.50c). O

39.4 Probleme de la ruine du joueur

Nous considérons un joueur compulsif qui joue & un jeu treés simple? : il joue & pile ou face
contre la banque avec une piece truquée. Si pile sort, la banque donne 1 au joueur et si c’est face,
c’est le joueur qui donne 1 a la banque. Nous nommons « la fortune initiale du joueur, b celle de
la banque et p la probabilité d’obtenir pile.

Nous supposons que le jeu se poursuit jusqu’a la ruine du joueur ou de la banque. La modé-
lisation est comme suit : nous considérons (Y;,) une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi

Y, ~ p61 + (1 — p)(;,l. (3951)

C’est le résultat financier pour le joueur du n® lancé. La fortune du joueur au bout de n lancés est
la variable aléatoire

Sp=a+ )Y (39.52)
j=1
Nous notons Yy = a.
Nous considérons la filtration
A, = O'(SZ' tel que 0 < ¢ < n) = O'(Yi tel que 0 <7 < n), (39.53)
et le temps d’arrét du jeu :
T = inf{n > 1 tel que S, € {0,a + b}}; (39.54)

c’est le temps qu’il faut pour que tout 'argent appartienne soit au joueur soit a la banque.
Nous voulons étudier les parametres suivants :

(1) p = P(St = a+Db), c’est-a-dire la probabilité que ce soit le joueur qui gagne contre la banque.
(2) P(T < o), c’est-a-dire la probabilité que le jeu se finisse.

(3) E(T), la durée moyenne du jeu.

Lemme 39.26.
Le processus Sy, du probleme de la ruine du joueur est vérifie

E(Sn‘An—l) =81+ p—q. (3955)

De plus le processus Sy, est

4. Le gros des choses dites a propos de la ruine du joueur provient de [89].



39.4. PROBLEME DE LA RUINE DU JOUEUR 2501

(1) une martingale si p = q = %,

(2) une sous-martingale si p > q.

Démonstration. Pour n = 1 nous avons

n n—1
E(SplAn-1) =a+ Y E(Yj|Ay1) = a+ Y, E(Yj| Ay 1) + E(YalAn 1) (39.56)
j=1 j=1

Sij <n—1alors Yj € m(A,—1). Mais nous savons que si X est F-mesurable, alors E(X|F) = X
(c’est la définition de 'espérance conditionnelle), donc Z;:ll E(Y;|Apn-1) = Z;”;ll Y;.

En ce qui concerne le terme j = n nous utilisons le fait que o(Y},) soit une tribu indépendante
de A,_1; nous avons donc au final pour tout j que E(Y;|A,—1E(Y;) = p — ¢q. Nous avons donc

E(Sp|An-1) = Sp1+p—q. (39.57)
Sip=q= % alors c’est une martingale, et si p > ¢ c’est une sous-martingale. O

Lemme 39.27.
La variable aléatoire T est un temps d’arrét.

Démonstration. Par définition T' = inf{n > 1 tel que S,, € {0,a+b}}. Vu que les variables aléatoires
S; avec 1 < n sont Fp-mesurables, les ensembles {Sk ¢{0,a + b}} avec k < n sont J,-mesurables.
Donc les ensembles

{T'=n}=(){Sk¢{0,a+0b}} n{S,e{0,a+b}} (39.58)
k<n
sont JFp,-mesurables. Nous en concluons que ensemble {T" < n} est également mesurable. O

39.4.1 Le cas ou la piéce est truquée

Nous supposons étre dans le cas p > gq.

39.4.1.1 Introduction d’une martingale
Considérons le processus
Ag=0 (39.59a)
{ Ap = A1+ E(Sp, — Sp—1]An—1). (39.59b)

Vu que E(S,|An—1) = Sp—1 + p — q (lemme 39.26) et que E(S,—1]|An—1) = Sn—1 (parce que S,_1
est dans la tribu de A,,_1), nous avons A, = A,,_1 + (p — q) et donc

Ap =n(p—q). (39.60)
Ce processus (4,) est croissant et prévisible. Nous introduisons le processus
M, =5,— A, (39.61)

et nous montrons que c’est une martingale°. Nous conditionnons la définition (39.61) par rapport

51 An—l .

E(MpA,—1) = E(Sp|An—1) — E(A|An—1) (39.62a)
T
= Ay — Ap_1 + E(Sp_1|An_1) — Ay, (39.62b)
= E(Sn_1|An_1) — Ap_1. (39.62¢)
Mais Sy—1 est A, _j-mesurable, donc E(S,—1|An—1) = Sn—1 et
E(Mp|An—1) = Sp—1 — Ap—1 = My, (39.63)

ce qui signifie que (M,,) est une martingale.

5. Ceci est un peu le contraire de la décomposition de Doob.
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39.4.1.2 Finitude du temps d’arrét

Nous montrons maintenant, en étudiant Mrp ., que T est intégrable et nous prouvons que
P(T =) =0.

Proposition 39.28.
La variable aléatoire T est intégrable, et P(T = o0) = 0, ¢’est-a-dire que le jeu se termine presque
certainement aprés un temps fini.

Démonstration. Nous rappelons que le lemme 39.27 nous indique que 7' est un temps d’arrét. Le
temps d’arrét T' A n est borné (par n évidemment) et nous pouvons donc lui appliquer le théoréme
d’arrét 39.14 pour dire que

E(My ) = E(Mo). (39.64)

Le membre de droite est simple parce que My = Sy — Ag = Sy = a parce que c’est 'argent de
départ du joueur. Pour 'autre :

E(MT/\n) = E(ST/\n) - E(AT/\n) (3965)

D’une part, E(A7,n) = E((T A n)(p — q)) et d’autre part, E(Sy.n) < a + b parce que Sy vaut
zéro ou a + b (avec des probabilités encore inconnues®). En combinant avec ce qui était dit juste
au dessus et remarquant que (p — q)E(T A n) = 0 nous pouvons écrire

0<(p—qE(T An)<b. (39.66)

La suite de variables aléatoires T' A n est donc croissante, positive et intégrable” et donc nous
avons du travail pour le théoréme de la convergence monotone 14.166. La variable aléatoire T est
alors mesurable et ®

lim E(T An) = E(T). (39.67)

n—0o0

Notons que nous n’avons pas encore prouvé que F(7T') < 00, mais en passant a la limite dans (39.66)
nous écrivons

0< (p—qE(T) <b. (39.68)

Maintenant nous avons prouvé que 7 est intégrable et méme L'. Par conséquent
P(T = w0) =0. (39.69)

Le jeu se termine donc presque certainement apres un temps fini. O

39.4.1.3 Temps moyen de jeu

Le lemme 39.10 nous indique que S7n B3y St.
Nous avons les bornes 0 < Sy, < a+b et comme a + b est intégrable, St ., 'est aussi et nous
pouvons parler de E(St ., ). Repartons de (39.65) :

a = E(My) = E(Mrrn) = E(Stan) — E(Aran) = E(Stan) — (0 — )E(T An).  (39.70)

La variable aléatoire St ., est majorée par a + b indépendamment de n; donc le théoréme de
la convergence dominée 14.190 donne lim,, .o, E(S7.n) = E(Sr). En ce qui concerne le second
terme, la convergence dominée ne fonctionne pas parce que 7" A n n’est pas a priori majoré par
quelque chose d’indépendant de n. Heureusement, le théoréme de la convergence monotone donne
lim,, oo E(T A n) = E(T). Au final en passant a la limite dans (39.70) nous avons

a=E(Sr) - (p — ) E(T). (30.71)

6. Mais on y travaille.

7. Je rappelle que les constantes sont des fonctions intégrables sur Q. Oui, je sais, quand on est habitué a faire
de l'analyse sur R" c’est un truc qu’on perd toujours un peu de vue.

8. Dans [89], I'équation (39.67) vient avec une lim sup et non une limite normale. Je ne comprends pas pourquoi.



39.4. PROBLEME DE LA RUINE DU JOUEUR 2503

Etant donné que T'> 0 et p — ¢ > 0 nous pouvons récrire cela sous la forme
0<(p—qE(T)=E(ST) —a (39.72)

Par définition de T nous avons aussi

E(Sr)=(a+b)P(St=a+b)+0 " P(St=0) =pla+D). (39.73)
Nous déduisons ( b
_la+0)p—a
E(T) = 7}) ~ . (39.74)

Ne crions pas victoire trop vite : nous n’avons pas encore d’expression de p = P(Sp = a + b). Le
temps moyen de jeu n’est donc pas encore tout a fait connu.
39.4.1.4 Probabilité de victoire du joueur

Nous avons besoin d’exprimer p en termes de a, b et p. Pour cela nous introduisons la variable

aléatoire ? g
Uy = (p) . (39.75)
q

Nous commencons par prouver que c’est une martingale en calculant

E(Un|An_1) = E (<§>Sﬂ_1 (Z)Y |An1> (39.76)

Nous utilisons la proposition 36.47. Dans notre cas, S,_1 et Y,, sont des variables aléatoires A,,-
mesurables ; la variable aléatoire Y,, est méme A,,_i-mesurable et sort donc du conditionnement ;

nous avons donc
q Snfl q Yn
EU, A1) = | - FE = 39.77

Nous allons utiliser le théoréme de transfert 36.68 :

B(s) = f

s DP(w) = f
Q

sdP(w) + f Lap(w). (39.78)
Y,.=1

Ypo=—19

Mais nous savons que P(Y, =1) =pet P(Y,, = —1) =1—p = ¢, donc

BE(s™") = ps + 1%]9 (39.79)
et
Yn
E((Z) ) —ptg=1 (39.80)
Donc
Sn—1
E(Up|Ap_1) = (Z) = Uy, (39.81)

ce qui prouve que (U,) est une martingale.
Par définition nous avons toujours S,, = 0 tant que n < T'°, donc Uz, € [0,1]. Il est donc
évident que si a = 1 nous avons

flU | \Ur an|dP =0 (39.82)
Tan|=>a

9. Nous dirons un mot sur ce choix dans le « petit complément » plus bas
10. Pour n > T le jeu est terminé, donc on ne se pose pas la question.
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parce que le domaine d’intégration est vide. Donc les variables aléatoires V,, = Ur ., sont équi-
intégrables !! et le théoréme 39.19 montre que la martingale (V},) est terminée ; par ricochet '? le
théoréme de Doob 39.20 montre qu’il existe une variable aléatoire X telle que V,, £5 X. Nous
allons prouver que X = Ur presque partout. Nous savions déja (voir I'équation (39.22) et ses
alentours) que

Snar 25 St. (39.83)

Nous avons alors (au sens du presque surement) :

ST/\n
lim V,, = lim Upr, = lim (q> - <q>)ST - Up. (39.84)

Donc par unicité de la limite presque partout nous avons X = Uy presque partout. Par le théoréme
de transfert 36.68 nous évaluons

E(Ur) = (;’))O P(Sr =0) + (Z)MP(ST —a+b)=(1—p)+ (;’))Mp. (39.85)

La remarque 39.13 nous permet de dire que

E(Urnn) = Up. (39.86)

w-(3) - ()

E(Urn,) = (;)a. (39.88)

Mais par définition

donc nous avons

Nous voudrions passer a la limite n — o0 dans cette équation. Pour permuter la limite et ’es-
pérance, il faut utiliser le théoréeme de la convergence dominée 14.190. Vu que nous avons choisi
q > p, nous avons q/p > 1 et donc Ur, < (q/p)**?, ce qui montre que la fonction w — (Up ., (w)
est majorée par une constante (qui est une fonction intégrable). Nous pouvons donc permuter la
limite et 'espérance :

Mais nous avion déja montré que Urn, LN Ur. Donc
_(q)"
E(Ur) = (p) . (39.90)

En égalisant avec l'expression (39.85) de E(Ur) nous trouvons

) -t (39.91)

a+b
)"
p

et ensuite nous trouvons F(7) en remettant ce p dans I'expression (39.74) donnée plus haut.

p:

39.4.2 Le cas ou la piece est non truquée

Maintenant p = ¢ = 1/2.

11. Définition 39.18.
12. Nous rappellons que la convergence L' n’implique pas la convergence presque partout.
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39.4.2.1 Probabilité de gagner

Le lemme 39.26 nous indique alors que (S,,) est une martingale et le lemme 39.25 nous permet
de dire que (S2) est alors une sous-martingale. Le processus croissant prévisible de (S2) est donné
par (39.38) qui en adaptant les notations est

By=0 (39.92a)
{ By = Bo1 + E((Sn - Sn_l)QyAn_1>. (39.92b)

Nous avons toujours S, — S,_1 = t1 parce que soit le joueur gagne soit le joueur perd, mais de
toutes facons sa fortune varie de 1 a chaque étape du jeu. Donc (39.92b) nous donne B,, = B,_1+1
et

B, =n. (39.93)

Cela nous dit que la variable aléatoire
S2 - B,=8>-n (39.94)

est une martingale (une sur-martingale moins son processus prévisible croissant). Nous lui appli-
quons le théoreme d’arrét 39.12 avec les temps d’arrét 0 et T A n :

E(S2%., —T An|lFy) =520 (39.95)

ou Fy est la tribu engendrée par la variable aléatoire 0, c’est-a-dire {Q2, ¢f}. Cette tribu est indé-
pendante de toute autre tribu et nous pouvons donc supprimer le conditionnement dans (39.95).
Nous avons aussi Sy = a par définition. Avec tout ¢a nous avons la majoration

E(T An) = E(S%,,) —a*> < (a+b)* —d? (39.96)

parce que S est toujours positif et entre 0 et a + b. En utilisant le lemme 39.10 et en passant a la
limite,
E(T) < (a+b)? — a*. (39.97)

En particulier, T € L'(Q) et P(T < o) = 1.
En suivant exactement les mémes étapes que dans le lemme 39.1039.10 nous avons aussi

nlgrolo STan = ST (39.98)
presque partout. De plus nous savons que
0<5S%,, < (a+b)? (39.99)
et nous pouvons donc utiliser le théoreme de la convergence dominée 14.190 pour dire que

lim E(S%,,) = E(5%). (39.100)
n—
Nous montrons a présent que S7an L, St. Pour cela nous devons évaluer la limite

lim J |S7an — ST/ (39.101)
Q

n—0o0

La fonction |S7 ., — S7|? est majorée par (a + b)? et nous pouvons a nouveau appliquer la conver-
gence dominée :

lim E(|S7an — Sr[?) = lim L |97 (@) an (@) = Sty (W) [?dP(w) = L lim |Srn — S7]* = 0.
(39.102)

A L. . . Lt
La méme chose en n’écrivant pas les carrés montre que 'on a aussi Spn, — St.
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Il n’y a pas que n — S2 —n qui est une martingale. Il y a aussi (S,,) lui-méme (lemme 39.26).
Nous pouvons lui appliquer le théoréeme d’arrét 39.12 pour les temps d’arréts T' A n et O :

E(S7rn) = E(So) = a. (39.103)
En passant a la limite, E(S7) = a. L’espérance E(S7) peut par ailleurs étre calculée comme
E(ST) =0 - P(ST = 0) + (a + b)P(ST =a+ b) (39.104)

En égalisant les valeurs (39.103) et (39.104) de E(S7) nous trouvons

a
a+b

p= (39.105)

Cette formule est assez logique : la probabilité que le joueur gagne est égale a la proportion d’argent
en jeu qu’il a amené.
39.4.2.2 Temps moyen de jeu

Nous calculons maintenant 1’espérance F(T') du temps de jeu (sans compter les pauses ni les
jours de fermeture du casino '%).
Nous recopions la premiere égalité de (39.96) sous la forme

a? = E(S%,, —T An) (39.106)
et nous passons a la limite '* en sachant que E(S%) = p(a + b)? :
a® = p(a +b)? — E(T). (39.107)

En reprenant la valeur (39.105) de p,
E(T) = ab. (39.108)

Et la, on voit que si le joueur amene 1000 euros contre une banque qui en a un million, et si ils
jouent toutes les secondes , on en a pour 32 ans de jeu en moyenne.
Voila. C’est fini pour la ruine du joueur.

39.4.3 Un petit complément

Nous avons introduit lors de ’équation (39.75) la variable aléatoire U,, = (p/q)%*. Sans aller
jusqu’a motiver complétement ce choix, nous nous proposons maintenant de voir que parmi les
variables aléatoires U, = 557, le choix s = p/q est le seul qui donne une martingale.

Soit donc U, = s%* et exprimons le fait que ce soit une martingale. Nous avons

E(Un|Ap-1) = B(s" 18" | Ay 1) (39.109a)
= s B(sTn ) (39.109b)
— g1 B(s¥n). (39.109¢)

Le passage a (39.109b) se justifie en disant que s5n=1 est une variable aléatoire bornée et A,,_1-

mesurable, et en invoquant proposition 36.47. La variable aléatoire Y,, vaut 1 avec probabilité p et
—1 avec probabilité ¢ ; donc ’espérance est vite vue :

1
E(s'™) = ps+q- (39.110)

et nous avons .
E(U,|Ap—1) = (ps + qs> §9n=1 = (ps + %)Un,l. (39.111)

13. Le joueur est un vrai joueur compulsif.
14. Comme il est dit dans La Grande Illusion, & quoi sert un n? A passer & la limite.
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Pour que (U,) soit une martingale il faut (et il suffit) que

ps+ L =1, (39.112)
S

Les solutions de cette équation sont s € {1, %}. C’est évidemment s = p/q qui donne une martingale
non triviale. Attention pour étre complet, il faut se demander ce qu’il se passe si s = 0 séparément

parce que manifestement 1’équation (39.112) ne traite pas ce cas. Encore une fois, en repartant du
début, s = 0 ne se révele pas étre une martingale trés excitante.

Bref, nous devons poser
Sn
Uy = <p> (39.113)

pour avoir une martingale.
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Chapitre 40

Processus de Poisson

40.1 Processus de Poisson

Définition 40.1.

Une famille de variables aléatoires (N¢)i=o est un processus de Poisson d’intensité \ si il existe
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (Ty)ren de loi &(N)
telles que

Ny = sup{n = 0 tel que Z Ty, < t}. (40.1)
k=1

Si nous posons S, = > 1 _; Tj, alors nous avons une expression plus pratique pour Ny :

Q0
Ny =) Lgs, <t (40.2)
n=1

Nous avons par la proposition 36.115 vu que Ny ~ Z(At).

Pour chaque w € €, la fonction ¢ — N;(w) est une fonction (pas du tout strictement) croissante
a valeurs dans IN. Cette fonction part de 0 et fait un saut de taille 1 apres des intervalles de temps
T1(0), Ta(w), etc. Elle est continue a droite.

Nous avons les égalités d’événements suivantes qui sont pratiques :

{s < S, <t} ={Ny=n> Ny} (40.3a)
{Ny=n}={S, <t<Sp+1} (40.3b)

Théoréme 40.2.
Les variables aléatoires (N¢)i=0 est un processus de Poisson d’intensité \ si et seulement si elles
vérifient les trois propriétés suivantes.

Accroissements indépendants Pour tout choiz 0 < ty < t1 < ...tn, les variables aléatoires
Ni,., — Ny, sont indépendantes.

Accroissements stationnaires S:0 < s <t et h > 0 alors

i+1

Nith — Nywn £ Ny — N, (40.4)

c’est-a-dire que les accroissements décalés suivent les mémes lois.

Poisson Pour tout t nous avons Ny ~ P(\t).

, . . . L
Une conséquence des accroissements stationnaires est que Ny — Ny = Ny — Ny = Ny_ parce
que Ny = 0.

Proposition 40.3.
Si (Nt) est un processus de Poisson d’intensité X\, alors

lim N; = +o0 (40.5)

t—00

2509
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presque surement. De plus

lim — = A (40.6)
presque surement.
La relation (40.6) est appelée loi des grands nombres.
Démonstration. Par définition nous savons que
N; = sup{n = 0 tel que S,, < t}. (40.7)
Evidemment la fonction ¢ — Ny est croissante, donc la limite

lim N;(w) (40.8)

t—00

existe dans [0, 0]. Nous pouvons nous restreindre & ¢ € N et considérer L(w) = lim, 4 Ny(w).
Par somme télescopique avec Ny = 0,

& _ Zzzl(Nk — Ny-1)
n n

, (40.9)

Etant donné que le processus est de Poisson, les variables aléatoires (Ny — Ng_1)g=1,..n sont
indépendantes et suivent toutes la loi de N7 — Ny, c’est-a-dire la loi de N1. Encore par le fait que
N soit de Poisson nous savons que Ni ~ Z()\). La loi des grands nombres (36.93) appliquée aux
variables aléatoires N — Ni_1 nous dit que
Ny p.s.
n Py (N1) =A>0. (40.10)
n
Du coup N,, — o0 et L(w) = oo.
Nous démontrons maintenant la loi des grands nombres pour les processus de Poisson. Etant
donné que pour les entiers N, /n — A, pour les réels, si la limite existe, ¢a ne peut pas étre autre
chose. Si nous notons ¢ la partie entiere de t € R™,

Nt:Nt_Nf_i_ﬁt_

— = . 40.11
t t t ( )
Le second terme est relativement simple a traiter :
N; N; t
ki Aol - (40.12)
t t t

ol nous avons utilisé le premier point, ¢ étant entier. Pour le premier terme nous savons que t — N;
est croissante et donc que

Nt_NE < Nf+1 —Ng _ Nf—tl —N{E-i- 1 (40 13)
t t t+1 t '

Le second facteur tend vers 1 lorsque ¢ — o0. Le premier s’écrit

Nn - Nn—l

- (40.14)

et tend vers zéro en tant que terme général de la série (40.9) qui converge. O

Proposition 40.4.
La variable aléatoire N¢/t est un estimateur sans biais de X. De plus il converge vers A en moyenne
quadratique.
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Démonstration. Vu que N/t — X presque surement, la variable aléatoire N;/t est un estimateur
de A. Le fait qu’il soit sans biais a été fait dans I’exemple 37.25.
D’autre part nous avons (voir théoréme 36.108)

N, 1 A
Var (tt) = t—zVar(Nt) =3 (40.15)

En appliquant la formule Var(X) = E(X?) — E(X)? & X = N;/t nous trouvons

N2 A
E|=L) =24\ 40.1
(M) -2 w010

2
Cela montre que % L7 O

Pour le théoréme central limite d’un processus de Poisson, nous visons un résultat du style de

1
ﬁZiXi—mn @

ay/n

Nous écrivons le théoréme central limite pour le nombre de sauts que le processus de Poisson a
connu en un temps t. Le réle de la moyenne empirique est joué par Ny;. Nous considérons avoir
fait une seule expérience qui a duré un temps t. Donc le role de n est joué par 1 (et non ¢t comme
on pourrait le croire). Pour le reste, le nombre de succes en un temps ¢ d’une variable aléatoire
exponentielle de parameétre A est une variable aléatoire de Poisson de parametre At, en vertu de ce
qui est raconté au point 36.5.8. C’est cela qui motive I’énoncé suivant.

N (0,1). (40.17)

Théoréme 40.5 (Théoréme central limite pour les processus de Poisson).
Si (N¢)i=0 est un processus de Poisson de paramétre X\, alors nous avons
Ny — At
2 p(0,1). (40.18)
VAt
Remarque 40.6.
Avant de nous lancer dans la démonstration, remarquons que si nous nous limitons & ¢ € IN, alors
nous avons

Nn —An _ ZZ:I(Nk - Nkfl) —An

40.19
Van vV An ( )
or par définition nous avons les égalités de lois
Ng — N1 ~ Ny ~ Z(N), (40.20)
donc . .
Sn—n _ ySn = A 5= A, (40.21)
Van @ YN
ce qui est exactement le théoréme central limite pour une suite de lois de Poisson '.
Démonstration. Nous écrivons t la partie entiere de ¢ et nous décomposons :
Ny — Xt Ny— Ny Np— Xt M- Mt
= + . 40.22
NSV, TSN TR 40.22)
A B C

En ce qui concerne le terme B, nous avons

t Ny — M\t
Bz\[t_et/t/o,y 40.23
v (0,1) ( )

1. Au fait prés que nous devrions encore montrer que S, est de carré intégrable.
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Notons que nous utilisons le fait que si a, — 1 (en tant que suite de nombre) et si X, — .47(0,1)
(limite en loi), alors a, X; — 47(0,1) en loi.

Le terme C est également facile parce que A\t — M est majoré en norme par A. Du coup

A A
—— <0< —. 40.24
VAt VAL ( )

Donc lim;_,,, C = 0.
Reste a travailler sur A. Vu que t — N; est croissante, la différence Ny — Nj est positive. Soit
n > 0, nous avons

P(|A| > n) = P(N; — N; > VAtn) < P(Ng; — N; = VAtn) = P(Ny = nVAt) (40.25)
parce que nous savons que Nz, ; — Ny ~ N1 ~ Z(\). En vertu des propriétés de la loi de Poisson,

lim P(N; = nvAt) = 0. (40.26)

t—00

En effet si Z est une variable aléatoire de Poisson de parametre A nous avons

P(Z>1)= i P(Z=k)=e? i 2’: (40.27)
k=l k=l

Nous reconnaissons la queue de série de e*, qui tend donc vers zéro lorsque ! — 0. Nous avons
donc prouvé que

lim P(JA] > n) =0, (40.28)

c’est-a-dire la convergence en probabilité de A vers zéro.
Nous avons montré que

B+C -5 U~ /(0,1) (40.29a)
AL 0. (40.29b)

Le lemme de Slutsky (36.84) nous avons une convergence du couple
<z
(A,B+C)—= (0,U). (40.30)
Utilisant le corolaire 36.86, nous trouvons la convergence en loi

A+ (B+0C) Z,0+U, (40.31)

ce qu’il fallait. O

40.2 Quelques trucs sur la simulation

Le théoréme ergodique dit que
. 1
m(r) = lim — Z Ix, - (40.32)

C’est avec cela qu’on calcule 7(z) a partir d’'une simulation de chaine de Markov.
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40.2.1 Le théoreme central limite pour Markov

Théoréme 40.7 (Version allégée).
Si (Xp) est irréductible et positive récurrente, alors pour toute fonction f,

1 N %
i [2 —fodw] =5 ¥(0,0%) (40.33)
k=1

ot o dépend de la fonction f et de la chaine de Markov.

Ici, Sfdﬂ' = Dep f@)m(x).

Nous allons simuler la variable aléatoire

7= jﬁ [2 fx) -~ Y f(x)wm] (40.34)

zel

et puis on va mettre sa réalisation dans un histogramme. Dans le cas ou on prend f(i) = 1,-;,, il
v a de la simplification dans 'intégrale qui devient

1| & .
Z = i '; 1x,—ig — NW(ZQ)] : (40.35)

40.2.2 Feulille 5

On pose

Dy = \/ﬁilelkp [ Fn(2) = F(x)]. (40.36)

)

On en génere un millier de fois D,,, on note Df«b ces réalisations, et on regarde ce que vaut

1 1000
k=1
Cela nous donne une approximation de
P(v/nsup |Fy(z) — F(z)| = ¢). (40.38)
zeR

k , .
Note que chacun des D7(L ) demande de créer un nouveau vecteur Y; de lois qu’on veut regarder.

Par exemple de loi exponentielle.

40.2.3 Feulille 6

Pour créer une fonction qui renvoie i avec probabilité p; pour ¢ = 1,2, 3, on peut faire

U~ %[0,1] (40.39)
et puis on a
P(U < po) = po (40.40a)
P(po <U <po+p1) =m (40.40b)
P(po+p1 <U < p2) = p2. (40.40¢)

Une fagon de faire une loi uniforme [0, 1] est de faire rand
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40.2.4 Feuille 7

L’échantillon est (Y1,...,Y,) et nous écrivons le vecteur
Y = XB+e¢ (40.41)

oY ~ A (XB,0%1d) et e ~ A4 (0,02 1d). Nous utilisons le principe de maximum de vraisemblance.
Soit (y1,...,Yn) un échantillon et

1 1 (yi— XIB\?

)

(40.42)

L’astuce est de faire que y; — X!f3 est la iiéme composante du vecteur Y — X 3 et donc la somme
qui est dans I'exponentielle devient la norme de Y — X3 :

ol = (7= ) e | -31v = x512). (40.43)

On passe au logarithme et on dérive par rapport a o2. Attention : la variable est o2, donc la dérivée
de 02 est 1 et non 20. Bref, on trouve

1
2

- —|U+ X8| 40.44

0® = U+ XB| (40.44)

40.2.5 Simuler des lois conditionnelles

Nous voulons générer des couples (X,Y) tels que Y prend les valeurs 0 ou 1 et tels que

P(X|Y =0) ~ &) (40.45a)
{ P(X]Y =1) ~ &(N). (40.45D)

Le plus simple est de générer une liste

(X1,0) (X4, 1) (40.462)
(X3,0) (X5,1) (40.46b)
(X3,0) (Xg,1) (40.46¢)

avec X1, Xo, X3 ~ (o@()\o) et Xy, X5, Xg ~ (o@()\l)

Avec cette méthode cependant la liste est triée et en plus on a autant de 1 que de 0. On
peut faire un peu plus technologique pour corriger cela. Pour créer un couple, on commence par
Y ~ Z(p) et puis suivant que Y =0 ou y = 1, on génere X ~ &(Ng) ou X ~ &(\q).



Chapitre 41

Langages

41.1 Langages

41.1.1 Alphabets et mots

Définition 41.1.
Un alphabet est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

On utilise aussi parfois le terme vocabulaire pour désigner un alphabet.

Définition 41.2.
Un mot sur l'alphabet X est une suite finie et ordonnée, éventuellement vide, de lettres de 3. Le
mot vide est toujours noté ¢.

Définition 41.3.
La longueur d’un mot w, noté |w|, est le nombre de lettres constituant le mot w. Le mot vide a
une longueur de 0.

Soit w un mot de longueur k, on peut désormais noter w = w; - - - wg, ot chacun des w;, 1 < i < k
représente une lettre de w. Par convention, si k = 0, alors le mot w est le mot vide.

Définition 41.4.

Soient w un mot sur lalphabet X et a € X une lettre, le nombre d’occurrences de la lettre a
dans le mot w, noté |wl,, est le nombre de fois ot apparait la lettre a dans le mot w, c’est-a-dire
le cardinal de l’ensemble {i | w; = a,1 < i < |w|}.

Définition 41.5.
Soit ¥ un alphabet, I’ensemble des mots non-vides sur l'alphabet 3, noté X7, est I’ensemble :

Yt ={w=w...wy,n >0} (41.1)

Définition 41.6.
Soit ¥ un alphabet, 'ensemble des mots sur lalphabet X, noté X*, est l’ensemble :

Y ={w=wi...wy,n >0} (41.2)
Des deux définitions précédentes, on tire 1’égalité suivante :
¥ =3 U {e} (41.3)

Définition 41.7.
Soient ¥ un alphabet et x,y € ¥* deux mots sur l'alphabet 3 de longueur respective n et m, le
produit w de x et y, noté x -y est défini par w =x1...TpY1-- - Ym-

Le produit est également appelé concaténation.

2515



2516 CHAPITRE 41. LANGAGES

Proposition 41.8 (Longueur du produit de deux mots).
La longueur du produit de deux mots x et y est la somme des longueurs des mots x et y.

[z -yl = [x] + |y (41.4)

Proposition 41.9 (Monoide (X*, - ,¢)).
L’ensemble ¥* munie de l'opération produit d’élément neutre € est un monoide .

Démonstration. Soient x,y,z € ¥ avec les définitions précédentes, on peut vérifier facilement
que :

— le produit est une loi interne : z - y € ¥*;
— le produit est associatif : x - (y - 2) = (z - y) - z;

— ¢ est ’élément neutre du produit : x - e =¢ - =z = .

Le produit n’est pas commutatif.

Définition 41.10.
Soient ¥ un alphabet et w € 3*, la puissance néd’un mot w, notée w™, est définie par :

€ sin=0
w" = )
sin>0

41.1.2 Langage

Définition 41.11.
Un langage sur un alphabet 3 est un sous-ensemble de X*. C’est un ensemble de mots sur l’al-
phabet 3.

Un langage étant défini comme un ensemble, on peut appliquer toutes les notions de la théorie
des ensembles aux langages.

Définition 41.12.
Le langage vide, noté & est le langage qui ne contient aucun mot.

Définition 41.13.
Le langage unité est le langage qui contient uniquement le mot vide : {c}.

Définition 41.14.
Soient 3 un alphabet et Ly, Lo € ¥* deux langages sur l'alphabet 33, on définit le produit L de L4
et Lo, noté Ly.Ly par :

L= Ll.LQ = {Ul T Ug,Ul € Ll,UQ € LQ} (415)

Le produit de langages est également appelé concaténation. Il ne faut pas confondre le produit
de langage avec le produit cartésien de deux ensembles. Le langage unité est 1’élément neutre du
produit de langages.

Proposition 41.15 (Distributivité du produit de langage par rapport a 'union).
Le produit de langage est distributif par rapport a l'union. Soient X2 un alphabet et Ly, Lo, Ls € ¥*,
alors :

Li.(Le v L3) = (Ly.Ly) v (L1.L3) et (L1 v Lg).Lg = (L1.L3) u (L2.L3) (41.6)

Démonstration. Soit w € Li.(Ly u Ls), montrons que w € (Ly.Ly) u (L1.L3). Jw; € Li,w' €
Lo U L3, w =w; - w'. Donc w' € Ly ouw’ € Lg. Si w' € Lo, alors w = w1 * w’ € L1.Lo. Si w' € Lg,
alors w = w1 w' e L1.L3. DOI]C, w e (Ll.Lz) U (Ll.Lg). Donc Ll.(LQ U Lg) < (Ll.LQ) U (Ll.Lg).

1. Définition 6.23.
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Soit w € (L1.L2) v (L1.L3), montrons que w € Ly.(Lo U L3). w € L1.Ly ou w € Ly.Ls. Si
w € Li.Lo,i avec i € {2,3} alors Jw; € L1, w; € Lj,w = w; - w;. Donc w € Ly.(Ly u L3). Donc,
(Ll.LQ) U (Ll.Lg) - Ll.(LQ U Lg)

Donc (LlLQ) \ (L1L3) = Ll.(LQ \ Lg)

L’autre partie de la proposition se montre de maniére analogue. O

Définition 41.16.
Soient 3 un alphabet et L < ¥*, la puissance nédu langage L, notée L™ est définie par :

Ln:{{s} sin=0

LIL"1 sin>0

Définition 41.17 ([631]).
L’étoile de Kleene est un opérateur unaire noté =. L’itéré d’un langage L, noté L*, est lappli-
cation de [’étoile de Kleene a un langage L et est défini par :

= (41.7)
1=>0

En particulier, on remarque que le mot vide fait toujours partie de l'itéré d’un langage, y
compris quand ce méme langage ne contient pas le mot vide.

Définition 41.18.
L’itéré strict d’'un langage L, noté L*, est défini par :

L= Jr (41.8)
>0

Proposition 41.19 (Relations entre itéré et itéré strict).

Soit L un langage, alors on a :
L* =LY U {e} (41.9)

LT=LL"=L"L (41.10)
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Chapitre 42

Utilisation dans les autres sciences

Dans ce chapitre nous donnons des applications de divers théoremes dans les autres sciences
que la mathématique.

42.1 Démystification du MRUA

42.1.1 Preuve de la formule

Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration complete de la formule du

MRUA :
at?
x(t) = - T vot + . (42.1)
Au niveau de la physique, nous considérons un mobile qui se déplace avec une accélération
constante a. Nous notons par vg sa vitesse initiale et par xg sa position initiale.
Nous savons que, pour tout mouvement, si x(t) est la position en fonction du temps, et si v(t)

et a(t) représentent la vitesse et 'accélération en fonction du temps, alors
v(t) =2'(t) et a(t) ='(t) =2"(t). (42.2)

Afin de trouver z(t) en connaissant a(t), il « suffit » donc de prendre deux fois la primitive. Essayons
ca dans le cas facile du MRUA ou a(t) = a est constante.

La vitesse v(t) doit étre une primitive de la constante a. Il est facile de voir que v(t) = at est
une primitive de a. Par le corolaire 12.199(bis),

v(t) = at + Cy (42.3)

pour une certaine constante C7. Afin de fixer (', il faut faire appel a la physique : d’apres la
formule (42.3), la vitesse initiale est v(0) = C;. Donc il faut identifier C; & la vitesse initiale :
C1 = vg. Nous avons donc déja obtenu que

v(t) = at + vp. (42.4)

Afin de trouver z(t), il faut trouver une primitive de v(t). Il n’est pas tres difficile de voir que
at? /2 + vpt fonctionne, donc il existe une constante Cy telle que
at?
x(t) = - T vot + Ca. (42.5)
Encore une fois, regardons la condition initiale : la formule donne comme position initiale z(0) = Cy,
et donc nous devons identifier Cy avec la position initiale xy. En définitive, nous avons bien
2

x(t) = “7 + vot + o. (42.6)

Cette formule est donc maintenant démontrée a partir de la seule définition de la vitesse comme
dérivée de la position et de l'accélération comme dérivée de la vitesse.
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Remarquons cependant que la preuve complete fut trés longue. En effet, nous avons utilisé les
regles de dérivation de la proposition 12.170, pour la démonstration desquels, les résultats 12.9
et 12.8 ont étés utiles. Mais nous avons surtout utilisé le corolaire 12.199(bis) qui repose sur le
théoreme de Rolle 12.189, qui lui-méme demande le théoréme de Borel-Lebesgue 10.18 dans lequel
la notion d’ensemble compact a été cruciale.

42.1.2 Interprétation graphique

La distance parcourue z(t) en un temps ¢ est la primitive de la vitesse. Nous avons, par ailleurs,
que 'opération inverse de la dérivée donnait la surface. Pour reprendre les mémes notations, nous
notons S, () la surface contenue en dessous de la fonction v entre 0 et . Nous ne serions donc pas

étonné que
2

t
Sv(t) = % + vot + (427)

soit la surface en dessous de la fonction v(t) = at + vg. Nous voyons que la surface totale sous la
fonction v(t) = at + vy est exactement
at?
Sv(t) = 7 + vot. (428)
Cela est un bon début, mais hélas nous ne retrouvons pas le terme « +xg » de la formule (42.7).
Cela n’est pas tout a fait étonnant parce que nous savons que la surface sous une fonction était une
primitive de la fonction, mais nous n’avons pas dit laquelle. D’apres le fameux corolaire 12.199(bis),
la primitive n’est définie qu’a une constante pres. Ici, c’est la constante xg qu’on a perdue en chemin.
Nous parlerons plus en détail du lien entre les surfaces et les primitives dans la section dédié a
Iintégration.

42.2 Relativité en mécanique newtonienne

42.2.1 Relativité du mouvement

Prenons quelqu’un qui cours le cent metres en onze secondes. Par rapport a un spectateur
dans les gradins, il se sera déplacé de cent metres. Mais si je cours a c6té de lui de telle fagon a
avoir parcouru 80 metres le temps qu’il en fasse cent, alors par rapport a moi ’athlete ne se sera
déplacé que de 20 metres. Par contre, par rapport & mon chronometre, il aura également mit onze
secondes : ce n’est pas parce que je cours que mon chronometre s’affole !

Entre moi et les spectateurs, on a donc une loi de transformation

¥ =x— vt t'=t. (42.9)

C’est-a-dire que la distance 2’/ qu’aura parcouru l’athléte par rapport & moi vaut la distance x
parcourue par le spectateur moins la vitesse que j’ai courue moi-méme, c’est-a-dire moins vt.

42.2.2 Bob et Alice

Formalisons le concept de changement de repeéres. Pour cela, prenons deux amoureux, Bob et
Alice'. Mettons que Bob reste assis sur un banc pendant qu’Alice cours en ligne droite & une
vitesse v. Tout deux déclenchent leur chronométre quand Alice passe devant Bob. A tout moment,
Bob et Alice ont leur repeéres de temps et d’espace. Par exemple si apres un temps ¢, Alice voir
une peau de banane a 1 metre devant elle, elle va dire « Il y a une peau de banane a un metre. »,
tandis que Bob va dire « Il y a une peau de banane a (1 + vt) metres ».

Plus généralement, si il se passe quelque chose & la position x au temps ¢ pour Bob, ce quelque
chose se passera au temps t' = t a I'endroit 2’ = x — vt pour Alice parce qu’en un temps t, elle
aura déja avancé d’une distance vt.

Ca c’est ce dont tout le monde était persuadé depuis Galilée jusqu’au début du vingtieme siécle.

1. C’est plus poétique que dire « soient A et B deux observateurs ».
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42.3 Invariance de la vitesse de la lumieéere

42.3.1 Champ de gravitation et électrique

Nous savons que que la force de gravitation s’écrit :

mm/

Fgrcw =G

r2’

tandis que la force électrique entre deux charges ¢ et ¢’ est donnée par
/
qq
Felec - k’r‘T (4210)

Nous avons aussi fait remarquer que dans le cas de la gravitation, la force a I'air d’étre instantanée,
et que cela posait quelques problemes conceptuels. La force électrique a apparemment le méme
probléeme. Une différence entre les deux est qu’une charge électrique c’est tout petit et qu’on
peut expérimenter & souhait, tandis que pour avoir une masse dont on peut mesurer le champ de
gravitation correctement, il faut quelque chose grand comme la Terre .

42.3.1.1 Finitude de la vitesse de propagation de la force électrique

directement. Quand il s’arréte, tu ne I'entends plus. Si le micro est placé a 600m de toi, tu ne
commenceras a ’entendre que deux secondes apres le commencement du son, et tu continueras a
I’entendre deux secondes apres qu’il ait fini.

Eh bien, pour la force électrique, on a pu mesurer que c’est la méme chose (sauf que ¢a va
beaucoup plus vite). Si on place une charge quelque part, on ne ressent la force (42.10) qu’apres
qu’elle ait eut le temps d’arriver. Si on déplace la charge électrique, on continue a ressentir la
méme force pendant un certain temps : il faut que la modification du champ électrique ait le
temps d’arriver. Exactement comme quand on fait des remous quelque part dans un étang : il faut
du temps que les remous arrivent plus loin.

On a pu faire des dizaines d’expériences de ce type avec l'électricité, le magnétisme et la
lumiere ; et les résultats sont clairs : il faut du temps pour que ¢a se déplace. Tout cela provoque
des ondes électromagnétiques qui se déplacent a une vitesse finie. On peut produire de telles ondes
avec n’importe quel courant électrique alternatif.

42.3.1.2 Pourquoi pas la gravitation ?

La gravitation telle que donnée par Newton pose le méme probléme de vitesse de propagation
que D'électricité. Est-ce qu’en réalité la gravitation se propage également a une vitesse finie 7

Avec la gravitation c’est beaucoup plus compliqué parce qu’elle est beaucoup plus faible, et donc
c’est beaucoup plus difficile a détecter. D’apres la théorie d’Einstein de la gravitation, la gravitation
devrait également produire des ondes gravitationnelles. Seulement, si un simple courant électrique
suffit pour mesurer une onde électromagnétique, afin de mesurer une onde gravitationnelle, il
faudrait un déplacement de masse de 'ampleur d’une étoile qui explose. Or ¢a, on ne sait pas
produire dans un laboratoire.

Des ondes gravitationnelles ont été observées depuis 2016[652].

42.3.2 Support du champ : pas d’éther

Nous avons dit qu'une onde électromagnétique se propage comme une onde sonore (quoique
beaucoup plus vite). Une question se pose alors. En effet, une onde sonore est matérialisé par de
Iair qui vibre. Qu’est-ce qui vibre pour une onde électromagnétique ?

2. Une autre différence fondamentale est qu’il existe des charges électriques négatives, mais pas de masses néga-
tives ; de ce fait on ne peut pas construire d’isolant gravitationnel, contrairement aux isolants électriques qui existent.
Cela augmente encore la difficulté de faire des expériences avec la gravitation.
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Etant donné que les ondes électromagnétiques se propagent dans le vide (c’est pour ¢a que la
radio fonctionne dans 'espace), la question est problématique. Les physiciens ont donc supposé
que tout 'univers était rempli d’un fluide invisible appelé I’éther. L’électromagnétisme consiste
en une vibration de 1’éther, exactement comme ’acoustique consiste en une vibration de l'air.

En fait, vérifier cette hypothese n’est pas trés compliqué. En effet il n’y a aucune raison que
I'éther suive la Terre dans son mouvement. Or la Terre se déplace & environ 30km/s autour du
Soleil. Donc les ondes électromagnétiques doivent se propager plus vite dans le sens du mouvement
de la Terre que dans le sens perpendiculaire. Tout comme le son se propage plus vite dans le sens
du vent.

La célebre expérience d’interférométrie de Michelson-Morley[633] a mesuré cet effet . . .et ce fut
la consternation : il n’y a aucun effet! Or, la lumiére se déplace & 300.000 km/s; une variation de
30km/s devrait étre détectable !

Mais rien! On a recommencé les expériences dans tout les sens, a tous les mois de 'année, a
tous les endroits de la Terre. On n’a pas observé un poil de variation de la vitesse de la lumiere.
Et ca, ¢a pose un gros probleme a la physique.

42.3.3 Le probleme

Si je joue au football dans un train qui avance & 100 km/h et que je lance une balle & 20 km/h,
quelqu’un au sol mesura la vitesse de la balle soit & 120km/h soit & 80 km/h d’apres que l'on ait
shooté vers avant ou I'arriere du train. Cela parait logique. Mais ce qu’on vient de voir c’est que
¢a ne marche pas avec la lumiere.

Si un train avance a 100.000 km/s et qu’on y allume une lampe de poche, la lumiére avancera
a 300.000 km/s par rapport au train et 400.000 km/s par rapport au sol. Non! Justement pas! La
lumiére avancera quand méme a 300.000 km/s par rapport au sol.

La encore, on a fait des dizaines d’expériences partout, sur Terre, dans des avions, dans ’espace
avec des atomes, des lampes de poche et des horloges atomique, et dans tous les sens, le sens de
déplacement de la Terre, le sens inverse, le sens perpendiculaire, vers le haut, vers le bas : rien!
Personne n’a jamais observé un rayon de lumiére se déplacer a une autre vitesse que 300.000 km/s.

Le probleme est que le principe d’addition des vitesses est faux pour la lumiere. Puisque 1'ex-
périence nous force, nous devons faire avec.

Loi numéro 1.
La réalité est que la vitesse de la lumiére est la méme dans tous les référentiels. On note c cette
vitesse. C’est une constante fondamentale de la Nature.

Etant donné que c’est une loi expérimentale, nous n’en pouvons rien. C’est la nature qui est
comme c¢a. En particulier tu ne peux pas en vouloir & ton prof de physique d’avoir inventé une
théorie compliquée. Ce n’est pas lui qui I’a inventée et ce n’est pas de sa faute.

42.4 Conséquences

C’est maintenant que les choses vraiment graves commencent (cela soit dit sans vouloir te
faire peur). Afin d’un peu simplifier les choses, nous n’allons étudier que les mouvements en une
dimension, c’est-a-dire sur une droite.

42.4.1 Ligne d’univers

Un événement a une coordonnée (t,x). Si je pose un objet juste a mes pieds (disons en x = 0),
ses coordonnées seront a tout moment (¢,0). Il est bon de voir cette coordonnée comme ’équation
paramétrique d’une droite horizontale dans le plan des coordonnées t et x. Plus généralement
quand un mobile effectue un mouvement z(t), on appelle la ligne d’univers du mobile la ligne
(pas forcément droite) (¢, x(t)). Dans le premier exemple, on avait z(¢) = 0 pour tout ¢.
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Le cas d’un mobile se déplacant & vitesse constante v donne comme ligne d’univers la droite *
(t,xo + vt), et un objet qui se déplace selon un MRUA a comme ligne d’univers
at?

(t,xo + vot + 7)

42.4.2 Transformations de Lorentz

Reprenons les amours scientifiques de Bob et Alice, mais cette-fois, analysons celles-ci en tenant
compte du fait que la vitesse de la lumiére soit invariante. Maintenant, si Bob voit se passer quelque
chose au temps t a I’endroit x, on va dire qu’Alice voit cette chose au temps ¢’ & la position 2/, et
on va chercher (#,z') en fonction de (¢, x).

Posé en termes mathématiques, le probleme s’énonce ainsi : trouver les fonctions f et g telles
que les formules

t' = f(t,z) (42.11a)
7 =g(t,) (42.11b)

donnent les coordonnées vues par Alice pour un événement vu par Bob & 'instant ¢ au point x.
Une premiére étape importante est franchie par la proposition suivante *.

Proposition 42.1.
Les fonctions f et g contenues dans les transformations (42.11) sont nécessairement linéaires
(affines), c’est-a-dire qu’elles doivent s’écrire sous la forme

' =at+Br+p
¥ =~t+d0xr+q

pour certaines fonctions o, 3, v, 6, p et q de la vitesse d’Alice relativement a Bob.

Démonstration. Pendant qu’Alice court et que Bob la regarde, Eve tente de lancer une pierre sur
Alice (Eve est jalouse). Bob et Alice regardent deux événements. Le premier est la pierre qui quitte
la main de Eve, et le second est la pierre qui percute le sol. Pour Bob, le jet s’est passée au temps
top au point x(, et la pierre touche le sol un petit peu plus tard, au temps tg + At et un peu plus
loin, au point zg + Az. Bob écrit donc ceci sur sa feuille de papier :

El = (to,l‘o)
Ey = (to + At,x0 + Ax),

tandis qu’Alice, en observant les mémes deux événements, aura noté

Ei = (f(tO;xO)ag(thxO))
E} = (f(to + At,zo + Ax), g(to + At, xo + Am))

Bob et Alice se demandent combien de temps la pierre est restée en 'air et quelle distance elle a
parcourue. Par le principe général d’homogénéité, les deux seules quantités pertinentes (qui ont
un sens physique) pour Bob sont (tg + At) —tg et (xg + Azx) — xg, c’est-a-dire At et Az. En effet,
si Bob avait choisi de s’asseoir autre part et si Alice avait commencé & courir un peu plus tard, ca
n’aurait rien changé & la longueur du jet de Eve.

D’une fagon ou d’une autre, il doit exister une facon de déduire les mesures de Alice en connais-
sant celles de Bob; je ne connais pas avec quelles formules, mais ces formules ne peuvent contenir
que At, Ax et v parce que ce sont les seules quantités qui définissent tous les événements.

Cela dit, Alice va caractériser le mouvement de la pierre avec la différence des coordonnée entre
le jet et la chute sur le sol mesurées par elle-méme. En d’autres termes, pour Alice ce qui compte
c’est la différence entre Ef et Ej, soit

(f(to + At,zo + Az), g(to + At, o + Az)) — (f(to, z0), g(to, z0))- (42.12)

3. bon exercice de révision de ton cours de math de vérifier que c’est une droite.
4. dont je te suggere fortement de ne pas lire la preuve si tu ne veux pas que ton cerveau éclate.
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Mais nous venons de signaler que ce qu’Alice mesurait devait pouvoir étre exprimé en termes de
At et Azx. Nous concluons que la différence (42.12) ne dépend en fait pas de = et ¢ mais seulement
de At et At.

Prenons maintenant une notation plus compacte et notons X = (¢,z), AX = (At, Az) puis
F = (f,g9). Avec ¢a, l'expression (42.12) se note F(X + AX) — F(X). Comme mentionné, cette
expression ne dépend que de Az. En particulier, elle ne dépend pas de X.

Maintenant tu vas comprendre pourquoi on apprend les dérivées dans ton cours de math.
Comme F(X + AX)— F(X) ne dépend pas de X, le rapport (F(X +AX)—F(X))/AX non plus.
La limite de ce rapport quand AX tend vers zéro non plus :

y FOCHAX) - F(X)
A)l(_>0 AX

(42.13)

ne dépend pas de X. Tu reconnais 1a la dérivée de F' au point X. En d’autres termes, F'(X) est
constante, elle ne dépend pas de X. Disons donc que F'(X) = a. Tu connais beaucoup de fonctions
dont la dérivée est constante? Non 7 En effet, il n’y en a pas beaucoup. Les fonctions qui vérifient
F'(X) = a signifie sont toutes de la forme

F(X)=aX +0.
A ce niveau, il convient de re-déballer les notations compactes : si a = (3 ?) et b = (p,q) on
trouve
flt,z) =at+ Pz +p (42.14a)
g(t,z) =yt + oz + g, (42.14b)
comme annonce.
O

Nous savons que lorsque (¢,z) = (0,0), alors (¢',2’) = (0,0). En effet, Bob et Alice ont lancés
leurs chronos en méme temps au moment ou ils étaient au méme endroit. En mettant (¢, x) = (0,0)
dans les équations (42.14), on trouve (¢, 2’) = (p, q), et donc p = ¢ = 0. Ca fait une chose de réglée ;
on se retrouve avec

{ t'=at+ pr (42.15a)
7' =yt + o (42.15b)

Quelles sont les contraintes a vérifier pour que ces transformations décrivent correctement la phy-
sique que ’on cherche a écrire ?

(1) Il faut que les transformations décrivent correctement que Alice avance a une vitesse v par
rapport a Bob,

(2) dans le méme ordre d’idée, il faut que 1’on trouve que Bob avance a la vitesse —v par rapport
a Alice,

(3) il faut que si Alice et Bob observent un rayon lumineux, ce rayon aille & la vitesse ¢ par
rapport & Alice et & la méme vitesse ¢ par rapport & Bob,

(4) enfin, il faut avoir le principe de relativité, ¢’est-a-dire que comme les équations (42.15) disent
ce que Alice voit en fonction de ce que Bob voit, on demande que les équations qui disent ce
que Bob voit en fonction de ce que Alice voit soient les mémes. En d’autres termes, il faut
que les transformations et les transformations inverses soient les mémes au changement pres
du signe de v.

Etudions une & une ce que chacune de ses contraintes impose. Rappelons que (¢,z) et (#,2')
sont les coordonnées que Bob et Alice mettent sur le méme événement. Par exemple sur I’événement
qui consiste & ce que Eve, par jalousie envers Bob, jette une peau de banane sous les pieds d’Alice.
Cet événement a lieu & un certain moment, & un certain endroit. C’est ce moment et cet endroit
qui sont notés (¢, x) et (¢',2").
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Les coordonnées (t,x) et (t',2’) peuvent décrire n’importe quoi. Regardons les coordonnées
de Alice qui cours. Pour Alice, cela correspond a (t',z') = (¢/,0) parce que si 2’ désigne
la position de Alice par rapport a Alice, alors x’ est toujours nul. Pour Bob par contre,
Alice ne reste pas en place, mais se déplace a une vitesse v. C’est-a-dire que si (¢,z) sont
les coordonnées de Alice pour Bob, alors 2/t = v. Ecrivons les équations (42.15) en tenant
compte de tout ¢a : avec 2’ = 0, la seconde équation donne

0 = ~t + oz, (42.16)

d’ott on déduit que z/t = —v/4. En imposant que cela soit v, on trouve 7 = —vd, et on
ré-écrit les transformations en tenant compte de ¢a :

{ t'=at + Bx (42.17a)
1’ = —vdt + dx. (42.17b)

Nous voila débarrassé d’un parametre.

Maintenant, on regarde ce qu’il se passe quand (¢, z) et (t',2’) décrivent les positions de Bob.
On a (t,z) = (t,0) parce que selon Bob, Bob est au repos. Les équations deviennent :

t' = at 7' = —vdt. (42.18)
La vitesse de Bob par rapport & Alice est —v, donc on exige que 2//t' = —v, c’est-a-dire que

—vot B
at

_U7

ce qui implique que 6 = a. On avance encore un peu. Ecrivons & nouveau les lois de trans-
formation en en tenant compte :

{ t'=at+ pr (42.19a)
' = —vat + az. (42.19b)

Si maintenant Bob et Alice regardent un méme rayon de lumiére (comme c’est romanesque !),
alors (t,z) et (¢',2’) expriment les coordonnées d’un rayon lumineux expriment les coordon-
nées d’un rayon lumineux. Le fait que Bob regarde un rayon lumineux fait que = = ct, et
donc que les coordonnées du rayon lumineux, observé par Alice sont :

t' = at + Bet ' = —avt + act. (42.20)

L’invariance de la vitesse de la lumiere exige que Alice mesure une vitesse ¢ pour le rayon de
lumiere, c’est-a-dire 2’ = ct’. On exige donc que

—awt + act = cat + B,
ce qui implique que

Une fois de plus, ’avant-derniere, on ré-écrit les lois de transformations en tenant compte de
ce fait ; mais cette fois, on fait I'effort d’écrire aussi les transformations inverses :

;o av 1 ,  ovu
t'=at——o t= Z(at + C—Qx) (42.21)
1
¥ = —avt + az T = E(avt' + az’) (42.22)
ou A =a?— 0‘232 que tu noteras au passage étre toujours positif, et nul uniquement quand

vV = C.
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(4) Maintenant il reste & imposer le principe de relativité. Les transformations (42.21) montrent
comment Alice voit le monde (c’est-a-dire (', 2')) en fonction de la fagon dont Bob voit le
monde (c’est-a-dire (¢,x)). On se demande donc quelle seraient, pour Bob, les coordonnées
(t,x2) d’un point vu en (¢',2’) par Alice. Cela signifie que 1'on impose que les deux systémes
(42.21) soient en réalité les mémes, a un changement de signe pres.

Attention : il @ priori faux de dire qu’en changeant le signe de v dans av/c?, j’obtiens —awv/c?
parce que « est une fonction de v. En réalité, il faut noter a(v)v/c? et donc le changement
de signe de v donne —a(—v)v/c?. Ceci étant clair, on peut un petit peu calculer.
Commencgons par égaliser le coefficient de x dans ¢’ & celui de 2’ dans ¢, en changeant le signe
de v :

et donc a(v) = a(—v). Ca c’est une bonne nouvelle. Egalisons maintenant le coefficient de ¢
dans ¢’ & celui de ¢’ dans ¢ en changeant le signe de v :

o) a
a(—v) A(v) a(v)Q( _ﬁ).

Comme a(—v) = a(v), on en déduit que

1

_ 2
62

Maintenant qu’on a tout, on peut écrire les transformations de Lorentz. On met donc 'expres-
sion (42.23) dans les lois de transformations (42.21) :

a(v) = (42.23)

, 1 v 1 , v,
e (o) et (i )
_ v ¢ /1 - v ¢
2 2
) ¢ f (42.24)
¥ = ————(z — vt) r=———(vt' +12').

2 2
v v

Tu remarqueras que A = 1; si tu ne sais pas ce qu’est le déterminant d’une application linéaire,
¢a n’a pas d’importance. Mais si tu sais ce qu’est le déterminant d’une application linéaire, alors
ce A =1 est crucial!

Afin d’avoir des équations un peu plus courtes, a partir de maintenant nous allons noter

42.4.3 Conditions d’existence

Comme tu vois une racine carrée et un dénominateur dans ces formules, tu dois te demander
quelles sont les conditions d’existence. Etant donné que v < ¢, on a v?/c? < 1 et en particulier,
v?/c? = 1 si et seulement si v = c.

Ce qui se trouve dans la racine carrée ne pose donc jamais de problemes parce que ce n’est
jamais négatif.

Le dénominateur est par contre plus problématique : quand v = ¢ il n’y a plus rien qui fonc-
tionne. Quelle est la physique de ce probleme? Pour le comprendre, il faut se souvenir ce que
représente v. Nous avons dit que v est la vitesse a laquelle Alice court. Ce que la condition d’exis-
tence nous enseigne, c’est que personne ne peut courir a la vitesse de la lumiere. C’est une vitesse
que 'on ne peut pas atteindre.

Dit en termes plus savants, on ne peut pas choisir un repere qui se déplace a la vitesse de la
lumiere.

La question qui se pose alors est « ah bon, on ne peut pas atteindre la vitesse de la lumieére!
Et la lumiere, comment elle fait 7 ». Bonne question, merci de I'avoir posée. Hélas la réponse sort
du cadre de ce cours.



42.4. CONSEQUENCES 2527

Loi numéro 2.
Aucun objet ne peut atteindre la vitesse de la lumiére.

Loi numéro 3.
Tu ne dois pas te demander pourquoi la lumiere elle-méme se déplace a la vitesse de la lumiére
malgré la loi numéro 2.

42.4.4 La notion d’intervalle

Un événement est quelque chose qui se passe a un endroit & un certain moment. C’est donc
caractérisé par le moment et le lieu. Comme on travaille a une dimension, c’est un couple de réels
(t,x).

Regardons un rayon de lumiere. Un événement est le fait d’allumer une lampe de poche, et
un autre est le fait que le lumiére arrive sur 'objet qu’on éclaire. Appelons-les (t1,z1) et (t2, z2).
Comme d’habitude, on note At = t5 — t; et Ax = 29 — x1. Comme le rayon de lumiére va a la
vitesse ¢, on a ¢ = Ax/At, ou encore

AA — Ax? = 0.

Pour cette raison, on va dire que l'intervalle entre deux événements (¢1,x;1) et (t2,x2) vaut en
général
82 = CQ(tQ — t1)2 — (1’2 — £U1)2. (42.25)

Par invariance de la vitesse de la lumiere, si un intervalle est nul pour un observateur, il sera nul
pour tous les observateurs.

42.4.4.1 En mécanique newtonienne

Afin de voir un peu mieux 'enjeu de I'invariance de l'intervalle, regardons un exemple chiffré.
Si par exemple je me déplace de 10m en 5s, mon intervalle mesuré par une personne extérieure
est
A At? — Az? = (300.000.000)? - (5)% — (10)? = 2,25 - 10'¥ m.

Si je fais le calcul pour moi, j’ai que Az’ = 0 parce que je ne me déplace pas, et At' = 5 parce que
je me suis déplacé en 5 secondes. Le truc est que a coté de (300.000.000)2, I'intervalle spatial Ax
ne pese pas grand chose. Ca ne change presque rien qu’il soit de 5 metres ou de zéro. Ca ne change
pas grand chose, mais ¢a change quand méme! Entre moi qui calcule ou une personne extérieure,
Pintervalle change de 100 sur un nombre de la grandeur de 200.000.000.000.000.000.0000 !

Reprenons plus clairement le raisonnement. D’apres la mécanique classique, 'intervalle mesuré
par deux personnes est différent, mais tres peu différent. Inutile de dire que du temps de Newton,
on n’avait pas les moyens techniques de mesurer si cet intervalle est effectivement différent ou bien
si il est en réalité égal. C’est un peu comme si on te mettait un spot dans les yeux et qu’on te
demandait si ¢’est un spot de 1000 W ou de 1001 W. Bonne chance pour le dire!

42.4.4.2 En mécanique relativiste

Maintenant qu’on a des moyens techniques nettement plus poussés que Newton, on a pu mesurer
que lintervalle est égal. L’intervalle est un invariant. Cela n’est pas un nouveau principe physique
parce qu’il découle des transformations de Lorentz.

42.4.5 Le cone de lumiére d’un point

Il est intéressant de dessiner dans le plan (¢,z) 'ensemble des points atteints par le rayon
lumineux. Le point (¢, ) est atteint si 2t — 22 = 0, ou encore si x = +ct. Cela forme deux droites
dans le plan tracé par les coordonnées t et . Ces deux droites forment ce qu’on appelle le cone
de lumiére du point (0,0).
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42.4.6 Contraction des longueurs

Bob prend un morceau de bois qu’il mesure de longueur [ et le dépose devant lui. A instant ¢
(de Bob), les deux extrémités sont aux coordonnées e; = (t,0) et ex = (t,1).

Afin de savoir quelle est la longueur de ce méme morceau de bois pour Alice, il faut qu’elle
mesure les deux extrémités en méme temps (pour elle), et qu’elle fasse la différence. Comme Bob
et Alice déclenchent leurs chronometres en méme temps, le plus simple est de faire la mesure a cet
instant.

Pour Bob, c’est clair : les coordonnées des deux extrémités sont e; = (0,0) et es = (0,1).
La longueur du bois est [. Pour savoir quelle est la longueur mesurée par Alice, on utilise les
transformations de Lorentz qui donnent les coordonnées €] et ¢/, relatives a Alice. On trouve

el =(0,0) et
, (vl
= (o3 (42:20)

En d’autres termes, on a x1 = 0 et x9 = [/7(v), ce qui fait que la longueur observée par Alice est

I'=29—x1 =1/7(v).
Eh bien ce résultat est faux. Si tu vois pourquoi sans lire la suite, tu es tres fort.

Pour mesurer la longueur d’un objet, il faut mesurer la position des deux bouts en méme temps
puis faire la différence entre les deux. Effectivement, e; et e sont en méme temps pour Bob, et
donc Bob peut mesurer la longueur de son bout de bois en faisant la différence xo — 1. Mais comme
le montre les coordonnées (42.26), les événements €] et e, ne se passent pas en méme temps pour
Alice! Eh oui : ) = 0 et t) = —vl/c*y(v) ; c’est pas la méme chose.

Il faut donc trouver un événement qui pour Alice correspond & l'extrémité du bout de bois
au temps t' = 0. Comme ’événement général qui correspond au bout du bois pour Bob est (¢,1),
I’événement général est pour Alice
b=l , l—ut

7(v) T )

/

: (42.27)

Afin d’avoir t' = 0, il faut ¢ = vl/c?. En mettant cette valeur de ¢ dans 2/, on trouve

2 = l_v(%)) _ l(l_%j)) = Iy(v).

_ 2 _ w2
c2 c2

Et 14, c’est la bonne formule. Si un objet a une longueur [ dans le référentiel ou il est au repos, il

aura une longueur
U2
'=1\1-— (42.28)
C

dans un référentiel qui se déplace a la vitesse v par rapport a I'objet.

42.4.7 Dilatation des intervalles de temps

Encore un petit effort et promit, je te donne une application concrete que tu connais des
bizarreries de la relativité. Mais en attendant, regarde bien ta montre, tu ne va pas en croire tes
yeux !

Reprenons Bob et Alice. On se rappelle que Bob et Alice avaient déclenchés leurs chronometres
en méme temps quand Alice était passée devant Bob. Un peu plus tard, Alice regarde sa montre
qui indique un temps t. Et elle se demande si Bob a aussi & ce moment une montre qui indique un
temps ¢.

Ce serait dingue que non hein!?! En effet, si je synchronise ma montre avec quelqu’un et que
je pars faire un tour, ma montre ne sera pas tout d’un coup désynchronisée. Oui, mais Alice, elle
cours presque a la vitesse de la lumiere .. .et a ces vitesses-la, on a déja vu des choses incroyables.
Calculons donc pour en avoir le cceur net.
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Le fait qu’Alice regarde sa montre est un événement qui se passe pour Alice aux coordonnées
(#',0) (le zéro c’est parce que par rapport a elle-méme, Alice est toujours au repos). A quelles
coordonnées (t,z) pour Bob correspond cet événement ?

L’équation de t en fonction de t' et 2’ dans les transformations de Lorentz (42.24) prise avec
2’ = 0 donnent

t/
Y(v)

Et si, juste pour le plaisir, on faisait I'inverse ? Bob regarde sa montre, il voir un temps ¢ et sa
coordonnée spatiale est z = 0. A quel temps d’Alice cela correspond ? Mettons x = 0 dans la
transformation de Lorentz de ¢’ en fonction de t et x. Ce qu’on obtient c’est

N’est-ce pas génial 7 C’est la méme ! Evidemment, ¢a ne pouvait pas étre autre chose : le principe
de relativité demande qu’on ne puisse pas faire la différence entre Alice qui cours vers la droite
avec Bob assis et Alice assise avec Bob qui cours vers la gauche. C’est exactement pour ¢a que dans
une gare, quand le train d’a c6té démarre, il t’arrive de croire que c’est ton train qui démarre : tu
ne peux pas faire la différence, c’est un principe physique.

42.4.8 Invariance de ’intervalle

Dans deux secondes, je vais te montrer comment une utilisation intelligente des exponentielles
permet de trouver un résultat tres fort en relativité. Quoi? Les exponentielles, les mémes qu’au
cours de math 7 Eh oui : la méme exponentielle que celle qu’on t’a introduit avec des populations
de bactéries qui se multiplient, cette méme exponentielle qui la la miraculeuse propriété d’étre
égale a sa propre dérivée.

Mais n’anticipons pas.

Nous avons déja signalé que si la quantité As? = c2At? — Az? était nulle pour un observateur,
alors elle était nulle pour tous les observateurs. Supposons deux événements A et B observés par
Alice et Bob. Bob les note aux coordonnées (tq,z,), et (¢, zp) tandis qu’Alice les note en (¢, x})
et (¢, xy,).

L’intervalle entre les deux événements mesuré par Bob sera

2 2 2 2
s =c(ty — ta)” — (xp — 2q)7,
tandis que ce méme intervalle mesuré par Alice sera

2 =t~ 1) — (o — )"

On peut bien entendu remplacer dans la premiere équation les t,, t3, T4 €t xp par leurs valeurs en
termes de t, t;, =i, et x; données par les transformations de Lorentz. Tu paries que les trois quart

des termes dans le calcul se simplifient et qu’il restera exactement s'2? Je te dis que oui, et je te
conseille de me croire sur parole, sinon tu vas devoir lire le calcul suivant :

1 / vy 1 / v oy 2
o) (tp + cﬁxb) - W(ta + Cﬁxa)

I R
— <’Y(U)(vtb + ) ~@0) (vt, + xa)> )

Jusqu’ici, on n’a fait que remplacer les choses par leurs valeurs données par les transformations
de Lorentz. Maintenant on regroupe a 'intérieur de chaque parenthese les termes de facon a faire

§2 = c2(tb — ta)2 — (zp — :ca)2 =c? (
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apparaitre Az’ et At :

2 2
2 € ) E P
s = W(@)Q ((tb ta) + 2 (‘rb xa))
1
~ ooy (@b = @t) + vl — )’
c? "2 Vo aa Y "2
= o7 <(At) +25A0AY + 1 (A) )
1
e ((A:p’)2 + 20Az' At + vz(At’)Q).

La, on a utilisé le produit remarquable (a4 b)? = a? +2ab+b?, et on a systématiquement renommé
tous les intervalles avec la notation A pour étre plus compact. Maintenant, on va regrouper tous
les termes contentant (At')? ensemble, tous ceux qui contiennent At’Axz’ ensemble et ceux qui
contiennent (Az’)? ensemble. Autre maniére de le dire, on met les A en évidence comme on peut.
On trouve ceci :

T ARNE .

o (e sap)

A partir de 14, je te laisse vérifier (en utilisant le fait que y(v)? = 1 — v2/c?) que les coefficients se
simplifient beaucoup et valent finalement respectivement ¢?, 0 et —1 comme il se doit. Avec tout
¢a, nous avons montré le résultat tres important suivant :

L’intervalle entre deux événements est invariant sous les changements de reperes d’iner-
tie, c’est-a-dire que la valeur mesurée par n’importe qui qui se déplace en MRU sera
toujours la méme.

Pourquoi cela est tellement important? A cause de Pythagore et d’une petite démonstration a
coups d’exponentielles .

42.4.8.1 Rappel de trigonométrie hyperbolique

Les fonctions de trigonométrie hyperboliques sont :

T —x R
cosh(z) = % sinh = % (42.29)

Elles ont pas mal de propriétés en commun avec les sinus cosinus et normaux. D’abord, leurs
dérivées sont faciles a calculer :

cosh’(z) = sinh(x)
sinh’(z) = cosh(z)

ou tu noteras qu’il n’y a pas de signe moins qui apparailt, contrairement au cas de la trigonométrie
normale. Une autre propriété qui ressemble fort a une propriété de la trigonométrie est :

Proposition 42.2.
Pour tout x € R,

cosh?(x) — sinh?(z) = 1 (42.30)

avec un signe moins comme différence avec la trigonométrie.

5. oui oui tout ton cours de math va finir par y passer.
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Démonstration. La preuve revient simplement a calculer en utilisant le produit remarquable de
(a + b)%. D’abord, on a :

1 1 1
cosh?(z) = Z(ex + e*x)2 = 1(62’” +2e%e " e H) = 1(621 +2+e727)
ou l'on a utilisé le fait que (e®)? = €2 et que e®e~® = 1. Il te reste a faire la méme chose pour

sinh?(z), la réponse est :

1
sinh?(z) = 1 (e** — 2+ e2%).

En faisant la différence entre les deux, il reste 1. ]

Une propriété qui est par contre tres différente entre la trigonométrie plane et la trigonométrie
hyperbolique, c’est la périodicité. Les fonctions usuelles cos et sin sont périodiques. Pas les fonctions
hyperboliques.

Proposition 42.3.
La fonction sinh: R — R est bijective.

Démonstration. 11 faut démontrer que sinus hyperbolique est injective et surjective. Calculons
d’abord les limites. Comme tu sais que lim, o €® = 00 et lim, , o e* = 0, tu vois facilement que

xEIPOO sinh(z) = —o0 xhﬁngo sinh(z) = co. (42.31)
Par ailleurs, la fonction sinus hyperbolique est continue et respecte donc le théoreme de la valeur
intermédiaire °. Soit y € R. Voyons si il existe un z € R tel que sinh(z) = y. Les deux limites
indiquent qu’il existe x1 € R tel que sinh(z1) < y et x9 € R tel que sinh(z2) > y. Le théoréeme de
la valeur intermédiaire conclu qu'’il existe un x entre x; et x5 tel que sinh(z) = y. Cela prouve la
surjectivité.

Pour l'injectivité, on va utiliser le théoreme de Rolle 12.189 et une petite preuve par I’absurde.
Supposons que sinh(x1) = sinh(z2) avec z1 # x2. Dans ce cas, le théoreme de Rolle nous dit qu'il
existe un x entre x1 et xs tel que sinh’(z) = 0. La dérivée de sinus hyperbolique étant cosinus
hyperbolique, il faut se demander il existe un z tel que cosh(x) = 0. Etant donné que e* > 0 pour
tout z, en fait le cosinus hyperbolique ne s’annule jamais. O

4

FIGURE 42.1 — En rouge, la fonction z — sinh(z) et en bleu, la fonction x — cosh(z).

6. Théoreme 10.82.
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Un tres bon exercice serait de faire un étude complete des fonctions cosinus et sinus hyperbo-
lique. Leur graphes sont donnés a la figure 42.1

Un corolaire de la surjectivité de sinh sur R est que si je prends n’importe quel deux nombres
dont la différence des carrés vaut 1, alors ces carrés sont représentables avec des fonctions hyper-
boliques :

Vz,y e R tels que 22 — y? = 1, 3¢ € R tel que 22 = cosh(£) et y? = sinh(&).

La tangente hyperbolique est définie par

sinh(x)
tanh(z) = . 42.32
anh(z) cosh(z) ( )
Un bon exercice est de prouver les deux relations suivantes :
tanh 1
sinh(x) = _ tanh(x) cosh(z) = ————. (42.33)
1 — tanh?(z) 1 — tanh?(z)

42.4.8.2 Les transformations de Lorentz (bis)

Nous avons prouvé qu’en relativité, 'intervalle est un invariant. Pour cela, nous avons utilisé
les transformations de Lorentz démontrées a partir de I’hypothese d’invariance de la vitesse de la
lumieére. Eh bien, oublions un instant que la vitesse de la lumiére soit invariante, et posons a la
place comme hypothése que I'intervalle soit invariant. C’est-a-dire que si Bob mesure un événement
aux coordonnées (t,x) et Alice en (¥, 2'), alors c¢?t? — 22 = 2(')? — (2/).

Théoréme 42.4.
Les transformations de Lorentz sont les seules qui laissent l'intervalle invariant.

Démonstration. Toute la partie comme quoi les transformations doivent étres linéaires reste parce
que cette partie ne demandait pas 'invariance de la vitesse de la lumiere.
Nous cherchons donc les transformations entre Alice et Bob sous la forme
t' = ot + Bx
x =t + 0w
telles que c2(#')? — (2/)? = c*t? — 2. Lorsque Alice passe devant Bob, ils déclenchent tous deux
leurs chronometre et leurs axes. C’est-a-dire que si & ce moment un événement se trouve a droite
pour Alice, il est aussi a droite pour Bob. On doit donc avoir, quand ¢t = ' = 0, que z > 0 implique
2’ > 0. Cela donne la contrainte que § > 0. D’autre part, comme leurs chronométres vont dans le
méme sens (ils choisissent tout les deux de compter le temps et non décompter), on a a > 0.
En développant I'expression de (s')? en termes de ¢ et x, on trouve la condition d’invariance de
I’intervalle sous la forme :

A(a?t? + 20t + f22%) — (V2 + 290tz + 6%2?) = At — 22, (42.34)
qui doit étre valable pour tout ¢ et pour tout x. En ¢ = 0 on trouve la condition
62— 2B =1. (42.35)

Cela implique qu'il existe un € € R tel que §% = cosh?(€) et 2% = sinh(€). La premiére équation
donne § = cosh(§) (il faut rejeter 6 = —cosh(€) parce qu'on a demandé que 6 > 0). Pour la
seconde, on trouve ¢f3 = sinh(§) ou 'on peut oublier la possibilité ¢f = — sinh(§) parce que cela
revient juste & renommer £ — —¢ (la fonction sinus hyperbolique est impaire). Bref, il existe un £
tel que

0 = cosh(&)
5= sinh(§) (42.36)
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En mettant maintenant z = 0 dans la condition (42.34), on trouve la condition

Pour les mémes raisons qu’avant, il existe un n € R tel que

a = cosh
sh(1) (42.37)
~ = csinh(n).
Rien qu’en regardant deux cas tres particuliers, on a déja bien avancé, non 7 Remettons maintenant
les valeurs (42.36) et (42.37) dans la condition (42.34). En utilisant 1'identité cosh?(x) —sinh?(z) =
1, et en séparant les termes en t2, 22 et tx pour satisfaire la condition, il faut

cosh(n) sinh(&) = sinh(n) cosh(§) (42.38)

parce que les termes en t? et z? donnent exactement c?t? — 22 et qu’il faut que le terme en
tz s’annule. Mettons la condition (42.38) au carré, et substituons cosh?(n) = 1 + sinh?(n) et
cosh?(€) = 1 + sinh?(¢), il reste

sinh? ¢ = sinh? 7,

ce qui signifie sinh¢ = +sinhn, ou encore & = 7. On voit que £ = —n ne fonctionne pas dans
(42.38), donc on reste avec £ = 7 et les transformations prennent la forme
sinh(§)
t' = cosh(&)t + ——>~
(& c v (42.39)

x' = csinh(€)t + cosh ().

Ce que nous avons prouvé, c’est qu’il existe un £ € R tel que les transformations entre Alice et Bob
aient cette forme. Il faut trouver ce que vaut £ en fonction de la vitesse v a laquelle Alice court.
Pour ce faire, étudions le mouvement d’Alice. Bob la voit aux coordonnées (¢, vt), ce qui cor-
respond a
x' = csinh (&)t + cosh(&)vt

pour Alice. Mais ces coordonnées sont celles de Alice elle-méme, donc 2/ = 0, ce qui donne’

vt = —csinh(§)t/ cosh(§), ou encore

tanh(€) = —— (42.40)
c
En utilisant les relations (42.33), on trouve
1 —
cosh(g) = ———— sinh(g) = ——2°_ (42.41)
v2 v2
ez -
En remettant ces valeurs dans les transformations (42.39), on trouve
t— 2
=t (42.42)
7(v)
;T —vt
2 = ’ 42.43
7(v) (12:49)
exactement les transformations de Lorentz!
O

Ce résultat est important pour une raison assez simple : maintenant, la théorie de la relativité
est indépendante de toute considérations sur la lumiére. En effet, ce que nous venons de prouver,
c’est que si il existe une vitesse c telle que c?t? — 22 = c2(¢')? — (2')?, alors (t,z) et (', 2') sont liés
par les transformations de Lorentz.

7. Conditions d’existence : cosh(§) # 0; heureusement, nous avons vu que le cosinus hyperbolique ne s’annule
jamais.
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42.4.9 Vitesse limite

Afin de nous passer de I’hypothese d’invariance de la vitesse de la lumiére, nous avons prouvé
que 'hypotheése d’invariance de I'intervalle était suffisante. Mais il faut avouer que cette hypothese
n’est pas tres intuitive. Nous allons montrer maintenant que ’existence d’une vitesse limite est une
troisieme hypotheése qui peut étre utilisée comme alternative aux deux premieres.

42.5 Applications

Une premiére application sympa est le logiciel ® lightspeed. Si tu es sous Ubuntu-Linux, installe
juste le paquet nommé lightspeed, et régales-toi! Tu verras c’est marrant. Si tu utilise des fenétres,
je laisse faire I’adage « Windows c’est facile ».

42.5.1 Le GPS

Pour qu'un systeme GPS puisse te localiser, en gros, il t’envoie un signal, tu lui réponds et il
mesure le temps qu’il a fallu a la lumiere pour faire 'aller-retour. Déja, tu remarques que cela n’est
possible que grace au fait que la vitesse de la lumiére soit finie. Sinon, le GPS ne fonctionnerait
pas. Mais il y a mieux.

Comme pour te localiser il faut plusieurs satellites en plus de ton appareil, il faut que les horloges
internes de tout ce petit monde soient bien synchronisées, sinon pour mesurer des intervalles de
temps et calculer des distances, c’est mal parti. Eh mais un satellite, ¢a bouge assez vite (surtout
que les mesures doivent étre tres précises), et en plus ¢a ne fait méme pas un MRU, vu que ¢a
tourne en rond. Comme tu vois tout le travail qu’il a fallu faire pour trouver les transformations
de Lorentz d’un MRU, tu t’imagines le travail pour un mouvement circulaire! Eh bien ce travail
a été fait, et le résultat est que si on en tient pas compte, les contractions temporelles liées a la
relativité sont suffisamment grandes pour compléetement dérégler le GPS.

42.5.2 Les ondes électromagnétiques

Tu te souviens qu’au début du chapitre, nous avons dit que le probleme qui a amené la relati-
vité était la propagation du champ électrique. Maintenant que nous avons déja vu une partie des
conséquences du probléme, il est temps de se rendre compte que les champs électriques et magné-
tiques sont les objets les plus soumis aux bizarreries relativistes du monde : elles se propagent a la
vitesse de la lumiere. Regarde un coup autour de toi; tout ce qui est champ électromagnétique a
besoin de la relativité pour étre bien compris : GSM, lumiére, four & micro-onde, radio, wifi, fibre
optique, ...

Si un jour un ingénieur te dit qu’il n’y a pas besoin de connaitre la relativité pour inventer la
radio (c’est vrai : la radio a été inventée avant la relativité), ni pour construire une fibre optique,
dis lui en pensant & moi qu’il utilise tout le temps les équations de Maxwell?, et que ces équations
sont relativistes.

Bref, soit convaincu que tu vis dans un monde relativiste et que les transformations de Lorentz
te suivent a chacun de tes pas.

42.6 Meécanique relativiste
Cela est bien beau, mais la dilatation du temps, et les contractions de longueurs doivent bien

avoir des répercussions sur la cinématique et la dynamique des objets. Est-ce que le théoréeme de
I’énergie cinétique est encore valable 7 est-ce que les lois de Newton tiennent encore la route ?

8. jeu de mot sur « application » ! ah ah!
9. C’est sous ce nom la qu’on nomme ’ensemble des équations de ’électromagnétisme comme la loi de I'induction.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Global_Positioning_System
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42.6.1 Des problémes, toujours des problémes

Attardons-nous un peu pour faire quelques commentaires sur cette citation du chevalier pégase
dans les chevaliers du zodiaque :

Ses coups vont a la vitesse de la lumiére et pourtant je les vois distinctement arriver.

Est-ce possible ? Nous avons vu qu’il y avait des dénominateurs qui s’annulent quand des objets
se déplacent plus vite que la lumiére; or pour voir venir un rayon de lumiere qui vient vers soi, il
faudrait que le rayon émette de la lumiere devant elle. Ca semble un peu mal parti pour respecter
les lois de la relativité, non ?

Cela pose en tout cas une question qu’il faudra résoudre. On entend venir une ambulance parce
qu’elle émet du son qui avance plus vite qu’elle. Pas de problemes avec ¢a. Mais quid de la voir
venir 7

On peut voir venir un tram parce qu’il émet de la lumiere ; cette lumiere allant plus vite que
le tram, elle arrive a nos yeux avant le tram lui-méme. Cela est trés bien. Mettons que le tram
avance a 50 km/h ; pour le conducteur, la lumiére de son phare avant avance devant lui & la vitesse
c. Par conséquent pour un observateur au sol, cette méme lumiere devrait avancer a la vitesse
¢ + 50. Encore une fois, on a un probleme d’invariance de la vitesse de la lumiére; mais comme
c’est de la lumiere, on est habitué & ce que des trucs bizarres arrivent. On ne sera pas étonné
que ¢ + 50 = ¢ d’une maniére ou d’une autre!’. Pire. Si un vaisseau spatial avance & la vitesse
200000 km/s et qu’il envoie en reconnaissance un vaisseau devant lui & la vitesse de 150000 km/s,
le vaisseau de reconnaissance ira a la vitesse 150000 km/s par rapport au vaisseau principal. Et par
rapport au sol, il ira & la vitesse 150000 + 200000 = 350000 km/s, ce qui est impossible. Il faudra
trouver quelque chose pour que ca se passe bien.

Un autre probléme maintenant.

Prenons une masse m que 1’on soumet & une force constante F'. Par la loi de Newton, a = F'/m
est constante et la vitesse apreés un temps ¢ vaut v = F't/m. Pas de bol, ¢a devient plus grand que
la vitesse de la lumiére & partir du temps ¢t = em/F. Ca est un probléme hein ? Il faut trouver un
truc pour qu’avec une force constante, ’accélération diminue.

42.6.2 Loi d’addition des vitesses

Si Bob observe un objet se déplacer a la vitesse V, alors Alice devrait ’observer bouger a la
vitesse V' — v. Tout comme si une vache voit passer un train & 90 km/h, alors le vélo qui avance a
25km/h le voit passer & 65 km/h.

Maintenant, tu es habitué & ce que rien ne se passe comme d’habitude, donc tu te doutes bien
qu’en réalité la bonne formule ne va pas étre V — v.

Bob observe l'objet aux coordonnées (¢, V't), ce qui fait pour Alice :

(S 5@ )

En divisant le 2’ d’Alice par le ¢’ d’Alice, on trouve la vitesse mesurée par Alice :

, (V=ou)t () :V—U
CT - T

La loi de transformation des vitesses relativiste est donc

V—w
_ v

c2

V=

(42.44)

Qu’en est-il de notre ¢ + 50 = ¢? Disons que Bob lance un bisou a Alice pendant qu’elle arrive
vers lui. Le bisou arrive a la vitesse de la lumiére (cad V' = ¢) tandis que Alice s’approche de Bob

10. et je ne te cache pas que c’est ce qui va arriver.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Les_Chevaliers_du_Zodiaque
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a la vitesse 50m/s (cad v = 50). Donc la vitesse a laquelle Alice devrait voir arriver le bisou est
bien ¢ + 50. En utilisant la formule d’addition relativiste des vitesses (42.44), nous trouvons

V- ¢c—50 _¢—50 :c(c—50)
1-5%¢ 1-3  ¢-50

Donc effectivement en relativité quand on additionne des vitesses il faut penser a la régle du
«c+ 50 =cn

42.6.3 L’action d’une force

L’équation fondamentale de la mécanique classique est
F = ma.

Or tu n’es pas sans savoir que l’accélération est la dérivée seconde de la position par rapport au
temps. Nous noterions donc F' = ma”(t). Le probléme est évidemment que si F' est constante, on
trouve v = F't/m qui dépasse toujours la vitesse ¢ quand ¢ est assez grand. Il faudra donc modifier
la loi F' = ma. Pour cela, posons-nous des questions sur la dérivée 2/(t). On dérive par rapport au
temps ; oui mais nous avons vu que le temps n’est pas le méme pour tout le monde. Introduisons

donc la notation
B dx

dt
qui ne signifie rien d’autre que nous dérivons z par rapport & ¢ et non par rapport au temps t’ de
quelqu’un d’autre. Dans le cadre de la relativité, ce que signifie ’équation (42.45) est que v est
la dérivée de = par rapport & t. Dans le cas ou x et ¢ sont les coordonnées de la position d’Alice
mesurées par Bob, cela signifie qu’on dérive la position mesurée par Bob par rapport au temps
mesuré par Bob.

Ce que dit la relativité est que cette quantité v ne peut pas varier proportionnellement & la
force sous peine de dépasser la vitesse de la lumiere. La subtilité est de modifier la loi de Newton
en disant que la quantité qui varie sous I'action d’une force n’est plus dz/dt = v, mais

v (42.45)

c’est-a-dire la dérivée de la position mesurée par Bob par rapport au temps mesuré par Alice! La
loi de Newton v = F't/m devient donc
v Ft
—_— = (42.46)
1—y m
62
Est-ce que cela résous le probleme ? Pour le savoir, regardons la vitesse acquise par le mobile de
masse m soumit a la force F' pendant un temps ¢ Il faut résoudre I’équation (42.46) par rapport a
v et voir si cela reste bien toujours inférieur & ¢. On commence par mettre la racine a droite et a

élever toute ’équation au carré :
m c

F2t2 F2t2
v? (1 + 22) =3
c'm m

<

F22/m?

14 B

c2m?

et donc finalement

(42.47)

Ft
u(t) = —
ma/l + f;ntlg
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Tu dois remarquer que si F' et ¢ ne sont pas trop grands, 'expression F?t?/c?>m? est minuscule
parce que c¢ est énorme. Si on fait I'approximation F?t?/c?m? = 0 dans cette expression, on
retrouve v = F't/m. Cela montre qu’a moins de faire des expérience avec de treés grandes forces
pendant énormément de temps, on ne peut pas voir la différence entre la mécanique de Newton et
la mécanique relativiste.

Sur le graphe suivant, la vitesse en fonction du temps lorsqu’une particule de masse m = 1 est
soumise a une force constante. Pour les besoins du graphique, nous avons mit a 1 la vitesse c. Tu
vois que quand la vitesse n’est pas trés grande, le graphiques est presque celui d’une droite; et a
partir d’un certain moment, la courbe s’infléchit pour tendre vers 1 sans I'atteindre.

Remarque que si on maintient une accélération constante égale a celle de la gravité terrestre
pendant deux heures, on arrive déja sur la Lune, a une vitesse de 75 km/s, c’est-a-dire encore rien
par rapport a la vitesse de la lumiére! Cela pour te dire que la formule (42.47) a Pair d’étre tres
différente de la formule classique v = F't/m, mais en réalité tant qu’on n’atteint pas des forces
énormes, elle ressemble tres fort.

Vérifions maintenant que la formule (42.47) n’est pas en contradiction avec 'impossibilité de
dépasser la vitesse de la lumiere. Pour cela, regardons ce qu’il se passe si on applique une force
constante F' sur un objet de masse m pendant un temps tres long. C’est-a-dire : calculons la limite

lim v(t).

t—o0

Tu vois tout de suite qu’on est sur un cas 3, ce qui t’oblige a utiliser la réegle de 1'Hospital. On

peut cependant un peu réfléchir et deviner la réponse sans passer par des math trop compliquées.
242

En effet, quand ¢ est vraiment énorme, ’expression f:l 222 devient tres grande, et le 1 qui se

trouve a coté ne vaut plus grand chose, on peut le négliger.

. Ft . Ft
t11>n;) F2t2 - tli»% F2t2
ma/1l+ oy mA/ 2
. Ft (42.48)
= Mm mIL
=c.

Tout est bien : on arrive au maximum a la vitesse de la lumiere, mais il faut un temps infini pour
y parvenir. Conclusion : il n’est pas possible d’accélérer un objet jusqu’a atteindre la vitesse de la
lumiere.

42.6.4 Equivalence entre la masse et I’énergie

Le moment est venu de montrer ce que signifie la fameuse formule E = mc?.

42.7 Principe de correspondance

Nous ne sommes pas parvenu a démontrer la formule (42.46) de la mécanique relativiste qui
montre comme un objet accélere sous l'effet d’une force constante. Nous avons juste montré qu’il
fallait modifier la loi v = F't/m et nous avons prit la premieére modification qui nous soit tombée
sous la main, a savoir qu’il faut dériver la position par rapport au temps de 1’objet qu’on observe
plutot que par rapport au temps de 'observateur.
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En fait, il est possible de prouver rigoureusement ' la formule

Ft_ av

Mais il n’y a pas moyen de trouver la valeur de la constante a. Tout ce qu’il y a moyen de trouver
avec I’hypothese de 'invariance de la vitesse de la lumiére est ’existence d’une constante telle que
cette formule soit vraie.

Afin de fixer la constante «, il faut faire intervenir un principe physique supplémentaire, le
principe de correspondance

Loi numéro 4.
Lorsque la vitesse d’une particule est faible, les équations doivent étre en premiére approximation
les mémes que celles de la mécanique classique.

Que signifie en premiére approzimation? Tu sais qu’une fonction x — f(z) peut étre approxi-
mée (pour des petits x) par la formule

f(x) ~ f(0) + z£(0).

Nous voudrions donc que F't/m soit en premiére approximation égal a v. Nous devons étudier la

fonction
v

_ 02
C2

Voir ce que vaut cette fonction en premiere approximation lorsque v est petit est un exercice de
dérivation. En utilisant la régle de dérivation des fractions, on trouve que

flv) =

et donc que f/(0) = a. Bien entendu, f(0) = 0. En premiére approximation, nous trouvons donc
fv) ~av (42.49)

qui doit étre égal a la quantité non relativiste v. Nous en déduisons qu’il faut fixer a« = 1, et on
tombe sur la formule relativiste proposée plus haut

Ft v
mo ]2
c2
L’utilisation cruciale du principe de correspondance a une répercussion énorme sur notre vision
de la physique. En effet, la relativité d’Einstein ne parvient pas a remplacer la mécanique de
Newton. On a besoin d’'invoquer la mécanique de Newton pour fixer la théorie. On peut écrire

I’axiome suivant :
lim Einstein = Newton. (42.50)

v—0
Cela n’est pas une propriété de la théorie d’Einstein, mais un de ses axiomes !
M

La relativité ne fait donc pas table rase des principes physiques de la mécanique newtonienne :
elle les complete et les contient.

11. Mais il n’existe pas de démonstrations simples & ma connaissance.



Chapitre 43

Exemples avec Sage

Ce chapitre est un foure-tout de choses que I'on peut faire avec Sage.

43.1 Graphiques

Pour afficher le graphe d’une fonction, vous pouvez faire

| SageMath version 8.1, Release Date: 2017-12-07 I
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. I
| Type "help()" for help. |

sage: plot(cos(x),0,5)

Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: f(x)=sin(x)

sage: f.plot(-pi,pi)

Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

Un programme externe se lance automatiquement pour afficher le graphique que vous avez de-
mandé.

Il se peut qu’aucun programme ne se lance et vous ayez, au lieu de Launched png viewer for
Graphics object ... uniquement Created graphics object .... Disons pour faire court que
Sage a produit un png et qu’il ne sait pas quel programme externe utiliser pour 'afficher.

La solution est a l’adresse http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/
viewer.html

43.1.1 Autres

Dans le but d’automatiser certaines taches, j’ai écrit ce module, nomé outilsINGE. sage, dans
le cadre d’un cours de premiere année donné a des ingénieurs. Certaines des fonctions définies ici
sont utilisée dans les exemples qui suivent.

# -*x- coding: utf8 -x*-
from sage.all import *

This module provides _pragmatic_ tools for solving exercise for
a first year in general mathematics.

# TODO : trouver une bonne traduction pour "point de selle.

2539
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def automatedVar (symbol,n):
"wr If symbol = "x" and n=4, return the string ’x1,x2,x3,x4’ <«
nnn
s = ",".join([ symbol+str(i) for i in range(l,n+1)1)
return s

class SolvelLinearSystem(object):

Solve Ax=v and print it in a nice way
Example

A=matrix ([ [1,-2,3,-2,0],[3,-7,-2,4,0],[4,3,5,2,0] 1)
v=vector ((0,0,0,0,0))
print SolvelLinearSystem (A,v)
def __init__(self ,A,v):
self .matrix = A
self.vector = v
self .nvars = A.ncols()
s = automatedVar("x",self.nvars)
self .xx=var (s)
def equations(self):
"""Return the equations corresponding to the
self .matrix and self.vector as a list of equations<«
X=matrix( [self.xx[i] for i in range (0,self.nvars) ]).<
transpose ()
eqs=1[]
for i in range (0,self.matrix.nrows()):
exp = (self.matrix*X)[i][0]l==self.vector[il]
eqs .append (exp)
return eqs
def solutions(self):
return solve(self.equations(),self.xx)
def latex(self):
""""Return the LaTeX’s code of the system."""
a=[]

a.append ("""

\item
$
\left\{
\begin{array}{11}
nrn)
for eq in self.equations():
a.append (" "+str (eq) .replace("x","x_").replace("*"«
,"").replace("==","=")+"\\\\ \n")
a.append (r"""
\end{array}
\right.
$
mn)
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60 return "".join(a)

61 def __str__(self):

62 a = []

63 a.append ("The given matrix corresponds to the system")

64 for eq in self.equations():

65 a.append(str(eq))

66 a.append ("And the solutions are"
67 a.append(str(self.solutions()))
68 return "\n".join(a)

70| def QuadraticMap(A,v):

71 e

72 Return the result of the quadratic form associated

73 with A applied on the vector v, that is the number
74 A_ij v7iv™j

75 using the summation convention.

77l n = A.nrows ()

78 if not A.is_symmetric():

79 print "Warning : Given matrix is not symmetric"

80 if not A.is_square():

81 raise TypeError ,"Error : The matrix A is not square"

82 if not v.degree()==n

83 raise TypeError,"The size do not agree"

84 return sum ([ A[i,jl*v[il*v[j] for i in range(n) for j in range (<

n) 1) .simplify_full()

ss| class SymmetricMatrix(object):

88 Provide informations about the matrix A assuming it is symmetric<«

90 def __init__ (self ,A):

91 if not A.is_square():

92 print "Error : A symmetric matrix must be square"
93 raise TypeError

94 self .matrix = A

95 self.degree A.nrows ()

96 self .matrix.set_immutable ()

97 def primary_principal_submatrix(self,n):

98
99 Return the primary principal submatrix of order n, that is the<«
matrix obtained

100 by removing the n last lines and columns from self<«
101 e

102 taille=self.degree-n

103 v= []

104 for i in range (0,taille):

105 v.append(self .matrix[i] [0:taillel])
106 return matrix(v)

107 def principal_minors(self):

108 nnn
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Return the list of principal minors. The principal minor of <«
order k is
the determinant of the primary principal matrix of<«
order k.

a=[]
for i in range (self.degree):
a.append (self.primary_principal_submatrix(i).determinant ())
return a
def genre_list(self):

won
Return the genius of the matrix as a list of booleans in the <«

order
positive defined, negative defined;

semidefinite positive, semidefinite mnegative, <«

indefinite.

defpos = True
defneg
semidefpos = True

semidefneg = True

indefinie=True

mineurs = self.principal_minors ()

True

for i in range(len(mineurs)):
m = mineurs[i]
if m == 0:
defneg=False
defpos=False
if m < O:
defpos=False
semidefpos=False
if i%h2==0:
defneg=False
if m > O:
semidefneg=False
if i%2==1:
defneg=False
if 0 not in mineurs:
semidefneg=False
semidefpos=False
if (defpos==True)or (defneg==True)or (semidefpos==True)or («
semidefneg==True) :indefinie=False
return [defpos,defneg,semidefpos,semidefneg,indefiniel
def __str__(self):
return str(self.matrix)

class QuadraticForm(SymmetricMatrix):
nnn
From a symmetric matrix A, provide informations concerning the <«
associated quadratic form.

def __init__(self,A):
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SymmetricMatrix.__init__(self,A)
if not A.is_symmetric():

print "Warning : matrix is not symmetric"
f evaluate(self ,v):

Return the value of the quadratic form on the vector v.
nnn

return QuadraticMap (self .matrix,v)

f diagonalizing martrix(self):

Return the matrix B such that B"tAB is diagonal.

W

# The transposition is because, in the matrix B, the <«
eigenvectors have

# to be read as column while Sage’s matrix constructor takes <
rows .

return matrix(self.orthonormal_basis()).transpose ()

f new_variables(self):

o

Give the change of variables needed to put the quadratic form <«
under its normal form

X=BY

where X are the "old" variables

won

variables = var (automatedVar("y",self.degree))

Y = vector(variables)

return self.diagonalizing martrix ()*Y

f eigenmatrix_left (self):

return self.matrix.eigenmatrix_left ()

f eigenvectors(self):

Return a list of eigenvectors of the matrix.

As the matrix is symmetric, that 1list has to be a basis.

nnn

D,P = self.eigenmatrix_left ()

return [P[i] for i in range(P.nrows())]

f eigenvalues (self):

nnn

Return a 1list of eigenvalues of the matrix in the same order <«
as the 1list of eigenvectors given in
self .eigenvectors ()

nnn

D,P = self.eigenmatrix_left ()

return [ D[i,i] for i in range(D.nrows()) ]

f orthonormal _basis (self):

Return a basis of eigenvectors normalised to 1 as a list.
nnn

M,mu = matrix(self.eigenvectors()).gram_schmidt ()

return [ v/v.norm() for v in M ]

f verification(self):
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return the value of the quadratic form on the vector <«
new_variables ()

return self.evaluate(self.new_variables())

def __str__(self):
a = []
a.append("Hi guy; I’m the quadratic form associated with the <«
matix")
a.append(str(self.matrix))

a.append("My eigenvalues and eigenvectors are : ")
veps = self.eigenvectors ()
vaps = self.eigenvalues ()

for i in range(len(veps)):

a.append("%s -> %s"%(str(vapsl[il]),str(veps[il)))
a.append("I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors<

2"

for v in self.orthonormal basis():

a.append(str(v))
a.append("A matrix B such that B"tAB is diagonal is ")
a.append(str(self.diagonalizing _martrix()))

a.append("I’m quite pretty in the following variables ...")
for i in range (self.degree):
a.append("x%s = %s"%(str(i+1),str(self.new_variables () [i]))«
)

a.append("Look at me when I wear my cool variables")
a.append(str(self.verification()))
return "\n".join(a)

class Extrema(object):

From a function f, provides the informations for the study of <«
the extrema

partial derivative

critical points

Hessian matrix at the critical points

Genius of the Hessian and conclusion as local min/max

Dear student : remember that this class does not furnish any <
informations
concerning *global* extrema. The latter have to be found
among the critical points OR on the border of the domain.
def __init__(self,f):
var (’x,y’)
self.fun = f
self .gx=self.fun.diff (x).full_simplify ()
self.gy=self.fun.diff (y).full_simplify ()
self.gxx=self.gx.diff (x).simplify_£full ()
self.gxy=self.gx.diff (y).full_simplify ()
self .gyy=self.gy.diff (y).full_simplify ()
self.cp = solve( [self.gx(x,y)==0,self.gy(x,y)==0],[x,y] )
def critical_points(self):
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Return the critical points as a list of tuples (x,y)

a = []
for pt in self.cp

try
px = SR(pt[0].rhs())
py = SR(pt[1].rhs())

a.append ((px,py))
except TypeError
a.append(" I’m not able to solve these equations.")

return a
def hessienne(self,a,b):

return matrix(SR,2,2,[self.gxx(a,b),self.gxy(a,b),self.gxy(a,<

b),self.gyy(a,b)])

def __str__(self):

a = []
a.append ("The function :")
a.append(str(self.fun))
a.append ("Derivative x and y :")
a.append(str(self.gx))
a.append(str (self.gy))
a.append ("Hessian matrix :")
a.append(str(self.hessienne(x,y)))
a.append ("Critical points :")
for pt in self.critical_points ()

a.append(str(pt))
for pt in self.critical_points():

try

px = pt[0]
py = ptl1]
a.append ("At (%s,%s), the Hessian is"%(str(px),str(py)))
try

Hess = SymmetricMatrix(self.hessienne (px,py))

for 1 in Hess.matrix:

a.append (" "+str(1l))
a.append(" Primary principal minors are %s"%str (Hess.<

principal_minors ()))
1 = Hess.genre_list ()
if 1[0]==True:

a.append(" Hessian positive defined")
a.append(" local minimum")

if 1[1]==True:
a.append (" Hessian negative defined")
a.append(" local maximum")

if 1[2]==True:
a.append (" Hessian positive semidéfinite")
a.append(" I don’t conclude")

if 1[3]==True:
a.append(" Hessian negative semidefinite")
a.append(" I don’t conclude")

if 1[4]==True:
a.append(" Undefinite Hessian")
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a.append (" <«selle» point")
except RuntimeError ,data
a.append (" "+str(data))

except TypeError
a.append(" I’m not able to solve these equations.")
return "\n".join(a)

tex/sage/outilsINGE.sage

Exemple 43.1.

Calculer la limite )
lim sin(z) cos(x)

r—00 €T

(43.1)

var(’x’)
f(x)=sin(x)*cos(x)/x
limit (f(x),x=00)

La premiere ligne déclare que la lettre x désignera une variable. Pour la troisieme ligne, notez que
I'infini est écrit par deux petits « o ». A

Exemple 43.2.

Quelques limites et graphes avec Sage.
sin(au)

sin(fBz)
Pour effectuer cet exercice avec Sage, il faut taper les lignes suivantes :

sage: var(’x,a,b’)

(x, a, b)

sage: f(x)=sin(a*x)/sin(b*x)
sage: limit( f(x),x=0 )

a/b

Noter qu’il faut déclarer les variables x, a et b.

sage: f(x)=(sqrt(x**2+1))/(x-2)
sage: limit(f(x),x=00)

1

sage: limit(f(x),x=-00)

-1

Noter la commande pour la racine carré : sqrt. Etant donné que cette fonction diverge en
x = 2, si nous voulons la tracer, il faut procéder en deux fois :

sage: plot(f,(-100,1.9))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: plot(f,(2.1,100))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

La premiere ligne trace de —100 a 1.9 et la seconde de 2.1 a 100. Ces graphiques vous
permettent déja de voir les limites. Attention : ils ne sont pas des preuves! Mais ils sont de
sérieux indices qui peuvent vous inspirer dans vos calculs.

YA

Exemple 43.3.
Calculer les dérivées partielles 0, f, 0y f, 02f, 6§y fs 851 fet (95 f des fonctions suivantes.
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(1) 223 + 322y — 2y? (3) tan(z/y)
(2) In(ay?) (4) 2

Le script Sage suivant (exoDV002.sage) résout I’exercice :

# -x- coding: utf8 -x*-

sl def LesCalculs(f):

print "Pour la fonction ¥%s"%str (f)

print "d_x",f.diff(x).simplify_£full ()

print "d_y",f.diff(y).simplify_£full ()

print "d"2_x",f.diff(x).diff(x).simplify_£full ()
print "d_xd_y",f.diff(x).diff(y).simplify_£full()
print "d_yd_x",f.diff(y).diff (x).simplify_£full ()
print "d"2_y",f.diff(y).diff(y).simplify_£full ()
print ""

;] def exercise _DV002():

var (’x,y’)
fa(x,y)=2%x**3+3*X**k2*ky -2k y**2
fb(x,y)=ln(x*xy**2)
fc(x,y)=tan(x/y)
fd(x,y)=x*xy**2/(x+y)
LesCalculs (fa)

LesCalculs (fb)

LesCalculs (fc)

LesCalculs (£d)

tex/sage/exoDV002.sage

La sortie est :

Pour la fonction (x, y) |--> 2%x73 + 3*x"2xy - 2%y~ 2
d_x (x, y) |-=> 6*%x72 + 6xx*y

d_y (x, y) |-=> 3*%x72 - 4xy

d72_x (x, y) |-=> 12%x + 6%y

d_xd_y (x, y) |-=> 6%x

d_yd_x (x, y) |-=> 6%x

a2y (x, y) |--> -4

Pour la fonction (x, y) |--> log(x*y~2)
d_x (x, y) [-—> 1/x

d_y (x, y) [-—> 2/y

d"2_x (x, y) |-—> -1/x"2

d_xd_y (x, y) |--> 0

d_yd_x (x, y) |-=—> 0

d~2_y (x, y) |-—> -2/y~2

Pour la fonction (x, y) |--> tan(x/y)

d_x (%, y) |--> 1/(y*cos(x/y)"2)

d_y (x, y) |-—> -x/(y™2*cos(x/y)"2)

d~2_x (x, y) |-—> 2*sin(x/y)/(y 2*cos(x/y)"3)

d_xd_y (x, y) |--> -(2xx*xsin(x/y) + y*cos(x/y))/(y~3*cos(x/y)~3)
d_yd_x (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y~3*cos(x/y)~3)
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d~2_y (x, y) |-=> 2*%(x"2*sin(x/y) + x*y*cos(x/y))/(y 4*cos(x/y) 3)

Pour la fonction (x, y) |--> x*xy~2/(x + y)

d_x (x, y) |-=> y73/(x72 + 2*x*xy + y~2)

d_y (x, y) |==> (2%x72%y + xxy"2)/(x72 + 2¥x*y + y~2)

d™2_x (x, y) |-=> -2xy~3/(x73 + 3xx72%y + 3xx*y~2 + y~3)

d_xd_y (x, y) |-=> (3*xxy~2 + y~3)/(x73 + 3*x72xy + 3xx*y~2 + y~3)
d_yd_x (x, y) |-=> (3*xxy™2 + y~3)/(x73 + 3*x"2%y + 3¥x*y~2 + y~3)
d~2_y (x, y) |-=> 2%x73/(x"3 + 3*x"2%y + 3xxxy~2 + y~3)

Exemple 43.4.

Résoudre les systemes suivants.

(1)

1 — 229 + 3x3 — 224 =0
3r1 —Txo — 223+ 424 =0
4x1 + 3x2 + dxr3 + 224 =0

201+ 20 — 223+ 324 =0
3r1 4+ 219 —x3+ 314 =4
31+ 3120 +3x3 —3x4 =9

T1 + 229 — 33 =10

T —2x0 + 3x3 — 224 =0
3r1 — Txo — 223 +4x4 =0
4x1 + 3x2 + drs +2x4 =0

201+ 20 — 223 + 324 =0
3r1 4+ 210 —x3+ 314 =4
31+ 312+ 3x3 —3x4 =9

T, + 220 — 323 =0

(3) 2r1 4+ bxo + 223 =0 (10) 2x1 + dxo + 223 =0
3$1—1‘2—4$3=0 3(1?1—.%'2—4.%’3=0
T1 + 229 —x3 =0 1+ 210 —23=0
21+ 510 + 223 =0 21 4+ 520 + 223 =0
) 21+ 4wy + Tas = 0 (1) 3 )+ 4y + Tag = 0
T1 + 3x9 + 323 =0 1+ 3x2+ 323 =0
T1+x9+x23+2x4=0 T1+x2o+23+724=0
(5) 4 T1+x9+T3—x4 =4 (12) T1+xo+ar3—2T4 =4
1+ 29— 23+ x4 =—4 T1+ a9 — a3+ 234 = —4
T1— X9+ T3+ x4 =2 T1— X2+ T3+ T4 =2
1+ 3x9+3x3 =1 1+ 322+ 33 =1
(6) 1+ 329 + 423 =0 (13) 1+ 3z9 + 423 =0
1+ 4x9 + 313 =3 x1 +4x9 + 323 =3
1 — 329 + 223 = —6 T — 312 + 223 = —6
(7) § —3x1 + 322 —x3 =17 (14) < —3x1 + 3w — a3 =17

2$1—£C2=3

2$1—$2=3

Nous résolvons les systémes en utilisant Sage avec le script suivant.

# o-x-

coding: utf8 -x*-

Ce script Sage résout un

de systémes d’équations

linéaires

certain nombre
du cours INGE1121

import outilsINGE

def exercise_1_1 bcdefhi():
# Exercice 1.1.b (INGE1121)
A=matrix([ [1,-2,3,-2,0],[3,-7,-2,4,0],[4,3,5,2,0]

D
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v=vector ((0,0,0,0,0))

print outilsINGE.SolvelLinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.c (INGE1121)

A=matrix([ [2,1,-2,3],[3,2,-1,3]1,[3,3,3,-3]1 1)
v=vector ((0,4,9))

print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.d (INGE1121)

A=matrix ([ [1,2,-3],[2,5,2],[3,-1,-4] 1)
v=vector ((0,0,0))

print outilsINGE.SolvelinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.e (INGE1121)

A=matrix ([ [1,2,-1],[2,5,2],[1,4,7],[1,3,3] 1)
v=vector ((0,0,0,0))

print outilsINGE.SolvelinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.f (INGE1121)

A=matrix([ [1,1,1,1],[1,1,1,-1],[1,1,-1,1],[1,-1,1,1]1 1)
v=vector ((0,4,-4,2))

print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.h (INGE1121)

A=matrix([ [1,3,3]1,[1,3,4],[1,4,3] 1)

v=vector ((1,0,3))

print outilsINGE.SolvelLinearSystem(A,v)

# Exercice 1.1.i (INGE1121)

A=matrix([ [1,-3,2],[-3,3,-1]1,[2,-1,0] 1)
v=vector ((-6,17,3))

print outilsINGE.SolvelLinearSystem(A,v)
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tex/sage/exoll.sage

Le résultat est le suivant :

The given matrix corresponds to the system
xl - 2*x2 + 3*x3 - 2%x4 ==
3xxl - 7*x2 - 2*x3 + 4*x4 == 0

4xx1 + 3*xx2 + b*x3 + 2%xx4 == 0

And the solutions are

[

[x1 == -23/16%r19, x2 == -5/16*r19, x3 == 15/16*r19, x4 == r19, x5 == ri8]
]

The given matrix corresponds to the system
2%x1 + x2 - 2*%x3 + 3*x4 == 0

3xx1 + 2*%x2 - x3 + 3xx4 == 4

3*x1 + 3*x2 + 3%x3 - 3*x4 == 9

And the solutions are

[

[x1 == 3%r20 - 7, x2 == —-4%r20 + 11, x3 == r20, x4 == 1]
]

The given matrix corresponds to the system
x1 + 2%x2 - 3*%x3 ==

2xx1 + b*x2 + 2%x3 == 0

3xx1 - x2 - 4%x3 == 0

And the solutions are

[

[x1 == 0, x2 == 0, x3 == 0]

]
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The given matrix corresponds to the system
x1l + 2%x2 - x3 ==

2*x1 + bxx2 + 2*%x3 == 0

x1 + 4%x2 + 7*x3 == 0

x1l + 3*x2 + 3%x3 == 0

And the solutions are

L

[x1 == 9%r21, x2 == -4x*r21, x3 == r21]

]

The given matrix corresponds to the system
x1l + x2 + x3 + x4 ==

x1 + x2 +x3 - x4 =4

x1 + x2 - x3 + x4 == -4

x1 - x2 + x3 + x4 == 2

And the solutions are

[

[x1 == 1, x2 == -1, x3 == 2, x4 == -2]

]

The given matrix corresponds to the system
x1 + 3%x2 + 3*x3 1

x1 + 3%x2 + 4%x3 == 0

x1 + 4*%x2 + 3*x3 3

And the solutions are

[
[x1 == -2, x2 == 2, x3 == -1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 - 3*%x2 + 2%x3 == -6
-3*x1 + 3*%x2 - x3 == 17
2%x1 - x2 ==
And the solutions are
[
[x1 == 37, x2 == 71, x3 == 85]
]
A

Exemple 43.5.
Pour chacun des systemes suivants A - X = B,

(1) Résoudre le systéme par échelonnement,

(2) Calculer A™1,

(3) Vérifier votre réponse en calculant A~!B. Qu’étes-vous censé obtenir ?

Les énoncés sont
(1)
2 1 =2 10
A=13 2 2|, B=|1 (43.2)
5 4 3 4

Nous utilisons Sage pour fournir la réponse. Le code suivant résout le systeme et donne l'inverse
de la matrice :

1|# -*- coding: utf8 -x*-

2



43.1. GRAPHIQUES 2551

import outilsINGE

def exercise 1 _3():
A=matrix([[2,1,-2],[3,2,2],[5,4,3]1]1)
v=vector ((10,1,4))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
print "Matrice inverse :"

print A.inverse()

tex/sage/exol3.sage

La sortie est ici :

The given matrix corresponds to the system
2%x1 + x2 - 2*%x3 == 10

3*x1 + 2*%xx2 + 2%x3 == 1
5xx1 + 4*%xx2 + 3%x3 == 4

And the solutions are

[

[x1 == 1, x2 == 2, x3 == -3]
]

Matrice inverse :

[ 2/7 11/7 -6/7]

[ -1/7 -16/7 10/7]

[ -2/7 3/7 -1/7]

A
Exemple 43.6.
Sachant que (—1,0,1,0) est un vecteur propre de la matrice
2 1 -1 1
1 0 1 1
A=101 2 1 (43.3)
1 1 1 0
(1) Diagonaliser A au moyen d’une matrice orthogonale
(2) Ecrire la forme quadratique X*AX sous forme d’une somme pondérée de carrés.
Calculons Av afin de savoir la valeur propre associée au vecteur donné :
2 1 -1 1 -1 -3
1 0 1 1 0 0
-1 1 2 1 1] | 3 (43.4)
1 1 1 0 0 0

La valeur propre est donc 3. Nous savons donc que (A — 3) pourra étre factorisé dans le polynome
caractéristique.

Pour le reste de I'exercice c’est standard et c’est résolu de la fagon suivante :

3l import outilsINGE

# -*x- coding: utf8 -x*-

def exercise_6_5(Q):
A=matrix(QQ,4,4,[2,1,-1,1,1,0,1,1,-1,1,2,1,1,1,1,0])
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x=outilsINGE.QuadraticForm(A)
print X

EXEMPLES AVEC SAGE

tex/sage/exo65.sage

qui retourne

Hi guy; I’m the quadratic form associated with the matix
2 1 -1 1]

1 0 1 1]

11 2 1]

1 1 1 0]

My eigenvalues and eigenvectors are :

3> (1, 0, -1, 0)

3->(0, 1,2, 1)

-1 -> (1, 0, 1, -2)

-1 -> (0, 1, 0, -1)

I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors :
(1/2*sqrt(2), 0, -1/2*sqrt(2), 0)

(1/2, 1/2, 1/2, 1/2)

(1/6*sqrt(6), 0, 1/6*sqrt(6), -1/3*sqrt(6))

[
[
[-
[

(-1/2*sqrt(1/3), 3/2*sqrt(1/3), -1/2xsqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3))

A matrix B such that B"tAB is diagonal is

[ 1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 0 3/2%sqrt(1/3)]
[ -1/2*sqrt(2) 1/2 1/6%sqrt(6) -1/2%sqrt(1/3)]
[ 0 1/2  -1/3*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]

I’'m quite pretty in the following variables ...

x1 = -1/2xsqrt(1/3)*y4 + 1/2xsqrt(2)*yl + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2%y2

x2 = 3/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2xy2

x3 = -1/2xsqrt(1/3)*y4 - 1/2*sqrt(2)*yl + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2%y2

x4 = -1/2*sqrt(1/3)*y4d - 1/3*sqrt(6)*y3 + 1/2%xy2
Look at me when I wear my cool variables
3xyl72 + 3%y272 - y372 - y472

Exemple 43.7.
Rechercher les extrémums des fonctions suivantes

(2) f(x,y) =23 + 3zy? — 150 — 12y
3) flo,y) =%+ — 22 3z —4y—3

Les corrigés sont créés par le script Sage exo101.sage
# —*x- coding: utf8 -*-
import outilsINGE

def exercise_10_1_AQ):
var(’x,y’)
f(x,y)=2-sqrt (x**2+y**2)
print outilsINGE.Extrema(f)
def exercise_10_1_BQ):
var(’x,y’)
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f(x,y)=xx*3+3kxxy**2-15%xx-12%y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise 10 1 CQ:
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3/3+4*y**3/3-x**2-3*x—4*y-3
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :

(1) The function :
(x, y) |-=> -sqrt(x™2 + y~2) + 2
Derivative x and y :
(x, y) |=-=> -x/sqrt(x"2 + y~2)
(x, y) |-=> -y/sqrt(x"2 + y~2)
Hessian matrix :

[-sqrt(x72 + y™2)*y~2/(x74 + 2%xx72xy~2 + y~4) xxy/(x72 + y~2) 7 (
[ xxy/(x72 + y72)7(3/2) -sqrt(x™2 + y"2)*x72/(x74 + 2*x"2%y"2 + -
Critical points :

(0, 0)

At (0,0), the Hessian is
power: :eval(): division by zero

Ici nous voyons que Sage a du mal & calculer la matrice hessienne en (0,0). En effet, nous
tombons sur une division par zéro. Pour résoudre l’exercice, il faut se rendre compte que
la fonction (z,y) — /2% + y? est toujours positive et est nulle seulement au point (0, 0).
Donc f est toujours plus petite ou égale a deux tandis que f(0,0) = 2. Le point est donc un
maximum global.

(2) The function :
(x, y) |-=> x73 + 3*xxy~2 - 15%x - 12%y
Derivative x and y :
(x, y) |-—> 3*%x72 + 3*%y~2 - 15
(x, y) |-—> 6*xxxy - 12
Hessian matrix :
[6*x 6*y]
[6xy 6%x]
Critical points :
(2, 1)
(1, 2)
(-1, -2)
(-2, -1)
At (2,1), the Hessian is
(12, 6)
(6, 12)
Primary principal minors are [108, 12]
Hessian positive defined
local minimum
At (1,2), the Hessian is
(6, 12)
(12, 6)
Primary principal minors are [-108, 6]
Undefinite Hessian
«selle» point
At (-1,-2), the Hessian is
(-6, -12)
(-12, -6)
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Primary principal minors are [-108, -6]
Undefinite Hessian
«selle» point
At (-2,-1), the Hessian is
(-12, -6)
(-6, -12)
Primary principal minors are [108, -12]
Hessian negative defined
local maximum

The function :
(x, y) |==> 1/3%x73 - x72 + 4/3xy~3 - 3%x - 4%y - 3
Derivative x and y :
(x, y) |-=>x72 - 2%xx - 3
(x, y) |-—> 4xy~2 - 4
Hessian matrix :
[2*x - 2 0]
[ 0 8x*y]
Critical points :
3, 1
(-1, 1)
(3, -1)
(-1, -1
At (3,1), the Hessian is
(4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [32, 4]
Hessian positive defined
local minimum
At (-1,1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [-32, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point
At (3,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [-32, 4]
Undefinite Hessian
«selle» point
At (-1,-1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [32, -4]
Hessian negative defined
local maximum

Exemple 43.8.
Déterminer les valeurs extrémes et les points de selle des fonctions suivantes.

EXEMPLES AVEC SAGE
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(1) f(z,y) = 2> + 4z + 3% — 2y.
(2) f(a,y) ="+,

(3) f(z,y) = e"sin(y).
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Certains corrigés de cet exercice ont étés réalisés par Sage. Le script utilisé est ex0103.sage

# -*- coding: utf8 -x*-
import outilsINGE

def exercise_10_3 A():
var (’x,y’)
f (X,y)=x**2+4*x+y**2—2*y
print outilsINGE.Extrema (f)

def exercise 10_3 H():
var (’x,y’)
f(x,y)=exp(x*x*2+x*xy)
print outilsINGE.Extrema (f)

s|def exercise_10_3 _QQ):

var (’x,y’)
f(x,y)=exp(x)*sin(y)
print outilsINGE.Extrema (f)

tex/sage/ex0103.sage

Des réponses :

(1) The function :
(x, y) |==> %72 + y72 + 4*x - 2%y
Derivative x and y :
(x, y) |-—> 2%xx + 4
(x, y) |-=> 2%y - 2
Hessian matrix :
[2 0]
[0 2]
Critical points :
(-2, 1)
At (-2,1), the Hessian is
(2, 0)
(0, 2)
Primary principal minors are [4, 2]
Hessian positive defined
local minimum

(2) The function :
(x, y) |-—> e™(x72 + x*y)
Derivative x and y :
(x, y) |-=> (2xx*e”(x72) + y*e” (x72))*e” (x*y)
(x, y) |-=> x*xe”(x72 + xxy)
Hessian matrix :

[(4*x*xy*e”™ (x72) + y™2%e™(x72) + 2% (2%x72 + 1)*e”(x72))*e” (x*y)
[ (xxyxe~(x72) + (2*%x72 + 1)*xe”(x72))*e” (x*y)

Critical points :
(0, 0

(X*y*¢
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At (0,0), the Hessian is
2, 1
(1, 0)
Primary principal minors are [-1, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

(3) The function :
(x, y) |-—> e"x*sin(y)
Derivative x and y :
(x, y) |-—> e"x*sin(y)
(x, y) |-—> e~ x*cos(y)
Hessian matrix :
[ e"xxsin(y) e"x*cos(y)]
[ e"x*cos(y) -ex*sin(y)]
Critical points :
I’'m not able to solve these equations.
I’'m not able to solve these equatiomns.
At ( ,I), the Hessian is
I’'m not able to solve these equatiomns.
At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equatiomns.

EXEMPLES AVEC SAGE

Ici, Sage n’est pas capable de résoudre les équations qui annulent le jacobien. Les équations

a résoudre sont pourtant faciles :

(43.5a)
(43.5Db)

Etant donné que I'exponentielle ne s’annule jamais, il faudrait avoir en méme temps cos(y) =
0 et sin(y) = 0, ce qui est impossible. La fonction n’a donc aucun extrémums local.

Exemple 43.9.
Considérons la fonction

fz,y) = zy’e
1) Montrer qu’il y a une infinité de points critiques.
q y p q
(2) Déterminer leur nature.

Voici la fonction Sage qui fournit les informations :

—(@*+y?)/4.

A

(43.6)

# -*%x- coding: utf8 -x*-

s import outilsINGE

def exercise 10 _4():
var (’x,y’)
f(x,y)=x*xy*x2%xexp (- (x*x*2+y*%x2) /4)
print outilsINGE.Extrema(f)

tex/sage/ex0l04.sage

La sortie est

The function :
(x, y) |==> xxy~2%e”(-1/4*x"2 - 1/4*y~2)
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Derivative x and y :

(x, y) |==> -1/2*%(x"2 - 2)xy~2*xe~(-1/4*x"2 - 1/4*xy~2)
(x, y) |==> -1/2*%(x*y~3 - 4d*xxxy)*e” (-1/4xx"2 - 1/4%y~2)
Hessian matrix :

[ 1/4%(x73 - 6*x)*xy~2xe” (-1/4%x72 - 1/4%y~2) 1/4x((x72 - 2)*y~3 - 4% (x72 - 2
[1/4%((x72 - 2)*y~3 - 4%(x"2 - 2)*y)*e”(-1/4*x"2 - 1/4xy~2) 1/4%(xxy~4 - 10*x*xy~2 +
Critical points :

(r17, 0)

(-sqrt(2), -2)
(sqrt(2), -2)
(-sqrt(2), 2)
(sqrt(2), 2)
At (r17,0), the Hessian is
(0, 0)
(0, 2xr17*e~(-1/4%*r17°2))
Primary principal minors are [0, O]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude
At (-sqrt(2),-2), the Hessian is
(4*sqrt (2)*e~(-3/2), 0)
(0, 4xsqrt(2)*e~(-3/2))
Primary principal minors are [32xe”(-3), 4*sqrt(2)*e~(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum
At (sqrt(2),-2), the Hessian is
(-4*sqrt (2)*e~(-3/2), 0)
(0, -4xsqrt(2)*e~(-3/2))
Primary principal minors are [32xe”(-3), —4*sqrt(2)*e~(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum
At (-sqrt(2),2), the Hessian is
(4*sqrt (2)*e~(-3/2), 0)
(0, 4xsqrt(2)*e~(-3/2))
Primary principal minors are [32*e”(-3), 4xsqrt(2)*e~(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum
At (sqrt(2),2), the Hessian is
(—4*xsqrt(2)*e~(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e~(-3/2))
Primary principal minors are [32*e”(-3), -4xsqrt(2)*e~(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

Notez la présence de r1 comme parametres dans les solutions. Tous les points avec y = 0 sont
des points critiques. Cependant, Sage ! ne parvient pas a conclure la nature de ces points (x,0).

Notons que le nombre f(x,%) a toujours le signe de x parce que y? et 'exponentielle sont
positives. Toujours? En tout cas lorsque z # 0. Prenons un point (a,0) avec a > 0. Dans un
voisinage de ce point, nous avons f(z,y) > 0 parce que si a > 0, alors > 0 dans un voisinage de
a. Le point (a,0) est un minimum local parce que 0 = f(a,0) < f(z,y) pour tout (x,y) dans un
voisinage de (a, 0).

1. ou, plus précisément, le programme que j’ai écrit avec Sage.
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De la méme fagon, les points (a,0) avec a < 0 sont des maximums locaux parce que dans un
voisinage, la fonction est négative.
Le point (0,0) n’est ni maximum ni minimum local. C’est un point de selle.

A
Exemple 43.10.
Dériver les fonctions suivantes.
(1) sin (In(z))
sinz
2 ;
(2 =
(3) e
(4) cos(z)s™®)
Le programme suivant par Sage résout l’exercice :
#! /usr/bin/sage -python
# -x- coding: utf8 -x*x-
from sage.all import *
| var (2 x )
/| f=sin (1n(x))
print f.diff (x)
f=sin(x)/x
print f.diff (x)

f=exp(x**2)
print f.diff (x)

slf=cos (x) **x(sin(x))
print f.diff (x)

tex/sage/corrDerive 0002.sage
Le résultat est :

cos(log(x))/x

cos(x)/x - sin(x)/x"2

2xx*xe” (x72)

(log(cos(x))*cos(x) - sin(x)~2/cos(x))*cos(x) sin(x)

Exemple 43.11.
Donner une approximation de In(1.0001).

| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |

sage: numerical_approx(1n(1.0001))
0.0000999950003332973




Chapitre 44

Epilogue : la constante de Weiner

Nous voici a la fin du Frido. Nous avons étudié beaucoup de math, et beaucoup reste a voir.
En guise de conclusion, je voudrais vous parler de la constante de Weiner, introduite dans [654].
Il s’agit d’une constante, qui comme 7 ou e intervient dans a peu pres tous les domaines de la
mathématique.

Comme toujours, il existe énormément de définitions équivalentes différentes ; nous choisissons
celle-ci, motivée par le théoréme de Weinersmith 27.45.

Définition 44.1.
La constante de Weiner W, est l'unique réel p tel que [’espace Lp(]R7) soit un espace de Hilbert.

Cette constante intervient de fagon centrale dans de nombreux résutats dans tous les domaines ;
nous en citons quelques-uns.

1) La moyenne de tout couple de réels peut étre calculée en divisant leur somme par la constante
de Weiner ! .

(2) La constante de Weiner donne l'indice du groupe alterné dans le groupe symétrique pour
tous les ordres, théoreme 5.30.

(3) La constante de Weiner donne une borne inférieure optimale pour I’ensemble des nombres
premiers.

(4) La constante de Weiner est a la fois 'unique point fixe non trivial de la fonction factorielle
et le nombre de points fixes de la méme fonction.

(5) Tout automorphisme d’anneau a un polyndéme minimal dont le degré est donné par la
constante de Weiner.

(6) L’égalité ab = 0 dans un anneau n’implique pas spécialement a = 0 ou b = 0 lorsque la
caractéristique de ’anneau est égale a la constante de Weiner, et seulement dans ce cas.

(7) Pour I'anecdote, la constante de Weiner donne le rapport 7/7 ; elle est aussi la partie entiere
de e.

Il reste encore de nombreuses conjectures mettant en valeur la constante de Weiner :

(1) La fameuse droite critique de la conjecture de Riemann est donnée par l'inverse de la
constante de Weiner.

(2) Soit P I’ensemble de nombres premiers. Est-ce que ’ensemble
{(p,q) e P x P tel que 0 < |p—q| = W} (44.1)

est fini?

1. C’est historiquement la premiére propriété énoncée de la constante de Weiner; elle suggere également une
notion de constante de Weiner généralisée pour moyenner un nombre arbitraire de nombres. La construction des
nombres de Weiner généralisés est en projet dans la section 1.3.
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D’aucuns pourraient objecter que tout cela n’est que fantaisie et trivialité. Il n’en est rien. La
preuve que la constante de Weiner est centrale en mathématique est précisément qu’elle avait déja
un nom et un symbole réservé bien avant le début de I'histoire des mathématiques.

Le fait est que toutes les mathématiques que vous connaissez se basent sur les nombres entiers ;
cela n’est pas du tout une trivialité.



Chapitre 45

Développements possibles

Nous donnons ici quelques idées de développements associés aux lecons mises a jour en 2021.
Parfois, il est bon d’ajouter quelques lemmes au développement proposé, si il est trop court. Si
I’'un ou 'autre ne vous semble pas adapté a I’énoncé de la legon, faites le moi savoir.

45.1 Algebre et géométrie
Exemples d’équations en arithmétique.

PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

Racines d’un polyn6me. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applica-
tions.

Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.
Distances et isométries d’un espace affine euclidien.

Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Exemples d’utilisation de techniques d’algébre en géométrie.
— Partitions d’un entier en parts fixées, théoreme 26.53.

— Théoréme de Sophie Germain, théoréme 6.19.

Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.
— Structure des groupes d’ordre pq, théoreme 5.25.

— Les groupes abéliens finis, théoréme 5.23.

Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes
quotients. Applications.

— Le groupe alterné A,, est simple, théoréeme 5.36.

— Structure des groupes d’ordre pq, théoreme 5.25.
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Méthodes combinatoires, problemes de dénombrement.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).
— Nombres de Bell, théoreme 15.160.

— Le dénombrement des solutions de I’équation a1ny + ... apn, = n utilise des séries entieéres
et des décompositions de fractions en éléments simples, théoréeme 26.53.

Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.
— Théoreme de Carathéodory 8.42.
— Points extrémaux de la boule unité dans £(E), théoréeme 13.37.

— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, iso-
tropie. Applications.

— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119, voir le lemme de Morse lui-méme 20.198.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.

— Sous-groupes compacts de GL(n, R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.

— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

Systemes d’équations linéaires; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

— Méthode du gradient a pas optimal 17.115.

Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
— Décomposition polaire 13.32.
— Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.

— Théoreme 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.

— Théoréme 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
— Théoréme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoreme 9.293.
— Décomposition de Dunford, théoreme 9.245.

— Théoréeme de Lie-Kolchin 12.102.

Exponentielle de matrices. Applications.
— Décomposition de Dunford, théoreme 9.245.

— Théoréme de Von Neumann 17.64.
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Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
— Théoréme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoreme 9.293.

— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27, parce qu’un utilise le
résultat de diagonalisation simultanée.

— Equation de Hill y" + qy = 0, proposition 32.43.
— Décomposition de Dunford, théoréme 9.245.

— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.281.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— Equation de Hill y” + qy = 0, proposition 32.43.
— Décomposition de Dunford, théoreme 9.245.
— Théoreme de Lie-Kolchin 12.102.

Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Théoréme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoreme 9.293.
— Décomposition de Dunford, théoreme 9.245.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Déterminant. Exemples et applications.

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théoreme qui donne
I'unicité du déterminant du fait que I’espace est de dimension un.

— Théoreme de Rothstein-Trager 20.98 parce que le résultant est est un.

— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théoreme qui donne
I'unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.

— Théoréme de la dimension 4.12.
— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Théoreme 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

— Stabilité du rang par extension des scalaires, proposition 9.264.

Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoréeme 23.95.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Polyndémes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applica-
tions.

— Irréductibilité des polynémes cyclotomiques, proposition 19.28.

— Polynomes irréductibles sur IFy.
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Extensions de corps. Exemples et applications.
— Polynémes séparables, proposition 6.152.
— Lien entre les racines (multiples) de P et P’, proposition 6.152.
— Théoreme de I’élément primitif 6.159.
— A propos d’extensions de @, le lemme 6.170.
— Polynomes irréductibles sur IF,.

— Polygones réguliers constructibles, théoreme de Gauss-Wantzel, 19.93.

Corps finis. Applications.
— Théoreme de Chevalley-Warning 19.49.
— Loi de réciprocité quadratique 19.45.
— (Z/pZ)* ~ Z/(p — 1)Z, corolaire 19.37.

— Polynomes irréductibles sur IF,.

Nombres premiers. Applications.
— Structure des groupes d’ordre pq, théoreme 5.25.
— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théoreme 15.111.
— RSA, section 19.2, plus I'exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théoréme de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33.
— (Z/pZ)* ~ Z/(p — 1)Z, corolaire 19.37, peut-étre redondant avec les groupes d’ordre pg.
— Irréductibilité des polynomes cyclotomiques, proposition 19.28.

— Théoréme des deux carrés, théoréme 6.25.

Anneaux Z/nZ. Applications.
— RSA, section 19.2, plus ’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théoreme de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33.
— (Z/pZ)* ~Z/(p — 1)Z, corolaire 19.37.
— Groupes d’ordre pq, théoréme 5.25.

— Irréductibilité des polynomes cyclotomiques, proposition 19.28.

Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.

— RSA, section 19.2. Assez indirect : la systéme RSA se base sur la formule p(pg) = (p—1)(¢—1),
laquelle se base sur I'isomorphisme Z/pZ x Z/qZ ~ Z/pqZ et leurs générateurs.

— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoreme 23.95, parce que c’est
avec lui qu’on montre les générateurs du groupe modulaire dans le corolaire 23.96.

— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Table des caracteres du groupe diédral, section 18.16.
— Le groupe alterné est simple, théoreme 5.36.

— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Représentations et caractéres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples
— Table des caracteres du groupe diédral, section 18.16.

— Table des caracteres du groupe symétrique Sy, section 16.5.
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Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie £ , sous-groupes de GL(FE).
Applications.

Théoréeme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréme 9.293.
Décomposition de Bruhat, théoréme 13.39.

Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.

Décomposition polaire 13.32.

Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.

Théoréeme de Von Neumann 17.64.

Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.

RSA, section 19.2, plus I’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).

Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3.

Décomposition de Bruhat, théoréme 13.39.

Polynomes semi-symétriques, proposition 9.13.

Table des caracteres du groupe diédral, section 18.16.

Table des caracteres du groupe symétrique Sy, section 16.5.

Isométries du cube, section 5.7.

Le groupe alterné est simple, théoreme 5.36.

Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de 'unité.
Applications.

Théoréeme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréme 9.293.

Forme faible du théoréme de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33 (parce qu’on parle de
polynémes cyclotomiques qui sont basés sur les racines de I'unité).

Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoreme 23.95, parce qu’on y
utilise un peu les propriétés des nombres du type |z| = 1.

Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.
Irréductibilité des polynémes cyclotomiques, proposition 19.28.
Théoréeme de Wedderburn 19.34.

Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoréme 23.95.
Polynoémes semi-symétriques, proposition 9.13.

Lemme de Morse, lemme 20.198.

Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.

Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.
Théoréeme de Wedderburn 19.34.

Isométries du cube, section 5.7.

Algorithme des facteurs invariants 4.107.

45.2 Analyse

Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
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Approximation d’une fonction par des fonctions réguliéres. Exemples et applications.

Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions en analyse et en géométrie.

Applications différentiables définies sur un ouvert de R" . Exemples et applications.

Equations différentielles ordinaires. Exemple de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires
Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence u,i1 = f(uy).
Exemples. Applications a la résolution approchée d’équations.

Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes par-
tielles des séries numériques. Exemples.

Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systémes linéaires, recherche
de vecteurs propres, exemples.

Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.
Problémes d’interversion de limites et d’intégrales.

Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications
Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorémes limite. Exemples et ap-
plications.

Variables aléatoires discrétes. Exemples et applications.

Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.
Illustration de la notion d’indépendance en probabilité.

Exemples d’utilisation de courbes en dimension 2 ou supérieure.

Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et applica-
tions.

— Le théoréme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoreme 26.81.
— Les théoremes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

— Prolongement méromorphe de la fonction I' d’Euler.
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Utilisation de la notion de convexité en analyse.
— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

— Peut-étre la méthode de Newton, théoreme 34.63, mais je ne sais pas tres bien pourquoi.

Transformation de Fourier. Applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

— Equation de Schrodinger, théoréme 32.46.

Séries de Fourier. Exemples et applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Inégalité isopérimétrique, théoreme 28.23.

— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 28.21.

Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Théoreme taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Le théoréme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoreme 26.81.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans LP.
— Théoréme de Montel 27.199.

— Prolongement méromorphe de la fonction I' d’Euler.

Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— La proposition 32.41 donne un résultat sur y” +qy = 0 a partir d’une hypothése de croissance.
— L’inégalité de Jensen, proposition 36.60.

— Méthode de Newton, théoreme 34.63, si on parvient a expliquer quelle est le lien entre la
méthode de Newton et la convexité.

— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Théoréme d’inversion locale, théoréme 17.50.

— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— Espace de Sobolev H'(I), théoréme 31.6.
— Inégalité isopérimétrique, théoreme 28.23.

— Dual de Lp([(), 1]) pour 1 < p < 2, proposition 27.160.

Espaces de fonctions : exemples et applications.
— Théoréme de Fischer-Riesz 27.44.
— Espace de Sobolev H!(I), théoréme 31.6.
— Théoréme de Cauchy-Lipschitz 17.42.
— Dual de LP([0, 1]) pour 1 < p < 2, proposition 27.160.



2568 CHAPITRE 45. DEVELOPPEMENTS POSSIBLES

Utilisation de la notion de compacité.

— Le théoréme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoreme 26.81.

— Suite telle que limg_, o d(ugs1,ur) = 0, théoréme 7.265.

— Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théoréme de Montel 27.199.

— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

Connexité. Exemples et applications.
— Théoréme de Runge 26.25.
— Suite telle que limg_, o d(ugs1,ur) = 0, théoréme 7.265.
— Théoréme de Brouwer en dimension 2 via I’homotopie 26.21.

— Théoréme de Lie-Kolchin 12.102.

Espaces complets. Exemples et applications.

— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans LP.

— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théoréme 17.129
— Complétion d’un espace métrique, théoreme 17.136.

— Théoréme de Fischer-Riesz 27.44.

— Théoreéme de Cauchy-Lipschitz global 17.43.

Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théoreme 17.129
— Lemme de Borel 15.158.
— Prolongement méromorphe de la fonction I' d’Euler.

— Théoréme de Tietze 27.156.

Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— Théoréme de Fischer-Riesz 27.44.
— Théoréme de Banach-Steinhaus 11.136.
— Dual de Lp([O, 1]) pour 1 < p < 2, proposition 27.160.

45.3 Anciennes lecons

Transformation de Fourier. Applications.

— Théoreme de Cauchy-Lipschitz global 17.43.

Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires.

Exemples et applications.
— Equation de Hill y” + qy = 0, proposition 32.43.
— Théoreme de stabilité de Lyapunov 32.38.
— Le systeme proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.39

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz global 17.43, si on parvient a réexprimer le théoréme dans le

cas linéaire.
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Exemples de parties denses et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théoréme 17.129
— Complétion d’un espace métrique, théoreme 17.136.
— Points extrémaux de la boule unité dans £L(F), théoréeme 13.37.
— Critere de Weyl, proposition 28.10.
— Densité des polynémes dans CO([O, 1]), théoréme de Bernstein 36.145.

— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Applications des formules de Taylor.
— Méthode de Newton, théoréme 34.63

— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et ap-
plications.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théoréme 15.111.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

— Théoréme taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.

— Nombres de Bell, théoreme 15.160.

— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.

— Théoréme d’Abel angulaire 20.89.

Espaces [P, 1 <p<®
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans LP.
— Théoréme de Fischer-Riesz 27.44.
— Espace de Sobolev H'(I), théoréme 31.6.
— Dual de Lp([(), 1]) pour 1 < p < 2, proposition 27.160.

Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théoreme 38.53.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Nombres de Bell, théoreme 15.160.
— Théoréme d’Abel angulaire 20.89.

Applications des nombres complexes a la géométrie.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoréme 23.95.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168

— Le groupe circulaire, proposition 23.94.

Sous-groupes discrets de R?. Réseaux. Exemples

— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions
2 et 3.

— Isométries du cube, section 5.7.
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Exemples d’équations diophantiennes.
— Dans 3.2.7, nous résolvons ax + by = c en utilisant Bézout (théoréme 1.228).
— L’exemple 3.114 résout ’équation 22 +2 = 3> en parlant de 'extension Z[i1/2] et de stathme.
— Les propositions 3.118 et 3.120 parlent de triplets pythagoriciens.

— Le dénombrement des solutions de I'équation a1ni + ... apn, = n utilise des séries enticres
et des décompositions de fractions en éléments simples, théoreme 26.53.

Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
— Suites de décomposition et théoréme de Jordan-Holder 2.21.
— Groupes d’ordre pq, théoréme 5.25.
— Le groupe alterné est simple, théoréme 5.36.
— Théoréme de Lie-Kolchin 12.102.

Sous-groupes finis de O(2,R) et O(3,R). Applications
— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Groupes finis. Exemples et applications.
— RSA, section 19.2, plus ’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Théoreme de Wedderburn 19.34.

— Théoréme de Sylow 5.11. Tout le théoreme, c’est un peu long. On peut se contenter de la
partie qui dit que G contient un p-Sylow.

— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).

— Suites de décomposition et théoréme de Jordan-Holder 2.21.

— Théoréme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréme 9.293.
— (Z/pZ)* ~Z/(p — 1)Z, corolaire 19.37.

— Groupes d’ordre pq, théoreme 5.25.

— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.

— Le groupe alterné est simple, théoreme 5.36.

— Isométries du cube, section 5.7.

Angles : Définitions et utilisation en géométrie

— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applica-
tions

— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.

Applications affines
— Les groupes de pavage de R2, théoréme 18.212.

Utilisation des groupes en géométrie.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théoreme qui donne
I'unicité du déterminant du fait que ’espace est de dimension un.

— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoréme 23.95.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Isométries du cube, section 5.7.

— Les groupes de pavage de R?, théoréme 18.212.
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Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Exemples et
applications.

— Décomposition de Bruhat, théoreme 13.39.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications
— Décomposition polaire 13.32.

— Décomposition de Dunford, théoreme 9.245.

Résultant. Applications.
— Théoréme de Rothstein-Trager 20.98.

— Théoréeme de Kronecker 9.20.

Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.

— Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.

Exemples d’utilisation de la notion de dimension d’un espace vectoriel.

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théoréme qui donne
I'unicité du déterminant du fait que I’espace est de dimension un.

— Théoreme de la dimension 4.12, bien que ce soit plutét dans la définition de la dimension
que dans l'utilisation.

— Théoréme de Carathéodory 8.42.

Corps des fractions rationnelles 4 une indéterminée sur un corps commutatif. Appli-
cations.

— Théoréme de Rothstein-Trager 20.98.

— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.

Anneau de séries formelles. Applications.
— Nombres de Bell, théoreme 15.160.

— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.

Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applications.
— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

— Une forme canonique pour les transvections et dilatations, théoréme 13.8.

Algébre des polyndmes d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.

— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.

Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.
— Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.
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Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Applications a la réduction d’un
endomorphisme en dimension finie.

— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.281.

Applications des nombres complexes a la géométrie. Homographies.

— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoreme 23.95. Parce que ’action
est avec des homographies.

Anneaux principaux. Applications
— Polynéme minimal d’endomorphisme semi-simple, théoreme 9.103.
— Théoréeme de Bézout, corolaire 3.92.
— Théoréme des deux carrés, théoréme 6.25.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Représentations de groupes finis de petit cardinal.
— Table des caracteres du groupe diédral, section 18.16.

— Table des caractéres du groupe symétrique Sy, section 16.5.

Algeébre des polyndémes a n indéterminées (n > 2). Polynémes symétriques. Applica-
tions.

— A propos d’extensions de @, le lemme 6.170.
— Polyn6émes semi-symétriques, proposition 9.13.
— Théoréme de Chevalley-Warning 19.49.

— Théoreme de Kronecker 9.20.

Racines d’un polynémes. Fonctions symétriques élémentaires. Localisation des racines
dans les cas réel et complexe.

— A propos d’extensions de @, le lemme 6.170.

135 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Forme réduite. Ap-
plications en dimensions 2 et 3.

— Points extrémaux de la boule unité dans L£(F), théoreme 13.37.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168

— Isométries du cube, section 5.7.

248 - Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynomiales.
Exemples.

— Théoréme taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Théoreme de Runge 26.25.
— Densité des polyndmes dans C?([0,1]), théoréme de Bernstein 36.145.

250 - Loi des grands nombres. Théoréme central limite. Applications.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.143.

— Estimation des grands écarts, théoréme 36.129.
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251 - Indépendance d’événements et de variables aléatoires. Exemples.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.143.
— Estimation des grands écarts, théoréme 36.129.
— Densité des polynémes dans C’O([O, 1]), théoreme de Bernstein 36.145.

— Probléme de la ruine du joueur, section 39.4.

252 - Loi binomiale. Loi de Poisson. Applications.
— Estimation des grands écarts, théoréme 36.129.
— Densité des polynémes dans CO([O, 1]), théoréme de Bernstein 36.145.

— Probléme de la ruine du joueur, section 39.4.

219 - Problémes d’extrémums.
— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

— Ellipsoide de John-Loewner, proposition 17.123.

Equations différentielles X’ = f(t, X). Exemples d’étude des solutions en dimension 1
et 2.

— Théoréme de Cauchy-Lipschitz 17.42.

— Théoréme de stabilité de Lyapunov 32.38.

— Equation de Hill 4’ + qy = 0, proposition 32.43.

— Le systeme proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.39

223 - Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
— Théoreme taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Méthode de Newton, théoreme 34.63
— Théoréme d’Abel angulaire 20.89.

224 - Comportement asymptotique de suites numériques. Rapidité de convergence.
Exemples.

— Le dénombrement des solutions de I'équation a1ni + ...apn, = n utilise des séries entieres
et des décompositions de fractions en éléments simples, théoreme 26.53.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théoréme 15.111.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15, grace a 'exemple 29.16.
— Méthode de Newton, théoreme 34.63

— Estimation des grands écarts, théoreme 36.129.

— Le dénombrement des solutions de I'équation a1ny + ... apn, = n utilise des séries entieres
et des décompositions de fractions en éléments simples, théoreme 26.53.

226 - Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération u,; =
f(up). Exemples.

— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Méthode de Newton, théoreme 34.63
— Méthode du gradient a pas optimal 17.115.
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245 - Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et appli-
cations.

— Le théoreme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoreme 26.81.
— Théoreme de Montel 27.199.

— Prolongement méromorphe de la fonction I' d’Euler.

238 - Méthodes de calcul approché d’intégrales et de solutions d’équations différen-
tielles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.

222 - Exemples d’équations différentielles. Solutions exactes ou approchées.

— Equation " + qy = 0, 32.9.3.

225 - Etude locale de surfaces. Exemples.

— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Exemples de problémes d’interversion de limites.

— Théoréme taubérien de Hardy-Littlewood 17.6 parce que I’énoncé revient a montrer la limite
limy - D en "™ = DeN On-
— Le théoreme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoréme 26.81.

— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans LP. Ca utilise la
convergence monotone pour pour permuter une somme et une intégrale.

— Les théoremes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.

— Nombres de Bell, théoreme 15.160.

254 - Espaces de Schwartz et distributions tempérées.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

— Equation de Schrodinger, théoréme 32.46.

Théoréme d’inversion locale, théoréme des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions.

— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Théoreme d’inversion locale, théoreme 17.50.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

— Théoréme de Von Neumann 17.64.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et
contre-exemples.

— Les théorémes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.

— Lemme de Borel 15.158.

232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F(X) = 0. Exemples.
— Méthode de Newton, théoreme 34.63
— Méthode du gradient a pas optimal 17.115.
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Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables réelles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.

— Théoréme de Rothstein-Trager 20.98.

256 - Transformation de Fourier dans .7 (R?) et .7/(RY).
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

— Equation de Schrédinger, théoréeme 32.46.

Espaces de Schwartz .7 (RY) et distributions tempérées. Transformation de Fourier
dans .7 (RY) et .7/(R%)

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

— Equation de Schrodinger, théoreme 32.46.

Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distributions.
— L’équation (x — x0)*u = 0 pour u € Z’'(R), théoreme 30.40.
— Espace de Sobolev H'(I), théoréme 31.6.
— Equation de Schrodinger, théoréme 32.46.

Fonctions développables en série entiére, fonctions analytiques. Exemples.

— Le dénombrement des solutions de I’équation a1ny + ... apn, = n utilise des séries entieres
et des décompositions de fractions en éléments simples, théoréeme 26.53.

Théoréemes de point fixe. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théoreme 38.53.
— Théoreéme d’inversion locale, théoréme 17.50.
— Théoréme de Brouwer en dimension 2 via I’homotopie 26.21.
— Théoréme de Picard 17.36 et I'inséparable théoréme de Cauchy-Lipschitz 17.42
— Inégalité isopérimétrique, théoreme 28.23.
— Théoréme des quatre sommets, théoreme 21.107.

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

Sous-variétés de R". Exemples.
— Extrema liés, théoreme 17.76.
— Théoréme de Von Neumann 17.64.

— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans LP.
— Le théoreme de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théoréme 26.81.
— Les théoréemes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Théoréme de Fischer-Riesz 27.44.
— Prolongement méromorphe de la fonction I' d’Euler.

— Probléme de la ruine du joueur, section 39.4.
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Utilisation en probabilités du produit de convolution et de la transformation de Fou-
rier ou de Laplace.

— Processus de Galton-Watson, lemme 38.52 et théoreme 38.53.
— Fonction caractéristique 36.64.

— Théoréme central limite 36.100.

Suites de variables de Bernoulli indépendantes.
— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Estimation des grands écarts, théoréme 36.129.
— Densité des polynémes dans C’D([O, 1]), théoreme de Bernstein 36.145.

— Probléme de la ruine du joueur, section 39.4.
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Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but
changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful
document “free” in the sense of freedom : to assure everyone the effective freedom to copy and
redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily,
this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not
being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”; which means that derivative works of the document must
themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a
copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation : a free program should come with manuals providing the same
freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be
used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed
book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.

APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such
a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under
the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any
member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the license if you copy,
modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the
Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly
within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secon-
dary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical
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connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical
or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being
those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License.
If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as
Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify
any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts
or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A
Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a
format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the docu-
ment straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint
programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input
to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of
markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not
Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A
copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD,
and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification.
Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include
proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or
XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-
generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For
works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text near the
most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to the
public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is pre-
cisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language.
(Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as “Acknowledgements”,
“Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section
when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to this
definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this
License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by
reference in this License, but only as regards disclaiming warranties : any other implication that
these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommer-
cially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License
applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions what-
soever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the
reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept com-
pensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also
follow the conditions in section 3.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you
must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts : Front-Cover
Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly
and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers
in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the
Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first
ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent
pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or
with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public
has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the
Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent
steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent
copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated
version of the Document.

MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of
sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this Li-
cense, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do
these things in the Modified Version :

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document,
and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History
section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original
publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship
of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal
authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they
release you from this requirement.

State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.

o a

Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright
notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission
to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the
Addendum below.
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G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts
given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.

I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at
least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title
Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating the title,
year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Trans-
parent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document
for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section. You
may omit a network location for a work that was published at least four years before the
Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the
section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor
acknowledgements and /or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the
Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with
any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Se-
condary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option
designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of In-
variant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any
other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements
of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the
text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to
25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version.
Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through
arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same
cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another ; but you may replace the old one, on explicit permission from
the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use
their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the
terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination
all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as
Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their
Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same
name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of
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it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a
unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in
the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original
documents, forming one section Entitled “History” ; likewise combine any sections Entitled “Ack-
nowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections Entitled
“Endorsements”.

COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a
single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for
verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under
this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow
this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent docu-
ments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if
the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s
users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate,
this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then
if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be
placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of
covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that
bracket the whole aggregate.

TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires
special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all
Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include
a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the
original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation
and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the
requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual
title.

TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided
under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and
will automatically terminate your rights under this License.
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However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright
holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally
terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the
violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the
copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you
have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and
you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who
have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated
and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give
you any rights to use it.

FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documen-
tation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version,
but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/ .

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies
that a particular numbered version of this License “or any later version” applies to it, you have
the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later
version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide
which future versions of this License can be used, that proxy’s public statement of acceptance of
a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.

RELICENSING

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web server
that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit
those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A “Massive
Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set of copyrightable
works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by
Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in
San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same
organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another
Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that were
first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated
in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus
incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA
on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.

ADDENDUM : How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page :


http://www.gnu.org/copyleft/
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Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or
modify this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Ver-
sion 1.3 or any later version published by the Free Software Foundation ; with no Inva-
riant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license
is included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with ...
Texts.” line with this :

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts
being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these
examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public
License, to permit their use in free software.
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