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Chapitre 28

Séries de Fourier

28.1 Densité des polynômes trigonométriques

28.1.1 Convergence pour les fonctions continues (via Weierstrass)

Le résultat fondamental qui nous permet d’utiliser les polynômes trigonométriques comme base
pour les fonctions continues périodiques est le suivant. Notons que pour les fonctions non continues,
il y a encore du travail.

Lemme 28.1.
Si f : R Ñ C est une fonction continue 2π-périodique et si ϵ ą 0, alors il existe un polynôme
trigonométrique P tel que }f ´ P }8 ď ϵ.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de Stone-Weierstrass 12.422. Soit le compact de
Hausdorff 1

S1 “ tz P C tel que |z| “ 1u, (28.1)

et CpS1,Cq l’algèbre des fonctions continues de S1 vers C. Il suffit de vérifier que les polynômes
trigonométriques vérifient les hypothèses du théorème de Stone-Weierstrass. Un polynôme trigo-
nométrique est un polynôme en z et z̄ défini sur S1.

(1) Le polynôme constant est dans l’algèbre, ok.
(2) Pour la séparation des points, considérons le polynôme trigonométrique x ÞÑ eix.
(3) Si P est un polynôme en z et z̄, alors P̄ l’est aussi.

Donc si ϵ ą 0 et f̃ P CpS1,Cq sont donnés, il existe un polynôme trigonométrique P tel que
ÿ

t

|f̃peitq ´ P ptq| ă ϵ. (28.2)

Soit f : R Ñ C une fonction continue 2π-périodique. Nous considérons f̃ P CpS1,Cq donnée par
f̃peitq “ fptq. Alors supt |fptq ´ P ptq| ď ϵ.

28.1.2 Convergence pour les fonctions continues (via Fejér)

Si nous ne voulons pas passer par le gros théorème de Stone-Weierstrass pour prouver la densité
des polynômes trigonométriques dans

`
C0

2π, }.}8
˘
, nous pouvons passer par le gros théorème de

Fejér. C’est ce que nous faisons maintenant.
Si vous vous intéressez seulement au théorème sur les séries de Fourier, vous cherchez proba-

blement le théorème 28.17.

1. Définition 7.51.
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2060 CHAPITRE 28. SÉRIES DE FOURIER

Proposition-Définition 28.2.
Pour chaque n P N, la fonction

Dn : R Ñ C

t ÞÑ
nÿ

k“´n
eikt

(28.3)

est bien définie. Elle s’appelle noyau de Dirichlet.

Définition 28.3.
Le noyau de Fejér est la moyenne de Cesàro 2 des noyaux de Dirichlet :

Fnptq “ 1
n

n´1ÿ

k“0
Dkptq. (28.4)

Lemme 28.4.
Le noyau de Dirichlet s’exprime sous la forme

Dnptq “
nÿ

k“´n
e´ikt “ sin

`2n`1
2 t

˘

sinpt{2q (28.5)

Démonstration. Nous commençons par mettre en facteur le premier terme :

Dnptq “
nÿ

k“´n
eikt “ e´int

2nÿ

k“0
eikt. (28.6)

En utilisant la formule de la somme géométrique,

Dnptq “ e´int 1 ´ peitq2n`1

1 ´ eit
(28.7a)

“ e´int 1 ´ ep2n`1qit

1 ´ eit
(28.7b)

“ e´int ep2n`1qit{2

ei
t
2

e´p2n`1qit{2 ´ ep2n`1qit{2

e´it{2 ´ eit{2 (28.7c)

“ p´2iq sin
`2n`1

2 t
˘

p´2iq sin
`
t
2
˘ . (28.7d)

Théorème 28.5 (Théorème de Dirichlet).
Soit f une fonction 2π-périodique et C1 par morceaux. Pour tout x P R nous posons

snpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.8)

Alors nous avons
lim
nÑ8 snpxq “ fpx`q ` fpx´q

2 . (28.9)

Lemme 28.6.
Le noyau de Fejér s’exprime sous la forme

Fnptq “ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (28.10)

Note : ce noyau est positif. C’est important parce qu’on s’en sert dans la preuve du théorème
de Fejér.

2. Définition 11.125.
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Démonstration. L’astuce est de noter sinpxq “ ℑpeixq et de repartir du résultat à propos du noyau
de Dirichlet. En utilisant encore la formule de la série géométrique partielle 3,

Fnptq “ 1
n sinpt{2qℑ

n´1ÿ

k“0
ep2k`1qit{2 (28.11a)

“ 1
n sinpt{2qℑe it

2

n´1ÿ

k“0
(28.11b)

“ 1
n sinpt{2qℑe it

2

ˆ
1 ´ enit

1 ´ eit

˙
(28.11c)

“ 1
n sinpt{2qℑeit{2

e
nit
2

´
e´ int

2 ´ e
nit
2

¯

e
it
2
`
e´it{2 ´ eit{2

˘ (28.11d)

“ 1
n sinpt{2q ℑenit

2loomoon
sinpnt{2q

sin
`
nt
2
˘

sinp t2q (28.11e)

“ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (28.11f)

Le théorème de Fejèr donne la convergence au sens de Cesàro 4 de la série de Fourier dans le cas
continu et périodique. Pour avoir une convergence plus forte que Cesàro, il faut plus d’hypothèses,
comme le montre le contre-exemple de la proposition 28.21. Voir la discussion 28.22.

Théorème 28.7 (Fejèr).
Soit f : R Ñ C une fonction continue et 2π-périodique. Pour tout k P Z nous notons

ek : R Ñ C

x ÞÑ eikx.
(28.12)

Pour chaque n P N nous posons

Dn “
nÿ

k“´n
ek Snpfq “

nÿ

k“´n
ckpfqek (28.13a)

Fn “ D0 ` ¨ ¨ ¨ `Dn´1
n

F̃n “ σn
`
Spfq˘ “ 1

n

n´1ÿ

k“0
Skpfq, (28.13b)

où
ckpfq “ 1

2π

ż π

´π
fptqe´iktdt. (28.14)

Alors
(1) 1

2π
şπ

´π Fnptqdt “ 1.
(2) Pour tout α P s0, πr, Fn converge uniformément vers 0 sur r´π, πszr´α, αs.
(3) La suite F̃n converge uniformément sur R vers f .
(4) Le système trigonométrique tekukPZ est total pour l’espace

`
C0

2πpRq, }.}8
˘

des fonctions conti-
nues 2π-périodiques.

3. Proposition 11.119.
4. Convergence au sens de Cesàro, définition 11.125.
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Démonstration. Un calcul usuel montre que
ż π

´π
elptqdt “

#
0 si l ‰ 0
2π si l “ 0

(28.15)

Nous avons alors
1

2π

ż π

´π
Fnptqdt “ 1

2π
1
n

n´1ÿ

k“0

kÿ

l“´k

ż π

´π
elptqdt

looooomooooon
2πδl,0

“ 1
n

n´1ÿ

k“0
1 “ 1. (28.16)

Cela prouve déjà le premier point.
Pour le second point, en partant de l’expression (28.10) et en considérant x P r´π, π, szr´α, αs

(ce qui nous évite l’annulation du dénominateur),

|Fnpxq| ď 1
pn` 1q sin2pα{2q , (28.17)

et donc Fn Ñ 0 uniformément sur l’ensemble considéré.
Nous passons maintenant à cette histoire de convergence uniforme de la moyenne de Cesàro

vers f . Pour tout n P N nous avons

Snpxq “ 1
2π

nÿ

k“´n

ˆż π

´π
fptqe´iktdt

˙
eikx (28.18a)

“ 1
2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
ekpx´ tq (28.18b)

“ 1
2π

ż π

´π
fptqDkpx´ tq. (28.18c)

Par conséquent, en effectuant le changement de variable u “ x´ t et en utilisant la périodicité,

F̃npxq “
ż π

´π
fptqFnpx´ tqdt (28.19a)

“ ´
ż x´π

x`π
fpx´ uqFnpuqdu (28.19b)

“
ż π

´π
fpx´ uqFnpuqdu. (28.19c)

Nous prouvons à présent l’uniforme continuité. Soit ϵ ą 0 ; étant donné que f est continue et 2π-
périodique, elle est uniformément continue et nous considérons δ ą 0 tel que |x ´ y| ă δ impliqueˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ă ϵ. Soit M un majorant de |f | sur R. L’équation (28.19) nous donne

ˇ̌
fpxq ´ F̃npxqˇ̌ “

››››
1

2π

ż π

´π

`
fpx´ tq ´ fpxq˘Fnptqdt

›››› (28.20a)

ď 1
2π

ż

δď|t|ďπ
|2MFnptq|dt` 1

2π

ż δ

´δ
ϵ|Fnptq|dt (28.20b)

ď 2M
2π

ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt` ϵ1 (28.20c)

Pour obtenir (28.20a) nous avons pu rentrer fpxq dans l’intégrale en utilisant le premier point.
Pour obtenir (28.20c) nous avons d’abord utilisé la positivité de Fn (lemme 28.6) pour enlever les
valeurs absolues, et nous avons ensuite utilisé le fait que son intégrale valait 2π.

Étant donné que Fn Ñ 0 uniformément sur r´π, π, szr´α, αs, il existe un N tel que
ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt ď ϵ (28.21)

dès que n ą N . Le résultat en découle.
Pour le point (4), il suffit de remarquer que chacun des F̃n est une combinaison finie d’éléments

du système trigonométrique.
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28.1.3 Densité dans Lp

Nous venons de voir (de deux façons différentes) que les polynômes trigonométriques étaient
dense dans

`
C0

2πpRq, }.}8
˘
. Nous avons aussi déjà vu par le théorème 27.74 que ces polynômes

trigonométriques étaient denses dans LppS1q. Nous présentons à présent une autre façon de prouver
cette dernière densité.

Théorème 28.8.
Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration. Par les théorèmes 28.1 ou 28.7 (au choix), nous savons que les polynômes trigo-
nométriques sont denses dans

`
C0

2πpS1q, }.}8
˘
. Comme S1 est compact, la densité est également

au sens Lp. En effet si }fn ´ f}8 ď ϵ, alors

}fn ´ f}8 “
ż 2π

0
|fn ´ f |p ď

ż 2π

0
ϵp “ 2πϵp. (28.22)

Donc les polynômes trigonométriques sont denses dans
`
C0

2πpS1q, }.}p
˘
. Mais nous savons par le

théorème 27.50(5) que les fonctions continues sont denses dans LppS1q.
Par composition de densités, les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q.

28.1.4 Suite équirépartie, critère de Weyl

Définition 28.9.
Soit u une suite dans r0, 1s. Pour 0 ď a ď b ď 1 nous posons

Xnpa, bq “ Card
␣
k P t1, . . . , nu tel que uk P ra, bs(. (28.23)

Nous disons que la suite u est équirépartie si pour tout 0 ď a ă b ă 1, on a

lim
nÑ8

Xnpa, bq
n

“ b´ a. (28.24)

Voir aussi la remarque 36.144 sur les nombres normaux.

Proposition 28.10 (Critère de Weyl[410, 89]).
Soit pxnq une suite dans r0, 1r. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) La suite pxnq est équirépartie.
(2) Pour toute fonction continue à valeurs réelles sur r0, 1s,

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fpxqdx. (28.25)

(3) Pour tout p P Nzt0u nous avons

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
e2iπpxk “ 0. (28.26)

Démonstration. On pose

Snpfq “ 1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (28.27)

() Une espèce de lemme Supposons connaitre un ensemble de fonctionsA dense dans C0pr0, 1sq
pour toutes les fonctions desquelles nous avons la limite (28.25). Alors la limite a lieu pour



2064 CHAPITRE 28. SÉRIES DE FOURIER

toute fonction de C0pr0, 1sq. En effet, soit f P C0pr0, 1sq et g P A tel que }f ´ g}8 ă ϵ. Alors
›››››

1
n

nÿ

k“1
fpxkq ´

ż 1

0
fptqdt

››››› ď
›››››

1
n

nÿ

k“1

`
fpxkq ´ gpxkq˘

››››› (28.28a)

`
›››››

1
n

nÿ

k“1
gpxkq ´

ż 1

0
gptqdt

››››› (28.28b)

`
››››
ż 1

0
gptqdt´

ż 1

0
fptqdt

›››› . (28.28c)

Le premier terme est majoré par ϵ. Le troisième a la même majoration :
ş1
0
`
fptq ´ gptq˘dt ď

}f ´ g}8 “ ϵ. Par hypothèse sur l’espace A, le second terme se majore par ϵ lorsque n est
grand.

() (1)ñ(2) Nous supposons que la suite est équirépartie et nous commençons par montrer
le résultat pour les fonctions en escalier. Soit donc la fonction en escalier ηpxq “ cj sur
aj´1 ă x ă aj . Sur le point aj lui-même, la fonction η vaut soit cj soit cj`1. Nous avons

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “ 1

n

«
nÿ

j“1
cjXnpaj , aj`1q ´

nÿ

j“1
cjXnpaj , ajq `

nÿ

j“1
ηpajqXnpaj , ajq

ff
. (28.29)

À la limite n Ñ 8, les deux derniers termes tombent 5 et il reste

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “

nÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq. (28.30)

Or par construction, pour une fonction en escalier,
nÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq “

ż 1

0
η. (28.31)

Étant donné que les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues, l’espèce
de lemme plus haut conclut.

() (2)ñ(1) Nous prouvons maintenant le sens inverse. C’est-à-dire que pour toute fonction
continue sur r0, 1s, nous avons

ż 1

0
fpxqdx “ lim

nÑ8
1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (28.32)

Nous devons en déduire que pxnq est équirépartie. Pour ce faire, soit x P r0, 1r et ϵ ą 0 tel
que x` ϵ ă 1. Nous considérons φ “ 1rx,1r et

φϵptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, xr
t´x
ϵ si t P rx, x` ϵr

1 si t ě x` ϵ.

(28.33)

C’est une fonction continue, donc

lim
nÑ8Sn

`
φϵptq

˘ “
ż 1

0
φϵptqdt “

ż x`ϵ

x

t´ x

ϵ
dt`

ż 1

x`ϵ
1dt “ 1 ´ x´ ϵ

2 . (28.34)

Mais φϵ ď φ, donc Snpφϵq ď Snpφq et donc

lim inf
nÑ8 Snpφq ě 1 ´ x. (28.35)

5. J’en profite pour mentionner que mon équation (28.29) n’est pas la même que celle de [410] dans laquelle il me
semble voir une faute ; quoi qu’il en soit, les termes litigieux tombent.
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Notons que nous ne savons pas si la vraie limite de gauche existe ; c’est pourquoi nous prenons
la limite inférieure, qui existe toujours.
Nous définissons aussi

ψϵptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, x´ ϵr
t´x`ϵ
ϵ si t P rx´ ϵ, xr

1 si t ą x.

(28.36)

C’est encore une fonction continue et nous trouvons 6

ż 1

0
ψϵptqdt “ 1 ´ x` ϵ

2 . (28.37)

Puisque ψϵ ě φ, nous avons Snpψϵq ě Snpφq et donc

lim sup
n

Snpφq ď 1 ´ x. (28.38)

Nous avons déjà obtenu que

1 ´ x ď lim inf Snpφq ď lim supSnpφq ď 1 ´ x, (28.39)

donc la limite existe et vaut
lim
nÑ8Snpφq “ 1 ´ x. (28.40)

Le résultat est maintenant démontré dans le cas très particulier de la fonction caractéristique
φ “ 1rx,1r.
Si nous prenons une fonction caractéristique 1ra,bs, nous avons le même genre de preuve parce
que 1ra,br est une combinaisons linéaire de fonctions du type 1rx,1r.
Nous avons donc

lim
nÑ8Sn

`
1ra,bs

˘ “ b´ a, (28.41)

alors que le membre de gauche n’est autre que

Sn
`
1ra,bs

˘ “ 1
n

nÿ

k“1
1ra,bspxkq “ 1

n
Npn, a, bq. (28.42)

() (2)ñ(3) Vu que 7 e2iπpxk “ cosp2πpxkq ` i sinp2πpxkq. est une fonction périodique, c’est
immédiat.

() (3)ñ(2) Par linéarité, le point (2) montre que si f est un polynôme trigonométrique, alors

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fptqdt. (28.43)

() Densité des polynômes trigonométriques Il nous reste à prouver que les polynômes tri-
gonométriques sont denses dans les fonctions continues sur r0, 1s. Soit une fonction continue
sur r0, 1s avec fp0q “ fp1q. Alors le théorème de Stone-Weierstrass dans sa version trigono-
métrique (lemme 28.1) nous donne la densité.
Si fp1q ‰ fp0q c’est pas très grave : on peut trouver une fonction g vérifiant gp0q “ gp1q et
}f ´ g}8 ď ϵ. Ensuite un polynôme trigonométrique approxime très bien g.

6. Je recommande chaudement de dessiner les fonctions φϵ et ψϵ pour avoir une idée de la situation.
7. Lemme 18.11.
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28.2 Fonctions de Dirichlet
Définition 28.11.
Une fonction f : R Ñ C est une fonction de Dirichlet si

(1) elle est 2π-périodique,
(2) elle est continue par morceaux,
(3) pour tout x P R nous avons

fpxq “ fpx`q ` fpx´q
2 . (28.44)

Nous notons D l’ensemble des fonctions de Dirichlet.

Lemme 28.12 ([605]).
L’ensemble C0pS1q est dense dans l’ensemble des fonctions de Dirichlet

`
D, }.}2

˘
.

Démonstration. Nous commençons par supposer que f P D n’a qu’un seul point de discontinuité,
x0. Alors nous considérons la fonction

fnpxq “
#
fpxq si x P S1zBpx0,

1
nq

dpxq si x P Bpx0,
1
nq (28.45)

où d est le droite joignant fpx0 ´ 1
nq et fpx0 ` 1

nq. La fonction fn est continue et vérifie

|fnpxq| ď }f}8 (28.46)

pour tout x. En effet si x est en dehors de Bpx0,
1
nq c’est évident, et si x P Bpx0,

1
nq, alors |fnpxq|

est majoré soit par fpx0 ´ 1
nq soit par fpx0 ` 1

nq suivant que d soit croissant ou décroissant. Avec
ça nous avons

}fn ´ f}2
2 “

ż x0`1{n

x0´1{n
|fnpxq ´ fpxq|2dx ď

ż x0`1{n

x0´1{n
4}f}8 “ 8}f}8

n
. (28.47)

Et nous voyons que }fn ´ f}2 Ñ 0.
Si f contient plusieurs points de discontinuité, on fait le même coup autour de chaque point,

en prenant n assez grand pour que si x0 est un point de discontinuité, Bpx0,
1
nq n’en contienne pas

d’autres.

Notons que la densité de C0pS1q dans
`
D, }.}8

˘
est impossible, parce qu’une limite uniforme

de fonctions continues est continue.

Théorème 28.13.
Le système trigonométrique tenunPZ est total 8 dans

`
D, }.}2

˘
.

Démonstration. Soit f P D. Si elle est continue, le théorème de Fejèr 28.7 nous donne convergence
uniforme sur S1 d’une suite de polynômes trigonométriques vers f . Cette convergence est également
une convergence L2 parce que S1 est compact.

Prenons donc f P D non continue et ϵ ą 0 9. Par le lemme 28.12, il existe une fonction
g P C0pS1q telle que

}g ´ f}2 ď ϵ. (28.48)

Le théorème de Fejèr donne aussi un polynôme trigonométrique P tel que }P ´ g}2 ă ϵ ; nous
avons alors

}P ´ f}2 ď }P ´ g}2 ` }g ´ f}2 ď 2ϵ. (28.49)

8. Définition 25.20.
9. Par exemple ϵ “ 0.4, mais ce n’est qu’un exemple hein. Si vous en voulez un autre, prenez p, un nombre

premier puis calculez ϵ “ 1{p.
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Notons que cette histoire de fonctions de Dirichlet n’a pas attaqué le vrai fond du problème de la
densité des polynômes trigonométriques dans L2pS1q parce que nous restons avec une hypothèse de
continuité, alors que les représentants des éléments de L2pS1q n’ont strictement aucune régularité
à priori.

28.3 Coefficients et série de Fourier

Définition 28.14.
Pour toutes les fonctions f définie sur r0, 2πr ou périodique de période 2π, pour lesquelles les
expressions ont un sens, nous définissons

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt, (28.50)

et nous nommons série de Fourier associée à f la série

Spfqpxq “
8ÿ

k“´8
ckpfqeikx. (28.51)

Nous considérons aussi la suite (nous ne précisons pas dans quel espace)

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.52)

Si la fonction f est de période T , nous définissons

cnpfq “ 1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt. (28.53)

Le sport de la théorie des séries de Fourier est de donner des conditions sous lesquelles :
— les coefficients de Fourier et la série de Fourier ont un sens,
— la série de f est égale à f .

Proposition 28.15 ([606]).
Soit f une fonction continue et 2π-périodique telle que sa série de Fourier converge uniformément.
Alors la convergence est vers f .

Démonstration. Notons d’abord que f étant continue sur r0, 2πs, elle y est bornée et L2. Par
conséquent Parseval nous enseigne que

}SN pfq ´ f}L2 Ñ 0. (28.54)

Cela signifie que

lim
NÑ8

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ SN ptq|2dt “ 0. (28.55)

L’hypothèse de convergence uniforme nous dit que la fonction |fptq ´ SN ptq|2 converge uniformé-
ment vers la fonction |fptq ´ Sptq|2 où nous avons écrit S la limite de SN . En permutant la limite
et l’intégrale,

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ Sptq|2dt “ 0, (28.56)

ce qui signifie que la fonction t ÞÑ |fptq ´ Sptq|2 est la fonction nulle. Nous en déduisons que
f “ S.
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Proposition 28.16.
Soit f une fonction 2π-périodique. Si

ř
nPZ |cnpfq| ă 8, alors pour tout x P R nous avons

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.57)

De plus, la suite pSnpfqq converge uniformément vers f .

Démonstration. Nous posons
gpxq “

ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.58)

Étant donné les hypothèses, la série de droite converge absolument, la fonction g est continue sur
R. Nous avons ˇ̌

gpxq ´ pSnpfqqpxqˇ̌ ď
ÿ

|k|ąn
|ckpfq|, (28.59)

mais le terme de droite tend vers zéro lorsque n Ñ 8 parce que c’est le reste d’une série convergente.
Cela signifie que Snpfq converge uniformément vers g.

Par ailleurs nous savons que dans L2 nous avons la convergence Snpfq Ñ f (parce que f est
continue sur le compact r0, 2πs et donc y est bornée et L2), ce qui signifie que g “ f presque
partout. Ces deux fonctions étant continues, elles sont égales partout.

Théorème 28.17 ([1]).
Soit f : R Ñ C, une fonction C1 et 2π-périodique. Pour n P Z nous posons

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt. (28.60)

Alors
(1) Les coefficients de Fourier sont sommables : pcnq P ℓ1pZq
(2) Pour tout x P R nous avons

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.61)

(3) La convergence est uniforme. C’est à dire que si nous posons

SN pxq “
Nÿ

k“´N
ckpfqeikx, (28.62)

alors
}SN ´ f}8 Ñ 0. (28.63)

Démonstration. Point par point.
() Pour (1) Soit n P Z. Nous posons gptq “ fptqe´int. Nous avons

0 “ gp2πq ´ gp0q “
ż 2π

0
g1ptqdt “

ż 2π

0

“
f 1ptqe´int ´ infptqe´int‰dt. (28.64)

Du coup, cnpf 1q “ incnpfq. La fonction f 1 étant bornée (parce que continue sur r0, 2πs),
elle est de carré intégrable sur r0, 2πs et par les inégalités de Parseval (théorème 25.46) nous
avons ÿ

nPZ
|cnpf 1q|2 ă 8. (28.65)

Par conséquent pcnpf 1qq P ℓ2pZq et a fortiori pcnpf 1qqnPN P ℓ2pNq. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz nous indique alors

8ÿ

n“1
|cnpfq| “

ÿ

nPN

1
n

|cnpf 1q| ď
˜ÿ

n

1
n2

¸1{2 ˜ÿ

n

|cnpf 1q|2
¸1{2

ă 8. (28.66)
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Nous procédons de même pour n ă 0. Cela prouve que
ÿ

nPZ
|cnpfq| “ |c0pfq| `

ÿ

nă0
|cnpfq| `

ÿ

ną0
|cnpfq| ă 8. (28.67)

() Pour (2)
() Pour (3)

Corolaire 28.18 (Unicité des coefficients de Fourier[1]).
Soient f, g deux fonctions continues et 2π-périodiques.

(1) Si cnpfq “ cnpgq alors f “ g.
(2) Si fpxq “ ř

nPZ aneinx, alors an “ cnpfq.
Démonstration. En deux points.

() Pour (1) Dans le cas de fonctions continues, le théorème de Fejér 28.7 nous enseigne que si
nous posons

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx (28.68)

alors nous avons la convergence

1
N ` 1

Nÿ

n“0
Snpfqpxq Ñ fpxq. (28.69)

Donc en supposant que ckpfq “ ckpgq, nous avons Snpfqpxq “ Snpgqpxq et

fpxq “ lim
NÑ8

1
N ` 1

Nÿ

n“0
Snpfqpxq “ lim

NÑ8
1

N ` 1

Nÿ

n“0
Snpgqpxq “ gpxq. (28.70)

() Pour (2) Nous considérons la restriction

f̃ : r0, 2πs Ñ C

x ÞÑ fpxq. (28.71)

C’est une fonction bornée parce qu’elle est la restriction de f qui est continue sur, disons, le
compact r´δ, 2π ` δs. Elle est donc dans l’espace de Hilbert L2`r0, 2πr˘.
En utilisant la base trigonométrique (27.420) (qui est une base par le lemme 27.117), nous
écrivons l’hypothèse sous la forme

f̃pxq “
ÿ

nPZ

?
2πanenpxq. (28.72)

Autrement dit, f̃ “ ř
nPZ

?
2πanen. La proposition 25.26 permet d’identifier les coefficients :

?
2πan “ xf̃ , eny. (28.73)

Nous avons donc

an “ 1?
2π

ż 2π

0
f̃ptqenptqdt (28.74a)

“ 1?
2π

ż 2π

0
f̃ptq 1?

2π
e´intdt (28.74b)

“ 1
2π

ż 2π

0
f̃ptqe´intdt (28.74c)

“ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt (28.74d)

“ cnpfq, (28.74e)

ce qu’il fallait démontrer.
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28.19.
La proposition 28.21 dit que les hypothèses de continuité et de périodicité ne sont pas suffisantes
pour assurer la convergence de la série de Fourier. En particulier, pour 28.18(2), l’hypothèse de la
convergence de la série est une vraie hypothèse.

Exemple 28.20.
Considérons la fonction

fpxq “ 1 ´ x2

π2 (28.75)

sur r´π, πs. Nous la développons en série trigonométrique, et étant paire il n’y a pas de sinus. Un
calcul montre que

a0 “ 4
3 (28.76)

et
an “ p´1qn`1 4

n2π2 , (28.77)

de telle sorte que

fpxq “ 2
3 ´ 4

π2

8ÿ

n“1
p´1qn cospnxq

n2 . (28.78)

Nous avons fpπq “ 0, mais avec le développement,

fpπq “ 2
3 ´ 4

π2

8ÿ

n“1

1
n2 , (28.79)

donc 8ÿ

n“1

1
n2 “ π2

6 . (28.80)

△

28.3.1 Le contre-exemple que nous attendions tous

Nous montrons maintenant que la continuité et la périodicité ne sont pas suffisantes pour avoir
convergence de la série de Fourier.

Proposition 28.21 ([89]).
Soit C0

2πpRq l’ensemble des fonctions périodiques continues muni de la norme uniforme. Nous
définissons

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.81)

Alors il existe f P C0
2π tel que la suite n ÞÑ Snpfqp0q soit divergente. En particulier f n’est pas la

somme de sa série de Fourier.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

ln : C0
2π Ñ C

f ÞÑ Snpfqp0q “
nÿ

k“´n
ckpfq. (28.82)

() La forme est continue Nous montrons d’abord que }ln} est continue en montrant que
}ln} ă 8 et en utilisant la proposition 11.61. Pour cela nous calculons un peu :

lnpfq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fptqe´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
e´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptqDnptqdt (28.83)
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où Dnptq est le noyau de Dirichlet dont nous connaissons une formule par le lemme 28.4.
Nous avons donc

|lnpfq| ď 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|}f}8dt. (28.84)

En prenant }f}8 “ 1 nous avons la borne suivante pour la norme de ln :

}ln} ď 1
2n

ż π

´π
|Dnptq|dt ă 8. (28.85)

Notons que la convergence de l’intégrale vient de la continuité de la fonction

t ÞÑ sin
`2n`1

2 t
˘

sin
`
t
2
˘ (28.86)

qui, elle même, se prouve avec une règle de l’Hospital :

lim
tÑ0

sinpatq
sinptq “ lim

tÑ0

a cospatq
cosptq “ a. (28.87)

Donc Dnptq a une limite bien définie pour t Ñ 0 et est alors une fonction continue sur le
compact r´π, πs.

() La norme de ln (début) Nous avons prouvé que }ln} ď 1
2π

şπ
´π |Dnptq|dt. Nous allons à

présent prouver que ceci est effectivement la norme de ln. Pour ϵ ą 0 nous considérons la
fonction

fϵ : R Ñ C

x ÞÑ Dnpxq
|Dnpxq| ` ϵ

.
(28.88)

C’est une fonction continue et 2π-périodique satisfaisant }fϵ} ď 1 parce que le dénominateur
est toujours plus grand que le numérateur. Nous nous proposons de calculer

lnpfϵq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fϵptqe´iktdt. (28.89)

Puisque fϵptqe´ikt vaut en norme |fϵptq|, qui est une fonction intégrable (ne dépendant pas
de k) sur r´π, πs, le théorème de la convergence dominée 14.190 nous permet de permuter
la somme et l’intégrale :

lnpfϵq “ 1
2π

ż π

´π
Dnptq

|Dnptq| ` ϵ

nÿ

k“´n
e´ikt

loooomoooon
“Dnptq

dt “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
Dnptqˇ̌2

|Dnptq| ` ϵ
dt. (28.90)

Nous avons donc
lim
ϵÑ0

lnpfϵq “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (28.91)

Mais vue l’inégalité (28.85) nous avons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (28.92)

Notre tâche est maintenant de donner une valeur à cette intégrale.
() Norme de ln tend vers 8 D’abord nous écrivons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌
ˇ̌
sinpt{2qˇ̌ dt, (28.93)
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ensuite nous nous souvenons que | sinpxq| ď |x| pour tout x, ce qui nous permet de changer
le dénominateur :

}ln} ě 2
π

ż π

0

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌

|t| dt (28.94)

Nous y effectuons le changement de variable u “ 2n`1
2 t qui donne

}ln} ě 2
π

ż pn` 1
2 qπ

0

ˇ̌
sinpuqˇ̌

|u| du. (28.95)

Nous y reconnaissons l’intégrale (17.499) du sinus cardinal que nous savons diverger. Cela
donne

lim
nÑ8 }ln} “ 8. (28.96)

() La conclusion L’espace
`
C0

2π, }.}8
˘

est complet 10, donc le théorème de Banach-Steinhaus 11.136
s’applique. Par rapport aux notations de l’énoncé de Banch-Steinhaus, nous posons

E “ `
C0

2π, }.}8
˘

(28.97a)
F “ R (28.97b)
H “ tlnunPN. (28.97c)

Comme la suite p}ln}q n’est pas bornée, il existe f P C0
2π tel que

sup
n

}lnpfq} “ 8. (28.98)

Pour cette fonction nous avons
sup
ně0

Snpfqp0q “ 8, (28.99)

et donc la série de Fourier de f ne converge pas en zéro.

28.22.
La proposition 28.21 ne contredit pas Fejèr 28.7(4). Alors là c’est subtil, donc soyez bien attentive.

Le système trigonométrique est total dans l’espace des fonctions continues périodiques sur R :`
C0

2πpRq, }.}8
˘
. Cela signifie que si f P C0

2πpRq, il existe une suite de polynômes trigonométriques
Pk tels que Pk

unifÝÑ f .
Cela ne signifie pas que cette suite soit la suite des sommes partielles de la série de Fourier.

Et en effet, le théorème de Fejèr ne donne pas la convergence de la suite des sommes partielles de
Fourier, mais la convergence au sens de Cesàro de la somme des ckpfqek. Ce n’est pas la même
chose.

Notez que le coefficient de e1 dans F2 est c1pfq{2 alors que dans F3, il est 2c1pfq{3.
Il y a donc bien une suite de polynômes trigonométriques qui converge vers f , mais ce n’est

pas la suite des sommes partielles de la série de Fourier.
De plus, C0

2πpRq n’est pas contenu dans L2pRq, donc nous ne pouvons pas invoquer la théorie
de Hilbert pour dire que le système trigonométrique serait quelque chose comme une base. Si
f P C0

2πpRq, il n’est pas garanti qu’il existe des nombres paiqiPZ tels que fpxq “ ř
nPZ aneinx.

Enfin, me diriez-vous, les fonctions continues et périodiques sur R sont les mêmes que les
fonctions définies sur r0, 2πr avec une petite condition de limxÑ2π fpxq “ fp0q. Les fonctions
qui vérifient cela sont une partie de L2`r0, 2πr˘, qui est un espace de Hilbert, lui. Or le système
trigonométrique est une base hilbertienne (lemme 27.117). Alors oui, la série de Fourier de f
converge vers f lorsque f est continue sur r0, 2πr. Cela n’est cependant pas un contre-argument
pour deux raisons :

— La convergence Snpfq Ñ f qu’on a dans L2`r0, 2πr˘ est seulement une convergence pour la
norme L2, et non une convergence uniforme.

— Une convergence L2 sur r0, 2πr ne se prolonge pas spécialement en une convergence L2 sur
R, et encore moins en une convergence uniforme sur R.

10. Parce qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue, théorème 12.361.
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28.3.2 Inégalité isopérimétrique

Le théorème suivant dit que parmi les courbes C1, le cercle a la plus grande surface possible à
périmètre donné.

Théorème 28.23 (Inégalité isopérimétrique[89]).
Soit f : S1 Ñ C une courbe de Jordan 11 de classe C1. Nous notons L sa longueur et S l’aire
contenue de la surface délimitée 12 par f . Alors

(1) Nous avons l’inégalité isopérimétrique : L2 ě 4πS.
(2) Nous avons l’égalité L2 “ 4πS si et seulement si la courbe donnée par f est un cercle.

Démonstration. Nous commençons par considérer un chemin dont la longueur est 2π et nous en
considérons son paramétrage normal. Nous allons exprimer l’aire S en utilisant le théorème de
Green, et plus particulièrement la formule de surface (20.257).

Si fpsq “ xpsq ` iypsq, nous devons intégrer y1x ´ x1y, qui n’est rien d’autre que la partie
imaginaire de f 1psqfpsq. Donc

S “ 1
2 Im

ż 2π

0
f 1psqfpsqds (28.100)

Nous considérons les coefficients de Fourier de f donnés par la formule (28.50) :

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fpsqe´insds. (28.101)

Ceux de f 1 (qui est aussi continue sur le compact S1 et donc tout autant L2) sont donnés par

cnpf 1q “ incnpfq. (28.102)

D’autre part en vertu du théorème 21.10, la longueur de γ s’exprime en termes de l’intégrale
de la norme de sa dérivée :

2π “ L “
ż 2π

0
|f 1psq|ds “

ż 2π

0
|f 1psq|2ds (28.103)

parce que nous avons choisi un paramétrage normal qui vérifie automatiquement |f 1psq| “ 1 pour
tout s. L’identité de Parseval sous sa forme (25.114) appliquée à f 1 nous enseigne que

L “ 2π “
ż 2π

0
|f 1psq|2ds “ 2π

8ÿ

n“´8
|cnpf 1q|2 “ 2π

ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2, (28.104)

et donc que ÿ

nPZZ
n2|cnpfq|2 “ 1. (28.105)

Par ailleurs le système trigonométrique étant une base hilbertienne, et les fonctions f et f 1 étant
dans L2`r0, 2πs˘ (parce que continues sur un compact), elles sont égales à leurs séries de Fourier
(au sens L2), c’est-à-dire que nous avons l’égalité (27.424). Nous avons alors

xf 1, fyL2 “ x
ÿ

nPZ
cnpf 1qen,

ÿ

mPZ
cmpfqemy (28.106a)

“
ÿ

m

ÿ

n

cnpf 1qcmpfq xen, emylooomooon
δn,m

(28.106b)

“
ÿ

nPZ
cnpf 1qcnpfq (28.106c)

“
ÿ

n

in|cnpfq|2 (28.106d)

11. Définition 20.78
12. C’est la partie connexe bornée de Czγ dont l’existence est donnée par le théorème de Jordan 21.121.
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où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour sortir les sommes. Avec cela nous
pouvons exprimer l’aire (28.100) en termes de coefficients de Fourier :

S “ 1
2 Im 2πxf 1, fy “ π

ÿ

nPZ
n|cnpfq|2. (28.107)

En utilisant les expressions (28.104) et (28.107) pour L et S, et en écrivant L “ 2π, nous avons

L2 ´ 4πS “ 4π2

˜ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2

¸2

´ 4π2
ÿ

nPZ
n|cnpfq|2 (28.108a)

“ 4π2
ÿ

nPZ
n|cnpfq|2 ´ 4π2

ÿ

nPZ
n|cnpfq|2 (28.108b)

“ 4π2
ÿ

nPZ
|cnpfq|pn2 ´ nq (28.108c)

ě 0. (28.108d)

Justifications.
— Pour (28.108a). Expression (28.104) pour L et (28.107) pour S.
— Pour (28.108b). La somme dans le premier terme valant 1 par (28.105), nous pouvons sup-

primer le carré.
Cela prouve l’inégalité demandée dans le cas où L “ 2π.

Si γ n’est pas de longueur 2π mais L, alors nous considérons le chemin σptq “ 2πγptq
L . Sa longueur

est 2π et son aire, au vu de la formule de Green (28.100), est de 4π2 S
L2 . L’inégalité isopérimétrique

appliquée au chemin σ donne alors L2 ě 4πS.
Le cas d’égalité s’obtient uniquement si cn “ 0 pour tout n différent de 0 ou 1. Dans ce cas

nous avons
fpsq “ c0pfq ` c1pfqeis, (28.109)

qui est un cercle de centre c0pfq et de rayon |c1pfq|.

28.3.3 À propos des coefficients

Pour la suite, nous avons besoin d’une notation pour désigner l’ensemble des suites dans C à
index dans Z, c’est à dire l’ensemble FunpZ,Cq. Pour alléger les notations, nous allons l’écrire CZ,
conformément à des notations déjà introduites par exemple en 1.279.

Nous considérons l’application

c :
`
L1

2π, }.}1
˘ Ñ `

CZ, }.}8
˘

f ÞÑ pcnpfqqnPZ
(28.110)

qui à une fonction 2π-périodique fait correspondre la suite (bornée) de ses coefficients de Fourier.
Nous rappelons la définition

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt. (28.111)

Nous allons montrer que cette application est linéaire, continue, injective et non surjective. Pour
la continuité, par la linéarité il suffit de la montrer en 0. Nous devons donc montrer que si nous
avons une suite de fonctions fk qui tend vers 0 au sens L1, alors cpfkq Ñ 0 au sens de la norme
}.}8 sur l’ensemble des suites.

Si nous posons rk “ ş2π
0 |fkptq|dt, alors rk “ }fk}1 et nous avons rk Ñ 0. Mais par définition

|cnpfkq| ď rk, (28.112)

et donc }cpfkq}8 ď rk. L’application c est donc continue. L’injectivité est donnée par le coro-
laire 28.18.
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Si nous supposons que l’application c est continue, alors le théorème d’isomorphisme de Banach
(27.1) nous dit que cela devrait être un homéomorphisme, c’est-à-dire que c´1 serait également
continue. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.

Nous considérons la suite de suite

pcnqk “

$
’&
’%

0 si n ă 0
1 si k ă n

0 sinon.
(28.113)

Ici pcnqk est le terme numéro k de la suite pcnq. Par exemple c0 “ p0, 0, . . .q et c2 “ p1, 1, 0, . . .q.
Par injectivité de l’application qui à une fonction fait correspondre la suite de ses coefficients

de Fourier, l’unique fonction qui possède ces coefficients est

fnptq “
ÿ

kPN
cn,ke

ikt. (28.114)

En ce qui concerne la norme de fn, nous avons

}fn}1 “ 1
2π

ż 2π

0

ÿ

kPN
pcnqk|eikt|dt “

ÿ

kPN
pcnqk “ n. (28.115)

Étant donné que }fn}1 “ n, la suite p}fn}1q n’est pas bornée alors que la suite de suites (28.113)
est bornée dans l’ensemble des suites parce que }cn}8 “ 1.

Lemme 28.24.
Soit une fonction f : R Ñ C qui est T -périodique et de classe C1. Alors

cnpf 1q “ 2πn
T

. (28.116)

Démonstration. Nous rappelons la définition (28.53) des coefficients de Fourier :

cnpfq “ 1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt. (28.117)

Le coefficient pour f 1 ne pose pas de problème d’existence parce que f 1 est continue sur le compact
r0, T s. Il vaut

cnpf 1q “ 1
T

ż T

0
f 1ptqe´2iπnt{Tdt (28.118a)

“ 1
T

”
fptqe´2iπnt{T

ıT
0

´ 1
T

ż T

0
fptq

ˆ´2iπn
T

˙
e´2iπnt{Tdt (28.118b)

“ 2iπn
T

1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt (28.118c)

“ 2iπn
T

cnpfq. (28.118d)

Justifications.
— Pour (28.118b). C’est une intégration par partie avec u1 “ f 1 et v “ e´2iπnt{T .
— Pour (28.118c). Comme fpT q “ fp0q, et que t ÞÑ e´2iπnt{T est périodique de période T , le

terme au bord est nul : fpT qe´2iπn ´ fp0qei0 “ 0.

Lemme 28.25 ([546]).
Soit une fonction f : R Ñ C de classe C2 et T -périodique. Alors

|cnpfq| ď
ˆ
T

2π

˙2 }f2}8
n2 . (28.119)
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Démonstration. En utilisant la définition (28.53) des coefficients de Fourier,

|cnpfq| ď 1
T

ż T

0
|fptq|dt ď 1

T
}f}8

ż T

0
1dt “ }f}8. (28.120)

En appliquant le lemme 28.24 à f 1 nous avons

cnpf2q “
ˆ

2iπn
T

˙2
cnpfq. (28.121)

Donc

|cnpfq| “
ˆ

T

2πn

˙2
|cnpf2q| ď

ˆ
T

2πn

˙2
}f2}8. (28.122)

28.4 Série de Laurent

Théorème 28.26 (Série de Laurent[546]).
Soient la couronne

Cpr1, r2q “ tz P C tel que r1 ă |z| ă r2u (28.123)

et une fonction holomorphe f : Cpr1, r2q Ñ C. Alors :
(1) Il existe une suite panq dans C telle que

fpzq “
ÿ

nPZ
anz

n. (28.124)

(2) Cette suite est unique : si
fpzq “

ÿ

nPZ
anz

n “
ÿ

nPZ
bnz

n, (28.125)

alors an “ bn, pour tout n.
(3) Si on pose, pour r P sr1, r2r,

fr : R Ñ C

θ ÞÑ fpreiθq, (28.126)

les valeurs an sont liés aux coefficients de Fourier de fr par

an “ cnpfrq
rn

. (28.127)

(4) Cette série converge uniformément sur tout compact contenu dans Cpr1, r2q.
(5) Pour tout r1 ă s ă r2, les coefficients sont donnés par 13

an “ 1
2πi

ż

Cs

fpzq
zn`1dz (28.128)

où Cs est un cercle centré en 0, et de rayon s.
La série ainsi définie est la série de Laurent de la fonction f .

Démonstration. Pour r P sr1, r2r nous posons

fr : R Ñ C

θ ÞÑ fpreiθq. (28.129)

13. Pour le dire clairement, ces an ne dépendent pas de s, même si s entre dans le membre de droite.
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() Coefficients de Fourier La fonction fr est de classe C1 et périodique. Le théorème 28.17
sur les séries de Fourier nous indique que

frptq “
ÿ

nPZ
cnprqeint (28.130)

avec 14

cnprq “ 1
2π

ż 2π

0
frptqe´intdt. (28.131)

La fonction cn : sr1, r2r Ñ C est une fonction définie par une intégrale que nous voudrions
dériver en r0.

() Digression Deux voies s’offrent à nous.
— Le plus immédiatement disponible est le théorème 17.19, mais il demande de travailler

avec la dérivée (réelle) de r ÞÑ fpreiθq et de se poser des questions quant à son lien avec
la dérivée (complexe) de f .

— Une façon plus indirecte est de considérer une extension

h : Bpr0, δqC ˆ r0, 2πr Ñ C

z, θ ÞÑ fpzeiθqe´inθ (28.132)

où δ est assez petit pour que le tout reste dans le domaine de f . Alors nous pouvons
utiliser le théorème 26.29 qui a l’avantage de ne pas devoir majorer la dérivée. Mais cette
voie demande de réellement faire le lien entre la dérivée complexe de h et la dérivée réelle
de r ÞÑ fpzeiθq.

Nous choisissons la première voie parce qu’en réalité, elle évite complètement de parler de
dérivée complexe.

() Permuter dérivée et intégrale Nous allons essayer de la dériver en r0 P sr1, r2r en utilisant
le théorème 17.19. Pour y voir plus clair, ce qui joue le rôle de f dans l’énoncé de 17.19 est
l’application

h : sr1, r2r ˆ r0, 2πr Ñ C

pr, θq ÞÑ frpθqe´inθ.
(28.133)

Nous considérons un intervalle I “ Bpr0, δq assez petit pour être dans sr1, r2r. Passons en
revue les conditions.

() Pour (1) Pour tout r P I, la fonction θ ÞÑ fpreiθqe´inθ est dans L1`r0, 2πr˘ pare que

|fpreiθqe´inθ| “ |fpreiθq| “ |f̃pr, θq|. (28.134)

La fonction f̃ étant continue, elle est bornée sur le compact I ˆ r0, 2πs.
() Pour (2) Pour chaque θ, la fonction r ÞÑ fpreiθqe´inθ est dérivable par la proposition

26.3(1).
() Pour (3) En utilisant la proposition 26.3(3), nous savons que la fonction

Bh
Br pr, θq “ Bf̃

Br pr, θqe´inθ (28.135)

est continue et donc bornée sur le compact Iˆ r0, 2πs. Une fonction constante majorant
de Brh est intégrable sur le compact r0, 2πs.

En permutant nous avons donc

c1
npr0q “ 1

2π

ż 2π

0
pBrf̃qpr0, θqe´inθdθ. (28.136)

14. Oui, on devrait écrire cnpfrq pour suivre scrupuleusement les notation introduites plus haut. Mais comme
toute la suite de la démonstration sera de voir le tout comme fonction de r, je vous laisse juger.



2078 CHAPITRE 28. SÉRIES DE FOURIER

() Cauchy-Riemann C’est le moment d’utiliser Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sous
la forme de la proposition 26.3(2). Et tant que nous y sommes, nous notons gpθq “ f̃pr0, θq
pour avoir moins de choses à écrire :

c1
npr0q “

ż 2π

0
pBrf̃qpr0, θqe´inθdθ (28.137a)

“ 1
2π

ż 2π

0

1
ir0

pBθf̃qpr0, θqe´inθdθ (28.137b)

“ 1
2πir0

ż 2π

0
g1pθqe´inθdθ. (28.137c)

La dernière expression a manifestement envie de se soumettre à une intégration par partie.
() Une intégration par partie Nous posons upθq “ e´inθ et v “ g, de telle sorte que

c1
npr0q “ 1

2πir0

ˆ“
e´inθgpθq‰2π

0 ´
ż 2π

0
p´inqe´inθgpθqdθ

˙
(28.138a)

“ n

2πr0

ż 2π

0
gpθqe´inθdθ. (28.138b)

“ n

r0
cnpr0q. (28.138c)

Justification pour (28.138b). Pour rappel, gpθq “ f̃pr0, θq “ fpr0eiθq ; donc gp0q “ gp2πq et
le « terme au bord » est nul.

() Équation différentielle L’équation (28.138) dit que cn satisfait à l’équation différentielle

c1
nprq “ n

r
cnprq (28.139)

pour tout r P sr1, r2r. La fonction cn est une fonction à valeurs complexes dont les parties
réelles et imaginaires vérifient toutes deux l’équation du lemme 26.45. Il existe donc an P C
tel que

cnprq “ anr
n. (28.140)

Cela prouve au passage le point (3) parce que r n’est jamais nul.
() La valeur de an Nous avons

an “ cnprq
rn

“ 1
2π

ż 2π

0
fpreiθqe´inθr´ndθ

“ 1
2π

ż 2π

0

fpreiθq
peiθrqn dθ

“ 1
2πi

ż

Cs

fpzq
zn`1dz.

(28.141)

Une justification pour l’intégrale curviligne s’impose. La définition est 26.26. Dans le cas du
cercle, nous considérons

Cr : r0, 2πr Ñ C

θ ÞÑ reiθ,
(28.142)

et donc ż

Cr

fpzq
zn`1dz “

ż 2π

0

fpreiθq
preiθqn`1 rie

iθdθ “ i

ż 2π

0

fpreiθq
preiθqn dθ. (28.143)

Le fait que le tout soit égal à an prouve que l’intégrale est en réalité indépendante de r 15.
15. Voir ma question 28.27.
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() Conclusion Reprenons la formule (28.130) :

fpreiθq “ frpθq “
ÿ

n

cnprqeinθ “
ÿ

n

anr
neinθ “

ÿ

n

anpreiθqn. (28.144)

Autrement dit,
fpzq “

ÿ

n

anz
n, (28.145)

avec les an donnés par la formule (28.141), comme nous devions le prouver.
() Point (2) (unicité) Supposons que fpzq “ ř

nPZ anzn, fixons r P sr1, r2r, et posons

fr : R Ñ C

θ ÞÑ fpreiθq. (28.146)

C’est une fonction continue et périodique. Elle peut s’écrire sous la forme

frpθq “ fpreiθq “
ÿ

nPZ
anprneinθq “

ÿ

nPZ
panrnqeinθ. (28.147)

Le corolaire 28.18(2) à propos de l’unicité des coefficients de Fourier implique que anrn “
cnpfq et donc que

an “ cnpfq
rn

. (28.148)

Donc les coefficients an sont déterminés par f . Si nous avions fait le calcul en partant de
fpzq “ ř

nPZ bnzn, nous aurions eu bn “ cnpfq
rn , et donc bien an “ bn.

() Point (4) La fonction
fr : R Ñ C

θ ÞÑ fpreiθq (28.149)

est continue et périodique de période 2π. Le lemme 28.25 nous indique que, pour tout r P
sr1, r2r, nous avons

|cnpfrq| ď }f2
r }8
n2 . (28.150)

() Sur une couronne Soient deux rayons intermédiaires r1 ă s1 ă s2 ă r2. La couronne
fermée Cps1, s2q est compacte. Nous considérons la fonction

g : rs1, s2s ˆ r0, 2πs Ñ C

pu, θq ÞÑ f2
upθq (28.151)

Nous notons gu l’application θ ÞÑ gpu, θq ; c’est une application définie sur rs1, s2s. Par
le lemme 12.79, l’application u ÞÑ }gu}8 est continue et donc majorée : nous pouvons
considérer M P R tel que }gu}8 ă M pour tout u P rs1, s2s.
Puisque, pour r P rs1, s2s nous avons gu “ f2

u , en combinant avec (28.150), nous voyons
qu’il existe M tel que

|cnpfrq| ď M

n2 . (28.152)

En prenant les notations de la définition 11.81 de la convergence normale, nous posons

un : Cps1, s2q Ñ C

z ÞÑ anz
n

(28.153)
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En ce qui concerne sa norme 16, nous avons

}un}8 “ |an| sup
zPCps1,s2q

|zn| (28.154a)

“ |an|sn2 (28.154b)

“
ˇ̌
ˇ̌cnpfsq
sn

ˇ̌
ˇ̌ sn2 (28.154c)

ď |cnpfsq|
sn2

sn2 (28.154d)

ď M

n2 (28.154e)

Justifications :
— Pour (28.154c). Prendre n’importe quel s P rs1, s2s et c’est bon par (28.148).
— Pour (28.154e). Équation (28.152).

Comme la somme
ř
nPZM{n2 converge, nous avons la convergence normale de

ř
nPZ anzn

sur Cps1, s2q.
() Sur un compact quelconque Soit K, un compact dans Cpr1, r2q. La fonction z ÞÑ |z| est

continue sur K ; donc elle a un minimum et un maximum. Nous posons s1 “ minzPK |z|
et s2 “ maxzPK |z|.
Ah ah ! non. En fait nous ne définissons pas s1 et s2 de cette manière parce qu’il y a
un risque que s1 “ s2 et qu’alors Cps1, s2q soit vide et ne contienne donc pas K – pour
rappel, Cps1, s2q est la couronne ouverte.
Nous choisissons donc s1 et s2 de telle sorte que

r1 ă s1 ă min
zPK |z| ď max

zPK ă s2 ă r2. (28.155)

Tout ça pour dire que K Ă Cps1, s2q. La convergence normale sur Cps1, s2q déjà prouvée
implique la convergence normale sur K.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 28.27
Sur Wikipédia[546], le fait que an ne dépende pas de r est prouvé en disant que anpsq “ cnpsq{sn
et anptq “ cnptq{tn et que

cnpsq
cnptq “ sn

tn
. (28.156)

En mettant tout cela bout à bout,
anpsq
anptq “ 1. (28.157)

Je ne comprends pas très bien pourquoi cette justification est nécessaire. À mon avis, le rédacteur de
la démonstration sur Wikipédia parvient à déduire la relation (28.156) directement depuis l’équation
différentielle, sans réellement avoir besoin de la résoudre.

Si vous comprenez n’hésitez pas à m’écrire, parce que j’ai l’impression d’avoir manqué quelque
chose.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 28.28
L’énoncé de la proposition 28.29 n’est peut-être pas précis. Si vous avez un énoncé correct sous le
coude, écrivez-moi.

16. Faites bien attention que dans cette partie, }.}8 est la norme uniforme sur Cps1, s2q et non sur Cpr1, r2q ou
sur C.
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Proposition 28.29.
Si f est holomorphe sur Bpa, rq, alors sa série de Laurent est de la forme

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ aqn. (28.158)

avec
an “ 1

2πi

ż

γ

fpzq
pz ´ aqn`1dz. (28.159)

où
γ : r0, 2πr Ñ C

t ÞÑ a` reit
(28.160)

est le cercle de centre a et de rayon r.
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Chapitre 29

Transformation de Fourier

Définition 29.1.
Soit une fonction f sur Rd, dont nous ne précisons pas la régularité. Sa transformée de fourier
est la fonction f̂ définie par

f̂pξq “
ż

Rd

fpxqe´iξ·xdx (29.1)

si elle existe.

29.2.
Ce qui est bien avec cette définition est que si la formule (29.1) ne définit pas f̂ (parce que l’intégrale
n’existe pas, par exemple), nous nous réservons le droit de définir tout de même f̂ par d’autres
biais. Ce sera d’ailleurs l’objet du théorème 29.32 qui définira f̂ pour tout f P L2pRdq alors que la
formule (29.1) ne fonctionne pas sur toutes ces fonctions.

Une bonne partie de ce qui va suivre aura pour objet de déterminer des espaces de fonctions
sur lesquels la transformée est bien définie, et sur lesquels elle a de bonnes propriétés.

Nous allons par ailleurs utiliser indifféremment les notations Fpfq ou f̂ pour la transformée de
Fourier de f . La notation F est pratique pour les transformées de loooooongues expressions ainsi
que pour parler de l’application « transformée de Fourier » d’un espace de fonction vers un autre.

29.3.
Nous verrons dans le théorème 29.32 que la transformée de Fourier n’est pas une isométrie de L2.
Pour avoir une isométrie, il aurait fallu choisir des coefficients moins simples.

Proposition 29.4.
La transformée de Fourier est C-linéaire au sens suivant. Soient des fonctions f, g : Rd Ñ C telles
que Fpfq et Fpgq existent. Alors

(1) La transformée de Fourier de f ` g existe et vaut Fpf ` gq “ Fpfq ` Fpgq
(2) Pour tout λ P C, la transformée de Fourier de λf existe et vaut Fpλfq “ λFpfq.

Démonstration. C’est la proposition 14.179 qui nous permet de séparer l’intégrale dans le calcul
suivant :

Fpf ` gqpξq “
ż

Rd

pf ` gqpxqe´iξ·xdx (29.2a)

“
ż

Rd

fpxqe´iξ·xdx`
ż

Rd

gpxqe´iξ·xdx (29.2b)

“ Fpfqpξq ` Fpgqpξq. (29.2c)

En ce qui concerne Fpλfq, c’est la même chose, en utilisant la linéarité de l’intégrale.

2083
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29.1 Transformée de Fourier sur L1pRdq

Nous rappelons que les espaces Lp sont des ensembles de classes de fonctions, définition 27.7.
La transformée de Fourier, comme presque tout ce qui a trait aux intégrales, passe aux classes.

Lemme 29.5.
Soit une fonction f : Rd Ñ C telle que Fpfq existe. Alors pour toute fonction g P rf s la transformée
Fpgq existe et ĝ “ f̂ .

Démonstration. Par définition des classes, il existe une fonction s : Rd Ñ C presque partout nulle
telle que g “ f ` s. Soit ξ P Rd fixé. La fonction x ÞÑ spxqe´iξx est presque partout nulle et
donc intégrable d’intégrale null. La proposition 14.179 nous permet alors d’affirmer que f ` s est
intégrable et que

Fpf ` sqpξq “
ż

Rd

pf ` sqpxqe´iξxdx “
ż

Rd

fpxqe´iξxdx`
ż

Rd

spxqe´iξxdx “ Fpfqpxq. (29.3)

À partir de maintenant, lorsque nous parlons de transformée de Fourier d’une fonction dans
Lp, nous parlons indifféremment d’une vraie fonction ou d’une classe.

Lemme 29.6.
Si f P L1pRdq, alors f̂ existe.

Démonstration. Par définition, si f P L1pRdq, alors l’intégrale
ş
Rd |f | existe et est finie. Alors la

fonction qui arrive dans la transformée de Fourier en ξ, la fonction s : x Ñ fpxqe´iξx est également
dans L1pRdq parce que |s| “ |f |.

29.7.
Si f P L1pRq, la transformée de Fourier f̂ existe, mais il n’est pas garanti qu’elle soit elle-même
dans L1, même si il est vrai que f̂ est continue (proposition 29.11) et bornée (proposition 29.14).
Nous allons immédiatement montrer un exemple de fonction L1 dont la transformée de Fourier
n’est pas dans L1.

Lemme 29.8.
La transformée de Fourier de

f : R Ñ R

x ÞÑ
#

1 si x P r´1
2 ,

1
2 s

0 sinon
(29.4)

est

f̂pξq “ ´sinpξ{2q
ξ{2 . (29.5)

La fonction f̂ n’est pas dans L1pRq.

Démonstration. Pour ξ P R fixé, la fonction x ÞÑ fpxqeiξx est continue à support compact, donc
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nous n’avons aucun problèmes avec l’intégrale

f̂pξq “
ż

R

fpxqe´iξxdx (29.6a)

“
ż

r´1{2,1{2s
e´iξx (29.6b)

“ “ ´ 1
iξ
e´iξx‰x“1{2

x“´1{2 (29.6c)

“ ´ 1
iξ

`
e´iξ{2 ´ e´iξ{2˘ (29.6d)

“ ´2i sinpξ{2q
iξ

(29.6e)

“ sinpξ{2q
ξ{2 . (29.6f)

Le fait que cette fonction ne soit pas dans L1pRq est le lemme 20.211.

Lemme 29.9.
Si f P L1pRdq et si gpxq “ fpλxq alors

ĝpξq “ λ´df̂pξ{λq. (29.7)

Démonstration. Il s’agit de faire le changement de variable y “ λx dans l’intégrale

ĝpξq “
ż

Rd

fpλxqe´iξxdx. (29.8)

Dans le changement de variables, vient le coefficient dx “ λ´ddy.

Proposition 29.10.
La transformée de Fourier est un morphisme vis-à-vis de la convolution sur L1pRnq :

zf ˚ g “ f̂ ĝ. (29.9)

Démonstration. Nous devons étudier l’intégrale

zf ˚ gpξq “
ż

R

„ż

R

fpyqgpt´ yq
ȷ
e´itξdt. (29.10)

Ici nous avons choisi des représentants f et g dans les classes de L1. Montrons que f est borélienne.
D’abord fpxq “ f`pxq ´f´pxq où f` et f´ sont des fonctions positives. Afin d’alléger les notations
nous supposons un instant que f est positive et nous posons

fnpxq “
2nÿ

k“1

k

n
1fpxqPr k

n
, k`1

n
r. (29.11)

Le fait que f soit dans L1 implique que chacune des fonctions fn est borélienne 1 et donc que f
l’est aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions boréliennes 2.

Nous allons appliquer le théorème de Fubini 14.271 à la fonction

ϕpx, yq “ fpxqgpyqe´iξpx`yq (29.12)

1. Ceci demanderait plus de justification. Dites moi si vous savez comment justifier que les fn soient boréliennes.
2. Le fait que f soit borélienne est une conséquence du théorème 27.195.
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qui est borélienne en tant que produit et composé de fonctions boréliennes. Nous avons
ż

R

ˆż

R

|fpxqe´iξx||gpyqe´iξy|dy
˙
dx “

ż

R

ˆ
|fpxq|

ż

R

|gpyq|dy
˙
dx (29.13a)

“
ż

R

|fpxq|}g}1 (29.13b)

“ }f}1}g}1 ă 8. (29.13c)

Le théorème est donc applicable. D’abord nous avons :

f̂pξqĝpξq “
ˆż

R

fpxqe´iξxdx
˙ˆż

R

gpyqe´iξydy
˙

(29.14a)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpyqe´iξpx`yqdy
˙
dx (29.14b)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´iξt
˙
dx. (29.14c)

Jusqu’ici nous n’avons pas utilisé Fubini. Nous avons seulement introduit le nombre
ş
R
gpyqe´iξydy

dans l’intégrale par rapport à x et effectué le changement de variables y ÞÑ t “ x` y. Maintenant
nous appliquons le théorème de Fubini pour inverser l’ordre des intégrales :

f̂pξqĝpξq “
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´itξdx
˙
dy (29.15a)

“
ż

R

e´itξ
ˆż

R

fpxqgpt´ xqdx
˙
dt (29.15b)

“
ż

R

e´itξpf ˚ gqptqdt (29.15c)

“ zf ˚ gpξq. (29.15d)

Proposition 29.11.
Soit une fonction f P L1pRdq. Alors sa transformée de Fourier est continue.

Démonstration. Nous considérons une fonction f définie sur Rd et à valeurs dans R ou C. Sa
transformée de Fourier est donnée par

f̂pξq “
ż

Rd

e´iξxfpxqdx. (29.16)

Pour montrer que cette fonction f̂ est continue en ξ0 nous considérons une suite pξnq Ñ ξ0 et nous
voulons montrer que f̂pξnq Ñ f̂pξ0q. Pour cela nous considérons les fonctions

gnpxq “ e´iξnxfpxq (29.17)

qui convergent simplement vers gpxq “ e´iξxfpxq. Étant donné que

|gnpxq| ă |fpxq|, (29.18)

le théorème de la convergence dominée donne alors

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim
nÑ8 gnpxq, (29.19)

c’est-à-dire limnÑ8 f̂pξnq “ f̂pξq. La fonction f̂ est donc continue.

Lemme 29.12.
Pour tout f P L1pRnq nous avons }f̂}8 ď }f}1.
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Démonstration. Cela est une simple vérification :

f̂pξq “
ż

Rn

fpxqe´ixξdx, (29.20)

nous avons, pour tout ξ,
|f̂pξq| ď

ż

R

|fpxq|dx, (29.21)

ce qui signifie exactement }f̂}8 ď }f}1.

Lemme 29.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue[607]).
Si f est une fonction L1pRq alors limξÑ˘8 f̂pξq “ 0.

Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat dans le cas d’une fonction g en escalier,
et plus précisément par une fonction caractéristique d’un compact K “ ra, bs. Au niveau de la
transformée de Fourier nous avons

1̂Kpξq “
ż b

a
e´iξxdx “ ´ 1

iξ
pe´ibξ ´ e´iaξq. (29.22)

Par conséquent
|1̂Kpξq| ď 2

|ξ| . (29.23)

Plus généralement si g “ řN
i“1 ci1Ki , alors

|ĝpξq| ď 2
|ξ|

Nÿ

i“1
|ci|, (29.24)

et donc nous avons effectivement limξÑ˘8 |ĝpξq| “ 0.
Nous passons maintenant au cas général f P L1pRq. Étant donné que les fonctions L1 en escalier

sont denses dans L1, nous considérons une fonction g P L1pRq en escalier telle que }f ´ g}1 ă ϵ.
Nous avons donc

}f̂ ´ ĝ}8 ď }f ´ g}1 ă ϵ. (29.25)

Donc
}f̂pξq} ď }f̂pξq ´ ĝpξq}|ĝpξq|. (29.26)

Le premier terme est plus petit que ϵ. Il nous reste à voir que

lim
ξÑ8 |ĝpξq| “ 0, (29.27)

mais cela est le résultat de la première partie de la preuve.

Corolaire 29.14.
La transformée de Fourier d’une fonction L1pRq est bornée.

Démonstration. Par le corolaire 29.11, la transformée de Fourier d’une fonction L1 est continue.
Le lemme de Riemann-Lebesgue 29.13 impliquant qu’elle tend vers zéro en ˘8, elle doit être
bornée.

29.1.1 Formule sommatoire de Poisson

Proposition 29.15 (Formule sommatoire de Poisson).
Soit f : R Ñ C une fonction continue et L1pRq. Nous supposons que

(1) il existe M ą 0 et α ą 1 tels que

|fpxq| ď M

p1 ` |x|qα , (29.28)
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(2)
ř8
n“´8 |f̂p2πnq| ă 8.

Alors nous avons
8ÿ

n“´8
fpnq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnq. (29.29)

Démonstration. (i) Convergence normale Nous commençons par montrer qu’il y a conver-
gence normale sur tout compact séparément des séries sur les n ě 0 et sur les n ă 0.
Soit K un compact de R contenu dans r´A,As et n P Z tel que |n| ě 2A. Pour x P K nous
avons

|x` n| ě |n| ´ |x| ě |n| ´A ě |n|
2 . (29.30)

Du coup nous avons un α ą 1 tel que

|fpx` nq| ď M`
1 ` |x` n|˘α ď M´

1 ` |n|
2

¯α . (29.31)

Lorsque n est grand, cela a le comportement de M{|n|α et donc la série

8ÿ

n“0
fpx` nq (29.32)

est une série convergent normalement. Les deux séries (usuelles)

a´ “
ÿ

nď0
fpx` nq (29.33a)

a´ “
ÿ

ną0
fpx` nq (29.33b)

convergent normalement.
(ii) Convergence commutative Au sens de la définition 11.96 nous avons

ÿ

nPZ
fpx` nq “ a` ` a´. (29.34)

En effet si nous prenons J 1
0 Ă N fini tel que |řNzJ0

fpx ` nq ´ a`| ď ϵ et J 1
1 P ´N tel que

|řnP´NzJ 1
1
fpx` nq| ´ a´ ă ϵ, et si nous posons J0 “ J 1

0 Y J 1
1 alors si K est un ensemble fini

de Z contenant J0 nous avons

|
ÿ

nPK
fpn` xq ´ pa` ` a´q| ď |

ÿ

nPK`

fpn` xq ´ a`| ` |
ÿ

nPK´

fpn` xq ´ a´| ď 2ϵ (29.35)

où K` sont les éléments positifs de K et K´ sont les strictement négatifs. Maintenant que
la famille tfpn`xqunPZ est une famille sommable, nous savons qu’elle est commutativement
sommable et que la proposition 11.110 nous permet de sommer dans l’ordre que l’on veut.
Nous pouvons donc écrire sans ambigüité l’expression

ř
nPZ fpx` nq ou

ř8
n“´8 fpx` nq.

(iii) re-convergence normale Nous posons donc sans complexes la série

F pxq “
ÿ

nPZ
fpx` nq (29.36)

qui converge tant commutativement que normalement. Notons que nous pouvons maintenant
dire que la série sur Z converge normalement ; pas seulement les deux séries séparément.
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(iv) Continuité, périodicité Étant donné que chacune des fonctions fpx` nq est continue, la
convergence normale nous assure que F est continue.
De plus F est périodique de période 1 parce que

F px` 1q “
8ÿ

n“´8
fpx` 1 ` nq “

8ÿ

p“´8
fpx` pq “ F pxq (29.37)

où nous avons posé p “ 1 ` n.
Notons que nous n’avons pas spécialement prouvé que F n’était pas périodique avec des
périodes plus petites que 1. Mais cela n’a pas d’importance ici.

(v) Coefficients de Fourier En vertu de la définition (27.273) et de la périodicité de F ,

cnpF q “
ż 1{2

´1{2
F ptqe´2πintdt (29.38a)

“
ż 1

0
F ptqe´2πintdt (29.38b)

“
ż 1

0

ÿ

nPZ
fpt` nqe´2iπntdt (29.38c)

“
ÿ

nPZ

ż n`1

n
fpuqe´2πipu´nqtdu (29.38d)

“
ż 8

´8
fpuqe´2πinudu (29.38e)

“ f̂p2πnq. (29.38f)

où nous avons effectué le changement de variables u “ t ` n, et permuté l’intégrale et la
somme en vertu du fait que la somme converge normalement.

(vi) Conclusion Étant donné l’hypothèse
ř
nPZ |f̂pnq| ă 8 la proposition 28.16 nous dit que

F pxq “
ÿ

nPZ
cnpF qe2πinx, (29.39)

c’est-à-dire que
8ÿ

n´8
fpx` nq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnqe2πinx. (29.40)

En écrivant cette égalité en x “ 0 nous trouvons le résultat :
ÿ

nPZ
fpnq “

ÿ

nPZ
f̂p2πnq. (29.41)

Exemple 29.16.
La formule sommatoire de Poisson peut être utilisée pour calculer des sommes dans l’espace de
Fourier plutôt que dans l’espace direct. Nous allons montrer dans cet exemple l’égalité

8ÿ

n“´8
e´αn2 “

8ÿ

n“´8

c
π

α
e´π2n2{α. (29.42)

Si α est grand, alors la somme de gauche est plus rapide, tandis que si α est petit, c’est le contraire.
Nous appliquons la formule sommatoire de Poisson à la fonction

fpxq “ e´αx2
. (29.43)
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Nous avons

f̂pxq “
ż

R

e´αt2´ixtdt (29.44a)

“ e´x2{4α
ż

R

e
´p?

αt` ix
2

?
α

q2
(29.44b)

“ e´x2{4α 1?
α

ż

R` ix
2

?
α

e´u2
du. (29.44c)

Pour traiter cette intégrale nous utilisons la proposition 26.7 en considérant le chemin rectangulaire
fermé qui joint les points ´R, R, R`ai, ´R`ai et fpzq “ e´z2 . Calculons l’intégrale sur les deux
côtés verticaux. Nous posons

γRptq “ R ` tia (29.45)

avec t : 0 Ñ 1. Nous avons
ż

γR

f “
ż 1

0
f
`
γRptq˘}γ1

Rptq}dt (29.46a)

“ ae´R2
ż 1

0
e´2tRia`at2dt, (29.46b)

donc en module nous avons

|
ż

γR

f | ď ae´R2
ż 1

0
eat

2
dt ď Me´R2

, (29.47)

où M est une constante ne dépendant pas de R. Lorsque R Ñ 8, la contribution des chemins
verticaux s’annule et nous trouvons que

ż

R`ai
e´u2

du “
ż

R

e´u2
du, (29.48)

que nous pouvons utiliser pour continuer le calcul (29.44). Nous avons

f̂pxq “ e´x2{4α
?
α

ż

R
e´u2

du “
c
π

α
e´x2{4α (29.49)

où nous avons utilisé la formule (14.862). Par conséquent ce qui rentre dans la formule sommatoire
de Poisson est

f̂p2πnq “
c
π

α
e´π2n2{α. (29.50)

△

29.2 Suite régularisante
Définition 29.17.
Une suite régularisante est une suite pρnq dans L1pRdq telle que

(1) pour tout n, ρn ě 0 et
ş
Rd ρn “ 1 ;

(2) pour tout α ą 0,
lim
nÑ8

ż

|t|ąα
ρn “ 0. (29.51)

Une telle suite est régularisante parce que souvent ρn P DpRdq, ce qui donne f ˚ ρn P C8 par
le corolaire 27.62.

Proposition 29.18 ([608, 609]).
Soit une suite régularisante ρn P L1pRdq. Alors :
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(1) Si f est continue à support compact, nous avons la convergence uniforme sur Rd :

f ˚ ρn unifÝÑ f. (29.52)

(2) Si g P Lp (1 ď p ă 8) alors
g ˚ ρn LpÝÑ g. (29.53)

Démonstration. Si f est continue à support compact, elle est uniformément continue 3, et elle est
bornée. Soit ϵ ą 0 et α ą 0 tel que pour tout x, y tels que }x´y} ă α nous ayons |fpxq´fpyq| ă ϵ.
Nous prenons de plus n suffisamment grand pour avoir

ş
Bp0,αqc ρn ă ϵ. Nous avons alors

|fpxq ´ pf ˚ ρnqpxq| “ |
ż

Rd

`
fpxq ´ fpyq˘ρnpx´ yqdy| (29.54a)

ď
ż

Bpx,αq
|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon

ďϵ
ρnpx´ yqdy `

ż

Bpx,αqc

|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon
ď2}f}8

ρnpx´ yqdy

(29.54b)
ď ϵp1 ` 2}f}8q. (29.54c)

Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe N tel que n ą N implique
ˇ̌
fpxq´pf ˚ρnqpxqˇ̌ ď ϵ.

Cela prouve l’uniforme convergence sur Rd de f ˚ ρn vers f .
Pour le point (2) nous considérons g P L1pRdq et ϕ P DpRdq. Nous avons la majoration

}g ˚ ρn ´ g}p ď }g ˚ ρn ´ ϕ ˚ ρn}p ` }ϕ ˚ ρn ´ ϕ}p ` }ϕ´ g}p (29.55)

En ce qui concerne le premier terme ;

}pg ´ ϕq ˚ ρn}p ď }g ´ ϕ}p (29.56)

par la proposition 27.60. Donc

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕ}p ` }ϕ ˚ ρn ´ ϕ}p. (29.57)

Par la densité de D dans Lp (théorème 27.50(5)) nous pouvons considérer une suite ϕi LpÝÑ g dans
DpRdq. Pour tout i nous avons

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕi}p ` }ϕi ˚ ρn ´ ϕ}p. (29.58)

Nous effectuons la limite sur n Ñ 8 :

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕi} ` lim

nÑ8 }ϕi ˚ ρn ´ ϕi}plooooooooooomooooooooooon
“0

(29.59)

parce que le point (1) s’applique à ϕi. Nous effectuons ensuite la limite sur i Ñ 8 dans

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g} ď 2}g ´ ϕi} Ñ 0. (29.60)

29.3 Transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz
La définition de la transformée de Fourier de φ P S pRdq est

φ̂pξq “
ż

Rn

φpxqe´ix· ξdx. (29.61)

Si α est un multiindice de taille m, nous notons

pMαfqpxq “ xα1 . . . xαmfpxq. (29.62)
3. Théorème de Heine 12.76.
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Lemme 29.19 (Lemme de transfert).
Si φ P S pRdq et si α est un multiindice, alors

Bαφ̂ “ p´iq|α| zMαφ. (29.63)

et
yBαφpξq “ p´iq|α|ξαφ̂pξq. (29.64)

Démonstration. Nous considérons la fonction hpx, ξq “ φpxqe´ix· ξ dont la dérivée par rapport à
ξi est donnée par ´ipMiφqpxqex· ξ. Cette fonction est majorée en norme par

Gpxq “ Miφpxq, (29.65)

qui est encore une fonction à décroissance rapide et donc parfaitement intégrable sur Rd. Le
théorème 17.19 nous dit donc que la dérivée de φ̂ par rapport à ξi existe et vaut

Bφ̂
Bξi pξq “ ´i

ż

Rn

xiφpxqe´iξ·x “ ´izMiφpξq. (29.66)

En appliquant ce résultat en chaine, nous trouvons la première formule annoncée.
Nous passons à la seconde formule annoncée. Étant donné que φ P S , ses dérivées le sont aussi

et par conséquent, il n’y a pas de problèmes pour écrire

zBxk
φpξq “

ż

Rd

Bφ
Bxk pxqe´ix· ξdx. (29.67)

Étant donné que

B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
“ Bφ

Bxk pxqe´ix· ξ ´ iξkφpxqe´ix· ξ, (29.68)

notre tâche sera de prouver que
ż

Rd

B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
dx “ 0. (29.69)

Autrement dit, nous voulons montrer que le terme au bord d’une intégration par partie s’annule.
D’abord le fait que φ soit à décroissance rapide nous assure que l’intégrale (29.69) converge. Pour
chaque ξ, la fonction

fpx, ξq “ B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
(29.70)

est intégrable par rapport à x. De plus, f est dans S pRq pour chacune de ses variables (les autres
étant fixées). Le théorème de Fubini 14.272 nous permet alors de décomposer l’intégrale en

ż

Rd

fpx, ξqdx “
ż

R

. . .

ż

R

fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (29.71)

De plus nous pouvons intégrer dans l’ordre de notre choix et nous choisissons évidemment d’intégrer
d’abord par rapport à xk. Étudions donc l’intégrale

ż

R

B
Bx

´
φpxqe´ixξ

¯
dx “ lim

AÑ8

ż A

´A
B

Bx
´
φpxqe´ixξ

¯
dx (29.72)

dans laquelle nous avons un peu allégé les notations. Une primitive de ce qui est intégré est toute
trouvée : c’est φpxqe´ixξ, et nous pouvons utiliser le théorème fondamental du calcul intégral pour
écrire que ż A

´A

´
φpxqe´ixξ

¯1
dx “

”
φpxqe´ixξ

ıx“A
x“´A

. (29.73)

Vu que φ est dans S , la limite A Ñ 8 donne zéro.
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En substituant maintenant (29.68) dans (29.67) et en tenant compte du terme que nous venons
de montrer s’annuler, nous avons

yBkφpξq “ ´iξk
ż

Rd

φpxqe´ix· ξ “ ´iξkφ̂pξq. (29.74)

En recommençant la procédure |α| fois nous trouvons la seconde formule annoncée.

Proposition 29.20 ([388]).
À propos de transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz.

(1) L’espace de Schwartz est stable par transformée de Fourier, c’est-à-dire que F
`
S pR2q˘ Ă

S pRdq 4.
(2) L’application F : S pRdq Ñ S pRdq est continue.

Démonstration. La linéarité découle de celle de l’intégrale. La difficulté est de prouver que pour
φ P S pRdq nous avons bien que φ̂ P S pRdq et que cette association est continue 5.

(i) Première inclusion : F
`
S pRdq˘ Ă S pRdq Nous devons prouver que pour tout multiin-

dices α et β, nous avons pα,βpφ̂q ă 8. Nous avons

ξβBαφ̂pξq “ ξβp´iq|α| zMαφpξq “ p´iq|α|`|β| {BβMαφpξq. (29.75)

Ensuite nous nous souvenons que }f̂}8 ď }f}1 parce que

|f̂pξq| ď
ż

Rd

ˇ̌
fpxqe´ix· ξ

ˇ̌ “
ż

Rd

|fpxq|dx “ }f}1. (29.76)

Donc
pα,βpφ̂q “ } {BβMαφ}8 ď }BβMαφ}1. (29.77)

Du fait que φ soit dans S , la dernière expression est finie. Cela prouve déjà que

F
`
S pRdq˘ Ă S pRdq. (29.78)

(ii) Continuité Nous supposons avoir une suite φn SÑ φ, et nous devons prouver que φ̂n SÑ φ̂.
Pour alléger les notations, nous posons fn “ φn ´ φ. Nous avons

}f̂}α,β “ }ξβBαf̂}8 (29.79a)

“ } {BβMαf}8 lemme 29.19. (29.79b)
ď }BβMαf}1 (29.79c)

La convergence fn SÑ 0 nous dit ente autres que BβMαfn
SÑ 0 ; en particulier la proposi-

tion 27.194 nous dit que BβMαfn
L1Ñ 0, ce qui signifie, par les majorations (29.79) que

}f̂n}α,β ď }BβMαfn}1 Ñ 0, (29.80)

ce qui prouve la continuité de transformée de Fourier dans S pRdq.
(iii) Bijection Une preuve peut être trouvée dans [610].

Proposition 29.21 ([1]).
Soit φ P S pRn ˆRmq et la transformée de Fourier partielle

φ̃px, kq “
ż

Rm

e´ikyφpx, yqdy. (29.81)

Alors φ̃ P S pRn ˆRmq.
4. Nous verrons, avec la formule d’inversion dans la proposition 29.26 que c’est même une bijection.
5. Pour rappel, en dimension infinie, il n’est pas garanti qu’une application linéaire soit continue.
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Démonstration. Il s’agit de reprendre les étapes de la partie correspondante de la preuve de la
proposition 29.20. Soient des multiindices α, α1, β et β1 où α et β se réfèrent à la variable x tandis
que α1 et β1 se réfèrent à la variable k.

Vu que la multiplication par kβ1 commute avec Bα nous avons

xβkβ
1BαBα1

φ̃px, kq “ xβkβ
1Bαp´iq|α1|ČMα1φpx, kq “ p´iq|α1|`|β1|xβBα ČBβ1Mα1φpx, kq. (29.82)

D’autre part nous avons Bαφ̃ “ ĄBαφ parce que la fonction Bxφ étant Schwartz, la fonction

Gpyq “ sup
xPRn

|pBxφqpx, yq| (29.83)

est dans L1pRmq par le corolaire 27.190. Par conséquent le théorème 17.19 permet de permuter la
dérivée et l’intégrale dans

B
Bxφ̃px, kq “ B

Bx
ż

Rm

e´ikyφpx, yqdy. (29.84)

Dans le même ordre d’esprit des difficultés de permutation de limites nous avons Mβφ̃ “ ĆMβφ.
D’autre part nous avons encore }φ̃}α ă 8 parce que

|φ̃px, kq| ď
ż

Rm

|φpx, yq|dy ď sup
x

ż

Rm

|φpx, yq|dy ď
ż

Rm

| sup
x
φpx, yq|dy ă 8 (29.85)

parce que φ est Schwartz et le corolaire 27.190 donne l’intégrabilité.
Donc nous avons

ppαα1q,pββ1qpφ̃q “ } ČBβ1Mα1MβBαφ}8 ă 8. (29.86)

Cela prouve que φ̃ est Schwartz.

29.3.1 Quelques transformées de Fourier

Lemme 29.22 (Transformée de Fourier de la Gausienne [611]).
La transformée de Fourier de

gϵ : Rd Ñ R

x ÞÑ e´ϵ}x}2 (29.87)

est donnée par
ĝϵpξq “

´π
ϵ

¯d{2
e´}ξ}2{4ϵ (29.88)

Démonstration. Nous commençons par la fonction gpxq “ e´}x}2{2 et nous prouvons que sa trans-
formée de Fourier est ĝpξq “ p2πqd{2gpξq.

(i) Réduction à la dimension 1 La fonction g est dans l’espace de Schwartz. Par le théorème
de Fubini,

ĝpξq “
ż

Rd

dź

k“1
e´x2

ke´iξkxkdx “
dź

k“1

ż

R

e´t2{2e´ξkxdt “
dź

k“1
f̂pξkq (29.89)

où f est la fonction d’une variable

fpxq “ e´x2{2. (29.90)

Notons que f P DpRq.
(ii) Une équation différentielle Voyons l’équation différentielle satisfaite par la transformée

de Fourier f̂ de la fonction (29.90). Grâce au lemme 29.19 nous trouvons l’équation différen-
tielle 6

ξf̂pξq ` pf̂q1pξq “ 0. (29.91)

6. Une façon alternative, plus directe de déduire cette équation différentielle sera donnée dans l’exemple 29.25.
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C’est le moment d’utiliser le théorème de Cauchy-Lipschitz (17.42), appliqué à la fonction
fpt, yq “ ´ty qui est Lipschitz et continue au au problème

"
y1 ` ty “ 0 (29.92a)
yp0q “ y0 (29.92b)

possède une unique solution maximale, en l’occurrence ypxq “ y0e´x2{2. En ce qui concerne
la condition initiale nous avons

f̂p0q “
ż

R

e´x2{2dx “ ?
2π. (29.93)

par l’exemple 14.275. Donc
f̂pξq “ ?

2πe´ξ2{2. (29.94)
En reformant le produit (29.89) nous concluons.

Nous passons maintenant à la fonction gϵ. Nous pouvons écrire gϵ sous la forme

gϵpxq “ gp?
2ϵxq. (29.95)

Utilisant successivement la transformée de Fourier de g que nous venons de calculer et 29.9 (facteur
d’échelle) nous trouvons

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (29.96a)
ĝϵpξq “ p2ϵq´d{2ĝ

`
ξ{?

2ϵ
˘

(29.96b)

“
´π
ϵ

¯d{2
e´|ξ|2{4ϵ.. (29.96c)

Nous voyons que ĝϵ P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20).

Lemme 29.23.
Si gϵpxq “ e´ϵ}x}2 alors la suite

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n (29.97)

est une suite régularisante (définition 29.17).

Démonstration. Nous savons déjà la transformée de Fourier de gϵ par le lemme 29.22. Nous mon-
trons que la suite ρn est régularisante. Nous avons ĝϵ P L1pRdq et ĝϵ ě 0 ainsi que limϵÑ0

ş
Bp0,αq ĝϵ “

0 pour tout α. Il y a seulement un couac avec la norme. Nous calculons
ş
Rd ĝϵpξqdξ avec la forme

(29.96c). En utilisant sauvagement Fubini 7 pour séparer les intégrales et en effectuant le change-
ment de variable u “ t{p2?

ϵq nous calculons :
ż

Rd

e´|ξ|2{4ϵdξ “
dź

k“1

ż

R

e´t2{4ϵdt (29.98a)

“ 2
?
ϵ

dź

k“1

ż

R

e´u2
du (29.98b)

“
dź

k“1
2
?
ϵ
?
π (29.98c)

“ 2dpπϵqd{2. (29.98d)

Nous avons utilisé l’exemple 14.275 pour le calcul de l’intégrale gaussienne. Avec tout cela nous
avons ż

Rd

ĝϵ “ p2πqd. (29.99)

Donc 1
p2πqd ĝ1{n est une suite régularisante.

7. Le pauvre !
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Le corolaire suivant regroupe les résultats à propos des suites régularisantes, leur utilité et leur
existence.

Corolaire 29.24.
Si la suite régularisante ρn est dans L1pRdqXC8pRdq alors pour f P LppRdq en posant fn “ ρn ˚f
nous avons

(1) fn P C8pRdq X LppRdq
(2) fn

LpÝÑ f

De plus, de telles suites existent.

Démonstration. Le fait que fn soit de classe C8 est le corolaire 27.62, et la convergence est la
proposition 29.18(2).

De telles suites existent, par exemple celle donnée par le lemme 29.23.

Exemple 29.25 ([89]).
Soit la fonction gϵpxq “ e´ϵx2 . Sa transformée de Fourier sera déduite dans le lemma 29.22 en
utilisant le lemme de transfert 29.19. Nous nous proposons ici de déduire de façon directe l’équation
différentielle vérifiée par la transformée de Fourier de gϵ.

Nous posons
Ipkq “

ż

R

e´ikxe´ϵx2
dx. (29.100)

et nous considérons la fonction
fpk, xq “ e´ikxe´ϵx2

. (29.101)

Elle est de classe C1 par rapport à k, et intégrable en x pour chaque k. De plus sa dérivée

pBkfqpk, xq “ ´ixe´ikxe´ϵx2 (29.102)

vérifie |Bkf | ď xe´ϵx2 . La dérivée est donc majorée (uniformément en k) par une fonction intégrable.
Le théorème 17.19 permet de permuter la dérivée et l’intégrale :

I 1pkq “
ż

R

´ixe´ikxe´ϵx2
dx (29.103a)

“ i

ż

R

e´ikx 1
2ϵ

d

dx

´
e´ϵx2

¯
dx (29.103b)

“ ´i
2ϵ

ż

R

d

dx

´
e´ikx

¯
e´ϵx2

dx par partie (29.103c)

“ ´k
2ϵ

ż

R

e´ikxe´ϵx2
dx (29.103d)

“ ´k
2ϵ Ipkq. (29.103e)

D’où l’équation différentielle I 1pkq “ ´ k
2ϵIpkq. △

29.3.2 Formule d’inversion

Proposition 29.26 (Formule d’inversion[388, 89]).
À propos d’inversion de la transformée de Fourier.

(1) Si f P S pRq, alors nous avons la formule d’inversion

fpxq “ 1
2π

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.104)

(2) Nous avons, pour f P S pRq,
fpxq “ 1

2πFpf̂qp´xq. (29.105)
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(3) L’application

F : S pRq Ñ S pRq (29.106)

est une bijection continue.

(4) Cette formule peut d’écrire de plusieurs autres façons : pour tout f P S pRdq nous avons

fpxq “ 1
2πFpf̂qp´xq. (29.107a)

F´1pfqpξq “ ´ 1
2πFpfqp´ξq. (29.107b)

Démonstration. Le fait que la transformée de Fourier sur S pRdq prenne ses valeurs dans S pRdq
est déjà prouvé dans 29.20. Nous commençons maintenant la preuve de (1).

Soit f P S pRdq. Pour ϵ ą 0 nous posons

fϵpkq “ e´ϵk2
eikxf̂pkq. (29.108)

Nous allons calculer

lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk (29.109)

de deux façons ; d’abord avec la convergence dominée, et ensuite avec Fubini.

(i) Premier calcul : convergence dominée D’abord en utilisant directement le théorème de
la convergence dominée 14.190. La fonction f̂ est dans S pRq (théorème 29.20) et par consé-
quent fϵ P L1pRq parce que le facteur e´ϵk2 ne va certainement pas empêcher de converger.
De plus |fϵ| ď |f̂ | et f̂ P L1. Le théorème est de la convergence dominée est applicable et

lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.110)

(ii) Deuxième calcul : Fubini Pour le deuxième calcul nous allons faire appel à Fubini 8 pour
la fonction

u : RˆR Ñ R

pk, yq ÞÑ eikpx´yqe´ϵk2
fpyq. (29.111)

D’abord nous nous assurons que u P L1pR ˆ Rq par le corolaire 14.271, et ensuite nous
utilisons le théorème de Fubini 14.272 pour manipuler les intégrales (et en particulier les
permuter).

(i) u P L1pRˆRq Dans un premier temps nous avons :

ż

R

ż

R

|eikpx´yqe´ϵk2
fpyq|dy dk ď

ż

R

e´ϵk2“ ż

R

|fpyq|dy‰dk ă 8 (29.112)

parce que f étant dans S pRq, l’intégrale intérieure se réduit à un nombre. Nous savons
maintenant que u P L1pRˆRq grâce au corolaire 14.271.

8. Parce qu’il est toujours plus simple de refiler le boulot aux autres que de le faire soi-même. . .pauvre Fubini !
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(ii) Calcul Nous pouvons alors calculer un peu . . .
ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “

ż

R

ż

R

eikxe´ϵk2
e´ikyfpyqdy dk (29.113a)

“
ż

R

“ ż

R

eikpx´yqe´ϵk2
fpyqdk‰dy (29.113b)

“
ż

R

fpyq“
ż

R

eikpx´yqe´ϵk2
dk

‰
dy (29.113c)

“
ż

R

fpyqĝϵpy ´ xqdy (29.113d)

“
c
π

ϵ

ż

R

fpyqe´py´xq2{4ϵdy (29.113e)

“ 2
?
ϵ

c
π

ϵ

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt (29.113f)

“ 2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt (29.113g)

(29.113h)

Justifications :
— Pour (29.113b), c’est Fubini 14.272.
— Pour (29.113d), nous avons reconnu dans le crochet la transformée de Fourier de la

fonction gϵ : x ÞÑ e´ϵx2 .
— Pour (29.113e), nous utilisons la transformée de Fourier de gϵ donnée dans le lemme

29.22.
— Pour (29.113f), nous avons effectué le changement de variables t “ py ´ xq{p2?

ϵq
qui donne dt “ dy{2

?
ϵ.

(iii) Second passage à la limite Nous avons obtenu l’égalité
ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “ 2

?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt, (29.114)

et nous voudrions passer à la limite ϵ Ñ 0. Le membre de gauche est déjà fait en (29.110).
Pour le membre de droite, la fonction f étant Schwartz (en particulier bornée), nous pouvons
effectuer la majoration

fpx` 2
?
ϵtqe´t2 ď }f}8e´t2 , (29.115)

qui est une fonction intégrable de t. Nous avons donc le droit de permuter la limite ϵ Ñ 0 et
l’intégrale dans le calcul suivant :

lim
ϵÑ0

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2 “

ż

R

fpxqe´t2dt. (29.116)

(iv) Fin Nous avons maintenant les limites des deux membres de (29.114). Récrivons :

lim
ϵÑ0

ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “ lim

ϵÑ0
2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt, (29.117)

À gauche nous avons déjà la limite depuis (29.110), et à droite nous obtenons

lim
ϵÑ0

2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt “ 2

?
π

ż

R

fpxqe´t2dt “ 2
?
πfpxq?

π “ 2πfpxq (29.118)

où nous avons utilisé l’intégrale gaussienne faite dans l’exemple 14.275.
En remettant tout ensemble,

2πfpxq “ lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk, (29.119)

ce qu’il fallait prouver.
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Le plus gros est fait ; nous avons prouvé

fpxq “ 1
2π

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.120)

Pour (2), c’est simplement une reformulation de cela.
Nous prouvons maintenant (3).

(i) La transformée de Fourier est injective Vu qu’elle est linéaire, il suffit de démontrer
que si Fpfq “ 0, alors f “ 0. Si f̂ “ 0, alors la formule (29.120) donne immédiatement
f “ 0.

(ii) La transformée de Fourier est surjective Soit f P S pRq. Nous devons trouver g P
S pRq tel que ĝ “ f . La formule Fpf̂qp´xq “ 2πfpxq nous incite à essayer

gpξq “ ´ 1
2π f̂p´ξq. (29.121)

Calculons Fpgq :

Fpgqpxq “ ´
ż

R

e´iξxgpξqdξ (29.122a)

“ ´
ż

R

e´iξx 1
2π f̂p´ξqdξ (29.122b)

“ 1
2π

ż

R

eitxf̂ptqdt (29.122c)

“ 1
2πFpf̂qp´xq (29.122d)

“ fpxq. (29.122e)

Pour la dernière ligne, nous avons utilisé Fpf̂qp´xq “ 2πfpxq.

Corolaire 29.27.
Nous avons la formule ż

R

ż

R

e´ikxfpxqdx dk “ 2πfp0q. (29.123)

Démonstration. Poser x “ 0 dans l’équation (29.104).

29.28.
Les physiciens qui n’ont que rarement peur écrivent souvent la formule (29.123) sous la forme

ż

R

e´ikxdk “ δpxq (29.124)

où δ serait la fonction de Dirac qui vaut zéro partout sauf en x “ 0 où elle vaudrait l’infini, mais
pas n’importe quel infini ; juste celui qu’il faut pour que sont intégrale valle 1.

Lemme 29.29.
Si ϕ P S pRˆRnq, alors

Btϕ̂ “ xBtϕ (29.125)

où le chapeau dénote la transformée de Fourier par rapport à la variable dans Rn et non par rapport
à celle dans R. Le t par contre est la variable dans R.

Démonstration. Par définition de la transformée de Fourier nous avons

pBtϕ̂qpt, ξq “ B
Bt

ż

Rn

ϕpt, xqe´ixξdx. (29.126)
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Notre but est de permuter l’intégrale et la dérivée en utilisant le théorème 17.19. Il nous faut une
fonction G : Rn Ñ R qui soit intégrable sur Rn et telle que

ˇ̌
ˇ̌Bϕ

Bt ϕpt, xq
ˇ̌
ˇ̌ ď Gpxq (29.127)

pour tout t P Bpt0, δq. Étant donné que la fonction Btϕ est tout autant Schwartz que ϕ elle-même
nous pouvons alléger les notations et chercher une fonction G qui convient pour toute fonction
φ P S pRˆRnq. Soit la fonction

Gpxq “ sup
tPBpt0,δq

|φpt, xq|. (29.128)

Pour tout multiindice α nous avons alors

sup
xPRn

ˇ̌
xαGpxqˇ̌ ď sup

pt,xqPRˆRn

ˇ̌
xαφpt, xqˇ̌ ď Mα P R. (29.129)

Grâce à la proposition 27.189, cela signifie que φ décroît plus vite que n’importe quel polynôme ;
G est donc intégrable sur Rn.

29.4 Transformée de Fourier sur L2pRdq

La théorie des transformées de Fourier est intéressante sur L2pRdq parce qu’elle y donne une
isométrie. Nous allons la donner avec des fonctions à valeurs dans C.

Remarque 29.30.
Une remarque qui vaut ce qu’elle vaut, mais si u est une classe de fonction pour la relation u „ v
si et seulement si upxq “ vpxq pour presque tout v alors l’intégrale

ûpξq “
ż

Rd

upxqeixξdx (29.130)

ne dépend pas du choix du représentant. Nous pouvons donc parfaitement parler de transformée
de Fourier d’une classe de fonctions.

29.4.1 Le problème

Nous avons défini en général la transformée de Fourier d’une fonction f : R Ñ C par la formule

f̂pξq “
ż

R

eiξxfpxqdx (29.131)

tant que cette intégrale existe.
Il se fait que cette intégrale n’existe pas toujours pour des fonctions dans L2pRq. Donc nous

devons faire mieux pour définir la transformée de Fourier sur L2.

Exemple 29.31 ([1]).
Prenons la fonction

fpxq “
#

0 si x ă 1
1
x si x ě 1.

(29.132)

Vu que l’intégrale
ş8
1

1
x2dx existe et est finie (proposition 14.261(2)), la fonction f est dans L2pRq.

Cependant l’intégrale (29.131) n’existe pas. Pour nous convaincre de cela, nous pouvons sim-
plement nous souvenir de la définition d’une intégrale à valeurs dans un espace vectoriel (défini-
tion 14.183). Nous fixons ξ P R et nous posons gpxq “ fpxqeiξx.

Bien évidemment, |fpgq| “ 1
x sur s1,8r. Donc

ş
R

|g| “ 8, et la fonction g n’est pas intégrable.
Fin de l’histoire.
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Nous pouvons toujours essayer de comprendre mieux. Vu que
ş
R

|g| “ 8, la proposition 14.184
nous dit qu’au moins une des intégrales parmi

ż
fr̀e,

ż
f`
im,

ż
fŕe,

ż
f´
im (29.133)

est égale à `8.
Note qu’en travaillant un peu, on se convainc qu’en réalité, elles divergent toutes les quatre. △

29.4.2 Extension de L1 X L2 vers L2

Théorème 29.32 (Extention de la transformée de Fourier vers L2pRdq[611]).
Soit f P L1pRdq X L2pRdq. Alors

(1) Nous avons Fpfq P L2 et }f̂}L2 “ p2πqd}f}L2.
(2) L’application F : L1 X L2 Ñ L2 peut être étendue en une application F : L2pRdq Ñ L2pRdq

vérifiant
}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 (29.134)

pour tout f P L2pRdq.
Démonstration. Le fait que f P L1 implique }Fpfq}8 ď }f}1 (c’est le lemme 29.12). En particulier,
|Fpfqpξq|2 est majoré et l’intégrale

♣ “
ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ (29.135)

existe et est finie.
(i) Découper l’intégrale Dans un premier temps nous développons les intégrales. Dans les

égalités suivantes, xξ est le produit scalaire x· ξ dans Rd.

♣ “
ż

Rd

ˆż

Rd

fpxqeixξdx
˙ˆż

Rd

fpyqe´yξ
˙
e´ϵ|ξ|2dξ (29.136a)

“
ż

Rd

„ż

RdˆRd

fpxqfpyqeiξpx´yqdxdy
ȷ
e´ϵ|ξ|2dξ. (29.136b)

Nous avons utilisé le théorème de Fubini pour regrouper les intégrales 9. Vu que f P L1pRdq, la
fonction px, y, ξq ÞÑ fpxqfpyqe´ϵ|ξ|2 est dans L1pRdˆRdˆRdq et le théorème de Fubini 14.272
avec Ω1 “ Rd ˆRd et Ω2 “ Rd nous permet de permuter les intégrales pour avoir

♣ “
ż

RdˆRd

fpxqfpyq
„ż

Rd

eiξpx´yqe´ϵ|ξ|2dξ
ȷ
dxdy. (29.137)

(ii) Discuter de cette gaussienne En posant

gpxq “ e´|x|2{2 (29.138a)
gϵpxq “ gp?

2ϵxq “ e´ϵ|x|2 (29.138b)

nous avons gϵ P S pRdq et le lemme 29.23 nous autorise à écrire

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (29.139a)

ĝϵpξq “
´π
ϵ

¯d{2
e´|ξ|2{4ϵ (29.139b)

Nous voyons que ĝϵ P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20) et que ĝϵ
est une fonction paire (encore une fois, c’était gagné d’avance parce que la transformée de
Fourier d’une fonction paire est paire).

9. Dans la suite nous allons encore utiliser Fubini quelques fois pour regrouper et dégrouper des intégrales.
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Tout cela pour dire que l’intégrale entre crochet dans (29.137) est ĝϵpy ´ xq “ ĝϵpx ´ yq, et
donc

♣ “
ż

RdˆRd

fpxqfpyqĝϵpx´ yqdxdy. (29.140)

Encore une fois le théorème de Fubini permet de séparer les intégrales et de calculer l’intégrale
sur y en premier. Vu que f P L1 et que ĝϵ P S pRdq, le produit de convolution f ˚ ĝϵ est un
élément de S pRdq par la proposition 27.198. Nous avons donc

♣ “
ż

Rd

fpxqpf ˚ ĝϵqpxqdx. (29.141)

Là, nous reconnaissons un produit scalaire dans L2pRdq, et donc
ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ “ xf, f ˚ ĝϵyL2pRdq. (29.142)

Notons que tout a un sens : f P L2pRdq et f ˚ ĝϵ P S pRdq Ă L2pRdq.
(iii) Suite régularisante Nous prenons la suite régularisante du lemme 29.23 donnée par

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n. (29.143)

(iv) Première conclusion Nous reprenons (29.142)
ż

Rd

|f̂ |2e´|ξ2|{ndξ “ xf, f ˚ ĝ1{nyL2pRdq “ p2πqdxf, f ˚ ρny. (29.144)

En prenant la limite n Ñ 8 nous trouvons

lim
nÑ8

ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ “ p2πqd}f}2. (29.145)

Pour effectuer la limite du membre de gauche nous devons remarquer qu’en posant

gnpξq “ |f̂pξq|e´|ξ|2{n, (29.146)

nous avons une suite décroissante de fonction (c’est-à-dire que à ξ fixé, c’est décroissant en
n). Par ailleurs ces fonctions sont toujours à valeurs dans r0,8s et nous pouvons utiliser le
théorème de la convergence monotone 14.166 pour permuter la limite et l’intégrale. Au final :

}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 . (29.147)

En ce qui concerne l’extension, soit f P L2pRdq et une suite pfnq dans L1 X L2 telle que
fn

L2ÝÑ f .
(i) Existence d’une telle suite Si f P L2pRdq, alors nous pouvons poser

fnpxq “ fpxqe´|x|2{n2
. (29.148)

Par l’inégalité de Hölder (27.81) nous avons fn P L1pRdq ; de plus fn P L2pRdq parce que
pour tout x nous avons |fnpxq| ď |fpxq|. Montrons que fn L2ÝÑ f . Nous avons

}fn ´ f}2
L2 “

ż

Rd

|fpxqp1 ´ e´|x2|{n2q|2dx. (29.149)

Nous voulons prendre la limite n Ñ 8. Pour ce faire à à droite nous remarquons que e´|x|2{n2

est majoré par 1 ; ce qui se trouve dans l’intégrale est donc majoré (uniformément en n)
par |fpxq|2, qui est une fonction L1 parce que f est L2. Le théorème de la convergence
dominée 14.190 nous permet alors de permuter la limite et l’intégrale, ce qui donne

lim
nÑ8 }fn ´ f}2

2 “
ż

Rd

lim
nÑ8 |fpxqp1 ´ e´|x|2{n2q|2dx “ 0. (29.150)
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(ii) Définition de F : L2 Ñ L2 La suite pfnq est une suite convergence dans L2, et elle est donc
de Cauchy. De plus pour chaque n,m nous avons

}f̂n ´ f̂m} “ p2πqd}fn ´ fm}. (29.151)

Nous voyons donc que la suite pf̂nq est également de Cauchy, dans l’espace L2pRdq qui est
complet (lemme 27.77). Nous posons

f̂ “ lim
nÑ8 f̂n. (29.152)

(iii) Indépendance aux choix Nous devons montrer que la définition de f̂ ne dépend pas de
la suite approximant f dans L1 XL2. Soient dans deux suites fn L2ÝÑ f et gn L2ÝÑ f telles que
f̂n

L2ÝÑ F et ĝn L2ÝÑ G. Alors

}f̂n ´ ĝn} “ p2πqd}fn ´ gn} ď p2πqd}fn ´ f} ` p2πqd}gn ´ f} Ñ 0. (29.153)

Par conséquent pf̂n ´ ĝnqn est une suite qui converge vers zéro. Par unicité de la limite,
F “ G.

Remarque 29.33.
Une autre suite possible, à la place de (29.148), est

fnpxq “ fpxq1|x|ăn. (29.154)

C’est-à-dire la fonction f limitée à une boule de rayon n autour de 0.

29.4.3 Une formule de Leibnitz

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 29.34
Si f et g sont des fonctions comme il faut et si P est un polynôme, je suis quasiment certain que
nous avons la formule

P ˚ pfgq “ pPfq ˚ g ` f ˚ pPgq. (29.155)

La raison est que, à travers la transformée de Fourier, P est seulement constituée de dérivation.
Cela est donc une formule de Leibnitz.

Si vous avez un énoncé exact et une preuve, je suis preneur.
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Chapitre 30

Distributions

Nous donnons ici une partie de la théorie sur les distributions. L’utilisation des distributions
dans le cadre des équations différentielles est mise dans le chapitre sur les équations différentielles,
section 32.11.

Proposition 30.1 ([612]).
Soient un ouvert Ω de R et une fonction intégrable f :

`
Ω,BorpΩq, λ˘ Ñ C telle que

ż

Ω
fφ “ 0 (30.1)

pour toute fonction φ P DpΩq. Alors f “ 0 presque partout sur Ω.

Démonstration. Nous commençons par prouver que f est nulle sur tout compact de Ω. Soit un
compact K de Ω. Le lemme d’Urysohn 15.154 nous donne une fonction θ à support compact qui
vaut 1 sur K.

Nous considérons une suite régularisante pϕkq de fonctions toujours strictement positives (par
exemple celle du lemme 29.23). Vu que fθ est à support compact, elle est dans LppΩq et le corolaire
29.24 s’applique :

ϕk ˚ pθfq Ñ θf. (30.2)

Mais, x et k étant fixés, nous avons

`
ϕk ˚ pθfq˘pxq “

ż

R

ϕkpx´ tqθptqfptq. (30.3)

La fonction
t ÞÑ ϕkpx´ tqθptq (30.4)

étant à support compact, l’hypothèse à propos de f fait que l’intégrale (30.3) est nulle :

ϕk ˚ pθfq “ 0 (30.5)

pour tout k. En prenant la limite k Ñ 8,

θf “ 0. (30.6)

Vu que θpxq “ 1 pour tout x P K, nous avons fpxq “ 0 pour tout x P K.
Nous avons démontré que f était nulle sur tout compact de Ω.
Nous considérons maintenant une suite exhaustive pKnq de compacts (lemme 7.267). La fonction

f est nulle sur chaque Kn, et comme Ω “ Ť8
n“0Kn, la fonction f est nulle sur Ω.

2105
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30.1 Dérivée faible

30.1.1 Dérivée partielle au sens faible

Lemme-Définition 30.2.
Soit f P LppIq où I est l’intervalle ouvert sa, br. Il existe au maximum 1 une fonction g telle que

ż

I
fφ1 “ ´

ż

I
gφ (30.7)

pour tout φ P DpIq. Lorsqu’une telle fonction existe, nous la nommons dérivée faible de f .

Démonstration. Soient g, h P L2 tels que
ż

I
uφ1 “ ´

ż

I
gφ “ ´

ż

I
hφ (30.8)

pour tout φ P C8
c pIq. Nous avons alors

ż

I
pg ´ hqφ “ 0. (30.9)

Cela implique que g ´ h “ 0 presque partout par la proposition 27.165 2.

Exemple 30.3 (Dérivée faible de 1Q).
Vu que Q est de mesure nulle dans R, nous avons

ż

R

1Qφ
1 “ 0 (30.10)

pour tout φ P DpRq. Pour g “ 0 nous avons aussi
ş
R
gφ “ 0. Donc g “ 0 est la dérivée faible de

1Q.
Cela n’est pas étonnant du fait qu’en théorie de l’intégration, les parties de mesure nulle ne

comptent pas. De ce point de vue, 1Q “ 0. D’ailleurs cette égalité est vraie dans Lp (les classes et
tout ça). △

Exemple 30.4 (La fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible).
Nous montrons que la fonction

Hpxq “
#

0 si x ă 0
1 si x ě 0

(30.11)

n’a pas dérivée faible. Nous nommons g une hypothétique fonction vérifiant les conditions pour
être la dérivée faible de H.

Soit une fonction φ P DpRq, dont le support est contenu dans s0,8r. Sur le support de φ, et
donc aussi de φ1, nous avons Hpxq “ 1 et donc

ż

R

φ1 “ ´
ż

R

gφ. (30.12)

Vu que φ est à support compact,
ş
R
φ1 “ 0. En effet, si le support de φ est contenu dans r´M,M s,

alors en utilisant le théorème fondamental de l’analyse 14.247, nous trouvons
ş
R
φ “ şM

´M φ1 “
φpMq ´ φp´Mq “ 0 ´ 0 “ 0.

Donc g doit satisfaire ż

R

gpxqφpxq “ 0 (30.13)

pour tout φ P Dpx ą 0q. La proposition 30.1 nous dit que g “ 0 presque partout sur s0,8r.
1. En réalité, c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
2. Ou alors par le lemme 27.63 qui est moins général mais tout aussi bien pour ici.
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Le même raisonnement dit que g “ 0 presque partout sur les négatifs. Que g soit maintenant
nulle ou non en x “ 0 ne change pas le fait que g “ 0 presque partout sur R.

Par conséquent,
ş
R
gφ “ 0 pour toute φ P DpRq. Hélas, nous avons d’autre part

ż

R

Hpxqφ1pxqdx “
ż 8

0
φ1pxqdx, (30.14)

qui n’est pas forcément nul. Notons que pour avoir un exemple de φ qui donne
ş
R
Hφ ‰ 0, il faut

chercher des fonctions dont le support contient des négatifs et des positifs.
La fonction H n’a donc pas de dérivée faible. Notons cependant que cela ne présume en rien

la possibilité d’accepter une dérivée au sens des distributions. △

30.5.
Nous verrons dans la proposition 30.28 que la dérivée de Heaveside au sens des distributions est le
delta de Dirac.

Exemple 30.6 (Dérivée faible de la valeur absolue).
L’exemple de base de fonction continue qui n’est pas dérivable est la valeur absolue fpxq “ |x|
prise en x “ 0. Nous allons montrer ici que la fonction

Hpxq “
#

1 si x ă 0
´1 si x ą 0

(30.15)

est la dérivée faible de f .
Commençons par noter que H peut valoir la valeur qu’on veut en zéro ; de toutes façons la

dérivée faible n’est définie qu’à partie de mesure nulle près.
Soit φ P DpRq et M ą 0 tel que le support de φ soit contenu dans r´M,M s. Nous avons d’une

part
ż

R

|x|φ1pxqdx “ ´
ż 0

´M
xφ1pxqdx`

ż M

0
xφ1pxqdx (30.16a)

“ ´rφxs0´M `
ż 0

´M
φ` rxφsM0 ´

ż M

0
φ (30.16b)

où nous avons utilisé l’intégration par partie de la proposition 20.134 en posant

u “ x v1 “ φ1 (30.17a)
u1 “ 1 v “ φ. (30.17b)

Tout cela pour dire que ż

R

|x|φ1pxqdx “
ż 0

´M
φ´

ż M

0
φ. (30.18)

D’autre part, l’égalité ż

R

Hpxqφpxqdx “
ż 0

´M
φ´

ż M

0
φ (30.19)

est immédiate.
Nous en déduisons que H est bien la dérivée faible de x ÞÑ |x|. △

Remarque 30.7.
La dérivée faible ne doit pas être confondue avec la dérivée au sens des distributions qui sera définie
en 30.26. Nous avons donc trois notions distinctes de dérivation pour une fonction :

— la dérivée usuelle,
— la dérivée au sens des distributions,
— la dérivée faible.
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La dérivée faible d’une fonction reste une fonction, tandis que la dérivée distributionnelle d’une
fonction est une distribution.

Je vous mets en garde contre l’idée que l’existence de l’une impliquerait trop facilement l’exis-
tence d’une autre 3.

30.1.2 Dérivée faible partielle

La notion de dérivée partielle faible est la même que l’autre. Histoire de nous mettre dans le
bain, nous écrivons la définition avec les notation du produit scalaire au lieu de l’intégrale.

Définition 30.8.
Si i “ 1, . . . , n, la dérivée faible de v dans la direction ei est l’application 4 notée Biv définie par

xBiv, ϕy “ ´xv, Biϕy (30.20)

pour tout ϕ P C8
c pΩq.

Lemme 30.9.
Si v P L2 admet une dérivée faible, alors cette dernière est unique.

Démonstration. Supposons f, g telles que xg, ϕy et xf, ϕy soient tous deux égaux à ´xv, Biϕy. En
particulier pour tout ϕ P DpΩq nous avons xpf ´ gq, ϕy “ 0.

Cela donne f ´ g “ 0 par la proposition 27.165.

Soit Ω un ouvert de Rd. Le but de notre histoire est de définir une distribution comme étant
un élément de l’espace dual (topologique, voir définition 25.1) de l’espace DpΩq des fonctions C8 à
support compact dans Ω. Pour ce faire nous devons voir un peu de topologie sur différents espaces
de fonctions. Notons que l’espace DpΩq n’est pas réduit à la fonction nulle comme en témoigne
l’exemple donné par l’équation (15.543).

Proposition-Définition 30.10.
Pour chaque K compact dans Ω et chaque entier m, l’application

pK,m : C8pΩq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K,8. (30.21)

est une seminorme.

En particulier,
pK,0pfq “ sup

xPK
|fpxq| “ }f}8,K . (30.22)

Lemme 30.11 (Formule de Leibnitz[3]).
Soient des fonctions f, g p fois dérivables sur Rd. Alors pour tout multiindices α de taille plus
petite ou égale à p, nous avons

Bαpfgq “
ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
BβfBα´βg. (30.23)

Attention : lisez [3] pour savoir ce que signifie la notation
`
α
β

˘
dans le contexte des multiindices.

3. Wikipédia cite l’exemple de la fonction de Cantor qui est dérivable presque partout au sens usuel, mais qui n’est
pas faiblement dérivable. Écrivez-moi si vous connaissez des théorèmes qui lient les trois notions de dérivée.

4. En fait c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
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30.2 Topologie et convergence sur des espaces de fonctions
30.12.
Ici, Ω est un ouvert de Rd, et K est un compact de Rd. Toutes les fonctions sont sur Rd à
valeurs dans C. Nous rappelons que les seminormes pK,m sont définies en 30.10 et que la topologie
engendrée par une seminorme est définie en 7.287.

En tant qu’ensemble, DpΩq est l’ensemble des fonctions de classe C8 sur Rd et dont le support
est un compact dans Ω. L’ensemble DpKq est l’ensemble des fonctions de classe C8 sur Rd et dont
le support est un compact dans K.

Définition 30.13.
Les topologies que nous allons considérer sont :

(1) Sur C8pΩq, la topologie des seminormes pK,m de la définition 30.10 où K parcours les
compacts de Ω et m parcours N.

(2) Sur DpΩq, la topologie induite de C8pAq.
(3) Sur DpKq, la topologie des tpK,mu où seul m est variable.

Cela n’est pas très explicite, mais heureusement nous n’aurons souvent pas besoin de plus que
de la notion de convergence dans D 1pΩq. Rappelons que la topologie d’un espace donne la notion
de convergence par la définition 7.12.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 30.14
Lorsque K est un compact dans l’ouvert Ω, je vois trois topologies possibles.

(1) La topologie induite de DpΩq.
(2) La topologie des seminormes tpK,mu avec m P N et K fixé.
(3) La topologie des seminormes tpK1,mu avec m P N et K 1 parcourant les compacts dans K.

Je n’ai aucune idée de savoir si ces trois topologies sont identiques. Ça m’étonnerait que les topo-
logies (2) et (3) soient identiques.

Lemme 30.15 (Convergence dans DpKq).
Si α est un multiindice et si φn

DpKqÝÑ φ, alors nous avons

Bαφn unifÝÑ Bαφ. (30.24)

Démonstration. Quitte à considérer la suite φn ´φ nous pouvons supposer φn
DpKqÝÑ 0. Nous avons

}Bαφn} ď
ÿ

µďα
}Bµφn}K,8. (30.25)

Vu que le membre de droite tend vers zéro, nous avons

lim
nÑ8 }Bαφn}K,8 Ñ 0, (30.26)

ce qui revient à dire que Bαφn converge uniformément sur K vers Bαφ.

Lemme 30.16.
Si une fonction f : DpΩq Ñ R est continue sur chacun des DpKq pour tout K compact dans Ω
alors est continue sur DpΩq.
Démonstration. Soit I ouvert dans R ; nous devons trouver un ouvert O dans C8pΩq tel que
f´1pIq “ DpΩq X O. Vu que f est continue sur chacun des DpKq avec K compact dans Ω, pour
tout tel compact nous avons un ouvert OK dans DpKq tel que f´1pIq X DpKq “ OK . En tant
qu’union d’ouverts 5, l’ensemble

O “
ď

K compact de Ω
OK (30.27)

5. Voir définition 7.1.
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est ouvert dans C8pΩq. Si ϕ inf´1pIq, nous avons ϕ P DpKq pour un certain K compact de Ω,
donc f´1pIq Ă O. A forciori nous avons f´1pIq Ă O X DpΩq.

Dans l’autre sens, si ϕ P O, alors ϕ est dans un des OK et donc dans f´1pIq. Nous avons donc
bien f´1pIq “ DpΩq X O.

Théorème 30.17 (Convergence dans DpΩq[196]).
Soit pφnqnPN une suite dans DpΩq et φ P DpΩq. Nous avons φn

DpΩqÝÑ φ si et seulement si il existe
K compact dans Ω tel que φn P DpKq pour tout n et φn

DpKqÝÑ φ.

Démonstration. Supposons que φn
DpΩqÝÑ φ et qu’il n’existe pas de compacts contenant tous les

supports des φn. Alors pour tout compact de Ω il existe un n tel que le support de φn ne soit pas
dans K. Nous considérons une suite de compacts pKiq tels que IntpKnq Ă Kn`1 et Ω “ Ť

nKn. Une
telle suite existe par le lemme 7.267. Ensuite nous construisons des sous-suites de la façon suivante.
D’abord L1 “ K1 et n1 P N est choisi de telle sorte que φn1 ait un support non contenu dans L1.
Ensuite Li est un compact de la suite pKnq choisi plus loin que Li´1 et tel que φni´1 P DpLiq.
Le nombre ni est alors choisitplus grand que ni´1 de telle sorte que φni R DpLiq. Ce faisant, en
posant ϕi “ φni nous avons

ϕi P DpLi`1qzDpLiq (30.28)

et IntpLnq Ă Ln`1 et Ω “ Ť
n Ln. Étant donné que pϕiq et une sous-suite de pφiq nous avons encore

ϕi
DpΩqÝÑ φ.
Soit i P N. Nous allons utiliser le résultat 27.148, aka la seconde forme géométrique du théorème

de Hahn-Banach pour séparer les parties tϕiu (compact) et DpLiq (fermé) dans DpΩq. Nous avons
fi P D 1pΩq telle que

"
fipϕiq ą α (30.29a)
f
`
DpLiq

˘ ă α. (30.29b)

Nous redéfinissons immédiatement fi de façon à avoir
"
fipϕiq “ 0 (30.30a)
f
`
DpLiq

˘ ă 0. (30.30b)

Nous introduisons la fonction définie sur DpΩq par

ppϕq “
8ÿ

i“1
i
fipϕq

|fipϕiq| . (30.31)

Si ϕ P Lk, alors fkpϕq “ 0 et même flpϕq “ 0 pour tout l ě k. Donc pour chaque k, la somme
définissant p est finie sur DpLkq. Nous en déduisons que p est continue sur chacun des DpLkq et
donc sur DpΩq par le lemme 30.16.

L’image de la suite convergente ϕk
DpΩqÝÑ φ par p doit être bornée parce que p est continue. Mais

dans la somme (30.31), tous les termes sont positifs et en particulier le terme i “ k vaut k, donc
ppϕkq ě k, ce qui contredit le fait que l’image de la suite soit bornée. Nous en déduisons donc
l’existence d’un compact K tel que φn P DpKq pour tout n.

Nous devons encore prouver que φn
DpKqÑ φ pour ce choix de K. Vu que φn

DpΩqÝÑ φ, le lemme 7.49
nous dit que nous avons aussi φn

C8pΩqÝÑ φ, ce qui signifie que pour tout K et m nous avons

pK,mpφn ´ φq Ñ 0. (30.32)

En particulier pour le K fixé plus haut nous avons pmpφn ´ φq Ñ 0, c’est-à-dire que φn
DpKqÝÑ φ.

Proposition 30.18.
Soit un compact K de Ω.
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(1) L’espace DpKq est complet.
(2) L’espace DpKq est métrique.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que DpKq est complet. Ensuite nous allons montrer
que sa topologie peut être donnée par une distance.

(i) Complet Nous considérons une suite de Cauchy pφnq dans DpKq au sens de la défini-
tion 7.225. Soient ϵ ą 0 et i P N ; si k et l sont assez grands nous avons

φk ´ φl P Bip0, ϵq. (30.33)

En particulier pour i “ 0 nous avons l’inégalité

}φk ´ φl}8 ď ϵ, (30.34)

La suite pφnq est donc de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
et y converge donc par complétude,

proposition 12.363. Il existe donc une fonction φ P CpKq telle que

φn
unifÝÑ φ. (30.35)

Notre jeu à présent est de prouver que φ P DpKq, c’est-à-dire qu’elle est de classe C8.
Soit un multiindice α “ µ1, . . . , µn, i. Si k et l sont assez grands nous avons

}Bαpφk ´ φlq}8 ď ϵ, (30.36)

c’est-à-dire que
}BipBµφkq ´ BipBµφlq}8 ď ϵ. (30.37)

Si nous notons ψk “ Bµφk cela signifie que pBiψnq est une suite de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
.

Elle y converge donc et il existe une fonction gi P CpKq telle que

Biψn unifÝÑ gi. (30.38)

Dans ce cas le théorème 12.382 nous indique que ψ est de classe C1, c’est-à-dire que φ P
Cn`1pKq.

(ii) Métrique La proposition 7.294 nous dit que la topologie donnée par l’écart

dpφ1, φ2q “ sup
kě1

mint 1
k
, pk´1pφ1 ´ φ2qu (30.39)

est la même que celle de DpKq. Il reste à montrer que cette formule est bien une distance au
sens de la définition 7.97.
(1) Nous avons bien dpφ1, φ2q ě 0 parce que tous les éléments du supremum et du minimum

sont positifs.
(2) Si dpφ1, φ2q “ 0 alors pour tout k nous devons avoir pk´1pφ1 ´ φ2q “ 0 ; en particulier

pour k “ 1 cela donne φ1 “ φ2.
(3) Nous avons

pkpφ1 ´ φ2q “ pk
` ´ pφ2 ´ φ1q˘ “ plpφ2 ´ φ1q (30.40)

en utilisant la propriété (2) de la définition 7.285 de seminorme.
(4) Nous avons

pkpφ1 ´ φ2q “ pkpφ1 ´ φ3 ` φ3 ´ φ2q ď pkpφ1 ´ φ3q ` pkpφ3 ´ φ2q (30.41)

en utilisant la propriété (3) de la définition 7.285.

Notons que la proposition 7.294 nous dit que DpKq est complet tout autant pour la topologie
des seminormes que pour celle de la distance que nous venons de décrire. Ces deux topologies sont
les mêmes. Étant métrique et complet, l’espace DpΩq et donc de Baire par le théorème 7.305. Ce
qui est bien avec ces deux topologies identiques c’est qu’on peut utiliser la propriété de Baire même
en ne parlant que des seminormes.
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30.3 Distributions

Si Ω est un ouvert de Rd, alors l’ensemble DpΩq est contenu dans C8pΩq. Nous allons com-
mencer par définir une topologie sur C8pΩq et ensuite donner à DpΩq la topologie induite 6.

Définition 30.19 (Distribution).
Une distribution sur un ouvert Ω de Rd est une forme linéaire continue sur DpΩq “ C8

c pΩq.
C’est donc un élément de D 1pΩq.

Le théorème suivant donne quelques façons de vérifier qu’une forme linéaire soit continue. En
particulier il nous dit que pour prouver qu’une forme linéaire est une distribution il suffi de prouver
la continuité séquentielle.

Théorème 30.20 ([196, 613]).
Soit T une forme linéaire sur DpΩq. Nous avons équivalence entre les points suivants.

(1) T est continue.
(2) Pour tout compact K Ă Ω il existe mK P N et CK ě 0 tels que pour tout φ P DpKq nous

ayons ˇ̌
T pφqˇ̌ ď CKpmK ,Kpφq (30.42)

où pm,K est la seminorme donnée en (30.21).
(3) T est séquentiellement continue sur DpΩq.
(4) T est séquentiellement continue en 0.
(5) Pour tout compact K Ă Ω, la restriction de T à DpKq est continue.

Un certain nombre d’ouvrages prennent le point (2) comme la définition d’une distribution.

Définition 30.21 (Topologie sur D 1pΩq).
Nous munissons l’espace D 1pΩq de la topologie ˚-faible, c’est-à-dire celle de la famille de semi-
normes

pφ : D 1pΩq Ñ R

T ÞÑ ˇ̌
T pφqˇ̌ (30.43)

avec φ P DpΩq.
Oui, c’est bien une famille de seminormes indicée par l’ensemble DpΩq. Il n’y en a donc à priori

pas du tout une quantité dénombrable.

Proposition 30.22 (Convergence au sens des distributions).
Nous avons Tn

D 1pΩqÝÑ T si et seulement si Tnpφq Ñ T pφq pour tout φ P DpΩq.

Démonstration. La convergence Tn
D 1pΩqÝÑ T signifie que l’on ait pφpTn´T q Ñ 0 pour tout φ P DpΩq,

ce qui en retour signifie que ˇ̌pTn ´ T qpφqˇ̌ Ñ 0. (30.44)

Cette proposition suppose que l’on ait une distribution T qui vérifie Tnpφq Ñ T pφq et conclut
qu’on a une convergence dans les distributions. Le théorème suivant est plus fort : il va seulement
supposer que Tnpφq converge dans C et va conclure que T : φ ÞÑ limnÑ8 Tnpφq est une distribution.

Théorème 30.23 ([614]).
Soit pTnq une suite dans D 1pΩq et nous supposons que pour tout φ P DpΩq la suite

`
Tnpφq˘ converge

dans C. Alors il existe T P D 1pΩq telle que Tn
D 1pΩqÝÑ T .

6. Définition 7.33.
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Proposition 30.24.
L’application

i : L2pΩq Ñ D 1pΩq
f ÞÑ Tf

(30.45)

est une injection continue.

Démonstration. Le fait que ce soit une injection est le fait que si Tf “ Tg alors pour tout ϕ P DpΩq
nous avons xf ´g, ϕy “ 0, et cela implique que f ´g est nulle presque partout en tant que fonction
et est simplement nulle en tant que classe de fonction dans L2.

En ce qui concerne la continuité, il suffit de la prouver en zéro (par linéarité). Soit donc fn L2ÝÑ 0
et montrons que Tfn

D 1pΩqÝÑ T0. Pour prouver cela, la proposition 30.22 nous indique qu’il est suffisant
de tester Tnpϕq Ñ 0 pour tout ϕ P DpΩq.

Notons que si ϕ P D a fortiori ϕ P L2. Nous avons

Tfnpϕq “
ż

Ω
fnϕ ď }fnϕ}L1 ď }fn}2}ϕ}2 Ñ 0 (30.46)

où nous avons utilisé l’inégalité de Hölder de la proposition 27.33.

Cette proposition permet de donner un sens à des phrases du type « Soit une distribution T .
Si T P L2, alors . . . ». Cela signifie qu’il existe u P L2 tel que T “ Tu. Notons que dans ce cas, la
distribution est définie sur L2 et non seulement sur D .

30.3.1 Multiplication d’une distribution par une fonction

Définition 30.25.
Si T P D 1pΩq et si f P C8pΩq nous définissons la distribution fT par

pfT qpφq “ T pfφq. (30.47)

Souvent écrit sous la forme plus compacte xfu, ϕy “ xu, fϕy.

Cela a un sens parce que si φ P DpΩq alors fφ est aussi dans DpΩq.
Cette définition est motivée par ce que l’on ferait pour une distribution à densité. Si T est une

distribution de densité notée également T , nous avons T pϕq “ ş
T pxqϕpxq et donc

pfT qpϕq “
ż

pfT qpxqϕpxq “
ż
T pxqfpxqϕpxq “

ż
T pxqpfϕqpxq “ T pfϕq. (30.48)

En ce qui concerne les distributions tempérées, nous pouvons définir le produit avec une fonction
f P S pΩq par la même formule : si f, φ P S pΩq alors le produit fφ est encore Schwartz. Notons
toutefois que nous ne pouvons pas définir fT dans S 1pΩq si f est seulement dans C8pΩq.

30.3.2 Dérivée de distribution

Proposition-Définition 30.26.
Soit T une distribution sur Ω et α P Nd. Alors la formule

pBαT qpφq “ p´1q|α|T pBαφq (30.49)

définit une distribution BαT .
Cette distribution BαT sera la dérivée distributionnelle de T . Notons que le même résultat

est encore valide pour des distributions tempérées, et la démonstration est la même.

Démonstration. La forme linéaire BαT sera continue si elle est séquentiellement continue par le
théorème 30.20. Nous considérons donc une suite φn

DpΩqÝÑ φ et nous vérifions que

lim
nÑ8pBαT qpφnq “ pBαT qpφq. (30.50)
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D’abord T étant une distribution (et donc continue) nous pouvons la permuter avec la limite :

lim
nÑ8pBαT qpφnq “ lim

nÑ8p´1q|α|T pBαφnq “ p´1q|α|T
`

lim
nÑ8 Bαφn

˘
. (30.51)

Notons qu’à gauche la limite est une limite dans R tandis qu’à droite c’est une limite dans DpΩq.
Ensuite le lemme 30.15 nous dit que l’hypothèse φn

DpΩqÝÑ φ signifie en particulier que nous avons
un compact K Ă Ω contenant tous les supports des φn et que Bαφn converge uniformément (sur
K et donc sur Ω) vers Bαφ. Donc

lim
nÑ8pBαT qpφnq “ p´1q|α|T

`
lim
nÑ8 Bαφn

˘ “ p´1q|α|T
`Bαφ˘ “ pBαT qpφq, (30.52)

ce qui est la relation demandée.

Le lemme suivant montre une compatibilité entre la dérivée des distributions, la dérivée faible
et l’injection de L2 dans l’espace des distributions.

Lemme 30.27.
Soit Ω un ouvert bornée de Rn et f P L2pΩq. Alors nous avons

BipTf q “ TBif (30.53)

où la dérivée à droite est la dérivée faible définie en 30.8.

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivation de distribution, pour tout ϕ P D nous
avons

BipTf qϕ “ ´Tf pBiϕq “ ´xf, Biϕy “ xBif, ϕy “ TBif pϕq. (30.54)
Nous avons utilisé la définition (30.20) de la dérivée faible.

Nous avons déjà vu dans l’exemple 30.4 que la fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible.
Nous allons à présent voir que cette fonction a une dérivée au sens des distributions. Intuitivement,
la fonction de Heaveside a une dérivée nulle partout sauf en x “ 0 où sa dérivée serait infinie ; nous
nous attendons à un delta de Dirac.

Proposition 30.28.
La dérivée de la fonction de Heaveside

H : R Ñ R`

x ÞÑ
#

0 si x ď 0
1 si x ą 0

(30.55)

est le delta de Dirac.

Démonstration. Par définition, la dérivée de H au sens des distributions est la distribution H 1 qui
fait

H 1pφq “ ´xH,φ1y (30.56)
pour tout élément φ P DpRq. Un petit calcul :

´xH,φ1y “ ´
ż

R

Hptqφ1ptqdt (30.57a)

“ ´
ż 8

0
φ1ptqdt (30.57b)

“ ´ lim
xÑ8

ż x

0
φ1ptqdt (30.57c)

“ ´ lim
xÑ8

`
φpxq ´ φp0q˘ (30.57d)

“ φp0q. (30.57e)

Justifications :



30.3. DISTRIBUTIONS 2115

— Pour (30.57b), c’est que Hptq “ 0 pour t P s´8, 0r.
— Pour (30.57c), c’est le lemme 14.238.
— Pour (30.57d), c’est le corolaire 14.260.

30.3.3 Ordre et support d’une distribution

Définition 30.29 (support d’une distribution[603]).
Soit T une distribution. Le support de T est le complémentaire de l’union des ouverts O tels que
T pφq “ 0 pour tout φ à support dans O.

Définition 30.30.
Si T est une distribution sur Ω, nous disons que T est d’ordre inférieur ou égal à p P N si pour
tout compact K de Ω, il existe CK P R tel que pour tout φ P DpKq,

ˇ̌xT, φyˇ̌ ď CK max
|α|ďp

}Bαφ}8. (30.58)

Ici α est un multiindice.
La distribution T est d’ordre p si elle est d’ordre inférieur ou égal à p mais pas à p´ 1.

Pour la proposition suivante, on peut se remémorer la définition 30.13 de la topologie sur
C8pΩq.
Proposition 30.31 ([615]).
Restriction entre C8 et D .

(1) Si T P C8pΩq1, alors la restriction de T à DpΩq est une distribution à support 7 compact.
(2) Si T est une distribution à support compact alors elle se prolonge de façon unique en une

forme linéaire continue sur C8pΩq.
Proposition 30.32 ([196]).
Une distribution à support compact est d’ordre fini.

Lemme 30.33 ([312]).
Soit u P D 1pRq et ϕ P DpRq tels que supppuq X supppϕq “ H. Alors xu, ϕy “ 0.

Démonstration. Soit x R supppuq. Alors il existe un voisinage Vx de x tel que xu, ψy “ 0 pour tout
ψ P DpVxq. En particulier, si x P supppϕq, alors x n’est pas dans le support de u et les ensembles
tVx tel que x P supppϕqu recouvrent supppϕq. Cependant ϕ est à support compact et nous pouvons
extraire un sous-recouvrement fini de supppϕq : il existe x1, . . . , xp tels que

supppϕq Ă
pď

i“1
Vxi . (30.59)

Nous prenons une partition de l’unité 8 subordonnée à ce recouvrement. C’est-à-dire des fonctions
χi P DpVxiq telles que pour tout x P supppϕq,

pÿ

i“1
χipxq “ 1. (30.60)

En particulier nous avons
ř
i χipxqϕpxq “ ϕpxq, et donc

xu, ϕy “ xu,
ÿ
χiϕy “

ÿ
xu, χiϕy “ 0 (30.61)

parce que supppχiϕq Ă Vxi .
7. Définition 30.29.
8. Théorème 15.157.
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Lemme 30.34 ([312]).
Si u est une distribution d’ordre fini N sur R, si supppuq “ tx0u et si

ϕpx0q “ . . . “ ϕpNqpx0q “ 0 (30.62)

alors xu, ϕy “ 0.

Démonstration. Les fonctions plateaux dont nous avons parlé dans la section 15.14.1 nous per-
mettent de considérer une fonction χ P DpRq vérifiant

χpxq “
#

1 si x P Bp0, 1q
0 si |x| ą 2

(30.63)

Ensuite nous posons χnpxq “ χ
`
npx´x0q˘. Par conséquent χnpx0q “ χp0q “ 1 et même χnpx0`ϵq “

χpϵq “ 1 tant que ϵ est plus petit que disons 1
2 pour être sur. Nous en déduisons que la fonction

1 ´ χn s’annule sur un voisinage de x0 et que donc x0 n’est pas dans le support de 1 ´ χn. Donc
suppp1 ´ χnq X supppuq “ H et le lemme 30.33 est utilisable : xu, p1 ´ χnϕqy “ 0, ou encore :

xu, ϕy “ xu, χnϕy (30.64)

pour tout n. Vu que le but est de prouver que xu, ϕy “ 0, nous allons prouver que

|xu, χnϕy| nÑ8ÝÑ 0. (30.65)

Dans ce dessin nous posons
}f}n “ sup

xPBp0, 2
n

q
}fpxq} (30.66)

et
}f}ppq “ sup

iďp
}Bif}8. (30.67)

La distribution u est d’ordre fini N , et nous en écrivons la définition 30.30 en prenant supppχnϕq
en tant que K : ˇ̌xu, χnϕyˇ̌ ď C max

kďN }Bkpχnϕq}8. (30.68)

En remplaçant le maximum par une somme de k “ 0 à k “ N , nous majorons. De plus le support
de χn étant contenu dans Bn “ Bpx0, 2{nq nous ne changeons rient en utilisant }.}n au lieu de
}.}8. Donc

|xu, χnϕy| ď C
Nÿ

k“0
}Bkpχnϕq}n ď C

Nÿ

k“0

ˆ
k

i

˙
}Biχn}n}Bk´iϕ}n. (30.69)

Notons que la seconde inégalité est une inégalité du type }fg} ď }f}}g}. En dérivant un petit peu
nous trouvons que

pBiχnqpxq “ nipBiχq`npx´ x0q˘. (30.70)
Donc 9

}Biχn}n “ sup
xPBn

ni
ˇ̌pBiχq`npx´ x0q˘ˇ̌ “ ni sup

yPr´2,2s

ˇ̌pBiχqpyqˇ̌ “ ni}Biχ}8. (30.71)

Nous pouvons donc remplacer }Buχn}n par ni}Biχ}8.
D’autre part nous voulons majorer }Bk´iϕ}n par quelque chose ne dépendant ni de k ni de i.

Nous faisons le théorème des accroissements finis 11.194 : }Blϕ}n ď 2
n}Bl`1ϕ}n. Ce n au dénomi-

nateur est salutaire parce que nous avions un ni apparu à cause du remplacement (30.71). Nous
faisons donc i` 1 fois le théorème des accroissements finis :

}Bk´iϕ}n ď
ˆ

2
n

˙i`1
}Bk`1ϕ}n. (30.72)

9. Dans [312], la dernière égalité vient avec une inégalité, et je comprends pas pourquoi.
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Toutes ces majorations donnent

ˇ̌xu, χnϕyˇ̌ ď C
Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
i

k

˙
ni }Biχ}8loomoon

ď}χ}pNq

ˆ
2
n

˙i`1
}Bk`1ϕ}nloooomoooon
ď}ϕ}pN`1q

(30.73a)

ď C}χ}pNq}ϕ}pN`1q
1
n

Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
2i`1 (30.73b)

“ C 1

n
(30.73c)

où C 1 est une constante qui dépend de χ, de ϕ et de N , mais pas de n. Vu que C1

n Ñ 0 nous avons
bien

xu, ϕχny “ 0, (30.74)

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 30.35 ([312]).
Soit u P DpRq1 avec supppuq “ tx0u. Alors u “ řN

i“0 aiBiδx0 où N est l’ordre de u.

Démonstration. D’abord il faut préciser que l’ordre de u est fini parce que son support est compact
(proposition 30.32) ; nous notons N cet ordre.

Soit ϕ P DpRq. Nous considérons χ P DpRq telle que

χpxq “
#

1 si x P Bpx0, 1q
0 si |x´ x0| ą 2.

(30.75)

Encore une fois, 1 ´ χ s’annule sur un voisinage autour de x0, ce qui fait que

supppuq X supp
`p1 ´ χqϕ˘ “ H, (30.76)

et donc xu, p1 ´ χqϕy “ 0. Au final,
xu, ϕy “ xu, χϕy. (30.77)

C’est le moment de poser

ψpxq “ χpxq“ϕpxq ´
Nÿ

k“1

1
k!pBkϕqpx0qpx´ x0qk‰ (30.78)

La fonction ψ ayant un support disjoint de celui de u, nous avons aussi xu, ψy “ 0, ce qui donne

xu, ϕy “ xu, χϕy “ xu, χ
Nÿ

k“0

1
k!pBkϕqpx0qpx´ x0qky. (30.79)

En posant ak “ 1
k!xu, x ÞÑ χpxqpx´ x0qky nous avons alors

xu, ϕy “
Nÿ

k“0
akpBkϕqpx0q “

ÿ

k

p´1qkakpBkδx0qpϕq. (30.80)

30.4 L’espace C8pR, D 1pRdqq

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.301 dans notre contexte.

Proposition 30.36.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ D 1pRdq une fonction continue. Alors
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(1) Pour tout φ P DpRdq, l’application t ÞÑ utpφq est continue.
(2) Pour tout φ P DpRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpφq “ ut0pφq. (30.81)

(3) Nous avons la limite dans D 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (30.82)

En ce qui concerne la définition de l’espace C8pI,D 1pRdqq, c’est la définition 7.302. Grâce au
point (1) de la proposition 30.36, nous retenons que la propriété fondamentale d’une application
T P Ck`I,D 1pΩq˘ est que pour tout φ P pΩq, l’application

I Ñ C

t ÞÑ Ttpφq (30.83)

est de classe Ck.

Proposition 30.37.
Soit I, un intervalle ouvert de R. Soit T P C0`I,D 1pΩq˘ et ψ P DpI ˆ Ωq. Alors l’application

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (30.84)

est continue sur I.

Démonstration. La fonction dont nous voulons prouver la continuité est une fonction R Ñ R ; il
est donc loisible de se contenter de la continuité séquentielle. Soient t0 P I et ptjq une suite dans I
convergeant vers t0. Nous posons Uj “ Ttj et ψj “ ψ

`
tj , .

˘
. Par hypothèse de continuité de pTtq nous

avons Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 . D’autre part le support de ψ étant compact nous avons supppψq Ă rc, ds ˆ K

où rc, ds Ă I et K est compact dans Ω. Par conséquent nous avons aussi supppψjq Ă K.
Afin d’alléger les notations notons ψ̃pxq “ ψpt0, xq. Pour tout multiindice α et pour tout j nous

avons

pαpψi ´ ψ̃q “
ˇ̌
ˇBαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq

ˇ̌
ˇ ď |tj ´ t0| sup

tPrc,ds
xPK

|BtBαψpt, xq| Ñ 0. (30.85)

Nous avons donc la convergence
ψj

DpKqÝÑ ψpt0, .q. (30.86)

Étant donné que Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 et ψj

DpΩqÝÑ ψ̃, le corolaire 27.6(4) nous donne la convergence

Ujpψjq CÝÑ Tt0pψ̃q (30.87)

Cela est bien la continuité de la fonction t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘.

Proposition 30.38 ([614]).
Soit pTtq P C0`I,D 1pΩq˘. Nous définissons l’application T : DpΩq Ñ C par la formule

T pψq “
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘ dt (30.88)

pour tout ψ P DpI ˆ Ωq. Alors T P D 1pI ˆ Ωq.
Démonstration. La proposition 30.37 nous indique que la fonction t ÞÑ Tt

`
ψpt, .q˘ est continue.

Étant donné qu’elle est seulement non nulle sur un compact, l’intégrale
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘dt (30.89)
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a un sens et est finie. L’application T : DpIˆΩq Ñ C ainsi définie est linéaire. Il reste à voir qu’elle
est continue. Pour cela nous allons utiliser le théorème 30.20(2) qui nous dit que nous pouvons
nous fixer un compact rc, ds ˆK Ă I ˆ Ω et considérer ψ P D

`rc, ds ˆK
˘
.

Soit, pour commencer, donnée une application φ P DpKq. L’application t ÞÑ Ttpφq est continue
et non nulle sur le et il existe donc Cφ ą 0 tel que

|Ttpφq| ď Cφ (30.90)

pour tout t P rc, ds.
Nous voulons utiliser le théorème de Banach-Steinhaus dans sa version 27.5 sur la famille

d’applications paramétrée par u P rc, ds :

Uu : D
`rc, ds ˆK

˘ Ñ R

ψ ÞÑ Tu
`
ψpu, .q˘. (30.91)

Commençons par prouver que cela est une application continue pour chaque u. Ce sera le cas si la
projection

proj : D
`rc, ds ˆK

˘ Ñ DpKq
ψ ÞÑ ψpu, .q (30.92)

est continue. Pour cela nous notons Pkl la seminorme sur D
`rc, ds ˆK

˘
donnée par

Pk,lpψq “
ÿ

nďk

ÿ

|α|ďl
sup
tPrc,ds
xPK

ˇ̌Bnt Bαψpt, xqˇ̌. (30.93)

Nous montrons que proj est séquentiellement continue ; étant donné que les topologies sur DpKq
et D

`rc, ds ˆ K
˘

sont données par des métriques (proposition 30.18), cela suffit pour assurer la

continuité grâce à la proposition 7.220. Montrons que si ψn
D
`

rc,dsˆK
˘

ÝÑ 0, alors projpψnq DpKqÝÑ 0.
Pour cela nous remarquons que

pj
`

projpψq˘ “
ÿ

|α|ďj
sup
xPK

|Bαψpu, xq| (30.94a)

ď
ÿ

|α|ďj
sup
tPrc,ds

sup
xPK

|Bαψpt, xq| (30.94b)

“ P0,jpψq. (30.94c)

Par conséquent
pj
`

projpψnq˘ ď P0,jpψnq Ñ 0 (30.95)

où nous avons utilisé la proposition 7.288. Utilisant cette même proposition à l’envers, nous dédui-
sons que projpψnq DpKqÝÑ 0. Les applications Uu sont donc continues ; elles sont également bornées
parce que si ψ P D

`rc, ds ˆK
˘

nous avons

sup
uPrc,ds

ˇ̌
Uupψqˇ̌ “ sup

u

ˇ̌
Tu

`
ψpu, .q˘ˇ̌, (30.96)

et la continuité déjà évoquée, sur le compact rc, ds, nous dit que cette quantité est finie. Le théorème
de Banach-Steinhaus peut maintenant être appliqué et il existe C ą 0 et k, l P N tels que pour
tout ψ P D

`rc, ds ˆK
˘
,

ˇ̌
Uupψqˇ̌ ď CPk,lpψq “ C

ÿ

|α|ďk

ÿ

nďl
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xqˇ̌ ď C
ÿ

|α|`nďk`l
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xqˇ̌. (30.97)

Quelques remarques
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— Nous n’avons pas mis de maximum devant le supremum (alors que la conclusion (27.7) en
demande) parce que dans le cas des seminormes Pkl, c’est toujours celle avec k et l le plus
grand possible qui sont les plus grandes parce qu’elles sont des sommes emboitées les unes
les autres.

— La fusion de deux sommes est bien une majoration parce qu’il y a plus de termes dans la
seconde que dans la première.

— La quantité la plus à droite est (à part le C) ce que nous pouvons noter Pk`lpψq : c’est bien
une des seminormes associées à l’espace de dimension d` 1.

Nous majorons maintenant T pψq par

ˇ̌
T pψqˇ̌ ď

ż d

c

ˇ̌
Tt
`
ψpt, .q˘ˇ̌dt “

ż d

c

ˇ̌
Utpψqˇ̌dt ď C|d´ c|Pk`lpψq. (30.98)

Maintenant le théorème 30.20(2) appliqué à l’ouvert I ˆ Ω et avec ψ au lieu de φ nous informe
que T P DpI ˆKq.

30.4.1 Dérivation

Quelques propriétés de dérivation des fonctions I Ñ DpΩq seront directement énoncées et
démontrées dans le cas des distributions tempérées. Les résultats 30.72 et 30.73 seront a fortiori
valables si nous remplaçons S par D .

30.5 Une équation de distribution

Nous allons étudier l’équation
px´ x0qαu “ 0 (30.99)

pour u P D 1pRq et α P N est donné fixé. Notons tout de suite que (30.99) est un petit abus de
notation pour dire qu’en vertu de la définition 30.25 du produit d’une distribution par une fonction,
pour tout ϕ P DpRq, nous avons u

´
x ÞÑ px´ x0qϕpxq

¯
“ 0.

Lemme 30.39 ([312]).
Soit α P N. Une solution à l’équation

px´ x0qαu “ 0 (30.100)

est une distribution à support dans tx0u et d’ordre fini.

Démonstration. Nous commençons par prouver que u est une solution de (30.100) si et seulement
si 10 xu, ϕy “ 0 pour tout ϕ P D telle que

ϕpx0q “ . . . “ Bα´1ϕpx0q “ 0. (30.101)

(i) Condition nécéssaire Supposons que u soit une solution. Alors le corolaire 17.31 du théo-
rème de Hadamard donne ψ P DpRq telle que ϕpxq “ px ´ x0qαψpxq. Dans ce cas, si u est
solution de (30.100), alors

0 “ xpx´ x0qαu, ψy “ xu, px´ x0qαψpxqy “ xu, ϕy. (30.102)

Nous avons vu que si u est solution, alors xu, ϕy “ 0 pour tout ϕ satisfaisant la condition
(30.101).

10. En réalité nous n’aurons besoin que de la condition nécessaire, en particulier pour le théorème 30.40.
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(ii) Condition suffisante Supposons maintenant l’inverse : u est une distribution s’annulant
sur toute fonction ϕ P D 1 satisfaisant (30.101). Nous allons alors prouver que u est une
solution. Soit donc ψ P D et calculons

xpx´ x0qu, ψy “ xu, px´ x0qψy “ 0 (30.103)

parce que la fonction px´ x0qψpxq vérifie la condition (30.101).
Nous passons maintenant au cœur de la preuve : nous supposons que u est une solution. Si le

support de ϕ est contenu dans Rztx0u alors ϕ est nulle dans un voisinage de x0 (et donc Bkϕ “ 0
pour tout k) et xu, ϕy “ 0. Autrement dit, pour tout ϕ P D

`
Rztx0u˘ nous avons xu, ϕy “ 0, ce qui

signifie que supppuq X `
Rztx0u˘ “ H ou encore que supppuq “ tx0u.

Maintenant que u a un support compact, la proposition 30.32 nous indique qu’elle est d’ordre
fini.

Théorème 30.40 ([312]).
Soit α P N et l’équation

px´ x0qαu “ 0 (30.104)

pour u P D 1pRq. Les solutions sont les combinaisons linéaires des dérivées de δx0 jusqu’à la
αeexclue.

Démonstration. D’abord montrons que les Biδx0 sont des solutions. Avec les définition 30.25 et 30.26
des dérivées de distributions et de leur produits avec des fonctions 11,

px´ x0qαBiδx0pϕq “ δx0

´
Bi`px´ x0qαϕpxq˘

¯
(30.105)

Si i ă α alors dans chaque terme de Leibnitz 12, il y aura un facteur px ´ x0q, et la prise de δx0

annulera. Si par contre i ě α alors il y aura le terme
ˆ
i

α

˙
Bα`px´ x0qα˘Bi´α “

ˆ
i

α

˙
α!pBi´αϕqpx0q (30.106)

qui est le seul terme contenant pBi´αϕqpx0q. Il suffit alors de choisir ϕ P DpRq de sorte que

pBkϕqpx0q “
#

0 si k ‰ i´ α

1 si k “ i´ α
(30.107)

et alors on est certain que le tout n’est pas nul, et donc que px´ x0qαpBiδx0q ‰ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que Biδx0 est solution si et seulement si 0 ď i ă α.
Il faut encore prouver que les solutions sont toutes des combinaisons linéaires de dérivées de

delta de Dirac centrées en x0. Pour cela nous invoquons d’abord le lemme 30.39 qui nous assure
que u est d’ordre fini et de support tx0u. Ensuite la proposition 30.35 nous indique que u doit alors
être une combinaisons linéaire de dérivées de Dirac.

30.6 Localisation, principe de recollement

Proposition-Définition 30.41 ([204, 1]).
Soient un ouvert Ω de Rd, un ouvert A dans Ω, et T P D 1pΩq. Nous définissons

T |A : DpAq Ñ C

ϕ ÞÑ T pϕ̄q (30.108)

11. Comme souvent, dans l’expression suivante, il y a un abus de notation parce que x est une variable muette :
il faudrait écrire « x ÞÑ » au début de la grande parenthèse.

12. Lemme 30.11.



2122 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

où ϕ̄ : Ω Ñ C est définie par

ϕ̄pxq “
#
ϕpxq si xßA
0 sinon.

(30.109)

Alors T |A P D 1pAq.
Cette distribution T |A est la restriction de T à A. Elle sera aussi souvent notée rApT q.

Démonstration. Nous allons prouver la séquentielle continuité de T |A. Ce sera suffisant par le
théorème 30.20(3). Soit donc une suite ϕn

DpAqÝÑ 0.

(i) Débroussailler Nous devons prouver que T |Apϕnq CÝÑ 0, c’est-à-dire que

T pϕ̄nq CÝÑ 0. (30.110)

(ii) Notations La topologie sur DpAq est celle de la définition 30.13(2). Fixons un peu de
notations. Si K est compact dans A et si m P N, nous posons

pK,m : C8pAq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K . (30.111)

De même, si K est compact dans Ω et si m P N nous posons

qK,m : C8pΩq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K . (30.112)

Les familles de seminormes ppK,mq et pqK,mq ne sont pas indexées par les mêmes ensembles et
n’ont pas le même domaine. Bien que les formules (30.111) et (30.112) se ressemblent, elles
n’ont rien à voir l’une avec l’autre.

(iii) La notion de convergence Avant de continuer, je vous conseille de bien lire l’enchaine-
ment des définitions (2), (2) et de la proposition 7.288 pour comprendre pourquoi fn

DpAqÝÑ 0
si et seulement si pK0,mpfnq Ñ 0 pour tout m pour un certain compact K0 contenant tous
les supports de fn.

(iv) ϕ̄n
DpΩqÝÑ 0 Nous utilisons le théorème 30.17 dans les deux sens. D’abord, vu que ϕn

DpAqÝÑ 0,
il existe un compact K0 tel que ϕn P DpK0q pour tout n et ϕn

DpK0qÝÑ 0, c’est-à-dire tel que

pK0,mpϕnq Ñ 0 (30.113)

pour tout m P N.
Le compact K0 vérifie également ϕ̄n P DpK0q pour tout n, vu que le support de ϕ̄n est le
même que celui de ϕn. De plus sur K0 nous avons ϕn “ ϕ̄n, donc

qK0,mpϕ̄nq “
ÿ

|µ|ďm
}Bµϕ̄n}K0 “

ÿ

|µ|ďm
}Bµϕn}K0 “ pK0,mpϕnq. (30.114)

En vertu de (30.113) nous avons donc qK0,mpϕ̄nq Ñ 0, c’est-à-dire que ϕ̄n
DpK0qÝÑ 0. Donc le

théorème 30.17 (dans l’autre sens, cette fois) nous indique que ϕ̄n
DpΩqÝÑ 0.

(v) Conclusion Vu que T P D 1pΩq, nous avons T pϕ̄nq CÝÑ 0. Donc

T |Apϕnq “ T pϕ̄nq CÝÑ 0. (30.115)

Cela prouve que T |A P D 1pAq parce que ϕn est une suite quelconque tendant vers 0 dans
DpAq.
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Lemme 30.42 ([1]).
Quelques propriétés de la restriction d’une distribution. Nous considérons un ouvert Ω dans Rd

ainsi qu’un ouvert A Ă Ω.
(1) L’application rA : D 1pΩq Ñ D 1pAq est linéaire.
(2) Si ϕ P C8pRdq vérifie supppϕq Ă A, alors

T pϕq “ rApT qϕ. (30.116)

Proposition 30.43 (Principe de recollement[204, 1]).
Soient un ouvert Ω de Rd ainsi que des ouverts tAiuiPI de Rd tels que

Ť
iPI Ai “ Ω.

Pour chaque i P I nous supposons avoir un élément Ti P D 1pΩiq tels que

rAiXAj pTiq “ rAiXAj pTjq (30.117)

pour tout i, j P I tels que Ai XAj ‰ H.
Alors il existe une unique distribution T P D 1pΩq telle que rAipT q “ Ti pour tout i dans I.

Démonstration. Nous prouvons l’unicité et l’existence séparément 13.
(i) Unicité Soient T et U des distributions qui satisfont à la demande. Nous posons S “ T ´U

et nous allons prouver que S “ 0. Grâce à la linéarité de rAi (lemme 30.42),

rAipSq “ 0 (30.118)

pour tout i dans I.
Soit ϕ P DpΩq ; nous notons K “ suppϕq Ă Ω. Vu que les Ai recouvrent Ω, ils recouvrent
K. Il existe dont une partie finie J de I telle que K Ă Ť

jPJ Aj . Et si nous prenions une
partition de l’unité 14 subordonnée à ces Aj ?
Soit tψjujPJ une telle partition de l’unité. Vu que le support de ϕ est borné, le support de
ψkϕ est également borné. Et comme un support est toujours fermé, l’application ψkϕ est
dans DpAkq. En utilisant consciencieusement le lemme 30.42(2) nous avons

Spϕq “ S
` nÿ

k“1
ψkϕ

˘ “
ÿ

k

Spψkϕq “
nÿ

k“1
prAk

Sqpψkϕq “ 0 (30.119)

parce que rAkpSq “ 0.
(ii) Existence, début La preuve de l’existence va se faire en plusieurs étapes.
(iii) Définition de TK Soit un compact K dans Ω. Vu que les Aj forment un recouvrement de

K, il existe une partie finie J dans I telle que K Ă Ť
jPJ Aj . Nous considérons une partition

de l’unité 15 tψjujPJ sur K subordonnée au recouvrement tAjujPJ .
Nous définissons alors

TK : DpKq Ñ C

ϕ ÞÑ
ÿ

jPJ
Tjpψjϕq. (30.120)

Nous supposons avoir fait, pour chaque compact K de Ω, un choix de sous-recouvrement fini
(c’est-à-dire de partie J) et un choix de partition de l’unité.

13. Ce genre phrase semble ne servir à rien, mais elle sert à éviter qu’en l’environnement description qui suit ne
soit tout moche.

14. Théorème 15.157.
15. Théorème 15.157.
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(iv) TK “ TK1 sur les intersection Soient deux compacts K, M dans Ω. Nous prouvons que
si ϕ P DpKq X DpMq, alors TKpϕq “ TM pϕq. Nous avons donc en main les objets suivants :

`
K,J, tAjujPJ , tχjujPJ

˘
`
M,L, tAlulPL, tφlulPL

˘
.

(30.121)

Nous considérons ϕ P DpKq X DpMq. Vu que tφlulPL est une partition de l’unité sur M et
que ϕ a son support contenu dans M , nous avons ϕ “ ř

lPL φlϕ, et nous pouvons écrire

TKpϕq “
ÿ

jPJ
Tjpχjϕq “

ÿ

jPJ

ÿ

lPL
Tjpχjφlϕq. (30.122)

Nous savons que supppχjφlϕq est dans Aj XAl, donc

Tjpχjφlϕq “ rAjXAl
pTjqpχjφlϕq. (30.123)

Mais l’hypothèse sur les Ti est que rAjXAl
pTjq “ rAjXAl

pTlq. Cela nous permet de continuer
le calcul de (30.122) :

TKpϕq “
ÿ

jPJ

ÿ

lPL
rAjXAl

pTjqpχjφlϕq “
ÿ

jl

rAjXAl
pTlqpχjφlϕq “

ÿ

jl

Tlpχjφlϕq (30.124a)

“
ÿ

lPL
Tl
`
φl

ÿ

jPJ
χjϕ

˘ “
ÿ

lPL
Tlpφlϕq “ TM pϕq. (30.124b)

Bien.
(v) Ce qu’on pose Si ϕ P DpΩq, la valeur de TKpϕq ne dépend pas du choix du compact K

dans Ω contenant le support de ϕ. Nous pouvons donc poser

T : DpΩq Ñ C

ϕ ÞÑ TKpϕq (30.125)

où K est un compact quelconque de Ω contenant le support de ϕ.
(vi) T est une distribution Nous devons prouver que T : DpΩq Ñ C est une distribution,

c’est-à-dire qu’elle est linéaire et continue. Pour la linéarité nous disons que c’est bon, et
nous nous concentrons sur la continuité. Pour cela nous allons nous baser sur le critère du
théorème 30.20(2).
Soit une compact K dans Ω. Nous devons trouver des constantes m et C telles que |T pϕq| ď
Cpm,Kpϕq pour tout ϕ P DpKq.
Vu que ϕ P DpKq nous avons T pϕq “ TKpϕq “ ř

jPJ Tjpχjϕq. Étant donné que Tj est
continue sur DpAjq et que χjϕ est une fonction de classe C8 à support dans Aj , en posant
Mj “ supppχjq, il existe des constantes mj P N et Cj ě 0 telles que

|Tjpχjϕq| ď Cjpmj ,Mj pχjϕq. (30.126)

Donc
|T pϕq| ď

ÿ

jPJ
Cj |pmj ,Mj pχjϕq| “

ÿ

jPJ
Cj

ÿ

|α|ďmj

}Bαpχjϕq}Mj . (30.127)

Nous utilisons la formule de Leibnitz 16 pour décomposer Bαpχjϕq :

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
Cj

ÿ

|α|ďmj

}
ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
Bα´βχjBβϕ}Mj (30.128a)

ď
ÿ

j

Cj
ÿ

|α|ďmj

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βχj}Mj }Bβϕ}Mj . (30.128b)

16. Lemme 30.11.
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Pour chaque j, il y a un nombre fini de multiindices α en jeu, et pour chacun d’entre eux, un
nombre fini de β. Donc le coefficient

`
α
β

˘
se majore par une constante dépendante de j ; nous

l’incluons dans Cj . De même pour le coefficient }Bα´βχj} ; il se majore et s’absorbe dans Cj .
Nous avons donc

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C 1
j

ÿ

|α|ďmj

ÿ

βďα
}Bβϕ}Mj . (30.129)

Dans ces sommes, chaque nombre de la forme }Bµϕ}Mj avec |µ| ď mj est pris un certain
nombre de fois. On majore ce « certain nombre 17 » et on l’inclu dans la constante C 1

j . Cela
donne

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C2
j

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}Mj . (30.130)

L’ensemble M “ Ť
jPJMj est un compact dans Ω et bien entendu }Bαϕ}Mj ď }Bαϕ}M . Nous

avons donc encore plein de majorations :

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C2
j

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}M (30.131a)

ď C
ÿ

jPJ

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}M (30.131b)

ď C
ÿ

jPJ

ÿ

|α|ďm
}Bαϕ}M (30.131c)

ď C 1 ÿ

|α|ďm
}Bαϕ}M (30.131d)

“ C 1pm,M pϕq. (30.131e)

Justifications :
— Pour 30.131b. On définit C “ maxjPJ C2

j .
— Pour 30.131c. On définit m “ maxjPJ mj .
— Pour 30.131d. Comme ce qui est dans la somme ne dépend plus de j, nous supprimons

la somme sur j et nous incluons le nombre de termes de la somme dans le changement
C Ñ C 1.

Et maintenant on admire le fait qu’en ayant fait autant de majorations dans tous les sens,
nous obtenons encore une inégalité qui ait un sens. Bref, nous avons trouvé un compact M ,
un nombre m ainsi qu’une constante C 1 tels que

|T pϕq| ď C 1pM,mpϕq (30.132)

pour tout ϕ P DpKq. Notons que M , m et C 1 dépendent fortement de K, mais pas de ϕ.
Cela prouve que T est continue par 30.20(2).

(vii) T répond à la question Il nous reste à prouver que T est bien la distribution recollée,
c’est-à-dire que rAipT q “ Ti pour tout i P I. Le domaine de Ti et de rAipT q est DpAiq. Pour
être clair, les fonctions dans DpAiq sont des fonctions définies sur Rd, mais dont le support
est compact dans Ai.
Utilisant la définition de la restriction, pour ϕ P DpAiq,

rAipT qϕ “ T pϕ̄q (30.133)

où

ϕ̄pxq “
#
ϕpxq si x P Ai
0 sinon.

(30.134)

17. Il n’est pas nécessaire de savoir exactement combien, mais si vous y tenez vous pouvez vous embarquer dans
un petit peu de combinatoire.
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Mais vu que ϕ P DpAiq nous avons ϕ “ ϕ̄ et donc pas de pièges de ce côté.
Nous posons M “ supppϕq et nous avons

rAipT qpϕq “ T pϕ̄q “ T pϕq “ TM pϕq. (30.135)

Nous nommons
`
L, tφlulPL

˘
les choix faits pour le compact M dans la construction de TM .

Nous avons alors
TM pϕq “

ÿ

lPL
Tlpφpϕq. (30.136)

Mais le support de φkϕ est dans Ai X Al, de telle sorte que l’hypothèse faite sur les Ti aux
intersections donne Tlpφlϕq “ Tipφlϕq, et donc que

TM pϕq “
ÿ

lPL
Tlpφlϕq “ Ti

`ÿ

lPL
φlϕ

˘ “ Tipϕq. (30.137)

La dernière égalité vient du fait que tφlulPL est une partition de l’unité sur (au moins)
supppϕq.

30.7 Permuter distributions, dérivées et intégrales

Proposition 30.44 ([204]).
Soient un ouvert Ω Ă Rd, une distribution T P D 1pΩq ainsi qu’une fonction ϕ P C8pΩ ˆRn,Cq à
support dans K ˆRn où K est compact dans Ω.

Alors
(1) La fonction

y ÞÑ T
`
ϕp., yq˘ (30.138)

est de classe C8 sur Rn.
(2) Pour toute liste d’indices α et pour tout y0 P Rn, nous avons

Bαy
`
T
`
x ÞÑ ϕpx, yq˘˘

y“y0
“ T

`
x ÞÑ pBαy ϕqpx, y0q˘. (30.139)

Démonstration. Nous y allons par récurrence sur les dérivations, en commençant par α “ piq.
Pourvu que le membre de gauche de (30.139) existe, il est donné par

Bpiq
y

“
T
`
ϕpx, yq˘‰

y“y0
“ lim

tÑ0

T
`
ϕpx, y0 ` teiq

˘ ´ T
`
ϕpx, yq˘

t
. (30.140)

Vu que T est linéaire, nous allons travailler sur

T
´
x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq ´ ϕpx, y0q

t

¯
. (30.141)

(i) Un développement Nous commençons par fixer y0, x et t et écrire un développement de
Taylor à l’ordre 1 avec reste intégral 18 pour la fonction vpyq “ ϕpx, yq autour de y “ y0 et
dans la direction h “ tei :

ϕpx, y0 ` teiq “ ϕpx, y0q ` tBpiq
y ϕpx, y0q ` rpx, y0, teiq (30.142)

où
rpx, y0, teiq “

ż 1

0
p1 ´ uqpd2vqy0,uteipteiq2du. (30.143)

18. Donc m “ 2 dans la proposition 20.151.
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(ii) Écrire proprement le reste Nous allons maintenant dérouler les notations compliquées
de différentielle seconde de l’expression (30.143). C’est la proposition 12.353 qui nous dit
comment faire. Le lemme 12.230 est également à utiliser. D’abord

pd2vqy0`uteipteiq2 “ B2v

BpteiqBpteiqpy0 ` uteiq “ t2pB2
iivqpy0 ` uteiq. (30.144)

Avec cela,

rpx, y0, teiq “ t2
ż 1

0
p1 ´ uqpBpiiq

y ϕqpx, y0 ` uteiqdu. (30.145)

Pour rappel, la notation Bpiiq
y ϕ signifie dériver deux fois selon la iecomposante de la variable

y de ϕ.
(iii) Régularité du reste Si vous avez peur d’étudier la régularité en x du reste à partir de

l’intégrale (30.145), vous pouvez simplement regarder le développement (30.142) et dire que,
t et y0 sont fixés. Les fonctions

x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq (30.146a)
x ÞÑ ϕpx, y0q (30.146b)
x ÞÑ pBpiqϕqpx, y0q (30.146c)

sont de classe C8 à support compact dans K. Donc x ÞÑ rpx, y0, teiq est également C8 à
support dans K.
Nous allons d’ailleurs tellement fixer y0 et t que nous allons définir

s : Rd Ñ C

x ÞÑ t2
ż 1

0
p1 ´ uqpBpiiq

y ϕqpx, y0 ` uteiqdu
(30.147)

et voir s P DpKq. Nous pouvons donc parler de T psq sans peurs.
(iv) Beaucoup de majorations Vu que K est un compact dans Ω et que T est dans D 1pΩq, le

théorème 30.20(2) dit qu’il existe des constantes m et C telles que |T psq| ď Cpm,Kpsq. Nous
avons alors les majorations suivantes :

|T psq| ď Cpm,Kpsq (30.148a)
“ C

ÿ

|µ|ďm
}Bµs}K (30.148b)

“
ÿ

|µ|ďm
t2
ż 1

0
p1 ´ uqpBµxBiiy ϕqpx, y0 ` tueiqdu (30.148c)

ď
ÿ

|µ|ďm
t2
ż 1

0
p1 ´ uq}pBµxBiiy ϕq}

KˆBpy0,1qdu (30.148d)

“ Ct2

2
ÿ

|µ|ďm
}BµxBiiy ϕ}

KˆBpy0,1q (30.148e)

ď C 1t2 max
|µ|ďm

}BµxBiiy ϕ}
KˆBpy0,1q (30.148f)

Justifications :
— Pour (30.148c). Pour évaluer Bµs, nous utilisons la proposition 17.21 pour permuter

l’intégrale sur u avec la dérivée sur x.
— Pour (30.148d). Nous supposons que |t| ă 1, de telle sorte que |ut| ă 1 et que y0 ` tuei

reste dans Bpy0, 1q. Notez au passage qu’il n’est pas nécessaire de prendre la fermeture ;
c’est juste pour le plaisir de rester sur un compact.
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— Pour (30.148e). Évaluer l’intégrale :
ş1
0p1 ´ uqdu “ 1{2.

— Pour (30.148f). Le changement de constante C Ñ C 1 intègre le nombre de termes dans
la somme qui a été remplacée par son maximum et le 1{2.

(v) La dérivée (enfin) Nous reprenons le calcul de la dérivée laissé en (30.140) et (30.141).
Nous avons

T

ˆ
x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq ´ ϕpx, y0q

t

˙
“ T

˜
tpBpiq

y ϕqpx, y0q ` spxq
t

¸
(30.149a)

“ T
´
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
¯

` T

ˆ
spxq
t

˙
. (30.149b)

Le premier terme n’a plus de dépendance en t. La limite t Ñ 0 est donc sans problèmes.
Pour le second terme, en prenant la majoration de (30.148) nous avons

|spxq
t

| ď C 1t max
|µ|ďm

}BµxBpiiq
y ϕ}

KˆBpy0,1q. (30.150)

La limite t Ñ 0 de cela est zéro.
(vi) Conclusion La limite du membre de droite de (30.140) existe et vaut

T
”
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
ı
. (30.151)

Nous avons prouvé que

Bpiq
y

”
T
`
x ÞÑ ϕpx, yq˘

ı
y“y0

“ T
”
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
ı
. (30.152)

Une récurrence permet de passer de la liste d’indices piq à une liste générale pour terminer la
preuve du résultat (30.139).

Théorème 30.45 (Permuter distribution et intégrale[204]).
Soit un ouvert Ω dans Rn. Soient T P D 1pΩq et ϕ P DpΩ ˆRnq. Alors

ż

Rn

T
`
ϕp., yq˘dy “ T

` ż

Rn

ϕp., yqdy˘. (30.153)

Démonstration. Nous faisons une récurrence sur la valeur de n en partant de . . .
(i) n “ 1 Vu que le support de ϕ est compact dans Ω ˆR, la proposition 7.86 dit qu’il existe un

compact K dans Ω et R ą 0 tel que le support de ϕ soit dans K ˆBp0, Rq.
Nous introduisons plein de fonctions intermédiaires.

(i) La fonction θ Considérons une seconde la fonction

θ : Ω Ñ C

x ÞÑ
ż

R

ϕpx, zqdz. (30.154)

Son support est dans K. Est-elle de classe C8 ? Oui. En effet, la proposition 17.21 dit
que l’on peut permuter les dérivées partielles et l’intégrale. Donc toutes les dérivées
partielles de θ existes (et sont donc continues). Le théorème 12.340 nous indique alors
que θ est de classe C8.

(ii) La fonction ξ Le corolaire 15.152 nous permet de considérer ξ P D
`
Bp0, Rq˘ telle que

ż

R

ξpxqdx “ 1. (30.155)
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(iii) La fonction ψ Nous posons alors

ψ : Rd ˆR Ñ C

px, yq ÞÑ ϕpx, yq ´ ξpyq
ż

R

ϕpx, zqdz. (30.156)

C’est une fonction ψ P DpΩ ˆRq telle que

supppψq Ă K ˆBp0, Rq. (30.157)

Prouvons que pour tout x P Ω nous avons
ż

R

ψpx, yqdy “
ż R

´R
ψpx, yqdy “ 0. (30.158)

La première égalité est simplement le fait que ψpx, yq “ 0 lorsque y R Bp0, Rq. Pour le
fait que ce soit nul,

ż

R

ψpx, yqdy “
ż

R

ϕpx, yqdy ´
ż

R

ξpyqdy
ż

R

ϕpx, zqdz “ 0. (30.159)

(iv) La fonction σ Nous posons enfin

σ : Ω ˆR Ñ C

px, yq ÞÑ
ż y

´8
ψpx, zqdz. (30.160)

Nous avons σ P C8pΩ ˆRq et supppσq Ă K ˆBp0, Rq.
Nous pouvons maintenant entrer dans le dur.

(i) Une première égalité Nous montrons que

T
`
σp., yq˘ “

ż y

´8
T
`
ψp., zq˘dz. (30.161)

En voyant les deux côtés de cette égalité à prouver comme des fonctions de y, nous
allons montrer qu’elles sont dérivables, de même dérivée et égale en y ă ´R.
À gauche nous permutons T avec la dérivée par la proposition 30.44 :

By
`
T
`
σp., yq˘˘

y“y0
“ T

`pByσqp., y0q˘ “ T
`
ψp., y0q˘ (30.162)

parce que pByσqpx, y0q “ ψpx, y0q.
À droite, la proposition 17.26 donne la première dérivée :

By
` ż y

´8
T
`
ψp., zq˘dz˘

y“y0
“ T

`
ψp., y0q˘. (30.163)

Notez que la proposition 30.44(1) dit alors que les deux membres de (30.161) sont de
classe C8.
Pour y ă ´R, d’une part σp., yq “ 0 et d’autre part,

şy
´8 T

`
ψp., zq˘dz “ 0 parce que

l’intégrale est entièrement sur un domaine où ψp., yq “ 0.
Donc l’égalité (30.161) est établie.

(ii) Une seconde égalité Nous prouvons maintenant que
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz “ 0. (30.164)
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Nous nous souvenant que ψp., rq “ 0 si r ą R. Donc
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz “

ż 8

´8
T
`
ψp., zq˘dz (30.165a)

“
ż R

´8
T
`
ψp., zq˘dz (30.165b)

“ T
`
σp., Rq˘. (30.165c)

La dernière égalité est (30.161).
(iii) On ressort la définition de ψ C’est le moment de nous souvenir la définition de ψ et

de la substituer dans (30.164) en tenant compte de la linéarité de T . Nous avons :

0 “
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz (30.166a)

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´

ż

R

T
´
ξpzq

ż

R

ϕp., sqds
¯
dz (30.166b)

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´

ż

R

ξpzqdz T
´ ż

R

ϕp., sqds
¯

(30.166c)

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´ T

´ ż

R

ϕp., sqds
¯
. (30.166d)

Justifications :
— Pour (30.166c). Le nombre ξpzq sort de T . Et T

` ş
R
ϕp., sqds˘ sort de l’intégrale en

z.
Le cas n “ 1 est prouvé.

(ii) La récurrence Nous supposons que le théorème est prouvé jusqu’à n et nous le prouvons
pour n` 1.
Soit donc ϕ P DpΩ ˆRn`1q. La fonction y ÞÑ T

`
ϕp., yq˘ est continue et à support compact.

Donc Fubini 14.269 s’applique et nous allons permuter les intégrales une à une avec T . Avant
cela nous définissons quelques fonctions intermédiaires.
D’abord, pour t P R nous posons

ϕ̃t : Ω ˆRn Ñ R

pω, yq ÞÑ ϕ
`
ω, py, tq˘. (30.167)

Ensuite, nous posons

ϕ̄ : Ω ˆR Ñ R

pω, tq ÞÑ
ż

Rn

ϕ̃tpω, y1, . . . , ynqdy1 . . . dyn.
(30.168)

Maintenant nous calculons :
ż

Rn`1
T
`
ϕp., yq˘dy “

ż

R

„ż

Rn

T
`
ϕp., yq˘dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.169a)

“
ż

R

„ż

Rn

T
`
ϕ̃yn`1p., y1, . . . , ynq˘dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.169b)

“
ż

R

„
T
` ż

Rn

ϕ̃yn`1p., y1, . . . , ynq˘dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.169c)

“
ż

R

T
`
ϕ̄p., yn`1q˘dyn`1 (30.169d)

“ T
` ż

R

ϕ̄p., yn`1qdyn`1
˘

(30.169e)

“ T
` ż

Rn`1
ϕp., yqdy˘ (30.169f)

Justifications :
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— Pour (30.169a). Théorème de Fubini 14.269.
— Pour (30.169c). Hypothèse de récurrence.
— Pour (30.169e). Encore la récurrence, avec n “ 1.
— Pour (30.169f). Encore Fubini, mais dans l’autre sens.

30.8 Distributions tempérées

L’espace de Schwartz 19 S pΩq est défini dans la définition 27.186 ; sa topologie y est discutée.

Définition 30.46.
Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S pRdq. L’ensemble des distri-
butions tempérées est noté S 1pRdq. Si T est une telle distribution, nous notons xT, φy l’image de
φ par T .

30.47.
Pour rappel, la topologique sur S pRdq est celle de la définition 27.191.

Si f est une fonction sur Rd telle que fφ P L1pRdq pour tout φ P S pRdq, alors nous définissons
la distribution Tf P S 1pRdq par

xTf , φy “
ż

Rd

fpxqφpxqdx. (30.170)

Cette définition ne fonctionne pas pour toutes les fonctions. Par exemple pour fpxq “ ex
2 , et

φpxq “ e´x2 P S pRq nous avons fφ “ 1 qui n’est pas du tout intégrable sur R.
Pour rappel, la topologie sur DpRdq est donnée par la définition 30.13.

Lemme-Définition 30.48.
L’application

δ : FunpRdq Ñ C

φ ÞÑ φp0q. (30.171)

est

(1) une distribution,
(2) une distribution tempérée.

Cette distribution est nommée distribution de Dirac.

Démonstration. Juste pour rappel, FunpXq est l’ensemble de toutes les fonctions sur X. Pour
prouver que δ est une distribution, nous devons démontrer que δ : DpRq Ñ C est continue. Et
pour qu’elle soit une distribution tempérée, il faut démontrer que δ : S pRq Ñ C est continue.

Nous utilisons le théorème 30.20(2) pour démontrer la continuité de δ sur DpRq. Soit un
compact K Ă R et φ P DpKq. En prenant m “ 0 nous devons avons la majoration

|δpφq| “ φp0q ď }φ}K,8 “ p0,Kpφq. (30.172)

Pour la continuité de δ sur S pRdq, nous utilisons les résultats de 27.192. Soit une suite φn SÑ 0.
En particulier, p0,0pφnq “ supx |φnpxq| Ñ 0. Donc φnp0q Ñ 0 comme il le faut.

19. Attention : ce Schwartz (avec un t) est le Schwartz des distributions dont le prénom est Laurent. À ne pas
confondre avec Schwarz (sans t) dont le prénom est Cauchy.
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Exemple 30.49.
La valeur principale de la fonction x ÞÑ 1

x est la distribution

T : S pRq Ñ R

φ ÞÑ lim
ϵÑ0
ϵą0

ż

|x|ąϵ
φpxq
x

.
(30.173)

Montrons que cela définit bien une distribution tempérée.
D’abord l’intégrale existe pour tout ϵ, par exemple parce que pour les grands |x| nous avons

par exemple |φpxq ď x3| et donc φpxq{x ď 1{x2 dont l’intégrale converge. Nous devons maintenant
regarder la limite.

Nous considérons une suite ϵn Ñ 0 et la suite

an “
ż

|x|ěϵn
φpxq
x

dx. (30.174)

Nous montrons que cette suite converge dans R en montrant qu’elle est de Cauchy. Pour cela nous
travaillons un peu la forme de φ :

φpxq “ φp0q `
ż x

0
φ1ptqdt “ φp0q `

ż 1

0
xφ1pxθqdθ. (30.175)

Ce qui est dans l’intégrale est borné par K “ }Mxφ
1}8 qui est parfaitement fini parce que φ est à

décroissance rapide. Lorsque nous calculons |am ´ an|, le terme φp0q{x donne une intégrale nulle
parce que le domaine d’intégration ϵn ď |x| ď ϵn est symétrique alors que la fonction 1{x est
impaire.

|am ´ an| ď ˇ̌ ż

ϵmă|x|ăϵn
K
ˇ̌ “ 2|ϵn ´ ϵm|K (30.176)

Tout cela nous dit que T est bien définie. Nous devons encore étudier sa continuité.
Soit χ une fonction dans C8

c pRq telle valant 1 sur r´1, 1s, paire et à valeurs dans r0, 1s. Pour
tout ϵ ą 0 nous avons

ş
|x|ąϵ

χpxq
x dx “ 0.

Nous avons aussi φ “ χφ` p1 ´ χqφ, et donc
ż

|x|ąϵ
φpxq
x

dx “
ż

|ϵ|ą0
χpxqφpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|ϵ|ą0

`
1 ´ χpxq˘φpxq

x
dx (30.177a)

“
ż

|ϵ|ą0
χpxq

ż 1

0
φ1pθxqloomoon
ď}φ1}8

dθ `
ż

|x|ě1

`
1 ´ χpxq˘φpxq

x
dx (30.177b)

ď }φ1}8
ż

|x|ěϵ
χpxqdx` }φ}L1 (30.177c)

“ C}φ1}8 ` }φ}1. (30.177d)

Cela est valable pour toute fonction φ P S pRq. Mais nous savons que si φn
S pRqÑ 0, alors }φn}8 Ñ 0,

}φ1
n}8 Ñ 0 et }φn}1 Ñ 0 ; donc si φn

S pRqÑ 0, alors

T pφnq “ lim
ϵÑ0
ϵą0

ż

|x|ąϵ
φpxq
x

ď C}φ1
n}8 ` }φn}1 Ñ 0. (30.178)

△

30.8.1 Topologie

La topologie que nous mettons sur l’espace S 1pRdq est le même type que celle que nous
mettons sur D 1pRdq, c’est-à-dire celle des seminormes pφpT q “ |T pφq|. La définition 30.21 et la
proposition 30.22 restent.

Proposition 30.50.
Nous avons Tn

S 1pRdqÝÑ T si et seulement si pour tout φ P S pRdq nous avons Tnpφq Ñ T pφq.
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30.8.2 Distributions associées à des fonctions

Si f P L1
locpRdq alors nous lui associons une distribution Tf P D 1pRdq définie par la formule

Tf pφq “
ż

Rd

fpxqφpxqdx. (30.179)

Proposition 30.51.
L’application ainsi définie

L1
locpRdq Ñ D 1pRdq

f ÞÑ Tf
(30.180)

est injective.

Démonstration. Si Tf “ 0 alors pour tout φ P D nous avons
ş
Rd fφ “ 0. En vertu de la proposi-

tion 27.166 cela implique f “ 0 presque partout.

30.8.3 Composition avec une fonction

Proposition 30.52 ([614], page 113 et 32).
Soit T P S 1pΩq et f P CkpAˆ Ωq où A est ouvert dans Rd. Nous posons

F : A Ñ R

λ ÞÑ T
`
fpλ, .q˘. (30.181)

Alors F P CkpAq.

30.8.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

Définition 30.53.
La transformée de Fourier de la distribution tempérée T P S 1pRdq est la distribution T̂ définie
par

T̂ pφq “ T pφ̂q (30.182)

pour tout φ P S pRdq.
Lemme 30.54.
Si f P S pRdq, nous avons T̂f “ Tf̂ .

Démonstration. En utilisant les définitions,

T̂f pφq “ Tf pφ̂q “
ż

Rd

fpxqφ̂pxqdx “
ż

Rd

fpxq
„ż

Rd

φpyqe´iyxdy
ȷ
dx (30.183)

où nous avons noté xy le produit scalaire x· y. Nous permutons les intégrales en utilisant le
théorème de Fubini 14.272 avec la fonction

px, yq ÞÑ fpxqφpyqe´ixy (30.184)

qui est parfaitement dans L1pRd ˆRdq. Nous écrivons alors

T̂f pφq “
ż

Rd

„ż

Rd

fpxqφpyqe´iyxdx
ȷ
dy “

ż

Rd

φpyqf̂pyqdy “ Tt̂pφq. (30.185)



2134 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

30.8.5 Convolution d’une distribution par une fonction

Nous savons que si ψ P S pRdq et si x P Rd alors la fonction y ÞÑ ψpx ´ yq est encore une
fonction dans S pRdq. Donc si T P S 1pRdq nous pouvons considérer la fonction T ˚ ψ “ ψ ˚ T
définie par

pT ˚ ψqpxq “ T
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘. (30.186)

Notons que T ˚ ψ est bien une fonction et non une distribution.
Le but de la définition est d’avoir

Tf ˚ ψ “ f ˚ ψ. (30.187)

En effet

pTf ˚ ψqpxq “ Tf
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “

ż

Rd

fpyqψpx´ yqdy “ pf ˚ ψqpxq. (30.188)

Exemple 30.55.
La distribution de Dirac est le neutre pour le produit de convolution. En effet

pδ ˚ ψqpxq “ δ
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “ ψpxq, (30.189)

c’est-à-dire δ ˚ ψ “ ψ. △

Proposition 30.56 ([603]).
Si T P S 1pRdq et ψ P S pRdq, alors la distribution associée à la fonction T ˚ ψ est tempérée.

Démonstration. En agissant sur φ P DpRdq nous avons

TT˚ψpφq “
ż

Rd

T
`
y ÞÑ ptxψqpyq˘φpxqdx (30.190a)

“
ż

Rd

T
`
y ÞÑ φpxqψpx´ yq˘dx (30.190b)

“ T

ˆ
y ÞÑ

ż

Rd

φpxqψpx´ yqdx
˙

(30.190c)

“ T
`
y ÞÑ pφ ˚ ψ̌qpyq˘ (30.190d)

“ T pφ ˚ ψ̌q. (30.190e)

Attention :

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 30.57
Le passage à la ligne (30.190c) n’est pas justifié.

30.8.6 Approximation de la distribution de Dirac

Lemme 30.58 ([1]).
Soient des fonctions jn : R Ñ R` de classe C8 telles que

(1) Pour chaque n, la fonction x ÞÑ jn
`|x|˘ est strictement décroissante et converge ponctuelle-

ment vers zéro.
(2) Pour chaque x, la suite n ÞÑ jnpxq est décroissante et converge vers 0.
(3) Pour tout M ą 0, la suite jn converge vers zéro uniformément sur Bp0,Mqc.
(4) Pour tout δ et ϵ, il existe un N P N tel que | şBp0,δq jnpxqdx´ 1| ď ϵ.

(5) Pour tout n, nous avons
ş
R
jn “ 1.
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Alors si u P S pRq nous avons

lim
nÑ8

ż

R

upxqjnpxqdx “ up0q. (30.191)

Démonstration. Nous posons

In “
ż

R

jnu (30.192a)

Iδ,n “
ż

Bp0,δq
jnu (30.192b)

Zδ,n “
ż

Bp0,δq
up0qjn (30.192c)

Nous allons progressivement montrer qu’en prenant δ assez petit et n assez grand, les quantités
|In ´ Iδ,n|, |Iδ,n ´ Zδ,n| et |Zδ,n ´ up0q| peuvent être simultanément majorées par ϵ.

Soient δ ą 0 et ϵ ą 0 ; vu que u P S pRq, il existe M tel que
ş

|x|ąM |u| ă ϵ. Soit N1 P N tel que
pour tout n ą N1 nous avons |jnpxq| ă 1 dès que |x| ą M (hypothèse (3)). Alors

ż

|x|ąM
|jnpxqupxq| ă ϵ. (30.193)

De plus en posant s “ maxt|upxq| tel que δ ď |x| ď Mu (qui existe parce que u est continue et
prise sur un compact) nous pouvons considérer N2 tel que jnpxq ă ϵ{s pour tout |x| ą δ.

Avec n ą maxtN1, N2u nous avons

|
ż

Bp0,δq
jnu´

ż

R

jnu| “ |
ż

Bp0,δqc

jnu| (30.194a)

ď
ż

δď|x|ďM
|jnu| `

ż

|x|ěM
|jν| (30.194b)

ď ϵp1 ` |M ´ δ|q. (30.194c)

En redéfinissant le ϵ nous avons donc montré que pour tout ϵ et δ, il existe un N P N tel que

|Iδ,n ´ In| ď ϵ (30.195)

dès que n ě N .
La fonction u est uniformément continue sur tout Bp0, δq, et nous pouvons donc choisir δ tel

que |up0q ´ upxq| ď ϵ pour tout x P Bp0, δq. Pour ce δ, nous avons déjà trouvé un N tel que
|Iδ,n ´ In| ď ϵ dès que n ą N . Nous avons :

|Iδ,n ´ Zδ,n| ď
ż

Bp0,δq
|upxq ´ up0q|jnpxqdx (30.196a)

ď ϵ

ż

Bp0,δq
jn (30.196b)

ď ϵ. (30.196c)

Nous avons donc prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ et un N tels que
" |Iδ,n ´ In| ď ϵ (30.197a)

|Iδ,n ´ Zδ,n| ď ϵ (30.197b)

dès que n ě N .
Enfin nous avons

|zδ,n ´ up0q| “ up0q
˜ż

Bp0,δq
jn ´ 1

¸
, (30.198)
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et par l’hypothèse (4) nous pouvons choisir n assez grand pour que la parenthèse soit plus petite
que ϵ.

Pour ϵ donné, nous avons donc trouvé un δ et un N tels que

|In ´ up0q| ď |In ´ Iδ,n| ` |Iδ,n ´ Zδ,n| ` |Zδ,n ´ up0q| ď 3ϵ. (30.199)

En passant à la limite nous avons bien In Ñ up0q dans R.

Il va sans dire que nous connaissons de telles fonctions. Nous en donnons une maintenant.

Exemple 30.59 ([616]).
Nous introduisons la fonction fϵ (ϵ ą 0) donnée par

fϵpxq “ e´ϵ|x|. (30.200)

Nous calculons la transformée de Fourier de fϵ en divisant le domaine d’intégration :

f̂ϵpkq “
ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx “
ż 0

´8
eϵxe´ikxdx`

ż 8

0
e´ϵx e´ikxdx (30.201)

En décomposant les parties imaginaires et réelles, et avec un peu de changement de variables, nous
pouvons utiliser les intégrales (17.503) et (17.504) pour obtenir

f̂ϵpkq “ 2ϵ
k2 ` ϵ2

. (30.202)

Sachant que arctanpxq est une primitive de 1
x2`1 et avec encore un peu de changement de variables,

nous avons 20 ż

R

f̂ϵpkqdk “
ż 8

´8
2ϵ

k2 ` ϵ2
“ 2rarctanpx{ϵqs8́8 “ 2π. (30.203)

Cela montre que si nous introduisons la fonction δϵ donnée par

δϵpkq “ 1
π

ϵ

ϵ2 ` k2 , (30.204)

alors nous avons une fonction qui tout en même temps ressemble à f̂ϵ et vérifie
ż

R

δϵpkqdk “ 1 (30.205)

pour tout ϵ.
Jusqu’ici nous avons montré que

ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx “ 2πδϵpkq. (30.206)

Pour chaque ϵ ą 0 nous avons δϵ P L1pRq. △

Proposition 30.60 ([1]).
Soit g P S pRq. Alors nous avons

ż

R

ż

R

gpxqe´ixydx dy “ 2πgp0q. (30.207)

Démonstration. Soit u P S pRq ; nous multiplions l’équation (30.206) par upkq et nous intégrons
par rapport à k : ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx
ȷ
dk “ 2π

ż

R

upkqδϵpkqdk. (30.208)

20. Et en écrivant correctement l’intégrale sur R comme une limite, etc.
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Il s’agit de passer à la limite dans l’équation (30.208). Les intégrales à gauche peuvent effectuées
séparément parce qu’elles respectent le théorème de Fubini. En effet soit la fonction

fpk, xq “ upkqe´ikxe´ϵ|x| (30.209)

qui est dans L1pRˆRq en vertu du critère du corolaire 14.271 et du fait que à la fois k ÞÑ |upkq|
et x ÞÑ e´ϵ|x| sont dans L1pRq.

Nous pouvons donc grouper et dégrouper les intégrales et en particulier les inverser. Si nous
effectuons d’abord l’intégrale sur k nous trouvons

ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx
ȷ
dk “

ż

R

e´ϵ|x|
ż

R

upkqe´ikxdk dx “
ż

R

e´ϵ|x|ûpxqdx. (30.210)

La fonction x ÞÑ |e´ϵ|x|ûpxq| est majorée (uniformément en ϵ) par x ÞÑ ûpxq qui est intégrable
parce que la transformée de Fourier d’une fonction de S est dans S par la proposition 29.20. Le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.190 nous permet de permuter la limite ϵ Ñ 0
avec l’intégrale et obtenir

lim
ϵÑ0

ż

R

upkq
ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx dk “
ż

R

ûpxqdx “
ż

R

ż

R

upkqe´ikxdk dx. (30.211)

Notons qu’en passant à la limite nous avons perdu le droit de permuter les intégrales.
Nous devons encore prouver que

lim
ϵÑ0

ż

R

upkqδϵpkqdk “ up0q. (30.212)

Cela n’est rien d’autre que le lemme 30.58 appliqué à la suite de fonctions jn “ δ1{n.

30.61.
Notons que les intégrales dans (30.207) ne peuvent pas être permutées parce que

ş
R
e´ixydy n’existe

pas. Il faut avouer que, malgré tous les conseils du type « attention : permuter des intégrales doit
être fait avec prudence », ce n’est pas tous les jours que nous trouvons des intégrales qui ne peuvent
pas être permutées, autrement que dans des exemples fait exprès.

30.8.7 Peigne de Dirac

Proposition 30.62.
La formule

∆a “
ÿ

kPZ
δka (30.213)

définit un élément de D 1pRq.
La forme linéaire ∆a est le peigne de Dirac de pas a.

Démonstration. Nous utilisons le critère de continuité séquentielle en zéro du théorème 30.20. Soit
une suite φn Ñ 0 dans DpRq. Par le théorème 30.17 il existe un compact K de R pour lequel
φn P DpKq pour tout n et φn Ñ 0 dans DpKq. La somme 30.213 est donc finie et nous pouvons
la permuter avec une limite :

lim
nÑ8 ∆apφnq “

ÿ

kPZ
lim
nÑ8φnpkaq. (30.214)

La limite φn Ñ 0 dans DpKq signifie que nous avons convergence uniforme de la fonction et de
toutes ses dérivées vers 0. En particulier }φn}8 Ñ 0 ; disons que la somme (qui est finie) fasse s
termes : ÿ

kPZ
φnpkaq ď s}φn}8. (30.215)

Le terme de droite tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.
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Donc ∆a est bien une distribution au sens de la définition 30.19.

Lemme 30.63 ([584]).
Le peigne de Dirac vérifie la relation

∆a “ 1
a

∆1 ˝Da (30.216)

où Da est l’application Da : DpRq Ñ DpRq,

pDafqpxq “ afpaxq. (30.217)

Démonstration. Pour φ P DpRq nous avons

∆apφq “
ÿ

kPZ
φpkaq “ 1

a

ÿ

kPZ
pDaφqpkq “ 1

a
∆1pDaφq. (30.218)

Proposition 30.64.
Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Notez qu’il y a plus de fonctions dans S pRq que dans DpRq ; il est donc plus difficile de rentrer
dans S 1pRq que dans D 1pRq : il est plus compliqué d’avoir existence de T pφq pour tout φ P S pRq
que pour tout φ P DpRq.

Démonstration. Soit φ P S pRq. Nous avons

|∆apφq| “ |
ÿ

k

φpakq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

p1 ` a2k2qφpakq
1 ` a2k2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ďxPR

ˇ̌p1 ` x2qφpxqˇ̌
ÿ

k

1
1 ` a2k2 . (30.219)

La somme
ř
k

1
1`a2k2 est une somme convergente, et et supremum est borné par la proposi-

tion 27.189 en prenant Qpxq “ 1 ` x2. En effet sur Bp0, rq la fonction x ÞÑ p1 ` x2qφpxq est
bornée par ce que c’est une fonction continue sur un compact, et à l’extérieur de Bp0, rq cette
fonction est alors bornée par 1.

Si aucune ambigüité n’est à craindre, nous noterons f la distribution Tf .

Exemple 30.65.
La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est la fonction constante : δ̂ “ 1. En effet si
nous agissons sur une fonction test,

δ̂pφq “ δpφ̂q “ φ̂p0q “
ż

Rd

φpxqdx. (30.220)

△

30.9 L’espace C8pR, S 1pRdqq

Dans cette section nous notons I un ouvert de R et Ω un ouvert de Rd ; si ψ est une fonction
sur I ˆ Ω nous allons noter ψt : Ω Ñ R la fonction ψtpxq “ ψpt, xq. C’est une notation plus légère
que ψpt, .q.



30.9. L’ESPACE C8pR,S 1pRDqq 2139

30.9.1 Propriétés générales

La définition de l’espace C8pI,S 1pΩqq est encore la définition 7.302 et les propriétés énoncées
dans la proposition 30.36 sont encore bonnes ici.

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.301 dans notre contexte.

Proposition 30.66.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ S 1pRdq une fonction continue. Alors

(1) Pour tout φ P S pRdq, l’application t ÞÑ utpφq est continue.
(2) Pour tout φ P S pRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpφq “ ut0pφq. (30.221)

(3) Nous avons la limite dans S 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (30.222)

Lemme 30.67.
Nous avons C8pI,S 1pΩqq Ă C8pI,D 1pΩqq.
Démonstration. Soit pTtq P C8pI,S 1pΩqq. Pour chaque t nous avons

Tt P S 1pΩq Ă D 1pΩq. (30.223)

Ensuite il suffit de dire que pour tout φ P DpΩq la fonction

t ÞÑ Ttpφq (30.224)

est de classe C8 parce que c’est le cas pour toute fonction dans S pΩq. La proposition 30.36 (en
changeant D en S ) conclut que pTtq P C8pI,D 1pΩqq.
Proposition 30.68.
L’espace S pΩq est complet et métrisable.

Démonstration. En ce qui concerne le métrisable nous reprenons la formule de l’écart (7.349).
Dans notre cas pour l’écrire explicitement il faudrait une énumération de N2 à partir de 1 (et non
de zéro). Cette formule donne bien une distance parce que si dpφ1 ´ φ2q “ 0 alors en particulier
p00pφ1 ´ φ2q “ }φ1 ´ φ2}8 “ 0 et donc φ1 “ φ2.

Nous montrons maintenant que S pΩq est complet en y considérant une suite de Cauchy pφnq.
Soit ϵ ą 0 et α, β P N ainsi que k, l assez grands pour que φk ´φl P Bαβp0, ϵq. En particulier pour
α “ β “ 0 nous avons }φk ´ φl}8 ď ϵ, ce qui signifie que nous avons une suite vérifiant le critère
de Cauchy uniforme 12.360. Elle converge donc uniformément vers une certaine fonction φ que la
proposition 12.361 nous assure être continue. Il existe donc φ P CpΩq telle que

φk
unifÝÑ φ. (30.225)

Nous devons montrer que φ P S pΩq. Le fait que φ soit de classe C8 s’obtient en utilisant les
seminormes p0,αpφq “ }Bαφ}8 de la même façon que dans la preuve que DpΩq était complet
(proposition 30.18). Nous obtenons en particulier que

Bαφk unifÝÑ Bαφ (30.226)

pour tout multiindice α. Montrons encore que φ est à décroissance rapide : nous devons montrer
que pour tout α et β nous avons

pαβpφq “ sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαφqpxqˇ̌ ă 8. (30.227)
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Étant donné que pφnq est de Cauchy dans S pΩq nous avons (pour ϵ fixé et k, l assez grands) :
ˇ̌
xβpBαφk ´ Bαφlqpxqˇ̌ ď ϵ (30.228)

pour tout x P Ω. En considérant l fixé et en prenant la limite k Ñ 8 et en utilisant la convergence
uniforme (30.226) nous trouvons que

ˇ̌
xβpBαφ´ Bαφlqpxqˇ̌ ď ϵ (30.229)

Du coup nous pouvons faire la majoration

sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαφqpxqˇ̌ ď sup

x

ˇ̌
xβpBαφ´ Bαφlqpxqˇ̌ ` sup

x

ˇ̌pBαφlqpxqˇ̌ ď ϵ` pαβpφlq ă 8 (30.230)

du fait que pαβpφlq ă 8 parce que φl P S pΩq.
Donc φ P S pΩq et ce dernier est alors complet.

Proposition 30.69.
Soit pTtq P C0`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Ttpψtq (30.231)

est continue sur I.

Démonstration. Soient t0 P I et une suite convergente vers t0 : tj Ñ t0 dans R. Vu que pTtq est
continue en t, elle est en particulier séquentiellement continue et nous avons

Ttj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . (30.232)

Montrons que nous avons aussi ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 . Pour cela nous utilisons les seminormes 21 pαβ définies

en (27.788) :

pαβpψtj ´ ψt0q “
ÿ

xPΩ

ˇ̌
ˇxβ

`Bαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq˘
ˇ̌
ˇ (30.233a)

ď sup
xPΩ

ˇ̌
ˇxβ|t0 ´ tj | sup

tPrt0,tjs

ˇ̌BtBαψpt, xqˇ̌
ˇ̌
ˇ (30.233b)

ď |t0 ´ tj | sup
xPΩ

sup
tPI

ˇ̌
xβBtBαψpt, xqˇ̌ (30.233c)

ď |t0 ´ tj |Ppαtq,βpψq. (30.233d)

Pour la première majoration nous avons utilisé le théorème des accroissements finie 12.325. Pour
la dernière ligne nous avons noté Pαβ les seminormes de S pI ˆ Ωq et ptαq est le multiiindice qui
commence par la variable t et qui continue par α. Étant donné que Ppαtqβpψq ă 8 nous avons bien

pαβpψtj ´ ψt0q Ñ 0 (30.234)

et donc ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 .

Étant donné que S pΩq est métrisable et complet, le corolaire 27.6 nous dit que

Ttj pψtj q CÝÑ Tt0pψt0q, (30.235)

ce qui est bien le critère de continuité séquentielle de la fonction (30.231).

21. Pas parce que nous en avons envie, mais bien parce qu’elles font partie de la définition de la convergence et de
tous ces trucs.
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Remarque 30.70.
La proposition 30.38 nous dit, a fortiori, que si pTtq P C8`

I,S 1pΩq˘ alors la formule

T̃ pψq “
ż

I
Ttpψtq (30.236)

donne un élément T̃ P D 1pIˆΩq. Au cas où aucune confusion n’est à craindre, nous pourrons noter
également T l’élément de D 1pI ˆ Ωq déduit de T P C8`

I,S 1pΩq˘.
Notons que ce T ne sera pas toujours une distribution tempérée comme le montre l’exemple

suivant.

Exemple 30.71.
En posant Ttpφq “ et

2
φp0q avec I “ R, l’intégrale

T pψq “
ż

R

Ttpψtq “
ż

R

et
2
ψpt, 0qdt (30.237)

ne converge pas pour tout ψ P S pR ˆ Ωq. En effet par rapport à t, la fonction ψpt, 0q décroît
rapidement mais pas spécialement assez rapidement pour compenser et2 . △

30.9.2 Dérivation

Proposition 30.72 ([614]).
Soit T P Ck`I,S 1pΩq˘ et 0 ď l ď k. Pour tout t0 P I l’application

T
plq
t0 : S pΩq Ñ C

φ ÞÑ
ˆ
dl

dt
Ttpφq

˙
pt0q

(30.238)

est bien définie, est une distribution et de plus

t ÞÑ T
plq
t P Ck´l`I,S 1pΩq˘. (30.239)

Attention que la formule (30.238) est bonne si φ P S pΩq. Si par contre ψ P S pI ˆ Ωq et qu’on
veut regarder up1q

t pψtq alors il faut regarder la proposition 30.73 et utiliser la formule (30.244) dans
laquelle se trouve up1q

t pψtq.
Démonstration. Pour k “ 0 nous avons T p0q

t “ Tt et c’est bon. Pour le cas k “ 1 et l “ 0 c’est
encore T p0q

t “ Tt qui fonctionne.
Le premier cas non trivial à traiter est k “ 1 et l “ 1. Nous considérons t0 P I ; par définition

de la dérivée, pour tout φ P S pΩq, nous avons (pour peu que les limites existent) :

T
p1q
t0 pφq “ d

dt

”
Ttpφq

ı
t“t0

“ lim
jÑ8

Tt0`ϵj pφq ´ Tt0pφq
ϵj

“ lim
jÑ8Ujpφq (30.240)

où
Uj “ 1

ϵj

`
Tt0`ϵj ´ Tt0

˘
. (30.241)

et pϵjq est une suite de réels tendant vers zéro.
Vu que pTtq P CkpI,S 1pΩqq, l’application t ÞÑ Ttpφq est de classe Ck et en particulier l’ex-

pression (30.240) a une limite lorsque j Ñ 8. Donc T
p1q
t0 pφq est bien définie. Le point (1) du

corolaire 27.6 nous dit que limjÑ8 Ujpφq “ T
p1q
t0 pφq et T p1q

t0 est une distribution (linéaire et conti-
nue).

Nous devons encore voir que t ÞÑ T
p1q
t est une application C0`I,S 1pΩq˘. Cela est une consé-

quence du fait que pTtq soit de classe C1, ce qui se traduit par le fait que l’application

t ÞÑ d

dt

´
Ttpφq

¯
(30.242)
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est continue (définition de la dérivée et point (1) de la proposition 30.66 appliquée à la dérivée).
Les cas k ě 1 se traitent par récurrence.

Proposition 30.73 ([614]).
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (30.243)

est de classe C1 sur I et
d

dt

´
Tt
`
ψpt, .q˘

¯
“ T

p1q
t

`
ψpt, .q˘ ` Tt

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(30.244)

Démonstration. Soient t0 P I et ϵj Ñ 0 une suite réelle. Le membre de gauche de (30.244), écrit
en t0, donne

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`ϵj
`
ψpt0 ` ϵj , .q

˘ ´ Tt0
`
ψpt0, .q

˘

ϵj
(30.245)

Afin d’alléger les notations nous allons écrire ψt “ ψpt, .q. Dans le numérateur de (30.245) nous
ajoutons et soustrayons la quantité Tt0`ϵj pψt0q et nous découpons la limite en deux morceaux :

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`ϵj pψt0`ϵj ´ ψt0q
ϵj

` lim
jÑ8

pTt0`ϵj ´ Tt0qpψt0q
ϵj

(30.246)

Le second terme vaut
d

dt

´
Ttpψt0q

¯
t“t0

“ T
p1q
t0 pψt0q (30.247)

par la proposition 30.72. Occupons nous de l’autre morceau de ♠. Nous posons Uj “ Tt0`ϵj et

φj “ 1
ϵj

pψt0`ϵj ´ ψt0q. (30.248)

Nous voulons utiliser le corolaire 27.6(4) pour obtenir

lim
jÑ8Ujpφjq “ Tt0

´Bψ
Bt pt0, .q

¯
. (30.249)

D’une part pTtq est de classe C8 en t et nous avons donc la convergence Uj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . Reste à

prouver que
φj

S pΩqÝÑ Bψ
Bt pt0, .q. (30.250)

Cela en remarquant bien que la variable de dérivation n’est pas celle par rapport à laquelle nous
voulons la convergence Schwartz 22. Soient α et β des naturels et calculons un peu :

pαβ
`
φj ´ Bψ

Bt pt0, .q
˘ “ sup

xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´ 1
ϵj

`
ψpt0 ` ϵj , xq ´ ψpt0, xq˘ ´ Bψ

Bt pt0, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ (30.251)

Il est à présent l’heure d’utiliser un développement de Taylor avec le reste de la proposition 12.458 :

ψpt0 ` ϵj , xq “ ψpt0, xq ` ϵj
Bψ
Bt pt0, xq ` ϵ2j

2
B2ψ

Bt2 pt̄, xq (30.252)

pour un certain t̄ P rt0, t0 ` ϵjs. En mettant ça dans le calcul (30.251) nous restons avec

pαβ
`
φj ´ Bψ

Bt pt0, .q
˘ “ sup

xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´
ϵj

B2ψ

Bt2 pt̄, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ ď ϵjPα,2;β,0pψq (30.253)

où Pα,k;β,l sont les seminormes de S pI ˆ Ωq avec la notation plus ou moins évidente de prendre α
dérivations sur x, k sur t puis de multiplier par xβtl. Au final nous avons bien

lim
jÑ8 pαβ

`
φj ´ Bψ

Bt pt0, .q
˘ “ 0 (30.254)

et donc la convergence φj
S pΩqÝÑ Bψ

Bt pt0, .q.
22. Je ne sais pas si je me suis bien fait comprendre là.
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Lemme 30.74.
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ alors si F dénote la transformée de Fourier nous avons

F
`
T

p1q
t

˘ “ pFT qp1q
t (30.255)

où pFT q est la famille de distributions pFT qt “ FTt.

Démonstration. Pour la preuve il suffit de tester l’égalité sur une fonction φ P S pΩq :

pFT p1q
t qpφq “ T

p1q
t pFφq “ d

dt

´
TtpFφq

¯
“ d

dt

´
pFTtqpφq

¯
“ pFT qp1q

t pφq. (30.256)
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Chapitre 31

Espaces de Sobolev, équations
elliptiques

31.1 Espaces de Sobolev
Rappel : la définition de la dérivée faible est 30.2.

31.1.1 Sur un intervalle de R

Sauf mention du contraire dans cette section I est un intervalle borné ouvert I “ sa, br de R.

Définition 31.1.
Soit I “ sa, br un ouvert borné de R. L’espace de Sobolev H1pIq est l’ensemble

H1pIq “
!
u P L2pIq tel que Dg P L2pIq tel que @φ P C8

c pIq,
ż

I
uφ1 “ ´

ż

I
gφ

)
. (31.1)

L’unique élément g de L2pIq vérifiant
ş
I uφ

1 “ ´ ş
I gφ est noté u1 et est nommé dérivée ; nous

verrons dans les prochaines pages pourquoi.
L’espace H1 accepte le produit scalaire suivant :

xu, vy “
ż

I
uv `

ż

I
u1v1, (31.2)

et nous notons }.}H1 la norme correspondante qui n’est autre que

}u}H1 “ xu, uy “ }u}2
L2 ` }u1}L2 . (31.3)

Nous introduisons l’espace L1
locpIq des fonctions étant L1 sur tout compact de I.

Corolaire 31.2.
Si u P H1pIq et si u1 “ 0 alors il existe une constante C telle que u “ C presque partout.

Démonstration. L’hypothèse u1 “ 0 signifie que pour toute fonction φ P C8
c pIq,

ż

I
uφ1 “

ż

I
u1φ “ 0. (31.4)

La proposition 27.166 nous dit alors qu’il existe une constante C telle que u “ C presque partout.

Lemme 31.3.
Tout élément de H1pIq admet un unique représentant continu.

Nous verrons dans le corolaire 31.5 que ce représentant pourra être prolongé par continuité sur
Ī.

2145
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Démonstration. Soient y0 P I et u P H1pIq. Nous considérons la fonction

ūpxq “
ż x

y0

u1ptqdt. (31.5)

Notons que par définition, u1 P L2 donc l’intégrale ne pose pas de problèmes. Montrons que ū est
continue sur Ī. Pour cela nous considérons x P Ī et h tel que x` h P Ī. Alors

ˇ̌
ūpx` hq ´ ūpxqˇ̌ “ ˇ̌ ż x`h

x
u1 ˇ̌ ď

ż x`h

x
|u1|. (31.6)

Mais la fonction |u1| est dans L1
locpIq par le lemme 27.35 ; elle est en particulier intégrable sur un

ouvert contenant x et par conséquent la dernière intégrale tend vers zéro lorsque h tend vers 0.
Nous prouvons à présent que ū est dans H1pIq et que sa dérivée est égale à u1 ; pour cela nous

allons montrer que pour tout φ P C8
c pIq,

ż

I
ūφ1 “ ´

ż

I
u1φ. (31.7)

Nous avons
ż

I
ūφ1 “

ż

I

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx “

ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx`

ż b

y0

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx. (31.8)

Pour faire plus court, nous notons fpt, xq “ u1ptqφ1pxq. La première intégrale vaut
ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqφ1pxq
˙

“
ż y0

a

ˆż a

y0

fpt, xq1tăxpt, xqdt
˙
dx (31.9a)

“
ż a

y0

ż y0

a
fpt, xq1tąxdxdt (31.9b)

“
ż a

y0

ż t

a
fpt, xqdxdt (31.9c)

“ ´
ż y0

a

ż t

a
u1ptqφ1pxqdx dt (31.9d)

La permutation d’intégrales pour obtenir (31.9b) est due au théorème de Fubini 14.272(3). Par le
même petit jeu, la seconde intégrale vaut

ż b

y0

ż b

t
u1ptqφ1pxqdx dt. (31.10)

En refaisant la somme,
ż

I
ūφ1 “ ´

ż y0

a
u1ptq

ˆż t

a
φ1pxqdx

˙
dt`

ż b

y0

u1ptq
ˆż b

t
φ1pxqdx

˙
dt (31.11a)

“ ´
ż y0

a
u1ptq`φptq ´ φpaq˘dt`

ż b

y0

u1ptq`φpbq ´ φptq˘ (31.11b)

“ ´
ż b

a
u1φ (31.11c)

“ ´
ż

I
u1φ. (31.11d)

Notons que φpaq “ φpbq “ 0 parce que φ est à support compact dans sa, br. Nous avons donc
prouvé que ū est dans H1pIq et que ū1 “ u1. Par le corolaire 31.2, nous avons une constante C telle
que ū “ u` C presque partout, c’est-à-dire u “ ū` C dans H1pIq.

En résumé, ũũ “ ū` C est un représentant continu de u dans L2pIq.
L’unicité du représentant continu est simplement le fait que deux fonctions continues égales

presque partout sont égales (proposition 20.154).
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Proposition 31.4.
Si u P H1pIq, alors

upxq ´ upyq “
ż x

y
u1 (31.12)

pour tout x, y P I.

Démonstration. Pour fixer les idées, nous supposons x ă y. Nous considérons une suite φn P C8
c pIq

convergeant uniformément sur I vers 1rx,ys. Nous exigeons de plus que
— φ1

n est positive sur ra, x` 1
n s

— φ1
n est négative sur ry ´ 1

n , bs
— φn “ 1 sur rx` 1

n , y ´ 1
n s.

— φn “ 0 sur ra, x´ 1{ns et sur ry ` 1{n, bs.
Pour chaque n, nous découpons l’intégrale comme

´
ż

I
u1φn “

ż

I
uφ1

n “
ż a´1{n

a
uφ1

n `
ż x`1{n

x´1{n
uφ1

n `
ż y´1{n

x`1{n
uφ1

n `
ż y`1{n

y´1{n
uφ1

n `
ż b

y`1{n
uφ1

n. (31.13)

Par construction de φn, de ces 5 morceaux, il n’en reste que deux de non nulles :
ż

I
uφ1 “

ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt
looooooooooomooooooooooon

A

`
ż y`1{n

y´1{n
uptqφ1

nptqdt
loooooooooomoooooooooon

B

(31.14)

Soit ϵ ą 0 et n suffisamment grand pour avoir uptq P B`upxq, ϵ˘ pour tout t P Bpx, 1
nq et (en

même temps) uptq P B
`
upyq, ϵ˘ pour tout t P Bpy, 1

nq. C’est la continuité de u qui permet de
trouver un tel n. Pour cette valeur de n, en tenant compte des hypothèses sur la positivité de φ1

n

nous avons
ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ´ ϵ

˘
φ1
nptqdt ď

ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt ď
ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ` ϵ

˘
φ1
nptqdt, (31.15)

mais par hypothèse sur φn nous trouvons
ż x`1{n

x´1{n
φ1
nptqdt “ φnpx` 1

n
q ´ φpx` 1

n
q “ 1. (31.16)

donc

upxq ´ ϵ ď
ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt ď upxq ` ϵ. (31.17)

Pour encadrer la seconde, il faut être plus prudent avec les signes parce que φ1
n y est négative. En

posant ψn “ ´φn nous avons

´B “
ż y`1{n

y´1{n
uptqψnptqdt, (31.18)

et donc
upyq ´ ϵ ď ´B ď upyq ` ϵ (31.19)

ou encore
´ϵ´ upyq ď B ď ϵ´ upyq. (31.20)

En additionnant avec (31.17) nous voyons que pour tout ϵ ą 0 il existe un Npϵq tel que nous ayons

upxq ´ upyq ´ 2ϵ ď
ż

I
u1φn ď upxq ´ upyq ` 2ϵ (31.21)
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pour tout n ě N . Nous voulons évidemment prendre la limite ϵ Ñ 0, c’est-à-dire n Ñ 8. Étant
donné que φnptq ă 1 pour tout t et pour tout n, la fonction t ÞÑ u1ptqφnptq est dominée par u1,
qui est dans L1pIq par le lemme 27.35. Le théorème de la convergence dominée nous permet donc
d’affirmer que

lim
nÑ8

ż

I
u1φn “

ż

I
u11rx,ys “

ż y

x
u1, (31.22)

et donc les inégalités (31.21) donnent le résultat, grâce au signe dans (31.13).

Corolaire 31.5.
Si rus P H1pIq, le représentant continu u P C0pIq peut être prolongé par continuité en u P C0pĪq.
Démonstration. Soit pxnq une suite strictement croissante dans sa, br convergeant vers b. Nous
voulons montrer que la suite

`
upxnq˘ est de Cauchy dans R, ce qui nous permettra de définir

upbq “ lim
nÑ8upxnq. (31.23)

qui sera évidemment continue. Cette construction ne dépendra pas du choix de la suite pxnq parce
que deux fonctions continues sur Ī et égales sur I sont égales sur Ī.

En notant u1 la dérivée de u dans H1, nous avons par construction du représentant continu :
upxq “ şx

y0
u1ptqdt. Et donc

ˇ̌
upxnq ´ upxn`pq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż xn

y0

u1 ´
ż xn`p

y0

u1
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż xn`p

xn

u1
ˇ̌
ˇ̌ . (31.24)

Vu que la suite pxnq est de Cauchy et que u1 est intégrable (même sur Ī), la limite n Ñ 8 de cela est
zéro, quelle que soit la valeur de p. Donc

`
upxnq˘ est ce Cauchy dans R et est donc convergente.

Proposition 31.6 ([89, 1]).
Quelques propriétés de l’espace de Sobolev H1pIq où I “ sa, br est un ouvert borné de R.

(1) H1pIq est un espace de Hilbert.
(2) H1pIq s’injecte de façon compacte dans C0pĪq.
(3) H1pIq s’injecte de façon continue dans L2pIq.

Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Le seul critère à vérifier est la complétude. Pour cela nous considérons une suite de Cauchy

punq dans H1pIq. Si ϵ ą 0, alors il existe N ą 0 tel que pour tout p ě 0 nous ayons
}un`p ´ un}2

H1 ď ϵ, c’est-à-dire

}un`p ´ un}2
L2 ` }u1

n`p ´ u1
n}2
L2` (31.25)

En particulier les suites punq et pu1
nq sont de Cauchy dans L2 qui est complet par le théorème

de Fischer-Riesz 27.44. Nous notons donc

un
L2Ñ u (31.26a)

u1
n
L2Ñ v. (31.26b)

Nous allons maintenant montrer quelques limites.

(i) unφ
L2ÝÑ uφ Si M est une constante qui majore φ alors }unφ´ uφ}2 ď M}un ´ u}2 Ñ 0.

(ii) u1
nφ

L2ÝÑ vφ C’est la même chose avec }u1
nφ´ vφ}2 ď M}u1

n ´ v}2 Ñ 0.
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(ii) u P H1pIq avec u1 “ v Attendu le corolaire 27.36 qui permet de permuter intégrale et limite
dans L2pIq et les limites que nous venons de prouver,

ż

I
uφ1 “ lim

nÑ8

ż

I
unφ

1 “ ´ lim
nÑ8

ż

I
u1
nφ “ ´

ż

I
vφ. (31.27)

Cela signifie que v est la dérivée faible de u : u1 “ v.

(iii) un
H1Ñ u Nous pouvons alors prouver que un Ñ u dans H1pIq :

}un ´ u}2
H1pIq “ }un ´ u}2

L2 ` }u1
n ´ u1}2

L2 . (31.28)

Mais nous savons déjà que un Ñ u dans L2 (d’ailleurs c’est la définition de u) et que
u1 “ v alors que par définition de v, nous avons u1

n Ñ v dans L2.
Tout cela donne que un Ñ u dans H1pIq et donc que H1pIq est un espace complet.

(2) L’application que nous allons prouver être compacte entre H1pIq et C0pĪq est

ψ : H1pIq Ñ C0pĪq
rus ÞÑ ũ

(31.29)

où rus désigne une classe de fonction dans H1pIq et ũ est son représentant continu prolongé
par continuité à Ī 1, qui existe par le lemme 31.3 et le corolaire 31.5. Cette application est une
injection par l’unicité du représentant continu. Nous allons prouver que c’est une application
compacte en utilisant le critère (2) de la proposition 27.3. Pour cela nous allons commencer
par utiliser le théorème d’Ascoli sur l’ensemble B̃ des représentants continus des éléments de
B, prolongés par continuité sur Ī ; c’est-à-dire B̃ Ă C0pĪq.
Soit u P B̃ ; par la proposition 31.4, nous avons

ˇ̌
upxq ´ upyqˇ̌ “ ˇ̌ ż x

y
u1ptqdtˇ̌ (31.30a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ż

I
1rx,ysptqu1ptqdt

ˇ̌
ˇ̌ (31.30b)

ď }1rx,ys}L2}u1}L2 (31.30c)
ď a|x´ y|}u1}H1 (31.30d)
ď a|x´ y|. (31.30e)

où nous insistons sur le fait que la continuité n’impliquant pas la dérivabilité, le u1 ici est
la dérivé au sens de H1, et non la dérivée usuelle. Quoi qu’il en soit, l’ensemble B̃ est
équicontinu 2. Nous montrons à présent qu’il est également borné pour la norme uniforme.
Soit u P B̃ ; vu la construction du représentant continu au lemme 31.3, nous avons

ˇ̌
upxqˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a
upxqdy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31a)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a

ˆż x

y
u1ptqdt´ upyq

˙
dy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31b)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż

a

ż x

y
u1ptqdtdy ´ 1

b´ a

ż b

a
upyqdy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31c)

ď 1
b´ a

ż b

a

ż b

a
|u1ptq|dt dy ` 1

b´ a

ż b

a
|upyq|dy. (31.31d)

1. Encore que par souci d’économie d’encre nous n’allons pas écrire toujours les tildes et noter u le représentant
continu prolongé à Ī par le corolaire 31.5.

2. Définition 7.278.
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À ce niveau, il faut remarquer que dans la première intégrale, le passage de la valeur absolue
à l’intérieur de l’intégrale en même temps que l’élargissement des bornes n’a rien d’innocent.
Si x ă y, les bornes ne sont pas « dans le bon ordre » et nous ne pouvons pas faire la
majoration usuelle en entrant simplement la valeur absolue. Ici nous tenons compte de cela
en élargissant les bornes, et en les mettant dans le bon ordre. Le passage exact est le suivant :
si x, y P sa, br, nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż b

a
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ “

ż b

a
|fptq|dt. (31.32)

Notons en particulier que dans le cas du passage vers l’équation (31.31d), le nombre x est
fixé alors que y est une variable d’intégration. Donc l’ordre des deux est certainement de
temps en temps le « mauvais ».
Quoi qu’il en soit, la première intégrale se réduit à une multiplication par b ´ a et le calcul
continue :

ˇ̌
upxqˇ̌ ď

ż

I
|u1ptq|dt` 1

b´ a

ż

I
|u| (31.33a)

ď ?
b´ a}u1}L2 ` 1?

b´ a
}u}L2 (31.33b)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙`}u1}L2 ` }u}L2
˘

(31.33c)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙
}u}H1 (31.33d)

“ ?
b´ a` 1?

b´ a
. (31.33e)

Donc B̃ est borné pour la norme L8. Et c’est même borné par un nombre facilement calculable
connaissant I. En particulier l’ensemble

tupxq tel que u P H1u (31.34)

est pour, tout x, contenu dans la boule de rayon
?
a´ b ` 1?

a´b et donc est relativement
compact dans R. Par conséquent le théorème d’Ascoli 27.4 nous dit que l’ensemble B̃ est
relativement compact dans C0pIq.
Par conséquent nous avons montré que l’image par ψ de la boule unité fermée B de H1pIq
est relativement compacte dans C0pĪq, ce qui signifie que ψ est une application compacte.

(3) Les éléments de H1pIq sont des éléments de L2pIq ; donc l’identité est une injection. Nous
devons seulement étudier la continuité. Si punq est une suite dans H1 convergeant dans H1

vers u, alors
}un ´ u}L2 ď }un ´ u}L2 ` }u1

n ´ u1}L2 “ }un ´ u}H1 Ñ 0. (31.35)
Donc la suite des images (par l’identité) converge dans L2. L’identité est donc continue.

31.1.2 Sur un ouvert de Rn

Soit Ω, un ouvert de Rn et v P L2pΩq (voir 27.76). Les fonctions considérées sont à valeurs
réelles.

31.1.2.1 Définition

Définition 31.7 (Espace de Sobolev H1pΩq).
Soit Ω une partie de Rn. L’espace de Sobolev H1pΩq est :

H1pΩq “ tv P L2pΩq tel que @i “ 1, . . . , n, Biv P L2pΩqu. (31.36)
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Nous munissons cet espace d’un produit scalaire

pu, vqH1 “ xu, vyL2 ` x∇u,∇vyL2 , (31.37)

où ∇u “ ř
i Biu P L2.

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u, v, ∇u et ∇v
sont dans L2pΩq. La définition du produit scalaire dans L2 est la définition 27.281 (mais sans la
conjugaison complexe).

Pour la même raison, pu, uqH1 “ 0 demande que chacun des deux termes est séparément nul,
et nous avons u “ 0 dans L2, et donc aussi dans H1.

Théorème 31.8 ([617]).
L’espace H1pΩq est un espace de Hilbert 3.

Démonstration. Nous devons nous assurer que l’espace H1 est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy punq dans H1. Soit ϵ ą 0 ; il existe N ą 0 tel que si n,m ą N alors
}un ´ um}H1 ă ϵ. Dans ce cas nous avons en particulier

}um ´ un}2
H1 “ pu, uqH1 “ xu, uy ` x∇u,∇uy “ }u}2

L2 ` }∇u}2
L2 , (31.38)

et en particulier les suites punq et p∇unq sont de Cauchy dans L2. Vu que L2, lui, est complet
(théorème 27.43), il existe u P L2 et vi P L2 tels que

un
L2ÝÑ u (31.39a)

Biun L2ÝÑ vi. (31.39b)

Nous savons que l’injection i : L2 Ñ D 1 est continue par la proposition 30.24. Nous avons donc
aussi les limites

Tun

D 1ÝÑ Tu (31.40a)

TBiun

D 1ÝÑ Tvi . (31.40b)

La dérivée étant une opération continue sur D 1 nous avons de plus

BipTunq D 1ÝÑ BipTuq (31.41)

En utilisant le lemme 30.27 nous avons alors

TBiun “ BipTunq DÝÑ BipTuq “ TBiu. (31.42)

En comparant avec (31.40b) et par l’unicité de la limite, nous avons Tvi “ TBiu. Cela implique
vi “ Biu.

Vu que vi P L2 nous avons aussi Biu P L2. Par conséquent u P H1pΩq parce que ses dérivées
sont dans L2.

Nous devons maintenant prouver que un H1ÝÑ u. Nous avons

}un ´ u}H1 “ }un ´ u}L2 ` }∇un ´ ∇u}L2 (31.43)

Le premier terme tend vers zéro parce que un L2ÝÑ u et le second parce que Biun L2ÝÑ Biu.

3. Définition 25.3.
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31.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 31.9.
Pour m P N et un ouvert Ω de Rd nous définissons l’espace de Sobolev

HmpΩq “ tu P L2pΩq tel que Bαu P L2pΩq @|α| ď mu. (31.44)

Nous définissons également un produit scalaire sur Hm par

pu, vqHm “
ÿ

|α|ďm
xBαu, BαvyL2 . (31.45)

En particulier la topologie est celle de la norme dérivée du produit scalaire :

}u}HmpΩq “
ÿ

|α|ďm
}Bαu}L2pΩq. (31.46)

Le lemme suivant montre que la proposition 29.19 fonctionne encore avec L2 au lieu de S .

Lemme 31.10 (Lemme de transfert[618], thème 73).
Soit f P HmpRdq. Alors pour tout multiindice α avec |α| ď m nous avons

FpBαfq “ “
ξ ÞÑ i|α|ξαf̂pξq‰. (31.47)

Lemme 31.11.
Il existe des constantes c1 et c2 telles que pour tout x P Rd,

c1p1 ` }x}2qm ď
ÿ

|α|ďm
pxαq2 ď c2p1 ` }x}2qm. (31.48)

Lemme 31.12.
Soit u P L2pRdq. Nous avons u P HmpRdq si et seulement si l’application

ξ ÞÑ `
1 ` |ξ|2˘k{2

û (31.49)

est dans L2pRdq pour tout k ď m. Ici |ξ| est la norme euclidienne de ξ dans Rd.

Démonstration. Vu le lemme 31.10, il suffit de montrer que
`
1 ` |ξ|2˘k{2

û (31.50)

est dans L2 pour tout k ď m si et seulement si

ξαû (31.51)

l’est pour tout α avec |α| ď m.
L’expression (31.50) est une somme d’expressions du type (31.51). Donc l’implication dans un

sens est montrée. Pour l’autre sens, nous savons que

ξα “ ξα1
1 . . . ξαn

n , (31.52)

et donc
|ξα| ď |ξ1|α1 . . . |ξn|αn . (31.53)

Or |ξ||α| “ |ξ|ři αi “ |ξ|α1 . . . |ξ|αn et |ξ| ě |ξi| pour tout i, donc

|ξα| ď |ξ||α|. (31.54)

D’autre part pour tout x P R` et tout k positif nous avons

p1 ` x2qk{2 ě xk (31.55)

qui est facile à vérifier en prenant le carré des deux membres.
En remettant tout ensemble,

|ξαû| ď |ξα||û| ď |ξ||α||û| ď `
1 ` |ξ|2˘|α|{2|û|. (31.56)

Donc si le membre de droite est de carré intégrable, celui de gauche l’est également.
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Définition 31.13 (Espace de Sobolev Hs[619]).
Pour s ą 0 nous définissons l’espace de Sobolev HspRdq par

HspRdq “ tu P L2pRdq tel que
`
1 ` }ξ}2˘s{2

û P L2pRdqu. (31.57)

Nous y mettons le produit scalaire

pu, vqHs “
ż

Rd

ûpξqv̂pξqp1 ` }ξ}2qsdξ. (31.58)

31.14.
Vu que DpRdq est dense dans L2pRdq (théorème 27.50), on pourrait croire à la densité a fortiori
dans HspRdq. Mais attention : DpRdq est dense dans L2 pour la norme L2. Nous n’avons encore
rien dit pour la norme HspRdq.
Proposition 31.15 ([620]).
La partie S pRdq est dense dans HspRdq.
Démonstration. Soit u P HspRdq. Par définition l’application

ξ ÞÑ p1 ` }ξ}2qs{2û (31.59)

est dans L2pRdq. Elle peut donc être approximée au sens L2 par des fonctions dans DpRdq (théo-
rème 27.50(5)), c’est-à-dire qu’il existe des fonctions ϕn P DpRdq telles que

ϕn
L2pRdqÝÑ p1 ` }ξ}2qs{2û. (31.60)

Nous posons
ψn “ ϕn

p1 ` ξ2qs{2 (31.61)

Cela est encore une fonction de DpRdq, et donc de S pRdq. Vu que la transformée de Fourier est
une bijection de DpRdq (proposition 29.26), nous pouvons considérer une suite φn P DpRdq telle
que φ̂n “ ψn, et nous allons montrer que φn

HspRdqÝÑ u.
Nous avons :

}φn ´ u}2
Hs “

ż

Rd

|φ̂n ´ û|2p1 ` ξ2qsdξ (31.62a)

“
ż

Rd

ˇ̌ ϕnpξq
p1 ` ξ2qs{2 ´ ûpξqˇ̌2p1 ` ξ2qsdξ (31.62b)

“
ż

Rd

|ϕnpξq ´ ûpξqp1 ` ξ2qs{2|2dξ (31.62c)

“ }ϕn ´ p1 ` ξ2qs{2û}2
L2 . (31.62d)

Par définition de la suite ϕn nous avons donc bien

}φn ´ u}2
Hs “ }ϕn ´ p1 ` ξ2qs{2û}2

L2 Ñ 0. (31.63)

Notons que même si ϕn est dans DpRdq, nous n’avons pas prouvé la convergence ϕn HsÝÑ u,
mais bien φn HsÝÑ u. Or les fonctions φn sont dans S pRdq, et rien n’assure qu’elles soient à support
compact. Nous avons donc bien prouvé la densité de S et non celle de D .

Remarque 31.16.
Pour qui a tout compris, cela peut sembler une évidence, mais nous précisions que nous parlons
de densité de S pRdq dans HspRdq, à aucun moment la topologie de S pRdq n’entre en compte.

Un peu moins évident : ce que nous avons réellement montré est la densité de ι
`
DpRdq˘ dans

HspRdq où ι est l’application « prise de classe ». Nous n’avons pas insisté là-dessus, mais il faut
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dire que dans la preuve de la proposition 31.15, u est un représentant d’un élément choisi dans
HspRdq.

Nous avons ensuite prouvé la convergence }φn ´ u}HspRdq Ñ 0 qui est une convergence d’une
suite dans R, et dans laquelle l’opération }.}Hs est définie sur un espace de fonctions et n’est pas
une norme (c’est pour que cela devienne une norme que l’on prend les classes).

Nous en avons déduit la convergence φn
HspRdqÝÑ u où maintenant φn et u sont des classes dans

HspRdq.
Proposition 31.17.
La partie DpRdq est dense dans

`
HspRdq, }.}HspRdq

˘
.

Démonstration. Nous savons déjà que DpRdq est dense dans HspRdq par la proposition 31.15.
Nous devons seulement prouver que DpRdq est dense dans

`
S pRdq, }.}H2pRdq

˘
. Pour cela nous

utilisons la densité de DpRdq dans S pRdq de la proposition 27.196. Soit donc f P DpRdq et une
suite fk dans DpRdq telle que

fk
S pRdqÝÑ f. (31.64)

Vu que la transformée de Fourier est continue sur S pRdq (proposition 29.20) nous avons aussi

f̂k
S pRdqÝÑ f̂ , (31.65)

et en particulier pour tout polynôme P nous avons la convergence uniforme

P f̂k
unifÝÑ P f̂. (31.66)

D’autre part la fonction ξ ÞÑ |f̂kpξq ´ f̂pξq|2p1 ` ξ2qs est Schwartz et en tout point décroissante
en k. Soientt ϵ ą 0 et r ą 0 choisis de telle sorte à avoir

ż

}ξ}ąr
|f̂kpξq ´ f̂pξq|p1 ` ξ2qsdξ ă ϵ. (31.67)

pour tout k. La convergence uniforme (31.66) permet de considérer k0 tel que pour tout k ą k0,

|f̂k ´ f̂ |p1 ` ξ2qs ă ϵ

Vol
`
Bp0, rq˘ (31.68)

dans Bp0, rq. Avec tout cela, dès que k ą k0 nous avons

}fk ´ f}HspRdq “
ż

R

|f̂k ´ f̂ |p1 ` ξ2qsdξ “
ż

Bp0,rq
. . .`

ż

}ξ}ąr
. . . ď 2ϵ. (31.69)

Donc nous avons bien }fk ´ f}HspRdq Ñ 0 et convergence de fk vers f dans HspRdq.

31.2 Trace
Définition 31.18 ([619]).
Nous définissons la trace d’une fonction par

γ0 : DpRdq Ñ DpRd´1q
pγ0vqpx1, . . . , xd´1q “ vpx1, . . . , xd´1, 0q. (31.70)

Théorème 31.19 ([621, 619]).
Si s ą 1

2 , alors γ0 accepte une unique extension en opérateur linéaire borné

γ0 : HspRdq Ñ Hs´ 1
2 pRd´1q. (31.71)

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs pas.
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(i) Une inégalité pour φ P DpRdq Nous commençons par considérer v P DpRdq (fonction C8
à support compact). Nous allons alors prouver que

}γ0φ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}φ}HspRdq (31.72)

pour une certaine constante K (qui ne dépend en particulier pas de φ).
Nous avons

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ pγ0φ, γ0φq
Hs´ 1

2
(31.73a)

“
ż

Rd´1
| {γ0φpξq|2p1 ` }ξ}2qs´ 1

2dξ (31.73b)

“
ż

Rd´1

ˇ̌
ˇ
ż

Rd´1
pγ0φqpxqe´iξxdx

ˇ̌
ˇ
2p1 ` }ξ}2qs´ 1

2dξ (31.73c)

(31.73d)

Nous appliquons la trace en appliquant la formule du corolaire 29.27,

pγ0φqpxq “ φpx, 0q “ 1
2π

ż

R

ż

R

e´ikyφpx, yqdy dk (31.74)

En remplaçant dans (31.73c) nous avons

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ 1
2π

ż

Rd´1

ˇ̌ ż

Rd´1

ż

R

ż

R

e´ikye´iξxφpx, yqdy dk dxˇ̌2p1 ` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(31.75)
Nous voudrions permuter les intégrales en k et en x. Pour cela nous étudions la fonction
u : RˆRd´1 Ñ C donnée par

upk, xq “ e´ikx
ż

R

e´iξxφpx, yqdy (31.76)

Effectuer l’intégrale par rapport à y revient à calculer la transformée de Fourier partielle dont
nous parlons dans la proposition 29.21 4. Elle est donc une fonction Schwartz de k et de x
(conjointement et non seulement séparément) et est donc dans L1pRˆRd´1q. Les intégrales
sur k et sur x peuvent donc être réunies et permutées par le théorème de Fubini 14.272
(n’oubliez tout de même pas de vous convaincre que la condition (2) est remplie).
Nous avons donc

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ 1
2π

ż

Rd´1
|
ż

R

ż

Rd´1

ż

R

e´ikye´iξxφpx, yqdy dx dk|2p1 ` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(31.77)
Étant donné que φ est à support compact, les intégrales sur x et sur y peuvent se réunir en
utilisant encore le théorème de Fubini ; ces intégrales donnent :
ż

Rd´1ˆR
e´ikye´iξxφpx, yqdxb dy “

ż

Rd´1ˆR
e´ipξ,kq · px,yqφpx, yqdxb dy “ φ̂pξ, kq. (31.78)

Nous restons avec

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ 1
2π

ż

Rd´1
|
ż

R

φ̂pξ, kqdk|2p1 ` }ξ}2qs´ 1
2dξ. (31.79)

Nous allons maintenant traiter la partie du milieu :

♣ “ |
ż

R

φ̂pξ, kqdk| “ |
ż

R

φ̂pξ, kqp1`ξ2`k2qs{2 1
p1 ` ξ2 ` k2qs{2dk| “ |xf1, f2yL2pRdq| (31.80)

4. Dont une relecture de la preuve ne serait vraiment pas de trop, ainsi que la preuve de 27.190.
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Ici ξ est vu comme une constante et les fonctions f1 et f2 sont

f1 : k Ñ φ̂pξ, kqp1 ` ξ2 ` k2qs{2 (31.81a)

f2 : k Ñ 1
p1 ` ξ2 ` k2qs{2 (31.81b)

Nous pouvons utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1 :

♣ ď
ˆż

R

|φ̂pξ, kq|2p1 ` ξ2 ` k2qsdk
˙1{2 ˆż

R

1
p1 ` ξ2 ` k2qsdk

˙1{2
(31.82)

Nous notons gpξq ce qui se trouve dans la seconde parenthèse (après intégration sur k). Avec
cela nous continuons :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď 1
2π

ż

Rd´1

ż

R

|gpξq||φ̂pξ, kq|2p1 ` ξ2 ` k2qsp1 ` }ξ}2qs´ 1
2dk dξ. (31.83)

Vu que φ̂ est Schwartz, la fonction qui est à l’intérieur des deux intégrales est dans L1pRd´1 ˆ
Rq et nous pouvons réunir les deux intégrales :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď 1
2π

ż

RˆRd´1
|gpξq||φ̂pξ, kq|2p1 ` ξ2 ` k2qsp1 ` }ξ}2qs´ 1

2dk b dξ. (31.84)

À ce point nous démontrons qu’en réalité la combinaison gpξqp1 ` ξ2qs´ 1
2 ne dépend pas de

ξ. En effet

gpξqp1 ` ξ2qs´ 1
2 “ p1 ` ξ2qs´ 1

2

ż

R

1
p1 ` ξ2 ` k2qdk (31.85a)

“ 1
p1 ` ξ2q1{2

ż

R

ˆ
1 ` ξ2

1 ` ξ2 ` k2

˙s
dk (31.85b)

“ 1
p1 ` ξ2q1{2

ż ˜
1

1 ` k2

1`ξ2

¸s

dk. (31.85c)

Nous effectuons le changement de variables t “ k?
1`ξ2 , dk “ p1 ` ξ2q1{2dt, et le tout vaut

ż

R

ˆ
1

1 ` t2

˙s
dt, (31.86)

qui est effectivement indépendant de ξ. Nous nommons cela K (auquel nous ajoutons le 1
2π ) :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K

ż

RˆRd´1
|φ̂pξ, kq|2p1 ` ξ2 ` k2qsdk b dξ “ K}φ}2

HspRdq. (31.87)

Nous avons donc prouvé pour tout φ P DpRdq (avec redéfinition du K) :

}γ0φ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}φ}HspRdq. (31.88)

(ii) À propos de classes Il serait tentant de conclure en disant que DpRdq est dense dans
HspRdq. Hélas, techniquement, l’ensemble DpRdq n’est même pas un sous-ensemble deHspRdq
parce que ce dernier est un ensemble de classes de fonctions. Ce petit détail a ici son impor-
tance parce que γ0 n’est pas une application qui descend aux classes. En effet, Rd´1 étant de
mesure nulle dans Rd, deux fonctions de la même classe peuvent différer en tous les points
de Rd´1 en même temps.
Si nous notons ι l’application qui consiste à prendre la classe ce qui est dense dans HspRdq,
c’est ιpDpRdqq. Or chaque classe contient au maximum une seule fonction continue (qui sera
même de classe C8 à support compact pour les éléments de ιpDq).

https://explosm.net/comics/3613/
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L’application γ0 considérée est l’application composée entre le γ0 classique et le choix du
représentant continu dans la classe. La formule (31.88) que nous venons de prouver est valide
pour l’application γ0 vue comme

γ0 : ι
`
DpRdq˘ Ñ DpRd´1q. (31.89)

(iii) Densité et conclusion Ce que la majoration (31.88) prouve est la continuité de l’applica-
tion

γ0 :
`
DpRdq, }.}HspRdq

˘ Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (31.90)

Mais la proposition 31.17 nous donne la densité de la partie DpRdq dans HspRdq. La propo-
sition 17.128 nous donne alors une extension

γ0 :
`
HspRdq, }.}HspRdq

˘ Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (31.91)

Remarque 31.20.
L’extension n’est pas évidente parce que les éléments de HspRdq sont en général des classes de
fonctions dont les valeurs sur le bord ne sont pas du tout fixées du fait que le bord soit de mesure
nulle.

31.3 Théorème de plongement

L’objet des théorèmes de plongement de Sobolev est de montrer que si s ą d
2 ` k alors les

éléments de HspRdq possèdent des représentants de classe Ck. Avant de démontrer le théorème,
pour alléger, nous allons donner deux lemmes.

Lemme 31.21.
Soit pujq une suite dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (31.92)

avec s ą 0. Alors nous avons aussi la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (31.93)

Démonstration. Vu que s ą 0 nous avons p1 ` k2qs ą 1 (ici nous écrivons k2 pour }k}2). Par
conséquent

pu, vqHspRdq “
ż

Rd

ûv̂p1 ` k2qsdk ě
ż

Rd

ûv̂dk “ xû, v̂yL2pRdq. (31.94)

Nous avons alors

}uj ´ u}L2 “ 1
p2πqd }ûj ´ û}L2 (31.95a)

“ 1
p2πqd

ż

Rd

|ûj ´ û|2 (31.95b)

ď 1
p2πqd

ż

Rd

|ûj ´ û|2p1 ` k2qsdk (31.95c)

“ 1
p2πqd }uj ´ u}HspRdq. (31.95d)
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Lemme 31.22.
Soient des fonctions uj P S pRdq telles que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8

˘
ÝÑ v. (31.96)

Alors nous avons la convergence ż

Rd

ujφ Ñ
ż

Rd

vφ (31.97)

pour tout φ P S pRdq.
Démonstration. La suite pujq est équibornée. En effet il existe une queue de suite pour laquelle
}uj ´ v}8 ă ϵ ; cette queue de suite est alors équibornée par }v}8 ` ϵ. Le début de la suite est un
nombre fini de fonctions, toutes bornées. Le maximum des bornes donne alors une borne.

Soit donc M ą 0 tel que |ujpxq| ă M pour tout x P Rd et pour tout j P N. Nous avons
alors |ujφ| ă M |φ| pour tout j et les fonctions |ujφ| sont majorées par la fonction M |φ| qui est
intégrable. Nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.190
nous donne

lim
jÑ8

ż

Rd

ujφ “
ż

Rd

vφ. (31.98)

Nous pouvons écrire la conclusion du lemme 31.22 sous la forme

xuj , φyL2pRdq Ñ xv, φyL2pRdq (31.99)

pour tout φ P S pRrq (et non pour tout φ P L2pRd).

Théorème 31.23 (Théorème de Sobolev avec k “ 0[622]).
Soit s ą d

2 et u P HspRdq. Alors u possède un représentant dans C0
0 pRdq (les fonctions continues

et qui s’annulent à l’infini). Nous écrivons cela HspRdq Ă C0
0 pRdq.

Démonstration. Nous commençons par supposer que u P HspRdq X S pRdq, et dans ce cas nous
notons u le représentant dans S pRdq. Nous allons prouver l’inégalité

}u}8 ď c}u}HspRdq. (31.100)

La formule d’inversion de Fourier 29.26 appliquée à uj donne

upxq “ 1
p2πqd

ż

Rd

eikxûpkqdk, (31.101)

nous avons alors

p2πqd|upxq| ď
ż

Rd

|ûpkq|dk (31.102a)

“
ż

Rd

p1 ` kqs{2|ûpkq|p1 ` k2q´s`2dk (31.102b)

“
ż

Rd

´
|ûpkq|2p1 ` k2qs

¯1{2

loooooooooooomoooooooooooon
f

´
p1 ` k2q´s

¯1{2

loooooooomoooooooon
g

dk (31.102c)

“ xf, gyL2pRdq. (31.102d)

Ici il convient nous arrêter un instant pour nous convaincre que f et g sont réellement des éléments
de L2. En ce qui concerne f , c’est facile : û est une fonction Schwartz. En ce qui concerne g il
faut l’intégrabilité de |g|2, c’est-à-dire de k ÞÑ p1 ` k2q´s. Cela a lieu si et seulement si 2s ą n
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et donc a lieu dans les hypothèses du théorème. Nous utilisons le théorème de Cauchy-Schwarz 5

pour continuer :

p2πqd|upxq| ď }f}L2}g}L2 (31.103a)

“ c

ˆż

Rd

|ûpkq|2p1 ` k2qsdk
˙1{2

(31.103b)

“ c}u}HspRdq. (31.103c)

Donc en introduisant le facteur p2πqd dans la constante c nous avons

}u}8 ď c}u}HspRdq. (31.104)

Cela est tout ce que nous voulions faire avec u P S pRdq.
Nous considérons maintenant u P HspRdq. Vu que la densité des fonctions Schwartz dans Hs

(proposition 31.15) nous considérons une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (31.105)

Ici u est une classe, mais nous identifions uj avec sa classe (parce qu’il ne faut pas exagérer non
plus). La suite pujq est de Cauchy dans Hs, donc si ϵ ą 0 est donné, il existe N tel que si n,m ą N ,
}um ´ un} ď ϵ. Nous avons alors aussi

}um ´ un}8 ď cϵ, (31.106)

ce qui signifie que pujq est également une suite de Cauchy dans
`
C0pRdq, }.}8

˘
qui est un espace

complet par la proposition 12.363.
Il existe donc une fonction v P C0

0 pRdq telle que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8

˘
ÝÑ v. (31.107)

La question est de savoir si nous pouvons déduire que v est un représentant de u.
Par le lemme 31.21 nous avons également la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (31.108)

Pour tout φ P S pRdq nous avons alors

xuj , φyL2 Ñ xu, φyL2 . (31.109)

Mais en même temps, la convergence (31.107) couplée au lemme 31.22 donne également

xuj , φyL2 Ñ xv, φyL2 . (31.110)

Par unicité de la limite (dans R) nous avons

xv, φyL2 “ xu, φyL2 (31.111)

pour tout φ P S pRdq. La proposition 30.1 appliquée à u ´ v montre alors que u ´ v “ 0 presque
partout, c’est-à-dire que v est bien un représentant de u.

Le représentant v de u est non seulement continu (comme limite uniforme de fonctions conti-
nues), mais également bornée, comme limite uniforme de fonctions Schwartz.

Proposition 31.24 ([622]).
Si u P HspRdq (s P R) alors

5. Formule 11.2.
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(1) Bαu P Hs´|α|pRdq,
(2) l’application

Bα : HspRdq Ñ Hs´|α|pRdq (31.112)

est continue.

Note : ici B est l’opération de dérivée faible.

Démonstration. Nous allons seulement prouver que Bj : HspRdq Ñ Hs´1pRdq est bien définie 6 et
continue. Par composition, la thèse suivra.

Soit u P HspRdq par le lemme 31.10 nous avons

yBju “ iξj û. (31.113)

D’autre part, la fonction
f : Rn Ñ R

x ÞÑ xi
1 ` }x}2

(31.114)

est bornée (et même indépendamment de i) par une constante K. Donc nous avons pour tout 7 s :

kip1 ` }k}2q´s ă Kp1 ` }k}2q´s`1. (31.115)

Avec cela nous pouvons calculer un peu : si u P HspRdq, nous avons

}Bju}Hs´1pRdq “
ż

Rd

|yBju|p1 ` k2qs´1dk (31.116a)

“
ż

Rd

kj |û|p1 ` k2qs´1dk (31.116b)

ď
ż

Rd

K|û|p1 ` k2qsdk (31.116c)

“ K}u}HspRdq. (31.116d)

Nous avons donc que }Bju}Hs´1pRdq est fini lorsque u P HspRdq.
La majoration }Bju} ď K}u} donne la majoration suivante pour la norme de l’opérateur Bj :

}Bj} “ sup
}u}Hs “1

}Bju}Hs´1 ď K. (31.117)

Le fait d’être borné implique d’être continu par la proposition 11.61.

Théorème 31.25 (Théorème de plongement de Sobolev [622]).
Soient k P N et m ą d

2 ` k. Alors
HspRdq Ă Ck0 pRdq. (31.118)

Remarques :
— L’espace Ck0 pRdq est l’ensemble des fonctions de classe Ck qui s’annulent à l’infini.
— L’inclusion (31.118) signifie que tout élément dans Hs possède un représentant dans Ck0 pRdq.

Démonstration. Pour k “ 0, c’est le théorème 31.23. Si |α| ă k nous savons que Bαu P Hs´k Ă
C0

0 pRdq. Cela signifie que les dérivées faibles sont continues, mais pas qu’il existe un représentant
qui est réellement k fois continument dérivable.

Soit u P HspRdq et une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u. (31.119)

6. Au sens où l’espace d’arrivée est bien celui-là.
7. Question : dans [622], il faut dépendre cette constante de s. Je ne comprends pas pourquoi.
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Vu que l’espace topologique
`
Ck0 pRdq, }.}8

˘
est complet il existe v P Ck0 tel que

uj
Ck

0ÝÑ v. (31.120)

Il reste à montrer que v est un représentant de u. Cela se fait comme plus haut en montrant que
uj

L2ÝÑ u.
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Chapitre 32

Équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est la recherche de toutes les fonctions définie sur une partie
de R satisfaisant à une certaine égalité, faisant intervenir les dérivées de la fonction recherchée.

Dans la suite, I désignera un intervalle de R. Une fonction sera dérivable sur I si elle est
dérivable au sens usuel sur l’intérieur de I, et si elle est dérivable à droite (resp. à gauche) sur
l’éventuel bord gauche (resp. droit) de I.

Définition 32.1.
Une équation différentielle ordinaire d’ordre n sur I est la recherche d’une fonction y : I Ñ
R dérivable n fois, satisfaisant à une équation du type

F pt, yptq, y1ptq, . . . , yn1ptqq “ 0 pour tout t P I (32.1)

où I est un intervalle de R et F : pI ˆDq Ă pRˆRn`1q Ñ R est une fonction donnée.

Remarque 32.2.
L’équation différentielle (32.1) sera raccourcie sous la forme

F pt, y, y1, . . . , yn1q “ 0 (32.2)

où la dépendance en t est sous-entendue.

Exemple 32.3.
Soit f : I Ñ R une fonction continue fixée. L’équation différentielle

y1 “ fptq (32.3)

se ramène à la recherche des primitives de f sur l’intervalle I. △

Le lemme suivant sert de temps en temps.

Lemme 32.4 (Lemme de Grönwall).
Soient ϕ et ψ deux fonctions telles que pour tout t P rt0, t1s, ϕptq ě 0, ψptq ě 0 et

ϕptq ď K ` L

ż t

t0

ψpsqϕpsqds (32.4)

où K et L sont des constantes positives. Alors

ϕptq ď K exp
`
L

ż t

t0

ψ
˘
. (32.5)

Lemme 32.5 (Lemme de Grönwall[623]).
Si u, a, b P C0`r0, T s,R`˘ sont telles que

uptq ď bptq `
ż t

0
apsqupsqds (32.6)

2163
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pour tout t P r0, T s alors pour tout t P r0, T s nous avons aussi

uptq ď bptq `
ż t

0
bpsqapsqe

şt
s apuqduds. (32.7)

32.1 Équation homogène, solution particulière

Voici un petit morceau d’algèbre linéaire. Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une ap-
plication linéaire D : V Ñ W . Nous voulons résoudre Dpuq “ v, c’est-à-dire déterminer l’ensemble

D´1pvq “ tu P V tel que Du “ vu. (32.8)

Lemme 32.6.
Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une application linéaire D : V Ñ W . Si uP P V
satisfait à DuP “ v alors

D´1pvq “ kerpDq ` uP . (32.9)

Démonstration. Si u P kerpDq ` up alors u “ k ` up avec Dk “ 0, ce qui donne tout de suite
Du “ Dk `DuP “ v. Donc u P D´1pvq.

Dans l’autre sens, si u P D´1pvq alors nous pouvons écrire u “ pu´uP q ` uP . Vu que u´uP P
kerpDq nous avons bien u P kerpDq ` uP .

Ce petit lemme explique pourquoi la résolution d’équation différentielles passe par le principe
« générale de l’homogène plus particulière de la non-homogène ». Cela marche autant pour les
équations différentielles ordinaires que pour celles aux dérivées partielles.

Exemple 32.7.
Considérons l’équation différentielle ordinaire

y1 ´ y “ 4. (32.10)

L’opérateur dont nous parlons est par exemple

D : C8pRq Ñ C8pRq
y ÞÑ y1 ´ y.

(32.11)

Nous devons résoudre Dy “ 4 où « 4 » est l’élément fonction constante égale à 4 dans C8pRq.
L’ensemble kerpDq sont les éléments y P C8pRq tels que y1 “ y :

kerpDq “ tt ÞÑ Ket tel que K P Ru. (32.12)

Nous devons trouver un élément quelconque yP de D´1p4q. Facile : yP ptq “ ´4.
Au final,

D´1p4q “ tt ÞÑ Ket ´ 4 tel que K P Ru. (32.13)

△

Dans cet exemple nous avons pris V “ W “ C8pRq. Mais souvent nous sommes amenés à
considérer des espaces plus subtils, parce qu’il existe simplement pas de solutions dans C8, ou
alors parce que beaucoup de solutions n’y sont pas.
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32.2 Que faire avec fpzqdz “ gptqdt ?

Dans de nombreux exercices d’équations différentielles, nous tombons sur u1 “ fptq, et nous
faisons formellement

du

dt
“ fptq ñ du “ fptqdt, (32.14)

et ensuite, il y a la formule un peu magique

u´ u0 “
ż t

t0

fptqdt. (32.15)

Voyons ce qu’il en est. Tout d’abord, il faut comprendre ce que signifie la formule

fpzqdz “ gptqdt. (32.16)

Il s’agit d’une égalité entre deux formes différentielles sur R où z est une fonction de t. Étant donné
que z est une fonction de t, il faut voir dz comme la différentielle de cette fonction. La différentielle
d’une fonction à une variable est donné par la dérivée :

dzt “ z1ptqdt (32.17)

Écrire l’équation (32.16) pour chaque t revient donc à écrire

f
`
zptq˘z1ptqdt “ gptqdt (32.18)

Cela est une égalité entre deux formes différentielles. Nous avons donc égalité entre les intégrales
des formes sur un chemin. Prenons un chemin tout simple de t0 vers t :

ż t

t0

f
`
zptq˘z1ptqdt “

ż t

t0

gptqdt. (32.19)

Dans le premier membre, nous faisons un changement de variable ξ “ zptq, dξ “ z1ptqdt, et nous
obtenons ż zptq

z0

fpξqdξ “
ż t

t0

gptqdt. (32.20)

où nous avons remplacé la constante zpt0q par z0 dans la borne d’intégration. Si F est une primitive
de f et G une primitive de g, nous avons

F pzq ´ F pz0q “ Gptq ´Gpt0q. (32.21)

Si aucun problème de Cauchy n’est donné, les constantes F pz0q et Gpt0q sont mises en une seule
et nous écrivons la solution

F
`
zptq˘ “ Gptq ` C, (32.22)

qui est une équation implicite pour zptq.
Nous trouvons assez souvent le cas simple

fpzqdz “ dt. (32.23)

En remplaçant gptq “ 1 dans (32.20), nous trouvons la fameuse

t´ t0 “
ż z

z0

fpzqdz, (32.24)

dans laquelle il y a un abus de notation terrible entre le z de la borne (que les étudiants oublient
souvent) et la variable d’intégration z ! !

Le passage de (32.23) à (32.24) sera très souvent utilisé dans le cours de mécanique par exemple.
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32.3 Équations linéaires du premier ordre
Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

y1 ` uptqy “ vptq. (32.25)

Exemple 32.8.
Tant qu’il n’y a pas de second membre, c’est facile. Prenons l’exemple suivant :

y1 ` 2ty “ 0. (32.26)

Nous mettons tous les t d’un côté et tous les y et y1 de l’autre :

y1

y
“ ´2t, (32.27)

et puis on intègre sans oublier la constante d’intégration :

lnpyq “ ´t2 ` C, (32.28)

et donc yptq “ Ke´t2 . △

Exemple 32.9.
Lorsqu’il y a un second membre, il y a une astuce. Prenons par exemple

y1 ` 2ty “ 4t. (32.29)

L’astuce est de commencer par résoudre l’équation sans le second membre (l’équation homogène
associée). Nous notons yH la solution. Ici, la réponse est

yHptq “ Ke´t2 . (32.30)

Ensuite le truc est d’essayer de trouver la solution de l’équation (32.29) sous la forme

yptq “ Kptqet2 . (32.31)

L’idée est de prendre la même que la solution de l’équation homogène (sans second membre), mais
en disant que K est une fonction. Afin de trouver la fonction K qui donne la solution, il suffit de
remettre l’essai (32.31) dans l’équation (32.29) :

K 1e´t2 ´ 2tKe´t2loooooooooomoooooooooon
y1ptq

` 2tKe´t2looomooon
2typtq

“ 4t (32.32)

Les deux termes avec K se simplifient et il reste

K 1ptq “ 4tet2 , (32.33)

ce qui signifie Kptq “ 2et2`C . Nous avons donc déterminé la fonction qui fait fonctionner l’essai,
et la solution à l’équation est

yptq “ `
2et2 ` C

˘
e´t2 “ 2 ` Ce´t2 . (32.34)

△

La technique pour résoudre cette équation est de commencer par résoudre l’équation homogène
associée. Si Uptq est une primitive de uptq, nous avons

y1
Hptq ` uptqyHptq “ 0

y1
H

yH
“ ´uptq

lnpyHq “ ´Uptq ` C

yHptq “ e´Uptq`C “ Ke´Uptq

(32.35)



32.3. ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 2167

où K “ eC .
Cela fournit la solution générale de l’équation homogène. Il existe un truc génial qui permet d’en

tirer la solution générale du système non homogène. Lorsque nous avons trouvé yHptq “ Ke´Uptq,
le symbole K désigne une constante. La méthode de variation des constantes consiste à essayer
la solution

yptq “ Kptqe´Uptq, (32.36)

c’est-à-dire à dire que la constante est en réalité une fonction. Afin de trouver quelle fonction Kptq
fait en sorte que l’essai (32.36) soit une solution, nous la remplaçons dans l’équation de départ
y1 ` uy “ v. Maintenant,

y1ptq “ K 1ptqe´Uptq ´Kptquptqe´Uptq. (32.37)

En remettant dans l’équation,

y1 ` uy “ K 1e´U ´Kue´U ` uKe´U “ K 1e´U “ v. (32.38)

Notez que les termes en K se sont miraculeusement simplifiés. Cela est directement dû au fait que
e´U est solution de l’équation homogène. Nous restons avec l’équation

K 1 “ v

e´U (32.39)

pour Kptq. La solution générale du problème non homogène est donc finalement donnée par

yptq “ `
W ptq ` C

˘
e´Uptq (32.40)

si W ptq est une primitive de vptqeUptq.
Tout ceci est un peu heuristique. La proposition suivante dit dans quels cas ça fonctionne.

Proposition 32.10.
Soient u et v continues sur I et U , une primitive de u sur I et W une primitive de ve´U sur I.
Une fonction y : I Ñ R est solution de y1 ` uptqy “ vptq si et seulement si il existe une constante
C P R telle que

yptq “ `
W ptq ` C

˘
eUptq (32.41)

pour tout t P I.

32.3.1 Pourquoi la variation des constantes fonctionne toujours ?

Prenons une équation non homogène

z1ptq “ fptqzptq ` gptq, (32.42)

et supposons avoir une solution de l’homogène associée sous la forme zHptq “ Chptq. Le coup de
la variation des constates consiste à essayer une solution pour l’équation non homogène sous la
forme 1

zptq “ Kptqhptq. (32.43)

Nous injectons cette solution dans l’équation de départ en utilisant le fait que z1ptq “ K 1ptqhptq `
Kptqh1ptq :

K 1ptqhptq `Kptqh1ptq “ fptqKptqhptq ` gptq. (32.44)

Le terme Kptqh1ptq se récrit en utilisant la propriété de définition de h, c’est-à-dire que h1ptq “
fptqhptq. Nous voyons que les termes ne contenant pas de K 1 se simplifient ; il reste

K 1h “ g. (32.45)

1. Je ne sais plus qui a eu l’idée de changer le nom de la constante de C vers K au moment de la transformer en
fonction, mais c’est une bonne idée.
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Cette équation a comme solution
K “

ż
f

h
` C. (32.46)

J’insiste sur la constante d’intégration ! En réalité, celles et ceux qui auront compris l’équation
(32.24) sauront que K est donné par

Kptq “
ż t

ξ0

fpξq
gpξqdξ (32.47)

où ξ0 joue le rôle de la constante d’intégration.
Quoi qu’il en soit, la solution générale de l’équation non homogène est

zptq “ Kptqhptq “
ˆż

g

h
` C

˙
h. (32.48)

Cette solution comprend deux termes : Ch qui est solution de l’homogène, et
`ş g

h

˘
h qui est une

particulière de l’équation non homogène.
Quelques conclusions :

(1) Si vous avez encore du K (et pas que du K 1) dans votre équation qui donne K, c’est que
vous n’être pas dans le cadre d’une équation de type (32.42). Le plus souvent, c’est que vous
avez fait une faute de calcul quelque part.

(2) La méthode des variations des constantes n’est pas en contradiction avec le principe de
« SGEH+SPENH ». En effet, la SGEP et la SPENH sont toutes deux dans la solution (32.48).

(3) La variation des constantes peut être vue comme une façon cool de trouver une solution
particulière de l’équation non homogène.

(4) La simplification ne se fait que après avoir remplacé Kh1 par Kfh, c’est-à-dire après avoir
utilisé le fait que zH est solution de l’homogène. Sinon, la simplification n’est pas du tout
évidente à priori. Il se peut même que, visuellement, les termes Kh1 et Kfh ne se ressemblent
pas du tout. Un exemple de cela arrivera par exemple dans l’exemple 32.14, pour arriver à
l’équation (32.69).

32.4 Équations à variables séparées
Une équation à variables séparées est une équation de la forme

y1 “ uptqfpyq (32.49)

où u : I Ñ R et f : J Ñ R sont deux fonctions continues données. Les propositions 32.11 et 32.13
résolvent ce cas, mais avant de voir cela, nous allons donner quelques indications « pratiques ».

32.4.1 La méthode rapide

On peut évidemment mettre tous les y et y1 d’un côté :

y1

fpyq “ upxq. (32.50)

Une fois que cela est fait, on écrit y1 “ dy
dx , et on envoie le dx du côté des x :

dy

fpyq “ upxqdx. (32.51)

Maintenant il suffit de prendre l’intégrale des deux côtés : comme la position des dx et dy l’in-
diquent, il faut intégrer par rapport à y d’un côté et par rapport à dx de l’autre côté.

L’intégrale à gauche est facile : c’est lnpyq. À droite, par contre, ça dépend tout à fait de u.
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32.4.2 La méthode plus propre

y1ptq “ uptqf`yptq˘. (32.52)
Nous considérons U , une primitive de u sur I et G, une primitive de 1{f sur J . Si I 1 Ď I et
y : I 1 Ñ J , alors y est solution de (32.49) si et seulement si il existe une constante C telle que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (32.53)

La recherche des solutions de l’équation différentielle se ramène donc à la recherche de primitives
et de solutions d’une équation algébrique (il faut isoler yptq dans (32.53)). Réciproquement toute
solution régulière de cette dernière relation est solution de l’équation différentielle.

Remarque : lorsque nous cherchons U et G, nous ne cherchons que une primitive. Il ne faut pas
considérer des constantes d’intégration à ce niveau.

32.4.3 Les théorèmes

Proposition 32.11.
Soient des intervalles I et J de R. Nous considérons des fonctions continues u : I Ñ R et f : J Ñ
R, et nous supposons que f ne s’annule pas sur J . Soit U , une primitive de u sur I, et G, une
primitive de 1{f sur J .

Si I 1 est un intervalle, une application y : I 1 Ñ R est une solution de

y1ptq “ uptqf`yptq˘ (32.54)

si et seulement si il existe C P R telle que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (32.55)

Cette proposition dit que toutes les solutions qui ne s’annulent jamais sur un intervalle ont la
forme G

`
yptq˘ “ Uptq ` C et peuvent donc être trouvées en calculant des primitives.

La formule (32.55) peut être obtenue de la façon heuristique suivante, en écrivant y1 “ dy{dt,
et en passant le dt à droite. Nous trouvons successivement

y1 “ uptqfpyq
dy “ uptqfpyqdt
dy

fpyq “ uptqdt
ż

dy

fpyq “
ż
uptqdt

Gpyq “ Uptq ` C.

(32.56)

Proposition 32.12.
Soient 0 ă r ă R ainsi que α P R. Une fonction y : sr,Rr Ñ R est une solution de

y1pxq “ α

x
ypxq, (32.57)

si et seulement si il existe K ą 0 tel que

ypxq “ Kxα. (32.58)

Démonstration. En deux parties.
(i) ñ Vu que le logarithme est une primitive de la fonction inverse (proposition 15.80), nous

pouvons utiliser la proposition 32.11 avec les fonctions Upxq “ α lnpxq et Gptq “ lnptq. Si y
est une solution de (32.57), alors il existe X P R tel que

ln
`
ypxq˘ “ α lnpxq ` C (32.59)
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pour tout x P sr,Rr. En prenant l’exponentielle des deux côtés, et en utilisant le fait que
α lnpxq “ lnpxαq,

ypxq “ eCelnpxαq (32.60)
En posant K “ eC , nous avons un K ą 0 tel que ypxq “ Kxα.

(ii) ð Il suffit de dériver en utilisant la proposition 14.255. Pas de soucis de domaine parce que
nous ne considérons que x P sr,Rr.

Proposition 32.13.
Soient u continue sur I et f continue sur J , et fpηq ‰ 0 sur J . Soient t0 P I et y0 P J . Alors il
existe I 1 Ă I avec t0 P I 1 et f P C1pI 1 Ñ Jq tels que

(1) y est solution de (32.49) sur I 1 et vérifie ypt0q “ y0,
(2) si z est une solution de (32.49) sur I2 Ă I 1 avec t0 P I2 et zpt0q “ y0, alors I2 Ă I 1 et

zptq “ yptq pour tout t P I2.

Exemple 32.14.
Résoudre l’équation différentielle

y ´ cosptqy1 “ cosptq`1 ´ sinptq˘y2. (32.61)

La fonction y “ 0 est solution. En posant z “ 1{y, nous trouvons l’équation

z ` cosptqz1 “ cosptq`1 ´ sinptq˘ (32.62)

à laquelle z doit satisfaire. L’équation homogène est

z1
H “ ´ zH

cosptq . (32.63)

Ceci est une équation à variables séparées que nous résolvons en suivant les méthodes données plus
haut : nous posons

uptq “ 1
cosptq ,

fpzq “ ´z,
Uptq “ ln

„
tan

ˆ
π

4 ` t

2

˙ȷ
(voir formulaire),

Gpzq “ ln
ˆ

1
z

˙
.

(32.64)

La solution zH est donnée par l’équation

ln
ˆ

1
z

˙
“ ln

„
K tan

ˆ
π

4 ` t

2

˙ȷ
, (32.65)

c’est-à-dire
zHptq “ K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (32.66)

Nous appliquons maintenant la méthode de variation des constantes sur cette solution afin de
trouver la solution générale de l’équation (32.62). En utilisant la règle de Leibnitz, z1 “ K 1zH `
Kz1

H , nous trouvons

K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ` cosptq

ˆ
K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ´ K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘
˙

“ cosptq`1 ´ sinptq˘. (32.67)

Malgré leurs apparences, les deux termes en K se simplifient. En effet, en vertu de l’équation
z1
H “ ´zH

cosptq , nous avons
´K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘ “ ´K

cosptq tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (32.68)
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Le travail de voir quel est le lien entre sin2 `π
4 ` t

2
˘
, tan

`
π
4 ` t

2
˘

et cosptq est en réalité fait dans
votre formulaire au moment où vous l’avez utilisé pour intégrer u pour obtenir le Uptq de (32.64).

Après cette simplification durement méritée, nous trouvons l’équation suivante pour Kptq :
K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ “ 1 ´ sinptq. (32.69)

Résoudre cela revient à trouver la primitive de
`
1 ´ sinptq˘ tan

ˆ
π

4 ` t

2

˙
, (32.70)

ce qui est relativement compliqué. La réponse est

Kptq “ ln
ˆ

sin
ˆ

2x` π

4

˙
` 1

˙
` ln

ˆ
sin

ˆ
2x` π

4

˙
´ 1

˙

` 2 ln sec
ˆ

2x` π

4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙ (32.71)

Nous pouvons un peu simplifier en utilisant le fait que lnpa` bq ` lnpa´ bq “ lnpa2 ´ b2q :

Kptq “ ln
ˆ

´ cos2
ˆ

2x` π

4

˙˙
` 2 ln sec

ˆ
2x` π

4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙
. (32.72)

Il me semble toutefois qu’il faudrait prendre des valeurs absolues pour les logarithmes.
△

32.5 Équations linéaires d’ordre supérieur

32.5.1 Équations et systèmes linéaires à coefficients constants

Nous regardons l’équation

ypnq ` a1y
pn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` an´1y

1 ` any “ vptq (32.73)

où les coefficients ak sont maintenant des constantes. Il faut commencer par résoudre le polynôme
caractéristique

rn ` a1r
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0. (32.74)

Si λ1, . . . , λk sont les solutions avec multiplicité µ1, . . . , µk, alors le système fondamental de
solutions linéairement indépendantes est l’ensemble suivant de solutions à l’équation homogène :

eλ1t, teλ1t, . . . , tµ1´1eλ1t

...
eλkt, teλkt, . . . , tµk´1eλkt.

(32.75)

Nous notons yi ces solutions. La solution générale de l’équation homogène est donc donnée par

yH “
ÿ

i

ciyi. (32.76)

Afin de trouver la solution générale de l’équation non homogène, nous appliquons la méthode de
variation des constantes, en imposant les n´ 1 conditions

nÿ

i“1
c1
iptqyplq

i ptq “ 0 (32.77)

avec l “ 0, . . . , n ´ 2. Ces conditions plus l’équation de départ (32.73) forment un système de n
équations différentielles pour les n fonctions inconnues ciptq.

Cette condition peut paraitre mystérieuse. Il est cependant encore possible de travailler sans
poser la condition (32.77) en suivant la recette, en calculant des déterminants de Wronskien. Des
exemples sont donnés dans les exercices sur le second ordre.
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32.5.2 Si les coefficients ne sont pas constants ?

Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur I est une équation de la forme

ypnq ` u1ptqypn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` un´1ptqy1 ` unptqy “ vptq (32.78)

où v et uk sont des fonctions continues fixées de I vers R.
Pour résoudre cette équation, il faut commencer par résoudre l’équation homogène correspon-

dante (c’est-à-dire celle que l’on obtient en posant vptq “ 0). Ensuite, nous trouvons la solution de
l’équation (32.78) en appliquant la méthode de la variation des constantes.

Donnons un exemple du pourquoi la méthode de variations des constantes est efficace. Soit
l’équation

u1 ` fptqu “ gptq, (32.79)

et disons que uH est une solution de l’équation homogène. La méthode de variations des constantes
consiste à poser uptq “ KptquHptq, et donc u1ptq “ K 1uH `Ku1

H . En remettant dans l’équation de
départ,

K 1uH `Ku1
H ` fKuH “ g. (32.80)

La somme Ku1
H ` fKuH est nulle, par définition de uH . Par conséquent, il ne reste que

K 1 “ gptq
uH

. (32.81)

Lorsqu’on utilise la méthode de variation des constantes, nous trouvons toujours une simplification
« miraculeuse ».

Dans l’immédiat, nous ne considérons que le cas où les ui sont des constantes. Le cas où les ui
deviennent des fonctions de t sera vu plus tard.

32.6 Système d’équations linéaires

32.6.1 La magie de l’exponentielle. . .

Prenons l’équation différentielle très simple

y1 “ ay. (32.82)

La solution est yptq “ Aeat. Et si on a la donnée de Cauchy ypt0q “ y0, alors

yptq “ Aeate´at0eat0 “ eapt´t0qypt0q. (32.83)

Donc on a le facteur multiplicatif eapt´t0q qui sert à faire passer de yp0q à yptq. C’est un peu un
opérateur d’évolution. Ce qui fait la magie de l’exponentielle, c’est son développement en série

ex “ 1 ` x` x2

2 ` x3

3! ` x4

4! ` . . . (32.84)

qui est tel que chaque terme est la dérivée du terme suivant.
Maintenant, si on a un système

ȳ1 “ Aȳ, (32.85)

il n’est pas du tout étonnant d’avoir comme solution ȳptq “ eAt où l’exponentielle de la matrice est
définie exactement par la série (32.84). C’est un peu longuet, mais dans le cours, c’est effectivement
ce qui est prouvé. La matrice résolvante Rpt, t0q : ȳ0 Ñ ȳpt; t0, y0q est donné par

Rpt, t0q “ ept´t0qA, (32.86)

exactement comme dans l’équation (32.83).
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32.6.2 . . .mais la difficulté

Maintenant, il est suffisant de calculer des exponentielles de matrices pour résoudre des sys-
tèmes. Hélas, il est en général très difficile de calculer des exponentielles. Tu peux essayer de
prouver les deux suivantes :

A “
ˆ

0 a
´a 0

˙
; eA “

ˆ
cospaq sinpaq

´ sinpaq cospaq
˙

S “
ˆ

0 a
a 0

˙
; eS “

ˆ
coshpaq sinhpaq
sinhpaq coshpaq

˙
.

(32.87)

La première, tu vas la revoir si tu fais de la géométrie différentielle ou de la mécanique quantique :
l’algèbre de Lie du groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est l’algèbre des matrices
antisymétriques.

La seconde se retrouve en relativité parce que eS est la matrice qui préserve x2´y2, tout comme
eA préserve x2 ` y2. Quelques mots sur l’uutilisation des fonctions hyperboliques en relativité
dans 42.4.8.1.

32.6.3 La recette

Afin d’éviter de devoir calculer explicitement des exponentielles de matrices, nous faisons appel
à toutes sortes de trucs, dont la forme de Jordan. Le résultat final est la méthode suivante. Soit le
système homogène

ȳ1 “ Aȳ. (32.88)
(1) D’abord, nous calculons les valeurs propres de A.
(2) Ensuite les vecteurs propres.
(3) Une bonne valeur propre, c’est une valeur propre dont l’espace propre a une dimension égale

à sa multiplicité. C’est-à-dire que si λ est de multiplicité m, alors on a, dans les bons cas, m
vecteur propres linéairement indépendants.
Dans ce cas, si v1, . . . , vm sont les vecteurs, alors on a les solutions linéairement indépendantes
suivantes : ¨

˚̊
˝

...
v1
...

˛
‹‹‚e

λt, . . . ,

¨
˚̊
˝

...
vm
...

˛
‹‹‚e

λt. (32.89)

Pour chaque bonne valeur propre, ça nous fait un tel paquet de solutions linéairement indé-
pendantes.

(4) Si λ n’est pas une bonne valeur propre, alors les choses se compliquent. Mettons que λ ait
k vecteurs propres en moins que sa multiplicité. Dans ce cas, il faut chercher des solutions
sous la forme ¨

˚̋
a

pkq
1 tk ` ¨ ¨ ¨ ` a

p0q
1

...
a

pkq
1 tk ` ¨ ¨ ¨ ` a

p0q
n

˛
‹‚eλt. (32.90)

C’est-à-dire qu’on prend comme coefficient de eλt, un vecteur de polynômes de degré k. Il faut
mettre cela dans l’équation de départ pour voir quelles sont les contraintes sur les constantes
a

pjq
i introduites.

(5) Nous avons un cas particulier du cas précédent. Si λ est une valeur propre de multiplicité m
qui n’a que un seul vecteur propre v, alors il faut chercher des polynômes de degré m´ 1, et
on peut directement fixer le coefficient de tm´1, ce sera l’unique vecteur propre :

»
——–

¨
˚̊
˝

...
v
...

˛
‹‹‚`

¨
˚̋
a

pm´2q
1

...
a

pm´2q
n

˛
‹‚tm´2 ` . . .

fi
ffiffifl e

λt. (32.91)
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Cela économise quelques calculs par rapport à poser brutalement (32.90).

32.6.4 Système d’équations linéaires avec matrice constante

Nous considérons l’équation différentielle

y1ptq “ Ayptq (32.92)

pour la fonction y : R Ñ Rn et A est une matrice ne dépendant pas de t. Nous supposons que A
est diagonalisable pour les vecteurs propres vi et les valeurs propres λi correspondantes.

La matrice
Rptq “ “

eλ1tv1 . . . e
λntvn

‰
(32.93)

est la matrice résolvante du système. Alors la solution du système (32.92) pour la condition
initiale yp0q “ y0 est

yptq “ Rptqy0. (32.94)

En effet

ARptq “
»
–A

¨
˝

Ò
eλ1tv1

Ó

˛
‚ . . . A

¨
˝

Ò
eλntvn

Ó

˛
‚
fi
fl “ R1ptq. (32.95)

Par conséquent y1ptq “ R1ptqy0 “ ARptqy0 “ Ayptq.

32.6.5 Système d’équations linéaires avec matrice non constante

Théorème 32.15 ([624]).
Soient I un intervalle de R et M : R Ñ LpRn,Rnq une fonction. Si les composantes Mij sont des
fonctions continues sur I alors :

(1) pour tout t0 P I et pour tout y0 P Rn le système

y1ptq “ Mptqyptq (32.96)

admet une unique solution maximale définie sur I telle que ypt0q “ y0 ;
(2) l’ensemble des solutions de l’équation (32.96) sur I est un espace vectoriel de dimension n.

32.7 Réduction de l’ordre
Afin de diminuer l’ordre d’une équation dans laquelle le paramètre n’apparaît pas, il y a deux

changements de variables très utiles. Le premier, le plus simple, est simplement de poser zptq “
y1ptq, ce qui donne z1ptq “ y2ptq. Le second, qui n’est pas le même, est z

`
yptq˘ “ y1ptq, qui entraîne

y2ptq “ z1`yptq˘zptq. Dans ce second cas, il faut également changer de variable, et utiliser yptq
comme variable au lieu de t.

Si ça ne marche pas, il faut suivre la procédure ci-après.
Nous supposons avoir une équation différentielle d’ordre p dans laquelle yppq est isolée des autres

dérivées :
yppqptq “ f

`
t, yptq, y1ptq, . . . , ypp´1qptq˘ (32.97)

où f est une fonction f : RˆRp Ñ R, et la fonction cherchée est y : R Ñ R.
La méthode proposée ici consiste à transformer cette équation d’ordre p en un système d’équa-

tions d’ordre 1. Pour cela nous posons

F : RˆRp Ñ Rp

pt, xq ÞÑ

¨
˚̊
˚̋

x2
...
xp

fpt, x1, . . . , xpq

˛
‹‹‹‚.

(32.98)
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Nous considérons alors l’équation différentielle

Y 1ptq “ F
`
t, Y ptq˘. (32.99)

pour Y : R Ñ Rp. La fonction y “ Y1 résout l’équation (32.97) si et seulement si la fonction Y
résout l’équation (32.99).

De plus si l’équation (32.97) est donnée avec les conditions initiales ypkq “ ak (k “ 0, . . . , p´ 1)
alors l’équation (32.99) vient avec les conditions initiales

Y pt0q “

¨
˚̋

a0
...

ap´1

˛
‹‚, (32.100)

c’est-à-dire Y pt0q “ A0 avec A0 P Rp.
Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42 nous donne existence et unicité locale de la solution au

système 32.99. Lorsque le système est linéaire, c’est-à-dire sous la forme Y 1ptq “ MptqY ptq, alors
il y a mieux : le théorème 32.15.

Exemple 32.16.
Nous considérons l’équation différentielle

$
’&
’%

´u2ptq ´ uptq “ 1 (32.101a)
up0q “ a0 P R (32.101b)
u1p0q “ a1 P R, (32.101c)

et nous voulons montrer que ce système accepte une unique solution. Vu que l’équation différentielle
se présente sous la forme u2 “ fpt, uq avec fpt, uq “ ´1 ´ u nous posons

F : RˆR2 Ñ R2

pt, xq ÞÑ
ˆ

x2
´1 ´ x1

˙
,

(32.102)

et nous considérons l’équation différentielle

Y 1 “ F pt, Y q (32.103)

pour la fonction Y : R Ñ R2. La fonction F est Lipschitz (et même globalement) par rapport à Y .
En effet,

}F pxq ´ F pyq} “ px2 ´ y2q2 ` px1 ´ y1q2 “ }x´ y}2. (32.104)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42 s’applique et en posant Y0 “ pa0, a1q, il existe une unique
solution à l’équation Y 1 “ F pt, Y q vérifiant Y p0q “ Y0. Nous notons t ÞÑ Y ptq cette solution.

En quoi cela nous aide ? Nous posons uptq “ Y1ptq. Alors

u1ptq “ Y 1
1ptq “ F 1

1pt, Y q “ Y2ptq. (32.105)

En dérivant encore,

u2ptq “ Y 1
2ptq “ F 1

2pt, Y q “ ´1 ´ Y1ptq “ ´1 ´ uptq, (32.106)

ce qu’il fallait. La fonction t ÞÑ Y1ptq est solution de notre équation de départ. Quid des conditions
initiales ? Vu que u “ Y1 et u1 “ Y2 nous avons

up0q “ Y1p0q “ a (32.107)

et
u1p0q “ Y2p0q “ b. (32.108)
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Toutes les prescriptions sont respectées.
Si vous voulez vraiment résoudre cette équation, il faudra plus de travail. D’abord résoudre

l’équation homogène associée, c’est-à-dire l’équation caractéristique r2 ` 1 “ 0, ce qui va donner

uHptq “ Aeit `Be´it, (32.109)

et ensuite faire le coup de la variation des constantes pour déterminer la solution générale du
problème non homogène. △

Exemple 32.17.
Nous reprenons l’équation différentielle

´u2ptq ´ uptq “ 1. (32.110)

Nous avons déjà vu dans l’exemple 32.16 que cette équation avait une solution unique pour toute
condition initiale. Cette fois nous voulons étudier les solutions lorsque nous imposons les conditions
aux limites up0q “ upπq “ 0. Nous allons voir qu’il n’y a pas de telles solutions.

Pour ce faire, soit une solution u. D’abord u2 existant, la fonction u est de classe au moins C1.
Mais u2 “ ´1 ´ u, donc u2 est également C1, ce qui donne la régularité C3 pour u. En continuant
ainsi nous trouvons que u est de classe C8.

Le truc est de considérer a fonction vptq “ sinptq qui vérifie l’équation différentielle
$
’&
’%

´v2 ´ v “ 0 (32.111a)
vp0q “ 0 (32.111b)
v1p0q “ 0. (32.111c)

Nous calculons le produit scalaire sur L2`s0, πr˘ de (32.110) avec v :

xu2, vy ` xu, vy “ ´xv, 1y. (32.112)

Le calcul de xv, 1y est simplement l’intégrale de sinptq pour t allant de 0 à π, c’est-à-dire xv, 1y “ 2.
Vu que u et v sont toutes deux des fonctions qui s’annulent en 0 et en π nous pouvons faire des
intégrations par partie les yeux fermés et exprimer xu2, vy sans dérivées sur u :

xu2, vy “ ´xu1, v1y “ xu, v2y “ ´xu, vy (32.113)

où la dernière égalité n’est autre que le fait que v “ sin, donc v2 “ ´v. Le membre de gauche de
(32.112) vaut donc zéro alors que celui de droite vaut ´2.

Nous concluons que le problème aux limites posé n’admet pas de solutions. △

32.8 Autour de Cauchy-Lipschitz
Dans cette section nous étudions les équations différentielles du type

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.114a)

ypt0q “ y0. (32.114b)

32.8.1 Fuite des compacts et explosion en temps fini

Théorème 32.18 (Fuite des compacts[625, 420]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.115a)

ypt0q “ y0, (32.115b)

où f : I ˆ Ω Ñ Rn est continue et Ω ouvert dans Rn. Soit la solution maximale yM : JM “
stmin, tmaxr Ñ Ω. Si tmax ă suppIq alors yM ptq sort de tout compact de Ω lorsque t Ñ tmax.
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Démonstration. Soit K un compact de Ω et nous considérons une suite ptmq dans stmin, tmaxr telle
que tm Ñ tmax. Si nous supposons que yM ptq ne sort pas de K alors nous avons yM ptmq P K,
c’est-à-dire une suite dans un compact. Quitte à passer à une sous-suite, nous supposons qu’elle
est convergente. Soit x1 P K la limite limmÑ8 yM ptmq “ x1.

Vu que tmax P I, la condition initiale yptmaxq “ x1 est valide et le théorème de Cauchy-
Lipschitz 17.42 nous donne une unique solution maximale yP définie sur un ouvert JP autour de
tmax.

Nous allons maintenant construire une solution au problème initial qui contredit la maximalité
de yM . Attention : il n’est pas évident à priori que yP ptq “ yM ptq sur l’intersection des domaines.
Si c’était évident, la proposition serait démontrée.

Soit J̃ “ JM Y JP X stmin,`8r et la fonction

ỹptq “
#
yM ptq si t ă tmax

yP ptq si t ě tmax.
(32.116)

La fonction ỹ est continue par construction parce que

lim
tÑtmax

yM ptq “ x1 “ yP ptmaxq. (32.117)

Nous vérifions à présent que ỹ est une solution : ỹ1ptmaxq “ f
`
tmax, yptmaxq˘ :

lim
ϵÑ0

ỹptmax ´ ϵq ´ ỹptmaxq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

yM ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.118a)

“ lim
ϵÑ0

yM ptmax ´ ϵq ´ yP ptmax ´ ϵq ` yP ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.118b)

“ lim
ϵÑ0

yP ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.118c)

“ y1
P ptmaxq. (32.118d)

Donc ỹ est solution pour la condition initiale ỹptmaxq “ x1 et coïncide avec yP en tmax et avec yM
avant tmax. Donc en réalité yP , yM et ỹ sont identiques et cela contredit la maximalité de yM .

Corolaire 32.19 (Explosion en temps fini).
Soit pym, Jq la solution maximale du problème de Cauchy (17.153) :

"
y1 “ fpt, yq (32.119a)
ypt0q “ y0, (32.119b)

avec f : U “ I ˆ Ω Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz par rapport à y.

Si la solution maximale est définie sur J “ stmin, tmaxr alors nous avons l’alternative suivante :
(1) Soit tmax “ suppIq,
(2) soit tmax ă suppIq et limtÑtmax }yptq} “ 8.

Le résultat tient aussi mutatis mutandis pour tmin.

Remarque 32.20.
Attention : ceci n’est pas une simple paraphrase de la fuite des compacts. L’information supplé-
mentaire que ce corolaire donne est que la solution sort de tout compact pour ne plus y retourner.

Démonstration. L’hypothèse tmax ă suppIq signifie que la solution finit d’exister avant que les
hypothèses sur f cessent d’être vraies. C’est-à-dire que la solution maximale est moindre que ce
que nous aurions pu espérer.

Soit un compact K. Supposons que que pour tout t0 ă tmax il existe t P st, tmaxr tel que
yM ptq P K. Alors cela crée une suite tk dans J telle que yM ptkq est dans K. Comme dans le
théorème de la fuite des compacts nous concluons l’impossibilité de la chose.
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Donc pour tout compact K de Ω, il existe T ă tmax tel que yM ptq P ΩzK pour tout t P rT, tmaxr.
En prenant des boules fermées de plus en plus grandes en guise de compacts nous concluons que

lim
tÑtmax

}yM ptq} “ 8. (32.120)

32.21.
Notons que si tmax ă 8, si nous sommes dans l’alternative 32.19(2) et si la solution maximale y
est de classe C1 (ce qui est le cas lorsqu’on utilise Cauchy-Lipschitz 17.42) alors la dérivée de y est
également non bornée dans un voisinage de tmax.

Mais si f est globalement bornée, alors dans l’équation y1 “ fpt, yq, la dérivée y1 sera globale-
ment bornée. Dans ce cas, la solution ne peut pas exploser en temps fini et existe donc globalement.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 32.22
Êtes-vous d’accord avec 32.21 ?

Exemple 32.23.
Soit l’équation différentielle

$
&
%
y1 “ ypy ´ 1q sinpytq (32.121a)

yp0q “ 1
2 . (32.121b)

La fonction fpt, yq “ ypy´1q sinpytq ayant une dérivée bornée partout, elle est localement Lipschitz
et le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42 s’applique. Pour toute condition initiale, une solution
maximale unique existe.

Si nous oublions la condition initiale, il est facile de trouver des solutions constantes : y1 “ 0
avec yptq “ k donne l’équation

0 “ kpk ´ 1q sinpktq. (32.122)
Les solutions y1ptq “ 0 et y2ptq “ 1 sont des solutions existant pour tout t.

Le graphe de la solution correspondante à la condition initiale yp0q “ 1
2 ne pouvant pas croiser

les graphes de y1 et y2, elle est obligée d’exister pour tout t parce qu’elle ne peut pas exploser en
temps fini. △

32.8.2 Écart entre deux conditions initiales

Proposition 32.24 ([623, 626]).
Soit une fonction f : I ˆ Ω Ñ Rn continue et globalement Lipschitz en sa seconde variable (Ω est
un ouvert de Rn). Soient deux solutions y1 : I1 Ñ Rn et y2 : I2 Ñ Rn aux problèmes

"
y1
iptq “ f

`
t, yiptq

˘
(32.123a)

yipt0q “ ai. (32.123b)
Alors pour tout t P I1 X I2 nous pouvons estimer l’écart entre y1 et y2 par la formule

}y1ptq ´ y2ptq} ď eL|t´t0|}a1 ´ a2}, (32.124)
où L est la constante de Lipschitz de f .

Démonstration. Nous avons d’abord les majorations suivantes, qui semblent juste jouer avec les
notations, mais qui utilisent le fait (contenu dans le théorème de Cauchy-Lipschitz) que yi soit de
classe C1 :

}y1ptq ´ y2ptq} “ }
ż t

t0

`
y1

1psq ´ y1
1psq˘} (32.125a)

ď L

ż t

t0

}f`s, y1psq˘ ´ f
`
s, y2psq˘}ds (32.125b)

“ L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds. (32.125c)
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C’est à ce moment que nous utilisons le lemme de Grönwall. Vu que

}y1ptq ´ y2ptq} ď L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds, (32.126)

nous sommes dans les hypothèses de Grönwall 32.5 en posant

uptq “ }y1ptq ´ y2ptq} (32.127a)
bptq “ }y1p0q ´ y2p0q} (32.127b)
aptq “ L. (32.127c)

Nous avons la majoration

}y1ptq ´ y2ptq} ď }y1p0q ´ y2p0q} ` L

ż t

0
}y1p0q ´ y2p0q}eLpt´sqds. (32.128)

Le calcul de l’intégrale intérieure donne
ż t

0
eLpt´sqds “ ´ 1

L
pe´Lt ´ 1q. (32.129)

Avec ça, nous avons
}y1ptq ´ y2ptq} ď eLt}y1p0q ´ y2p0q}. (32.130)

32.25.
Notons que la proposition 32.24 est plutôt une mauvaise nouvelle parce que les solutions restent
seulement linéairement proches l’une de l’autre lorsqu’on rapproche les conditions initiales, mais
elle divergent exponentiellement vite avec le temps. Donc deux trajectoires arbitrairement proches
au départ finissent assez vite par être bien séparées.

Cette proposition est cependant cruciale parce qu’elle explique que pour des petits t, les solu-
tions ne s’écartent pas beaucoup, c’est-à-dire que pour t fixé, l’application qui à une donnée initiale
fait correspondre la solution en t est continue. C’est le premier pas pour parler de régularité du
flot.

32.8.3 Flot d’un champ de vecteurs

Nous reprenons l’équation différentielle du théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42. En ce qui
concerne les notations, I est un intervalle ouvert de R contenant 0 et l’application f : IˆRn Ñ Rn

est continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons pJa, yaq la
solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème

"
yaptq “ f

`
t, yaptq˘ (32.131a)

yap0q “ a. (32.131b)

Nous noterons aussi de temps en temps φpt, aq “ yaptq.
Nous savons que t ÞÑ yaptq est de classe C1, et cela est directement dans le théorème de Cauchy-

Lipschitz. Une question d’une toute autre difficulté est la régularité de a ÞÑ yaptq pour t fixé, et
encore pire : celle de pt, aq ÞÑ yaptq.

Il se fait que l’application pt, aq ÞÑ yaptq a la même régularité que celle de f , mais cela va être un
peu long à prouver. En ce qui concerne la régularité C1, ce sera le théorème 32.31 dont la démons-
tration, comme vous pouvez le voir sera copieuse et demandera des propositions intermédiaires pas
simples.
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Définition 32.26.
Si t est fixé, l’application

φt : Rn Ñ Rn

x ÞÑ φpt, xq “ yxptq, (32.132)

est le flot du problème de Cauchy (32.131).
L’application t ÞÑ φt est ce qui est appelé le groupe à un paramètre de flot, pour des raisons

qui arriverons plus tard 2.

Le but est d’étudier les propriétés du flot : est-il continu, un difféomorphisme, existe, pour
quels t ? Où se cache le champ de vecteurs du titre dans l’équation différentielle ?

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu˘. (32.133)

Comme tout produit d’espaces métrique, l’ensemble D est muni d’une métrique via la défini-
tion 7.190.

Proposition 32.27 ([623]).
Soit un intervalle I ouvert de R contenant 0 et Ω un ouvert connexe de Rn. Soit une application
f : IˆRn Ñ Rn continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons
pJa, yaq la solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème

"
yaptq “ f

`
t, yaptq˘ (32.134a)

yap0q “ a. (32.134b)

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu˘. (32.135)

Nous définissons la fonction φ par φpt, xq “ yxptq là où ça existe.
L’ensemble D est ouvert. L’application φ : D Ñ Ω est localement Lipschitz.

Démonstration. Soit ps, aq P D et pJa, yaq la solution maximale passant par a en t “ 0. Par
définition de D nous avons s P Ja. Nous considérons J , un compact inclus dans Ja et contenant 0
et s en son intérieur. Nous posons

K “ J ˆ yapJq. (32.136)
Vu que ya est continue, cela est un compact. Chaque point de K possède un voisinage ouvert sur
lequel f est Lipschitz 3 ; nous considérons un sous recouvrement fini et le maximum des constantes
de Lipschitz. Cela nous crée un voisinage V de K dans I ˆ Ω dans lequel f est Lipschitz.

Vu que V est ouvert et K est compact avec K Ă V , nous pouvons trouver un ouvert V 1 et un
compact K 1 tels que

K Ă V 1 Ă K 1 Ă V. (32.137)
Sur ce V 1, la fonction f est de plus bornée parce que continue sur le compact K 1. Nous renommons
V 1 en V . Sur V nous avons :

— }f}8,V ď M ,
— f est Lipschitz en sa seconde variable, de constante de Lipschitz L.
En tant qu’espace produit, nous avons une distance sur I ˆ Ω donnée en 7.190 :

d
`pt, yq, pt1, y1q˘ “ max

␣|t´ t1|, }y ´ y1}(. (32.138)

Nous posons

VϵpKq “ tz P I ˆ Ω tel que dpz,Kq ă ϵu (32.139a)
Wϵ “ tpt, yq P J ˆ Ω tel que }y ´ yaptq} ă ϵu. (32.139b)

2. ou pas. . .
3. Cela est à peu près la définition d’être localement Lipschitz : 12.330, voir aussi 12.331.
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(i) Wϵ Ă VϵpKq Soit pt, yq P Wϵ. Nous avons :

d
`pt, yq,K˘ “ inf

pt1,y1qPK
d
`pt, yq, pt1, y1q˘ (32.140a)

“ inf
pt1,y1qPK

maxt|t´ t1|, }y ´ y1}u. (32.140b)

Mais demander pt, yq P Wϵ signifie que t P J et }y´ yaptq} ď ϵ. Dans K nous avons l’élément`
t, yaptq˘ qui vérifie

d
`pt, yq, pt, yaptqq˘ “ }y ´ yaptq} ď ϵ. (32.141)

Donc l’infimum de (32.140b) est majoré par ϵ. Nous avons prouvé que Wϵ Ă VϵpKq et donc
même inclusion pour les fermetures.

(ii) Il existe ϵ ą 0 tel que VϵpKq Ă V Supposons que VϵpKq ne soit inclus dans V pour aucun
ϵ. Alors nous considérons

zn P V1{npKqzV. (32.142)

Nous avons par définition dpzn,Kq ď 1
n . Vu que K est compact, il comprend (au moins) un

élément réalisant la distance : soit z1
n P K tel que

dpzn, z1
nq “ dpzn,Kq. (32.143)

Nous avons dpzn, z1
nq Ñ 0, de telle sorte que les valeurs d’adhérence de pznq et pz1

nq sont les
mêmes. Et comme pz1

nq est une suite dans un compact, elle a des valeurs d’adhérence. Soit
z8 l’une d’elles. Vu que c’est une valeur d’adhérence d’une suite contenue dans le compact
K, elle est également dans K : z8 P K. Mais en même temps, zn est hors de l’ouvert V , et
donc dans le fermé V c. Les valeurs d’adhérences restent dans le fermé, c’est-à-dire z8 R V .
Vu que K Ă V , il y a contradiction.
Donc il existe ϵ ą 0 tel que VϵpKq Ă V .

(iii) Il existe ϵ tel que Wϵ Ă V Il suffit de prendre le ϵ dont nous venons de parler pour avoir

ϵ Ă VϵpKq Ă V. (32.144)

Soit le ϵ en question, et T ą 0 tel que J Ă r´T, T s. Nous posons r “ ϵe´LT . Soit b P Bpa, rq et

X “ tτ P J` tel que s0, τ s Ă Jb et
`
t, ybptq

˘ P Wϵ @ t P r0, τ su. (32.145)

Nous allons prouver que X “ J` en prouvant qu’il est ouvert, fermé et non vide dans J` “
J X s0,8r. Nous parlons bien de la topologie de J`, celle induite 4 de R. Vu que 0 P J , l’ensemble
J` est ouvert à gauche, mais comme il est compact, il ne va certainement pas jusqu’à `8, de telle
sorte qu’il est fermé à gauche. Les ouverts de J` sont les ensembles de la forme O X J` où O est
ouvert de R. Il y en a de la forme s0,ms.

(i) X est fermé C’est parce que Wϵ et Jb sont fermés.
(ii) X est ouvert Soit τ P X. Si τ “ sup J` alors X “ J` est un ouvert de J`. Supposons donc

que 0 ă τ ă sup J`. Dans ce cas nous avons
`
τ, ybpτq˘ P Wϵ Ă V, (32.146)

et nous pouvons résoudre localement le problème de Cauchy
"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.147a)

ypτq “ φpτ, bq “ ybpτq. (32.147b)

Ce y existe jusqu’à τ ` η (pour au moins un petit η), et par l’unicité de la solution, y “ yb
sur rτ, τ ` ηr. Ceci pour dire que le flot φp., bq existe au moins jusqu’à τ ` η.

4. Définition 7.33.
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Grâce à la proposition 32.24 nous pouvons évaluer

}φpτ, bq ´ φpτ, aq} “ }yapτq ´ ybpτq} ď eLτ }b´ a}. (32.148)

Comme nous avions choisi r “ ϵe´LT et b P Bpa, rq nous avons aussi }b´a} ď ϵe´LT et donc

}φpτ, bq ´ φpτ, aq} ď ϵeLpτ´T q ă ϵ (32.149)

parce que nous avions τ ă sup J` ď T , ce qui garantit que eLpτ´T q ă 1.
Est-ce que ceci nous garantit que τ ` η P X ? Il faudrait

`
τ ` η, ybpτ ` ηq˘ P Wϵ, c’est-à-dire

}ybpτ ` ηq ´ yapτ ` ηq} ď ϵ. L’ensemble J` étant fermé dans l’ouvert Ja, ce dernier déborde
certainement. Prenons donc η assez petit pour que ya existe jusqu’en τ ` η.
Vu que ya et yb sont continues, et qu’en τ elles sont distantes de moins de ϵ, en τ ` η, elles
restent distantes de moins de ϵ (quitte à prendre encore η plus petit).
Ceci nous permet de conclure que X est ouvert.

(iii) X est non vide La solution yb au problème
"
y1
bptq “ f

`
t, ybptq

˘
(32.150a)

ybp0q “ b (32.150b)

existe au moins localement et vérifie }ybp0q ´ yap0q} “ }b ´ a} ď ϵe´LT ă ϵ. Par continuité
nous avons

}ybptq ´ yaptq} ă ϵ (32.151)
pour tout t dans un voisinage de 0. Donc X est non vide.

(iv) Conclusion pour X La partie X est ouverte, fermée et non vide dans J` qui est connexe.
Donc X “ J` par la proposition 7.62(4).

La conclusion X “ J` nous enseigne que pour tout t P J` nous avons s0, ts P Jb et
`
t, ybptq

˘ P
Wϵ. Nous pouvons faire la même chose pour J´ et au final nous avons que pour tout τ P J nous
avons d’abord τ P Jb, ce qui prouve J Ă Jb. De plus pour tout t P J nous avons aussi

`
t, ybptq

˘ P Wϵ Ă V. (32.152)

Nous en concluons que
J ˆBpa, rq Ă V. (32.153)

Nous savons de plus que pour tout b P Bpa, rq, J Ă Jb. Cela signifie que

J ˆBpa, rq Ă D. (32.154)

Mais J ˆ Bpa, rq est un voisinage de ps, aq qui était au début de la preuve un point générique
choisi dans D. Donc D est ouvert parce qu’il contient un voisinage de chacun de ses points.

Il nous reste à voir que φ : D Ñ Ω est localement Lipschitz. Soit donc le point générique ps, aq
dans D et l’ensemble V qui avait été construit plus haut. Nous allons montrer que φ est Lipschitz
sur J ˆBpa, rq Ă V . D’abord sur V , l’application f est Lipschitz, donc

}φpt, b1q ´ φpt, b2q} ď eLt}b1 ´ b2} ď eLT }b1 ´ b2} (32.155)

pour tout t P J et b1, b2 P Bpa, rq.
Ensuite, f est bornée, majorée par M sur V , donc

}φpt1, bq ´ φpt2, bq} “ |
ż

rt1,t2s
y1

psqds| (32.156a)

“ |
ż

rt1,t2s
f
`
s, ybpsq

˘| (32.156b)

ď
ż

rt1,t2s
|f`s, ybpsq

˘|ds (32.156c)

ď M |t1 ´ t2|. (32.156d)
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Et enfin nous prouvons que φ est localement Lipschitz. En posant k “ maxteLT ,Mu nous avons

}φpt1, b1q ´ φpt2, b2q} ď }φpt1, b1q ´ φpt1, b2q} ` }φpt1, b2q ´ φpt2, b2q} (32.157a)
ď eLT }b1 ´ b2} `M |t1 ´ t2| (32.157b)
ď k

`}b1 ´ b2} ` |t1 ´ t2|˘ (32.157c)
ď 2kmaxt}b1 ´ b2}, |t1 ´ t2|u (32.157d)
“ 2kd

`pb1, t2q, pb2, t2q˘. (32.157e)

Le flot φ est donc Lipschitz de constante 2k.

Exemple 32.28.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 32.29
Cet exemple doit être lu attentivement. Il me semble prouver que le flot n’est pas dérivable en la
condition initiale sans que f le soit. Le document [627] semble dire le contraire. Je ne suis pas
assez sûr de mon coup pour contredire.

Il n’y a pas de raisons de penser que a ÞÑ yaptq soit mieux que continue en sans hypothèses
supplémentaires sur f . Pour illustrer cela nous considérons l’équation différentielle

$
&
%

BX
Bs “ f

`
Xpsq, s˘ (32.158a)

Xptq “ x (32.158b)

où t et x sont des paramètres fixés. Nous allons étudier la dérivabilité de X en x lorsque

fpx, tq “ |x|. (32.159)

Cela est un exemple typique de fonction autant Lipschitz que l’on veut sans être dérivable. L’équa-
tion différentielle est BX

Bs psq “ |Xpsq|. (32.160)

Si x ą 0 alors Xpsq ą 0 dans un voisinage de s “ t et nous avons Xpsq “ Kes. La constante K se
fixe par la condition initiale Xptq “ x :

Xpsq “ xes´t. (32.161)

Et cette solution tient en réalité pour tout s parce que Xpsq est alors toujours positif.
Si au contraire x ă 0 nous avons la solution

Xpsq “ xet´s. (32.162)

Au final,

Xps;x, tq “

$
’&
’%

xet´s si x ă 0
0 si x “ 0
xes´t si x ą 0

(32.163)

L’application ps, x, tq ÞÑ Xps;x, tq est continue. En ce qui concerne la dérivée partielle BxX en
x “ 0 nous avons :

BX
Bx ps, 0, tq “ lim

ϵÑ0

Xps, ϵ, tq ´Xps, 0, tq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

Xps, ϵ, tq
ϵ

. (32.164)

La limite à droite donne :
lim
ϵÑ0`

Xps, ϵ, tq
ϵ

“ ϵes´t

ϵ
“ es´t. (32.165)

La limite à gauche donne :
lim
ϵÑ0´

Xps, ϵ, tq
ϵ

“ et´s. (32.166)
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Les deux limites n’étant pas égales, la limite (32.164) n’existe pas 5 et l’application ps, x, tq ÞÑ
Xps, x, tq n’est pas dérivable par rapport à x. △

Lemme 32.30 ([628]).
Soit un application A : Bpt0, τq ˆ Bpa,Rq Ñ LpRnq continue par rapport à sa première variable
(t0 P R et a P Rn). Alors en posant l’équation

$
&
%

Bψ
Bt pt, bq “ Apt, bqψpt, bq (32.167a)

ψpt0, bq “ ψ0. (32.167b)

Nous avons l’estimation

}ψpt, vq ´ ψpt, wq} ď }ψ0}τ max
sPBpt0,τq

}Aps, vq ´Aps, wq}ˆ

ˆ exp
˜
τ max
sPBpt0,τq

maxt}Aps, vq}, }Aps, wq}u
¸

(32.168)
pour tout t P Bpt0, τq et v, w P V .

Théorème 32.31 (Régularité C1 du flot [628]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P C1`IˆΩ,R

˘
,

a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

φ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%

Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘ (32.169a)

φpt0, xq “ x (32.169b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C1.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 32.32
La preuve qui suit doit être lue avec beaucoup d’attention, en particulier sur les incohérences pos-
sibles de notations, et sur les oublis possibles de précautions oratoires type « quitte à encore réduire
les voisinages V et W ».

Démonstration. En termes de notations, pour x P Ω fixé nous écrivons yxptq pour φpt, xq et pour
t P I fixé nous notons φtpxq pour φpt, xq.

De plus lorsque nous écrirons des choses comme g : R Ñ R, nous n’entendrons pas que g est
effectivement définie sur tout R. La notation « g : R Ñ R » indiquera seulement que la variable
de g est réelle, et que nous comptons préciser le domaine plus tard. Cette remarque s’applique
seulement à cette démonstration et non à l’ensemble du livre.

Nous considérons R ą 0 tel que Bpa, 2Rq Ă Ω et ensuite nous posons V “ Bpa,Rq. La fonction
yx, solution pour la condition initiale yxpt0q “ x est définie sur W “ rt0 ´ τ, t0 ` τ s et prend ses
valeurs dans Bpx,Rq. Ceci est parce que yx est continue, alors en prenant τ assez petit, la valeur
de yxptq ne va pas s’éloigner de x lorsque t ne s’éloigne pas de t0.

Nous savons déjà de la proposition 32.27 que φ est C1 en t et localement Lipschitz en sa seconde
variable, avec une constante Lipschitz uniforme sur W ˆ V . Elle est donc continue en tant que
fonction

φ : V ˆW Ñ Rd. (32.170)

5. Si vous comptez donner ça à manger au jury d’un concours, soyez prudent et n’écrivez pas l’équation (32.164)
au tableau. Réfléchissez comment rédiger cela correctement.
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(i) La différentielle partielle Df Pout t fixé nous notons Dfpt,xq la différentielle de f par
rapport à x. C’est-à-dire que

Dfpt,xq : Rn Ñ Rn

u ÞÑ d

ds

”
fpt, x` suq

ı
s“0

.
(32.171)

C’est un élément de LpRnq, l’ensemble des applications linéaires de Rn vers Rn. Nous allons
montrer que

pt, xq ÞÑ Dfpt,xq (32.172)

est continue en tant qu’application RˆRn Ñ LpRnq. Pour cela nous introduisons l’applica-
tion d’inclusion i : Rn Ñ RˆRn, ipuq “ p0, uq. Elle donne

Dfpt,xqpuq “ d

ds

”
f
`pt, xq ` sp0, uq˘

ı
s“0

“ dfpt,xq ˝ ipuq. (32.173)

Autrement dit
Dfpt,xq “ dfpt,xq ˝ i. (32.174)

Or l’application pt, xq ÞÑ dfpt,xq est continue par hypothèse (f est de classe C1) et l’application

LpRˆRn,Rnq Ñ LpRn,Rnq
A ÞÑ A ˝ i (32.175)

est également continue. Donc pt, xq ÞÑ Dfpt,xq est continue 6.
(ii) L’équation aux variations Soit x P Ω. Nous introduisons l’opérateur

Sx : Rˆ LpRnq Ñ LpRnq
Sxpt, ψq “ Dfpt,yxptqq ˝ ψ. (32.176)

Par ce que nous avons raconté, cela est une fonction continue en sa première variable et
Lipschitz en sa seconde variable. Nous identifions LpRnq à R2n .
Toujours pour chaque x considéré nous posons l’équation différentielle ordinaire

$
&
%

Bψ
Bt pt, xq “ Sx

`
t, ψpt, xq˘ (32.177a)

ψpt0, xq “ Id . (32.177b)

qui est une équation différentielle ordinaire pour ψ : RˆRn Ñ LpRnq rentrant dans le cadre
de Cauchy-Lipschitz.
Quel est le domaine de définition de ψ pour sa première variable ? C’est un ouvert autour
de t0. Nous réduisons W de telle sorte que la solution ψ soit définie sur W . Idem pour la
variable x qui est dans un voisinage de a.
L’équation (32.177) s’appelle l’équation aux variations. Nous allons montrer dans la dou-
leur que ψ est continue et est la différentielle de φt, c’est-à-dire que

pdφtqb “ ψpt, bq. (32.178)

(iii) ψ est continue en pt, xq (début) Il s’agit de majorer les deux termes de

}ψpt1, a1q ´ ψpt2, a2q} ď }ψpt1, a1q ´ ψpt2, a1q} ` }ψpt2, a1q ´ ψpt2, a2q}. (32.179)

6. Si quelqu’un peut prouver ça de façon moins verbeuse, je suis preneur. Il me semble que quel que soit la façon dont
on s’y prend, sous le capot, on passe par la continuité de l’application (32.175).
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(i) Premier terme Nous avons

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} “ }
ż

rt1,t2s
Bψ
Bt ps, bqds} (32.180a)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq}ds (32.180b)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,tbpsqq}}ψps, bq}ds (32.180c)

ď |t1 ´ t2| max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq} max
sPrt1,t2s

}ψps, bq}. (32.180d)

Nous allons majorer le second maximum. Prenons t P r0, τ s ; et posons Apu, bq “
Dfpu,ybpuqq pour alléger les notations. Par l’équation de définition de ψ nous avons

ψpt, bq “ ψp0, bq `
ż

r0,ts
Apu, bqψpu, bqdu, (32.181)

et donc
}ψpt, bq} ď }ψ0} `

ż

r0,ts
}Apu, bq}}ψpu, bq}du. (32.182)

En y appliquant le lemme de Grönwall dans sa version 32.4 nous trouvons

}ψps, bq} ď }ψ0} exp
˜ż

r0,ss
}Apu, bq}du

¸
(32.183a)

ď }ψ0} exp
ˆ
s max
uPr0,ss

}Apu, bq}
˙
. (32.183b)

En retournant à (32.180d) nous avons ψ0 “ Id et donc }ψ0} “ 1 et

max
sPrt1,t2s

}ψps, bq} ď max
sPrt1,t2s

exp
ˆ
s max
uPr0,ts

}Dfpu,ybpuqq}
˙

(32.184)

Là dedans nous pouvons remplacer t par maxt|t1|, |t2|u. Posons enfin, pour alléger les
expressions

apt1, t2, bq “ max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq}. (32.185)

La majoration que nous retenons est :

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} ď |t1 ´ t2|apt1, t2, bq exp
`

maxt|t1|, |t2|uap0, t, bq˘. (32.186)

Cela tend vers zéro lorsque t1 Ñ t2.
(ii) Deuxième terme En ce qui concerne le second terme,

}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} (32.187)

nous utilisons le lemme 32.30 qui donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,
}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} ď τ max

sPBp0,τq
}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq}ˆ

ˆ exp
´
τ maxt}Dfs,yb1 psq, }Dfs,yb2 psq}}u

¯
.

(32.188)

Dans notre cas, t0 “ 0, donc t P r´τ, τ s. Vu la continuité de Df , nous avons

max
sPBp0,τq

}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq} Ñ 0 (32.189)

lorsque b1 Ñ b2.
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(iii) ψ est continue en pt, xq (fin) Les deux bons calculs faits, nous avons, en repartant de
(32.179),

lim
pt1,b1qÑpt2,b2q

}ψpt1, b1q ´ ψpt2, b2q} “ 0, (32.190)

ce qui signifie que ψ est une fonction continue de ses deux variables en même temps.

(iv) Différentiabilité de φ (début) Nous montrons maintenant queDφpt, xq existe. Pour rap-
pel, D est la différentielle par rapport à la seconde variable. Nous sommes à étudier l’existence
de Dφpt,bq “ dpφtqb. Nous posons

θpt, hq “ φpt, b` hq ´ φpt, bq “ yb`hptq ´ ybptq (32.191)

où b est le point où nous étudions la différentiabilité. Il est dans un voisinage du point a fixé
depuis le début et autour duquel il existe un voisinage qui donne un sens à tout ce que nous
avons fait jusqu’à présent. La dépendance de θ en b est implicite. Vu que φ est Lipschitz en
sa seconde variable, nous avons la majoration

}θpt, hq} ď C}h} (32.192)

dès que t P V et b, b` h P W .
De plus, parce que t0 est le temps de la condition initiale nous avons

θpt0, hq “ yb`hpt0q ´ ybpt0q “ a` h´ a “ h. (32.193)

Et aussi, par définition de ψ :

ψpt, bq “ ψ0 `
ż t

t0

Bψ
Bt ps, bqds “ ψ0 `

ż t

t0

Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq (32.194)

En appliquant à h et en se souvenant que ψ0 “ Id,

ψpt, bqh “ h`
ż t

t0

´
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bq

¯
h ds. (32.195)

Puis on peut faire un calcul assez classique en se souvenant que θpt0, hq “ h :

θpt, hq “ θpt0, hq `
ż t

t0

“Bφ
Bt ps, b` hq ´ Bφ

Bt ps, bq‰ds (32.196a)

“ h`
ż t

t0

“
f
`
s, yb`hpsq˘ ´ f

`
s, ybpsq

˘‰
ds. (32.196b)

On fait la différence entre les deux :

θpt, hq ´ ψpt, bqh “ ´
ż t

t0

“
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bqh´ f

`
s, yb`hpsq˘ ` f

`
s, ybpsq

˘‰
ds. (32.197)

Nous y ajoutons et soustrayons Dfs,ybpsqθps, hq et nous retenons la majoration suivante :

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď
ż t

t0

}Dfps,ybpsqqψps, bq ´Dfps,ybpsqqθps, hq}ds

`
ż t

t0

}fps, yb`hpsqq ´ fps, ybpsqq `Dfps,ybpsqqθps, hq}ds.
(32.198)

Nous allons encore majorer ces deux termes séparément. Soit ϵ ą 0.
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(i) Premier terme Ce qui est dans la norme à majorer est

Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘. (32.199)

Vu que Df est continue et que yb est continue 7, l’application s ÞÑ Dfs,ybpsq est continue
et donc de norme majorée sur le compact rt0, ts. Nous rapellons la notation

apt0, t, bq “ max
sPrt0,ts

}Dfs,ybpsq}, (32.200)

et nous majorons encore et toujours. D’abord
ż t

t0

}Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘}ds ď apt0, t, bq

ż t

t0

}ψps, bq ´ θps, hq}ds. (32.201)

(ii) Deuxième terme Pour traiter le deuxième terme, nous allons provisoirement noter x “
ybpsq et y “ yb`hpsq ; entre autres, y´x “ θps, hq. Ce qui est écrit dans le second terme
de (32.198) est

fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqθps, hq “ fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqpy ´ xq (32.202)

Comme D ne s’applique pas à la variable s, nous pouvons alléger la notation et déduire
de la différentiabilité de f qu’il existe un η ą 0 tel que x, y P W avec }y ´ w} ď η
implique

}fpyq ´ fpxq ´Dfxpy ´ xq} ď ϵ}y ´ x}. (32.203)

Prenons }h} ď η{C (le C de (32.192)) ; en déballant les notations,

}f`s, yb`hpsq˘ ´ f
`
s, ybpsq

˘ ´Dfps,ybpsqqθps, hq} ď ϵ}θps, hq} ď ϵC}h}. (32.204)

(iii) Les deux termes ensemble En remettant les deux dans (32.198) nous trouvons la ma-
joration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|ϵC}h} ` apt0, t, vq
ż t

t0

}ψps, bqh´ θps, hq}ds (32.205)

qui est encore de la graine à Grönwall avec
$
’&
’%

uptq “ }θpt, hq ´ ψpt, bq} (32.206a)
bptq “ |t´ t0|ϵC}h} (32.206b)
apsq “ apt0, t, vq, (32.206c)

la troisième étant une fonction constante. Cela donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|ϵC}h} `
ż t

t0

ps´ t0qϵC}h}apt0, t, bq exp
ˆż t

s
apt0, t, bqdu

˙
ds.

(32.207)
En valeur absolue, la différence s´ t0 est majorée par τ , l’intégrale dans l’exponentielle
vaut pt´ sqapt0, t, bq, et restons avec

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h} ` τ

ż t

t0

ϵC}h}apt0, t, bqeapt0,t,bqpt´sqds. (32.208)

En supposant t ą t0 nous pouvons calculer l’intégrale. Si vous m’avez suivi jusqu’ici,
vous devriez avoir de tels maux de tête que je vous donne la réponse :

ż t

t0

apt0, t, bqept´sqapt0,t,bqds “ ept0´tqapt0,t,bq ´ 1. (32.209)

7. Il faut encore réduire les voisinages V et W pour que ceci ait un sens.
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En remettant dans l’expression,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h} ` ϵC}h}apt0, t, bqτ
`
ept´t0q ´ 1

˘ “ τϵC}h}ept´t0qapt,t0,bq.
(32.210)

Nous pouvons majorer t ´ t0 par τ et apt, t0, bq par apt0 ´ τ, t0 ` τ, bq pour avoir la
majoration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h}eτapt0´τ,t0`τ,bq. (32.211)

(iv) Différentiabilité de φpt, bq (fin) Nous écrivons la définition 11.169 de la différentiabi-
lité : nous voulons vérifier que

lim
hÑ0

φpt, b` hq ´ φpt, bq ´ ψpt, bqh
}h} “ 0. (32.212)

Nous remplaçons φpt, b`hq´φpt, bq par θpt, hq et prenons la norme avec les majorations
données :

lim
hÑ0

}φpt, b` hq ´ φpt, bq ´ ψpt, bqh}
}h} ď lim

hÑ0
τϵCeτept0´τ,t0`τ,bq. (32.213)

Cela étant valable pour tout ϵ, nous en déduisons la nullité de la limite.
Nous avons démontré que φ était différentiable par rapport à sa deuxième variable et
que

Dφpt,bq “ ψpt, bq. (32.214)

(v) Conclusion : φ est de classe C1 Nous avons déjà prouvé que pt, bq ÞÑ ψpt, bq est continue.
Donc de (32.214) nous déduisons que les dérivées partielles pt, bq ÞÑ Bφ

Bxi
pt, bq sont continues.

Mais comme φ est Lipschitz en t, la dérivée partielle pt, bq ÞÑ Bφ
Bt pt, bq est également continue.

La continuité de toutes les dérivées partielles de φ nous donne la classe C1 pour φ par le
théorème 12.306.

Proposition 32.33 (Régularité Cp du flot[629]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P Cp`IˆΩ,R

˘
,

ainsi que a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

φ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%

Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘ (32.215a)

φpt0, xq “ x (32.215b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe Cp.

Démonstration. Nous savons déjà par le théorème 32.31 que pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C1. Nous
supposons que f est de classe Cp avec p ě 2.

Vu que φ et f sont de classe C1, nous avons aussi que l’application pt, xq ÞÑ f
`
t, φpt, xq˘ est de

classe C1. L’équation donne alors immédiatement le fait que

pt, xq ÞÑ Bφ
Bt pt, xq (32.216)

est de classe C1.
En ce qui concerne la régularité par rapport aux autres variables, il faudra travailler un peu

plus.
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(i) Une équation différentielle pour le flot Nous allons commencer par un habile jeu d’écri-
ture : la formule

φpt, xq “ x`
ż t

t0

f
`
s, φps, xq˘ds (32.217)

devient
φtpxq “ x`

ż t

t0

f
`
s, φspxq˘ds. (32.218)

Dans le même ordre d’idée nous notons fspxq “ fps, xq, et ce qui se trouve dans l’intégrale
(32.218) n’est autre que la fonction

gspxq “ pfs ˝ φsqpxq. (32.219)

Tout cela pour différentier l’égalité (32.218) par la proposition 17.28 :

pdφtqx “ Id `
ż t

t0

pdgsqxds (32.220a)

“ Id `
ż t

t0

pdfsqφspxq ˝ pdφsqsds. (32.220b)

Nous dérivons ensuite cela par rapport à t :
B
Bt
´

pdφtqx
¯

“ pdftqφtpxq ˝ pdφtqx. (32.221)

Cela est une égalité dans LpRnq.
Nous introduisons la fonction

F : I ˆ LpRnq ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, A, xq ÞÑ pdftqφtpxq ˝A. (32.222)

En fait, à la place de I et Ω il faut prendre des petits voisinages dans lesquels les choses ont
un sens. Ce que dit l’équation 32.221 est que l’application

A : I ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, xq ÞÑ pdφtqx (32.223)

vérifie l’équation différentielle
$
&
%

BA
Bt pt, xq “ F

`
t, Apt, xq, x˘ (32.224a)

Apt0, xq “ Id . (32.224b)

(ii) Une autre équation différentielle Nous n’oublions pas l’équation différentielle pour la
dérivée par rapport à t :

Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘. (32.225)

(iii) Réécriture pour la différentielle Nous allons récrire l’équation (32.224) de façon à ce
que le paramètre x soit inclus dans la condition initiale. De cette manière, la solution pourra
profiter de la régularité C1 du flot déjà prouvée dans le théorème 32.31.
Soit

g : I ˆ `
LpRnq ˆ Ω

˘ Ñ LpRnq ˆ Ω
`
t, pA, xq˘ ÞÑ

´
F pt, a, xq, 0

¯
.

(32.226)

Nous posons E “ LpRnq ˆ Ω ; c’est cet espace qui va jouer le rôle de Ω. Nous considérons à
présent l’équation différentielle suivante pour zx : I Ñ E :

$
&
%

ˆ
z1

1ptq
z1

2ptq
˙

“ z1ptq “ gpt, zptqq “
ˆ
F
`
t, z1ptq, z2ptq˘

0

˙
(32.227a)

zpt0q “ pId, xq. (32.227b)
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Il devrait y avoir un indice pId, xq à z parce que c’est sa condition initiale. La fonction g est
de classe Cp, donc cette équation admet une unique solution dont le flot est de classe C1.
Autrement dit, si S est dans un voisinage de Id, l’application

pt, xq ÞÑ zptq (32.228)

est de classe C1. Nous allons montrer qu’en posant Apt, xq “ z1ptq, nous avons une solution de
(32.224) (l’unicité de la solution impose que cette solution est effectivement la différentielle de
dφt). D’abord, la seconde ligne de l’équation différentielle est z1

2ptq “ 0, c’est-à-dire z2ptq “ x
pour tout t.
Sachant cela, la première équation devient

"
z1

1ptq “ F
`
t, z1ptq, x˘ (32.229a)

z1pt0q “ Id, (32.229b)
qui est l’équation différentielle pour A. Rappel : il y a partout une dépendance de z en sa
condition initiale x que nous n’avons pas écrite pour des raisons de légèreté notionnelle. Il
n’en reste pas moins que le flot de l’équation différentielle pour z est C1, c’est-à-dire que
pt, xq ÞÑ z1ptq est de classe C1.
Par conséquent, pt, xq ÞÑ Apt, xq est également C1.

(iv) Régularité C2 du flot Le fait que A soit C1 n’implique pas que le flot le soit parce que
le flot suit la même équation différentielle que A ne signifie pas que il soit égal. Il y a un
raisonnement à faire.
Le fait est que si A est une solution de (32.224), alors zptq “ `

Apt, xq, x˘ est solution de
(32.227). C’est l’unicité de cette dernière qui permet de déduire l’unicité de la solution pour
A.
Nous avons donc que l’unique solution A du système (32.224) est égale à Apt, xq “ pdφtqx et
est de classe C1 par rapport à pt, xq.
Donc pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C2.

(v) Régularité Cp Nous avons vu que le flot de y1 “ fpt, yq est de classe C2 dès que f est
de classe C2. Supposons que f soit de classe Cp et montrons que si le flot est de classe Ck
(k ă p) alors il est de classe Ck`1.
Vu que le flot d’une équation différentielle de classe Cp est de classe Ck, en particulier celui
de (32.227) est de classe Ck. Donc aussi la solution pour Apt, xq “ pdφtqx est de classe Ck.
Et vu que pt, xq ÞÑ pdφtqx est de classe Ck, l’application φ est de classe Ck`1.

32.34.
Le théorème d’inversion locale 17.50 nous permet de dire que, pour t fixé, le flot x ÞÑ φtpxq est un
Cp-difféomorphisme local.

Proposition 32.35 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre, régularité Cp[630, 631, 632]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f P CppI ˆ Ω ˆ Λ,Rnq localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et λ0 P Λ. Il
existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1
λptq “ f

`
t, yλptq, λ˘ (32.230a)

yλpt0q “ y0 (32.230b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp par rapport à ses deux variables.

Démonstration. Nous récrivons immédiatement le problème pour la fonction y : IˆΛ Ñ Rn donné
par ypt, λq “ yλptq :

$
&
%

By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (32.231a)

ypt0q “ y0. (32.231b)
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Nous allons montrer que ce problème est en réalité équivalent à un problème sans paramètre. Nous
posons E “ Ω ˆ Λ et

g : I ˆ E Ñ E

pt, xq ÞÑ `
fpt, x1, x2q, 0˘ (32.232)

où x1 est la composante Ω de x et x2 est la composante Λ de x. Pour une valeur µ P Λ donnée
nous considérons le problème au condition initiales

"
x1ptq “ g

`
t, xptq˘ (32.233a)

xpt0q “ py0, µq. (32.233b)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz que nous prenons sous la forme 32.33 nous indique que ce pro-
blème admet une unique solution maximale et que le flot

`
t, py0, µq˘ ÞÑ xpy0,µqptq est de classe

Cp.
Nous passons maintenant à la résolution du problème (32.231)

(i) Existence d’une solution C1 Nous montrons à présent que la fonction y donnée par

ypt, µq “ xpt0,µqptq1 (32.234)

est solution de (32.231). Vu que x a deux composantes, nous pouvons un peu déballer l’équa-
tion. Afin d’éviter les notations laborieuses nous allons noter x pour xpt0,µq et donc x1ptq
pour xpt0,µqptq. Nous avons l’équation différentielle

ˆ
x1

1ptq
x1

2ptq
˙

“
ˆ
f
`
t, x1ptq, x2ptq˘

0

˙
(32.235)

avec la condition initiale ˆ
x1pt0q
x2pt0q

˙
“
ˆ
y0
µ

˙
. (32.236)

La seconde ligne de l’équation donne immédiatement x2ptq “ µ pour tout t. En injectant
dans la première ligne :

x1
1ptq “ f

`
t, x1ptq, µ˘. (32.237)

Or vue la définition de y, le nombre x1
1ptq n’est autre que By

Bt pt, µq. La fonction y que nous
avons définie vérifie donc By

Bt pt, µq “ f
`
t, ypt, µq, µ˘ (32.238)

et la condition initiale ypt0q “ x1pt0q “ y0. Elle est donc bien solution du problème initial.
De plus l’application pt, µq ÞÑ ypt, µq “ xpt0,µqptq1 est de classe Cp.

(ii) Unicité Pour l’unicité, soit on invoque la proposition 17.45 qui donne l’unicité dans les fonc-
tions continues et a fortiori dans les fonctions C1. Soit on fait le jeu inverse : on prouve qu’à
chaque solution de (32.231) correspond une solution de (32.233), et l’unicité de la solution x
donne l’unicité du côté de y.

Lemme 32.36.
Soit le problème

$
&
%

By
Bs psq “ f

`
ypsq, s˘ (32.239a)

yptq “ x (32.239b)

avec t et x fixés. Nous supposons que f est de classe Cp.
Alors l’application t ÞÑ yxpsq est de classe Cp.
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Démonstration. Soit t fixé, et l’équation différentielle
$
&
%

Bz
Bs psqa´ “ f

`
zpsq, t´ s

˘
(32.240a)

zp0q “ x. (32.240b)

Par le théorème 32.33, La solution z est de classe Cp en ps, xq. En posant ypsq “ zpt´ sq il est vite
vérifié que y est solution de (32.239). C’est alors bien de classe Cp en t.

32.8.4 Stabilité de Lyapunov

Définition 32.37.
Dans le cas de l’équation différentielle y1ptq “ f

`
yptq, t˘ pour y : R Ñ Rn, un point a P Rn est un

point d’équilibre lorsque la fonction constante yptq “ a est une solution.
Le point d’équilibre a P Rn est stable si pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que }yp0q ´ a} ă δ

implique }yptq ´ a} ă ϵ pour tout t.

Théorème 32.38 (Théorème de stabilité de Lyapunov[1, 633, 312, 625]).
Soit l’équation différentielle

"
y1ptq “ fpyq (32.241a)
yp0q “ y0 (32.241b)

avec une fonction f : Rn Ñ Rn de classe C1 vérifiant fp0q “ 0 et y0 P Rn. Nous supposons que
l’application linéaire df0 n’a que des valeurs propres dont la partie réelle est strictement négative.

Alors

(1) Il existe k ą 0 tel que si }y0} ă k alors la solution maximale est définie sur R,

(2) pour le même nombre k ą 0, si }y0} ă k alors yptq tÑ8ÝÑ 0 exponentiellement vite,
(3) la solution y “ 0 est un point d’équilibre attractif.

Démonstration. Placer ici une phrase intelligente 8.

(i) Prolégomène Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42 nous enseigne que l’équation différen-
tielle considérée possède une unique solution maximale (entre autres parce qu’une fonction de
classe C1 est localement Lipschitz) et nous nommons J l’intervalle sur lequel elle est définie.

(ii) Système linéarisé Nous posons A “ df0. La fonction yLptq “ etAy0 est solution du système
linéarisé

"
y1ptq “ Ayptq (32.242a)
yp0q “ y0. (32.242b)

Pour évaluer la norme de yL nous utilisons le lemme 15.145 : il existe un polynôme P tel que

}yLptq} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
eReλit}y0}. (32.243)

Mais par hypothèse, Repλiq ă 0 et si nous posons λ “ maxtRepλiqu nous avons λ ă 0 et

}yLptq} ď P
`|t|˘eλt}y0}. (32.244)

Donc quel que soit y0 nous avons limtÑ8 }yLptq} “ 0 c’est-à-dire limtÑ8 yLptq “ 0.

8. Parce que sinon l’environnement description qui suit donne un mauvais effet.
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(iii) Une forme linéaire Nous définissons la forme bilinéaire suivante sur Rn :

bpx, yq “
ż 8

0
xetAx, etAyydt. (32.245)

D’abord cela est bien défini pour tout x, y P Rn parce que
ˇ̌xetAx, etAyyˇ̌ ď }etAx}}etAy} ď P1

`|t|˘P2
`|t|˘e2λt}x}}y}, (32.246)

qui est intégrable entre 0 et 8 à cause de la décroissance exponentielle 9. Montrons que b est
définie positive. Soit donc x ‰ 0 et calculons

bpx, xq “
ż 8

0
}etAx}2dt. (32.247)

Ce qui est dans l’intégrale est forcément (pas strictement) positif pour tout t. Mais si x ‰ 0
alors }x}2 est strictement positif et sur un voisinage de t “ 0 nous avons aussi }etAx}2 qui
est strictement positif. Ergo bpx, xq ą 0 dès que x ‰ 0, ce qui signifie que b est strictement
définie positive (lemme 9.219).
Nous notons q : V Ñ R la forme quadratique associée à b et aussi la norme qui va avec :
}x}q “ a

qpxq. En ce qui concerne le gradient ∇q : V Ñ V , nous avons le petit calcul
suivant[633] qui se base sur une des nombreuses formules du lemme 12.265 10 :

∇qpxq · y “ d

dt

”
qpx` tyq

ı
t“0

(32.248a)

“ d

dt

”
qpxq ` t2qpyq ` 2tbpx, yq

ı
t“0

(32.248b)

“ 2bpx, yq. (32.248c)

Nous avons aussi

∇qpxq ·Ax “ 2bpx,Axq (32.249a)

“ 2
ż 8

0
xetAx, etAAxy (32.249b)

“
ż 8

0

B
Bt
´

xetAx, etAxy
¯

ptqdt (32.249c)

“ lim
TÑ8

”
xetAx, etAxy

ıt“T
t“0

. (32.249d)

Mais vu que }etAx} Ñ 0, pour t Ñ 8 il ne reste que terme t “ 0 de la différence, c’est-à-dire

∇qpxq ·Ax “ 2bpx,Axq “ ´}x}2. (32.250)

Étant donné que ∇qpxq est le vecteur dirigé vers l’extérieur de l’ellipsoïde de la courbe de
niveau de q au point x, le vecteur Ax est dirigé vers l’intérieur.

‚x

∇qpxq

Ax

9. Proposition 15.108.
10. Le fait que q soit différentiable est simplement le fait que b soit bilinéaire.
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(iv) Majoration de q
`
yptq˘1 Nous posons

r : Rn Ñ Rn

x ÞÑ fpxq ´Ax.
(32.251)

Soit y la solution maximale au problème (32.241) que nous pouvons aussi écrire sous la forme

y1ptq “ r
`
yptq˘ `Ayptq. (32.252)

Calculons un peu . . .

q
`
yptq˘1 “ b

`
yptq, yptq˘1 (32.253a)

“ 2bpy, y1q (32.253b)
“ 2b

`
y,Ay

˘ ` 2b
`
y, rpyq˘ (32.253c)

“ ´}y}2 ` 2b
`
y, rpyq˘ (32.250) avec x “ yptq (32.253d)

ď ´}y}2 ` 2}yptq}q}r
`
yptq˘}q Cauchy-Schwarz : |bpa, bq| ď }a}q}b}q. (32.253e)

Chacun des deux termes peut encore être majoré. En ce qui concerne le premier, par équiva-
lence des normes 11, il existe une constante C telle que }y} ě C}y}q. En renommant immé-
diatement C2 en C, }y}2 ě C}y}2

q “ Cqpyq.
Pour le second, nous allons utiliser la différentiabilité de r et le théorème des accroissements
finis. Vu que df0 “ A nous avons dr0 “ df0 ´ A “ 0 et de plus r est de classe C1 parce que
f l’est. Toutes les normes étant équivalentes 12 sur Rn nous pouvons exprimer la continuité
de dr pour la norme }.}q : si ϵ ą 0 est fixé alors il existe α ą 0 tel que }x} ă α implique
}drx}q ă ϵ. Nous pouvons écrire les accroissements finis 13 pour la fonction r :

}rpxq ´ rp0q}q ď sup
aPr0,xs

}dfa}}x}q. (32.254)

La chose facile à remarquer est que rp0q “ fp0q “ 0. En ce qui concerne les choses difficiles,
vu que dr est continue (parce que r est C1) il existe un δ ą 0 tel que }dra}q ă ϵ dès
que a P Bqp0, δq. Si nous prenons }x}q ă δ alors cette majoration est valable pour tous les
éléments sur lequel est pris le supremum dans la formule (32.254). Donc

}rpxq}q ď ϵ}x}q (32.255)

tant que }x}q ď δ. Par conséquent, tant que }yptq}q ď δ nous avons }r`yptq˘} ď ϵ}yptq}q.
Nous continuons le calcul (32.253) :

q
`
yptq˘1 ď Cqpyq ` 2ϵ}yptq}2

q (32.256a)
“ ´pC ´ 2ϵqqpyq. (32.256b)

Si ϵ est petit on a C ´ 2ϵ ą 0 et on pose β “ C ´ 2ϵ pour écrire

q
`
yptq˘1 ď ´βq`yptq˘ (32.257)

tant que }yptq}q ă δ.
(v) t1 est un minimum Le nombre t1 est bien défini et est bien un minimum. J’en veux pour

preuve 14 que si q
`
yptsq

˘ “ δ, on peut prendre le minimum seulement sur les t P r0, tss ; or
par continuité q

`
yptq˘ “ δ définit un fermé. Bref t1 est un infimum sur un compact (fermé

borné) et donc bien un minimum atteint.

11. Définition 11.42 et théorème 11.45.
12. Théorème 11.45.
13. Théorème 11.194.
14. J’espère que ce passage est correct. faites moi savoir si vous trouvez une erreur ou si vous pouvez me confirmer que

c’est bon.
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(vi) Si qpy0q ă δ alors q
`
yptq˘ ă δ Nous posons 15

t1 “ mintt ą 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu (32.258a)

t2 “ maxtt ă 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu. (32.258b)

L’inégalité (32.257) est valable pour t “ 0, t “ t1 et t “ t2 ; nous l’écrivons pour t1 :

q
`
yptq˘1

t“t1 ď ´βq`ypt1q˘ ď ´βδ ă 0 (32.259)

Nous avons donc q
`
ypt1q˘ “ δ et q

`
yptq˘1

t“t1 ă 0. Par conséquent pour tout t proche de t1
avec 0 ă t ă t1 il y a q

`
yptq˘ ą δ.

Pour la même raison, prise en t “ 0 nous avons pour tout t proche de 0 avec t ą 0 que
q
`
yptq˘ ă δ. Par continuité de t ÞÑ q

`
yptq˘ cette fonction doit passer par la valeur δ dans

st2, 0r et s0, t1r, ce qui contredit la maximalité de t2 et la minimalité de t1.
Ci-dessous, une partie de ce à quoi ressemble le graphe de t ÞÑ q

`
yptq˘ :

‚δ

‚
t1

‚
t2

Deux conclusions :
— Vu que q

`
yptq˘ est borné pour tout t P R, nous sommes dans le cas (1) de l’alternative

du théorème d’explosion en temps fini 32.19. Donc la solution yptq existe sur tout R
pourvu que }y0} soit assez petit. Plus précisément par équivalence des normes, il existe
un nombre D ą 0 tel que }x} ě D}x}q pour tout x. Si }y0} ď Dδ alors

D}y0}q ď }y0} ď Dδ, (32.260)

qui donne immédiatement }y0}q ď δ, ce qui faut pour faire fonctionner l’existence de
yptq pour tout t.

— Nous pouvons maintenant d’utiliser l’inégalité (32.257) pour tout t P R sous la seule
hypothèse que qpy0q ă δ au lieu de q

`
yptq˘ ă δ.

La partie (1) de ce théorème est prouvée ; nous passons au reste à la partie (2). Pour cela
nous supposons que qpy0q ă δ.

(vii) À propos de eβtqpyq En sous-entendant la dépendance en t dans y nous avons
´
eβtqpyq

¯1 “ βeβtqpyq ` eβtqpyq1 “ eβt
`
βqpyq ` qpyq1˘, (32.261)

mais nous avons déjà prouvé que qpyq1 ď ´βqpyq (équation (32.257)), donc
´
eβtqpyq

¯1 ď 0 (32.262)

(viii) Décroissance exponentielle Si t ě 0, l’inégalité (32.262) donne

eβtq
`
yptq˘ ď qpy0q, (32.263)

c’est-à-dire
q
`
yptq˘ ď e´βtqpy0q (32.264)

15.
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lorsque t ě 0. Par équivalence des normes, nous avons des nombres D1 et D2 tels que

D1}x}q ď }x} ď D2}x}q (32.265)

pour tout x P Rn. Nous avons donc pour tout t ě 0 que

}yptq} ď D2}yptq}q ď D2}y0}qe´βt. (32.266)

Pour rappel, β ą 0, ce qui prouve la partie (2) du théorème.
(ix) Point d’équilibre Le point y “ 0 est point d’équilibre (définition 32.37) parce que fp0q “

0, donc yptq “ 0 fonctionne. Dans ce cas, y0 “ 0.
(x) Stabilité La stabilité est le fait que }yptq}q ď δ dès que }y0}q ď δ.

32.8.5 Système proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Le système de Lotka-Volterra est l’équation différentielle suivante :
"
x1 “ ax´ bxy (32.267a)
y1 “ ´cy ` dxy (32.267b)

où a, b, c, d sont des constantes positives, et avec la condition xpt0q ą 0, ypt0q ą 0.
En ce qui concerne l’interprétation des équations[634],

(1) xptq est le nombres de proies,
(2) yptq est le nombres de prédateurs,
(3) Les proies ont une reproduction rapide qui mène à une croissance exponentielle en absence

de prédation (d’où le terme ax).
(4) Au contraire, les prédateurs meurent (ou migrent) rapidement lorsqu’ils n’ont pas de proies

et nous supposons une décroissance exponentielle du nombre de prédateurs en l’absence de
proies. D’où le terme ´cy avec le signe négatif.

(5) Les termes ´bxy et dxy sont les termes d’interaction entre les proies et les prédateurs. Ils
sont proportionnels à la fréquence de leurs rencontres, lesquelles sont avantageuses pour les
prédateurs et problématiques pour les proies.

Théorème 32.39 (Lotka-Volterra[312]).
Soient des constantes positives a, b, c, d et le système d’équations différentielles

$
’&
’%

x1 “ ax´ bxy (32.268a)
y1 “ ´cy ` dxy (32.268b)
xpt0q ą 0, ypt0q ą 0. (32.268c)

Alors
(1) Les solutions sont positives sur leur domaines.
(2) Les solutions existent sur R.
(3) Les solutions sont périodiques.

Démonstration. Nous divisons la preuve.
(i) Comment théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique Le théorème de Cauchy-Lipschitz 16

ne peut pas s’appliquer tel quel parce qu’il demande une condition initiale pour avoir unicité.

16. Théorème 17.42.
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En ce qui concerne les notations, ce qui est noté « y » dans le théorème est ici le couple x, y
et la fonction f est alors

f
`
t,

ˆ
x
y

˙˘ “
ˆ
ax´ bxy

´cy ` dxy

˙
. (32.269)

C’est une fonction continue localement Lipschitz partout par le lemme 12.334 et la proposi-
tion 12.333.
Nous savons cependant que les solutions sont de classe C1 et que moyennant la donnée d’une
condition initiale, la solution est unique.

(ii) Les solutions restent positives Supposons xpsq “ 0 pour un certain s ą t0. Alors le
solution

"
xptq “ 0 (32.270a)
yptq “ expp´ctq (32.270b)

est une solution pour rt0, s ` ϵs. Par unicité de la solution avec condition initiale spsq “ 0,
nous avons aussi xpt0q “ 0 pour toutes les solutions, ce qui contredit notre condition.
De la même façon, avoir ypsq “ 0 donne une solution avec yptq “ 0 pour tout t et donc une
contradiction.

(iii) Solutions sur R Nous montrons maintenant que les solutions sont définies sur R.
Nous avons x1 ă ax, donc pour tout t où la solution est définie,

0 ă xptq ă xpt0qeapt´t0q, (32.271)

c’est-à-dire que la solution ne peut pas exploser en temps fini 17 : elle est bornée par le haut
et le bas. Elle doit donc exister pour tout t P R. Par ailleurs, y1 ă dxy donc

0 ă yptq ă ypt0qed
şt
t0
xpsqds (32.272)

qui est également contraire à l’explosion en temps fini.
(iv) 4 zones : monotonie Nous divisons R2 en quatre zones d’après les signes de a ´ by et

c´dx. Nous montrons que dans chacune de ces zones, les solutions sont monotones. Prenons
par exemple la partie

tpx, yq P R2 tel que a´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u. (32.273)

Vu l’équation x1 “ xpa ´ byq, tant que
`
xptq, yptq˘ est dans cette zone, la fonction x1 a le

signe de x et est donc positive. Donc x est croissante dans cette zone.
De la même façon, y1 “ ´ypc´ dxq, et y1 a un signe constant dans la zone.

(v) 4 zones : on bouge Nous prouvons à présent qu’une solution ne reste pas dans une zone.

(1) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q˘ soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ą 0u (32.274a)
x1 ą 0 y1 ă 0 (32.274b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Nous avons en particulier
x1 ą 0, donc x est croissante tout en ayant la borne supérieure x ă c{d. Par conséquent
x a une limite que nous appelons x1 P r0, cd s.
De la même façon, ; y est décroissante et bornée vers le bas par zéro. Donc y a une limite
que nous notons y1 P r0, ypt0qs.
Vu que x est bornée et de classe C1 nous avons forcément limtÑ8 x1ptq “ 0. Mais vu
que x1 “ ax´ bxy nous devons avoir

ax1 ´ bx1y1 “ 0. (32.275)

17. Voir le corolaire 32.19.
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Mais ni x1 ą 0 donc a ´ by1 “ 0, ce qui donne y1 “ a
b et aussi x1 “ c

d . Bref, y est
décroissante et tend vers a{b ; donc ypt0q ą a{b, ce qui contredit que ypt0q soit dans la
zone considérée.
Étant donné que x1 ą 0 et y1 ă 0, la solution sort de la zone pour entrer dans la zone
. . .

(2) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q˘ soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u (32.276a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (32.276b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Les fonctions x et y sont
convergentes. Par conséquent lnpyq converge aussi et vu que x est croissante,

y1

y
“ ´c` dx ě ´x` dxpt0q ą 0 (32.277)

Cela signifie que lnpyq1 est toujours positive et bornée par le bas. Cela est impossible si
y est borné.
Donc on sort de la zone pour entrer dans . . .

(3) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q˘ soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ă 0u (32.278a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (32.278b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0).
Le même type de raisonnement fait passer à la zone. . .

(4) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q˘ soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ą 0u (32.279a)
x1 ă 0 y1 ă 0 (32.279b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Encore une fois, cela nous fait
sortir de la zone et retourne vers la première zone.

À ce moment nous voyons déjà que la relation entre proies et prédateurs, c’est un peu le
mythe de Sisyphe. . .

(vi) Une intégrale première Posons la fonction

Hpx, yq “ by ` dx´ a lnpyq ´ c lnpxq. (32.280)

Une simple dérivation montre que x ÞÑ H
`
xptq, yptq˘ est constante. Nous considérons la

fonction
f : R Ñ R

s ÞÑ H
` c
d
, s
˘ (32.281)

dont la dérivée n’est autre que f 1psq “ b´a
s . La fonction f est donc décroissante sur l’intervalle

rab ,8r et donc injective. Sur les changements de zones, il existe un t0 tel que

xpt0q “ d

c
(32.282a)

ypt0q ą 0. (32.282b)

Pour cette valeur t0 nous avons alors H
`
xpt0q, ypt0q˘ “ f

`
ypt0q˘. En posant s0 “ ypt0q ą 0

nous avons
Hpx0, y0q “ fps0q (32.283)

et f étant injective, ce s0 est la seule valeur de s à vérifier Hpx0, y0q “ fpsq.
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(vii) Conclusion La fonction x passant d’une zone à l’autre, il existe un t1 ą t0 tel que xpt1q “
a{b. Nous avons évidemment

H
`
xpt1q, ypt1q˘ “ Hpx0, y0q (32.284)

parce que H est constante le long du mouvement. Cela se traduit par

H
`a
b
, ypt1q˘ “ fps0q, (32.285)

et donc ypt1q “ fps0q “ ypt0q. Avec tout cela nous avons
#
ypt1q “ ypt0q (32.286a)
xpt1q “ xpt2q “ a

b
. (32.286b)

Cela est donc un point par lequel la solution repasse. Par unicité de la solution, elle est donc
périodique.

32.9 Équation du second ordre

32.9.1 Wronskien

Nous considérons ici une équation différentielle de la forme

y2ptq ` qptqyptq “ 0 (32.287)

Dans ce point nous allons considérer la fonction q sans hypothèse de périodicité. L’équation de Hill
(sous-section 32.9.4) sera la même équation, mais en supposant que q est périodique.

Nous commençons par argumenter que si q est continue, alors l’ensemble des solutions de
l’équation (32.287) est un espace vectoriel de dimension deux. Pour cela il suffit d’appliquer la
méthode de réduction de l’ordre (section 32.7) puis le théorème de dimension pour les systèmes
linéaires (théorème 32.15). En effet si la fonction y1 est solution de (32.287) si et seulement si le

vecteur Y “
ˆ
y1
y2

˙
est solution du système linéaire

Y 1ptq “
ˆ

0 1
´qptq 0

˙
Y ptq. (32.288)

Soient deux solutions y1 et y2 de l’équation différentielle. Le Wronskien de ces deux solutions
est le déterminant

W ptq “
∣∣∣∣∣y1 y2
y1

1 y1
2

∣∣∣∣∣ . (32.289)

Si nous considérons l’équation différentielle

y2 ` py1 ` qy “ 0, (32.290)

le Wronskien peut être déterminé sans savoir explicitement y1 et y2 parce que W “ y1y1
2 ´ y1

1y2,
et en dérivant,

W 1 “ y1y
2
2 ` y1

1y
1
2 ´ y2

1y2 ´ y1
1y

1
2 (32.291a)

“ y1p´py1
2 ´ qy2q ´ p´py1

1 ´ qy1qy2 (32.291b)

“ ´p
∣∣∣∣∣y1 y2
y1

1 y1
2

∣∣∣∣∣ , (32.291c)

c’est-à-dire
W 1 “ ´pW. (32.292)

Il suffit donc de savoir une condition initiale pour obtenir une équation différentielle pour W .
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32.9.2 Avec second membre

Une équation différentielle du second ordre avec un second membre se présente sous la forme

ay2ptq ` by1ptq ` cyptq “ vptq (32.293)

où vptq est une fonction donnée. Le truc est de commencer par résoudre l’équation différentielle
sans second membre, c’est-à-dire trouver la fonction yHptq telle que

ay2
Hptq ` by1

Hptq ` cyHptq “ 0. (32.294)

Cela se fait en utilisant la méthode du polynôme caractéristique.
Ensuite, il faut trouver une solution particulière yP ptq de l’équation avec le second membre.

Une seule. Pour y parvenir, il faut du doigté et un peu de technique. Il faut faire des essais en
fonction de ce à quoi ressemble le vptq :

(1) Si vptq est un polynôme, alors il faut essayer un polynôme,
(2) Si vptq “ cospωtq ou bien vptq “ sinpωtq, alors essayer yP ptq “ A cosptq `B sinpωtq,
(3) Si vptq “ eωt, alors essayer yP ptq “ Aeωt.

32.9.3 Équation y2 ` qptqy “ 0
Nous allons donner quelques propriétés des solutions de l’équation

y2 ` qy “ 0 (32.295)

en fonction de telle ou telle hypothèse sur q.

Proposition 32.40.
Si q : R` Ñ R est continue et si ż 8

0
|qptq|dt (32.296)

converge, alors
(1) toute solution bornée de y2 ` qy “ 0 vérifie limtÑ8 y1ptq “ 0,
(2) l’équation y2 ` qy “ 0 admet des solutions non bornées.

Démonstration. Soit y une solution bornée, et intégrons l’équation différentielle entre 0 et 8 :
ż 8

0
y2ptqdt “ ´

ż 8

0
qptqyptqdt. (32.297)

La fonction y étant bornée, l’hypothèse sur q permet de dire que l’intégrale de droite existe. Par
ailleurs, ż 8

0
y2 “ lim

aÑ8

ż a

0
y2 “ lim

aÑ8 y
1paq ´ y1p0q. (32.298)

Cela justifie que la limite limtÑ8 y1ptq existe. Posons α “ limtÑ8 y1ptq et supposons par l’absurde
que α ‰ 0. Soit ϵ ą 0 et λ assez grand pour que

}y1 ´ α}rλ,8r ă ϵ. (32.299)

Soit aussi x ą λ. Nous avons

ypxq “ ypλq `
ż x

λ
y1ptqdt (32.300a)

ě ypλq `
ż x

λ
pα ´ ϵqdt (32.300b)

“ ypλq ` pα ´ ϵqpx´ λq. (32.300c)
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En prenant la limite des deux côtés on voit que ypxq Ñ 8 dès que α ‰ 0, ce qui est contraire aux
hypothèses. Donc α “ 0.

Pour la seconde partie de la proposition, nous devons prouver que l’équation y2 ` qy “ 0
possède des solutions non bornées. Si l’équation a seulement des solutions bornées et si tu, vu est
une base de solutions, alors nous avons u1, v1 Ñ 0. Si nous reprenons l’équation (32.292) avec p “ 0
nous savons que dans notre cas le Wronskien satisfait à W 1 “ 0, c’est-à-dire qu’il est constant.
Mais vu que u et v sont bornées et que les dérivées tendent vers zéro, nous avons W ptq Ñ 0 et
donc W ptq “ 0.

Or l’annulation identique du Wronskien contredit que tu, vu serait une base de solutions. Donc
il existe des solutions non bornées.

Proposition 32.41.
Soit l’équation différentielle y2 `qy “ 0. Si q est C1, strictement positive et croissante, alors toutes
les solutions sont bornées.

Démonstration. Soit y une solution et multiplions l’équation par 2y1 (qui est non nulle par hypo-
thèse) :

2y1y2 ` 2qy1y “ 0. (32.301)

Nous allons intégrer cela en nous souvenant que 2y1y2 est la dérivée de py1q2. Pour tout t ą 0 nous
avons

0 “ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ż t

0
qptqy1ptqyptqdt

looooooooomooooooooon
par partie

(32.302a)

“ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ˆ

rqy2st0 ´
ż t

0
q1y2

˙
(32.302b)

(32.302c)

Le terme qui nous intéresse est celui qui contient yptq :

2qptqyptq2 “ ´y1ptq2 ` y1p0q2 ` 2qp0qyp0q2 ` 2
ż t

0
q1y2 (32.303)

Nous pouvons majorer ´y1ptq2 par zéro et remplacer toutes les constantes par K :

qptqyptq2 ď
ż t

0
q1y2 `K “

ż t

0

q1

q
qy2. (32.304)

C’est le moment d’utiliser le lemme de Grönwall 32.4 avec ϕ “ qy2 et ψ “ q1{q. Les hypothèses de
croissance et de positivité ont été posées exprès. Bref, on a

qy2 ď K exp
ˆż t

0

q1psq
qpsq ds

˙
(32.305a)

“ K exp
ˆ

ln qptq
qp0q

˙
(32.305b)

“ K
qptq
qp0q . (32.305c)

Notons que qp0q est strictement positif. Nous déduisons que

y2 ď K

qp0q (32.306)

et donc y est bornée.
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32.9.4 Équation de Hill

L’équation de Hill est une équation différentielle de la forme

y2 ` qy “ 0 (32.307)

où
(1) q P C1pR,Rq,
(2) q est paire et π-périodique

Nous nous intéressons aux solutions complexes de cette équation différentielle.
Nous nommons W Ă C2pR,Cq l’espace des solutions complexes de l’équation (32.307). Nous

savons par ce qui a été dit en 32.9.3 que cet espace est de dimension deux. De plus avec les
hypothèses faites ici sur q, nous savons que les solutions sont de classe C3 parce que si y est une
solution, alors l’équation y2 “ qy nous indique que y est C1 parce que y2 existe (y1 est dérivable et
donc continue). Mais si y est de classe C1, alors le membre de droite qy est C1 et donc y2 est C1,
ce qui prouve que y est de classe C3. La récurrence ne va pas plus loin parce que q est seulement
de classe C1.

Nous considérons l’application de translation

T : C2pR,Cq Ñ C2pR,Cq
pTyqpxq “ ypx` πq. (32.308)

En utilisant la règle de dérivation de fonctions composées, pTyq1 “ Ty1 et pTyq2 “ Ty2, de telle
sorte que si u est solution de l’équation (32.307), alors Tu est également solution. Donc W est un
espace stable par T .

Le théorème 32.15 nous permet de choisir une base de W en imposant des conditions. Nous
choisissons une base ty1, y2u telles que

y1p0q “ 1 y2p0q “ 0
y1

1p0q “ 0 y1
2p0q “ 1.

(32.309)

Le théorème 32.15 nous assure que deux telles solutions existent et qu’elles forment une base de
W parce que W est de dimension 2.

Lemme 32.42 ([624]).
Avec ce choix de base ty1, y2u la matrice de T est donnée par

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y1

1pπq y1
2pπq

˙
. (32.310)

De plus la fonction y1 est paire et la fonction y2 est impaire.

Démonstration. Cherchons la matrice de T dans cette base en associant
ˆ

1
0

˙
à y1 et

ˆ
0
1

˙
à y2. Si

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors

Ty1 “
ˆ
a b
c d

˙ˆ
1
0

˙
“
ˆ
a
c

˙
“ ay1 ` cy2. (32.311)

En évaluant cela en t “ 0,
pTy1qp0q “ ay1p0q ` cy2p0q “ a, (32.312)

donc a “ pTy1qp0q “ y1pπq. En dérivant (32.311), en tenant compte du fait que pTy1q1 “ Ty1
1 et

en évaluant en t “ 0, nous trouvons de même c “ y1
1pπq. Puis le même cinéma avec y2 donne

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y1

1pπq y1
2pπq

˙
. (32.313)
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Passons maintenant à la parité de y1 et y2. Nous posons ψptq “ y1p´tq. Alors ψ1ptq “ ´y1
1p´tq

et ψ2ptq “ y2
1ptq, tant et si bien que

ψ2ptq ` qptqψptq “ y2
1p´tq ` qptqy1p´tq “ 0. (32.314)

donc ψ est une solution de l’équation. Mais
"
ψp0q “ y1p0q (32.315a)
ψ1p0q “ ´y1

1p0q “ 0, (32.315b)

donc ψ a les mêmes conditions initiales que y1. Par conséquent ψ “ y1 (par le l’unicité donnée
dans le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42) et y1 est paire. Nous procédons de même en partant
de φptq “ ´y2p´tq pour trouver que φ “ y2 et que donc que y2 est impaire.

Remémorons nous toutefois, pour calmer tout enthousiasme excessif, que T dépend de deux
solutions et donc de la fonction q donnée dans l’équation.

Proposition 32.43 ([89]).
Nous considérons l’équation y2 ` qy “ 0 et sa base de solutions ty1, y2u en suivant les notations
données plus haut.

(1) Si | TrpT q| ă 2, alors toutes les solutions de l’équation sont bornées.
(2) Si | TrpT q| “ 2 alors nous avons une solution non bornée.
(3) Si | TrpT q| ą 2 alors toutes les solutions de l’équation sont non bornées.
(4) Le cas | TrpT q| “ 2 se présente si et seulement si y1

1pπqy2pπq “ 0.

Démonstration. Remarquons que le déterminant de la matrice T est égal au Wronskien des solu-
tions y1 et y2 calculé en t “ π. Calculons sa valeur :

W py1, y2q “ det
ˆ
y1 y2
y1

1 y1
2

˙
“ y1y

1
2 ´ y1

1y
1
2. (32.316)

En dérivant et en remplaçant y2
i par ´qyi, nous trouvons tout de suite W py1, y2q1 “ 0. Donc le

Wronskien est constant et il est facile de le calculer en t “ 0 :

W py1, y2qp0q “ 1 ´ 0 “ 1. (32.317)

Donc pour tout t nous avons W py1, y2qptq “ 1. En particulier

detpT q “ W py1, y2qpπq “ 1, (32.318)

et notons au passage que T est inversible.
Nous écrivons le polynôme caractéristique de T sous la forme χT “ X2 ´ TrpT qX ` detpT q,

c’est-à-dire
χT “ X2 ´ TrpT qX ` 1, (32.319)

dont le discriminant est ∆ “ TrpAq2 ´ 4.
Nous passons à présent aux différents points de la proposition.

(1) Si | TrpT q| ă 2, alors ∆ ă 0 et χT a deux racines complexes conjuguées que nous notons
ρ et ρ̄. De plus le produit des racines étant le terme indépendant, ρρ̄ “ 1 ; en particulier
|ρ| “ |ρ̄| “ 1. Notons tu, vu une base de vecteurs propres : Tu “ ρu et Tv “ ρ̄v. Il est vite
vu que la fonction |u| est π-périodique :

|u|pt` πq “ |upt` πq| “ |pTuqptq| “ |pρuqptq| “ |ρ||u|ptq “ |u|ptq. (32.320)

La fonction |u| est continue 18 et périodique ergo bornée. La fonction |v| est bornée pour la
même raison et par linéarité, toutes les fonctions de W sont bornées.

18. La fonction u elle-même n’est cependant pas garantie d’être périodique.
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(2) Si TrpT q “ ˘2, alors ∆ “ 0 et χT a une racine réelle double 19 qui doit être ˘1. Soit u un
vecteur propre de T pour la valeur propre ˘1. Nous avons

|u|pt` πq “ |Tuptq| “ | ˘ uptq|, (32.321)

ce qui prouve encore que |u| est périodique et donc bornée.
Notons que nous n’avons pas d’informations sur le fait qu’une autre solution soit ou non
bornée.

(3) Si | TrpT q| ą 2, alors χT a deux racines réelles distinctes r et r1 avec rr1 “ 1 (toujours les
relations coefficients-racines). En raison de quoi r1 “ r´1 et quitte à échanger r et r1 nous
supposons |r| ą 1. L’opérateur est maintenant diagonalisable et nous considérons tu, vu une
base de vecteurs propres pour les valeurs propres r et r1. Une solution non nulle de l’équation
s’écrit donc sous la forme

y “ αu` βv (32.322)
avec pα, βq ‰ p0, 0q.

— Si α “ 0, alors β ‰ 0 et nous choisissons une valeur t telle que vptq ‰ 0. Dans ce cas,

ypt` nπq “ βvpt` nπq “ βpTnvqptq “ βpr1qnvptq, (32.323)

et en faisant n Ñ ´8 nous obtenons ˘8 suivant le signe de β.
— Si α ‰ 0, alors nous fixons 20 t tel que uptq ‰ 0. Alors

ypt` nπq “ αrnuptq ` βpr1qnptq. (32.324)

En faisant n Ñ 8, nous avons pr1qn Ñ 0 tandis que le premier terme tend vers ˘8
suivant le signe de α.

(4) D’abord le théorème de Cayley-Hamilton 9.114 nous indique que χT pT q “ 0, c’est-à-dire que

T 2 ´ TrpT qT ` 1 “ 0. (32.325)

Nous avons déjà mentionné le fait que T était inversible. Multiplions donc (32.325) par T´1 :

T ` T´1 “ TrpT q12. (32.326)

Vu que T´1 est l’endomorphisme T´1uptq “ upt´ πq, sa matrice est donnée par

T´1 “
ˆ
y1p´πq y2p´πq
y1

1p´πq y1
2p´πq

˙
“
ˆ
y1pπq ´y2pπq

´y1
1pπq y1

2pπq
˙

(32.327)

où nous avons utilisé le fait que y1 était paire et y2 impaire (lemme 32.42). Si nous notons

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors T´1 “

ˆ
a ´b

´c d

˙
et

T ` T´1 “
ˆ

2a 0
0 2b

˙
. (32.328)

L’équation (32.326) donne alors, vu que TrpT q “ a` d,
ˆ

2a 0
0 2b

˙
“
ˆ
a` d 0

0 a` d

˙
, (32.329)

ce qui donne immédiatement a “ d. La matrice de T a donc comme forme T “
ˆ
a b
c a

˙
et

TrpT q “ 2a.
Donc TrpT q “ ˘2 si et seulement si a “ ˘1 et vu que 1 “ detpT q “ a2 ´ bc, nous avons
a “ ˘1 si et seulement si bc “ 0, ce qui signifie exactement y1

1pπqy2pπq “ 0.

19. Ce qui n’implique pas le fait d’avoir deux vecteurs propres pour cette valeur propre, mais tout de même au
moins un, voir l’exemple 9.111.

20. Mais pas trop hein ; nous aurons encore besoin d’assigner à t d’autres valeurs dans d’autres théorèmes.



2206 CHAPITRE 32. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

32.10 Différents types d’équations différentielles

32.10.1 Équation homogène

Une équation différentielle homogène est une équation de la forme

y1 “ fpt, yq (32.330)

où fpλt, λyq “ fpt, yq pour tout λ ‰ 0.
Elle se présente sous la forme

y1 “ degré n en t, y

degré n en t, y
, (32.331)

avec pas de y1 à droite : juste du y et du t.

Lemme 32.44.
L’équation y1 “ fpt, yq est homogène si et seulement si fpt, yq est une fonction de y{t seulement.

Pour résoudre l’équation homogène, on pose

zptq “ yptq
t
, (32.332)

donc tz “ y, et
y1ptq “ tv1ptq ` vptq, (32.333)

à remettre dans l’équation de départ.

32.10.2 Équation de Bernoulli

C’est une équation du type
y1 “ aptqy ` bptqyα (32.334)

où α ‰ 0 ou 1. Pour la résoudre, on divise l’équation par yα, et on pose u “ y1´α, et on tombe sur
une équation linéaire

u1 “ p1 ´ αq`aptqu` bptq˘. (32.335)

32.10.3 Équation de Riccati

Définition 32.45 ([635]).
C’est une équation de la forme

y1 “ aptqy2 ` bptqy ` cptq. (32.336)

En général, on ne peut pas la résoudre, mais si on en connaît à priori des solutions particulières,
alors on peut s’en sortir.

(1) Si on sait que y1ptq est une solution, alors on pose

yptq “ y1ptq ` 1
uptq , (32.337)

et on obtient une équation linéaire

u1 “ ´`
2y1ptqaptq ` bptq˘u´ aptq. (32.338)

(2) Si y1 et y2 sont solutions, alors nous avons y sous forme implicite

y ´ y1
y ´ y2

“ Ke
ş
aptq

`
y1ptq´y2ptq

˘
dt. (32.339)

Pour résoudre une équation de Ricatti, il faut donc d’abord deviner une ou deux solutions.
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32.10.4 Équation différentielle exacte

32.10.4.1 Résolution lorsque tout va bien

Avant de vous lancer dans les équations différentielles exacte, vous devez lire la section sur les
formes différentielles 12.22. Une équation différentielle exacte est de la forme P pt, yq`Qpt, yqy1 “ 0
que nous allons écrire sous la forme

P pt, yqdt`Qpt, yqdy “ 0. (32.340)

Nous savons que si ByP “ BtQ, alors il existe une fonction fpt, yq telle que Pdt ` Qdy “ df . Pour
trouver une telle fonction, nous pouvons simplement intégrer la forme Pdt ` Qdy. En effet, si
γ : r0, 1s Ñ R2 est un chemin tel que γp0q “ p0, 0q et γp1q “ pt, yq, alors en définissant

fpt, yq “
ż

γ
rPdt`Qdts “

ż 1

0

“pP ˝ γqpuqdt` pQ ˝ γqpuq‰`γ1puq˘du, (32.341)

nous avons df “ Pdt ` Qdy. N’importe quel chemin fait l’affaire. Calculons avec γpuq “ ptu, yuq.
La dérivée de ce chemin est donnée par

γ1puq “ t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙
. (32.342)

Étant donné que dt
ˆ
a
b

˙
“ a et dy

ˆ
a
b

˙
“ b, nous avons

fpt, yq “
ż 1

0
rPdt`Qdys`γpuq˘

ˆ
t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙˙
du

“
ż 1

0
P
`
γptq˘tdu`

ż 1

0
Q
`
γptq˘ydu

“
ż 1

0

“
tP ptu, uyq ` yQptu, yuq‰du.

(32.343)

Nous retrouvons exactement la formule (20.304). Si ça t’étonne, c’est que tu n’as pas compris ;)
Dans le cas où nous avons la fonction f qui vérifie P “ Btf et Q “ Byf , l’équation (32.340) devient

Bf
Bt ` Bf

By
dy

dt
“ 0, (32.344)

c’est-à-dire
d

dt

”
f
`
t, yptq˘

ı
“ 0, (32.345)

dont la solution
f
`
t, yptq˘ “ C (32.346)

donne la solution yptq sous forme implicite.

32.10.4.2 Facteur intégrant (quand tout ne va pas bien)

Si la forme Pdt`Qdy n’est pas exacte, il n’existe pas de fonction f qui résolve l’affaire. Nous
pouvons toutefois essayer de trouver un facteur intégrant. Nous cherchons une fonction M telle
que

pMP qdt` pMQqdy (32.347)
soit exacte. Nous cherchons donc Mpt, yq telle que BypMP q “ BtpMQq. En utilisant la règle de
Leibnitz, nous trouvons l’équation suivante pour M :

MpByP ´ BtQq “ QpBtMq ´ P pByMq. (32.348)

Cette équation est en générale extrêmement difficile à résoudre, mais dans certains cas particuliers,
il est possible d’en trouver une solution à tâtons.
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32.11 Distributions pour les équations différentielles
Nous commençons par définir l’espace C8`

R,S 1pRdq˘ en disant que t ÞÑ ut est dans cet espace
si

(1) pour tout t P R nous avons ut P S 1pRdq,
(2) l’application t ÞÑ ut est de classe C8.

Pour définir ce que nous entendons par une fonction de classe Ck à valeurs dans S 1pRdq nous nous
souvenons de la proposition 30.50.

32.11.1 Équation de Schrödinger

Théorème 32.46 (Équation de Schrödinger[89]).
Soit g P S 1pRdq et le problème

" Btũ´ i∆ũ “ 0 (32.349a)
u0 “ g (32.349b)

où ũ P C8`
R,D 1pRdq˘ est lié à u par la remarque 30.70. Alors

(1) Il existe une unique solution dans C8`
R,S 1pRdq˘.

(2) Cette solution u vérifie de plus ũ P S 1pRˆRdq.

Démonstration. Nous allons donner explicitement une fonction u P C8`
R,S 1pRdq˘ et nous allons

vérifier l’équation (32.349a) en testant sur une fonction ψ P S 1pRˆRdq. Cela prouvera le point (2)
ainsi que la partie existence de (1). Dans ce qui suit toutes les transformées de Fourier seront par
rapport à la variable x P Rd ou par rapport à ξ. Jamais par rapport à t P R.

(i) Existence Pour t P R nous posons 21

ut “ F´1pftĝq (32.350)

où ft P S pRdq est la fonction ftpxq “ e´it}x}2 . Pour toute fonction φ P S pRdq nous avons

utpφq “ pfĝq`F´1pφq˘ “ ĝ
`
fF´1pφq˘ “ g

´
F
`
fF´1pφq˘

¯
. (32.351)

Le fait que F´1pφq soit une fonction Schwartz fait partie de la proposition 29.26. Pour chaque
t nous avons bien ut P S 1pΩq.
De plus la fonction hpt, xq “ e´it}x}2pF´1φqpxq est dans C8pR ˆ Rdq, et par conséquent
l’application

t ÞÑ ĝ
`
hpt, .q˘ (32.352)

est également C8 par la proposition 30.52. Ceci pour dire que u P C8`
R,S 1pRdq˘. Il faut

encore vérifier que cette fonction est bien une solution de notre problème. Nous testons cette
équation sur ψ P S pRˆRdq. Pour alléger les notations nous posons ψt : x ÞÑ ψpt, xq et par
conséquent aussi pBtψtqpxq “ pBtψqpt, xq. Nous avons :

♡ “ pBtũ´ i∆ũqpψq (32.353a)
“ ´ũpBtψq ´ iũp∆ψq (32.353b)

“ ´
ż

R

ut
`pBtψtq ` ip∆ψtq

˘
dt (32.353c)

Ici nous nous souvenons du lemme 29.29 qui nous dit que nous pouvons permuter F´1 et Bt.
Et pour l’autre terme il faut utiliser le lemme 29.19 avec |α| “ 2 et une somme pour obtenir
que

y∆φpxq “ ´}x}2φ̂pxq, (32.354)

21. En utilisant la définition (30.47) du produit d’une distribution par une fonction.



32.11. DISTRIBUTIONS POUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 2209

qui dans notre cas s’écrit sous la forme

F´1
´

p∆ψtq
¯

pxq “ ´}x}2F´1ψpt, xq. (32.355)

En remettant bout à bout,

♡ “ ´
ż

R

pftĝq
´

pBt ´ i}.}2qF´1ψt
¯
dt (32.356a)

“ ´
ż

R

ĝ
´
x ÞÑ e´it}x}2pBt ´ i}x}2qpF´1ψqpt, xq

¯
dt (32.356b)

Pour alléger les notations nous notons ψ̌tpxq “ pF´1ψqpt, xq. Nous avons

Bt
´
e´it}x}2

ψ̌tpxq
¯

“ ´i}x}2e´it}x}2
ψ̌tpxq ` e´it}x}2pBtψ̌tq, xq “ e´it}x}2`Bt ´ i}x}2˘ψ̌tpxq;

(32.357)
cela nous permet d’un peu factoriser une dérivée dans ♡ :

♡ “ ´
ż

R

ĝ
´

Bt
´
e´it}.}2

ψ̌tp.q
¯¯

dt (32.358a)

“ ´
ż

R

Btĝ
´
e´it}.}2

ψ̌tp.q
¯
dt (32.358b)

“ ´ lim
NÑ8

”
ĝ
´
e´i}.}2

ψ̌tp.q
¯ıt“N

t“´N
. (32.358c)

Histoire de bien comprendre les notations, il ne s’agit pas de calculer ĝ
`
e´it}.}2

ψ̌t
˘

pour un t
général et de remplacer ensuite t par N et ´N . En effet la valeur de ĝ

`
e´it}.}2

ψ̌t
˘

pour un t
donné est celle qu’on obtient en calculant ĝp. . .q après avoir remplacé t par ce que l’on veut.
Par conséquent, en posant φpt, ξq “ e´i}ξ}2

ψ̌tpξq nous avons :

♡ “ lim
NÑ8

„
g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφpt, ξqdξ
˙ȷt“N

t“´N
(32.359a)

“ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφpN, ξqdξ
˙

´ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφp´N, ξqdξ
˙

(32.359b)

La limite commute avec g parce que cette dernière est une distribution (continue). De plus
la limite commute avec l’intégrale parce que ce qui est dedans est Schwartz. La fonction φ
étant Schwartz, la limite est nulle. Donc

♡ “ 0. (32.360)

Cela signifie que la fonction u proposée est bien une solution de l’équation de Schrödinger
dans C8pR,S 1pRdqq.

(ii) Unicité Nous considérons deux solutions u1, u2 P C8`
R,S 1pRdq˘ et la fonction u “ u1 ´u2

doit satisfaire au problème
" pBtũ´ i∆ũqpψq “ 0 (32.361a)
u0 “ 0. (32.361b)

Nous allons montrer que seule la fonction ut “ 0 peut satisfaire à cela pour tout ψ P S pRˆ
Rdq. Nous allons même montrer qu’en imposant ces équations seulement sur la partie de
S pR ˆ Rdq qui est à support compact par rapport à R, la seule solution est ut “ 0. Soit
donc ψ P S pRˆRdq à support compact vis-à-vis de sa variable t. Alors

0 “ ´ũpBtψ ` i∆ψq “ ´
ż

R

ut

´
pBtψtq ` ip∆ψtq

¯
dt (32.362)
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où encore une fois Btψt est la fonction x ÞÑ pBtψqpt, xq. Maintenant nous utilisons la proposi-
tion 30.73 pour dire que

d

dt

´
utpψtq

¯
“ u

p1q
t pψtq ` ut

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(32.363)

pour écrire
0 “ ´

ż

R

d

dt

`
utpψtq

˘ ´ u
p1q
t pψtq ` ut

`
ip∆ψqpt, .q˘dt (32.364)

Le premier terme est facile :
ż

R

d

dt

´
utpψtq

¯
dt “ lim

NÑ8

”
utpψtq

ıt“N
t“´N

“ 0 (32.365)

parce que ψ est à support compact par rapport à t. Nous restons donc avec
ż

R

u
p1q
t pψtq ´ iut

`p∆ψqpt, .q˘dt “ 0 (32.366)

Nous traitons le terme en u
p1q
t en utilisant le fait évident T pφq “ pFT qpF´1φq et en remar-

quant le lemme 30.74 :

u
p1q
t pψtq “ pFup1q

t qpF´1ψtq “ pFuqp1q
t pF´1ψtq. (32.367)

Pour l’autre terme on fait un peu la même chose en nous souvenant ce que fait la transformée
de Fourier en traversant le laplacien :

utp∆ψtq “ pFutqpF´1∆ψtq “ pFutq
`
x ÞÑ ´}x}2pF´1ψtqpxq˘. (32.368)

En recollant encore :
ż

R

pFuqp1q
t pF´1ψtq ` ipFutq

`}.}2F´1ψt
˘
dt “ 0. (32.369)

Cette équation est valable tant que ψ P S pRˆRdq avec support compact en t. Nous allons
nous en créer une super cool. D’abord nous choisissons φ P S pRdq et χ P DpRq et nous
considérons 22

ψpt, xq “ F
´
ξ ÞÑ eit}ξ}2

φpξqχptq
¯

pxq. (32.370)

Notons que la transformée de Fourier conserve le fait qu’une fonction soit Schwartz 23, mais
pas le fait d’avoir support compact. Cependant nous ne prenons que la transformée de Fourier
par rapport à x. Le résultat est donc une fonction ψ qui est Schwartz par rapport à x et
support compact par rapport à t. Nous pouvons donc écrire (32.369) en utilisant la fonction
(32.370) :

0 “
ż

R

pFuqp1q
t

´
x ÞÑ eit}x}2

φpxqχptq
¯

` ipFutq
´
x ÞÑ }x}2eit}x}2

φpxqχptq
¯
dt. (32.371)

Là dedans, χptq peut sortir à la fois de la transformée de Fourier et de l’application des
distributions ; il doit seulement rester dans l’intégrale. Dans le second terme nous allons
utiliser l’égalité (due entre autre à la proposition 30.73) :

d

dt

`
ûtpeit}.}2

φq˘ “ d

dt

´
ut
`
Feit}.}2

φ
˘¯

(32.372a)

“ u
p1q
t

`
Feit}.}2

φ
˘ ` ut

ˆ B
BtFe

it}.}2
φ

˙
(32.372b)

“ pFup1q
t q`x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ ` pFutq
`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2

φpxq˘ (32.372c)

“ pFuqp1q
t

`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ ` pFutq
`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2

φpxq˘. (32.372d)

22. Le candidat qui parvient à effectivement présenter ça comme développement, il est fort.
23. Proposition 29.20.
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Et là, magie c’est exactement ce qui est dans (32.371). Donc
ż

R

d

dt
ût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘χptqdt “ 0 (32.373)

pour toute fonctions à support compact χ. Donc la proposition 30.1 nous dit que

Btût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ “ 0. (32.374)

C’est zéro partout et non seulement presque partout parce qu’en plus nous avons la continuité.
Par conséquent pour tout t P R nous avons

ût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ “ û0
`
x ÞÑ φpxq˘ “ 0. (32.375)

Et cela est vrai pour toute fonction φ P S pRdq. Nous considérons donc t0 P R et une fonction
θ P S pRdq pour construire

φpxq “ e´it0}x}2
θpxq. (32.376)

Nous avons alors ût0
`
x ÞÑ θpxq˘ “ 0, ce qui signifie que ût0 “ 0. Du coup pour tout θ P S pRdq

nous avons ut0pFθq “ 0, mais comme la transformée de Fourier est une bijection de S pRdq
(proposition 29.26) nous avons en fait ut0pθq “ 0 pour tout θ P S pRdq, c’est-à-dire ut0 “ 0
pour tout t0 P R et au final u “ 0.

32.12 Équations différentielles du premier ordre
Définition 32.47 (Équation différentielle du premier ordre).
Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui, sur un intervalle donné,
I, décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et la
dérivée première de y qui on note y1.

Souvent on écrit «y1pxq “ une formule contenant x et ypxq», c’est à dire

y1pxq “ fpx, ypxqq, pour x P I, (32.377)

où f est une fonction de deux variables réelles.

Remarque 32.48.
La théorie des fonctions de deux variables ne sera pas abordée dans ce cours, nous allons nous
contenter de prendre f dans (32.377) comme une simple notation.

On peut presque toujours omettre d’écrire la dépendance de y en x et écrire simplement (32.377)
sous la forme y1 “ fpx, yq.
Définition 32.49 (Solution particulière d’une équation différentielle du premier ordre).
Une solution particulière de l’équation (32.377) sur l’intervalle I est une fonction z : I Ñ R

telle que :
(1) z est dérivable sur I ;
(2) z1pxq “ fpx, zpxqq, pour tout x P I.

Définition 32.50 (Solution générale d’une équation différentielle du premier ordre).
Résoudre une équation différentielle veut dire trouver l’ensemble qui contient toutes ses solutions
particulières. Cet ensemble s’appelle solution générale de l’équation.

Exemple 32.51. (1) Résoudre une équation du type y1pxq “ fpxq<++> revient à trouver l’en-
semble des primitives de la fonction f , qui est donc la solution générale de cette équation. Il
y a donc une infinité de solutions particulières, déterminées par une constante additive.
Si fpxq “ sinpxq alors la solution générale sera Y “ t´ cospxq ` C : C P Ru.
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(2) L’équation
y1 “ y, x P R, (32.378)

a peut-être été abordée dans votre cours de terminale lors de la définition de la fonction
exponentielle. Sa solution générale est Y “ tCex : C P Ru. Ici aussi il y a une infinité de
solutions particulières.

△

Remarque 32.52.
La solution générale d’une équation différentielle du premier ordre est une famille à un paramètre
de fonctions.

Définition 32.53 (Équation différentielle du second ordre).
Une équation différentielle du second ordre est une équation qui, sur un intervalle donne, I,
décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et les
dérivées première et seconde de y qui on note y1 et y2 respectivement.

On utilise la forme générale

y2 “ fpx, y, y1q, pour x P I. (32.379)

où f est une fonction de trois variables réelles.

On peut définir de manière analogue les équations différentielles d’ordre supérieur. Les défini-
tions de solution particulière et de solution générale se généralisent aux équations différentielles
d’ordre supérieur à un.

Définition 32.54 (Trajectoire).
La trajectoire tracée par une solution particulière y de l’équation (32.377) est le graphe de y en
tant que fonction de x.

Exemple 32.55.
Nous allons regarder de plus près l’équation (32.378), y1 “ y, pour tout x P R. Soient y1 et y2
deux solutions distinctes de cette équation. Si il existe un point x̄ tel que y1px̄q “ y2px̄q alors
forcement y1px̄q{y2px̄q “ 1. Or, la solution générale de l’équation est Y “ tCex : C P Ru, donc
yipxq “ Cie

x, i “ 1, 2, où les Ci sont des constantes. Le rapport y1px̄q{y2px̄q vaut C1{C2 et par
conséquent C1 “ C2. Ce résultat contredit l’hypothèse que les deux solutions soient distinctes. On
a donc montré que deux trajectoires distinctes de cette équation ne se croisent jamais.

´4 ´3 ´2 ´1 1 2

10

20

30

40

Figure 32.1 – Quelques trajectoires de l’équation y1 “ y.

La figure 32.1 représente quelques trajectoires de l’équation. Si on les avait tracées toutes elles
recouvriraient tout le plan x-y. Cela veut dire que par tout point px, yq passe une et une seule
trajectoire de l’équation (32.378).

△
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Définition 32.56 (Condition initiale).
Une condition initiale pour l’équation (32.377) sur l’intervalle I est un point px̄, ȳq P I ˆR.

On dit que la solution particulière z de (32.377) satisfait la condition initiale px̄, ȳq P I ˆR si
zpx̄q “ ȳ.

Définition 32.57 (Problème de Cauchy).
L’association d’une équation différentielle et d’une condition initiale est appelée problème de
Cauchy #

y1 “ fpx, yq, x P I,
ypx̄q “ ȳ.

(32.380)

Remarque 32.58.
Sous des conditions assez générales qui seront toujours vérifiées dans ce cours, tout problème de
Cauchy admet une et une seule solution.

Pour passer de la solution générale d’une équation différentielle de premier ordre à une solution
particulière il faut choisir une valeur du paramètre. Comme il y a un seul paramètre une seule
condition (la trajectoire de la solution doit passer par un point fixe du plan) peut suffire. Pour une
équation différentielle de second ordre comme (32.379), nous aurons besoin de plus de conditions.
Sans rentrer dans les détails, nous allons constater ce fait dans l’exemple suivant.

Exemple 32.59.
La solution générale de l’équation

y2 “ ´y, (32.381)

est Y “ tC1 cospxq ` C2 sinpxq : C1, C2 P Ru. Remarquez que l’équation est du second ordre et
que sa solution générale est une famille d’équations à deux paramètres réels. Ce sera toujours les
cas pour les équations abordées dans la section 32.15. Pour déterminer une solution particulière
de (32.381) il faut fixer les valeurs des deux paramètres et donc, en général, il sera nécessaire de
donner deux conditions. △

Remarque 32.60.
Une condition comme yp0q “ 4 nous dit que la constante C1 “ 4 mais elle ne nous permet pas de
trouver C2. Il y a donc une infinité de solutions de (32.381) qui satisfont à la condition yp0q “ 4.

On peut fixer les deux conditions de deux manières différentes.

(1) Problème de Cauchy : on fixe une terne de valeurs réels x̄, ȳ, ȳ1 et on cherche la solution telle
que ypx̄q “ ȳ, y1px̄q “ ȳ1.

Exemple 32.61.
Les conditions yp0q “ 4, y1p0q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. △

(2) Problème aux bords : on fixe deux points dans le plan x-y, A “ px̄, ȳ) et B “ px̃, ỹq, et on
cherche la solution dont la trajectoire passe par A et B, c’est à dire, on impose ypx̄q “ ȳ,
ypx̃q “ ỹ.

Exemple 32.62.
Les conditions yp0q “ 4, ypπ{2q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. △

32.13 Premier ordre, variables séparables

Pour certaines équations différentielles la recherche d’une solution particulière se réduit à une
recherche de primitive moyennant un changement de variables.
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Définition 32.63 (Équation différentielle du premier ordre à variables separables).
Une équation différentielle du premier ordre à variables séparables est une équation qui,
pour tout les x dans un intervalle donné, I, peut se mettre sous la forme

fpyqy1 “ gpxq, (32.382)

où f et g sont deux fonctions de R dans R.

Nous pouvons intégrer les deux côtés de l’égalité par rapport à x et obtenir
ż
fpypxqqy1pxq dx “ Gpxq ` C,

où G est une primitive de g et C une constante réelle. Il est facile à ce point d’effectuer un
changement de variable dans le membre de gauche de l’équation en posant (sans surprise) y “ ypxq
et donc y1pxq dx “ dy.

ż
fpypxqqy1pxq dx “

ż
fpyq dy “ F pypxqq ` C,

où F est une primitive de f et C une constante réelle. En somme nous avons

F pypxqq “ Gpxq ` C,

et, si F admet une fonction réciproque, alors

ypxq “ F´1pGpxq ` Cq. (32.383)

Remarque 32.64.
L’expression de F´1 peut être difficile à calculer. Il sera alors préférable de garder y dans la forme
implicite.

Exemple 32.65.
L’équation

3y2y1 “ x, pour tout x P R, (32.384)

est une équation à variables séparables. Pour reprendre les notations du début du chapitre, ici
fpyq “ 3y2 et gpxq “ x. En intégrant de deux côtés on trouve

y3 “ x2

2 ` C.

La fonction F pyq “ y3 est une bijection de R dans R, donc nous pouvons écrire la solution générale
de l’équation (32.384) dans la forme

Y “
#ˆ

x2

2 ` C

˙1{3
tel que C P R

+
.

△

Exemple 32.66.
En intégrant de deux côtés l’équation à variables séparables

2yy1 “ x, pour tout x P R, (32.385)

on trouve
y2 “ x2

2 ` C.
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La fonction F pyq “ y2 est n’est pas inversible sur tout R, et on sait que
a
y2 “ |y|. Au moment

de rendre y explicite on doit choisir entre

y “
ˆ
x2

2 ` C

˙1{2
ou y “ ´

ˆ
x2

2 ` C

˙1{2
.

Ce choix se fait suivant la condition initiale, si elle est donnée. Si il n’y a pas de condition initiale
nous pouvons écrire que la solution générale est l’ensemble

Y “
"
y : R Ñ R tels que y2 “ x2

2 ` C et C P R
*
.

△

Exemple 32.67.
On considère le problème de Cauchy

#
eyy1 “ 1

x`3 , x Ps ´ 8,´3r,
yp´4q “ 0.

(32.386)

En intégrant des deux côtés nous trouvons

ey “ lnp|x` 3|q ` C.

Nous pouvons alors imposer la condition initiale et obtenir e0 “ lnp| ´ 4 ` 3|q ` C, c’est à dire
C “ 1 ´ lnp1q “ 1.

Remarque 32.68.
L’énoncé du problème de Cauchy dit que x peut varier dans s´8,´3r, mais nous voyons maintenant
que la solution n’est pas définie sur toute la demi-droite, parce que ey est toujours positif et
lnp|x` 3|q ` 1 est positif seulement pour x ă ´p1{e` 3q « ´3, 3679.

Donc la solution du problème de Cauchy est ypxq “ lnp|x` 3|q ` 1 pour tout x Ps ´ 8,´p1{e`
3qr. △

Exemple 32.69.
Attention, cet exemple est le plus important de la section !

On considère l’équation à variables séparables

y1 “ sinpxqy, x P R. (32.387)

Dans ce cas, pour pouvoir écrire l’équation dans la forme (32.382) il faut pouvoir multiplier les
deux côtés par 1{y. Il faut donc éliminer tout de suite le cas où y “ 0.

Si y “ 0 alors y1 “ 0 et on a une solution constante (on dit souvent : une solution stationnaire)
de l’équation. Par ailleurs les trajectoires des solutions ne peuvent pas se croiser ; donc si yG est
une solution non nulle de l’équation (32.387) alors yGpxq ‰ 0 pour tout x 24. Il n’y a donc aucun
danger à diviser par y dans la recherche d’une solution non identiquement nulle.

Supposons maintenant que y ‰ 0 et écrivons y1{y “ sinpxq. En intégrant des deux côtés on
trouve

lnp|y|q “ ´ cospxq ` C,

d’où
|y| “ e´ cospxq`C “ eCe´ cospxq.

Si on avait impose une condition initiale alors on pourrait déterminer une solution particulière
de l’équation en choisissant une valeur de la constante C. Nous pouvons observer cependant que

24. Ça vaut la peine de prendre un peu de temps pour bien comprendre cela.
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la fonction exponentielle est bijective de R dans R`,‹ et par conséquent il n’y a pas de perte de
généralité en disant que la solution générale de l’équation est

Y “
!
y : |y| “ Ke´ cospxq, pour K P R`,‹

)
Y ty ” 0u.

Il n’empêche qu’il serait plus élégant d’écrire la solution générale de l’équation sous une forme plus
explicite, sans valeur absolue. Nous pouvons le faire en nous nous rappelant que

|x| “
#
x si x ě 0,
´x si x ă 0,

Il suffit alors d’autoriser K dans R‹ pour éliminer la valeur absolue.
Pour écrire la solution générale de façon encore plus compacte nous observons que si K “ 0

alors y ” 0, c’est à dire, on retrouve la solution constante nulle.
Finalement, la solution générale de cette équation sera toujours écrite sous la forme suivante

Y “
!
y “ Ke´ cospxq, pour K P R

)
. (32.388)

△

32.14 Équations différentielles linéaires du premier ordre
Définition 32.70 (Équation différentielle linéaire du premier ordre).
Soit I Ă R un intervalle .

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de
la forme

apxqy1 ` bpxqy “ cpxq, pour x P I, (32.389)
où a, b, c sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .

On dit que a, b, c sont les coefficients de l’équation (32.389).

Remarque 32.71.
Une fonction f : R Ñ R est dite linéaire si pour tout x1, x2 dans R et pour tout couple de
constantes λ et µ on a

fpλx1 ` µx2q “ λfpx1q ` µfpx2q. (32.390)
Ces équations différentielles sont dites linéaires parce que la partie de l’équation qui contient y (le
membre de gauche) satisfait la propriété (32.390) par rapport à y. En effet par les propriétés de la
dérivée nous avons que

apxqpλy1 ` µy2q1 ` bpxqpλy1 ` µy2q “ λpapxqy1
1 ` bpxqy1q ` µpapxqy1

2 ` bpxqy2q.
Définition 32.72.
L’équation (32.389) est dite homogène quand c est la fonction nulle. Si (32.389) n’est pas homo-
gène on dit que l’équation

apxqy1 ` bpxqy “ 0, (32.391)
est son équation homogène associée.

Toute équation linéaire du premier ordre homogène est une équation du premier ordre à va-
riables séparables, comme nous en avons vu l’exemple 32.69. Nous n’allons pas répéter les détails
du procédé pour trouver sa solution générale, qui aura la forme suivante

À retenir 32.73

Yh “
"
Ke

´ ş bpxq

apxq
dx : K P R

*
. (32.392)
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Proposition 32.74. (1) Soit yp une solution particulière de l’équation (32.389) et yh une solution
particulière de l’équation homogène associé (32.391). Alors la fonction somme z “ yp ` yh
est encore une solution particulière de l’équation (32.389).

(2) Soient y1 et y2 deux solutions particulières de (32.389). Alors la fonction différence w “
y1 ´ y2 est une solution particulière de (32.391).

Démonstration. (1)

apxq pyp ` yhq1 ` bpxq pyp ` yhq ´ cpxq “ `
apxqy1

p ` bpxqyp ´ cpxq˘ ` `
apxqy1

h ` bpxqyh
˘ “ 0.

(32.393)
(2)

apxq py1 ´ y2q1 ` bpxq py1 ´ y2q “ `
apxqy1

1 ` bpxqy1 ´ cpxq˘ ´ `
apxqy1

2 ` bpxqy2 ´ cpxq˘ “ 0.
(32.394)

Cette proposition permet de démontrer le théorème suivant, qui est le plus important de cette
section.

Théorème 32.75.
Soit yp une solution particulière de l’équation (32.389) et Yh la solution générale de l’équation
(32.391), alors la solution générale de l’équation (32.389) est l’ensemble

Y “ Yh ` yp “ tz “ yh ` yp : y “ h P Yhu . (32.395)

À retenir 32.76
La résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre comporte trois étapes :

(1) résolution de l’équation homogène associée ;
(2) recherche d’une solution particulière de l’équation non homogène ;
(3) somme de la solution générale de l’équation homogène et de la solution particulière

trouvée au point précédent.

La partie qui nous manque encore est de savoir comment trouver une solution particulière de
l’équation non homogène (32.389). Si la fonction c dans (32.389) est une constante ou un polynôme
simple, ou une exponentielle alors on peut essayer de deviner. Cette méthode cependant n’est pas
la plus sure pour des débutants.

Exemple 32.77.
On considère l’équation

y1 ´ 5y “ 10, x P R. (32.396)

Comme tous les coefficients de l’équation sont constants on peut essayer de trouver une solution
constante.

Toutes les fonctions constantes ont une dérivée nulle, par conséquent, si une solution constante
existe elle doit satisfaire ´5y “ 10, ce qui veut dire que la solution constante est ypxq ” ´2. △

Exemple 32.78.
On considère l’équation

xy1 ` y “ x` 1, x P R`,‹. (32.397)

Comme le membre de droite de l’équation est un polynôme de degré un on cherche une solution
de la forme ypxq “ Ax`B avec A et B dans R.

Par substitution on obtient Ax ` pAx ` Bq “ x ` 1, c’est-à-dire que une solution particulière
de l’équation est ypxq “ x{2 ` 1. △
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Exemple 32.79.
L’équation

xy1 ´ y “ x` 1, x P R`,‹. (32.398)

ressemble beaucoup à celle de l’exemple précédent, cependant il n’existe pas un polynôme de degré
un qui en soit solution.

Dans un cas comme celui-ci, il faut rapidement abandonner la divination et replier sur la
méthode, plus technique mais plus sure, dite variation de la constante. △

32.14.1 Méthode de variation de la constante

— Soit Yh la solution générale de l’équation homogène associé à (32.389). Il s’agit d’une famille
à un paramètre de fonctions. La première étape de cette méthode consiste à construire
un candidat solution particulière yp en remplaçant le paramètre dans Yh par une fonction
C : R Ñ R à déterminer.

Exemple 32.80.
L’équation homogène associée à y1 ´ y “ cospxq est y1 ´ y “ 0, dont la solution générale
est Yh “ tCex : C P Ru. Le candidat solution sera alors yp “ Cpxqex, avec C fonction à
déterminer. △

— La deuxième étape de cette méthode consiste à injecter yp dans l’équation. Cela permet de
trouver une équation différentielle à variables séparables pour C, en principe plus facile à
résoudre que l’équation de départ.

Exemple 32.81.
On continue avec l’exemple précédent. On a y1

p “ C 1pxqex ` Cpxqex, d’où

pC 1pxqex ` Cpxqexq ´ Cpxqex “ cospxq,

c’est-à-dire
C 1pxq “ cospxqe´x.

△

— La troisième étape de la méthode consiste à trouver une solution particulière de l’équation
différentielle pour C et, par conséquent déterminer une yp.

Exemple 32.82.
La solution générale de

C 1pxq “ cospxqe´x.

est C “
!
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K : K P R
)

. Il nous suffit une solution particulière, nous pou-

vons donc choisir K “ 0 et alors la solution particulière de (32.389) sera yppxq “ sinpxq´cospxq
2 .

△

Remarque 32.83.
Le plus souvent en intégrant l’équation pour C on en trouvera la solution générale. Dans ce cas
on peut remplacer C par cette solution générale et obtenir d’un seul coup la solution générale
de l’équation (32.389) , c’est-à-dire sans faire la somme entre la solution générale de l’homogène
associée et la solution particulière.

Exemple 32.84.
Dans l’exemple qu’on vient de voir la solution générale de (32.389) est

Y “ Yh ` yp “
"
Cex ` psinpxq ´ cospxqq

2 : C P R
*
. (32.399)
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On obtient le même résultat est écrivant Y “
!
e´x

´
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K
¯

: K P R
)

. Notez qu’on
a changé le nom du paramètre de C à K seulement pour souligner qu’on obtient de même résultat
par deux chemins différents, sinon les deux expressions sont équivalentes ! △

32.15 Équations différentielles linéaires du second ordre
Définition 32.85 (Équation différentielle linéaire du second ordre).
Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation différentielle de la
forme

apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy “ dpxq, pour x P I, (32.400)
où a, b, c et d sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .

On dit que a, b, c et d sont les coefficients de l’équation (32.400).

Dans ce cours nous allons étudier exclusivement le cas où a, b et c sont des fonctions constantes.

Définition 32.86 (Équation différentielle linéaire du second ordre homogène).
Une équation différentielle linéaire du second ordre homogène est une équation différen-
tielle de la forme (32.400), telle que le coefficient d est nul.

À toute équation de la forme (32.400) on peut associer une équation homogène exactement
comme on a fait dans la section précédente pour les équations linéaires du premier ordre.

32.15.1 Équations différentielles linéaires du second ordre homogènes à coeffi-
cients constants

Remarque 32.87.
L’application qui à la fonction y fait correspondre apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy est linéaire, au sens de
la remarque 32.71.

Cela nous dit en particulier, que si y1 et y2 sont deux solutions de l’équation homogène alors
toute leur combinaison de la forme z “ λy1 ` µy2, avec λ et µ dans R, est encore une solution.

Jusqu’ici nous avons toujours travaillé avec des fonctions définies sur R et à valeurs dans R.
Dans cette section nous nous autorisons à passer par des fonctions définies sur R et à valeurs
dans C, mais cela sera uniquement une étape dans nos calculs. Au final toutes les solutions
que nous allons considérer sont des fonctions à valeurs dans R.

La solution générale à valeurs dans les complexes d’une équation de ce type a la forme

YCh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P C, x P Iu , (32.401)

où r1 et r2 sont aussi des nombres complexes. Remarquez que la solution générale est une famille
à deux paramètres. Il faut aussi observer que en tout cas l’intervalle I dans lequel varie x est un
intervalle dans R, parce que I est une des données du problème.

À partir de cette information nous pouvons, pour toute équation donnée, chercher la solution
générale complexe par substitution. Il suffit de remplacer y dans l’équation par erx et chercher
les valeurs de r qui nous conviennent.

Si notre équation de départ est

ay2 ` by1 ` cy “ 0, pour x P I, (32.402)

alors la substitution nous donne
erx

`
ar2 ` br ` c

˘ “ 0.
Il est connu que la fonction exponentielle ne prend pas la valeur 0, par conséquent ce qui s’annule
est le polynôme de degré deux ar2 ` br` c. Il est donc très facile de trouver les valeurs de r qu’on
pourra utiliser comme r1 et r2 dans la solution générale complexe.
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Si b2 ´ 4ac ą 0 : le polynôme admet deux solutions réelles et distinctes, r1 et r2 ;
Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “

α ´ iβ ;
Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2.
Il faut maintenant écrire la solution générale réelle de l’équation, qui est celle que nous intéresse
vraiment. La façon de l’obtenir est différente dans les trois cas.
Si b2 ´ 4ac ą 0 : la solution générale réelle a la même forme que la solution complexe, (32.401),

il suffit de prendre les paramètres C1 et C2 dans R plutôt que dans C.

Yh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P R, x P Iu , (32.403)

Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “
α ´ iβ ; Il faut alors utiliser les formules suivantes

eα`iβ “ eαpcospβq ` i sinpβqq
eα´iβ “ eαpcospβq ´ i sinpβqq. (32.404)

La somme er1x ` er2x, où x est dans I P R, vaut

epα`iβqx ` epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ` eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx cospβxq
et la différence er1x ´ er2x vaut

epα`iβqx ´ epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ´ eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx sinpβxq.
Par ces deux calculs élémentaires nous avons trouvé deux fonctions à valeurs dans R qui
n’ont pas de zéros en commun. Elles sont les génératrices de la famille des solutions réelles
de l’équation différentielle (la solution générale)

Yh “ teαx pC1 cospβxq ` C2 sinpβxqq : C1, C2 P R, x P Iu , (32.405)

Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2. Dans ce cas la solution
générale de l’équation est la famille

Yh “ tpC1 ` C2xqerx : C1, C2 P R, x P Iu . (32.406)

Pour justifier cette formule nous observons d’abord que toute fonction x ÞÑ Cerx, pour
C P R est une solution de l’équation différentielle (par construction). Ensuite nous utilisons
la méthode de variation de la constante. On trouve rapidement que si une fonction de la forme
x ÞÑ Cpxqerx est une solution alors Cpxq est un polynôme de degré au plus 1, c’est-à-dire
Cpxq “ C1 ` C2x avec C1 et C2 dans R.

32.15.2 Linéaires du second ordre à coefficients constants, non homogènes

Nous ne présentons pas une méthode générale pour la résolution de ces équations. Comme dans
le cas des équations différentielles linéaires du premier ordre non homogènes, la solution générale
de (32.400) est donnée par la somme d’une solution particulière et de la solution générale de
l’équation homogène associée. La recherche d’une solution particulière est facilitée par le fait que
les coefficients de (32.400) sont supposés constants, c’est-à-dire que a, b et c sont des fonctions
constantes. Il faut essayer de deviner la forme d’une solution particulière à partir de la forme du
second membre de l’équation, la fonction d. Si d est un polynôme il faut essayer avec un polynôme
du même degré, si d est une exponentielle, par exemple dpxq “ e5x, on pourra essayer avec un
multiple de la même fonction exponentielle, dans l’exemple fpxq “ ke5x, avec k à determiner. Si d
est une combinaison linéaire de sinus et cosinus, comme par exemple 12 cospxq ` 2 sinpxq, on peut
essayer avec k1 cospxq ` k2 sinpxq.
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Exemple 32.88.
On considère l’équation différentielle

y2 ` 12y1 ` 36y “ ´192e2x, x P R. (32.407)

Son équation homogène associée est

y2 ` 12y1 ` 36y “ 0, (32.408)

dont le polynôme caractéristique est r2 ` 12r` 36. Ce polynôme admet une racine double, qui est
´6, par conséquent la solution générale de (32.408) est

Yh “ ␣pC1 ` C2xqe´6x : C1, C2 P R, x P R( .
Le membre de droite de (32.407) est une fonction exponentielle, nous allons donc chercher une
solution particulière de (32.407) de la forme fpxq “ ke2x. Par substitution nous trouvons

ke2xp4 ` 12 ˆ 2 ` 36q “ ´192e2x,

ce qui veut dire que k doit être ´3.
La solution générale de l’équation (32.407) est donc

Y “ ␣pC1 ` C2xqe´6x ´ 3e2x : C1, C2 P R, x P R( .
△

Exemple 32.89.
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 12 cospxq ` 2 sinpxq, x P R. (32.409)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (32.408), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (32.407).

Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1 cospxq ` k2 sinpxq. Par substitution on trouve

´ pk1 cospxq ` k2 sinpxqq ` 12 p´k1 sinpxq ` k2 cospxqq ` 36 pk1 cospxq ` k2 sinpxqq
“ 12 cospxq ` 2 sinpxq

Cette équation doit être satisfaite pour toute valeur de x, en particulier pour x “ 0 et x “ π{2.
Cela revient à considère séparément les coefficients des fonctions sinus et cosinus. Il faut alors que
k1 et k2 soient solutions du système

#
´k1 ` 12k2 ` 36k1 “ 12,
´k2 ´ 12k1 ` 36k2 “ 2.

On trouve k1 “ 396{1369 et k2 “ 214{1369, et la solution générale de notre équation est

Y “
"

pC1 ` C2xqe´6x ` 396
1369 cospxq ` 214

1369 sinpxq : C1, C2 P R, x P R
*
.

△

Exemple 32.90.
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 10x2 ` 3, x P R. (32.410)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (32.408), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (32.407).
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Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1x2 ` k2x` k3. Par substitution on trouve

p2k1q ` 12 p2k1x` k2q ` 36
`
k1x

2 ` k2x` k3
˘ “ 10x2 ` 3.

Pour trouver les bonnes valeurs des coefficients nous devons résoudre le système
$
’&
’%

36k1 “ 10,
24k1 ` 36k2 “ 0,
2k1 ` 12k2 ` 36k3 “ 3,

ce qui donne k1 “ 5{18, k2 “ ´5{27 et k3 “ 7{54. La solution générale de notre équation est

Y “
"

pC1 ` C2xqe´6x ` 5
18x

2 ´ 5
27x` 7

54 : C1, C2 P R, x P R
*
.

△

32.16 Fonction de Green
Soit l’équation différentielle

"
y2pxq “ gpxq (32.411a)
yp0q “ yp1q “ 0 (32.411b)

pour x P s0, 1r et où g est continue sur s0, 1r.
Nous définissons la fonction de Green

Gpx, tq “
#
tpx´ 1q si 0 ď t ď x ď 1
xpt´ 1q si 0 ď x ď t ď 1,

(32.412)

et nous allons montrer que

ypxq “
ż 1

0
Gpx, tqgptqdt (32.413)

est l’unique solution.
(i) Unicité Si y1 et y2 sont des solutions, alors y2

1 “ y2
2 et donc y1pxq “ y2pxq`ax`b. Les conditions

aux bords donnent alors 0 “ y1p0q “ y2p0q ` b “ b. D’où b “ 0. En imposant y1p1q “ 0 nous
trouvons alors immédiatement a “ 0, ce qui donne y1 “ y2.

(ii) Existence Il est vite vérifié qu’avec (32.413) nous avons yp0q “ yp1q “ 0 parce que Gp0, tq “
Gp1, tq “ 0 pour tout t. Nous fixons une valeur pour x P s0, 1r et nous découpons l’intégrale :

ypxq “
ż x

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

x
Gpx, tqgptqdt. (32.414)

Pour calculer y1pxq, il faut dériver à la fois à travers l’intégrale et dans la borne. Si vous
connaissez une formule pour faire cela, c’est bien pour vous. Nous allons faire ça à la main
et poser

Ipx, yq “
ż y

0
tpx´ 1qgptqdt. (32.415)

La dérivation de I par rapport à x se fait en utilisant le théorème 17.27 :

BI
Bxpx, yq “

ż y

0
tgptqdt. (32.416)

Pour la dérivation par rapport à y, il s’agit du théorème fondamental de l’analyse, plus
précisément le lien primitive et intégrale de la proposition 14.246 :

BI
By px, yq “ ypx´ 1qgpyq. (32.417)
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Maintenant nous considérons la fonction φIpxq “ Ipx, xq. Elle satisfait à

φ1
Ipxq “ BI

Bxpx, xq ` BI
By px, xq “

ż x

0
tgptq ` xpx´ 1qgpxq. (32.418)

Le même jeu avec Jpx, yq “ ş1
y xpt´ 1qgptqdt donne

φ1
Jpxq “

ż x

0
fgptqdt` xpx´ 1qgpxq. (32.419)

En remettant les bouts ensemble,

ypxq “
ż x

0
tgptqdt`

ż x

1
p1 ´ tqgptqdt. (32.420)

Le calcul de la dérivée seconde donne alors

y2pxq “ xgpxq ` p1 ´ xqgpxq “ gpxq. (32.421)

Nous pouvons aussi, sur cette équation, estimer la variation de la solution en termes d’une
variation de g. Soit donc une fonction continue δg sur r0, 1s et g̃ “ g ` δg. Nous considérons
l’équation différentielle

"
ỹ2pxq “ g̃pxq (32.422a)
ỹp0q “ ỹp1q “ 0. (32.422b)

Par ce que nous venons de faire, l’unique solution est

ỹpxq “
ż 1

0
Gpx, tqg̃ptqdt “

ż 1

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt “ ypxq ` δypxq (32.423)

où δy est une fonction continue ainsi définie :

δypxq “
ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt. (32.424)

Supposons que }δg}8 “ ϵ. Alors des majorations donnent

|δypxq| ď ϵ

ż 1

0
|Gpx, tq|dt “ ϵp1 ´ xq

ż x

0
tdt` ϵx

ż 1

x
p1 ´ tqdt “ ϵ

2xp1 ´ xq. (32.425)

Mais la fonction x ÞÑ xp1´xq a son maximum en x “ 1
2 , donc nous pouvons donner une majoration

indépendante de x :
}δy}8 ď 1

8}δg}8. (32.426)

Notons que la majoration (32.426) en norme uniforme a l’air plus impressionnante, mais la majo-
ration (32.425) donnant une majoration séparée pour chaque x est en réalité plus précise.
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Chapitre 33

Équations aux dérivées partielles

33.1 Symbole principal, équation des caractéristiques
Soit l’équation différentielle semi-linéaire d’ordre k

ÿ

|α|“k
aαpxqpBαuqpxq ` F

´
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1uqpxq

¯
“ 0 (33.1)

pour la fonction u : Rd Ñ R.

Définition 33.1.
Le symbole principal de l’équation (33.1) est l’application

σ : Rd ˆRd Ñ R

px, ξq ÞÑ
ÿ

|α|“k
aαpxqξα (33.2)

où si α “ pα1, . . . , αdq et ξ “ pξ1, . . . , ξdq alors ξα “ ξα1
1 . . . ξαd

d .

Définition 33.2.
Les caractéristiques de l’équation (33.1) est une surface S de Rd donné par une équation de la
forme ϕpxq “ 0 où ϕ satisfait à

σ
`
x,∇ϕpxq˘ “ 0 (33.3)

et ∇ϕpxq ‰ 0 pour tout x P S.

33.2 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 1
Nous[636, 637] voulons étudier l’équation d’ordre 1

apx, yqBu
Bxpx, yq ` bpx, yqBu

By px, yq ` cpx, yqupx, yq “ fpx, yq (33.4)

Le champ de vecteurs associé à cette équation est

v “
ˆ
a
b

˙
, (33.5)

et l’équation peut être écrite sous la forme

pv· ∇q ` cu “ f. (33.6)

Définition 33.3.
Le flot de ce champ de vecteurs sont les courbes paramétriques γptq “ `

xptq, yptq˘ vérifiant γ1tptq “
v
`
γptq˘.

2225
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Les équations du flot pour l’équation (33.4) sont
#
x1ptq “ a

`
xpyq, yptq˘ (33.7a)

y1ptq “ b
`
xpyq, yptq˘. (33.7b)

Ce sont des équations différentielles ordinaires. Un système de deux équations couplées du premier
ordre.

Quel est l’intérêt du flot ? Nous allons voir que sur la ligne t ÞÑ γptq, la fonction u est constante.
Or des solutions γ au système (33.7), il y en aura plusieurs : une pour chaque valeur des constantes
d’intégration. Pour peu que ces lignes recouvrent tout le plan, nous pourrons résoudre l’équation
de départ ligne par ligne.

Nous posons

ũptq “ u
`
xptq, yptq˘ (33.8a)

c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ (33.8b)

f̃ptq “ f
`
xptq, yptq˘. (33.8c)

La fonction ũ est une fonction R Ñ R normale qui se dérive normalement, en suivant la règle de
dérivation des fonctions composées :

ũ1ptq “ Bu
Bx

`
xptq, yptq˘x1ptq ` Bu

By
`
xptq, yptq˘y1ptq (33.9a)

“ a
Bu
Bx ` b

Bu
By (33.9b)

“ f
`
xptq, yptq˘ ´ c

`
xptq, yptq˘u`xptq, yptq˘ (33.9c)

“ f̃ptq ´ c̃ptqũptq. (33.9d)

Nous avons pour ũ l’équation différentielle ordinaire

ũ1 ` c̃ũ “ f̃ (33.10)

qui est résolue par la proposition 32.10.

33.2.1 Un exemple complet un peu minimal

Nous considérons l’équation différentielle[636]

Bu
Bx ´ Bu

By ´ px´ yqu “ 0. (33.11)

Et nous allons la résoudre.
Les équations du flot, sont simples parce que les coefficients sont des constantes : x1ptq “ 1,

y1ptq “ ´1. Donc

xptq “ t` C1 (33.12a)
yptq “ ´t` C2. (33.12b)

À priori nous avons une caractéristique pour chaque choix de pC1, C2q et nous espérons que le tout
recouvre le plan R2. En fait seule une des deux constantes doit être laissée libre, l’autre consiste
seulement en décaler le paramètre t. Nous posons donc C1 “ 0 et nous considérons les courbes
caractéristiques

γCptq “
ˆ

t
´t` C

˙
. (33.13)

Ces courbes recouvrent bien tout le plan. Pour savoir les valeurs de u sur la courbe γC , nous devons
résoudre l’équation différentielle ordinaire

ũ1
C ` c̃ũC “ f̃ , (33.14)
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en sachant que c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ “ ´`

xptq ´ yptq˘ “ 2t ´ C. Cela se fait en suivant la méthode
décrite dans l’exemple 32.8 et résumée dans la proposition 32.10.

En termes de notations, ũCptq “ u
`
γCptq˘. Récrivons l’équation :

ũ1ptq ´ p2t´ Cqũptq “ 0. (33.15)
La méthode pour la résoudre est de mettre les ũ d’un côté et les t de l’autre :

ũ1

u
“ 2t´ C. (33.16)

En intégrant par rapport à t des deux côtés,
lnpũq “ t2 ´ Ct`KC , (33.17)

c’est-à-dire (avec redéfinition de KC)

ũptq “ KCe
t2´Ct (33.18)

ou encore
u
`
γCptq˘ “ KCe

t2´Ct (33.19)
où C est le paramètre que nous déterminons en sachant sur quelle caractéristique se trouve le point
px, yq où nous voulons calculer upx, yq et K est une constante (strictement positive parce que si
vous avez suivi le mouvement, c’est une exponentielle) qui doit être déterminée par les conditions
initiales. Dès que K est fixé pour un des points de la courbe γC , alors il est fixé pour tous les
points.

Ce que nous avons obtenu est qu’il existe un KC tel que pour tout t nous avons
u
`
γCptq˘ “ KCe

t2´Ct. (33.20)
Soit donc un point px0, y0q P R2. Nous devons d’abord déterminer où ce point se trouve par

rapport aux caractéristiques, c’est-à-dire quelle est la valeur de C pour laquelle px0, y0q est sur la
courbe γC , et ensuite déterminer pour quelle valeur de t nous aurons γCptq “ px0, y0q. À résoudre :

γCpt0q “
ˆ

t0
´t0 ` C

˙
“
ˆ
x0
y0

˙
. (33.21)

Donc t0 “ x0 et C “ x0 ` y0. En reprenant (33.19) nous avons

u
`
γCpt0q˘ “ Kex

2
0´px0`y0qx0 “ Ke´x0y0 . (33.22)

Pour peu que des conditions soient donnée sur chaque caractéristique, nous pouvons déterminer
K. Attention : ce K est une constante d’intégration de l’équation différentielle ordinaire pour ũ.
Donc elle n’est valable que sur chaque caractéristique séparément. Cela n’est donc pas du tout une
constante sur R2.

Nous pouvons maintenant écrire la solution générale de l’équation de départ. L’équation car-
tésienne de la courbe γC est

x` y “ C. (33.23)
Donc K est une fonction de x` y, pas de x et y séparément. Cela est important à comprendre. À
priori nous avons

upx, yq “ Kpx, yqe´xy (33.24)
où Kpx, yq est constante sur la courbe γC contenant px, yq. Nous avons

— si x1 ` y1 “ x2 ` y2,
— alors il existe C tel que px1, y1q et px2, y2q sont sur γC ,
— alors Kpx1, y2q “ Kpx2, y2q.

Donc il existe une fonction R Ñ R telle que Kpx, yq “ fpx` yq.
Au final, la solution générale de l’équation est

upx, yq “ fpx` yqe´xy (33.25)
où f est une fonction à déterminer par les conditions initiales qui peuvent être données. Typi-
quement nous espérons que les conditions imposent une et une seule valeur de u sur chacune des
courbes γC .
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33.2.2 Un théorème d’existence et d’unicité

La méthode des caractéristiques donne essentiellement une preuve de l’unicité des solutions
aux équations de transport, et une méthode pour construire cette solution. En effet, la procédure
suivante permet de construire upx0, y0q.

— Trouver la caractéristique passant par le point px0, y0q
— Calculer en quel point elle passe par une condition initiale donnée.
— Attribuer à upx0, y0q la valeur trouvée sur la caractéristique là où elle passe par une condition

initiale.
Rien ne permet à priori de savoir que cette procédure construit effectivement une solution. En
particulier, comment calculer Bxu ? Le quotient différentiel serait

Bu
Bxpx, yq “ lim

ϵÑ0

upx` ϵ, yq ´ upx, yq
ϵ

, (33.26)

mais la caractéristique donnant la valeur de upx` ϵ, yq est différente pour chaque ϵ. Rien à priori
ne permet d’affirmer que le calcul soit simple, ni qu’il arrive à une solution du problème donné.

D’où la nécessité d’avoir un résultat un peu rigoureux donnant des conditions sous lesquelles
les choses vont bien.

Proposition 33.4 (Équation de transport à coefficients variables[637, 627]).
Soit une fonction c : R2 Ñ R de classe C2 en ses deux variables et uniformément Lipschitziennes
en sa première variable 1 et g P C1pRq. Alors l’équation aux dérivées partielles de premier ordre

$
&
%

Bu
Bxpx, tq ` cpx, tqBu

Bt px, yq “ 0 (33.27a)

upx, 0q “ hpyq (33.27b)

admet une unique solution de classe C1.
Cette solution est construite de la façon suivante 2. D’abord nous considérons la solution X au

problème
$
&
%

BX
Bs ps;x, tq “ c

`
Xps;x, tq, s˘ (33.28a)

Xpt;x, tq “ x, (33.28b)

et ensuite le problème (33.27) a pour unique solution

upx, tq “ h
`
Xp0;x, tq˘. (33.29)

Démonstration. Nous commençons par étudier l’existence et l’unicité de la fonction X définie par
le problème 33.28. La fonction c ici est dans les hypothèses de la fonction f du théorème de Cauchy-
Lipschitz global 17.43. D’où l’existence et l’unicité de la fonction s ÞÑ Xps;x, tq sur R pour chaque
px, yq donné 3.

Le lemme 32.36 nous dit que X est de classe C2 en ps, x, tq. Donc nous pourrons dériver et
permuter les dérivées autant que nous voudrons (sans exagérer : ordre 2 au maximum).

(i) Unicité Nous montrons que u doit être constante sur le chemin

γpx,tqpsq “
ˆ
Xps;x, tq

s

˙
. (33.30)

1. Dans [627], on ne demande que continue puis uniformément Lipschitz. Moi je crois que ce n’est pas assez pour
assurer la dérivabilité de X par rapport à x, et encore moins pour permuter les dérivées dans B

2
txY .

2. Le fait que la construction ait un sens fait partie des choses à prouver
3. Avec l’énoncé tel que donné dans [637], il faut utiliser la technique de 32.21 pour l’existence globale, parce que

la fonction b là-dedans n’est pas dans les mêmes hypothèses.
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En effet, en posant
φpsq “ u

`
γpsq˘ “ u

`
Xps;x, tq, s˘, (33.31)

et en dérivant nous obtenons

φ1psq “ Bu
Bt

`
Xps;x, tq, s˘BX

Bs ps;x, tq ` Bu
Bt

`
Xps;x, tq˘ “ 0. (33.32)

Par conséquent la valeur commune de tous les u
`
γpx,tqpsq

˘
doit être celle en γpx,tqp0q “

hpXp0;x, tqq
Cela prouve l’unicité parce que la valeur de u est fixée en tout point. Nous devons encore
vérifier que la fonction u ainsi construite est bien une solution du problème. C’est l’objet de
la partie « existence » de la preuve.

(ii) Existence Même l’existence est divisée en plusieurs étapes.
(i) Mise en place Nous prouvons que la fonction u donné par (33.29) est une solution du

problème. Nous avons :
Bu
Bt px, tq “ h1`Xp0;x, tq˘BX

Bt p0;x, tq (33.33)

et Bu
Bxpx, tq “ h1`Xp0;x, tq˘BX

Bx p0;x, tq, (33.34)

de sorte qu’en posant

gps;x, tq “ BX
Bt ps;x, tq ` cpx, tqBX

Bx ps;x, tq (33.35)

nous avons Bu
Bt ` c

Bu
Bx “ h1`Xp0;x, tq˘gp0;x, tq. (33.36)

(ii) Une équation différentielle pour g Nous allons prouver que

Bg
Bs ps;x, tq “ αpx,tqpsqgps;x, tq (33.37)

avec 4

αpx,tqpsq “ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘. (33.38)

D’abord nous avons
Bg
Bs ps;x, tq “ B2X

BsBtps;x, tq ` cpx, tq B2X

BsBxps;x, tq. (33.39)

Nous permutons les dérivées et nous tenons compte de (33.28) :
Bg
Bs ps;x, tq “ B

Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
` cpx, tq B

Bx
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
. (33.40)

Nous dérivons maintenant plus en profondeur. D’une part
B
Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc

Bx
´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bt ps;x, tq (33.41)

et d’autre part,
B

Bx
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc

Bx
´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bx ps;x, tq, (33.42)

de telle sorte que
Bg
Bs ps;x, tq “ Bc

Bx
`
Xps;x, tq, s˘

”BX
Bt ps;x, tq ` cpx, tqBX

Bx ps;x, tq
ı

(33.43a)

“ αpx,tqpsqgps;x, tq. (33.43b)
4. La ligne suivante est une de celles qui me font penser qu’il manque des hypothèses dans [627]. Il faut bien pouvoir

dériver c.
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(iii) Une condition initiale pour g Nous montrons maintenant que gpt;x, tq “ 0. La condi-
tion initiale pour X est Xpt;x, tq “ x pour tout t, x P R. Nous dérivons cette dernière
par rapport à x et à t :

BX
Bx pt;x, tq “ 1 (33.44a)

BX
Bs pt;x, tq ` BX

Bt pt;x, tq “ 0. (33.44b)

Mais BsXpt;x, tq “ c
`
Xpt;x, tq, t˘, donc la relation (33.44b) donne

BX
Bt pt;x, tq “ ´c`Xpt;x, tq, t˘ “ ´cpx, tq (33.45)

où nous avons tenu compte du fait que Xpt;x, tq “ x.
Voyons à présent ce que (33.44a) et (33.45) donnent pour gpt;x, tq :

gpt;x, tq “ BX
Bt pt;x, tq ` cpx, tqBX

Bx pt;x, tq “ ´cpx, tq ` cpx, tq “ 0. (33.46)

(iv) Conclusion pour g La fonction g vérifie l’équation différentielle
$
&
%

Bg
Bs psq “ αpsqgpsq (33.47a)

gptq “ 0. (33.47b)

Bien entendu, gpsq “ 0 est une solution. Mais la solution à ce système est unique par
Cauchy-Lipschitz 17.42. Ici nous utilisons le fait que

ps, yq ÞÑ αpsqy (33.48)

est continue. C’est-à-dire entre autres que

s ÞÑ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘ (33.49)

doit être continue. C’est le cas parce que c est de classe C1 en sa première variable.

Les hypothèses de la proposition 33.4 sont loin d’être optimales. Voici un exemple dans lequel
c n’est même pas dérivable par rapport à t et qui se passe très bien quand même.

Exemple 33.5.
Soit l’équation différentielle

$
&
%

Bu
Bt px, tq ` |t´ 1|Bu

Bxpx, tq “ 0 (33.50a)

upx, 0q “ hpxq (33.50b)

où h est une fonction bien régulière ; mettons Cp. En suivant la méthode de la proposition nous
devrions poser l’équation différentielle

$
&
%

BX
Bs ps;x, tq “ |s´ 1| (33.51a)

Xpt;x, tq “ x. (33.51b)

Cela est la caractéristique passant par px, tq. Cependant il sera plus simple de chercher les carac-
téristiques en demandant qu’elles passent par px0, 0q. Nous allons donc plutôt résoudre pour Xx0

l’équation différentielle
$
&
%

BX
Bs psq “ |s´ 1| (33.52a)

Xx0p0q “ x0 (33.52b)
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et les courbes caractéristiques seront les chemins

γx0psq “
ˆ
Xx0psq
s

˙
. (33.53)

La résolution donne d’abord

Xx0psq “
#

´ s2

2 ` s`K1 si s ă 1
s2

2 ´ s`K2 si s ą 1.
(33.54)

Vu que la condition initiale est donnée pour s “ 0, nous fixons K1 pour la condition initiale et K2
pour la continuité :

Xx0psq “

$
’&
’%

´ s2

2 ` s` x1 si s ă 1
1
2 ` x0 si s “ 1
s2

2 ´ s` 1 ` x0 si s ą 1.
(33.55)

Soit px, tq P R2. Quelle caractéristique passe par là ? Nous allons déterminer la fonction x0px, tq
qui donne le x0 tel que la caractéristique γx0 passe par px, tq. Nous devons résoudre

ˆ
Xx0psq
s

˙
“
ˆ
x
t

˙
. (33.56)

Directement : s “ t. Et ensuite Xx0ptq “ x. Nous avons

x0px, tq “

$
’&
’%

x` t2

2 ´ t si t ă 1
x´ 1

2 si t “ 1
x´ t2

2 ` t´ 1 si t ą 1.
(33.57)

Le truc presque étonnant est que x0 est de classe C1. En effet le calcul de

Bx0
Bt p1q “ lim

ϵÑ0

x0px, 1 ` ϵq ´ x0px, 1q
ϵ

(33.58)

se fait en séparant les limites ϵ Ñ 0` et ϵ Ñ 0´. Le résultat est que Btx0p1q “ 0. Nous avons donc

Bx0
Bt ptq “

$
’&
’%

t´ 1 si t ă 1
0 si t “ 1
´t` 1 si t ą 1.

(33.59)

Cela étant continu, la fonction x0 est de classe C1 en t, et la dérivée en x étant toujours 1, elle est
de classe C1.

En ce qui concerne la solution de l’équation de départ,

upx, tq “ h
`
Xx0px,tqp0q˘ “ h

`
x0px, tq˘. (33.60)

Pourvu que h soit assez régulière, la fonction u est facilement de classe C1. △

33.3 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 2
33.3.1 Principe général

Soit l’opérateur différentiel agissant sur C2pR2q :

D “ apx, yq B2

Bx2 ` bpx, yq B2

BxBy ` cpx, yq B2

By2 . (33.61)

Nous voulons résoudre des équations du type Du “ 0 pour u : R2 Ñ R.
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Pour commencer[636], et c’est le point crucial, nous voyons D comme un polynôme en Bx et By
et nous le factorisons : si

aX2 ` bXY ` cY “ pαX ` βY qpγX ` δY q (33.62)

alors nous avons

D “
ˆ
α

B
Bx ` β

B
By

˙ˆ
γ

B
Bx ` δ

By
B
˙

` termes d’ordre inférieurs. (33.63)

Les « termes d’ordre inférieurs » sont ceux de la forme αpx, yq Bδ
Bx

B
By .

L’astuce est de poser
v “ pγBx ` δByqu, (33.64)

et de résoudre le système
" pαBx ` βByqv “ 0 (33.65a)

pγBx ` δByqu “ v. (33.65b)

Cela sont deux équations différentielles du premier ordre pour lesquelles nous avons déjà des
techniques décrites en la section 33.2.

Afin que les fonctions α, β, γ et δ soient réelles, il faut que b2 ´ 4ac ě 0. Sachant que a “ αγ,
b “ αδ ` βγ et c “ βδ cette condition sur a, b et c donne

pαδ ` βγq2 ´ 4αγβδ ě 0. (33.66)

Cela revient à
pαδ ´ βγq2 ě 0. (33.67)

Nous supposons à présent que l’inégalité soit stricte (cas hyperbolique). Nous avons en particulier
que

αδ ´ βγ ‰ 0. (33.68)

Cette condition implique que les équations

dx

dt
“ αpx, yq dy

dt
“ βpx, yq (33.69)

sont indépendantes des équations

dx

dt
“ γpx, yq dy

dt
“ δpx, yq (33.70)

Ce sont les équations caractéristiques des équations (33.65).

33.3.2 Exemple : l’équation d’onde

Nous considérons l’équation aux dérivées partielles

B2u

Bt2 ´ c2 B2u

Bx2 “ 0 (33.71)

où c est une constante réelle. Nous en cherchons des solutions de classe C2.
L’opérateur différentiel est donné par le polynôme P pT,Xq “ T 2 ´ c2X2 qui se factorise en

P “ pT ` cXqpT ´ cXq, (33.72)

c’est-à-dire que nous pouvons récrire l’équation des ondes sous la forme

pBt ` cBxqpBt ´ cBxqu “ 0. (33.73)
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Nous posons donc v “ pBt ´ cBxqu et nous avons le système[626]
" pBt ` cBxqv “ 0 (33.74a)

pBt ´ cBxqu “ v. (33.74b)

La méthode des caractéristiques est efficace pour résoudre la première, et pour trouver la solution
générale de l’homogène associée à la seconde.

Nous nous lançons dans la résolution de (33.74a). Le flot est v “
ˆ

1
c

˙
, et nous cherchons ses

courbes intégrales sous la forme φptq “ `
t, xptq˘. Immédiatement, x1ptq “ c, ce qui donne

γCptq “
ˆ

t
ct` C

˙
. (33.75)

Cela donne une caractéristique pour chaque valeur de C. En posant ṽCptq “ vpt, ct`Cq nous avons

ṽ1
Cptq “ Bv

Bt
`
γCptq˘ ` c

Bv
Bt

`
γCptq˘ “ 0. (33.76)

Donc ṽC est une fonction constante. Donc u est constant sur la courbe γC dont l’équation carté-
sienne est x´ ct “ C. Cela implique que

vpt, xq “ fpx´ ctq (33.77)

où f est une fonction de classe C1. En effet si pt1, x1q et pt2, x2q vérifient x1 ´ ct1 “ x2 ´ ct2 alors
vpt1, x2q “ vpt2, x2q. Le fait que f soit C1 est une demande que u soit au final dans C2.

Nous devons maintenant résoudre l’équation (33.74b)

pBt ´ cBxqu “ v. (33.78)

Nous allons agir conformément à la stratégie expliquée par le lemme 32.6. Nous devons résoudre
Du “ v avec

D : C2pRq Ñ DpC2pRqq
u ÞÑ pBt ´ cBxqu. (33.79)

Par la même méthode des caractéristiques que celle déjà menée plus haut nous trouvons kerpDq
comme solution générale de pBt ´ cBxquG “ 0. C’est-à-dire

uG “ gpx` ctq (33.80)

où g est une fonction quelconque de classe C2.
Il nous faut maintenant une solution particulière de

pBt ´ cBxquP pt, xq “ fpx´ ctq. (33.81)

Si F est une primitive de f alors

uP pt, xq “ ´ 1
2cF px´ ctq (33.82)

fonctionne. Vu que f est quelconque dans C1pRq, la fonction F est un élément quelconque de
C2pRq. Au final, la solution générale de l’équation des ondes est

upt, xq “ g1px` ctq ` g2px´ ctq (33.83)

où g1 et g2 sont des éléments de C2pRq.
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33.4 Classification des équations du second ordre
Soit une équation générale d’ordre 2 sur R2 :

a
B2u

Bx2 ` b
B2u

BxBy ` c
B2u

By2 ` d
Bu
Bx ` e

Bu
By ` βu “ f. (33.84)

En ce qui concerne son symbole principal nous avons

σpx, y, ξ1, ξ2q “ apx, yqξ2
1 ` bpx, yqξ1ξ2 ` cpx, yqξ2

2 , (33.85)

ce qui donne l’équation des caractéristiques

a

ˆBϕ
Bx

˙2
` b

Bϕ
Bx

Bϕ
By ` c

ˆBϕ
By

˙2
“ 0. (33.86)

Si nous nous posons sur un point px0, y0q tel que ∇ϕpx0, y0q “ 0 et Bxϕpx0, y0q ‰ 0 alors, via le
théorème de la fonction implicite 5, la condition ϕpx, yq “ 0 définit une fonction y ÞÑ xpyq vérifiant

ϕ
`
xpyq, y˘ “ 0 (33.87)

pour tout y dans un voisinage de y0.
Nous pouvons obtenir une équation différentielle ordinaire pour x de la façon suivante. D’abord

nous posons φpyq “ ϕ
`
xpyq, y˘ et ensuite nous calculons la dérivée de φ (qui est nulle par construc-

tion) :
0 “ φ1pyq “ Bϕ

Bxx
1 ` Bϕ

By . (33.88)

Nous pouvons donc remplacer Byϕ par x1Bxϕ dans l’équation des caractéristiques (33.86) :

a

ˆBϕ
Bx

˙2
` bx1

ˆBϕ
Bx

˙2
` c

ˆBϕ
Bx

˙2
px1q2 “ 0. (33.89)

Vu que nous avons supposé pBxϕq ‰ 0 sur un voisinage de px0, y0q nous pouvons simplifier par
pBxϕq2 et avoir l’équation différentielle ordinaire

a
`
xpyq, y˘ ` b

`
xpyq, y˘x1pyq ` c

`
xpyq, y˘x1pyq2 “ 0. (33.90)

Notons que, conformément à ce que raconte le théorème des fonctions implicites, nous avons pris
un voisinage de y0 suffisamment petit pour que xpyq reste dans un voisinage de x0. Ce voisinage
étant, nous pouvons le restreindre pour nous assurer du signe de a, b et c. Cela est évidemment
très théorique parce que le théorème de la fonction implicite parle de l’existence de voisinages,
mais pas de façon de les construire.

Nous donnons la classification suivante.

Définition 33.6.
Si b2 ´ 4ac ă 0 alors l’équation est elliptique.

Si b2 ´ 4ac ą 0 alors l’équation est hyperbolique.
Si b2 ´ 4ac “ 0 alors l’équation est parabolique.

Exemple 33.7.
Un exemple d’équation parabolique est l’équation de la chaleur

Bu
Bt ´ α

B2u

Bx2 “ 0 (33.91)

où α ą 0 est une constante. Cette équation est avec a “ c “ 0, donc elle est parabolique. △
5. Théorème 17.51.
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Une équation aux dérivées partielles peut changer de nature selon le point.

Exemple 33.8.
Soit l’équation

B2u

Bx2 ´ px2 ´ y2qB2u

By2 “ 0. (33.92)

Son b2 ´ 4ac vaut 4px2 ´ y2q. Elle peut donc être hyperbolique, parabolique ou elliptique selon le
point où l’on se trouve. △

33.4.1 Problème au limite

Dans les définitions qui suivent nous considérons un ouvert Ω Ă Rd assez régulier et possédant
en particulier un vecteur normal extérieur npxq pour tout point x P BΩ.

Définition 33.9.
Un problème aux limites de Dirichlet est d’imposer la condition

upxq “ gpxq (33.93)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer la valeur de u sur une partie du bord du domaine.

Définition 33.10.
Un problème aux limites de Von Neumann est d’imposer

Bu
Bn ·x “ gpxq (33.94)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer les valeurs de la dérivée normale de u sur une partie
du bord.

Exemple 33.11.
Lorsqu’on veut imposer un flux de chaleur aux bords d’un domaine pour l’équation de la chaleur,
il s’agit de poser des conditions de type Von Neumann. △

Définition 33.12.
Soit un domaine Ω de Rd et un opérateur différentiel L sur une partie de FunpΩq. Soit une fonction
g sur BΩ. Un problème aux limites stationnaires est un problème du type : trouver u définie
sur Ω telle que

"
Lpuq “ f (33.95a)
u|BΩ “ g. (33.95b)

Définition 33.13.
Un problème aux limites d’évolution est du type : trouver u P Fun

`s0,8r ˆ Ω
˘

tel que
$
’&
’%

Bmu
Btm ` Lpuq “ f sur s0,8r ˆ Ω
upt, .q “ gpt, .q sur s0,8r ˆ BΩ
up0, .q “ u0 sur Ω

(33.96)

où u0 est une fonction sur Ω.
L’opérateur L ne doit pas opérer sur la partie « t » de u.

Définition 33.14 (Problème bien posé au sens de Hadamard).
Un problème aux limites est bien posé au sens de Hadamard si

(1) Il admet une unique solution.
(2) La solution dépend de façon continue en les données du problème.
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La continuité est au sens des normes sur les fonctions sur BΩ et sur Ω en ce qui concerne les
fonctions « données » du problème et des normes pour les fonctions sur Ω ou Ω̄ en ce qui concerne
la solution.

Exemple 33.15 (Un problème de Dirichlet bien posé).
Trouver la fonction u définie sur Ω “ r0, 1s2 telle que

#
´∆u “ 0 sur Ω
u “ g sur BΩ.

(33.97)

△

33.5 Principe du maximum
Lemme 33.16 ([498]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P COpΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω 6.

Nous posons L1 “ ´ř
ij AijBij. Si u P C2pΩq atteint un minimum local en x0 P Ω, alors

pL1uqpx0q ď 0. (33.98)

Démonstration. Nous allons bien entendu diagonaliser A. Si T est une matrice nous avons, en
posant upxq “ vpTxq :

Bu
Bxi pxq “

ÿ

k

Bv
Bxk pTxqTki (33.99)

et
B2u

BxjBxi pxq “
ÿ

kl

TkiTlj
B2v

BxlBxk pTxq. (33.100)

Si T est en particulier une matrice orthogonale diagonalisant A (théorème 9.212) nous avons
T´1 “ T t et ÿ

ij

TkiAijT
´1
jl “ Dkl “ λkδkl (33.101)

où les λk sont les valeurs propres de A. Notons que partout ici, tout est fonction de x sur Ω : tant
A que T que les λk. Avec tous ces résultats nous calculons vite que

pLuqpx0q “ ´
ÿ

k

λkpB2
kvqpTx0q. (33.102)

Si x0 P Ω est un minimum local de u, alors l’application v a un minimum local en T´1x0. Et donc

B2v

Bx2
k

pTx0q ě 0. (33.103)

Du coup,
pLuqpx0q ď 0. (33.104)

Lemme 33.17 ([498]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P COpΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω.

6. Cela est plus que dire que toutes les Apxq son symétriques strictement définie positive.
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Nous posons
L “ ´

ÿ

ij

AijB2
ij `

ÿ

i

biBi ` c (33.105)

où bi, c P C0pΩ̄q.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que Lu ě 0 sur Ω. Alors

(1) Si c “ 0 alors
min

Ω̄
puq “ minBΩ

puq. (33.106)

(2) Si c ě 0 alors
min

Ω̄
puq ě minBΩ

p´u´q (33.107)

où u´ est défini par

u´pxq “
#

0 si upxq ě 0
´upxq si upxq ď 0.

(33.108)

Démonstration. D’abord, vu que Ω est borné, la fermeture Ω̄ est compacte et u y atteint son
minimum. De plus BΩ est également compact (borné et le complémentaire est ouvert parce que
Ω est ouvert). Donc u y atteint également son minimum. Cela pour dire que les minimums écrits
dans (33.106) et (33.107) ont un sens.

Pour (1).
(i) Lu ě η ą 0 Nous supposons qu’il existe η ą 0 tel que pLuqpxq ě η pour tout x P Ω. Soit x0 le

point minimum sur Ω̄. Si x0 P Ω alors il est intérieur et Biupx0q “ 0 par la proposition 17.72.
Dans ce cas nous avons

pLuqpx0q “ pL1uqpx0q ą 0, (33.109)

ce qui contredit le lemme 33.16. Nous en déduisons que le minimum de u sur Ω̄ n’est pas
atteint dans Ω, mais sur BΩ. Pour la définition de la frontière, voir 7.105. Ici nous avons
Ω̄zΩ “ BΩ.
Cela prouve (33.106) dans ce cas.

(ii) Lu ě 0 sur Ω Nous prenons maintenant le cas général. Nous posons

uγ,ϵpxq “ upxq ´ ϵeγx1 . (33.110)

Nous avons 7

Lpeγx1q “ eγx1
` ´A11pxqγ2 ` b1pxqγ˘. (33.111)

Soit γ suffisamment grand pour que

λγ2 ´ }b1}Ω̄γ ą 0. (33.112)

Ici λ minore toutes les valeurs propres des Apxq et nous notons que γ ne dépend pas de ϵ.
En utilisant l’inégalité du lemme 9.2199.219, pour tout ξ P Rn nous avons

ÿ

ij

Aijξiξj ě λ|ξ|2, (33.113)

ce qui donne avec ξ “ e1 : A11 ě λ, et même pour être plus précis : A11pxq ě λ pour tout x.
Ces inégalités donnent

´A11pxqγ2 ` b1pxqγ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (33.114)

Nous avons donc

Lpeγx1q “ eγx1
` ´A11pxqγ2 ` b1pxqγ˘ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (33.115)

7. Nous abusons un peu de l’écriture parce que ce que nous calculons vraiment est L
`
x ÞÑ eγx1

˘
.
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Nous posons
η “ ϵ

`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
min

Ω̄
peγx1q, (33.116)

où le minimum a un sens parce que Ω est borné. Nous avons η ą 0.
C’est le moment de calculer ce que uϵ peut pour nous :

Lpuϵq “ Lu´ ϵLpeγx1q (33.117a)
ě ´ϵLpeγx1q (33.117b)
“ ´ϵeγx1

` ´A11pxqγ2 ` b1pxqγ˘ (33.117c)
ě ´ϵeγx1

`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
(33.117d)

ě η ą 0. (33.117e)

Justification :
— (33.117b) parce que Lu ě 0.
— (33.117d) par (33.115).

La fonction uϵ est donc dans le cas précédent et nous avons

min
xPΩ̄

`
upxq ´ ϵeγx1

˘ “ min
xPBΩ

`
upxq ´ ϵeγx1

˘
. (33.118)

Mentionnons le fait que le choix fait de γ ne dépend pas de ϵ. Nous pouvons donc encore
faire varier ϵ sans toucher à γ et en maintenant toutes les inégalités prouvées jusqu’ici.
Vu que l’expression eγx1 est majorable sur Ω̄ nous avons convergence uniforme

uϵ
}.}Ω̄ÝÑ u (33.119)

pour ϵ Ñ 0.
Supposons qu’aucun point de BΩ ne réalise le minimum de u. Alors il existe x0 P Ω tel que
upx0q ą upxq pour tout x P BΩ. Mais comme BΩ est compact, il existe η ą 0 tel que

upx0q ă upxq ` η. (33.120)

Soit ϵ tel que }u´ uϵ}Ω̄ ă η{2. Nous avons

upx0q ă upxq ´ η (33.121)

et donc aussi
uϵpx0q ă upx0q ` η

2 ă upxq ´ η

2 ă uϵpxq, (33.122)

ce qui signifierait que uϵ prend son minimum dans Ω. Or nous savons que ce n’est pas le cas.
Donc il existe un point de BΩ qui réalise le minimum de u.

Pour (2).
Supposons pour commencer que u ě 0 sur Ω. Alors par continuité u ě 0 sur Ω̄. Alors u´ “ 0

et
min

Ω̄
u ě 0, (33.123)

ce qui fait que l’inégalité (33.107) est évidente.
Nous supposons donc que l’ensemble

Ω´ “ tx P Ω tel que upxq ă 0u (33.124)

est non vide. Notons que c’est également un ouvert.
Soit L̄u “ Lu ´ cu. Vu que c ě 0 et que Lu ě 0 nous avons L̄u ě 0 sur Ω´. Par le point (1)

nous avons
min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩ

upxq. (33.125)
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Mais le minimum de u est certainement atteint dans Ω´, donc

min
xPΩ̄´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (33.126)

Cela nous donne une première bonne égalité :

min
xPBΩ´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (33.127)

Nous pouvons la prolonger :

min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩ´

upxq (33.128a)

“ min
xPBΩ´

` ´ u´pxq˘ (33.128b)

“ min
xPBΩ´XBΩ

` ´ u´pxq˘ (33.128c)

“ min
xPBΩ

` ´ u´pxq˘ (33.128d)

Justifications :
— Pour (33.128c) nous avons la décomposition

BΩ´ “ `BΩ´ X Ω
˘ Y `BΩ´ X BΩ

˘
. (33.129)

Or sur BΩ´ X Ω nous avons upxq “ 0 et donc pas le minimum.
— Pour (33.128d). Sur BΩ, le minimum est atteint dans la partie BΩ´ parce que le reste ne

contient que des valeurs positives de u.
Cela prouve ce que nous voulions.

Théorème 33.18.
(Principe du maximum fort) Soit un ouvert borné Ω de Rn. Soit une matrice A dont

— Aij est dans C0pΩ̄q
— Apxq est symétrique strictement définie positive pour tout x.
— Il existe λ ą 0 minimisant toutes les valeurs propres des toutes les matrices Apxq sur Ω̄.

Soit bi, c P C0pΩ̄q avec cpxq ě 0 sur Ω̄.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que

$
&
%

´
ÿ

ij

AijBijupxq `
ÿ

i

biBiupxq ě 0 (33.130a)

upxq ě 0 @x P BΩ. (33.130b)

Alors u ě 0 sur Ω̄.

Démonstration. Nous appliquons le lemme 33.17(2) :

min
Ω̄
u ě minBΩ

p´u´q. (33.131)

Vu que upxq ě 0 sur BΩ, nous avons u´ “ 0 sur BΩ et donc minΩ̄ u ě 0.

33.6 Quelques exemples

33.6.1 Un changement de variables

Soit l’équation différentielle
Bu
Bt ´ B2u

Bx2 “ 0 (33.132)
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sur Ω “ s0,8r ˆR. Nous imposons la condition aux bords

up0, xq “
#

0 si x ă 0
1 si x ą 0.

(33.133)

Nous cherchons les solutions sous la forme

upt, xq “ f

ˆ
x?
t

˙
. (33.134)

Nous avons Bu
Bt “ ´1

2xt
´3{2f 1

ˆ
x?
t

˙
q (33.135)

ainsi que
Bu
Bx “ 1?

t
f 1
ˆ
x?
t

˙
(33.136)

et
B2u

Bx2 “ 1
t
f2

ˆ
x?
t

˙
. (33.137)

En remettant le tout dans l’équation de départ et en simplifiant par 1{t (qui est permis parce que
t ą 0) :

´1
2f

1
ˆ
x?
t

˙
x?
t

´ f2
ˆ
x?
t

˙
“ 0. (33.138)

Nous résolvons l’équation différentielle
z

2g
1pzq ` g2pzq (33.139)

pour la fonction g de la variable réelle z. Cela fait, la réponse sera f “ g ˝ z où z serait la fonction

zpx, tq “ x{?
t, (33.140)

Pour résoudre (33.139) nous commençons par résoudre pour la dérivée h “ g1, c’est-à-dire
l’équation différentielle

z

2hpzq ` h1pzq “ 0 (33.141)

qui donne
g1pzq
g1z “ ´z{2. (33.142)

Une intégration fournit ln
`
hpzq˘ “ ´z2{4 `K et donc

hpzq “ Ke´z2{4 (33.143)

et
gpzq “ C `K

ż z

0
e´s2{4ds. (33.144)

Nous ne pouvons pas aller plus loin parce que nous ne sommes pas capables de calculer la primitive
demandée. Nous laissons donc g sous cette forme et nous posons

upx, tq “ gpx{?
tq, (33.145)

en pleine confiance du fait que cela soit une solution de l’équation aux dérivées partielles (33.132).
Nous devons fixer K et C de telle façon à respecter les conditions aux bords (33.133). D’abord

écrivons aussi explicitement que possible la fonction u :

upt, xq “ K ` C

ż x?
t

0
e´s2{4ds. (33.146)
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Il faut calculer up0, xq en termes de C et K. Pour cela nous calculons, pour un x fixé :

lim
tÑ0`

upt, xq “ K ` C lim
tÑ0`

ż x{?
t

0
e´s2{4ds. (33.147)

En utilisant un petit changement de variables sur l’intégrale gaussienne de l’exemple 14.275, et en
remarquant que la fonction est symétrique,

lim
tÑ0`

upt, xq “
#
K ` C

?
π si x ą 0

K ´ C
?
π si x ă 0.

(33.148)

À résoudre :
"
K ` C

?
π “ 1 (33.149a)

K ´ C
?
π “ 0. (33.149b)

Solution : C “ 1{2
?
π et K “ 1{2. Au final,

upt, xq “ 1
2 ` 1

2
?
π

ż x{?
t

0
e´s2{4. (33.150)

Notons que cela donne une valeur pour upt, 0q :

upt, 0q “ 1
2 . (33.151)
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Chapitre 34

Numérique

D’autres lectures agréables dans [638].

34.1 Introduction
À quels types de problèmes peut-on s’attendre lorsqu’on se lance dans du calcul numérique, et

en particulier dans la résolution numérique d’équations (algébrique, différentielles ou aux dérivées
partielles, etc) ?

Quelques réflexions en vrac sur ce sujet.
(1) Les erreurs de représentation de nombres : troncature et propogation de décalales (drift),
(2) Erreur de compensation (cancellation),
(3) Conditionnement, stabilité : les réponses peuvent fortement dépendre des paramètres,
(4) Si on utilise une méthode itérative, comment savoir à quel moment on s’arrête ? Calculer la

différence |xk ´ xk´1| mène t-il à une erreur de cancellation ?
(5) Lors d’une implémentation, les matrices des systèmes à résoudre sont souvent très grandes

et/ou très creuses. Cela pose la question de la manière de les enregistrer.
(6) Pour la parallélisation, il faut faire attention au fait que parfois créer un nouveau processus

demande plus de ressources que le mini-calcul qu’on voulait faire. Donc il ne faut pas toujours
paralléliser tout ce qui est théoriquement parallélisable.

(7) Le fait que certaines méthodes sont non-déterministes (Monté-Carlo) mène à des problèmes
pour les tests unitaires des implémentations.

34.2 Représentations numériques
Dans cette section, les séquences de chiffres écrites entre crochet sont à comprendre comme des

séquences de chiffres qui représentent une quantité suivant un codage donné.

34.2.1 Entier relatif en complément à deux (binaire)

Si nous avons m bits pour coder un entier relatif, une idée serait de prendre le premier bit pour
le signe (0 pour positif et 1 pour négatif) et les autres pour la valeur absolue. Deux inconvénients :

(1) Il y a deux codages pour le zéro, donc gaspillage.
(2) L’algorithme pour faire la somme passe mal. Par exemple pour faire 1 ` p´1q, le 1 est codé

comme r001s et le ´1 par r101s et la somme se ferait naïvement comme

0 0 1
1 0 1
1 1 0

Donc le résultat est r110s qui s’interprète comme ´2. Complètement faux.

2243
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Une solution est d’utiliser le complément à deux, qui est la façon usuelle de représenter des
entiers signés.
Les entiers positifs se codent normalement, en laissant à zéro le premier bit (donc si nous dis-

posons de m bits, nous codons sur m´ 1 bits).
Les entiers négatifs se codent en trois étapes.

— coder la valeur absolue
— inverser tous les bits (d’où le nom de « complément à deux » )
— soustraire 1.

Exemple 34.1.
Pour coder ´1 nous faisons

— Nous codons 1 : r001s
— Nous inversons tous les bits : r110s
— Nous faisons ´1 : r101s.

△

Avec ce système, la somme passe bien : calculer 1 ` p´1q donne

0 0 1
1 0 1
1 1 0

La réponse est donc r110s qu’il faut interpréter via le complément à deux.

110 `1ÝÑ 111 complémentÝÑ 000. (34.1)

Et ce dernier r000s s’interprète comme zéro.

Définition 34.2 (Entier signé en complément à deux[639]).
La suite de bits ram´1 . . . a0s s’interprète via la formule

´am´12m´1 `
m´2ÿ

i“0
ai2i. (34.2)

Le premier bit donne effectivement le signe du nombre, mais l’interprétation d’un nombre n’est
pas aussi simple que ce que l’on pourrait croire de prime abord.

Exemple 34.3 (Entier signé en 8 bits).
Que pouvons nous faire avec 8 bits ? Le plus grand nombre est codé par r01111111s qui vautř6
k“0 2k “ 27 ´ 1 “ 127. (avez-vous utilisé la somme (1.600) ?)

Le plus petit nombre codable en 8 bits n’est pas r11111111s mais bien r10000000s (cela est plus
clair en regardant la formule (34.2) qu’en tentant de suivre la construction du complément à deux)
qui signifie ´27 “ ´128.

Nous pouvons donc coder tous les nombres de ´128 à 127. △

Plus généralement un système qui codes des entiers signés en N bits utilisant le complément à
deux peut coder de ´p2N´1q à 2N´1 ´ 1.

34.4 (Le dépassement).
Que se passe-t-il lorsque nous commettons un dépassement ? Calculons sur 3 bits la somme r011s`
r001s qui revient à ajouter 1 au nombre le plus grand :

0 1 1
0 0 1
1 0 0



34.2. REPRÉSENTATIONS NUMÉRIQUES 2245

qui signifie ´22 “ ´4. Lors d’un dépassement, nous retombons automatiquement sur le plus petit.
Ce phénomène est bien connu des personnes qui programment sans faire attention dans certains

languages de programmation qui ne font pas attention à votre place.

Définition 34.5 (Représentation en virgule fixe).
Soit x un réel. On définit sa représentation en virgule fixe par

x “ trxnxn´1...x0, x´1...x´ms, b, su (34.3)

avec b P N, b ě 2, s P t0, 1u et xj P N, xj ă b suivant la formule

x “ p´1qs
nÿ

j“´m
xj .b

j . (34.4)

34.2.2 Représentation en virgule flottante

Définition 34.6 (Représentation en virgule flottante[640]).
La représentation en virgule flottante normalisée en base b d’un nombre est la donnée de

(1) Un bit s pour le signe
(2) Un entier non signé q de e chiffres pour l’exposant
(3) Une suite de chiffres ra1 . . . ams pour la mantisse.

Ces données s’interprètent via la formule

flps, q, ra1, . . . , amsq “ p´1qs
mÿ

j“1
bjaj ˆ bq´d (34.5)

où d “ be´1 est le décalage.

Une idée à retenir est que l’exposant est un entier non signé parce qu’il est plus simple d’intro-
duire un décalage dans la formule (34.5) que de compliquer l’écriture de l’exposant.

34.2.3 Simple précision, IEEE-754

En écriture binaire, la représentation en virgule flottante est un peu différente parce qu’il y a
une idée supplémentaire ; la simple précision que nous allons voir maintenant n’est donc pas un
cas particulier de 34.6 avec b “ 2.

Nous commençons par une description informelle de la précision simple avant de donner la
définition. La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme
suit :

(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Soit le triple `
s, q, ra1, . . . , a23s˘ (34.6)

Dans le cas générique, l’idée est de donner 24 bits pour la mantisse, mais en gardant en tête le fait
que de toutes façons, le premier bit doit être 1, sinon il suffirait de décaler, c’est-à-dire changer
l’exposant. Par conséquent la mantisse ne reçoit que 23 bits ; il y a un « 1 » sous-entendu en
première position. Donc la mantisse ra1, . . . , a23s est à lire comme le nombre

1, a1 . . . a23 “ 1 `
23ÿ

j“1
aj2´j . (34.7)

Exemple 34.7.
La mantisse r011100 . . . 0s signifie 1, 0111 “ 1 ` 2´2 ` 2´3 ` 2´4 “ 1 ` 1

4 ` 1
8 ` 1

16 . △
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Cela pour justifier la formule

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s˘ “ p´1qs`1 `

23ÿ

j“1
aj2´j˘2q´127. (34.8)

Notons :
(1) Le « 1` » dans la parenthèse correspond au 1 implicite en première position de la mantisse.
(2) Il y a un décalage de 127 dans l’exposant, parce que q est un entier non signé.

Notons que cette règle du 1 implicite dans la mantisse empêche d’écrire le nombre 0, et ne
permet pas d’écrire des nombres franchement petits parce que le 1 implicite est en première position
dans la mantisse.

D’où l’idée de donner une règle particulière lorsque l’exposant vaut 0. Lorsque l’exposant est
q “ 0, alors nous ne considérons pas de 1 implicite dans la mantisse, et le décalage de l’exposant
est ´126 au lieu de ´127. D’où la formule

spps, q “ 0, ra1 . . . a23sq “ p´1qs2´216
23ÿ

j“1
aj2´j . (34.9)

En particulier, si q “ 0 et a “ r0 . . . 0s, nous avons le nombre zéro exact (il y a deux possibilités
pour le code).

Enfin, nous avons des cas particuliers lorsque l’exposant est maximum, c’est-à-dire lorsque
q “ r1111 1111s “ 28 ´ 1 “ 255. Dans ce cas, le nombre codé est soit `8 soit NaN. Nous posons

spps, q “ 255, a “ 0q “ `8 (34.10)

et
spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN. (34.11)

Il y a en réalité plusieurs valeurs différentes de NaN, mais nous n’entrons pas dans ces détails[641].

Définition 34.8 (Représentation en simple précision (binaire)).
La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme suit :

(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Un nombre est représenté par un triple
`
s, q, ra1, . . . , a23s˘ (34.12)

Selon que l’exposant q´ d soit égal à 0, 28 ´ 1 “ 255 ou autre chose, les règles d’interprétation
sont différentes. Il y a donc trois cas.
Exposant q générique[642] Si q ‰ 0 et q ‰ 255 alors le nombre est normalisée. La règle de

lecture est alors

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s˘ “ p´1qs`1 `

23ÿ

j“1
aj2´j˘2q´127. (34.13)

Exposant q égal à 0 Le nombre est dit dénormalisé et la règle de lecture est

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s˘ “ p´1qs2´126

23ÿ

j“1
aj2´j . (34.14)

Exposant q égal à 255 La règle de lecture est alors au cas pas cas ou à peu près.
(1) spps, q “ 255, a “ 0q “ `8.
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(2) spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN.

Vous pouvez jouer avec la simple précision dans [643].

Exemple 34.9 (Plus petit normalisé).
Pour faire un nombre normalisé, il faut au minimum q “ 1. En prenant aj “ 0 nous obtenons le
plus petit nombre normalisé possible en simple précision. La formule (34.13) donne

spp1, q “ 1, a “ 0q “ 21´127 “ 2´126 » 1.17549435082229 ˆ 10´38. (34.15)

△

Exemple 34.10 (Plus grand normalisé).
L’exposant q ne peut pas être maximum, sous peine de tomber dans les règles spéciales de `8
ou NaN. Donc q “ r1111 1110s “ 28 ´ 2 “ 254. En ce qui concerne la mantisse, il faut la prendre
maximale, c’est-à-dire aj “ 1 pour tout j. Nous avons alors le nombre

spp1, q “ 254, a “ r1 . . . 1sq “ `
1 `

23ÿ

j“1
2´j˘2254´127 “ p1 ´ 1

224 q2128 (34.16a)

“ 3.40282346638528859811704183484516925440 ˆ 1038 (34.16b)

où nous avons utilisé la somme (1.600) (et Sage pour le dernier calcul). △

Notons ceci avec Sage :

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: A=(1- (1/2**24) ) *2**(128)
7 sage: type (A)
8 < type ’ sage . rings . r a t i o n a l . R a t i o n a l ’>

tex/sage/sageSnip003.sage

La précisions du nombre donné en (34.16b) aurait été embarrassante si le type avait été un
nombre en simple précision. Précision technique : en Python, le type int n’a pas de limite supérieure
à part la mémoire.

Exemple 34.11 (Plus petit non nul dénormalisé).
Pour être dénormalisé il faut q “ 0 (ce qui est toutefois assez logique si nous voulons un petit
nombre), et pour ne pas être nul, il faut une mantisse non nulle. Donc a “ r0 . . . 01s. La formule
(34.14) donne alors

spps “ 0, q “ 0, a “ r0 . . . 01sq “ 2´1262´23 “ 2´149 » 1.40129846432482 ˆ 10´45. (34.17)

△

Exemple 34.12 (Plus grand dénormalisé).
Pour être dénormalisé il faut toujours q “ 0, mais cette fois nous prenons la plus grande mantisse
possible :

spps “ 0, q “ 0, a “ r1 . . . 1sq “ 2´126
23ÿ

j“1
2´j “ 2´216p1 ´ 2´23q “ 1.17549421069244 ˆ 10´38

(34.18)
△
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Notons ceci avec Sage :

1 sage: B=2**( -126) *(1 -2**( -23))
2 sage: A=2**( -126)
3 sage: n(A-B)
4 1.40129846432482e -45

tex/sage/sageSnip004.sage

Vu que 2´23 » 1.2 ˆ 10´7, approximer la parenthèse par 1 donne une faute sur la septième
décimale, ce qui est visible en simple précision.

34.3 Problèmes pour écrire des nombres

Définition 34.13.
L’erreur relative commise en remplaçant un nombre réel x par une valeur approchée x̂ est définie
par

ϵx :“
ˇ̌
ˇ̌x´ x̂

x

ˇ̌
ˇ̌ . (34.19)

L’erreur relative n’est pas influencée par l’ordre de grandeur de x. En effet, l’ordre de grandeur
de x̂ est certainement la même que celle de x, dans la majorité des cas sans problèmes. Du coup
si x1 “ 200x alors x̂1 » 200x̂ et le 200 se simplifie.

Le nombre de chiffres significatifs correct dans l’approximation est donné par ´ log10pϵxq. La
partie entière de ce nombre est le nombre de chiffres tout à fait exacts et la partie décimale donne
une idée sur le fait que le chiffre suivant est plus ou moins bien.

Remarque 34.14.
Si nous voulons donner x P R à un ordinateur, nous sommes soumis à deux erreurs :

(1) D’abord, vu que nous ne pouvons pas taper sur le clavier toutes les décimales de x, nous
faisons une erreur de troncature.

(2) L’ordinateur devant convertir cela en base deux, il commet une seconde erreur, dite erreur
d’assignation.

34.3.1 Troncature : la base

Supposons que nous voulions écrire le nombre (écrit ici en base 10)

0.4567894251 (34.20)

de façon plus facile à lire, on peut demander de ne laisser que t chiffres significatifs. Disons t “ 3.

Technique de troncature On garde 3 chiffres significatifs : 0.456. Facile.
Technique d’arrondi Vu que le premier qu’on supprime est un 7, le dernier qu’on garde est

majoré de 1 : on écrit 0.457.

Que faire si le premier chiffre rejeté est un 5 ? En première approximation, nous pouvons prendre
la règle suivante : si le premier chiffre rejeté est un 5, il faut augmenter de 1 de dernier chiffre
gardé parce qu’il y a presque certainement encore un chiffre non nul derrière.

Remarque 34.15.
Les ordinateurs travaillent tous en mode d’arrondi.

Exemple 34.16.
Si on doit entrer le nombre 0.38358546 dans un ordinateur qui ne garde que 3 chiffres significatifs,
il faut taper 0.384 au clavier (erreur classique dans les exercices). △
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34.3.2 Troncature : le drift

Soit une machine ne pouvant retenir que 3 chiffres significatifs et effectuant les arrondis vers
le haut lorsque le chiffre à éliminer est un 5. Nous notons ‘ et a les opérations d’addition et
soustraction avec arrondis[644]. Les égalités comprenant plus de trois chiffres significatifs sont des
égalités au sens de la machine. Nous écrirons donc sans états d’âme :

1 ‘ 0.555 “ 1.555 “ 1.56. (34.21)

Considérons la suite numérique
"
x0 “ 1.00 (34.22a)
xn “ pxn´1 a yq ‘ y (34.22b)

avec y “ ´0.555.
Nous avons

x1 “ p1 ‘ 0.555q a 0.555 “ 1.56 a 0.555 “ 1.005 “ 1.01 (34.23)

et ensuite

x2 “ p1.01 ‘ 0.555q a 0.555 “ 1.565 a 0.555 “ 1.57 a 0.555 “ 1.015 “ 1.02. (34.24)

Et ainsi de suite. La suite est donc croissante alors que la définition nous donnerait envie d’avoir
xn “ x0 pour tout n.

Remarque 34.17.
En réalité, cette suite se stabilise à xn “ 10 pour tout n à partir de n “ 845. En effet,

p10 ‘ 0.555q a 0.555 “ 10.555 a 0.555 “ 10.6 a 0.555 “ 10.045 “ 10. (34.25)

Le fait est qu’à ce moment, l’erreur de troncature est assez loin dans les décimales pour que le
premier chiffre négligé soit un “0” au lieu d’un “5”.

Notons toutefois que cette stabilité n’est pas là pour nous rassurer parce qu’elle n’en est pas
moins complètement fausse.

La règle de troncature adoptée dans Sage est d’arrondir au nombre pair le plus proche lorsque
le premier nombre à négliger est un 5. Donc 12.5 s’arrondit à 12 plutôt que 13.

Exemple 34.18.
Soient les expressions (algébriquement égales) :

(1) A “ xpx` 1q
(2) B “ x2 ` x

Nous savons que
x “ flpxq “ 10´30 (34.26)

et
1 “ flp1q (34.27)

parce que pour 1 et 10´30, il n’y a pas d’erreurs d’assignation.
En précision simple, 10´30 ` 1 “ 1 parce qu’en précision simple, il n’y a que 7 ou 8 chiffres

significatifs 1.
Nous avons A “ 10´30, mais x2 donne un underflow parce que 10´60 ne peut pas être représenté

en précision simple. En pratique, beaucoup de logiciels en font 0. Dans ce cas, en réalité B donne
effectivement 10´30 après avoir fait x2 ` x “ 0 ` x “ 10´30. △

1. Erreur de « relation normale ».
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34.3.3 Quelques bonnes règles

(1) Si on a plusieurs nombres à additionner ou soustraire, il vaut mieux commencer par sommer
ou soustraire ceux dont on sait qu’ils ont le même ordre de grandeur. Il n’y a donc pas tout
à fait « associativité » des erreurs.

(2) Les opérations délicates sont l’addition et la soustraction. La multiplication et la division
sont sans dangers, à part l’erreur de dépassement du maximum. Dans une multiplication, on
perd au pire quelques chiffres significatifs, mais certainement les derniers, pas les premiers.

34.3.4 Erreur de “cancellation”

Lorsque deux nombres sont de même ordre de grandeur, avec plusieurs nombres significatifs
identiques. La cancellation est le fait que, suite à la soustraction, tous les chiffres significatifs ou
presque se sont simplifiés et qu’il ne reste plus que des chiffres non significatifs.

Exemple 34.19 ([645]).
Sur une machine ne gardant que 4 chiffres significatifs, faire

0.5678 ˆ 106 ´ 0.5677 ˆ 106 “ 0.0001 ˆ 106 “ 0.1000 ˆ 103. (34.28)

Le fait est que les trois derniers zéros ne sont pas significatifs, mais maintenant la machine nous
fait croire qu’ils le sont.

Une autre façon de voir ce problème est d’imaginer qu’il faille calculer la différence

0.5678 289798 ˆ 106 ´ 0.5677 3136907 (34.29)

sur cette machine. Certes la machine nous autorise à avoir 4 chiffres significatifs, donc au moment
d’entrer les nombres nous perdons un beau paquet de chiffres. Mais au moment de faire la différence,
nous perdons (presque) tout le reste. Donc là où nous pouvions espérer avoir 4 chiffres significatifs
de la différence, nous n’en avons que 1. Les trois derniers zéros de la réponse (0.1000 ˆ 103) sont
faux. △

Remarque 34.20.
L’erreur de cancellation provoque des chiffres significatifs faux, mais ne provoque pas de faute dans
l’ordre de grandeur des réponses 2. Donc si nous voulons nous assurer que a et b sont égaux « à
erreur numérique près », le test

|a´ b| ă ϵ (34.30)

est valide, malgré l’erreur de cancellation qui ne manquera pas de se produire dans le calcul de la
différence.

Exemple 34.21.
Soit à résoudre l’équation ax2 ` bx` c “ 0 avec a, b, c ‰ 0 et b2 ´ 4ac ą 0. Solution :

x1,2 “ ´b˘ ?
b2 ´ 4ac

2a . (34.31)

Supposons que |4ac| ! b2 avec tout de même pas tellement petit qu’on se perd dans la précision.
Bref, on suppose que seules quelques dernières décimales de b2 ´ 4ac sont différentes de zéro.

On a :
a
b2 ´ 4ac “

a
b̃ “ |b̃| (34.32a)

x1 “ ´b´ ?
b2 ´ 4ac

2a (34.32b)

x2 “ ´b` ?
b2 ´ 4ac

2a (34.32c)

2. Est-ce bien vrai, cela ?
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Si b ą 0, nous avons une erreur de cancellation dans x2 parce qu’on fait la différence entre deux
nombres presque égaux. Donc x2 mal calculé. Par contre x1 est bien calculé.

Si par contre b ă 0, c’est le contraire.
Avec a “ 10´3, b “ 0.8, c “ ´1.2ˆ10´5. À la main nous obtenons : x1 “ ´800, x2 “ 1.5ˆ10´5,

et un ordinateur se tromperait . . .

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: f(x)=10**( -3)*x **2+0.8*x -1.2*10**( -5)
7 sage: solve(f(x)==0,x)
8 [x == -1/50* sqrt (400000030) - 400, x == 1/50* sqrt (400000030) - Ðâ

400]
9 sage: numerical_approx ( -1/50* sqrt (400000030) )

10 -400.000015000000
11 sage: numerical_approx ( 1/50* sqrt (400000030) - 400 )
12 0.0000149999996779115

tex/sage/sageSnip001.sage

Donc Sage ne tombe pas dans le piège. △

Comment résoudre ce problème ? Ou, autre façon de poser la question : comment Sage a fait
pour résoudre le problème ?

Utilisons les relations coefficients-racines :

x1 ` x2 “ ´b{a (34.33a)
x1x2 “ c{a (34.33b)

La première lie les deux racines par des opérations de addition et soustractions, et donc n’est pas
intéressantes. La seconde est bien. Si nous connaissons x1, nous calculons

x2 “ c

ax1
. (34.34)

Quitte à redéfinir x1 et x2, la solution bien calculée est :

x1 “ ´b´ sgnpbq?
b2 ´ 4ac

2a . (34.35)

Exemple 34.22.
Nous considérons :

fpxq “ cospx` δq ´ cospxq. (34.36)

Cela a une erreur de cancellation lorsque |δ| ! |x|. On élimine l’erreur de cancellation par

fpxq “ ´2 sinpδ{2q sin
ˆ
x` δ

2

˙
. (34.37)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 34.23
Pourquoi la condition pour avoir l’erreur est δ ! x et non simplement δ ! 1 ?

△

Exemple 34.24.
Pour

fpxq “ ?
x` δ ´ ?

x. (34.38)
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On fait la coup du binôme conjugué :

fpxq “ δ?
x` δ ` ?

x
. (34.39)

Plus d’erreur de cancellation, vu qu’au dénominateur nous avons une somme de deux positifs. △

Les erreurs de cancellation ne se résolvent pas en augmentant la précision des nombres donnés.

Exemple 34.25 (Dans la vie réelle).
La préparation de l’exemple 17.48 nous a porté à calculer la différence entre exppxq et f30pxq où
f30 est censée être une bonne approximation de l’exponentielle. Des erreurs de cancellation sont
donc à craindre.

Et en effet, le code suivant produit un résultat non déterministe :

1 f =1/152444172305856930250752000000* x^28 + Ðâ

1/10888869450418352160768000000* x^27 + Ðâ

1/15511210043330985984000000* x^25 + Ðâ

1/310224200866619719680000* x^24 + 1/25852016738884976640000* xÐâ

^23 + 1/51090942171709440000* x^21 + 1/1216451004088320000* x^20Ðâ

+ 1/121645100408832000* x^19 + 1/355687428096000* x^17 + Ðâ

1/10461394944000* x^16 + 1/1307674368000* x^15 + 1/6227020800* xÐâ

^13 + 1/239500800* x^12 + 1/39916800* x^11 + 1/362880* x^9 + Ðâ

1/20160* x^8 + 1/5040* x^7 + 1/120* x^5 + 1/12* x^4 + 1/6*x^3 + x Ðâ

- cos(x) + 2 -exp(x)
2 a= numerical_approx (10)
3 print (f(a))

tex/sage/sageSnip016.sage

Voir la question ici :
https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/

△

34.3.5 Calcul d’une dérivée

Pour calculer la dérivée de f en a, il est loisible d’utiliser la formule

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

. (34.40)

Le numérateur est alors sujet à une erreur d’absorption dans le calcul de a`h et ensuite une erreur
de cancellation dans le calcul de la différence.

En utilisant la formule
f 1paq “ lim

hÑ0

fpa` hq ´ fpa´ hq
2h (34.41)

nous pouvons espérer avoir une erreur de cancellation plus petite.

34.3.6 Erreur d’absorption

L’addition d’un nombre avec un nombre très différent peut faire perdre de l’information sur le
plus petit. Par exemple avec 4 chiffres significatifs,

0.5678 ‘ 0.0001237 “ 0.5679 (34.42)

où nous avons perdu presque toute l’information du petit nombre.

https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/
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Une situation particulièrement ennuyeuse est celle où justement c’est le petit nombre qui nous
intéresse parce que le grand est censé se simplifier :

p0.0001327 ‘ 0.5678q a 0.5678 “ 0.5679 a 0.5678 “ 0.0001 (34.43)

qui ne possède qu’un seul chiffre significatif correct alors que voyant le calcul, la réponse aurait pu
être trouvée.

Moralité : si certains manipulations algébrique peuvent faire apparaitre des simplifications
avant de passer le calcul à la machine, il est bon de les effectuer.

34.4 Conditionnement et stabilité

Définition 34.26.
Soit F une fonction à valeurs réelles définie sur X ˆD où X et D sont des espaces vectoriels réels
normés. Le problème de la recherche des solutions de

F px, dq “ 0 (34.44)

est dit stable autour de d0 P D si
(1) la solution x “ xpdq existe et est unique pour tout d ;
(2) Pour tout η ą 0, et pour tout d0, il existe un nombre K ą 0 tel que }d ´ d0} ă η entraine

}xpdq ´ xpd0q} ď K }d´ d0}.
La seconde condition est le fait que x soit Lipschitz 3 sur un voisinage de d0.

Exemple 34.27 (Stabilité de la différence).
Prenons le problème qui consiste à calculer la différence entre deux nombres : x “ a ´ b. Cela se
traduit par

F : RˆR2 Ñ R

x ÞÑ x´ a` b.
(34.45)

Nous avons :
ˇ̌
xpa, bq ´ xpa1, b1qˇ̌ “ |a´ b´ a1 ` b1| (34.46a)

ď |a´ a1| ` |b´ b1| (34.46b)
“ }pa, bq ´ pa1, b1q}1 (34.46c)

où nous avons utilisé la norme }.}1 sur R2. Par la proposition 11.43 sur les équivalences de normes,
le nombre K “ ?

2 fonctionne pour toute valeurs de η.
La problème de la différence est donc un problème stable. △

Exemple 34.28 (Stabilité de la multiplication).
Si a est fixé, le problème de calculer ab (b est la donnée) est stable. En effet ce problème est donné
par la fonction F px, bq “ x´ ab, dont la solution est xpbq “ ab. Nous avons donc

ˇ̌
xpbq ´ xpb1qˇ̌ “ |ab´ ab1| “ |a||b´ b1|. (34.47)

La constante de Lipschitz de ce problème est donc |a|. △

Définition 34.29.
Le nombre

Kabspd0, ηq :“ sup
d tel que |d0´d|ăη

}xpdq ´ xpd0q}X
}d´ d0}D (34.48)

est appelé le conditionnement absolu du problème autour de d0.

3. Définition 12.327.
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Soit F px, dq “ 0 un problème stable de conditionnement absolu Kabspd, ηq. Le conditionnement
relatif est défini par

Krelpd, ηq :“ Kabspd, ηq }d}D
}xpdq}X . (34.49)

Le problème est dit bien conditionné près de d si Krelpd, ηq est petit.

Exemple 34.30 (Mauvais conditionnement de la différence).
Reprenons le problème de la différence, mais en fixant a. Nous avons donc xpbq “ a ´ b et le
conditionnement absolu est

sup |xpbq ´ xpb0q|
|b´ b0| “ 1 (34.50)

Le conditionnement relatif est :
Krelpb0, ηq “ |b|

|a´ b| . (34.51)

Et donc le problème est mal conditionné autour de a.
Autrement dit, si a1 est un nombre proche de a, calculer la différence a ´ a1 est un problème

mal conditionné. △

Exemple 34.31 (Bon conditionnement de la multiplication).
Pour le problème F px, bq “ x´ ab nous avons

Kabs “ sup
b1

|ab´ ab1|
|b´ b1| “ |a|. (34.52)

Et aussi
Krel “ a

|b|
|ab| “ 1. (34.53)

Le conditionnement relatif du problème de la multiplication est donc toujours 1. Il est donc un
toujours un problème bien conditionné. △

Ne pas confondre :
Le conditionnement provient du problème lui-même.
La stabilité provient de l’algorithme de résolution.

Exemple 34.32 (Un problème mal conditionné).
Le système

" 2.1x` 3.5y “ 8 (34.54a)
4.19x` 7.0y “ 15 (34.54b)

Solution : x “ 100, y “ ´57.714285 . . . (périodique)
Perturbons : nous remplaçons 4.19 par 4.192. L’erreur relative est : 4.77 ˆ 10´4.
Solution : x̄ “ 125, ȳ “ ´72.714285 . . ., avec donc erreur relative de 0.26. Autrement dit :

l’erreur relative sur la solution est grande même avec une petite erreur relative sur la donnée.
C’est un problème mal conditionné.
Le fait est que c’est une intersection de deux droites presque parallèles. Donc effectivement une

petite perturbation d’une des deux droites donne une grande perturbation du point d’intersection.
Le fait est qu’un ordinateur effectue toujours une perturbation, au moins de l’ordre 10´16 pour

ne fut-ce que représenter les nombres. C’est-à-dire une perturbation sur les six nombres définissant
le système. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir un algorithme donnant une bonne réponse. △

Un résultat pratique pour étudier le conditionnement d’un problème est le suivant.

Corolaire 34.33.
Soit x “ xpdq un problème stable. Supposons D de dimension finie, supposons que U est ouvert
dans D. Supposons encore x : U Ñ R différentiable en d0. Alors quand η est petit, on a

Kη
abspd0q „ }∇xpd0q}. (34.55)
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Lemme 34.34.
Tout problème de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C1pRq est stable.

Démonstration. Il faut démontrer qu’une fonction C1 sur R vérifie automatiquement la condi-
tion (2) de la définition de la stabilité. Pour cela, remarquons qu’une fonction C1 possède une
dérivée continue, et donc bornée sur tout compact 4

Prenons η ą 0 et d0 P R et puis un d tel que |d´d0| ă η. Par le théorème des bornes atteintes,
la fonction x1 est bornée sur l’intervalle rd0 ´ η, d0 ` ηs. Appelons K un majorant de x1 sur cet
intervalle. La fonction

fpdq “ xpd0q `K|d´ d0| (34.56)

majore xpdq, et donc on a ˇ̌
xpdq ´ xpd0qˇ̌ ď K|d´ d0|. (34.57)

Attention : vérifier si ce raisonnement est correct avec d0 ą d, et adapter au besoin.

Exemple 34.35.
Un exemple de problème stable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRqzC1pRq.

La fonction

xpdq “
#

0 si x ě 0
x si x ą 0

(34.58)

est continue, mais pas C1 (non dérivable en x “ 0). La dérivée est partout bornée par 1, et donc
le problème est stable.

Un autre exemple très classique serait de prendre xpdq “ |d|. Dans ce cas, on peut prendre
n’importe que η et K “ 1. Le calcul est que

|xpdq ´ xpd0q| ă K|d´ d0| (34.59a)ˇ̌|d| ´ |d0|ˇ̌ ă |d´ d0|. (34.59b)

Cette dernière inéquation est correcte, comme on peut le voir en mettant au carré les deux membres.
△

Exemple 34.36.
Un exemple de problème instable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRq.

Un exemple assez classique de fonction dont la dérivée n’est pas bornée sans pour autant que
la fonction aie un comportement immoral 5 est x ÞÑ ?

x. Afin d’avoir une fonction définie sur R
tout entier, nous regardons la fonction

xpdq “ a|d|. (34.60)

Si nous considérons maintenant d0 “ 0 et n’importe quel η, nous avons

|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “

?
d

d
“ 1?

d
. (34.61)

Il n’est pas possible de trouver un K qui majore ce rapport. Le problème est donc mal conditionné.
Attention : dans ce calcul nous avons supposé d ą 0. Pensez à adapter au cas d ă 0. △

Exemple 34.37 (Problème bien conditionné avec algorithme instable).
Soit à calculer

In “ 1
e

ż 1

0
xnexdx (34.62)

avec n ě 0. Par partie, nous obtenons :

In “ 1 ´ nIn´1. (34.63)

4. Un compact est un ensemble fermé et borné, typiquement un intervalle du type ra, bs.
5. Penser à x ÞÑ x sinp1{xq.
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D’autre part, I0 “ e´1
e , I1 “ 1

e . Puis par récurrence, c’est tout en main.
Du côté de l’ordinateur, nous lui donnons forcément une approximation de I1, parce que nous

lui donnons une approximation de e. Soit l’erreur ϵ1 sur I1.
Sans démonstration :

Lemme 34.38.
Nous avons limnÑ8 In “ 0.

Mais numériquement, il n’est pas possible de rester longtemps sous ϵ1 parce que nous n’espérons
pas avoir une erreur plus petite que ça. Donc à partir du moment où In ă ϵ1, les valeurs sont toutes
complètement fausses. Cela est le mieux que l’on puisse espérer. Mais la réalité est pire.

En réalité, en lançant le calcul sur un ordinateur, les valeurs sont même croissantes avec n à
partir d’un certain moment.

On peut étudier l’erreur et montrer que l’erreur est donnée par :

ϵn “ p´1qn´1n!ϵ1. (34.64)

Mais comme la factorielle est tellement forte que c’est sans espoir d’aller loin en essayant très fort
de donner une petite erreur sur ϵ1.

△

Il existe heureusement un algorithme stable pour cette intégrale. La formule est :

In´1 “ 1
n

p1 ´ Inq. (34.65)

Si nous savons un IN avec N grand, cette formule donne les Ii avec i “ N,N ´ 1, . . . , 2. Posons
donc IN “ a P R n’importe comment. Donc ϵN est grand. Mais il se trouve que l’erreur sur ϵ1 est
donnée par

ϵ1 “ p´1qN´1

N ! ϵN . (34.66)

Donc même en prenant vraiment n’importe quoi pour IN , nous obtenons de bonnes approximations
pour Ii avec les petits i. Même avec I20 “ 1000 (qui est complètement faux), nous trouvons
énormément de chiffres significatifs corrects pour I1.

34.4.1 Comment choisir et penser le K ?

La formule (34.48) contient une formule qui ressemble étrangement à la dérivée. La stabilité
d’un problème est très liée à la dérivée de F . La stabilité et la dérivée ne sont pas les mêmes choses,
mais il n’est pas mauvais de penser au K de la stabilité comme la dérivée. Ou plus précisément :
le supremum de la dérivée.

Un fil conducteur du lemme 34.34 et des exemples 34.35, 34.36 est que l’on a unK qui fonctionne
lorsque la dérivée est bornée sur l’intervalle sd0 ´ η, d0 ` ηr. Dans le cas où ce supremum existe, le
prendre en guise de K fonctionne souvent.

Il faut cependant parfois faire acte d’imagination. La fonction x ÞÑ |x| n’est pas dérivable en
0. Il n’empêche que K “ 1 fait fonctionner la définition de la stabilité. Remarquez que K “ 1 est
le supremum de la dérivée là où elle existe.

À partir du moment où c’est clair que le K est le supremum de la dérivée, on comprend pourquoi
c’est le gradient qui arrive dans le corolaire 34.33. En effet, le gradient indique la direction de plus
grande pente. C’est donc bien dans cette direction qu’il faut chercher la « plus grande dérivée ».

Proposition 34.39.
Pour le problème stable x “ xpdq avec x P C1pRn,Rq, on a

Kabspdq „ }dxd} (34.67)

où dxd désigne la différentielle de x en d et la norme est la norme opérateur.
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34.5 Un peu de points fixes

34.5.1 Choix de la fonction à point fixe

Pour l’équation fpxq “ 0, il existe une infinité de fonctions g pour lesquelles l’équation est
équivalente à x “ gpxq.

Exemple : fpxq “ x2 ´ 2 ´ lnpxq, nous pouvons faire
(1) x “ x2 ´ 2 ´ lnpxq ` x

(2) Poser x2 “ 2 ` lnpxq et donc

x “ ´a
2 ` lnpxq (34.68a)

x “ a
2 ` lnpxq. (34.68b)

(3) Ou encore

x “ 2 ` lnpxq
x

(34.69)

où nous savons déjà que x ‰ 0 parce que x “ 0 n’est pas dans le domaine de f .
(4) Ou par l’exponentielle :

x “ ex
2´2. (34.70)

Dans tous ces cas nous pouvons construire une suite pxnq en posant un nombre arbitraire pour x0
et ensuite la récurrence

xn`1 “ gpxnq. (34.71)

Graphiquement, la solution de l’équation est l’intersection entre les courbes y “ x et y “ gpxq.
Un petit dessin pour montrer la convergence :

‚ P2‚Q2

‚
x2

Attention : cette méthode ne converge pas toujours. Parfois elle converge de façon monotone,
et parfois pas. Le choix de la fonction g qui fait x “ gpxq peut énormément changer la vitesse de
convergence.

Théorème 34.40 (Condition suffisante pour existence d’un point fixe).
Une fonction continue f : ra, bs Ñ ra, bs admet au moins un point fixe dans ra, bs.
Théorème 34.41 (Condition suffisante pour l’unicité).
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons qu’il existe 0 ă k ă 1
tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k alors

(1) La fonction g possède un unique point fixe dans ra, bs.
(2) Pour tout x0 P ra, bs, tous les termes de la suite xn`1 “ gpxnq sont dans ra, bs.
(3) Ladite suite pxnq converge vers le point fixe.
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Théorème 34.42.
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons

(1) qu’il existe 0 ă k ă 1 tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k et
(2) g est p fois dérivable sur ra, bs.
(3) g1pαq “ g2pαq “ . . . “ gpp´1qpαq et gppqpαq ‰ 0 où α est l’unique point fixe.

Alors la suite pxnq converge avec un ordre p.

Exemple 34.43.
Nous reprenons

fpxq “ x2 ´ 2 ´ lnpxq. (34.72)

Et nous voulons résoudre fpxq “ 0. Graphiquement c’est l’intersection entre y “ x2´2 et y “ lnpxq.
Il est vite tracé de savoir qu’il y a deux solutions : α1 P r0, 1s et α2 P r?2, 2s.

Déjà un petit problème : l’intervalle r0, 1s ne va pas parce que f n’y est pas continue. Un petit
raffinement d’analyse nous fournit α1 P re´2, 1s.

Nous avons au moins les fonctions de points fixes suivantes :

g1pxq “ a
2 ` lnpxq (34.73a)

g2pxq “ ex
2´2. (34.73b)

Pour la première, il y avait un ˘ qui a été négligé parce que nous savons que les deux solutions
cherchées sont positives. Travaillons avec la première. D’abord

g1
1pxq “ 1

2x
a

2 ´ lnpxq . (34.74)

Nous avons limxÑe´2 g1
2pxq “ `8. Il ne sera donc pas possible de trouver 0 ă k ă 1 tel que

|g1pxq| ď k. Tentons quand même la méthode :

x0 “ 0.5 (34.75)

Il se fait que cela est plus proche de α1 que de α2. Mais en réalité la suite converge vers α2.
Passons à la seconde méthode.

g1
2pxq “ 2xex2´2. (34.76)

Sur l’intervalle re´2, 1s, g1
2 est croissante et prend toutes ses valeurs dans re´2, 1s. Nous pouvons

prouver que
|g1

2pxq| ď 2e´1 ă 1. (34.77)

Donc poser k “ 2e´1 fait fonctionner la proposition. Donc quel que soit le x0 pris dans cet
intervalle, nous aurons une suite convergente vers un point fixe à l’intérieur de l’intervalle. C’est-
à-dire convergente vers α1.

Cela est un exemple de problème pour lequel changer de fonction g change réellement la vie. △

34.5.2 Convergence quadratique

Définition 34.44.
Une suite pxnq a une convergence quadratique vers α si elle converge vers α et si il existe un C
tel que pour tout n nous ayons

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2. (34.78)

Il est bien entendu possible de parler de convergence quadratique si la relation (34.78) a lieu
seulement à partir d’un certain indice.

Le lemme suivant donne l’importance du choix de point de départ lorsqu’on utilise une méthode
itérative dont la convergence est quadratique.
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Lemme 34.45.
Soit une suite xn Ñ α de convergence quadratique. Si }x0 ´ α} ď r alors

}xn ´ α} ď 1
C

pCrq2n (34.79)

Démonstration. Nous pourrions directement prouver la formule (34.79) par récurrence, mais nous
allons la reconstruire un peu. Nous cherchons

}xn ´ α} ď Ckpnqr2n
. (34.80)

Nous avons les inégalités

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2 (34.81a)
ď CC2kpnqr2n`1 (34.81b)
“ C2kpnq`1r2n`1 (34.81c)

d’où nous voyons que la fonction k doit vérifier
"
kp0q “ 0 (34.82a)
kpn` 1q “ 2kpnq ` 1 (34.82b)

La première équation est l’hypothèse }x0 ´α} ď r comparée à la formule (34.80). Il est vite vérifié
que kpnq “ 2n ´ 1. D’où le résultat.

Si le point de départ est choisi de façon à avoir Cr ă 1 alors nous avons là un très bon majorant
parce qu’il s’agit d’un majorant convergeant très rapidement vers zéro. Si au contraire Cr ą 1 alors
ce majorant ne sert à rien.

34.46.
Le fait d’avoir une convergence quadratique signifie que le nombre décimales correctes double
(environ) à chaque itération, dans n’importe quelle base. En effet supposons que xn ait k décimales
correctes ; cela signifie que |xn ´ α| „ 10´k. Donc

|xn`1 ´ α| Æ M10´2k. (34.83)

Cela est le double de décimales correctes de |xn ´ α|, moins l’ordre de grandeur de M .
Pour la méthode de bisection, le nombre de décimales augmente de 1 à chaque itération, mais

seulement en base 2. En base 10, de façon générique 6 il faut entre 3 et 4 itérations pour avoir une
décimale de plus.

34.47 (Condition d’arrêt[646]).
D’autre part, lorsqu’une méthode a une convergence quadratique, nous avons un test d’arrêt. Pour
ce voir, nous avons la limite

lim
nÑ8

|xn`1 ´ α|
|xn ´ α| ď lim

nÑ8
C|xn ´ α|2

|xn ´ α| “ 0. (34.84)

Cette limite est alors également valable sans les valeurs absolues et si nous soustrayons xn ´ α au
numérateur, la limite devient ´1 :

´1 “ lim
nÑ8

xn`1 ´ xn
xn ´ α

. (34.85)

Ou encore
lim
nÑ8

xn ´ xn`1
xn ´ α

“ 1. (34.86)

Cela a pour conséquence que si n est grand,
(1) xn`1 a le même ordre de grandeur que xn ´ α.
(2) xn ´ xn`1 et xn ´ α ont le même signe.

Donc si nous voulons une approximation de α avec une erreur ϵ, il suffit d’arrêter le calcul lorsque
|xn`1 ´ xn| ď ϵ. Et ce faisant nous savons de plus si l’approximation est par excès ou par défaut.

6. C’est-à-dire sauf coup de malchance ou coup de chance.
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34.5.3 Convergence

Proposition 34.48 (Convergence d’une méthode de point fixe[646]).
Soit g : R Ñ R de classe C1 et α un point fixe attractif 7 de g. Soit k tel que |g1pαq| ă k ă 1 et δ
tel que }g1}Bpα,δq ă k.

Alors
(1) La fonction g est k-contractante 8 sur Bpα, δq.
(2) Nous avons g

`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

(3) Pour tout x0 P Bpα, δq la suite xn`1 “ gpxnq converge vers α et

|xn ´ α| ď |x0 ´ α|kn. (34.87)

Si de plus g1pαq “ 0 et g est de classe C2 alors nous avons convergence quadratique (défini-
tion 34.44).

Démonstration. Vu que α est un point fixe attractif de g nous pouvons considérer un k tel que
|g1pαq| ă k ă 1. Et comme g est de classe C1, la fonction g1 est continue et donc bornée sur toute
boule du type Bpα, δq. Soit δ le plus grand nombre tel que }g1}

Bpα,δq ď k. Nous notons I “ Bpα, δq
pour cette valeur de δ.

Pour tout x P I nous avons, en utilisant le théorème des accroissements finis 12.192(2) :

|gpxq ´ α| “ |gpxq ´ gpαq| (34.88a)
ď sup

tPI
|g1ptq||x´ α| (34.88b)

ď k|x´ α| (34.88c)
ă δ (34.88d)

parce que k ă 1 et |x ´ α| ď δ. Par conséquent gpxq P Bpα, δq. Cela prouve le point (2). Pour le
point (1), soient x, y P Bpα, δq et

|gpxq ´ gpyq| ď sup
aPI

|g1paq||x´ y| ď k|x´ y|. (34.89)

Pout le point (3) nous avons |gpxnq ´ α| ď k|xn ´ α|, c’est-à-dire

|xn`1 ´ α| ď k|xn ´ α|. (34.90)

Le résultat annoncé s’obtient par récurrence sur n.
En ce qui concerne la convergence quadratique, c’est du Taylor (proposition 12.457). Dévelop-

pons gpxnq autour de gpαq :

gpxnq “ gpαq ` g1pαqpxn ´ αq ` 1
2pxn ´ αq2ϵpxn ´ αq (34.91)

avec limtÑ0 ϵptq “ 0. En posant C “ 1
2 suptăδ |ϵptq| nous avons |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2,

c’est-à-dire
|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2. (34.92)

Ce corolaire est une paraphrase de la proposition 34.48. Il en retient seulement les points
intéressants en pratique.

Corolaire 34.49.
Soit α une solution de l’équation x “ gpxq, avec g continue sur un voisinage de α et dérivable dans
l’intérieur. Nous supposons que

|g1pαq| ă 1. (34.93)
Alors il existe un rayon δ tel que si x0 P Bpα, δq, la suite pxnq converge vers α.

7. Définition 17.32.
8. Définition 17.35
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Certes cette proposition demande moins d’hypothèses, mais en réalité, il ne donne pas de vrais
moyens de choisir un point de départ x0. Avec les deux théorèmes précédents, nous pouvions
prendre x0 n’importe où dans ra, bs. Le fait est que pour choisir x0 nous pouvons tracer et donner
à la main un x0 proche de ce qui semble être α. Si ça ne converge pas, il faut donner un x0 plus
proche. La proposition nous assure que si nous jouons bien à choisir x0 très proche, la suite finira
par converger.

Notons que le corolaire 34.49 a encore l’inconvénient de demander de calculer g1pαq alors que α
est inconnu. La résolution de l’inéquation |g1pxq| ă 1 nous donne un certain nombre d’intervalles
dans R.

Soient In les intervalles solutions de l’inéquation. Si α P In alors la méthode converge. Sinon,
c’est pas garantit. En tout cas nous ne devons pas savoir réellement α pour appliquer le théorème.
Il suffit de savoir que α est dans un des In.

34.6 Méthode de Newton

L’objectif de la méthode de Newton est d’évaluer une racine α de l’équation fpxq “ 0 lorsque
nous avons déjà une approximation x0 de la racine α.

C’est la méthode de Newton qui est à l’origine de la suite de la proposition 1.348 donnant une
suite dans Q qui converge vers

?
A.

Définition 34.50.
Le nombre α est une racine simple de l’équation fpxq “ 0 si fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Le nombre
α est une racine multiple d’ordre r de fpxq “ 0 si

fpαq “ f 1pαq “ . . . “ f pr´1qpαq “ 0 (34.94)

et f prqpαq ‰ 0.

Exemple 34.51.
La fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 est une racine d’ordre 3. △

34.6.1 « Justification » par la formule par Taylor

Soit une fonction f continue et dérivable sur ra, bs. Soit α une racine de f et xn une de ses
approximations. Nous notons l’erreur θ et nous avons α “ xn`θ. Du coup nous avons fpxn`θq “
fpαq “ 0.

Écrivons la série de Taylor du théorème 12.447 autour de xn : il existe une fonction ϵ : R Ñ R

telle que limtÑ0 ϵptq “ 0 telle que

fpαq “ fpxn ` θq “ fpxnq ` θf 1pxnq ` θ2

2 ϵpθq. (34.95)

Nous isolons le θ du terme d’ordre 1 en nous souvenant que le membre de gauche est nul :

θ “ ´fpxnq ´ θ2ϵpθq
f 1pxnq (34.96)

Vu que α “ xn ` θ, nous pouvons écrire

α “ xn ´ fpxnq ` θ2ϵpθq
f 1pxnq . (34.97)

Il est donc raisonnable de poser
xn`1 “ xn ´ fpxnq

f 1pxnq (34.98)

en espérant que cela soit une meilleure approximation de α que xn.
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En tout cas l’erreur sur xn`1 est

α ´ xn`1 “ xn ` θ ´ xn ` fpxnq ` θ2ϵpθq
f 1pxnq “ θ ` fpxnq ` θ2ϵpθq

f 1pnnq , (34.99)

qui ne doit pas être fondamentalement plus grand que θ dès que θ est petit, surtout que si xn est
une approximation de α, nous pouvons espérer que fpxnq soit également petit. Là où les choses
peuvent déraper en grand, c’est si f 1pxnq est petit.

Cette méthode de Newton ne converge pas toujours. Le pire est lorsque par malheur il y a une
bosse pas loin de la racine. Alors il y a un risque de tomber sur f 1pxn`1q “ 0 ou en tout cas très
proche de zéro. Dans ce cas le point xn`2 est envoyé très loin.

34.6.2 « Justification » par points fixes

Nous savons que pour résoudre fpxq “ 0 par une méthode de point fixe, il y a de nombreux
choix possibles de fonctions g telles que gpxq “ x donne la même solution que fpxq “ 0. Soit α
une solution de fpxq “ 0 et cherchons une fonction g de la forme

gpxq “ x´ kfpxq. (34.100)

Nous savons par la proposition 34.48 que la fonction g donne une convergence quadratique lorsque
g1pαq “ 0. Pour la forme (34.100) nous avons g1pαq “ 1 ´ kf 1pαq, ce qui nous donne l’idée de poser
k “ 1

f 1pαq .
Le fait est que f 1pαq n’est pas connu, mais nous pouvons l’approximer par f 1pxq lorsque x est

proche de α. D’où l’idée de considérer la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq , (34.101)

et donc la suite xn`1 “ gpxnq c’est-à-dire

xn`1 “ x´ fpxnq
f 1pxnq . (34.102)

Dès que xn est proche de α, sous l’hypothèse (raisonnable par continuité) que f 1pxnq soit proche
de f 1pαq, la méthode devrait donner une convergence quadratique.

Remarque 34.52.
Cette justification par points fixes n’est pas vraiment différente de celle par Taylor parce que Taylor
est utilisé dans la preuve de la proposition 34.48.

Définition 34.53 (Méthode de Newton).
La méthode de Newton pour la fonction f est la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.103)

Cette définition ne précise pas la valeur de x0, ni de condition d’arrêt.

34.6.3 Convergence de la méthode de Newton

Théorème 34.54 (Convergence quadratique de la méthode de Newton[646]).
Soit f une fonction continue vérifiant fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Nous considérons la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq (34.104)

que nous supposons être de classe C2.
Si C est une majoration de }g2} sur un intervalle contenant α, alors en posant δ “ 1{C nous

avons
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(1) La boule Bpα, δq est préservée par g : g
`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

(2) Pour tout x0 P Bpα, δq nous avons convergence quadratique vers α de la suite définie par
xn`1 “ gpxnq.

(3) Nous avons l’estimation
|xn ´ α| ď 1

C

`
C|x0 ´ α|˘2n

(34.105)

où C est la constante de la définition de convergence quadratique.

Démonstration. Nous commençons par calculer la dérivée de g :

g1pxq “ ´fpxqf2pxq
f 1pxq2 , (34.106)

d’où nous déduisons que g1pαq “ 0. Ensuite nous utilisons abondamment la formule des accroisse-
ments finis (théorème 12.325) en commençant par

|gptq ´ gpαq| ď }g1}rt,αs|t´ α| (34.107)

où par }f}A nous entendons la norme uniforme de f sur A, c’est-à-dire }f}A “ supxPA }fpxq}.
Note : nous écrivons rt, αs, mais ça pourrait être rα, ts.

Si x P rt, αs alors

|g1pxq| “ |g1pxq ´ g1pαq| (34.108a)
ď }g2}rx,αs|x´ α| (34.108b)
ď }g2}rx,αs|t´ α| (34.108c)
ď }g2}rt,αs|t´ α|. (34.108d)

En particulier, }g1}rt,αs ď }g2}rt,αs|t´ α|, et nous pouvons continuer les majorations (34.107) :

|gptq ´ gpαq| ď }g2}rt,αs|t´ α|2. (34.109)

La fonction g étant de classe C2, la dérivée seconde g2 est bornée (nous supposons déjà travailler
sur un compact contenant α). Soit C une borne. Nous sommes en mesure de prouver le point (1)
avec δ “ 1{C. En effet si t P Bpα, 1{Cq alors

|gptq ´ α| “ |gptq ´ gpαq| ď C|t´ α|2 ď C
1
C2 “ 1

C
, (34.110)

ce qui prouve que gptq P Bpα, 1{Cq.
Le point (2) se prouve de la même manière : si xn P Bpα, 1{Cq alors

|xn`1 ´ α| “ |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2, (34.111)

ce qui est bien la convergence quadratique.
La majoration du point (3) s’obtient par récurrence sur n. Pour n “ 0, la relation (34.105)

devient |x0 ´ α| ď |x0 ´ α| qui est vraie. Ensuite par la convergence quadratique et la récurrence,

|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2 ď C
“ 1
C

pC|x0 ´ α|q2n‰2 “ 1
C

“
M |x0 ´ α|‰2n`1

. (34.112)

34.55.
Dans le cas pratiques, nous commençons souvent par résoudre l’équation fpxq “ 0 par dichotomie.
Au moment où nous sommes assez proche de la solution nous commençons Newton.

La raison est que la dichotomie fonctionne toujours : nous allons toujours nous approcher de
la solution. Si par contre le point de départ est mal choisit, la méthode de Newton peut envoyer
n’importe où, y compris très loin de la solution.
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La proposition suivante nous indique que dans le cas d’une fonction convexe, le choix de point
de départ de la méthode de Newton n’est pas tellement crucial parce qu’ils sont tous bons. De plus
la convergence se faisant de façon décroissante (si on part de la droite), nous savons que le résultat
sera une approximation par excès de α.

Proposition 34.56 (Newton dans le cas convexe).
Soit f de classe C2 et une racine α telle que f 1pαq ą 0. Soit b ą α tel que f soit convexe sur rα, bs.

Alors pour tout x0 P rα, bs la suite de la méthode de Newton est
(1) décroissante
(2) reste dans rα, bs
(3) converge vers α.

Démonstration. Nous savons par la proposition 17.84(2) que la fonction f 1 est croissante, et par
hypothèse f 1pαq ą 0, donc sur rα, bs nous avons f 1 ą 0. Par conséquent, nous avons aussi f ą 0
sur rα, bs.

Le graphe de f est au dessus de la tangente de f en x “ xn (proposition 17.90). Si nous
nommons tx la fonction qui donne la tangente en x nous avons txnpαq ă 0 parce que fpαq “ 0.
Par conséquent

txnpxq “ 0 (34.113)

pour α ă x ă xn. Cela prouve que xn`1 P rα, bs, et que pxnq est une suite décroissante
Étant donné que pxnq est une suite décroissante dans le compact rα, bs, elle est convergente.

Notons β sa limite. Nous avons la relation de récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.114)

En passant à la limite n Ñ 8 nous avons l’équation

β “ β ´ fpβq
f 1pβq . (34.115)

Vu que fpxq ą 0 sur sα, bs nous avons automatiquement β “ α.

34.6.4 Racine carré par la méthode de Newton

Nous avons vu dans la proposition 1.348 une suite dont la limite était
?
A.

Exemple 34.57.
Utilisation de la méthode de Newton pour calculer

?
A. La première idée serait d’appliquer le

théorème 34.54 à la fonction fpxq “ x´ ?
A. Je vous laisse voir pourquoi ça ne marche pas.

Nous faisons fpxq “ x2 ´A. Le calcul donne :

gpxq “ x´ x2 ´A

2x “ 1
2
`
x` A

x

˘
. (34.116)

Cela explique la formule (1.507). △

34.6.5 Formalisation de l’algorithme

La méthode de Newton consiste a exprimer la solution x de fpxq “ 0 avec f P C1pRq comme
limite d’une suite txnunPN définie par récurrence par la formule

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.117)

où x0 est arbitraire.
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Si on veut exprimer cela en termes d’algorithmes, nous disons que l’algorithme de Newton est
donné par la suite de problèmes

Fnpxn`1, xn, fq “ xn`1 ´ xn ` fpxnq
f 1pxnq . (34.118)

La donnée du problème est la fonction f , et rien que elle.
Plus précisément, une fois que la fonction f est donnée, il existe une infinité de problèmes :

pour chaque a P R nous avons le problème

Gapxn, fq “ x´ a` fpaq
f 1paq . (34.119)

La méthode de Newton consiste à sélectionner une partie de ces problèmes de la façon suivante :
"
F0 “ Gx0 (34.120a)
Fn “ Gxn . (34.120b)

Le problème F0 fournit un nombre x1 qui nous permet de sélectionner le problème Gx1 qui va
fournir le nombre x2, etc.

Au moment de calculer le conditionnement de Fn, nous ne devons pas voir xn´1 comme fonction
de x0 et de la donnée f . Il ne faut donc pas dériver à travers les xn.

Proposition 34.58.
Si une racine est multiple, alors l’ordre de convergence de la méthode de Newton est 1.

Voici un algorithme possible :

1 def Newton (f,x0 ,toll ,maxit):
2 fp=f. derivative ()
3 n=0
4 x=x0
5 diff=toll +1
6 while abs (diff)>toll and n<maxit:
7 n=n+1
8 diff=-f(x)/fp(x)
9 x=x+diff

10 r e t u r n x,n

tex/frido/codeSnip_2.py

Commentaires :
(1) Notons que dans un langage vraiment numérique comme Matlab, il faut passer f 1 en argu-

ment.
(2) Dans le while il faudrait mettre xn`1 ´xn (en valeur absolue), mais cette différence est aussi

utilisée pour calculer xn`1 donc on la calcule une seule fois.
(3) Il faudrait faire une vérification sur fpxnq ‰ 0. Il n’y a pas tellement de choix que de changer

le point initial.

34.6.6 Caractéristiques

L’algorithme de Newton a les caractéristiques suivantes :
(1) Pour résoudre le problème numéro n, il faut avoir résolu le problème numéro n´ 1.
(2) Aucune des solutions xn aux problèmes intermédiaires n’est une solution au problème de

départ (à moins d’un coup de chance).
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(3) Étant donné que la donnée du problème Fn est la fonction f de départ, nous avons dm “
dn “ d pour tout m et n.

Théorème 34.59.
Soit f continue sur un voisinage de α, racine simple. Alors il existe un voisinage de α de rayon
σ tel que pour tout x0 dans ce voisinage, la méthode converge vers α avec ordre de convergence
p “ 2.

Donc dès qu’on a continuité autour de la solution recherchée, il suffit de prendre x0 assez proche
pour que tout se passe bien. Cela se fait par localisation des racines, par exemples en traçant la
fonction avec un bon niveau de zoom. Le fait est qu’on cherche disons 3 décimales à la main (travail
sur ordinateur et graphique) et Newton donne les 20 décimales suivantes à la vitesse de la lumière.

34.6.7 Exemple de la racine carrée

Nous allons nous lancer dans un exemple : le cas de la racine carrée. Soit à calculer une
approximation numérique de

?
2. Il s’agit d’une racine de la fonction fpxq “ x2 ` 2. La fonction

de la méthode de Newton associée est :

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq “ x2 ´ 2

2x . (34.121)

Cherchons un intervalle autour de
?

2 sur lequel nous avons convergence de la méthode de Newton.
Cela s’obtient grace à la proposition 34.48 qui nous informe qu’il suffit de trouver un intervalle
autour de

?
2 sur lequel |g1pxq| ď 1.

Nous avons

g1pxq “ x2 ´ 2
2x2 , (34.122)

et nous cherchons à résoudre |g1pxq| ď 1. D’abord g1pxq “ 1 n’a aucune solutions alors que g1p?
2q “

0. Donc nous avons g1pxq ď 1 pour tout x P R`. Par contre l’équation g1pxq “ ´1 a des solutions :
x “ ˘a

2{3.
Nous avons donc convergence de la méthode de Newton pour x0 dans un intervalle de la forme

ra2{3,
?

2 ` . . .s (34.123)

où les les trois points représentent l’expression qu’il faut pour que ce soit symétrique autour de
?

2.
La valeur précise n’a pas tellement d’importance parce, vu que nous sommes en train de chercher?

2, il est peu probable que nous ayons déjà en main une bonne approximation de nombres du typea
2{3.

Proposition 34.60.
La méthode de Newton pour la fonction fpxq “ x2 ´2 converge vers

?
2 pour toute valeur de départ

dans s0,`8r.
Démonstration. La fonction fpxq “ x2 ´ 2 est convexe et f 1p?

2q “ 2
?

2 ą 0. Donc la méthode
converge vers

?
2 pour tout x0 ě ?

2 par la proposition 34.56.
Si par contre x0 P s0,?2r nous avons

x1 “ x2
0 ` 2
2x0

. (34.124)

En posant hpxq “ px2 ` 2q{2x et en résolvant h1pxq “ 0 nous trouvons x “ ?
2. Et là, hp?

2q “ ?
2.

Donc hpxq est toujours plus grand que
?

2 pour tout x P s0,?2r.
En d’autres termes, si x0 P s0,?2r alors x1 ě ?

2 et nous retombons dans le premier cas.
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34.6.8 Si multiplicité

Supposons que α soit de multiplicité r (définition 34.50).
Cela se remarque en voyant que la méthode de Newton demande plutôt 20 itérations que 5.

Le problème que cela pose est que chaque itération, les évaluations provoquent des erreurs. Donc
moins d’itérations, c’est mieux.

Nous pouvons modifier la formule avec

xn`1 “ xn ´ r
fpxnq
f 1pxnq . (34.125)

Il est possible de prouver que cette suite est à nouveau à convergence quadratique.
Ou alors on pose F pxq “ f pr´1qpxq et α est une racine simple pour F . Donc faire Newton pour

F est à nouveau quadratique, tout en donnant la même solution parce que F pαq “ 0 et F 1pαq ‰ 0.
La seconde façon est bien parce que le théorème de localisation fonctionne 34.59
Et si r n’est pas connu ?
Il est toujours possible de faire r “ 2 puis r “ 3 et caetera jusqu’au moment où l’on remarque

que le nombre d’itérations baisse un grand coup.
Mais ça demande beaucoup de calculs. Le mieux est de changer de méthode.

34.6.9 Et la dérivée ?

Un des problèmes de la méthode de Newton est que l’on doit pouvoir calculer la dérivée.
Typiquement, il faut savoir f de façon analytique. Si cela n’est pas possible, nous pouvons changer
de méthode et utiliser la méthode des sécantes décrite en 34.9.

34.6.10 Méthode de Newton : le cas général

Lemme 34.61.
Soient A et B deux matrices inversibles telles que la matrice pA ` ϵBq soit inversible pour tout ϵ
assez petit. Alors il existe une matrice Xpϵq telle que

pA` ϵBq´1 “ pA´1 ` ϵXq (34.126)

et telle que limϵÑ0Xpϵq “ ´A´1BA´1.

Démonstration. Le candidat matrice X est relativement simple à trouver en écrivant

pA` ϵBqpA´1 ` ϵXq “ 1` ϵAX ` ϵBA´1 ` ϵ2BX. (34.127)

En imposant que cela soit 1, nous trouvons

Xpϵq “ ´pA` ϵBq´1BA´1. (34.128)

La matrice Xpϵq étant un inverse à droite de pA ` ϵBq, son déterminant est non nul et X est
inversible. Par conséquent elle est également inversible au sens usuel. Le calcul de la limite est
direct :

lim
ϵÑ0

´pA` ϵBq´1BA´1 “ A´1BA´1 (34.129)

parce que l’inverse est une fonction continue sur Mpn,Rq.
Remarque 34.62.
Un calcul naïf nous permet de trouver le même résultat de façon plus heuristique. En effet un
développement usuel (dans R) est

1
a` ϵb

“ 1
a

´ ϵb

a2 ` . . . (34.130)
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Si nous récrivons cela avec des matrices, nous écrivons (attention : passage heuristique !) :

pA` ϵBq´1 “ A´1 ´ ϵA´1BA´1 ` . . . (34.131)

Notons le choix de généraliser b{a2 par a´1ba´1. Dans les réels les deux écritures sont équivalentes,
mais pas dans les matrices.

Étudions si A´1 ´ ϵA´1BA´1 est bien un inverse à ϵ2 près de pA` ϵBq :

pA`ϵBqpA´1 `ϵA´1BA´1q “ 1´ϵBA´1 `ϵBA´1 ´ϵ2BA´1BA´1 “ 1´ϵ2BA´1BA´1. (34.132)

Par conséquent, à des termes en ϵ2 près la matrice A´1 ´ϵA´1BA´1 est bien un inverse de A`ϵB.

Théorème 34.63 (Méthode de Newton[647]).
Soit f : Rn Ñ Rn une application de classe C2 et un point a P Rn tel que fpaq “ 0. Nous supposons
que dfa est inversible.

Alors il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ pdfaq´1`fpxnq˘ (34.133)

converge vers a. De plus la vitesse est quadratique au sens où il existe C ą 1 tel que

}xn ´ a} ď C´1´2n
. (34.134)

Démonstration. Étant donné que dfa est inversible et que df est continue, l’application dfx est
continue 9 pour tout x dans un voisinage de a. Nous prenons r ą 0 tel que dfx est inversible pour
tout x P Bpa, rq.

Nous considérons la fonction

F : Bpa, rq Ñ Rn

x ÞÑ x´ pdfxq´1`fpxq˘. (34.135)

Cela est une application C1. La clef est de montrer que l’application de F à un point a`h rapproche
de a pourvu que h soit assez petit. Nous avons la formule suivante :

F pa` hq ´ F paq “ h´ `
dfa`h

˘´1`
fpa` hq˘. (34.136)

Nous allons maintenant utiliser un développement de Taylor par rapport à h en suivant la formule
(12.1319). Nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` }h}2ξphq (34.137)

où ξ : Rn Ñ Rn est une fonction qui tend vers une constante lorsque h Ñ 0. Nous avons aussi

dfa`h “ dfa ` }h}τphq (34.138)

où τ : Rn Ñ Mpn,Rq est une application qui tend vers une constante lorsque h Ñ 0. En ce qui
concerne l’inverse nous utilisons le lemme 10 34.61 :

`
dfa ` }h}τphq˘´1 “ pdfaq´1 ` }h}Aphq (34.139)

où A est une autre matrice fonction de h qui tend vers une constante lorsque h tend vers zéro. En
substituant le tout dans (34.136) nous trouvons

F pa` hq ´ F paq “ }h}2pdfaq´1ξphq ` }h}`Aphq ˝ dfa
˘phq ` }h}3Aphqξphq. (34.140)

9. Nous pouvons voir df comme l’application qui à x fait correspondre la matrice dfx P Mpn,Rq. Cette application
étant continue et la non inversibilité d’une matrice étant donnée par l’annulation du déterminant, les matrices
inversibles forment un ouvert dans l’ensemble des matrices.

10. Pour l’inversibilité de }h}τphq, notons que dfa est inversible et que par hypothèse la somme dfa ` }h}τphq est
inversible.
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En ce qui concerne la norme nous utilisons le fait que si T est un opérateur, }Tx} ď }T }}x}. Nous
trouvons

}F pa` hq ´ F paq} ď }h}2}pdfaq´1}}ξphq} ` }h}2}Aphq ˝ dfa} ` }h}3}Aphq}}ξphq} (34.141a)
“ }h}2αphq (34.141b)

pour une certaine fonction α : Rn Ñ R qui tend vers une constante lorsque h Ñ 0.
En posant C “ limhÑ0 αphq nous avons la majoration

}F pxq ´ a} ď C}x´ a}2. (34.142)

Nous pouvons également supposer que C ą 1. Afin de prouver la vitesse de convergence (34.134),
nous allons encore redéfinir r en demandant r ă 1{C2. De cette manière nous avons

}x0 ´ a} ď 1
C2 (34.143)

et la récurrence sur n est :

}xn`1 ´ a} “ }F pxnq ´ a} ď C}xn ´ a}2 ď C
`
C´1´2n˘2 “ C´1´2n`1

. (34.144)

Note : ce dernier calcul est le lemme 34.45 appliqué à r “ p1{C2q.
Remarque 34.64.
La valeur de la constante C a été fixée par l’équation (34.142). Certes nous pouvons toujours
choisir C plus grand afin d’augmenter la vitesse de convergence, mais le point de départ x0 devant
être dans une boule de taille 1{C2 autour de a, demander C plus grand revient à demander un
point de départ plus précis.

34.7 Estimation de l’ordre de convergence
Définition 34.65 ([648]).
Nous disons que la suite pxnq de limite x est convergente d’ordre q pour q ą 1 si il existe µ ą 0
tel que

lim
kÑ8

|xk`1 ´ x|
|xk ´ x|q “ µ. (34.145)

En particulier :
— la convergence d’ordre 2 est dite quadratique,
— la convergence d’ordre 3 est dite cubique,
— la convergence d’ordre 4 est dite quartique.

Comment estimer numériquement l’ordre p de convergence de la méthode ? Soit une suite pxnq
convergente vers α. Considérons les 4 termes xn´3, xn´2, xn´1, xn. Alors nous pouvons écrire
l’approximation

|xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| »

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙p
. (34.146)

Cette approximation ne serait pas trop mauvaise tant que n est assez grand pour que la convergence
soit bien engagée. Passons au logarithme :

ln |xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| » p ln

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙
. (34.147)

et donc

p »
ln
´ |xn´xn´1|

|xn´1´xn´2

¯

ln
´ |xn´1´xn´2|

|xn´1´xn´3|
¯ . (34.148)

Avec cette approximation, en réalité nous calculons une suite ppiq qui sont les approximations de
p à partir des termes i à i` 3 de la suite pxnq. Il s’agit d’une suite d’estimations de p.
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(1) Dans le cas de la bisection, nous obtenons toujours pi “ 1.
(2) Dans le cas de la méthode de Newton (34.6) nous avons p “ 2. Mais les premières valeurs de

pi peuvent être aussi bien 0 que 7. Après quelques itérations pourtant les pi se regroupent
autour de 2.

En tout cas, le plus important est de savoir si p ą 1 ou non. Rappel : nous voulons la superlinéarité
parce que nous voulons utiliser le test d’arrêt de la différence entre deux termes, voir 34.47.

34.8 Autres méthodes

34.8.1 Méthode de Schröder

La formule est
xn`1 “ xn ´ fpxnqf 1pxnq

f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (34.149)

Cette méthode est d’ordre 2 pour toute racine et toute valeur de multiplicité. Le problème de cette
méthode est qu’elle demande 3 évaluations de f . Son efficacité :

E “ 3?2 » 1.25 (34.150)

Cela est donc moins efficace que Newton.

34.8.2 Halley

Il a p “ 3 lorsque α est racine simple. Mais encore p “ 1 pour les racines multiples. Plus efficace
que Newton pour les racines simples, mais même problème pour les racines multiples.

xn`1 “ xn ´ 2fpxnqf 1pxnq
2f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (34.151)

34.9 Méthode des sécantes variables
Si nous n’avons pas de formule analytique pour f , mais seulement la possibilité de calculer

fpxq pour tout x. Newton ne fonctionne pas, mais la bisection fonctionne.
Nous pouvons approximer

f 1pxnq “ fpxnq ´ fpxn´1q
xn ´ xn´1

. (34.152)

En substituant dans la formule de Newton, nous obtenons

xn`1 “ xn ´ fpxnqpxn ´ xn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (34.153)

Il s’agit de prendre la droite qui passe par pxn´1, fpxn´1qq et par pxn, fpxnqq et de prendre
l’intersection de cette droite avec l’axe y “ 0. Cela donne le xn`1.

Pour cette méthode, il ne faut pas seulement x0 mais également x1.
L’ordre de convergence est le nombre d’or

p “ 1 ´ ?
5

2 » 1.618. (34.154)

Cela est donc superlinéaire.
Le nombre d’évaluations est s “ 1 (il y a deux apparitions de f dans la formule, mais l’une des

deux est récupérée dans l’itération suivante). Donc l’efficacité est

E “ p. (34.155)

Donc bien efficace.
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Proposition 34.66.
Si α est racine simple, il existe un voisinage de α tel que pour tout choix de x0, x1 dans ce voisinage,
la méthode converge.

Psychologiquement, on est tenté de prendre x0 et x1 de part et d’autre de α (pensant à la
bisection), mais en réalité ce n’est pas obligatoire du tout et n’a aucune influence. Il faut seulement
les prendre très proches de α.

Remarque 34.67.
La méthode de la sécante est souvent écrite sous la forme

xn`1 “ xn´1fpxnq ´ xnfpxn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (34.156)

C’est évidemment algébriquement équivalent.
Les formules (34.154) et (34.156) ont toutes deux des erreurs de cancellation. Laquelle est la

plus grave ?
Dans la première, si la fraction est mal calculée, elle ne fait que modifier xn. C’est-à-dire qu’on

peut espérer qu’à la prochaine itération, ça aille mieux. En tout cas, dans ce cas si la fraction est
mal calculée, ça ne détruit pas tout.

Dans la seconde, c’est la valeur elle-même qui risque d’être mal calculée. Et si la fraction est
mal calculée, alors on casse complètement l’éventuelle bonne approximation que nous avions déjà.

34.9.1 Aitken

La méthode du ∆2 de Aitken est une méthode d’accélération de la convergence.
Soit pxnq une suite qui converge. Nous voudrions une nouvelle suite pynq telle que

lim
nÑ8

yn ´ α

xn ´ α
(34.157)

C’est la définition d’une convergence accélérée.
La façon de faire est :

yn “ xn`2xn ´ x2
n`1

xn`2 ´ 2xn`1 ` xn
“ xn ´ pxn`1 ´ xnq

xn`2 ´ 2xx`1 ` xn
. (34.158)

La première expression a deux cancellations (la seconde une seule) et de plus la première est yn
elle-même alors que la seconde est une correction.

Donc la seconde expression est numériquement meilleure.
L’opérateur ∆ appliqué à une suite est :

p∆xqn “ xn`1 ´ xn (34.159)

Donc

p∆2xqn “ p∆xqn`1 ´ p∆xqn “ xn`2 ´ xn`1 ´ xn`1 ` xn “ xn`2 ´ 2xn`1 ` xn. (34.160)

L’accélération a alors la formule

yn “ p∆xq2
n

p∆2xqn . (34.161)

Le problème est que ça accélère tellement que l’on arrive vite à des erreurs de cancellations, et
donc à une précision en pics oscillants.
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34.10 Équations algébrique
C’est une équation du type P pxq “ 0 où P est un polynôme. Soit un polynôme de degré n.

Nous en savons des choses.
(1) L’équation a exactement n solutions dans C en comptant les multiplicités.
(2) Les racines complexes arrivent par paire complexes conjuguée. Elles sont donc toujours en

nombre pair.
Si donc nous avons n “ 3, nous ne pouvons pas avoir 2 racine réelles. Il y en a donc 1 ou 3

réelles. Pas zéro ni deux.
Quelques méthodes : Müller, matrice compagnon, Laguerre.

34.10.1 Résoudre un système linéaire

Pour résoudre un système linéaire d’équations, nous échelonnons la matrice du système. Soit à
résoudre le système Ax “ b où

A “
¨
˝

2 4 ´6
1 5 3
1 3 2

˛
‚, et b “

¨
˝

´4
10
5

˛
‚. (34.162)

En termes de problèmes, on écrit F
`
x, pA, bq˘ “ Ax ´ b. La donnée de ce problème est le couple

pA, bq.
En ce qui concerne l’algorithme, on pose comme premier problème

F1
`
x1, pA1, b1q˘ “ A1x1 ´ b1 “ 0 (34.163)

avec A1 “ A et b1 “ b.
Ensuite, on commence à échelonner et le second problème est

F2
`
x2, pA2, b2q˘ “ A2x2 ´ b2 “ 0 (34.164)

avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 1 5

˛
‚, et b “

¨
˝

´4
12
13

˛
‚. (34.165)

Le troisième problème sera
F3

`
x3, pA3, b3q˘ “ A3x3 ´ b3 “ 0 (34.166)

avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 0 3

˛
‚, et b “

¨
˝

´4
12
3

˛
‚. (34.167)

Ce problème est facile à résoudre « à la main ». Nous nous arrêtons donc ici avec l’algorithme, et
nous trouvons le x3 qui résous le problème F3.

34.10.2 Caractéristiques

L’algorithme de résolution de systèmes linéaires d’équations a les propriétés suivantes, à mettre
en contraste avec celles de Newton :

(1) Pour résoudre le problème numéro n, il n’a pas fallu résoudre le problème numéro n´ 1.
(2) Toutes les solutions xn des problèmes intermédiaires sont solutions du problème de départ.

Nous avons Fnpx, dnq “ 0 pour tout n (ici, dn “ pAn, bnq).
(3) D’un problème à l’autre, les données changent énormément : la matrice échelonnée peut être

très différente de la matrice de départ.



34.11. ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 2273

34.10.3 Définitions

Nous allons maintenant formaliser en donnant quelques définitions pour nommer les propriétés
que nous avons vues. D’abord, un algorithme est une suite de problèmes. Un algorithme pour
résoudre un problème F px, dq “ 0 est une suite de problèmes tFnpxn, dnq “ 0unPN.

Définition 34.68.
Un tel algorithme est dit fortement consistant si pour toutes données admissibles dn, on a

Fnpx, dnq “ 0 @ n, (34.168)

où x est la solution de F px, dq “ 0.

L’algorithme des matrices est fortement consistant, mais pas l’algorithme de Newton.

Définition 34.69.
Un algorithme est consistant si limnÑ8 Fnpx, dnq “ 0.

Dans le cas de l’algorithme de Newton, c’est plutôt une telle consistance qu’on attend.
L’algorithme est dit stable si pour tout n le problème correspondant est stable. Dans ce cas,

on note Knum le conditionnement relatif asymptotique défini par

Knum “ lim sup
n

Kn (34.169)

où Kn est le conditionnement relatif du problème Fnpxn, dnq “ 0.

Définition 34.70.
Un algorithme est dit convergent (en d) si pour tout ϵ ą 0, il existe N “ Npϵq et δ “ δpN, ϵq tels
que pour n ě 0 et |d´ dn| ă δ, on ait |xpdq ´ xnpdnq| ă ϵ.

Remarque 34.71.
Dans le cas de l’algorithme de Newton, nous avons vu que la donnée dn du problème Fn était
en fait la même que la donnée initiale d, donc nous avons dn “ d, et par conséquent nous avons
toujours |d´ dn| ă δ. Dans ce cas, la définition de la convergence revient à demander que la suite
numérique des xn converge vers la solution x.

Remarque 34.72.
Dans le cas des matrices par contre, les données sont très différentes les unes des autres, nous
avons donc en général que |d ´ dn| ą δ. Mais en revanche nous savons que tous les problèmes
intermédiaires Fn acceptent une solution unique 11 xnpdnq “ xpdq. Par conséquent, |xnpdnq ´ xpdq|
est toujours plus petit que ϵ. L’algorithme des matrices est donc toujours un algorithme convergent.

34.11 Équations non linéaires

Certaines équations non linéaires sont résolubles explicitement, par exemples les polynômes de
degré jusqu’à 4 ou des choses comme

sin2pxq ` 3 sinpxq ` 5 “ 0. (34.170)

Mais ces exemples sont très rares.
Nous allons étudier des équations du type fpxq “ 0, dans R.

(1) Un problème écrit sous la forme x “ gpxq peut utiliser des théorèmes de points fixes.
(2) Un problème sous la forme fpxq “ 0 peut utiliser des méthodes de bisection, Newton ou

autres.
11. Nous n’envisageons que le cas où le déterminant est non nul.



2274 CHAPITRE 34. NUMÉRIQUE

Il y a évidemment beaucoup de façons de transformer un problème pour passer d’une forme à
l’autre.

Exemple 34.73.
Soit fpxq “ x2 ´ a “ 0 avec a ą 0. Nous pouvons l’écrire

x2 ` x´ a “ x (34.171)
qui donne une forme gpxq “ x pour gpxq “ x2 ` x´ a.

Ou encore x “ a
x et donc gpxq “ a{x (si par ailleurs on sait que x ‰ 0). Notons que x ‰ 0 n’est

pas une hypothèse très forte parce qu’on la vérifie directement sur a. △

Exemple 34.74.
Soit l’équation à résoudre

fpxq “ x2 ´ 2 ´ lnpxq “ 0 (34.172)
Les solutions de cette équation peuvent être vues comme les intersections avec l’axe X du graphe
y “ x2 ´ 2 ´ lnpxq. Tracer peut donc aider. Par ailleurs, il faut noter que

lim
xÑ˘8 fpxq “ 8, (34.173)

donc les solutions sont certainement contenues dans un compact de R.
À part tracer nous pouvons écrire

x2 ´ 2 “ lnpxq. (34.174)
Et là, ce sont deux fonctions dont nous pouvons tracer le graphe pour trouver graphiquement
les points d’intersection. Une étude de fonction montre vite qu’il y a exactement deux solutions,
qu’elles sont strictement positives. Pour trouver des bornes, il faut calculer par exemple pour x “ 2
les valeurs de lnpxq et x2 ´ 2 pour voir si le graphe de x2 ´ 2 est déjà plus haut. △

La majorité des méthodes numériques de résolution d’équations du type fpxq “ 0 ou x “ gpxq
seront sous la forme de suites. Avec questions à la clef :

(1) Quel point de départ choisir ?
(2) Convergence ?
(3) Est-ce que la limite est bien une solution ?
(4) Vu que la limite est unique, comment faire si l’équation a plusieurs solutions ? (souvent c’est

le choix du point initial qui va jouer sur ce point)

34.75.
Si la fonction est très plate, il est possible d’avoir

|fpα̃q| ď ϵ (34.175)
sans que α̃ ne soit une bonne approximation.

Lorsqu’on fait tourner une méthode itérative résolvant fpxq “ 0, il n’est pas suffisant de
s’arrêter lorsque

fpxnq ď ϵ1. (34.176)
Il faut aussi s’assurer que, si x̄ est la solution exacte, |xn´x̄| ď ϵ2. Ici ϵ1 et ϵ2 sont deux « précisions »
que nous nous fixons au départ.

Évidemment, vérifier la condition |xn ´ x̄| ď ϵ2, il faudrait savoir x̄. Et savoir x̄ c’est justement
le problème. Nous sommes donc amenés à faire des estimations de |xn ´ x̄|.
34.76.
Lorsque nous effectuons une méthode itérative, il faut donc contrôler deux grandeurs :

|x̄´ xn| ď ϵ1 (34.177a)
|xn`1 ´ xn| ď ϵ2. (34.177b)

Proposition 34.77.
Soit p l’ordre de convergence de la suite pxnq vers x̄. Si p ą 1 et |xn`1 ´xn| ď ϵ2 alors |x̄´xn| ď ϵ2.
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34.11.1 Méthode de bisection

Il y a ce théorème des valeurs intermédiaires.

Théorème 34.78.
Soit f continue sur ra, bs telle que fpaqfpbq ă 0. Alors il existe au moins une solution à l’équation
fpxq “ 0 sur l’intervalle sa, br.

Pour démarrer une bisection, il est toujours bon de prendre l’intervalle ra, bs de façon à ne
contenir qu’une seule solution.

Soit donc un premier intervalle ra0, bOs tel que fpa0qfpb0q ă 0 et ne contenant qu’une seule
solution. À chaque itération nous considérons la moitié de l’intervalle précédent, mais la moitié
contenant la solution.

Le test d’arrêt de la méthode de bisection se base uniquement sur la taille de l’intervalle qui
reste. En effet si nous avons

|bn ´ an| ď ϵ (34.178)

nous avons certainement
|x̄´ xn| ď ϵ

2 (34.179)

où xn est le point du milieu de ran, bns.
34.79.
La fonction f n’intervient dans la méthode que via son signe, pas via ses valeurs exactes.

34.80.
Notons que le théorème des valeurs intermédiaires n’est pas très puissant pour choisir l’intervalle
de départ ; penser à la fonction

fpxq “ x2 ´ 5 (34.180)

sur l’intervalle r´10, 10s. Il y a bien deux solutions dans l’intervalle, mais elles sont invisibles du
théorème des valeurs intermédiaires. La fonction x ÞÑ x2 a sa solution en x “ 0, mais elle aussi
n’est pas visible.

34.81.
Certes la méthode de bisection assure la convergence vers une solution, mais elle n’assure pas la
convergence monotone. Il peut arriver que |x̄ ´ xn| ă |x̄ ´ xn`1|. C’est le cas lorsque la solution
est très proche du milieu de l’intervalle choisit. Le x0 est alors proche de x̄ alors que x1 sera à une
distance de x̄ d’environ un quart de l’intervalle de départ.

Supposons déjà avoir trouvé un intervalle ra, bs dans lequel se trouve une unique solution à
fpxq “ 0. Voici un algorithme possible.

1 from __future__ i m p o r t division
2

3 def bissection (f, a, b, toll , mmax):
4 """
5 f : une f o n c t i o n
6 a , b : les l i m i t e s de l ’ i n t e r v a l l e
7 toll : la t o l é r a n c e . C ’ est l ’ a m p l i t u d e de l ’ i n t e r v a l l e à Ðâ

p a r t i r d u q u e l nous nous a r r ê t o n s .
8 nmax : le n o m b r e m a x i m u m d ’ i t é r a t i o n s .
9

10 Nous s u p p o s o n s que \( b > a \) .
11

12 R e t o u r n e un tuple (x , n ) où ’x ’ est la s o l u t i o n a p p r o c h é e et ’nÐâ

’ est le n o m b r e d ’ i t é r a t i o n s e f f e c t u é e s
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13 """
14 n = -1
15 amp = toll + 1 # Pour s ’ a s s u r e r que l ’ on entre dans le cycle
16 while amp > toll and n < nmax :
17 n = n + 1
18 amp= abs (b - a)
19 x = a + amp / 2
20 if f(a) * f(x) < 0:
21 b = x
22 elif f(a)*f(x) > 0:
23 a = x
24 else : # P r o b l è m e ZERO
25 amp = 0
26 r e t u r n (x, n)

tex/frido/codeSnip_1.py

Plusieurs remarques :
(1) Le fait de retourner le nombre d’itérations effectuées permet à l’utilisateur de savoir la pré-

cision et si le nombre maximum d’itérations est dépassé. Si ce n retourné est égal à nmax,
l’utilisateur sait que le x retourné n’est pas fiable.

(2) La ligne from __future__ import division fait en sorte que l’opération / est bien la
division usuelle. Sinon, le défaut en python 2 est que / soit la division entière, c’est-à-dire
que 1{2 “ 0 en python 2. En python 3, le symbole / désigne bien la division usuelle, mais
Sage utilise Python 2.

(3) Même si l’intervalle ra, bs contient plus d’une solution, la méthode fonctionne et donne une
solution. Il est simplement éventuellement très compliqué de savoir laquelle.

(4) Nous faisons amp=toll+1 parce que nous voulons absolument lancer le cycle au moins une
fois. Sinon, le x à retourner ne serait pas définit au moment de sortir du cycle (si le cycle
n’est pas exécuté).

(5) Calculer le point milieu d’un intervalle ra, bs est par la formule pa ` bq{2 sauf que cette
opération est numériquement dangereuse parce qu’à cause de l’arithmétique en précision
finie, il est possible que cela tombe exactement sur a ou b. D’où le fait de calculer le point
milieu par

x “ a` amp

2 . (34.181)

(6) Dans le cas Problème ZERO nous déduisons fpxq “ 0. Attention que c’est pas que fpxq “ 0
mais simplement que en mettant x dans f , la machine retourne son zéro.
Il peut cependant avoir une fonction telle que fp1q “ 10´50 et fp2q “ 0. L’algorithme de
bisection risque de s’arrêter si xn “ 1. Parce que la machine risque de calculer fpxnq “ 0.
Quoi qu’il en soit, nous y mettons amp=0 pour être sûr de sortir de la boucle dès la prochaine
vérification.

(7) Il y a moyen de sauver les valeurs de fpaq et fpxq pour ne pas les recalculer, et en particulier
au moment de faire b=x nous pouvons poser fa=fx.

Si τ est la précision de la solution voulue, nous pouvons fixer à priori le nombre d’itérations à
faire grâce à la formule

n ě
R
log2

`b´ a

τ

˘V
. (34.182)

Il y a un “ě” et non une égalité parce qu’en arithmétique numérique, le nombre obtenu à droite
pourrait ne pas être le bon à 1 près.

Ici pour ν P R le nombre rνs est le plus petit entier à être plus grand ou égal à ν.
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34.82.
Notons l’importance de la continuité de f . Par exemple que ferait la bisection sur la fonction
fpxq “ 1{x pour l’intervalle r´3, 1s ?

Il y a changement de signe sans avoir de racine.

Vu que 210 est déjà 1024. Donc si on veut de la précision de l’ordre de 1{1000, dix itérations
suffisent. Si donc nous avons besoin de 200 itérations pour atteindre la précision voulue, c’est
l’occasion de trouver un intervalle plus petit. Par exemple en traçant la fonction, en faisant un
zoom et en trouvant des valeurs de a et b qui sont déjà proches.

34.83.
Dans le monde réel, il arrive souvent d’utiliser une méthode de bisection pour se donner un point
de départ pour une autre méthode.

34.12 Efficacité
Définition 34.84.
L’efficacité est le nombre

E “ s
?
p (34.183)

où p est l’ordre de convergence de la méthode et s est le nombre de fois qu’il faut calculer une
valeur de la fonction à chaque itération (nous ne comptons pas l’initialisation).

Que le nombre de d’évaluations de f intervienne est logique parce que chaque évaluation pro-
voque une erreur possible.

Exemple 34.85 (Bisection).
Pour la méthode de bisection, nous avons s “ 1 parce que chercher xn`1, il faut seulement calculer
fpxnq. △

Exemple 34.86 (Newton).
Pour l’algorithme de Newton nous avons p “ 2 et il y a deux évaluations à chaque itération (une
fois f et une fois f 1), donc s “ 2 et E “ ?

2. △

34.13 Exemples sous forme d’exercices
Exemple 34.87.
Nous supposons une machine acceptant 5 chiffres significatifs. Elle retient les nombres sous la forme
˘0.x ¨ ¨ ¨ ˆ 10....

x “ 1.403, y “ 0.4112 ˆ 10´3, z “ ´0.4111 ˆ 10´3.
Soient a “ px‘ yq ‘ z et b “ py ‘ zq ‘ x.

(1) D’abord la calculer à la main.
(2) Quel est le calcul préférable ?
(3) Donner l’erreur relative avec 3 chiffres significatifs.

Dans le cas du calcul à la main, il faut en faire un seul parce que, algébriquement, a “ b.
Nous avons x “ 1.403, y “ 0.0004112 et z “ ´0.0004111. Et la somme donne :

a “ b “ 1.4030001 “ 0.14030001 ˆ 101. (34.184)

Faisons d’abord la normalisation de x, c’est-à-dire flpxq.
flpxq “ 0.1403 ˆ 101. (34.185)

et y est déjà normalisé :
flpyq “ 0.4112 ˆ 10´3. (34.186)
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Il n’y a pas d’erreurs d’assignation pour ces deux nombres.
Pour faire la somme, il faudra déjà un peu casser les nombres pour les écrire de façon à pouvoir

les sommer. En effet, il faut écrire les deux nombres avec le même exposant de 10 (le plus grand),
pour pouvoir les mettre en colonne :

0.1404 ˆ 101 Ñ 0.1404 ˆ 101 (34.187a)
0.4112 ˆ 10´3 Ñ 0.00004 ˆ 101. (34.187b)

La somme donne 0.14034 ˆ 101. Et ça, c’est à nouveau arrondi. Le premier chiffre supprimé est un
4, donc

x‘ y “ 0.1403 ˆ 101. (34.188)

Et là on remarque que nous avons la même chose que x. C’est un classique du calcul numérique.
Nous avons aussi

flpzq “ 0.4111 ˆ 10´3. (34.189)

Et pour faire la somme de cela avec x‘ y nous devons le remettre sous la forme d’un 101 :

flpzq Ñ ´0.00004 ˆ 101 (34.190)

(erreur de conversion), et en sommant on trouve

px‘ yq ‘ z “ 0.140216 ˆ 101, (34.191)

qui est encore arrondi. Le premier chiffre supprimé est un 6, donc

flpaq “ 0.1403 ˆ 101, (34.192)

Le nom de l’erreur qui consiste à avoir x‘ y “ x est “relation annirmale”.
Calculons b.
Les nombres y et z ont même ordre de grandeur, donc pas d’erreur au moment de les mettre

sous forme sommable.

flpxq ` flpyq “ 0.00010 ˆ 10´3. (34.193a)

Cela est renormalisé et arrondi : flpxq ‘ flpyq “ 0.1000 ˆ 10´6.
Notons que nous avons ici commis potentiellement une erreur de cancellation parce que entre

y et z, il y a 3 chiffres sur 4 qui sont identiques. Seul le chiffre 1 est significatif en réalité.
Il faut maintenant ajouter x à cela. D’abord

flpxq “ 0.1403 ˆ 101. (34.194)

Pour cette somme, il faudra remettre notre 0.1000 ˆ 10´6 avec une puissance 101. Et là, nous
obtenons zéro parce que vraiment ce nombre est trop petit pour être écrit avec 101. Résultat des
courses :

flpbq “ 0.1403 ˆ 101. (34.195)

Dans le premier calcul nous avons deux “relations anormales” et dans le second nous en avons
une plus une cancellation.

Nous préférons avoir deux relations anormales, parce que l’erreur de cancellation est plus grave :
elle consiste à une perte de chiffre significatifs. Le fait est que faisant la différence à l’ordinateur
nous avons obtenu 0.1 qui est certes exact, mais qui est un coup de bol : la différence aurait aussi
bien pu être 0.19 avec d’autres nombres, machinement égaux.

Note : avec les données ici, il n’y a en fait pas d’erreur de cancellation. Mais il y a une erreur
potentielle de cancellation, potentiellement grave.

En ce qui concerne l’erreur relative. Dans la formule

ϵr “ |a´ a˚|
|a| , (34.196)
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la différence ne peut pas être calculée à la calculatrice justement parce qu’elle est très potentielle-
ment sujette à erreur de cancellation.

ϵr “ |0.1030001 ˆ 101 ´ 0.1403 ˆ 101|
0.14030001 ˆ 101 “ 0.1 ˆ 10´6

0.14030001 ˆ 101 » 0.712758 ˆ 10´7. (34.197)

En passant à 3 chiffres significatifs, 0.713 ˆ 10´7 (le premier chiffre supprimé est un 7).
△

Exemple 34.88.
Soient x “ 0.1 ˆ 1021 et y “ 0.5 ˆ 1020 et les expressions

(1) z1 “ x´y
y ` x`y

x

(2) z2 “ x2`y2

xy .

Ces deux expressions sont algébriquement équivalentes.

(1) Calculer les valeurs.

(2) On suppose une machine en précision simple. Laquelle des deux expressions est préférable ?

Pour z1, en arithmétique exacte :

z1 “ 0.5 ˆ 1020

0.5 ˆ 1020 ` 1.5 ˆ 1020

1 ˆ 1020 “ 0.25 ˆ 101. (34.198)

Le calcul exact de z2 donne la même chose.

(i) Calcul de z1 Les deux valeurs sont mémorisables et la différence x ´ y se fait sans erreurs
de cancellation. Idem pour la somme x` y. Idem pour les divisions.

(ii) Calcul de z2 Pour faire x2, c’est pas possible parce que c’est de l’ordre de 1040 alors que
nous sommes en précision simple. Idem pour le produit xy.

Morale : z2 donne un overflow alors que z1 fonctionne de façon exacte.

Remarque 34.89.
En réalité le z1 n’est pas tout à fait calculable de façon exacte sur la machine parce qu’elle doit
d’abord convertir en binaire, ce qui n’est pas toujours possible. Mais sur notre machine qui fonc-
tionne en base 10, il n’y a pas de problèmes.

△

Exemple 34.90.
Soit la fonction

fpxq “ 2x2 ´ 4x` 2 ´ e´x. (34.199)

(1) Identifier la plus grande des solutions réelles de fpxq “ 0.

(2) Effectuer une bisection pour la savoir.

(3) Sachant que
α » 1.358500220734946, (34.200)

quelle est l’erreur relative ?

Note : si c’est pour chercher à la main des approximations pour démarrer, il est évidemment
préférable de dessiner f1pxq “ 2x2 ´ 4x` 2 et f2pxq “ ´e´x séparément.

Quoi qu’il en soit, voici un graphique :
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´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5
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Nous voyons trois racines : α1 P r0, 0.5, s, α2 P r1, 1.5s et α0 P r´4,´3.5s.
La plus grande solution est α2. Nous pouvons déjà remplir le tableau des précisions :

n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.5
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Et nous calculons les valeurs de f aux points d’extrémité de l’intervalle. Note que seul le signe
nous importe :

fp1q » ´0.368 (34.201a)
fp1.5q » 0.278. (34.201b)

Voici donc le tableau avec le signe de f indiqué :

n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q ă `` ą ´0.162 ˆ 100 0.5
1 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
2 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Puis :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162 ˆ 100 0.5
1 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.25
2 ă `` ą ă `` ą ă `` ą ă `` ą 0.125

Et enfin :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162 ˆ 100 0.5
1 1.25p´q 1.5p`q 1.375p`q `0.284 ˆ 10´1 0.25
2 1.25p´q 1.375p`q 1.3125p´q q0.738 ˆ 10´1 0.125

Note que les fpxnq restent toujours du même ordre de grandeur. Si un moment on voit un 1.6ˆ107,
c’est qu’une erreur a été commise.

En ce qui concerne le calcul de l’erreur relative, la première chose à faire est de vérifier que le
α proposé est dans l’intervalle qui nous reste. Sinon c’est qu’une erreur a été commise.

De plus notre approximation est xn “ 1.3125, dont déjà deux chiffres sont corrects. En deux
itérations de bisection en partant de 0.5, nous ne pouvons pas nous attendre à mieux.

△
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34.14 Approximations de fonctions
(1) D’habitude on n’approxime pas une fonction sur tout son domaine, mais seulement sur une

partie.
(2) Il y a le problème du choix de la classe des fonctions qui vont approximer. Nous allons

travailler avec des polynômes.
(3) Il nous faut un critère disant si une approximation est bonne ou non.

34.14.1 Critère d’interpolation

À partir de n ` 1 abscisses points distinctes xi, nous calculons yi “ fpxiq. Il y a ce théorème
qui dit qu’il existe un unique polynôme de degré (au plus) n` 1 passant par les points pxi, yiq.
Proposition-Définition 34.91 (Base de Lagrange).
Étant donnés n` 1 valeurs distinctes xi, l’espace des polynômes de degré n admet la base

L
pnq
i pxq “

nź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

(34.202)

pour i “ 0, . . . , n.

Soit par exemple les valeurs de f données dans

xi yi “ fpxiq
x0 “ 5 1
x1 “ ´7 ´23
x2 “ 6 ´54
x3 “ 0 ´954

Les polynômes de Lagrange pour ces données dépendent seulement des xi, pas des yi. En
particulier,

L
p3q
0 pxq “ px´ x1qpx´ x2qpx´ x3q

px0 ´ x1qpx0 ´ x2qpx0 ´ x3q , (34.203)

etc.
La réponse est que

L
p3q
0 pxq “ x3 ` 13x2 ` 42x

660 (34.204a)

L
p3q
1 pxq “ ´x3 ´ x2 ` 30x

84 (34.204b)

etc. (34.204c)

Ce qu’il y a de bien avec cette base est que en posant ai “ fpxiq alors le polynôme
nÿ

i“0
aiL

pnq
i pxq (34.205)

passe par les points pxi, fpxiqq. Du coup il suffit d’écrire

P3pxq “ L
p3q
0 pxq ´ 23Lpnq

1 pxq ´ 54Lpnq
2 pxq ´ 954Lpnq

3 pxq “ 4x3 ` 35x2 ´ 84x´ 954. (34.206)

Un inconvénient de cette base est qu’elle est complètement dépendante des points choisis. Si
on ajoute un point ou qu’on en prend un à peine différent, tous les coefficients changent. Mais en
pratique, ajouter des points est quelque chose qui arrive souvent parce que souvent, après avoir vu
le résultat d’un polynôme d’interpolation, on veut ajouter un point pour avoir un meilleur résultat.
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34.92.
Une habitude : le premier et le dernier nœud se choisissent aux extrémités de l’intervalle sur lequel
nous voulons une approximation.

Le but d’une approximation est d’avoir des approximations de fpx˚q pour des valeurs de x˚
qui ne soit pas une des abscisses données (parce que sur ces points, le polynôme et la fonction sont
égaux). Nous considérons donc

fpx˚q » Pnpx˚q. (34.207)

Si x˚ est dans l’intervalle I “ rxmin, xmaxs alors nous disons que nous calculons f par interpola-
tion. Si au contraire x˚ est en dehors de cet intervalle nous parlons d’extrapolation.

Si x˚ est pris à l’extérieur de I, alors l’erreur risque d’être très grande, surtout parce que les
polynômes tendent tous vers ˘8 lorsque x Ñ ˘8.

Autant l’interpolation via polynômes est le plus souvent valable, il faut garder à l’esprit que
les extrapolations sont souvent mauvaises si x˚ est trop loin des extrémités de I.

34.14.2 Base de Newton

Après la base canonique et la base de Lagrange, nous voyons la base de Newton. Soient encore
n` 1 points donnés du graphe de f .

Définition 34.93.
La base de Newton pour les abscisses xi est l’ensemble des polynômes suivants :

1, px´ x0q, px´ x0qpx´ x1q, . . . , px´ x0qpx´ x1q . . . px´ xn´1q (34.208)

Notons que ces polynômes n’utilisent pas le dernier point des xi. Le polynôme passant par les
points est

Pnpxq “ x0 `
nÿ

i“1
ci

n´1ź

j“0
px´ xjq. (34.209)

Le calcul des ci n’est pas absolument évident. Mais si nous ajoutons un point d’interpolation, les
polynômes déjà calculés sont encore bons ; en particulier

Pn`1pxq “ Pnpxq ` cn`1

nź

j“0
px´ xjq. (34.210)

Et cela est bien, parce que ça donne une façon de les calculer par récurrence.
Il y a plusieurs façons de calculer les ci.
Les différences divisées sont des façons d’approximer les dérivées.

Définition 34.94.
Soient n` 1 nœuds xi pour la fonction f . La différence divisée sont :
Ordre 0

f rxis “ fpxiq (34.211)

Ordre 1
f rxi, xjs “ f rxis ´ f rxjs

xi ´ xj
. (34.212)

Ordre 2
f rxi, xj , xks “ f rxi, xjs ´ f rxj , xks

xi ´ xk
. (34.213)

Ordre n

f rx0, . . . , xns “ f rx0, . . . , xn´1s ´ f rx1, . . . , xns
x0 ´ xn

. (34.214)
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Les ordres font référence à l’ordre de dérivation qui est approximé.
Nous avons alors

ci “ f rx0, . . . , xis. (34.215)

Cela donne effectivement une méthode de récurrence pour trouver les coefficients ci.

Remarque 34.95.
Pour calculer c0, il faut seulement calculer f rx0s “ fpx0q. Mais pour calculer c1 il faut f rx0s et
f rx1s. Et pour c2 il faut f rx0, x1, x2s qui demande f rx0, x1s et f rx0, x1s, qui demande etc.

Il faut donc calculer en réalité tous les f rxis pour terminer le calcul. Par contre, pour ajouter
un point, il ne faut pas tout recalculer, et même pas tout conserver en mémoire. Il faut seulement
garder en mémoire la dernière diagonale.

Exemple 34.96.
Soit les nœuds

x fpxq
3 1
1 ´3
5 2
6 4

Trouver le polynôme d’interpolation via la base de Newton.

xi f rxis f rxi, xjs f rxi, xj , xks
3 1 1`3

2 “ 2 f rx0,x1s´f rx1,x2s
x0´x2

“ 2´ 5
4´2 “ ´3

8

1 ´3 ´3´2
´4 “ 5

4
5
4 ´2
´5 “ 3

20
5 2 2´4

´1 “ 2 f rx0,x1,x2s´f rx1,x2,x3s
x0´x3

“ 4
40

6 4 ă `` ą ă `` ą
Le polynôme d’interpolation sera

P3pxq “ c0 ` c1px´ x0q ` c2px´ x0qpx´ x1q ` c3px´ x0qpx´ x1qpx´ x2q. (34.216)

△

<++>
Un exercice typique serait de donner tout pour 3 points puis de demander le polynôme qui

aurait un quatrième point.

34.14.3 Méthode des minimums quadratiques

Soient m` 1 points connus sur le graphe de la fonction f que nous devons approximer. Au lieu
d’exiger que notre approximation ne passe par tous les points, nous allons chercher une approxi-
mation qui minimise la somme des carrés des erreurs sur ces points.

Soit F une classe de fonctions dans laquelle nous allons chercher l’approximation. Nous cher-
chons g P F qui minimise

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi (34.217)

où ωi ą 0 est une pondération. Souvent on prend ωi “ 1, mais pas toujours. La fonction E sur F
est la fonction d’erreur.

34.97.
À part dans les exercices à la main, le nombre de points est grand, du type du milliard. Il est bien
entendu pas envisageable de faire passer un polynôme exactement par un milliard de points, parce
que cela demanderait un polynôme de degré un milliard.
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Plus généralement, d’un point de vue scientifique, avoir n paramètres libres pour n données
expérimentales, ça ne passe pas Popper.

Afin de faire de la science qui passe Popper nous nous restreignons à une classe de fonction F
dont la dimension n’est pas grande : dimpFq ! m. Et nous notons dimpFq “ n` 1.

Exemple 34.98.
La qualité d’une expérience peut être influencée par des paramètres extérieurs comme l’humidité,
le vent, etc. Donc il est normal d’avoir des expériences moins précises que d’autres. On le pèse
moins. △

Exemple 34.99.
Dans un questionnaire, il se met des questions volontairement contradictoires. Si quelqu’un répond
« oui » aux deux questions, il y a une indication que la personne a répondu un peu n’importe
comment, et il faut moins peser ses réponses. △

Soit g P F , et une base tgiui“0,...,n de F . Nous écrivons

g “ a0g0 ` a1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` angn (34.218)

La fonction donnée E donnée en (34.217), est, à partir du moment où F et une base sont choisis,
une fonction des paramètres ai que nous nommons F pa0, . . . , aiq. Il faut minimiser F , c’est-à-dire
poser

BF
Baj “ 0 (34.219)

pour j “ 0, . . . , n. Cela sont n` 1 équations pour n` 1 inconnues. Notons que ces équations sont
linéaires parce que chacun des termes est du type

˜
fpxiq ´

mÿ

j“0
ajgjpxiq

¸2

, (34.220)

et lors de la dérivation par rapport à aj , nous obtenons du degré 1.

34.14.4 Notre espace de Hilbert

Nous allons maintenant formaliser un peu tout cela. Dans [649] il est expliqué que si ω est une
fonction strictement positive, alors l’espace L2

ω

`ra, bs˘ dérivé de la norme

}f}2
L2

ω
“
ż b

a
|fpxq|2ωpxqdx (34.221)

est un espace de Hilbert. Nous allons tenter le coup avec ω “ řm
i“0 ωiδxi où δa est la distribution

de Dirac 12 centrée en a.
Sur l’ensemble des fonctions R Ñ R nous considérons la relation d’équivalence f „ g si

fpxiq “ gpxiq pour tout i “ 0, . . . ,m. Nous notons L2
ω cet ensemble.

Proposition 34.100.
La formule

xf, gy “
mÿ

i“0
fpxiqgpxiqωi (34.222)

définit un produit scalaire sur L2
ω. Ce dernier devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Pour être un produit scalaire (définition 9.155), la forme considérée doit être
symétrique et strictement définie positive. La symétrie de la formule (34.222) ne fait pas de doute.
Le fait que ce soit semi-défini positif non plus. Pour le strict,

xf, fy “
mÿ

i“0
|fpxiq|2ωi. (34.223)

12. Définition 30.48.
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Étant donné que ωi ą 0 pour tout i, l’annulation de xf, fy implique l’annulation de fpxiq pour
tout i. Cela signifie que f est dans la classe de 0 et donc est nul dans L2

ω.
En ce qui concerne la complétude, la proposition 7.253 répond à notre place, étant donné que

L2
ω est de dimension finie. Une base est donnée par exemple par eipxq “ δx,xi . Ici le δ est celui de

Kronecker, et non celui de Dirac.

Lemme 34.101.
Si la classe de fonctions F est un sous-espace vectoriel de L2

ω et si f P L2
ω il existe un unique

élément g de F minimisant la distance à f .

Démonstration. Le théorème de projection (au choix 12.138 ou 25.7) nous assure l’existence et
l’unicité d’un élément de F minimisant la distance à f P L2

ω.

34.102.
Ce lemme est gentil, mais ne nous donne pas de méthodes pour trouver ce minimum. Nous allons
donc écrire explicitement un système d’équations permettant de le trouver. Si tgαu est une base
(finie) de F alors nous cherchons le minimisant sous la forme f “ ř

α aαgα.
Nous devons minimiser

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi “

mÿ

i“0

`
fpxiq ´

ÿ

α

aαgαpxiq
˘2
ωi. (34.224)

Vu que cela est maintenant plutôt une fonction des coefficients aα que de la fonction g nous la
notons F pa0, . . . , anq. Il s’agit d’étudier le système d’équations

BF
Baα “ 0. (34.225)

Un tout petit peu de calcul mène au système
ÿ

i

ÿ

β

aβωigαpxiqgβpxiq “
ÿ

i

ωigαpxiqfpxiq. (34.226)

À droite nous reconnaissons xf, gαy. et à gauche,
ř
β aβxgα, gβy. Donc le système s’écrit

ÿ

β

aβxgα, gβy “ xf, gαy. (34.227)

Il y a une équation pour chaque valeur de α.
La matrice A P Mpn ` 1q,R donnée par xgα, gβy étant strictement définie positive (c’est un

produit scalaire), le système a une unique solution. Et comme cette matrice est de plus symétrique,
elle est diagonalisable par le théorème spectral 9.212. Toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Notons pour la curiosité que si l’on considère la matrice B P Mpmˆ nq donnée par

Bij “ ?
ωigjpxlq, (34.228)

alors nous avons A “ BtB.

34.14.5 Droite de régression

La droite de régression est la cas particulier n “ 1, c’est-à-dire un système 2ˆ2. Nous cherchons
P “ a0 ` a1x. Et la base choisie est g0pxq “ 1, g1pxq “ x. Nous avons

xg0, g0y “
ÿ

i

ωig0pxiqg0pxiq “
ÿ

i

ωi (34.229a)

xg0, g1y “
ÿ

i

ωixi (34.229b)

xg1, g1y “
ÿ

i

ωix
2
i . (34.229c)
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Donc pour approximer une fonction f il faut résoudre le système
ˆ ř

i ωi
ř
i ωixiř

i ωixi
ř
i ωix

2
i

˙ˆ
a0
a1

˙
“
ˆxf, g0y

xf, g1y
˙
. (34.230)

Pour calculer les produits xf, gαy il suffit de savoir f sur les points xi. Et encore heureux, parce
que toute la méthode est basée sur le fait que nous ne connaissons pas f ailleurs. C’est pour cela
que nous avons défini L2

ω comme un ensemble quotient.

Exemple 34.103.
Faisons la droite de régression pour les données avec tous les poids ωi “ 1.

xi fpxiq
´5 18
´3 7
1 0
3 7
4 16
6 50
8 67

Nous avons

xg, g0y “
ÿ

i

fpxiq “ 165 (34.231a)

xf, f1y “
ÿ

i

fpxiqxi “ 810. (34.231b)

et donc le système ˆ
7 14
14 160

˙ˆ
a0
a1

˙
“
ˆ

165
810

˙
(34.232)

dont résolution donne la droite de régression. △

Proposition 34.104.
Si tous les poids sont identiques, alors la droite de régression passe par le barycentre des points
donnés :

$
’’’’&
’’’’%

xM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
xi (34.233a)

yM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
yi. (34.233b)

Cela donne une vérification possible de la réponse trouvée.

Définition 34.105.
L’erreur quadratique est la fonction F pa0, . . . , anq dont il est question plus haut. Et si une
solution est connue, son erreur quadratique est la valeur de F pour cette solution.

34.15 Conditionnement d’une matrice

Soit le système d’équations linéaires Au “ b avec la matrice inversible A ainsi que le système
perturbé pA ` ∆Aqu1 “ pb ` ∆bq. Nous notons ∆u “ u1 ´ u et nous voudrions pouvoir dire des
choses de l’erreur relative }∆u}

}u} .
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Exemple 34.106 ([320]).
Soit la matrice

A “
ˆ

10 7
7 5

˙
(34.234)

et b “
ˆ

32
23

˙
. La solution de Au “ b est u “

ˆ´1
6

˙
. Si nous conservons la même matrice mais nous

considérons b “
ˆ

32.1
22.9

˙
. La solution devient u1 “

ˆ
0.2
4.3

˙

En norme }.}8 nous avons 13

}∆b}
}b} “ 0.1

32 “ 0.003125 (34.235)

et
}∆u}
}u} “ 1.7

6 “ 0.28. (34.236)

Cela montre environ amplification d’un facteur 100 entre l’erreur sur b et l’erreur sur la solution.
△

Définition 34.107.
Le conditionnement de la matrice inversible A P GLpn,Cq est le nombre positif

CondpAq “ }A}}A´1}. (34.237)

Cette dénomination sera justifié par le corolaire 34.113 parce qu’il est évident que le condition-
nement d’une matrice est lié au conditionnement du problème de résolution d’un système linéaire.

Remarque 34.108.
Le conditionnement dépend de la norme choisie, mais cette dependence est contrôlée par la propo-
sition 11.43 qui nous indique que si le conditionnement d’une matrice est grand dans une norme,
il sera grand dans une autre norme.

D’autre part, lorsque nous écrirons }A} nous supposerons toujours que }.} est une norme d’al-
gèbre 14 et donc que nous avons toujours

}AB} ď }A}}B}. (34.238)

De plus nous supposerons toujours avoir une norme subordonnée à une norme sur l’espace Cn, de
telle sorte à avoir

}Au} ď }A}}u} (34.239)

pour tout u P Cn. Voir aussi le lemme 11.58.

Proposition 34.109 ([320]).
Si A est une matrice inversible et si α P C nous avons :

(1) CondpAq ě 1
(2) CondpAq “ CondpA´1q
(3) CondpαAq “ CondpAq.

Si Q P Opnq alors
(1) Nous avons Cond2pQq “ 1 où Cond2 est le conditionnement pour la norme }.}2.
(2) Nous avons aussi

Cond2pAq “ Cond2pAQq “ Cond2pQAq. (34.240)
13. La proposition 11.43(3) montre que si nous voulions des estimations en norme }.}2, il y aurait au maximum

un facteur
?

2 par-ci par là.
14. Définition 11.55.
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Démonstration. Nous savons que Condp1q “ 1 et donc

1 “ }1} ď }A}}A´1} (34.241)

parce que la norme utilisée est une norme matricielle.
Les deux autres formules sont évidentes à partit du fait que la définition du conditionnement

de A est symétrique entre A et A´1.
En ce qui concerne les formules relatives à la matrice orthogonale Q nous savons par la propo-

sition 9.38(3) qu’une matrice orthogonale est une bijection de l’ensemble tx P Rn tel que }x} “ 1u.
Par conséquent

}AQ} “ sup
x tel que }x}“1

}AQx} “ sup
Q´1x tel que }x}“1

}AQQ´1x} “ }A}. (34.242)

Donc }AQ} “ }A}. Les assertions s’ensuivent immédiatement en remarquant que Q´1 est également
orthogonale.

Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 15 et le théo-
rème 11.18 nous assure que ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.19, ses valeurs
propres sont même positives.

Proposition 34.110 ([320]).
Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq, et µ1 ď . . . ď µn les valeurs propres de A˚A. Alors nous
avons la formule

Cond2pAq “
c
µn
µ1
. (34.243)

Démonstration. Par le théorème 12.116, la norme de A est liée au au rayon spectral de A˚A par

}A}2 “ a
ρpA˚Aq “ ?

µn. (34.244)

Vu que le spectre de AA˚ est le même que celui de A˚A (lemme 12.99) nous avons aussi

}A´1}2 “
b
ρ
`pA´1q˚A´1

˘ “
b
ρ
`pA˚Aq´1

˘ “ 1?
µ1

(34.245)

parce que la plus grande valeur propre de pA˚Aq´1 est l’inverse de la plus petite de A˚A.
Ces deux calculs étant,

Cond2pAq “ }A}2}A´1}2 “
c
µn
µ1
. (34.246)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 34.111
À mon avis ce qui est dans la proposition 17.115 est le conditionnement de la matrice ou sa racine
carrée ou un truc du genre. Il faut voir le lien entre les valeurs propres de A et celles de AA˚.

34.15.1 Perturbation du vecteur

Proposition 34.112 (Système linéaire : perturbation du vecteur[320]).
Soit une matrice inversible A et les systèmes d’équations linéaires

Au “ b (34.247a)
Au1 “ b1. (34.247b)

En notant ∆u “ u1 ´ u et ∆b “ b1 ´ b nous avons

}∆u}
}u} ď CondpAq}∆b}

}b} . (34.248)

15. Définition 9.166.
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Démonstration. En soustrayant les équations (34.247) nous avons ∆b “ A∆u, et donc ∆u “
A´1∆b. D’une part nous avons alors

}∆u} ď }A´1}}∆b}. (34.249)

Et d’autre part, }b} ď }A}}u}, ce qui donne

}b}
}A} ď }u}. (34.250)

En mettant les deux ensemble,

}∆u}
}u} ď }A´1}}∆b}

}b} }A} “ CondpAq}∆b}
}b} . (34.251)

Le corolaire suivant justifie le nom « conditionnement » au conditionnement d’une matrice.

Corolaire 34.113.
Soit A P GLpn,Cq fixée et le problème de résoudre Au “ b, c’est-à-dire la fonction

F pu, bq “ Au´ b. (34.252)

(1) Ce problème est stable pour toute valeur de b.
(2) Nous avons une majoration pour le conditionnement relatif 16 :

Krelpη, b0q ď CondpAq. (34.253)

Démonstration. (i) Stabilité Vu que A est inversible, il existe une solution unique à tout sys-
tème de la forme Au “ b1. De plus upbq “ A´1b, donc

}upbq ´ upb0q} “ }A´1pb´ b0q} ď }A´1}}b´ b0}, (34.254)

de telle sorte que la condition 34.26(2) fonctionne avec K “ }A´1}.
(ii) Conditionnement En partant de la définition 34.49, et en utilisant la majoration de la

proposition 34.112 sous la forme

}upbq ´ upb0q} ď CondpAq}upb0q}}∆b}
}b0} , (34.255)

nous obtenons :

Krelpb0, ηq “ Kabspb0, ηq }b0}
}upb0q} (34.256a)

“ sup
}b´b0}ďη

}upbq ´ upb0q}
}b´ b0}

}b0}
}upb0q} (34.256b)

ď sup
b

CondpAq}upb0q}
}b0} }∆b} 1

}b´ b0}
}b0}

}upb0q} (34.256c)

“ CondpAq. (34.256d)

Remarque 34.114.
La notion de conditionnement relatif dépend aussi de la norme choisie. Dans la formule (34.253)
il faut prendre le conditionnement CondpAq pour la norme dans laquelle le Krel est écrit. Encore
une fois, toutes les normes étant équivalentes, cette majoration est à constante près bonne pour
toutes les normes. Si la dimension est très grande, cette constante peut par contre être grande.

16. Si vous doutez de la norme à prendre, lisez la remarque 34.114
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34.15.2 Perturbation de la matrice

Proposition 34.115 (Système linéaire : perturbation de la matrice[320]).
Soient les systèmes linéaires

Au “ b (34.257a)
A1u1 “ b (34.257b)

avec A et A1 inversibles. Nous notons ∆A “ A1 ´A. Alors
(1)

}∆u}
}u1} ď CondpAq}∆A}

}A} (34.258)

(2)
}∆u}
}u} ď CondpAq}∆A}

}A}
`
1 ` αp}∆A}q˘ (34.259)

où limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. D’abord nous avons

0 “ Au1 ´Au (34.260a)
“ pA1 ´Aqu1 ´Au1 ´Au (34.260b)
“ ∆Au1 `A∆u. (34.260c)

Par conséquent, ∆u “ ´A´1p∆Aqu1 et

}∆u} ď }A´1}}∆A}}u1}. (34.261)

Donc }∆u}
}u1} ď }A´1}}A}}∆A}

}A} “ CondpAq}∆A}
}A} . (34.262)

Cela est (1).
Pour l’autre inégalité, nous avons A1 “ A` ∆A et donc

}A1´1} “ }pA` ∆Aq´1} (34.263)

Nous repartons alors de (34.261) en changeant le rôle de A et A1 (et donc aussi de u et u1). Ce
changement étant, }∆u} et }∆A} ne changent pas. Nous avons :

}∆u}
}u} ď }A1´1}}∆A} (34.264a)

“ }pA` ∆Aq´1}}∆A} CondpAq
}A}}A´1} (34.264b)

“ }pA` ∆Aq´1}
}A´1}

}∆A}
}A} CondpAq. (34.264c)

Il reste à voir que

lim
}∆A}Ñ0

}pA` ∆Aq´1}
}A´1} “ 1, (34.265)

ou autrement dit que

lim
AÑA1

}A1´1}
}A´1} “ 1 (34.266)

où la limite est celle dans GLpn,Cq. Par définition de la topologie, la norme est continue (quelle
qu’elle soit par l’équivalence de norme 11.45). Par le théorème 11.202, l’application A ÞÑ A´1 est
également continue et commute donc avec la limite. Nous avons donc

lim
A1ÑA

}A1´1} “ }p lim
A1ÑA

A1q´1} “ }A´1}. (34.267)

Donc la limite du quotient (34.266) est bien 1.
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34.16 Système linéaires (généralités)
Soit un système d’équations linéaires Ax “ b avec A P Mpn,Rq. Le problème est évidemment

de savoir si il existe une unique solution x et de la déterminer. Nous supposons l’existence et
l’unicité. C’est-à-dire que les conditions équivalentes 17 sont vérifiées :

(1) A est inversible, c’est-à-dire qu’il existe une matrice notée A´1 telle que AA´1 “ A´1A “ 1.
(2) detpAq ‰ 0.

Note : si nous avons un système pas carré du type Bx “ v avec B P Mpnˆmq alors nous pouvons
nous ramener à un système carré en écrivant

BtBx “ Btv. (34.268)

Mais attention : bien que BtB soit symétrique et semi-définie positive, certaines valeurs propres
peuvent être nulles.

34.116.
Deux choses générales en calcul numérique :

(1) On ne calcule pas l’inverse d’une matrice.
(2) On ne calcule même pas son déterminant.

Par conséquent nous ne faisons pas x “ A´1v.
Il faut garder en tête le fait que dans la pratique, la matrice A possède des millions de lignes et

colonnes, si pas pire. Pour une matrice de taille de l’ordre du million, il y a 1000 milliards d’entrées.
Si on compte 32 bits par nombre (précision simple, définition 34.8), c’est-à-dire 4 octets, il faut
4000 giga-octets pour enregistrer la matrice. Même pour la mémoire actuellement disponible, ce
n’est pas rien. Surtout que souvent, la précision simple n’est pas utilisée, mais la précision double,
ce qui donne 8000 giga pour enregistrer la matrice.

Heureusement, dans la majorité des cas pratiques, les matrices géantes qui apparaissent sont
pleines de zéros.

Définition 34.117.
Une matrice est creuse si elle possède beaucoup de zéros. Une matrice non creuse est dite dense.

Notons que lorsqu’on parle de matrice comprenant beaucoup de « zéros », nous pensons à des
éléments très petits, et non de vrai zéros.

Les matrices creuses ne sont pas mémorisées entièrement, mais plutôt comme un dictionnaire
pi, j, vq qui donne la valeur v de Aij .

Définition 34.118.
Une matrice est de « grande dimension » si elle ne peut pas être mise en mémoire sur un ordinateur
donné. Sur certains ordinateurs, ça commence à 5000 inconnues. Mais sur des plus forts, on peut
aller jusqu’au million ou le milliard.

Si la matrice est de petite dimension, il est possible d’utiliser des méthodes dites « directes ».
Sinon, il faudra utiliser des méthodes itératives.

34.16.1 Les méthodes directes

Une méthode directe consiste à successivement transformer un système Ap0qx “ bp0q en de
nouveaux systèmes Apiqx “ bpiq dont la solution est identique jusqu’à obtenir un système Apn´1qx “
bpn´1q qui est à résolution immédiate.

L’avantage d’une méthode directe est qu’elle fournit une réponse exacte, pour autant que les
calculs intermédiaires soient bien faits (ce qui n’est pas le cas sur un ordinateur).

Une méthode directe fonctionne en général avec un nombre de pas fixés par la taille du système.
Par exemple pour un système nˆ n, la méthode de Gauss demande exactement n pas, et il n’y a

17. L’équivalence est la proposition 9.9(2).
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pas moyen de faire mieux. Or chaque pas demande de recalculer tous les éléments de la matrice.
Encore une fois, si la matrice a une taille de l’ordre du milliard, cela fait 1018 éléments à recalculer
un milliard de fois (sans compter les éléments du vecteur b). Infaisable.

Souvent une méthode directe passe par une factorisation A “ BC avec B,C P Mpnˆ nq.
Quelques types de matrices dont la résolution est immédiate :

— Matrice diagonale.
— Matrice orthogonale parce que si A est orthogonale alors Ax “ v se résout par x “ Atv qui

n’est pas particulièrement lourd à faire numériquement.
— Matrice triangulaire.

Remarque 34.119.
Pour une matrice diagonale, le déterminant et l’inverse sont faciles. Mais également pour la trian-
gulaire. Pour une matrice triangulaire, le déterminant est le produit des éléments diagonaux, et il
se fait qu’il y a une algorithme facile pour calculer l’inverse.

Donc en fait les matrices à résolution immédiates sont des matrices pour lesquelles l’inverse et
le déterminant sont facile à calculer.

34.16.2 Méthodes itératives

Si la matrice est trop grande, il n’est pas possible de faire des manipulations de matrices à
chaque itération.

En général, les méthodes itératives ne convergent pas toujours. Mais lorsqu’une méthode
converge, c’est une propriété de la matrice, et donc la convergence aura lieu pour tout vecteur
de départ x0. Cela est très différent du cas des équations non linéaires type Newton pour lesquelles
la convergence peut fortement dépendre du point de départ.

34.17 Système linéaires (méthodes directes)

Les matrices que nous sommes autorisés à inverser sont les matrices

— orthogonales : l’inverse est la transposée
— diagonales : l’inverse est diagonale avec les inverses sur la diagonale
— triangulaires : nous en parlons maintenant.

34.17.1 Inversion de matrice triangulaire

Si T est une matrice triangulaire (mettons supérieure pour fixer les idées), il est possible d’en
calculer l’inverse sans trop d’efforts. Notons B la matrice inverse que nous allons construire ligne
par ligne. Vu que BT “ 1 nous avons

δ1j “
nÿ

k“1
B1kTkj “

jÿ

k“1
B1kTkl (34.269)

parce que Tkj “ 0 pour k ą j. Donc nous pouvons calculer les éléments B1j un par un parce que
chacun ne dépend que des précédents. Le même procédé fonctionne pour les autres lignes :

δij “
jÿ

k“1
BijTkj . (34.270)

Et tu notes que le calcul peut être parallélisé : le calcul de la ligne numéro j ne dépend pas du
résultat des autres lignes.
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34.17.2 Transformation gaussienne

Définition 34.120 (Transformation gaussienne[650]).
Soit x P Rn avec xk ‰ 0. La ketransformation gaussienne pour x est la matrice

Mkpxq “ 1´ Tkpxq (34.271)

où Tkpxq est la matrice unité à qui on a ajouté le vecteur

τkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0

xk`1{xk
...

xn{xk

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(34.272)

à la kecolonne.

Autrement dit, la matrice Mkpxq est la matrice

Mkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
0 . . .
... 0 1
...

... ´xk`1{xk 1
...

...
... 0 . . .

0 0 ´xn{xk 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(34.273)

En coordonnées nous avons `
Mkpxq˘

ij
“ δij ´ τkpxqiδkj . (34.274)

34.121.
Les matrices de transformation gaussienne sont des matrices triangulaires de diagonale unitaire
(c’est-à-dire avec des 1 sur la diagonale).

Lemme 34.122.
Si x P Rn alors nous avons

Mkpxqx “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xk
0
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (34.275)

Démonstration. Nous avons
`
Mkpxqx˘

i
“
ÿ

l

Mkpxqilxl “
ÿ

l

`
δil ´ τkpxqiδkl

˘
xl “ xi ´ τkpxqixk. (34.276)

Si i ď k nous avons τkpxqi “ 0 et donc
`
Mkpxqx˘

i
“ xi. Si par contre i ě k ` 1 alors τkpxqi “ xi

xk

et alors
`
Mkpxqx˘

i
“ 0.

Lemme 34.123.
Si y P Rn vérifie yi “ 0 pour i ą k alors Mk`1pxqy “ y.
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Démonstration. C’est une simple vérification :
`
Mk`1pxqy˘

i
“
ÿ

l

`
δil ´ τk`1pxqiδk`1,l

˘
yl “ yi ´ τk`1pxqiyk`1. (34.277)

Mais comme yk`1 “ 0 il nous reste automatiquement yi.

Le sens de ce lemme est si un vecteur est déjà « gaussiannisé » au niveau k, alors en lui
appliquant une transformation gaussienne de niveau plus élevé que k, il ne change pas. Ce fait est
important parce qu’il assure que lorsque l’on avance dans le processus de Gauss, chaque étape ne
détruit pas les précédentes.

Le lemme suivant nous indique que l’inverse d’une matrice de transformation gaussienne est
facile à calculer 18.

Lemme 34.124.
L’inverse de la transformation gaussienne

Mkpxqij “ δij ´ τkpxqiδkj . (34.278)

est la matrice donnée par
Mkpxq´1

ij “ δij ` τkpxqiδkj . (34.279)

Autrement dit, il suffit de changer le signe de la partie non diagonale.

Démonstration. Il s’agit d’une simple vérification, utilisant le produit matriciel explicite, et en
remarquant que τkpxqk “ 0 pour tout k.

34.17.3 Méthode de Gauss pour résoudre des systèmes d’équations linéaires

Pour résoudre un système d’équations linéaires, on procède comme suit :
(1) Écrire le système sous forme matricielle.

p.ex.
#

2x` 3y “ 5
x` 2y “ 4

ô
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙

(2) Se ramener à une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :
(2a) Remplacer une ligne par elle-même + un multiple d’une autre ;

p.ex.
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙
L1´2.L2 ÞÑL1

1ùñ
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-même ;

p.ex.
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙ ´L1 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

0 1 3
1 2 4

˙

(2c) Permuter des lignes.

p.ex.
ˆ

0 1 3
1 0 ´2

˙
L1 ÞÑL1

2 et L2 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙

(3) Retransformer la matrice obtenue en système d’équations.

p.ex.
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙
ô

#
x “ ´2
y “ 3

18. Elle rentre d’ailleurs dans la catégorie des matrices triangulaires dont nous avons déjà discuté l’inverse.
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Remarques :
— Si on obtient une ligne de zéros, on peut l’enlever :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 0

˛
‚ô

ˆ
3 4 ´2 2
4 ´1 3 0

˙

— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le système d’équations n’a pas
de solution :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 7

˛
‚ô

$
’&
’%

¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨
0x` 0y ` 0z “ 7

ñ Impossible

— Si on moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs paramètres :

p.ex.
ˆ

1 0 ´2 2
0 1 3 0

˙
ô

#
x´ 2z “ 2
y ` 3z “ 0

ô

$
’&
’%

x “ 2 ` 2λ
y “ ´3λ
z “ λ

34.17.4 Méthode de Gauss sans pivot (décomposition LU)

La méthode de Gauss est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais problèmes.
La méthode de Gauss est souvent aussi appelée méthode « LU » qui va décomposer A “ LU

où L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure. La décomposition est même plus
précise que cela : on demande que L ait seulement des 1 sur la diagonale.

Si A est une matrice nous notons

∆kpAq “ pAijq1ďi,jďk (34.280)

la matrice tronquée dont nous ne gardons que le carré k ˆ k en haut à gauche.

Lemme 34.125.
Soit S une matrice triangulaire inférieure. Soient également A et B telles que B “ SA. Alors

∆kpBq “ ∆kpSq∆kpAq. (34.281)

Démonstration. En effet nous avons

∆kpBqij “
nÿ

l“1
SilAlj . (34.282)

Dans la somme sur l il ne reste que les termes l ď i. Mais dans le calcul des éléments de matrice
∆kpBqij , nous avons évidemment i, j ď k. Donc l ď i ď k. Les seuls éléments de matrice de A qui
sont utilisés dans la somme (34.282) sont les éléments Alj avec l, j ď k.

Nous pouvons donc limiter la somme à l “ k au lieu de l “ n et écrire ∆kpAqlj au lieu de Alj .
Même chose en ce qui concerne S. À partir du moment où l est limité à k, les éléments Sil et

∆kpSqil sont les mêmes.

Théorème 34.126 (Décomposition LU [651, 1]).
Soit une matrice A inversible telles que detp∆kpAqq ‰ 0 pour tout k. Alors il existe un unique
couple de matrices pL,Uq telles que

— U soit triangulaire supérieure
— L soit triangulaire inférieure, de diagonale unité
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— A “ LU .
De plus pour tout k ď n nous avons

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq. (34.283)

Démonstration. Nous allons prouver par récurrence le fait suivant : pour tout 1 ď k ď n ´ 1 il
existe des matrices Ei (i “ 1, . . . , k) telles que en posant

Ak “ Ek . . . E1A, (34.284)

— Ej est une transformation gaussienne pour la jecolonne,
— pour tout j ď k, Aij “ 0 dès que i ą j. Autrement dit la matrice Ak est triangulaire

supérieure jusqu’à y compris la pk` 1qecolonne (laquelle est quelconque). Exemple pour fixer
les idées : pour une matrice A P Mp4 ˆ 4q, la matrice A2 doit avoir la forme

A2 “ E2E1A “

¨
˚̊
˝

˚ ˚ ˚ ˚
0 ˚ ˚ ˚
0 0 f ˚
0 0 ˚ ˚

˛
‹‹‚ (34.285)

où les éléments notés ˚ sont à priori non nuls,
— l’élément de matrice pAkqk`1,k`1 est non nul (celui entouré dans l’exemple).
La chose un peu triste dans cette démonstration est que l’initialisation va être très ressemblante

au pas de récurrence.
(i) Initialisation : k “ 1 Vu que ∆1pAq est inversible, l’élément A11 est non nul. Il existe donc

une transformation gaussienne E1 telle que la première colonne de la matrice A1 “ E1A soit
nul sauf la première composante. En particulier pA1q21 “ 0.
Par le lemme 34.125, nous avons ∆2pA1q “ ∆2pE1q∆2pAq, donc 19

det
`
∆2pA1q˘ “ det

`
∆2pE1q˘ det

`
∆2pAq˘. (34.286)

Étant donnée la forme (34.273), toutes les matrices du type ∆kpEiq ont un déterminant
unité, et par hypothèse ∆2pAq est inversible, donc de déterminant non nul. Par conséquent
det

`
∆2pA1q˘ ‰ 0. Mais comme ce déterminant est le produit des éléments diagonaux (c’est

une matrice triangulaire), ces derniers ne sont pas nuls. Finalement, pA1q22 ‰ 0.
(ii) Le pas de récurrence Nous supposons avoir Ak “ Ek . . . E1A avec pAkqk`1,k`1 ‰ 0. Alors

il existe une transformation gaussienne Ek`1 de la pk ` 1qecolonne telle que Ak`1 “ Ek`1Ak
soit une matrice dont la pk` 1qecolonne n’ait que des zéros en dessous de la pk` 1qeposition.
Vu le lemme 34.123, cette transformation n’affecte pas les colonnes précédentes.
La matrice Ak`1 est donc triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 2qecolonne.
Vu que le produit Ek . . . E1 est une matrice triangulaire inférieure, le lemme 34.125 fonctionne
encore et nous avons

∆k`1pAkq “ ∆k`1pEk . . . E1q∆k`1pAq. (34.287)

En ce qui concerne les déterminants, par hypothèse, nous avons det
`
∆k`1pAq˘ ‰ 0 ainsi que

det
`
∆k`1pEk . . . E1q˘ “ 1. Donc

det
`
∆k`1pAkq˘ ‰ 0. (34.288)

Cette matrice étant triangulaire de déterminant non nul, ses éléments diagonaux sont tous
non nuls ; en particulier pAkqk`1,k`1 ‰ 0.

19. Le déterminant est multiplicatif, proposition 9.9(1).
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En poussant la récurrence jusqu’au bout, la matrice

An´1 “ En´1 . . . EnA (34.289)

est triangulaire supérieure.
Nous posons alors L “ pEn´1 . . . Enq´1 et U “ An´1. Cela prouve l’existence parce que

A “ pEn´1 . . . E1q´1An1 . (34.290)

Encore une fois, le lemme 34.125 nous donne

∆kpAq “ ∆k

´
pEn1 . . . E1q´1

¯
∆kpAn´1q, (34.291)

ou encore ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq.
En ce qui concerne l’unicité, si A “ L1U1 “ L2U2 alors L´1

2 L1 “ U2U
´1
1 . Vu qu’à gauche nous

avons une matrice triangulaire inférieure et que à droite nous avons une triangulaire inférieure,
nous savons que les deux membres représentent une matrice diagonale. Mais à gauche, la diagonale
est unitaire. Donc les deux membres représentent la matrice unité.

34.127.
En pratique, pour résoudre Ax “ b, il faut seulement appliquer les transformations gaussiennes à
la matrice élargie pA|bq pour finir sur un système du type

Ux “ b1 (34.292)

qui est immédiatement soluble. Autrement dit, en effectuant les annulations de colonnes, la matrice
U est « gratuite ».

Il n’est pas indispensable de calculer la matrice L qui, elle, demande à chaque étape de se
souvenir de la matrice Ei utilisée. Si il faut résoudre plusieurs systèmes Axi “ bi, nous pouvons
encore travailler avec la matrice encore plus élargie pA|b1 . . . bmq.

Si par contre nous ne connaissons pas à l’avance l’ensemble des vecteurs b avec lesquels il faudra
résoudre le système, il est bon de calculer la décomposition A “ LU in extenso, c’est-à-dire de
garder une trace des matrices L et U séparément. Dans ce cas, résoudre Ax “ b revient à résoudre
Ly “ b, et ensuite Ux “ y. Ce sont deux systèmes de résolution directe parce que les matrices sont
triangulaires.

34.128.
Le fait que

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq (34.293)

nous dit que si après avoir calculé L et U nous remarquons que le système est un peu plus petit
ou un peu plus grand que prévu, tout le travail n’est pas perdu. En particulier si le système est
plus petit que prévu, l’adaptation de L et U est immédiate.

Notons que U et L sont inversibles, et que detpLq “ 1. Donc detpUq “ detpAq.
Exemple 34.129.
Pour travailler la méthode de Gauss pour le système Ax “ b, nous introduisons la matrice un peu
augmentée pA|bq. Nous faisons un exemple. Soit à résoudre

¨
˝

2 1 3
4 3 10

´2 1 73

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

11
28
3

˛
‚. (34.294)

Nous introduisons la matrice augmentée

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28

´2 1 7 3

˛
‚. (34.295)
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Le premier pas consiste à annuler tous les éléments sous la diagonale de la première colonne.
Autrement dit, nous prenons le 2 comme pivot. Nous introduisons les multiplicateurs lij “ Aij

Ai1
. La

nouvelle matrice est :

pA|bqp1q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 2 10 14

˛
‚ (34.296)

où nous avons utilisé les multiplicateurs l21 “ 2, l31 “ ´1.
Et la matrice suivante est :

pA|bqp2q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 0 2 2

˛
‚ (34.297)

où nous avons utilisé le multiplicateur l32 “ 2.
Cela est un système de résolution immédiate :

$
’&
’%

2x` y ` 3z “ 11 (34.298a)
y ` 4z “ 6 (34.298b)
2z “ 2. (34.298c)

La troisième donne z “ 1. Ensuite y ` 4 “ 6, donc y “ 2. Et la première donne : 2x` 2 ` 3 “ 11,
c’est-à-dire 2x “ 6, enfin : x “ 3.

Solution : px, y, zq “ p3, 2, 1q.
Nous notons surtout que dans pA|bqp2q nous avons une matrice triangulaire supérieure. Où est

la matrice triangulaire inférieure ? En réalité la matrice L est la matrice des multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
2 1 0

´1 2 1

˛
‚. (34.299)

△

Le problème de cette méthode est que faisant ainsi nous risquons d’avoir un zéro sur un des
pivots. Par exemple tomber sur

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 0 4 6
0 2 10 14

˛
‚. (34.300)

Le zéro sur la deuxième ligne nous ennuie si nous voulons tout faire dans l’ordre. Mais notons
qu’en échangeant les deux dernières lignes, tout va bien : le système donné par

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 2 10 14
0 0 4 6

˛
‚ (34.301)

fonctionne très bien. Et même tellement bien qu’il est de résolution immédiate, dans ce cas.
Un autre problème est que si un des pivots est 10´14, le multiplicateur sera de l’ordre 1014,

qui est mal représenté en mémoire. Il est donc bon de prendre les pivots le plus grand possible. Si
le pivot est le plus grand nombre en valeur absolue d’une colonne, alors les nombres xk`i{xk qui
entrent dans la matrice de transformation gaussienne sont des nombres dans r´1, 1s qui sont bien
représentés en mémoire.

Tout cela nous incite à développer une méthode de Gauss qui permet de tenir une trace des
permutations.
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34.17.5 Matrice de permutation élémentaire

Définition 34.130.
Une matrice de permutation élémentaire est une matrice obtenue en permutant deux lignes
de la matrice identité. Nous notons Pij la matrice obtenue en inversant les lignes i et j de la
matrice identité.

Exemple 34.131.
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚Ñ

¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚“ P12. (34.302)

△

Lemme 34.132.
La matrice PijA est la matrice A avec ses lignes i et j inversées.

Démonstration. Il suffit d’écrire

pPijAqkl “
ÿ

m

pPijqkmAml (34.303)

et de faire trois cas selon que k “ i, k “ j ou k différent de i et j. Si k “ i alors pPijqim “ δmj et
si k est différent de i et j alors pPijqmk “ δkm (troisième cas similaire au premier).

Et la matrice AP12 est la A avec ses deux premières colonnes échangées.
Avec ces notations, notre matrice pA|bq01 est

P12pA|bqp0q. (34.304)

Puis la matrice pA|bqp11q est
P23pA|bqp1q. (34.305)

Et la matrice P qui arrive dans PA “ LU est la matrice P “ P23P21, qui est une matrice de
permutations non élémentaire. Elle vaut :

P “
¨
˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛
‚. (34.306)

Lemme 34.133 ([652]).
Si i, j ą k alors les matrices de permutation élémentaires ont la relation de « commutation »
suivante avec les transformations gaussiennes :

MkpxqPij “ PijMk

`
Pijpxq˘. (34.307)

Démonstration. Il suffit de calculer les éléments de matrice :
`
PijMkpxq˘

st
“ pPijqst ´

ÿ

m

pPijqsmτkpxqmδkt, (34.308)

mais ÿ

m

pPijqsmτkpxqm “ `
Pijτkpxq˘

s
“ τk

`
Pijpxq˘

s
(34.309)

parce que i, j ą k implique que dans Pijτkpxq nous inversons deux élément non nuls de τkpxq, tout
en laissant le keélément. Le dénominateur ne change pas et il s’agit réellement d’une inversion de
ligne. Donc `

PijMkpxq˘
st

“ pPijqst ´ τk
`
Pijx

˘
s
δkt. (34.310)
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De l’autre côté, `
MkpyqPij

˘
st

“ pPijqst ´ τkpyqspPijqkt. (34.311)
Mais comme i, j ą k la keligne de Pij est la même que celle de la matrice unité, donc pPijqkt “ δkt.

`
MkpyqPij

˘
st

“ pPijqst ´ τkpyqsδkt. (34.312)

Cela correspond bien à (34.310).

34.18 Méthode de Gauss avec pivot partiel (décomposition PLU)

34.18.1 L’idée

À chaque pas, nous faisons une permutation de ligne. Nous permutons à chaque pas la première
ligne avec celle qui a le pivot le plus grand (en valeur absolue). Donc :

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28

´2 1 7 3

˛
‚ (34.313)

Nous commençons par déplacer des lignes :

pA|bqp01q “
¨
˝

4 3 10 28
2 1 3 11

´2 1 7 3

˛
‚. (34.314)

Les multiplicateurs sont l21 “ 1{2 et l31 “ ´1{2. Le fait est que les multiplicateurs ont toujours le
plus grand dénominateur possible et nous avons alors toujours 0 ď |lij | ď 1, qui sont des nombres
relativement petits, et bien représentés en mémoire.

Nous avons la nouvelle matrice

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 ´1{2 ´2 ´3
0 5{2 12 17

˛
‚. (34.315)

Le pivot serait ´1{2. Nous cherchons un pivot plus grand en dessous de ce ´1{2 (et pas au dessus,
sinon on casserait les zéros déjà trouvés). Nous trouvons le 5{2 qui est plus grand. Nous permutons
donc les deux dernières lignes :

pA|bqp11q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 ´1{2 ´2 ´3

˛
‚ (34.316)

où le pivot est maintenant l32 “ ´1{5. La matrice suivante :

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 0 2{5 2{5

˛
‚ (34.317)

Dans ce cas, la matrice L n’est pas aussi simple à construire parce que nous avons permuté des
choses. Dans ce cas, la matrice L est encore de la forme

L “
¨
˝

1 0 0
. 1 0
. . 1

˛
‚. (34.318)

Mais vu que nous avons permuté les lignes 2 et 3 au deuxième pas, nous devons permuter l21 et
l31 avant de remplir la matrice L avec les multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 ´1{5 1

˛
‚. (34.319)
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Notons que ces L et U ne sont pas les mêmes que le LU obtenu sans pivot. Où est l’unicité ?
Elle est que en fait maintenant nous n’avons pas A “ LU , mais

PA “ LU (34.320)

où P est une matrice de permutation.

34.18.2 Le théorème

Proposition 34.134 (Méthode de Gauss avec pivot partiel[652]).
Soit une matrice inversible A P Mpn,Cq. Il existe

— une matrice de permutations P
— une matrice triangulaire inférieure de diagonale unitaire L,
— une matrice triangulaire supérieure inversible U

telles que
PA “ LU. (34.321)

Notons que cette proposition ne demande que l’hypothèse d’inversibilité pour A. Il n’y a pas
d’hypothèses sur tous les mineurs comme c’était le cas avec Gauss sans pivot.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence qu’il existe des matrices Qk, E1, . . ., Ek et Ak telles
que

QkA “ E1 . . . EkAk (34.322)

avec
(1) Qk est une matrice de permutation
(2) Ei est une transformation gaussienne sur la iecolonne
(3) Ak est triangulaire supérieure jusqu’à la kecolonne.

Sachant que detpQkq “ ˘1, et que detpEiq “ 1, le passage au déterminant dans (34.322) nous
donne detpAkq ‰ 0 et si nous notons ΩkpAq la matrice tronquée de A, ne gardant que les entrées
plus grandes que k, nous avons

detpAkq “
kź

i“1
pAkqiidet

`
Ωk`1pAkq˘. (34.323)

Donc : pAkqii ‰ 0 pour i ď k et det
`
Ωk`1pAkq˘ ‰ 0.

Pour fixer les idées, voici une image de k “ 2 :

¨
˚̊
˚̊
˚̋

˛
‹‹‹‹‹‚

* * * * *
0 * * * *
0 0 * * *
0 0 * * *
0 0 * * *

∆kpA2q

Ωk`1pA2q (34.324)

Étant donné que det
`
Ωk`1pAkq˘ ‰ 0, parmi les nombres pAkqi,k`1 (i ě k` 1), au moins un est

non nul et nous posons rk`1 tel que |pAkqrk`1,k`1| soit maximum parmi ces éléments.
Le nombre rk`1 est enregistré parce qu’il servira à écrire la matrice P plus tard. Les matrices

Ei ne sont pas enregistrées, parce que nous verrons qu’elles vont encore changer. Seule la dernière
sera enregistrée.

La composante pk ` 1, k ` 1q de la matrice

Prk`1,k`1Ak (34.325)
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est non nulle et peut donc servir de pivot. Soit Mk`1 la transformation gaussienne pour la pk `
1qecolonne de la matrice Prk`1,k`1Ak. La matrice

Ak`1 “ Mk`1Prk`1,k`1Ak (34.326)

est alors une matrice triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 1qecolonne. En posant Ek`1 “ M´1
k`1

nous avons
Prk`1,k`1Ek`1Ak`1 “ Ak, (34.327)

et nous nous sentons en droit de récrire l’équation de départ (34.322) :

QkA “ E1 . . . EkAk “ E1 . . . EkPrk`1,k`1Ek`1Ak`1. (34.328)

Le lemme 34.133 nous permet de ramener la matrice Prk`1,k`1 en première position, quitte à
modifier un peu (pas beaucoup) chacune des matrices Ei (i “ 1, . . . , k). C’est pour cela que nous
n’enregistrons pas les matrices Ei. Nous avons donc

Prk`1,k`1QkA “ E1
1 . . . E

1
kEk`1Ak`1 (34.329)

où
— Le produit Prk`1,k`1Qk est encore une matrice de permutation, et mieux : elle vaut

k`1ź

i“1
Pri,i. (34.330)

Cela montre qu’il est suffisant d’enregistrer les nombres ri pour reconstituer cette partie.
— La matrice E1

i est une transformation gaussienne pour la iecolonne.
— La matrice Ak`1 est triangulaire supérieure jusqu’à la k ` 1ecolonne.
La récurrence est maintenant finie et nous pouvons écrire avec k “ n :

QnA “ E1 . . . EnAn (34.331)

où le produit E1 . . . En est triangulaire inférieure et An est triangulaire supérieur.
Maintenant nous enregistrons la matrice U “ An, le produit L “ śn

i“1En et les nombres ri
qui permettent de retrouver P .

Note : dans l’équation (34.331) nous avons bien entendu massivement renommé les E1
i en Ei.

En réalité la matrice E1 vient avec n primes sur la tête.
Dans les exemples 34.138, 34.139 et 34.140, nous allons résoudre le système

ˆ
10´9 1

1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.332)

d’abord de façon exacte, et ensuite en supposant une machin ne tenant que 8 chiffres significatifs
en utilisant la méthode de Gauss avec ou sans pivot.

Commençons par voir comment se passe en pratique la décomposition PA “ LU de Gauss avec
pivot partiel.

Exemple 34.135.
Décomposons la matrice

A “
¨
˝

1 2 3
2 5 0
3 8 0

˛
‚. (34.333)

Sur la première colonne, le plus grand nombre est 3. Nous commençons par permuter la première
et la troisième ligne en utilisant la matrice de permutation P1 “ P3,1 et nous enregistrons r1 “ 3.
Nous avons alors la matrice

A1
0 “

¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 3 3

˛
‚. (34.334)
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Pour trouver la matrice A1 nous suivons l’équation (34.326). Bien que le résultat net soit des
combinaisons de lignes : L2 Ñ L2 ´ 2L1{3 et L3 Ñ L3 ´ L1{3 (que nous pourrions savoir dès à
présent), il est important de passer par la matrice gaussienne pour obtenir la matrice L1.

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de (34.334) est :

M1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚ (34.335)

et L1 “ M´1
1 . Le lemme 34.124 nous dit comment calculer facilement cet inverse :

L1 “
¨
˝

1 0 0
2{3 1 0
1{3 0 1

˛
‚ (34.336)

En suivant l’équation (34.326) nous posons A1 “ M1A1
0 :

A1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚
¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 3 3

˛
‚“

¨
˝

3 8 0
0 ´1{3 0
0 ´2{3 3

˛
‚ (34.337)

et nous avons
Q1A “ L1A1 (34.338)

où L1, A1 et r1 “ 3 sont enregistrés. La matrice Q1 peut être retrouvée en sachant r1 parce que P
est la matrice de permutation Pr1,1.

Nous travaillons maintenant sur la deuxième colonne de A1. Le plus grand élément en valeur
absolue (sur ou sous la diagonale) est ´2{3. Nous posons r2 “ 3 et

A1
1 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 ´1{3 0

˛
‚ (34.339)

et la matrice gaussienne pour la deuxième colonne est

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 ´1{2 1

˛
‚ (34.340)

Le ´1{2 provient du calcul ´`p´1{3q{p´2{3q˘. L’inverse de cette matrice est facile :

L2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{2 1

˛
‚ (34.341)

et la matrice suivante à enregistrer est

A2 “ M2P3,2A1 “ M2A
1
1 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (34.342)

Notons toutefois que pour calculer cette matrice, seul le dernier élément demande un calcul. La
première colonne ne change pas (par construction), la seconde gagne un zéro en dernière ligne (la
matrice M2 sert à ça) et sur la dernière colonne, seule la dernière ligne est sujette à changement.

Avec la matrice A2, la trigonalisation supérieure est faite. La décomposition n’est cependant
pas terminée. Nous devons encore trouver la partie triangulaire inférieure. Nous en sommes à

Q1A “ L1A1 “ L1P3,2L2A (34.343)
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où Q1 est la première matrice de permutation.
Utilisant le lemme 34.133, il est facile de permuter L1 avec P3,2 :

L1P3,2 “ P3,2

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 0 1

˛
‚

looooooomooooooon
L1

1

(34.344)

Nous avons donc
P3,2P3,1A “ L1

1L2A (34.345)

Deux multiplications matricielles plus tard nous terminons :

PA “ LU (34.346)

avec

P “
¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, L “

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 1{2 1

˛
‚, U “ A2 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (34.347)

△

Notons que Sage utilise la méthode de Gauss avec pivots :

1 sage: A= matrix ([ [1 ,2 ,3] ,[2 ,5 ,0] ,[3 ,8 ,0] ])
2 sage: A
3 [1 2 3]
4 [2 5 0]
5 [3 8 0]
6 sage: A.LU()
7 (
8 [0 1 0] [ 1 0 0] [ 3 8 0]
9 [0 0 1] [1/3 1 0] [ 0 -2/3 3]

10 [1 0 0], [2/3 1/2 1], [ 0 0 -3/2]
11 )

tex/sage/sageSnip006.sage

Mais attention : Sage crée une décomposition A “ PLU et non PA “ LU . D’où le fait que la
matrice de permutations de Sage est l’inverse de celle donnée ici.

34.18.3 D’un point de vue algorithmique

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 34.136
Je ne suis pas certain de l’optimalité de ce que je raconte ici. Je décris simplement ce que j’ai fait
pour écrire mon programme finitediff.

Si vous êtes expert en calcul numérique, n’hésitez pas à donner votre avis.

Nous décrivons à présent la décomposition A “ PLU (du théorème 34.134, avec le P à droite).
En suivant l’exemple 34.135 nous voyons assez bien comment créer les matrices U et P au fur et
à mesure. La construction de L est peut-être moins évidente.

Écrivons un exemple très explicite pour

A “
¨
˝

2 1 3
4 3 10

´2 1 7

˛
‚. (34.348)

https://github.com/LaurentClaessens/finitediff
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Nous commençons par permuter des lignes pour avoir un grand pivot :

P12A “
¨
˝

4 3 10
2 1 3

´2 1 7

˛
‚. (34.349)

Et nous effectuons l’élimination avec la matrice

M1 “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 0 1

˛
‚. (34.350)

Cela donne le premier résultat :

M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 ´1{2 ´2
0 5{2 12

˛
‚ (34.351)

Nous continuons avec P23 pour avoir un nouveau grand pivot :

P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 ´1{2 ´2

˛
‚. (34.352)

Nous utilisons la matrice

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{5 1

˛
‚ (34.353)

et au final :

M2P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 0 2{5

˛
‚“ U. (34.354)

L’égalité obtenue est
M2P23M1P12A “ U. (34.355)

Pour avoir la décomposition PLU il faut écrire

A “ P12M
´1
1 P23M

´1
2 U, (34.356)

et permuter P23 avec M´1
1 , ce qui est facile par le lemme 34.133.

Remarque 34.137.
Nous ne devons permuter la matrice Mk avec une matrice de permutations qu’à partir de la
deuxième étape. En effet l’équation (34.351) revient à

A “ M´1
1 P12mU (34.357)

qui est dans le bon ordre. Ce n’est qu’à partir de la seconde étape que des matrices de permutations
apparaissent à droite des matrices gaussiennes.

Cependant dans un cas 4 ˆ 4, cette méthode deviendrait fastidieuse parce que nous aurions
encore des étapes à faire. En repartant de (34.356), mais avec mU (la matrice pas encore tout à
fait triangularisée) au lieu de U , nous aurons, pour un certain k ą 3 :

M3P3kM2P23M1P12A “ U, (34.358)

ce qui fait :
A “ P12M

´1
1 P23M

´1
2 P3kM

´1
3 U. (34.359)
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Tous les Pij peuvent être mis à gauche parce que leurs indices sont toujours strictement supérieurs
à ceux des Ml placés devant eux. Mais c’est fastidieux.

Nous allons donc permuter à chaque étape pour ne retenir que l’important. Si à une certaine
étape nous avons

A “ P1,r1 . . . Pk,rk
M´1

1 . . .M´1
k mU (34.360)

avec
mU “ Pk`1,rk`1M

´1
k`1U (34.361)

alors nous allons directement permuter Pk`1,rk`1 avec tous les M´1
i . Si nous notons Pk la permu-

tation (pas élémentaire) à l’étape k et Lk la matrice triangulaire inférieure à de l’étape k,

A “ PkLkmU “ PkLkPk`1,rk`1M
´1
k`1m

1
U . (34.362)

Nous enregistrons alors Pk`1 “ PkPk`1,rk`1 et pour Lk`1 nous partons de Lk et nous faisons deux
opérations suivantes :

— nous permutons, sur ses colonnes non triviales, les indices k ` 1 et rk`1,
— nous multiplions par M´1

k`1, ce qui revient à simplement lui ajouter une colonne non triviale.
Notons que rk`1 ě k ` 1, de telle sorte que sur les colonnes non triviales (qui sont jusqu’au
numéro k), la permutation des lignes k` 1 et rk`1 ne change pas l’aspect de la matrice : elle reste
multi-gaussienne de dernière colonne k.

34.18.4 Exemples

Nous nous lançons dans la résolution du système
ˆ

10´9 1
1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2

˙
. (34.363)

Exemple 34.138.
Nous commençons de façon exacte, par la méthode de Gauss sans pivot. La première transformation
gaussienne est

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
(34.364)

et nous calculons
E1A “

ˆ
1 0

´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“
ˆ

10´9 1
0 1 ´ 10´9

˙
. (34.365)

Vu que cette dernière est triangulaire supérieure, nous avons fini la méthode de Gauss et U “ E1A.
En ce qui concerne la matrice L, elle est donnée par L “ E´1

1 , c’est-à-dire

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙´1
“
ˆ

1 0
109 1

˙
. (34.366)

Au final nous avons la décomposition A “ LU exacte suivante :

L “
ˆ

1 0
109 1

˙
U “

ˆ
10´9 1

0 1 ´ 109

˙
. (34.367)

Résoudre le système Ax “ b revient à résoudre LUx “ b et donc résoudre successivement les
systèmes

"
Ly “ b (34.368a)
Ux “ y. (34.368b)

D’abord le système ˆ
1 0

109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.369)
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donne y1 “ 1 et y2 “ 2 ´ 109.
Ensuite nous résolvons

ˆ
10´9 1

0 1 ´ 109

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2 ´ 109

˙
. (34.370)

Cela donne ˆ
x1
x2

˙
“
˜

´ 109

1´109
2´109

1´109

¸
»
ˆ

1
1

˙
. (34.371)

C’est également le résultat que trouve Sage :

1 sage: var( ’y ’)
2 y
3 sage: solve( [10**( -9)*x+y==1,x+y==2] ,[x,y] )
4 [[x == (1000000000/999999999) , y == (999999998/999999999) ]]

tex/sage/sageSnip007.sage

△

Exemple 34.139 ([652]).
Nous recommençons tout le calcul avec une précision limitée à 8 chiffres significatifs, sans pivot.

Nous avons à nouveau la transformation gaussienne

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
, (34.372)

mais pour calculer U nous effectuons le produit matriciel

U “ E1A “
ˆ

1 0
´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“
ˆ

10´9 1
0 ˚

˙
. (34.373)

Nous détaillons à présent le calcul de l’élément noté ˚. Le calcul de 109 a 1q donne

999999999 “ 9.99999999 ˆ 108, (34.374)

mais la précision étant limitée à 8 chiffres, un arrondit arrive. Étant donné que le premier chiffres
supprimé est un 9 nous retombons sur 109, et donc notre machine à précision limitée donnera

U “
ˆ

10´9 1
0 ´109

˙
. (34.375)

Ensuite le calcul de L “ E´1
1 ne cause pas de problèmes :

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙
. (34.376)

Maintenant il s’agit de résoudre les systèmes Ly “ b et Ux “ y. Du système
ˆ

1 0
109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.377)

nous tirons tout de suite y1 “ 1 et ensuite 109 ` y2 “ 2, c’est-à-dire y2 “ 2 ´ 109, qui en précision
limitée donne encore y2 “ ´109. À résoudre maintenant :

ˆ
10´9 1

0 ´109

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
´109

˙
. (34.378)
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Cela donne immédiatement x2 “ 1 et ensuite

10´9x1 ` 1 “ 1, (34.379)

donc x1 “ 0. La solution trouvée est ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

0
1

˙
, (34.380)

qui est complètement faux au niveau de la première variable. △

Exemple 34.140 ([652]).
Nous résolvons encore le même système en précision limitée, mais en utilisant cette fois la méthode
de Gauss avec pivot partiel.

Le plus grand élément de la première colonne est 1 ; nous utilisons donc la permutation P1,2 :

P1,2A “
ˆ

1 1
10´9 1

˙
. (34.381)

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de cette matrice est

M1 “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙
(34.382)

et nous posons

A1 “ M1P1,2A “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙ˆ
1 1

10´9 1

˙
“
ˆ

1 1
0 ´10´9 ` 1

˙
“
ˆ

1 1
0 1

˙
“ U (34.383)

où un arrondi a eu lieu pour ´10´9 ` 1 “ 1. En inversant M1 nous avons

L1 “ M´1
1 “

ˆ
1 0

10´9 1

˙
. (34.384)

La décomposition est

A “
ˆ

0 1
1 0

˙

looomooon
P

ˆ
1 0

10´9 1

˙

looooomooooon
L

ˆ
1 1
0 1

˙

looomooon
U

(34.385)

Le moment de résoudre est venu. Vu que PLUx “ b nous devons résoudre les systèmes
$
’&
’%

Pz “ b (34.386a)
Ly “ z (34.386b)
Ux “ y. (34.386c)

Pour z c’est facile :
z “

ˆ
2
1

˙
. (34.387)

Pour y il y a un arrondi : ˆ
1 0

10´9 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

2
1

˙
. (34.388)

Tout de suite : y1 “ 2 et ensuite 2 ˆ 10´9 ` y2 “ 1, ce qui donne y2 “ 1 a 2 ˆ 10´9 “ 1. Donc

y “
ˆ

2
1

˙
. (34.389)

Et enfin pour x c’est le système ˆ
1 1
0 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

2
1

˙
. (34.390)

Nous avons x2 “ 1 et ensuite x1 ` 1 “ 2 c’est-à-dire x1 “ 1. Au final la solution trouvée est

x “
ˆ

1
1

˙
. (34.391)

Cette solution est considérablement meilleure que (34.380). △
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34.141.
L’utilisation du pivot non seulement assure le fait que la trigonalisation va bien se passer (on évite
les zéros en pivot), mais aussi et surtout, en choisissant de prendre le plus grand pivot possible,
nous obtenons une meilleur stabilité numérique.

34.19 Résolution de systèmes linéaires (suite)

34.19.1 Déterminant

Pour calculer un déterminant lorsque nous avons la décomposition A “ LU nous pouvons faire

detpAq “ detpLUq “ detpLq detpUq “ detpUq (34.392)

parce que L est triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
Si par contre nous avons fait des pivots, nous avons PA “ LU . Il nous faut le déterminant de

P , qui n’est autre que ˘1. Nous avons

detpP q “ p´1qs (34.393)

où s est le nombre de permutations effectives effectuées. Nous précisons « effectives » parce qu’il
ne faut pas compter le pas où nous n’avons pas permuté (les cas où le bon pivot était présent du
premier coup). Nous avons alors

detpAq “ p´1qs detpUq. (34.394)

34.19.2 Plusieurs termes indépendants

Mettons un système Ax “ b qu’il faut résoudre pour plusieurs b différents. C’est typiquement
le cas où l’on voudrait calculer l’inverse de A. Mais on va directement se calmer. Soient donc à
résoudre Ax1 “ b1, . . ., Axn “ bn.

Les opérations (avec ou sans pivot) que nous faisons ne dépendent que de la matrice A, mais
aucune décisions concernant les pivots ou la matrice des multiplicateurs ne dépend de b. Autre
façon de dire : si le système pA|b1q devient pU |y1q, le système pA|biq devient pU |yiq avec le même
U .

Nous ne sommes donc pas obligés de faire tout le travail autant de fois qu’il n’y a de systèmes
à résoudre. Donc si on a plusieurs systèmes à résoudre avec la même matrice, on fait mieux de
retenir une fois pour toute la décomposition LU (avec ou sans pivots), avant de vraiment résoudre.

Ou alors on peut aussi faire que, au lieu de faire pA|biq plein de fois, faire une seule fois

pA|b1 . . . bnq. (34.395)

Et on fait tout le travail sur tous les vecteurs d’un en même temps.
Soit ei la base canonique. Si nous notons xn les solutions des problèmes Axi “ ei, tous les

problèmes Axi “ ei s’écrivent d’un seul coup

AX “ Y (34.396)

où X est la matrice des xi en colonnes, et Y est celle des ei en colonnes. Oh, mais Y “ 1

évidemment. Donc
AX “ 1. (34.397)

Si nous supposons que A est inversible, alors ce X est l’inverse.
Donc pour calculer l’inverse d’une matrice de dimension non trop grande, il suffit d’utiliser la

méthode de Gauss sur les vecteurs de la base canonique. Cette idée est la base du calcul de l’inverse
par matrice companion. En effet, si nous partons du problème

pA|1q (34.398)
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et nous appliquons la méthode de Gauss avec pivot, nous arrivons à

pU |L´1P q. (34.399)

Attention : le produit L´1P est une permutation des colonnes de L´1. Vu que L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, L´1 est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
Donc si la matrice n’est pas trop grande, on peut assez facilement remettre les colonnes de L´1P
dans l’ordre pour recomposer une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.

Une autre façon de calculer l’inverse, si A “ LU est connue, il suffit de faire

A´1 “ U´1L´1. (34.400)

Et il existe un algorithme facile pour l’inverse d’une matrice triangulaire.

34.19.3 Cholesky

Le commandant Cholesky travaillait sur le tir de canon (chose éminemment liée à de nombreuses
mathématiques ingénieuses). La méthode de Cholesky est encore utilisée aujourd’hui dans les vrais
problèmes.

La méthode de Gauss s’applique sans hypothèses sur la matrice A, à part qu’elle doit être
de petite dimension, comme pour toute méthode directe. Souvent nous savons des choses sur la
matrice. Ici nous allons supposer que A est symétrique et définie positive.

Comment numériquement vérifier ces hypothèses ? En ce qui concerne la symétrique, il suffit
de faire le test complet :

At “ A. (34.401)

La vérification de cela coûte au maximum n2 comparaisons (et en fait la moitié de ça moins la
diagonale).

Le fait que A soit définie positive est facile à vérifier pour utiliser Cholesky parce que il suffit
de le faire, et si il n’y a pas de nombres complexes qui arrivent, c’est que la matrice était définie
positive.

Un lemme très simple à mettre en oeuvre numériquement nous permet de traiter certains cas.

Lemme 34.142.
Une matrice symétrique possédant un élément négatif sur la diagonale n’est pas définie positive.

Démonstration. Un simple calcul ou effort d’imagination montre que xMek, eky “ Mkk. Donc si
M doit être définie positive, Mkk doit être positive par le lemme 9.219.

Ce lemme est un moyen déjà de faire quelques vérifications. Et si les éléments diagonaux de A
sont tous négatifs, on peut prendre ´A.

Lemme 34.143.
Si A est une matrice symétrique strictement définie positive, alors pour tout k, la matrice tronquée
∆kpAq l’est également.

Démonstration. Le fait que ∆kpAq soit symétrique est évidemment. Le fait qu’elle soit définie
positive l’est moins. Soit y P Rk et le vecteur τy P Rn, qui est « complété » avec des zéros.

Nous avons x∆kpAqy, yyk “ xAτy, τyn. En effet

x∆kpAqy, yy “
kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi. (34.402)

Et à droite :

xAτy, τyy “
nÿ

i“1
pAτyqipτyqi “

kÿ

i“1
pAτyqiyi “

kÿ

i“1

nÿ

l“1
Ailpτyqlyi “

kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi (34.403)
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où nous avons utilisé le fait que pτyqi “ 0 dès que i ą k et que pτyqi “ yi sinon.
En conséquence de quoi x∆kpAqy, uy ą 0 pour tout y P Rk et la matrice ∆kpAq est strictement

définie positive.

Lemme 34.144.
Si T est une matrice triangulaire, alors pTiiq´1 “ pT´1qii.
Démonstration. Il suffit de se rendre compte que le coefficient ii de l’égalité 1 “ TT´1 donne

1 “
ÿ

l

TilpT´1qli. (34.404)

Dans la somme il ne reste que le terme l “ i.

Nous allons chercher une décomposition de type LU sous la forme A “ LLt, c’est-à-dire U “ Lt.
Attention : maintenant nous n’avons plus des 1 sur la diagonale. Ce n’est donc pas exactement la
décomposition LU dont nous parlions plus haut. C’est pour cela que nous n’allons pas la noter
LLt mais BBt.

Théorème 34.145 (Cholesky[651]).
Soit une matrice réelle symétrique strictement définie positive. Il existe une unique matrice réelle
B telle que

— B est triangulaire inférieure,
— la diagonale de B est positive,
— A “ BBt.

Démonstration. Par la décomposition LU du théorème 34.126 nous avons des matrices L et U
telles que A “ LU . Soit D la matrice diagonale donnée par

Dii “
a
Uii. (34.405)

Cette définition fonctionne parce que Uii ą 0. En effet nous savons que ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq, et
en passant au déterminant,

det
`
∆kpAq˘ “ det

`
∆kpUq˘. (34.406)

Vu que ∆kpAq est strictement définie positive par le lemme 34.143, son determinant est strictement
positif 20 et nous avons

det
`
∆kpUq˘ ą 0. (34.407)

En appliquant cela à k “ 1 nous avons U11 ą 0 puis de proche en proche, Uii ą 0 pour tout i.
Nous posons :

B “ LD qui est triangulaire inférieure (34.408a)
C “ D´1U qui est triangulaire supérieure. (34.408b)

Nous avons bien entendu A “ BC et nous allons prouver que C “ Bt. Vu que A “ At nous
pouvons identifier BC et CtBt :

BC “ CtBt. (34.409)
En mettant les matrices triangulaires supérieures à gauche et inférieures à droite :

CpBtq´1 “ B´1Ct, (34.410)

qui sont donc deux matrices diagonales. Nous montrons que cette diagonale est en réalité l’identité.
D’abord

Bii “
nÿ

l“1
LilDli “ Lii

a
Uii “

a
Uii (34.411)

20. Le théorème 9.212 donne une diagonalisation par des matrices de déterminant 1. Vu que les valeurs propres
forment sur la diagonale, et qu’elles sont toutes positives, el déterminant est positif.
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parce que Lii “ 1. Notons en passant que la diagonale de B est positive. Ensuite

Cii “
nÿ

l“1
pD´1qilUli “ pD´1qiiUii “ 1?

Uii
Uii “

a
Uii. (34.412)

Donc B et C ont des diagonales égales. Calculons alors la diagonale de B´1Ct :
`
B´1Ct

˘
ii

“
ÿ

l

pB´1qilpCtqli “ pB´1qiiCii (34.413)

parce que encore une fois, de la somme il ne reste que le terme l “ i.
Mais B est une matrice triangulaire qui tombe sous le coup du lemme 34.144. Donc pB´1qii “

pBiiq´1 “ pCiiq´1. Nous avons alors
pB´1Ctqii “ 1. (34.414)

Cela conclu l’existence de la décomposition de Cholesky.
En ce qui concerne l’unicité, soient A “ BBt “ CCt. Nous regroupons les supérieures et les

inférieures :
BtpCtq´1 “ B´1C. (34.415)

Ces deux matrices sont donc diagonales et nous posons D “ B´1C, c’est-à-dire C “ BD. Nous
remplaçons donc C par BD dans (34.415) :

A “ BBt “ BDpBDqt “ BDDtBt. (34.416)

Donc DDt “ 1, ce qui signifie que les éléments diagonaux de D sont ˘1. Nous montrons qu’ils
sont positifs : à partir de C “ BD nous déballons

Cii “
ÿ

l

BilDli, (34.417)

et donc
BiiDii “ Cii. (34.418)

En sachant que les conditions de la décomposition de Cholesky demandent les éléments diagonaux
positifs nous en déduisons que Dii est positif et donc égal à 1. Finalement D “ 1 et B “ C.

Prenons la matrice

A “
¨
˝

4 2 ´2
2 10 ´7

´2 ´7 9

˛
‚ (34.419)

Elle est symétrique et définie positive. Nous posons

t l11 “ ?
a11li1 “ ai1{l11 (34.420a)

pour i “ 2, . . . , n. Et aussi
$
’’’’’&
’’’’’%

ljj “ pajj ´
j´1ÿ

k“1
l2jkq1{2 (34.421a)

lij “ paij ´
j´1ÿ

k“1
likljkq{ajj (34.421b)

pour i “ j ` 1, . . . , n.
Les formules (34.420) nous disent comment remplir la première colonne. Cela donne la matrice

L “
¨
˝

?
4 “ 2 . .

2{2 “ 1 . .
´2{2 “ ´1 . .

˛
‚ (34.422)

Les formules (34.421) donnent les autres colonnes en fonction des précédentes.
Dans Sage :
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1 sage: A= matrix ( [ [4 ,2 , -2] ,[2 ,10 , -7] ,[ -2 , -7 ,9] ] )
2 sage: A
3 [ 4 2 -2]
4 [ 2 10 -7]
5 [-2 -7 9]
6 sage: A. cholesky ()
7 [ 2 0 0]
8 [ 1 3 0]
9 [-1 -2 2]

tex/sage/sageSnip005.sage

34.20 Système linéaire (méthodes itératives)
Nous trouvons des méthodes itératives lorsque les matrices sont grandes, ce qui arrive lorsque

l’on discrétise une équation différentielle.
Nous allons chercher des méthodes de la forme xn`1 “ Bxn ` q ; ce sont des méthodes station-

naires. La convergence d’une méthode est toujours liée à la matrice B et en général, la convergence
ne dépend pas du choix du vecteur initial. Nous faisons donc souvent x0 “ 0 et donc x1 “ q. Voilà
donc une itération de faite gratuitement.

Nous notons ek le vecteur d’erreur qui est définit par ek “ x ´ xk. Et le vecteur résidu
rk “ b´Axk. Attention : ici k n’est pas un indice mais un numéro de vecteur.

Notons que si x est solution, alors b´Ax “ 0, ce qui motive le vecteur résidu.
Les conditions d’arrêt d’un algorithme seraient

" }ek}8 ! ϵ1 (34.423a)
}rk}8 ă ϵ2 (34.423b)

où ϵ1 et ϵ2 sont des précisions décidées à l’avance par l’utilisateur.

Proposition 34.146.
Si A est une matrice inversible, alors

lim
kÑ8 ek “ lim

kÑ8 rk “ 0. (34.424)

Vu que rk “ Aek, si la matrice A est mal conditionnée, il peut arriver que rk reste grand alors
que ek est déjà petit.

Remarque 34.147.
Dans les méthode stationnaires, nous avons xn`1 “ Bxn ` q avec B et q fixés au départ de
l’algorithme. Il existe des méthodes non stationnaires pour lesquelles l’itération prend la forme
xn`1 “ Bnxn ` qn avec Bn et qn qui changement avec les étapes.

Proposition 34.148.
Pour la méthode xn`1 “ Bxn ` q nous avons équivalence de

(1) La méthode converge pour tout x0

(2) B est une matrice convergente 21

(3) ρpBq ă 1 (rayon spectral).
De plus si }B} ă 1 alors la méthode converge (quelle que soit la norme algébrique).

La norme d’une matrice (en tout cas, certaines normes) est quelque chose de facile à calculer
à l’ordinateur. Typiquement }.}8 est un simple maximum. Cependant si après avoir calculé }B}i
pour des dizaines de normes i différentes, nous avons toujours }B}i ě 1, alors nous ne pouvons
rien conclure.

21. C’est-à-dire limkÑ8 Bk
“ 0.
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34.20.1 La méthode générale

Nous décomposons la matrice A sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. Le système
Ax “ b devient

Mx´Nx “ b (34.425)

puis Mx “ Nx` b et finalement
x “ M´1Nx`M´1b, (34.426)

et voilà une méthode stationnaire avec B “ M´1N et q “ M´1b.
Mais ici nous voyons que M doit être non seulement inversible, mais en plus doit être facile-

ment calculable. En sachant que nous travaillons avec des grandes matrices, il n’est pas question
d’inverser M avec une méthode de Gauss.

En bref, il faut choisir M triangulaire parce que c’est en gros la seule que nous pouvons inverser
facilement 22.

Remarque 34.149.
La matrice B ne doit pas spécialement être inversible. Si elle ne l’est pas, ce n’est pas un problème.

34.20.2 Jacobi

Nous décomposons
A “ D ´ E ´ F (34.427)

où D est la diagonale de A, ´F est la partie triangulaire supérieure (sans la diagonale) et ´E
la triangulaire inférieure (sans la diagonale). Donc D, E et F sont simplement des extractions de
parties de la matrice A (et quelques changements de signes).

La méthode de Jacobi prend M “ D et N “ pE`F q. L’inverse de M est facile à calculer parce
que M est diagonale. Nous notons BJ la matrice B de la méthode de Jacobi.

Remarque 34.150.
Il se peut que la matrice A ait des zéros sur la diagonale, même si elle est inversible. Et cela est
un problème parce qu’alors la matrice D ici construite n’est pas inversible. Dans ce cas, avant de
nous lancer dans la méthode de Jacobi, il faut permuter deux lignes de A et donc de b.

Attention cependant que l’on pourrait vouloir effectuer ces permutations en mettant sur la
diagonale des nombres les plus grands possibles (parce qu’ensuite, ce qui rentre dans les calculs,
c’est D´1 qui aura alors des petits nombres). Mais il faut toutefois faire en sorte que le rayon
spectral de la matrice B résultante reste plus petit que 1.

Chaque changement dans A induit des changements dans B et donc sur la convergence de la
méthode.

34.20.3 Gauss-Seidel

Nous partons de la même décomposition A “ D ´ E ´ F que dans (34.427). La méthode de
Gauss-Seidel prend M “ pD ´ Eq et N “ F .

34.20.4 Autres

Voir la méthode des gradients, et des gradients conjugués.

34.21 Indices connectés, matrice irréductible
Définition 34.151.
Soit A P Mpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont directement connec-
tés si Aij ‰ 0 ou Aji ‰ 0.

22. Les matrices orthogonales sont aussi facilement inversibles, mais ne se prêtent pas bien à une décomposition
de type somme.
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Définition 34.152.
Soit A P Mpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont connectés si il existe
un ensemble d’indices i0 “ i, i1, . . . , ir´1, ir “ j tels que Aik,ik`1 ‰ 0 pour tout 0 ď k ď r.

Par exemple pour que les indices 1 et 4 soient connectés, on peut avoir les éléments A13, A32
A24 non nuls.

Définition 34.153 ([653]).
Une matrice carrée A est réductible si il existe une permutation σ telle que

σtAσ “
ˆ
K L
0 M

˙
(34.428)

où K et M sont carrées.

Notons que par définition de la matrice d’une application linéaire,
Bij “ xei, Bejy “ xei, σtAσejy “ xσei, Aσejy “ Aσpiq,σpjq. (34.429)

Proposition 34.154 ([653]).
Soit une matrice carrée A. Les faits suivants sont équivalents :

(1) A est réductible.
(2) Il existe une partition non triviale I, J de t1, . . . , nu telle que I Y J “ t1, . . . , nu, I X J “ H

et pour tout i P I, et pour tout j P J , Aij “ 0.
(3) La matrice A admet des indices non connectés (définition 34.152).

Démonstration. Dans plusieurs sens. . .
(i) (1) implique (2) Nous notons j˚ la taille de la matrice K dans (34.428). Nous avons Bij “ 0

si "
J˚ ` 1 ď i ď n (34.430a)
1 ď j ď j˚. (34.430b)

Donc en posant I “ σtj˚ `1, . . . , nu et J “ σt1, . . . , j˚u nous avons une partition non triviale
de t1, . . . , nu telle que si i P I et j P J alors i “ σpi0q, j “ σpj0q et

Aij “ Aσpi0q,σpj0q “ Bi0,j0 “ 0. (34.431)

(ii) (2) implique (1) Soit une partition I, J comme indiquée dans l’hypothèse. Soit j˚ le nombre
d’éléments dans J . Soit σ une permutation de t1, . . . , nu telle que σtj˚ ` 1, . . . , nu “ I et
σt1, . . . , j˚u “ J . Nous posons ensuite B “ σtAσ. Par construction si i P I et j P J alors
Aij “ 0.
Mais si "

J˚ ` 1 ď i ď n (34.432a)
1 ď j ď j˚. (34.432b)

alors Bij “ Aσpiqσpjq “ 0. Donc B a la bonne forme.
(iii) (3) implique (2) Soient i et j deux indices non connectés : il n’existe pas de chaines

partant de i et arrivant à j. Nous notons I l’ensemble des indices connectés à i, et J les
autres. Pat hypothèses ces ensembles sont non vides.
Si k P i et l P J alors Akl “ 0 parce que sinon on aurait une chaine de i à k puis de k à l et
donc de i à l, ce qui signifierait que l est connecté à i.

(iv) (2) implique (3) Soit une partition I, J comme dans l’hypothèse. Si j P J est connecté à
i P I alors il existe une chaine

i “ i0, i1, . . . , ir “ j. (34.433)
Si is est le premier dans J alors is´1 P I et Ais´1,is “ 0, ce qui empêche la chaine de connecter
j à i.
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34.22 Localisation des valeurs propres
Sur l’ensembleMpn,Rq des matrices nˆn à coefficients réels nous introduisons l’ordre partiel 23

donné par A ě B lorsque Aij ě Bij pour tout i et j. Nous définissons de façon similaire les relations
A ď B, A ă B et A ą B.

Si x P Rn nous notons |x| “ `|x1|, . . . , |xn|˘ et x ď y lorsque xi ď yi pour tout i.

Proposition 34.155.
Soit A P Mpn,Rq et x, y P Rn.

(1) Si A ě 0 et si x ď y alors Ax ď Ay.
(2) Si A ě 0 alors Ax ď |Ax| ď A|x|.

Démonstration. Pour la première inégalité, pour tout i et k nous avons Aikxk ď Aikyk et donc

pAxqi “
ÿ

k

Aikxk ď
ÿ

k

Aikyk “ pAyqk. (34.434)

Pour la seconde, d’abord l’inégalité Ax ď |Ax| est évidente. Ensuite vu que Aik ě 0 nous avons

|Ax|i “ |
ÿ

k

Aikxk| ď
ÿ

k

Aik|xk| “ `
A|x|˘

i
. (34.435)

Soit une matrice A P Mpn,Rq. Nous notons

ri “
ÿ

j‰i
|Aij |. (34.436)

Notons la somme sur la ligne i, pas sur la colonne : la somme est horizontale.

Définition 34.156.
Les ensembles

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu (34.437)

sont les disques de Gershgorin. Nous allons également noter Bi “ IntpDiq les boules ouvertes
correspondantes.

Théorème 34.157 (Gershgorin).
Soit A P Mpn,Rq. Si λ P C est valeur propre de A alors λ P Di pour un certain i.

Démonstration. Soit une valeur propre λ et un de ses vecteurs propres u P Rn : Au “ λu avec
u ‰ 0. Soit i un indice réalisant le maximum |ui| “ maxt|uk|uk. Nous écrivons la ieligne de
Au “ λu : ÿ

k

Aikuk “ λui, (34.438)

c’est-à-dire Aiiui ` ř
k‰iAikuk “ λui, ou encore

Aii `
ÿ

k‰i
Aik

uk
ui

“ λ, (34.439)

qui donne
|Aii ´ λ| ď

ÿ

k‰i
|Aik| |uk|

|ui| ď
ÿ

k‰i
|Aik| (34.440)

pare que |ui| ě |uk|. Notons que sur la ligne précédente, |.| est le module dans C, pas la valeur
absolue dans R.

23. Définition 1.11.
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Théorème 34.158 (Gershgorin 2[653]).
Soit une matrice irréductible A P Mpn,Rq et une valeur propre λ de A. Si elle est sur la frontière
de l’union des disques de Gershgorin, alors elle est sur le bord de tous les disques.

Démonstration. Soit une valeur propre λ de A telle que λ P B`ŤiDi

˘
. Alors λ n’est dans l’intérieur

d’aucune boule et nous avons |λ´Aii| ě ri pour tout i.
Soit un vecteur propre u de A tel que }u}8 “ 1. Nous posons I “ t1 ď i ď n tel que |ui| “ 1u

et J “ t1 ď j ď n tel que |ij | ă 1u. Par hypothèse I n’est pas vide, et de plus I X J “ H et
I Y J “ t1, . . . , nu parce qu’aucune composante de u n’a un module 24 plus grand que 1.

La iecomposante de la relation Au “ λu peut s’écrire

pAii ´ λqui `
ÿ

k‰i
Aikuk “ 0. (34.441)

Forts de cela nous écrivons les inégalités suivantes :

ri ď |λ´Aii| “ ˇ̌pλ´Aiiqui
ˇ̌ “ |

ÿ

k‰i
Aikuk| ď

ÿ

k‰i
|Aik||uk| ď

ÿ

k‰i
|Aik| “ ri. (34.442)

Donc les inégalités sont des égalités :

ri “ |λ´Aii| “ ˇ̌pλ´Aiiqui
ˇ̌ “ |

ÿ

k‰i
Aikuk| “

ÿ

k‰i
|Aik||uk| “

ÿ

k‰i
|Aik|. (34.443)

En particulier l’égalité
ř
k‰i |Aik||uk| “ ř

k‰i |Aik| donne
ÿ

k‰i
|Aik|`|uk| ´ 1

˘ “ 0. (34.444)

Donc pour tout k P J nous avons Aik “ 0. Vu que A est irréductible, cela donnerait une partition
impossible t1, . . . , nu “ I Y J . Nous en déduisons que J est vide et donc que |uj | “ 1 pour tout j.
En repartant de (34.443) nous avons alors

ri “ ˇ̌pλ´Aiiqui
ˇ̌ “ |λ´Aii||ui| “ |λ´Aii|. (34.445)

Cela prouve que λ P BDi pour tout i.

Exemple 34.159.
Soit la matrice

B “
¨
˝

2 0 1
0 1 ´1{2

´1 0 3

˛
‚. (34.446)

D’abord nous rappelons que si vous voulez entrer cette matrice dans Sage (ou plus généralement
dans Python2 25), vous devez faire attention au 1{2 qui, tel quel, est évalué à 0. Nous vous rappelons
donc que tous vos codes Sage doivent commencer par ceci :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 from __future__ i m p o r t unicode_literals
3 from __future__ i m p o r t division

tex/sage/sageSnip015.sage

Les éléments non nuls hors diagonale sont B13, B31 et B23. Elle n’est donc pas irréductible ;
nous avons par exemple la partition I “ t1, 3u, J “ t2u pour le critère de la proposition 34.154(2).

24. Les composantes de u sont à priori dans C, et non spécialement dans R, même si A est une matrice réelle.
25. Que vous n’avez aucune raison d’utiliser autre que Sage.
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Les disques de Gershgorin sont

D1 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 1u (34.447a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 1{2u (34.447b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 3| ď 1u (34.447c)

Les valeurs propres de la matrice sont sur des bords de disques de Gershgorin, sans être sur tous
les bords, comme ça aurait été le cas par le théorème 34.158 si la matrice avait été irréductible.
Elles sont sur la figure 34.1 ; notez en particulier les valeurs propres λ2 et λ3 qui sont sur le bord
de deux disques mais pas sur le bord des trois disques en même temps.

‚λ1

‚λ2

‚
λ3

1 2 3 4

´1

1

Figure 34.1 – Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 34.159.

△

Exemple 34.160.
Soit la matrice

A “
¨
˝

0 ´1 0
0 1 2
3 0 2

˛
‚. (34.448)

Nous avons

D1 “ tz P C tel que |z| ď 1u, (34.449a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 2u, (34.449b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 3u, (34.449c)

Le polynôme caractéristique est

χpλq “ ´λ3 ` 3λ2 ´ 2λ´ 6. (34.450)

Une fois remarqué que λ1 “ ´1 est une racine, les autres sont faciles à trouver (division euclidienne
de χpλq par λ` 1) : λ2 “ 2 ` i

?
2 et λ3 “ 2 ´ i

?
2.

La matrice A est irréductible. En effet les éléments non diagonaux non nuls sont A12, A23 et
A31. Ils peuvent former une chaine reliant tous les indices entre eux.

Les contraintes sur la localisation des valeurs propres est donc qu’elles doivent être dans ou
sur les disques de Gershgorin, mais que celles qui sont sur le bord d’un disque doivent être sur le
bord de tous les disques en même temps. C’est cela que nous observons sur la figure 34.2. Notez
en particulier la position de la valeur propre λ1.

△

34.22.1 Matrices à diagonale dominante

Définition 34.161 ([654, 653]).
La matrice A P Mpn,Kq est à diagonale dominante si pour tout i,

ÿ

j‰i
|Aij | ď |Aii| (34.451)
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‚λ1

‚
λ2

‚λ3

´1 1 2 3 4 5

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 34.2 – Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 34.160.

où |.| est la module dans C ou la valeur absolue dans R.
Elle est à diagonale fortement dominante si elle est à diagonale dominante et si il existe

un i tel que ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii|. (34.452)

Elle est à diagonale strictement dominante si
ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii| (34.453)

pour tout i (entier entre 1 et n).

Nous avons les inclusions suivantes :

strictement dominante Ă fortement dominante Ă dominante. (34.454)

Lemme 34.162.
Si A est dans un des deux cas suivant :

— diagonale strictement dominante,
— diagonale dominante et irréductible 26

alors Aii ‰ 0 pour tout i.

Démonstration. Si A est à diagonale strictement dominante, alors l’inégalité stricte (34.453) n’est
pas possible.

Si A est à diagonale dominante, alors si Aii “ 0, toute la ligne est nulle. Dans ce cas, la matrice
ne peut pas être irréductible.

Proposition 34.163 ([654]).
Une matrice à diagonale strictement dominante est inversible.

Démonstration. Soit une matrice A à diagonale strictement dominante. Soit x tel que Ax “ 0. Le
but est de montrer que x “ 0. Soit un indice i0 réalisant la norme maximum :

|xi0 | “ }x}8. (34.455)

26. Définition 34.153.
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Nous écrivons la composante i0 de l’égalité Ax “ 0 :
ÿ

k

Ai0kxk “ 0, (34.456)

et nous séparons le terme k “ i0 des autres :
ÿ

k‰i0
Ai0kxK `Ai0i0xi0 “ 0. (34.457)

Nous prenons le module et majorons les sommes :

|Ai0i0 ||xi0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k||xk| ď

ÿ

k‰i0
|Ai0k||xi0 |. (34.458)

Si |xi0 | est non nul nous pouvons simplifier :

|Ai0i0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k|. (34.459)

Hélas, l’hypothèse de diagonale strictement dominante implique l’inégalité stricte dans le sens
inverse. Impossible. Nous en déduisons que |xi0 | “ 0. Donc }x}8 “ 0, ce qui signifie que x “ 0.

Le fait que le noyau de A se réduise à t0u implique l’inversibilité de A.

Proposition 34.164.
Soit A P Mpn,Cq une matrice qui est dans un des deux cas suivants :

— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible

Si A “ D ´M où D est la diagonale de A (et M est « le reste ») alors D est inversible et

ρpD´1Mq ă 1 (34.460)

où ρ est le rayon spectral (thème 38).

Démonstration. Le lemme 34.162 nous dit que les éléments diagonaux de A sont non nuls. Cela
donne déjà le fait que la matrice D est inversible et que la produit D´1M ait un sens. Nous posons
T “ D´1M . Nous avons alors

Tii “
ÿ

k

pD´1qikMki. (34.461)

Si k “ i alors Mki “ 0 et si k ‰ i alors Dik “ 0. Donc Tii “ 0 pour tout i.
En ce qui concerne les autres éléments de T ,

Tij “
ÿ

k

pD´1qikMkj “
ÿ

k

1
Aik

δikMkj “ ´Aij
Aii

. (34.462)

Notes :
— Les hypothèses sur A jouent pour dire que Aii ‰ 0.
— Le signe moins est dû au fait que Mij “ ´Aij lorsque i ‰ j.

En faisant la somme des modules :
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| “ 1

|Aii|
ÿ

j‰i
|Aij | ď 1. (34.463)

La dernière inégalité est le fait que A soit à diagonale dominante.



34.22. LOCALISATION DES VALEURS PROPRES 2321

(i) Si A est à diagonale strictement dominante Alors nous avons l’inégalité stricte
ÿ

j‰i
|Tij | ă 1. (34.464)

Et le théorème de Gershgorin 34.157 dit que le spectre de T est contenu dans l’union des
disques

Di “ tz P C tel que |z ´ Tii| ď riu (34.465)

où
ri “

ÿ

j‰i
|Tij |. (34.466)

Mais nous avons prouvé que pour tout i, Tii “ 0 et
ř
j‰i |Tij | ă 1. Donc toutes ces boules

sont contenues dans Bp0, 1q. Cela prouve que ρpT q ă 1.
(ii) Diagonale dominante, irréductible La matrice T est alors également irréductible parce

que les éléments non nuls de A et de T sont les mêmes : Tij “ ´Aij{Aii. Nous utilisons alors
le second théorème de Gershgorin 34.158. Si λ est une valeur propre de T , alors soit

λ P
ď

i

B
`
0, ri

˘
(34.467)

soit
λ P

č

i

BBp0, riq. (34.468)

Vu que ri ď 1 pour tout i, dans le premier cas λ est dans l’union des boules ouvertes de
rayon 1. Le nombre λ est donc une la boule ouverte de rayon 1. Bref, |λ| ă 1.
Dans le second cas, l’intersection de deux cercles de même centre sont soit vide soit tout le
cercle (auquel cas les rayons sont égaux). Dans le second cas, ledit rayon est certainement
strictement plus petit que 1 parce que

ri “
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| ă 1. (34.469)

34.22.2 M-matrice

Définition 34.165.
Une matrice A P Mpn,Rq est une M-matrice si

(1) Aii ą 0 pour tout i,
(2) Aij ď 0 si i ‰ j

(3) A est inversible et A´1 ě 0.

Proposition 34.166.
Soit A P Mpn,Rq telle que Aii ą 0 pour tout i et Aij ď 0 pour tout i ‰ j. Nous posons A “ D´M
où D est la diagonale de A.

La matrice A est une M-matrice si et seulement si ρpD´1Mq ă 1.

Démonstration. En deux morceaux.
(i) Si ρpD´1Mq ă 1 Nous posons encore T “ D´1M . Par le théorème 15.141, la matrice 1´ T

est inversible et

p1´ T q´1 “
8ÿ

k“0
T k. (34.470)
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D’autre part, via des calculs déjà faits, et les hypothèses sur les signes des éléments de A,

Tij “ ´Aij
Aii

ě 0. (34.471)

Donc tous les éléments de T sont positifs (ou nuls). Par conséquent T k ě 0 pour tout k et
p1´ T q´1 est positive.
Mais A “ D ´ M “ Dp1 ´ D´1Mq “ Dp1 ´ T q. Vu que D et 1 ´ T sont inversibles, nous
savons que A est inversible et

A´1 “ p1´Aq´1D´1, (34.472)

qui est un produit de matrices positives. Donc A´1 ě 0.
Au final, A est une M-matrice.

(ii) Si A est une M-matrice Soit une valeur propre λ de T “ D´1M est un vecteur propre u :
Tu “ λu. Vu que T ě 0 nous avons d’une part |λu| “ |λ|u| et d’autre part |λu| “ |Tu| ď T |u|,
ce qui donne

|λ||u| ď T |u|. (34.473)

Dans cette inégalité nous substituons T par 1´ p1´ T q pour avoir

|µ||u| ď |u| ´ p1´ T q|u| (34.474)

ou encore
p1´ T q|u| ď `

1 ´ |λ|˘|u|. (34.475)

Mais p1´T q´1 “ A´1D ě 0 parce que A et D sont positives. Donc en appliquant p1´T q´1

à l’inégalité (34.475), elle est conservée (proposition 34.155(2)) :

|u| ď p1´ T q´1`1 ´ |λ|˘|u|. (34.476)

Si |λ| ě 1 alors toutes les composantes de
`
1 ´ |1|˘|u| sont négatives et l’inégalité n’est

possible qu’avec |u| “ 0. Dans ce cas, λ n’est pas une valeur propre (le vecteur propre soit
être non nul).
Nous en déduisons que |λ| ă 1 et donc que ρpT q “ ρpD´1Mq ă 1.

Le théorème suivant résume ce que nous avons vu en donnant une condition suffisante facile à
vérifier pour être une M-matrice.

Théorème 34.167.
Soit A P Mpn,Rq telle que

(1) Aii ą 0
(2) Aij ď 0 pour i ‰ j

(3) vérifiant une des deux conditions suivantes :
— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible.

Alors A est une M-matrice.

Démonstration. Au vu de la proposition 34.166, il suffira de montrer que ρpD´1Mq ă 1 où D et
M sont la décomposition A “ D ´M habituelle. C’est le cas grâce à la proposition 34.164.

Proposition 34.168.
Soit A P Mpn,Rq, une M-matrice irréductible. Alors A´1 ą 0.
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Démonstration. Nous posons T “ D´1M . En comparant la définition 34.165 de M-matrice et la
caractérisation de la proposition 34.166, nous avons ρpD´1Mq ă 1. Par conséquent

p1´ T q´1 “
8ÿ

k“0
T k (34.477)

par la proposition 34.166. D’autre part, A´1 “ p1 ´ Aq´1D où les éléments D sont strictement
positifs. Donc nous devons encore prouver que p1´ T q´1 ą 0. Nous savons que T ě 0, et vu que

`ÿ

k

T kqij “
ÿ

k

pT kqij (34.478)

il nous suffit de prouver que pour chaque pijq, un des pT kqij est strictement positif. Soient donc deux
indices i et j. Vu que A est irréductible, ils sont connectés par une suite d’indice i “ i0, i1, . . . , , ir “
j tels que

Tik,ik`1 “ ´Aik,ik`1

Aik,ik
ą 0. (34.479)

Or les indices ik sont choisis de telle sorte que les numérateurs soient non nuls et donc strictement
négatifs. Nous avons, en général :

pT kqij “
ÿ

l1,...,lr´1

Ti,l1Tl1,l2 . . . Tlr´1,j . (34.480)

Chacun des termes est positif ou nul, mais pour k “ r, il y a entre autres le terme

Ti,i1Ti1,i2 ¨ ¨ ¨Tir,j ‰ 0. (34.481)

Donc pT rqij ą 0 et
ř8
k“0pT kqij ą 0. Et par conséquent

A´1 “ p1´ T q´1D ą 0. (34.482)

Théorème 34.169.
Soit une M-matrice A P Mpn,Rq et g P Rn tel que pAgqi ě 1 pour tout i. Alors }A´1}8 ď }g}8.

Démonstration. Nous posons u “ p1, . . . , 1q et considérons x P Rn. Vu que A est une M-matrice,
nous avons A´1 ě 0, donc

|A´1x| ď A´1|x| ď }x}8A´1u ď }x}8g. (34.483)

Justifications :
— La première inégalité est la proposition 34.155(2).
— La seconde provient de

`
B|x|˘

i
“
ÿ

k

Bik|xk| ď
ÿ

k

Bik}x}8 “ }x}8
ÿ

k

Bikuk “ }x}8Bu. (34.484)

— Étant donné que A´1 ě 0 nous conservons l’inégalité et Ag ě u implique g ě A´1u (c’est la
proposition 34.155(1)).

En ce qui concerne la norme de A´1 nous avons donc

}A´1}8 “ sup
|x|8“1

}A´1x}8 ď sup
}x}8“1

}x}8}g}8 “ }g}8. (34.485)

Proposition 34.170.
Une matrice de Mpn,Rq qui
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(1) est symétrique,
(2) Vérifie une des deux conditions suivantes

— est irréductible à diagonale fortement dominante
— est à diagonale strictement dominante,

(3) vérifie Aii ą 0 pour tout i
est strictement définie positive.

Démonstration. D’après le théorème de Gershgorin 34.157, chaque valeur propre de A est dans un
des disques fermés

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu. (34.486)

Par hypothèse, les centres de ces disques sont réels et strictement positifs. Mais le fait que A
soit à diagonale dominante donne que le rayon de ces cercles sont plus petits que Aii. Donc Di

n’intersecte pas s´8, 0r. Mais le fait que A soit symétrique implique que les valeurs propres soient
réelles (théorème 9.212(1)). Cela montre que les valeurs propres de A sont toutes dans r0,8r.

Si la matrice A est à diagonale strictement dominante, alors les inégalités sont strictes et le
théorème est prouvé.

Sinon nous somme dans le cas irréductible à diagonale fortement dominante et nous avons le
théorème de Gershgorin numéro 2 34.158. Soit une valeur propre λ. Soit elle est dans un des disques
ouvert (qui est inclus dans s0,8r), soit elle est dans l’intersection des bords des disques. Mais au
moins un des disques n’intersecte pas 0 (parce que la diagonale est strictement dominante). Dans
ce cas non plus λ ne peut pas être nul.

Nous en déduisons que dans tous les cas, les valeurs propres sont toutes réelles strictement
positives.



Chapitre 35

Méthode des différences finies

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 35.1
Dans toute la partie sur la méthode des différences finies, il y a un flottement entre Ω et Ω̄.

D’une part je ne vois pas bien pourquoi on ne peut pas se contenter de travailler avec une
fonction u : Ω Ñ R avec Ω ouvert dans R et u même pas définie sur le bord.

Mais d’autre part, de nombreuses sources demandent de la régularité sur un fermé, à commencer
par wikipédia :

https: // fr. wikipedia. org/ wiki/ Méthode_ des_ différences_ finies
Si vous avez une idée sur la question, écrivez-moi, ou répondez directement sur la page de

discussion de la page Wikipédia, sur laquelle j’ai laissé une question.

35.1 Problèmes de dimension un

Soit u : R Ñ R une fonction et h ą 0. Nous définissons les opérations suivantes (qui sont
supposées approximer la dérivée u1pxq lorsqu’elle existe).

Définition 35.2.
La différence progressive est

pD`
h uqpxq “ upx` hq ´ upxq

h
, (35.1)

la différence régressive est

pD´
h uqpxq “ upxq ´ upx´ hq

h
, (35.2)

la différence centrée est

pD0
huqpxq “ upx` hq ´ upx´ hq

2h . (35.3)

Nous ne noterons pas toujours la dépendance en h, c’est-à-dire que nous noterons D`u au lieu
de D`

h u lorsque cela ne pose pas de problème.
Notons que u2 peut être approximé par D`

hD
`
h u, D0

hD
`
h , D`

hD
´
h , et encore de nombreuses

autres possibilités.
Voici un lemme qui dit que tout cela n’est pas si mal, pourvu que u soit assez régulière.

Lemme 35.3.
Soit un ouvert connexe Ω de R, soit x P Ω et h ą 0 tel que Bpx, hq Ă Ω.

(1) Si u P C2pΩq alors

|u1pxq ´D`
h upxq| ď h

2 }u2}Ω (35.4)

et
|u1pxq ´D´

h upxq| ď h

2 }u2}Ω. (35.5)

2325
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(2) Si u P C3pΩq alors

|u1pxq ´D0
hpxq| ď h2

2 }up3q}Ω (35.6)

(3) Si u P C4pΩq alors

|u2pxq ´D´
hD

`
h upxq| ď h2

12}up4q}Ω. (35.7)

Démonstration. Nous prouvons le point (3). D’abord nous regardons de quoi nous avons besoin :

D´D`upxq “ pD`uqpxq ´ pD`uqpx´ hq
h

“ upx` hq ´ 2upxq ` upx´ hq
h2 (35.8)

Nous allons y mettre les approximations de upx`hq et upx´hq par Taylor, proposition 12.458(2) :

upx` hq “ upxq ` hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ` h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx` θ1hq (35.9)

avec θ1 P r0, 1s. De même,

upx´ hq “ upxq ´ hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ´ h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx´ θ2hq (35.10)

avec θ2 P r0, 1s.
Donc

upx` hq ` upx´ hq ´ 2upxq “ h2u2pxq ` h4

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
, (35.11)

ce qui donne

pD´D`uqpxq “ u2pxq ` h2

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
. (35.12)

Chacun des deux termes dans la parenthèse peut être majoré par }up4q}Ω parce que x ` θ1h ne
prend ses valeurs que dans rx, x ` hs Ă Bpx, hq Ă Ω. Quoi qu’il en soit nous ne pouvons pas dire
mieux que

|u2pxq ´D´D`upxq| ď h2

12}up4q}Ω. (35.13)

Remarque 35.4 ([1]).
Si nous avons l’égalité

|u1pxq ´D`
h upxq| ď δ (35.14)

pour tout x, il faut faire attention en écrivant

}u1 ´D`
h u}8 ď δ (35.15)

parce que l’inégalité (35.14) n’est valable que pour les x tels que rx´ h, x` hs Ă Ω, de telle sorte
que l’inégalité n’est pas spécialement correcte sur Ω. Il faut donc d’abord se mettre d’accord sur
ce que signifie }.}8. Est-ce une norme supremum sur Ω ou sur Ω̄ ?

35.1.1 Un schéma à cinq points

35.1.1.1 Poser le système

Soit Ω “ s0, 1r et l’équation différentielle
$
’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(35.16)
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où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Si nous cherchons des solutions dans C4pΩq, le lemme 35.3 nous dit que

|u2pxq ´D´D`upxq| “ ηph2q (35.17)

où η est une fonction telle que limtÑ0 ηptq “ 0. Nous pouvons récrire l’équation différentielle sous
la forme

´D´D`upxq ` cpxqupxq “ fpxq ` ηph2q. (35.18)

Si nous négligeons le terme ηph2q qui est supposé être petit nous pouvons tenter de résoudre pour
la fonction uh

´D´D`uhpxq ` cpxquhpxq “ fpxq. (35.19)

Notons ici l’importance de la notion de problème bien posé parce qu’en remplaçant le paramètre
(fonctionnel) f par f ` ηph2q, nous modifions les solutions. Dans la mesure où le problème est
bien posé, cette petite modification ne modifiera pas trop la solution et nous pouvons espérer que
}u´ uh} soit petit pour une norme ou une autre.

Utilisant l’expression (35.8) pour D´D` nous avons l’équation suivante pour uh :

1
h2

´
2uhpxq ´ uhpx` hq ´ uhpx´ hq

¯
` cpxquhpxq “ fpxq. (35.20)

Avons-nous gagné quelque chose ? Pas encore. L’idée de la discrétisation est de ne considérer uh
qu’en certains points, et de prendre ces points à intervalles réguliers de taille h. Soient donc N un
nombre entier et h “ 1{pN ` 1q. Nous posons

xk “ kh (35.21)

pour k “ 0, . . . , N ` 1. Avec cela nous avons

Ω “
Nď

k“0
rxk, xk`1s (35.22a)

x0 “ 0 (35.22b)
xN`1 “ 1. (35.22c)

Nous posons surtout
Ωh “ txiui“1,...,N (35.23)

et
Ωh “ txiui“0,...,N`1. (35.24)

Enfin, nous ne considérons plus uh que comme une fonction uh : Ωh Ñ R. C’est-à-dire que uh est
un vecteur à N ` 2 composantes.

L’équation (35.20) devient

1
h2

`
2uhpxiq ´ uhpxi`1q ´ uhpxi´1q ` cpxiquhpxiq

˘ “ fpxiq (35.25)

pour i “ 1, . . . , N . Sur les bords, cette équation n’est pas possible parce que xi´1 ou xi`1 n’existerait
pas. Au contraire, sur les bords nous avons les conditions aux bords

uhpx0q “ α (35.26)

et
uhpxN`1q “ β. (35.27)

Nous posons ci “ cpxiq et ui “ uhpxiq. Les nombres u0 et uN`1 sont donnés par les condi-
tions aux bords, et les inconnues du problème sont donc les nombres ui (i “ 1, . . . , N). Pour les
déterminer, nous devons résoudre un système d’équations linéaire.



2328 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

L’écriture du système linéaire à résoudre consiste essentiellement à écrire (35.25) en séparant
les cas i “ 1 et i “ N parce que nous connaissons déjà les valeurs de u0 et uN`1. Le système que
nous avons est :

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

ˆ
2
h2 ` c1

˙
u1 ´ 1

h2u2 “ f1 ` α

h2 i “ 1 (35.28a)
ˆ

2
h2 ` cN

˙
uN ´ 1

h2uN´1 “ fN ` β

h2 i “ N (35.28b)
ˆ

2
h2 ` ci

˙
ui ´ 1

h2ui`1 ´ 1
h2ui´1 “ fi autres. (35.28c)

Cela se met sous la forme matricielle
LhUh “ Fh (35.29)

pour
Fh “ `

f1 ` α

h2 , f2, . . . , fN´1, fN ` β

h2
˘

(35.30)

et les éléments non nuls de Lh sont :

pLhqi,i´1 “ ´ 1
h2 pour i “ 2, . . . , N (35.31a)

pLhqi,i`1 “ ´ 1
h2 pour i “ 1, . . . , N ´ 1 (35.31b)

pLhqi,i “ 2
h2 ` ci pour i “ 1, . . . , N. (35.31c)

Cette matrice est pleine de zéros, à part les trois diagonales centrales, et il existe des méthodes
efficaces pour résoudre le système d’équations correspondant.

35.1.1.2 Propriétés du système

La matrice est la suivante :

Lh “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2
h2 ` c1 ´1{h2 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
´1{h2 2

h2 ` c2 ´1{h2 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ´1{h2 2

h2 ` c3 ´1{h2 . . . ...
0 0 ´1{h2 . . . . . . 0
...

... . . . . . . . . . ´1{h2

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1{h2 2
h2 ` cN

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(35.32)

où nous avions déjà posé l’hypothèse ci ě 0 pour tout i.

Lemme 35.5.
La matrice Lh est irréductible 1 à diagonale fortement dominante 2.

Démonstration. Nous décomposons la preuve en plusieurs parties, en notant L pour Lh, afin d’al-
léger les notations.

(i) La première ligne Sur la première ligne, seuls deux éléments sont non nuls et nous avons
|L11| “ 2

h2 ` c1 parce que c est une fonction positive et |L12| “ 1
h2 . Nous avons donc

|L11| ´ |L12| “ 2
h2 ` c1 ´ 1

h2 “ 1
h2 ` c1 ą 0. (35.33)

L’inégalité stricte est importante.
(ii) La dernière ligne Elle est semblable à la première.

1. Caractérisation 34.154.
2. Définition 34.161.
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(iii) Les autres lignes Sur les autres lignes nous avons trois éléments non nuls et

ÿ

j‰i
|Lij | “ 2

h2 ď 2
h2 ` ci “ Lii. (35.34)

(iv) Diagonale fortement dominante Nous avons prouvé jusqu’à présent que Lh était une
matrice à diagonale fortement dominante.

(v) Irréductible Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 34.154(3). Pour cela,
nous considérons la chaine d’éléments non nuls

L12, L23, . . . , LN´1,N “ ´ 1
h2 . (35.35)

Soient deux indices i et j avec i ă j. Cette suite d’indice (ou une sous-suite) rend i et j
connectés.
Si par contre i ą j, il faut considérer la suite inversée grâce au fait que Lh est symétrique :

LN,N´1, LN´1,N´2, . . . , L32, L21 “ ´ 1
h2 . (35.36)

Proposition 35.6.
Soit le problème $

’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(35.37)

où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Et nous approximons u2 par D´D`u.

La matrice Lh des différences finies associée à ce problème est
(1) une M-matrice,
(2) strictement définie positive,
(3) d’inverse L´1

h ą 0.

Démonstration. Le théorème 34.167 dit que Lh est une M-matrice. La proposition 34.170 nous
donne aussi que Lh est strictement définie positive.

Le lemme 35.5 dit que Lh est irréductible, ce qui permet à la proposition 34.168 de conclure
que L´1

h ą 0.

Cela étant rappelé, nous pouvons continuer.

Lemme 35.7.
Soit Ω “ s0, 1r, soit N P N et h “ 1{pN ` 1q. La solution wh : Ωh Ñ R du problème discrétisé

$
’&
’%

´pD´D`whqpxkq “ 1 (35.38a)
whp0q “ 0 (35.38b)
whp1q “ 0 (35.38c)

pour tout xk “ kh (k “ 1, . . . , N) donne les valeurs exactes des wpxkq lorsque w est la solution de
$
’&
’%

´w2pxq “ 1 (35.39a)
wp0q “ 0 (35.39b)
wp1q “ 0. (35.39c)
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Démonstration. Un enseignement de la proposition 35.6 est que le système (35.38) peut être écrit
sous la forme d’un système linéaire L0

hwh “ Fh où L0
h est inversible. Il y a donc unicité de la

solution.
D’autre part, la solution du système (35.39) est wpxq “ 1

2px ´ x2q, qui est de classe C8. Le
lemme 35.3(3) dit que D´D`w “ w2. Donc les valeurs wpxkq résolvent aussi le système (35.38).

Lemme 35.8 (Quelques estimations).
La matrice Lh du problème sus-mentionné en (35.37) vérifie 3 :

(1) }Lh}8 ď 4
h2 ` }c}8

(2) }L´1
h }8 ď 1

8 .

Démonstration. Nous nous souvenons de la formule (11.162) :

}A}8 “ max
i“1,...,n

nÿ

j“1
|Aij |. (35.40)

La première ligne a pour somme : 3
h2 ` c1, la dernière a pour somme 3

h2 ` cn et les autres ont pour
somme 4

h2 ` ci. Elles sont donc toutes majorées par 4
h2 ` }c}8.

Pour l’estimation de }L´1
h }8 nous allons nous appuyer sur le théorème 34.169.

Commençons par considérer le problème
" ´w2 “ 1 (35.41a)
wp0q “ wp1q “ 0. (35.41b)

La première équation dit que w est un polynôme de degré 2. En écrivant wpxq “ ax2 ` bx ` c et
en imposant toutes les contraintes, nous trouvons l’unique solution

wpxq “ ´1
2px2 ´ xq. (35.42)

Le lemme 35.7 nous dit que la fonction w prise aux points xk “ kh donne les valeurs de wh.
La matrice L0

h est une M-matrice et le vecteur wh vérifie L0
hwh “ 1. Donc le théorème 34.169

s’applique et
}pL0

hq´1} ď }wh}8 “ 1
8 . (35.43)

L’obtention de 1{8 n’est rien d’autre que la recherche du maximum (en valeur absolue) de la
parabole x ÞÑ px ´ x2q{2 pour x P r0, 1s. Le maximum est atteint pour x “ 1{2 ; calcul de dérivée
et tout ça . . .

Nous retournons maintenant à notre matrice originale Lh. Nous avons

Lh ´ L0
h “ diagpc1, . . . , cnq ě 0, (35.44)

et aussi
L´1
h ´ pL0

hq´1 “ L´1
hloomoon

ě0

pL0
h ´ Lhqloooomoooon

ď0

pL0
hq´1loomoon
ě0

(35.45)

parce que Lh est une M-matrice. Donc tous les coefficients de L´1
h ´ pL0

hq´1 sont négatifs. Cela
implique

L´1
h ď pL0

hq´1. (35.46)

Mais nous savons que les coefficients de L´1
h sont positifs, donc le maximum de ses coefficients en

valeur absolue est plus petit que ceux de pL0
hq´1, c’est-à-dire

}L´1
h }8 ď }pL0

hq´1}8 ď 1
8 . (35.47)

3. Dans le CTES d’analyse numérique de Marseille, l’estimation donnée est }L´1
h }8 ď 1

4 .
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35.1.2 Exemple

Soit Ω “ s0, 1r et une fonction u : Ω Ñ R de classe C4 vérifiant
$
’&
’%

´u2pxq ` upxq “ sinpxq (35.48a)
up0q “ 0 (35.48b)
up1q “ 0. (35.48c)

Nous allons écrire la méthode des différences finies pour h “ 1{4. Nous posons donc les points
$
’’’’’’&
’’’’’’%

x0 “ 0 (35.49a)
x1 “ 1{4 (35.49b)
x2 “ 1{2 (35.49c)
x3 “ 3{4 (35.49d)
x4 “ 1. (35.49e)

Puisque nous avons supposé u de classe C4, le lemme 35.3(3) nous donne 4

u2pxq “ pD´D`uqpxq ` αphq (35.50)

avec limhÑ0 αphq{h “ 0. L’équation discrétisée serait alors
" ´pD´D`uqpxq ` upxq “ sinpxq (35.51a)
up0q “ up1q “ 0. (35.51b)

où nous n’avons pas précisé l’indice h au bas des opérateurs D` et D´. Les équations (35.51) ne
doivent être posées que pour x1, x2 et x3 parce que les valeurs en x0 et x4 sont déjà connues.

(i) Pour x1
u2 ´ 2u1 ` u0

h2 ` u1 “ sinpx1q (35.52)

(ii) Pour x2
u3 ´ 2u2 ` u1

h2 ` u2 “ sinpx2q (35.53)

(iii) Pour x3
u4 ´ 2u3 ` u2

h2 ` u3 “ sinpx3q. (35.54)

Nous tenons compte du fait que u0 “ u4 “ 0 et que h “ 1{4 pour écrire le système
¨
˝

´31 16 0
16 ´31 16
0 16 ´31

˛
‚
¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚“

¨
˝
s1
s2
s3

˛
‚ (35.55)

où les sk sont des nombres parfaitement connus : par exemple s1 “ sinpx1q “ sinp1{4q » 0.247403959254523.

35.2 Problèmes de dimension deux
Nous allons considérer le système

#
´∆u “ f sur Ω
u “ g sur BΩ

(35.56)

où Ω “ s0, ar ˆ s0, br.
4. Nous ferions n’importe quoi pour ne pas écrire u2

pxq “ pD´D`uqpxq ` oph2
q. Notez que vous faites ce que

vous voulez : écrivez avec la notation « petit o » si cela vous chante.
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Remarque 35.9.
Pourquoi un signe moins devant le laplacien ? Pour avoir la proposition 35.6 qui dira que la matrice
correspondant aux différences finies appliquées à ce système est une M-matrice. Sinon, c’est la
matrice ´Lh qui en serait une.

35.2.1 Discrétisation en croix

Nous allons maintenant déduire une discrétisation du laplacien en discrétisant les opérations
B2
x et B2

y . Nous discrétisons Ω en mailles carrées de côté h : xk “ kh et yk “ kh. L’opération de
dérivée partielle Bx est discrétisée par

pDx̀ uqpx, yq “ upx` h, yq ´ upx, yq
h

(35.57)

ou
pDx́ uqpx, yq “ upx, yq ´ upx´ h, yq

h
(35.58)

ou
pD0

xuqpx, yq “ upx` h, yq ´ upx´ h, yq
2h (35.59)

où le h est sous-entendu dans les opérateurs D0, D` et D´.
La dérivée partielle seconde B2

xu peut être approximée par toutes les combinaisons imaginables,
par exemple

pDx́Dx̀ uqpx, yq “ upx` h, yq ´ 2upx, yq ` upx´ h, yq
h2 . (35.60)

Pour évaluer la différence entre pB2
xuqpx, yq et pD´D`uqpx, yq, il est possible d’utiliser le théorème

de Taylor en deux dimensions, mais nous pouvons également recycler ce qui a été fait. Nous posons
uypxq “ upx, yq et alors pB2

xuqpx, yq “ u2
ypxq et le lemme 35.3(3) donne, si uy est de classe C4,

|u2
ypxq ´D´D`uypxq| ď 1

12h
2}up4q

y }8. (35.61)

Là, les opérateurs D` et D´ sont ceux à une dimension. Mais nous avons pD´D`uyqpxq “
pD´D`uqpx, yq (à droite ce sont les opérateurs à deux dimensions), donc

ˇ̌pB2
xuqpx, yq ´ pD´D`uqpx, yqˇ̌ ď 1

12h
2}B4

xu}8 (35.62)

et nous pouvons écrire

pB2
xuqpx, yq “ pD´D`uqpx, yq ` h2Rpx, y, hq (35.63)

où R est une fonction qui dépend de x, y et h, mais aussi de u. Le point important est que R soit
majoré par une quantité indépendante de h, de telle sorte que nous ayons quelques garanties que
négliger ce terme soit une bonne approximation lorsque h Ñ 0.

Au niveau de la discrétisation, nous considérons xi avec i “ 0, . . . , Nx et yj avec j “ 0, . . . , Ny.
La discrétisation de ´p∆uqpx, yq “ fpx, yq donne, pour i “ 1, . . . , Nx ´ 1 et j “ 1, . . . , Ny ´ 1,

1
h2 p´ui`1,j ` 4uij ´ ui´1,j ´ ui,j`1 ` ui,j´1q “ fij . (35.64)

Les équations avec i ou j valant 0 ou Nx, Ny sont les valeurs aux bords.

35.10.
Nous notons pour référence ultérieure la discrétisation suivante du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

` ´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (35.65)

Elle vérifie
∆hf “ ∆f ` h2αphq. (35.66)

Cette discrétisation est dite « en croix » parce que les points exploités forment une croix.



35.2. PROBLÈMES DE DIMENSION DEUX 2333

35.2.2 Discrétisation en carré

L’opérateur laplacien est défini par ∆ “ B2
x ` B2

y , mais il existe de nombreuses autres façons de
l’écrire.

Lemme 35.11.
Le laplacien est invariant par changement de coordonnées orthogonales. Plus précisément, si A est
une matrice orthogonale, en posant ui “ ř

k Aikek nous avons

ÿ

i

B2f

Bu2
i

f “ ∆f. (35.67)

Démonstration. Nous avons :
Bf
Bui “

ÿ

k

Aik
Bf
Bxk , (35.68)

et donc
ÿ

i

B2f

Bu2
i

“
ÿ

i

B
Bui

˜ÿ

k

Aik
Bf
Bxk

¸
“
ÿ

ijk

pAtqjiAikB2f “
ÿ

jk

pAtAqjkB2
jkf. (35.69)

En particulier si A est une matrice orthogonale, pAtAqjk “ δjk et le résultat est prouvé.

Les plus convaincus diront que ∆ “ ∇ · ∇ et que le produit scalaire est invariant sous chan-
gement de coordonnées orthogonales.

Nous avons déjà déduit la discrétisation (35.65) du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

` ´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (35.70)

Nous allons maintenant en déduire une par l’idée de décomposer le laplacien dans la base u “ e1`e2,
v “ e1 ´e2. Pour cela nous introduisons les opérations (le nombre h dont dépendent ces opérateurs
est sous-entendu)

pDù fqpx, yq “ fpx` h, y ` hq ´ fpx, yq
h

(35.71a)

pDv̀ fqpx, yq “ fpx` h, y ´ hq ´ fpx, yq
h

(35.71b)

pDú fqpx, yq “ fpx, yq ´ fpx´ h, y ´ hq
h

(35.71c)

pDv́ fqpx, yq “ fpx, yq ´ fpx´ h, y ` hq
h

. (35.71d)

Puisque
B2
u ` B2

v “ 2∆, (35.72)

nous discrétisons le laplacien par

∆1
h “ 1

2
`
DúDù `Dv́ Dv̀

˘
. (35.73)

Un peu de calcul donne :

p∆1
hfqpx, yq “ 1

2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (35.74a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯
. (35.74b)



2334 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

35.2.3 Résolution de la discrétisation en croix

Les équations (35.64) forment un système d’équations linéaires à résoudre. Certaines peuvent
être simplifiées parce qu’elles « touchent » le bord. Nous verrons cela un peu plus tard.

Nous allons d’abord numéroter correctement les équations de façon à ne pas avoir deux mais
un seul indice. Notre fonction de numérotation sera

φpi, jq “ pj ´ 1qpNx ´ 1q ` i (35.75)

avec i “ 1, . . . , Nx´1 et j “ 1, . . . , Ny´1. Cela correspond à numéroter les points de l’intérieur du
quadrillage ligne par ligne de bas en haut, et de gauche à droite. Avec cela les équations (35.64) vont
être numérotées par un seul indice I allant de φp1, 1q “ 1 à φpNx ´ 1, Ny ´ 1q “ pNx ´ 1qpNy ´ 1q.

Si I “ φpi, jq alors nous avons vite

φpi` 1, jq “ I ` 1 (35.76a)
φpi, j ` 1q “ I `Nx ´ 1 (35.76b)
φpi´ 1, jq “ I ´ 1 (35.76c)
φpi, j ´ 1q “ I ´Nx ` 1. (35.76d)

Nous posons UI “ uφ´1pIq, et l’équation (35.64) devient

1
h2 p´UI`1 ` 4UI ´ UI´1 ´ UI`Nx´1 ´ UI´Nx`1q “ fI . (35.77)

Pour écrire la matrice représentant ce système, nous devons simplifier les équations qui doivent
l’être. Par exemple avec I “ 1, le terme UI´1 “ U0 vaut u0,1 “ f0,1. Ce n’est donc pas réellement
une inconnue de notre problème.

Nous voulons mettre les équations sous la forme du système

LhU “ F. (35.78)

Sur la ligne numéro I de Lh, les éléments non nuls sont :

LI,I “ 4 (35.79a)
LI,I`1 “ ´1 (35.79b)
LI,I´1 “ ´1 (35.79c)

LI,I`Nx´1 “ ´1 (35.79d)
LI,I´Nx`1 “ ´1 (35.79e)

pour peu qu’ils existent. Par exemple pour I “ 1, il n’y a pas d’éléments LI,I´1. Les indices I et
J de LI,J vont de 1 à φpNx ´ 1, Ny ´ 1q “ pNy ´ 1qpNx ´ 1q.

Voici un dessin de notre situation :

Ny· · · · · ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·

0
0
· · · · ·

Nx

·

Ny·

0
0
·

Nx

·

À chaque élément du quadrillage correspond une équation.
— Aux points simples sur le bord, correspondent des équations triviales parce que la fonction

u y est directement donnée par les conditions aux bords.
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— Aux points étoilés entourés en traits continus correspondent des équations « incomplètes »
parce que certains termes de l’équation (35.64) sont donnés par les conditions aux bords. Elle
correspondent aussi aux lignes incomplètes de la matrice Lh où certains éléments donnés en
(35.79) n’existent pas.
Le membre de droite de ces équations est par contre enrichi de ce qui à gauche est « donné ».

— Aux points étoilés du centre entourés en traits discontinus correspondent des équations com-
plètes.

Notons que f0,0 ne joue aucun rôle dans notre histoire parce que dans les équations (35.64),
chaque point pi, jq du maillage n’est lié qu’aux quatre points situés « à côté ».

Proposition 35.12.
La matrice Lh est

(1) irréductible et à diagonale fortement dominante 5,
(2) une M-matrice,
(3) inversible avec Lh ą 0,
(4) symétrique,
(5) strictement définie positive.

Démonstration. On divise la preuve.
(i) Irréductible Une matrice n ˆ n dont les deux premières diagonales sont entièrement com-

posées d’éléments non nuls est toujours irréductible. En effet, la première lie l’élément p1, 2q
à l’élément pn´ 1, nq et donc permet de dire que tous les i ă j sont connectés.
La seconde diagonale lie l’élément pn, n´ 1q à l’élément p2, 1q.

(ii) Diagonale fortement dominante En ce qui concerne la dominance de la diagonale, il faut
sommer sur les lignes. Or chaque ligne contient (en valeur absolue) un 4 sur la diagonale et
au plus quatre éléments qui valent 1. D’où

|LII | ě
ÿ

J‰I
|LIJ |. (35.80)

La première ligne n’est jamais complète : elle contient un 4 sur l’élément p1, 1q et au maximum,
deux 1, plus à droite. Donc la matrice Lh est à diagonale fortement dominante.

(iii) M-matrice D’après ce que nous venons de voir (proposition 35.12), le théorème 34.167
s’applique et Lh est une M-matrice 6.

(iv) Inverse strictement positif La proposition 34.168 nous assure qu’une M-matrice irréduc-
tible est d’inverse strictement positif. Donc L´1

h ą 0.
(v) Symétrique La ligne numéro I est

`
. . . , ´1loomoon

I´Nx`1

, . . . ,´1, 4,´1, . . . , ´1loomoon
I`Nx´1

, . . .
˘

(35.81)

Prenons par exemple l’élément pI, I ´ Nx ` 1q qui vaut ´1. Son symétrique est l’élément
pI ´Nx ` 1, Iq qui se trouve sur la ligne I ´Nx ` 1. Sur cette dernière ligne nous avons un
´1 sur la colonne I ´ Nx ` 1 ` Nx ´ 1 “ I. Donc l’élément pI ´ Nx ` 1, Iq vaut bien ´1 et
la matrice est symétrique.

(vi) Strictement définie positive Vu que la matrice Lh est symétrique, irréductible à diago-
nale fortement dominante (proposition 35.12), et comme ses éléments diagonaux sont stric-
tement positifs (ils valent 4), la proposition 34.170 nous dit que Lh est strictement définie
positive.

5. Définition 34.161. Le cas 1 ˆ 1 est discutablement à diagonale fortement dominante, il faut avouer.
6. Notons que c’est ici que nous sommes content d’avoir posé ´∆u “ f dans le système (35.56), avec un signe

négatif devant le laplacien. Sinon tous les signes auraient changé, et la matrice ´Lh aurait été une M-matrice, au
lieu de Lh.
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35.3 Consistance, convergence

35.3.1 Définitions, mise en place

Soit un ouvert Ω Ă Rn et un opérateur différentiel L sur Ω. Nous considérons le problème qui
consiste à trouver une fonction u sur Ω telle que

Lu “ f (35.82)

pour une fonction f donnée.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 35.13
La définition suivante est une invention personnelle, n’est pas précise et mérite des commentaires
de la part du lecteur.

Définition 35.14 ([1]).
Un schéma numérique de pas h pour Lu “ f est la donnée de

(1) un nombre h ą 0 supposé petit,
(2) une quantité N de points xi dans Ω formant l’ensemble discret Ωh,
(3) une matrice Lh de taille N ˆN ,
(4) une solution uh : Ωh Ñ R de l’équation pLhuhqpxiq “ fi où nous avons posé fi “ fpxiq.

35.15.
Évidemment pour qu’un schéma mérite le nom de schéma de pas h pour l’équation Lu “ f , il
faut que le nombre h soit lié au choix des points xi, et que la matrice Lh soit liée à l’opérateur
L. La définition n’impose pas formellement de tels liens, parce qu’il y a de nombreuses façons
d’approximer une équation différentielle en un système linéaire, sans compter que même l’équation
pLhuhqi “ fi peut se résoudre de beaucoup de façons, exactes ou approchées.

Cela pour dire que le lien entre la solution exacte u et la solution approchée n’a rien d’évident,
et va dépendre des choix faits lors de la discrétisation et lors de la résolution du système linéaire.
Nous allons supposer dans un premier temps que l’équation Lhuh “ f est résolue exactement (nous
avons un peu parlé de ces problèmes dans les sections 34.15 et suivantes).

Définition 35.16.
L’erreur de consistance d’un schéma numérique est la fonction τh : Ωh Ñ R définie par

τhpxiq “ pLhuqi ´ pLuqpxiq. (35.83)

Il y a un jeu de notation pas tout à fait évident dans la définition (35.83). En effet, Lh est
une matrice, et ne s’applique donc à priori pas immédiatement à une fonction. Ce que signifie la
notation pLhuqi est que l’on applique la matrice Lh au vecteur j ÞÑ upxjq et que l’on prend la
composante i du résultat.

Définition 35.17.
Nous disons que le schéma est consistant avec l’opérateur différentiel L lorsque

lim
hÑ0`

}τh} “ 0 (35.84)

où la norme }.} est souvent la norme uniforme, c’est-à-dire }τh} “ maxi τhpxiq.
Notons que le lien entre h et le choix des xi fait partie de la définition du schéma. Sur un

segment de longueur ℓ, lorsque h n’est pas un diviseur de ℓ, le schéma devrait expliquer ce que l’on
fait pour que la limite (35.84) ait un sens.

Définition 35.18.
Le schéma pΩh, Lhq est consistant à l’ordre p avec l’opérateur différentiel L pour la norme }.}
si il existe une constante C indépendante de h telle que

}τh} ď Chp. (35.85)
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Définition 35.19.
L’erreur de discrétisation entre la solution u du problème Lu “ f et la solution approchée uh
sur Ωh est la fonction

eh : Ωh Ñ R

xi ÞÑ upxiq ´ ui.
(35.86)

où ui “ uhpxiq est la solution approchée.
Le schéma discret pLhuhqpxiq “ fi est convergent si limhÑ0 }eh} “ 0. Si de plus, il existe une

constante C, et p ą 0, tels que
}eh} ď Chp, (35.87)

alors nous disons que le schéma est convergent à l’ordre p.

Si l’erreur de consistance est petite, le problème est bien approximé par le système linéaire.
Cela n’implique cependant pas que la solution trouvée soit bien approximée.

Exemple 35.20 (Deux opérateurs différentiels proches dont les solutions sont loin).
Soit la partie Ω “ s0,8r, et les problèmes

"
L1u “ u1 “ 0 (35.88a)
up0q “ 1 (35.88b)

et
"
L2v “ v1 ´ ϵv “ 0 (35.89a)
vp0q “ 1. (35.89b)

Les solutions exactes sont upxq “ 1 et vpxq “ eϵx.
En ce qui concerne les opérateurs, quelle que soit la norme utilisée, nous avons

}L1 ´ L2} “ sup
}f}“1

}L1pfq ´ L2pfq} (35.90a)

“ sup
}f}“1

}ϵf} (35.90b)

“ ϵ. (35.90c)

Donc lorsque ϵ est petit, l’opérateur L2 approxime bien l’opérateur L1. Pour toutes les normes.
Mais ˇ̌

upxq ´ vpxqˇ̌ “ |1 ´ eϵx|, (35.91)

donc quel que soit ϵ nous avons }u ´ v}8 “ 8. Et d’ailleurs, quelle que soit la norme raisonnable
que nous mettons sur l’espace des fonctions, avoir }u´ v} “ 8 semble inévitable.

Donc deux opérateurs différentiels proches peuvent avoir des solutions lointaines. △

35.3.2 Exemple

Soit l’opérateur différentiel L donné par

Lu “ ´u2 ` cu (35.92)

où c est une fonction. Nous considérons sur Ω “ s0, 1r l’équation différentielle

Lu “ 0. (35.93)

En ce qui concerne la discrétisation, nous définissons le maillage Ωh “ txi “ ihu avec i “ 0, . . . , N`
1. La solution approchée discrètement sera le vecteur v qui peut être vu comme fonction v : Ωh Ñ R.
Les nombres v0 et vN`1 sont à priori donnés par les conditions aux bords. Pour les autres vi nous
avons les équations

pLhvqi “ ´vi`1 ´ 2vi ` vi´1
h2 ` cpxiqvi. (35.94)



2338 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Cela est la définition de l’opérateur Lh, et le vecteur v solution de Lhv “ 0, est la solution du
problème au sens de la méthode des différences finies (pour peu qu’il existe, soit unique et tout
ça).

Pour calculer l’erreur de consistance, nous considérons une fonction u et nous posons ui “ upxiq.
Le vecteur puiq ainsi construit est approximé par v (on espère). Nous avons :

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ cpxiqui ´ pLuqpxiq. (35.95)

Pour étudier cela nous développons ui`1 “ upxi ` hq et ui´1 “ upxi ´ hq à l’ordre 4 : il existe
αi P rxi, xi ` hs et βi P rxi ´ h, xis tels que

ui`1 “ upxiq ` hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ` h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpαiq (35.96)

et
ui´1 “ upxiq ´ hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ´ h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpβiq. (35.97)

Après simplification de plusieurs termes,

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ ciui ` u2pxiq ` ciui “ h2

4!
`
up4qpαiq ` up4qpβiq

˘
. (35.98)

Parler de la consistance du schéma demande d’étudier limhÑ0` }τh}, et pour cela, il faut préciser
la norme avec laquelle nous voulons travailler. L’ordre de consistance va dépendre de la norme
utilisée.

Pour la norme }.}8, les nombres up4qpαiq et up4qpβiq se majorent par }up4q}8 et nous avons

}τh}8 ď h2

12}up4q}8. (35.99)

Nous avons consistance d’ordre 2.

Remarque 35.21.
La valeur de }τh}8 dépend de la fonction u sur laquelle nous la calculons. Cependant nous avons
convergence }τh}8 Ñ 0 pour toute fonction (de classe disons, C4).

La constante C pour laquelle nous avons }τh} ď Ch2 et donc qui nous vaut de pouvoir dire que
la consistance est d’ordre 2 ne dépend pas de h, ni des valeurs ponctuelles de u ou de ses dérivées,
mais dépend des normes de u et de ses dérivées (en l’occurrence seulement de la norme de up4q.)

Étudions la consistance pour la norme L1 :

}τh}1 “
ÿ

i

|τhpxiq| ď h2

12
ÿ

i

}up4q}8 (35.100)

où nous avons majoré chacun des up4qpαiq par }up4q}8. Combien de termes dans la somme ? Nous
avons h “ 1{pN ´ 1q et donc N “ p1 ` hq{h, ce qui donne

}τh}1 ď N
h2

12}up4q}8 “ p1 ` hqCh. (35.101)

La constante 1 ` h se majore par n’importe quelle constante strictement plus grande que 1. Nous
pouvons donc la rentrer dans C et écrire

}τh}1 ď Ch (35.102)

et donc avoir la consistance à l’ordre 1.
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35.3.3 Consistance, stabilité et convergence

Lemme 35.22.
Soit un opérateur différentiel L, soit u la solution de Lu “ f et un schéma numérique pLh,Ωhq
pour cette équation. Nous notons uh la solution de Lhuh “ f . Alors nous avons

Lheh “ τh (35.103)

Et si de plus Lh est inversible,
}eh} ď }L´1

h }}τh}. (35.104)

Démonstration. Par définition uh est solution de Lhuh “ f en tant que fonction sur Ωh. Nous
avons donc

Lheh “ Lhuh ´ Lhu (35.105)

où u doit être compris comme la restriction de u à Ω. En appliquant au point xi,

pLhehqpxiq “ pLhuhqpxiqlooooomooooon
“fi

´pLhuqpxiq, (35.106)

mais fi “ pLuqpxiq parce que u est solution de Lu “ f . Donc

pLhehqpxiq “ pLuqpxiq ´ pLhuqpxiq “ τhpxiq. (35.107)

Si la matrice Lh est inversible nous avons eh “ L´1
h τh et donc

}eh} ď }L´1
h }}τh} (35.108)

par le lemme 11.58.

Bien entendu, en tant qu’opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, l’opérateur L´1
h

est borné pour chaque h. Mais si il n’y a pas une borne uniforme en h, alors le lemme 35.22 dit
qu’il n’y a pas d’espoir de majorer }eh} de façon à passer à la limite limhÑ0 }L´1

h }.

Définition 35.23.
Un schéma numérique est stable si il existe une constante C ą 0 indépendante de h telle que
}L´1

h } ď C.

Théorème 35.24.
En deux parties.

(1) Si un schéma discret est consistant et stable, alors il est convergent.
(2) Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors il est convergent à l’ordre p.

Démonstration. Nous savons du lemme 35.22 (qui s’applique parce que l’inversibilité de Lh est
dans la définition de la stabilité) que }eh} ď }L´1

h }}τh} et que }L´1
h } ď C. En passant à la limite 7,

lim
hÑ0

}eh} ď C lim
hÑ0

}τh} “ 0. (35.109)

La dernière limite est le fait que le schéma soit consistant. Le schéma est donc convergent.
Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors

}eh} ď C}τh} ď C 1hp (35.110)

Il est donc également convergent à l’ordre p.

7. Toutes les limites h Ñ 0 sont en réalité des limites h Ñ 0`, mais nous allégeons cette notation.
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35.3.4 Exemple : schéma à cinq points, laplacien en croix

Nous avions développé le schéma dont l’opérateur sur Ωh est (voir (35.64))

pLhuhqpxi, yjq “ 1
h2

` ´ ui`1,j ´ ui,j`1 ` 4ui,j ´ ui´1,j ´ ui,j´1
˘
. (35.111)

Proposition 35.25.
Le schéma est :

(1) consistant à l’ordre 2,
(2) stable pour la norme uniforme et

}L´1
h }8 ď 1

8 , (35.112)

(3) convergent à l’ordre 2 pour la norme }.}8.

Démonstration. Cet opérateur avait été construit de telle sorte à avoir (voir (35.63))

p∆uqpxi, yjq “ pLhuqpxi, yiq ` h2Rpx, y, hq (35.113)

où R peut être majoré indépendamment de h. En tant que fonctions sur Ωh nous avons

τh “ ∆u´ Lhu “ h2Rpx, y, hq, (35.114)

et donc }τh}8 ď Ch2, parce que le lemme 35.3(3) donne aussi

}R}8 ď C maxt}B4u

Bx4 }8, }B4u

By4 }8u. (35.115)

En ce qui concerne la stabilité nous allons utiliser le théorème 34.169. Nous considérons la
fonction

gpx, yq “ ´1
4px2 ` y2q, (35.116)

qui vérifie ´∆g “ 1 sur le carré r0, 1s2. Nous considérons le vecteur gh d’indices pi, jq ÞÑ gij “
gpxi, yjq sur lequel nous calculons Lh :

pLhghqij “ 1
h2 p´gi`1,j ´ gi,j`1 ` 4gij ´ gi´1,j ´ gi,j´1q; (35.117)

en remplaçant les g par leurs valeurs en termes de xi, xi´1, xi`1, yj , yj´1 et yj`1, et en tenant
compte du fait que xk “ kh et yl “ lh, nous avons :

pLhghqij “ 1
4
`pi` 1q2 ´ j2 ` i2 ` pj ` 1q2 ´ 4i2 ´ 4j2 ` pi´ 1q2 ` j2 ` i2 ` pj ´ 1q2˘ “ 1. (35.118)

Donc Lhgh “ 1.
Comme Lh est une M-matrice (proposition 35.12(2)), le théorème 34.169 nous dit alors que

L´1
h vérifie

}L´1
h }8 ď }gh}8. (35.119)

Mais
}gh}8 ď }g}8 “ g

`1
2 ,

1
2
˘ “ 1

8 . (35.120)

Notons que cela est bien une inégalité et non une égalité parce que rien n’assure que le point
p1{2, 1{2q soit sur le maillage ; donc rien n’assure que la valeur gp1{2, 1{2q ne soit parmi les valeurs
du vecteur discrétisé gh.

Notre schéma numérique est stable et consistant à l’ordre 2 pour la norme }.}8. Le théo-
rème 35.24 dit alors que le schéma est convergent à l’ordre 2 pour la même norme.
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35.4 Autres laplaciens

Nous avons vu le laplacien en croix (35.65)

p∆hfqpx, yq “ 1
h2

` ´ 4fpx, yq ` fpx` h, yq ` fpx´ h, yq (35.121a)

` fpx, y ` hq ` fpx, y ´ hq˘ (35.121b)

qui vérifie
∆hf “ ∆f `Kh2, (35.122)

ainsi que le laplacien en carré (35.74)

p∆1
hfqpx, yq “ 1

2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (35.123a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯

(35.123b)

qui vérifie également ∆1
hf “ ∆f `Kh2.

À priori toutes combinaisons de la forme

a∆h ` b∆1
h (35.124)

avec a ` b “ 1 est valable comme tentative de discrétiser le laplacien. Ce sont des schémas à 9
points. Évidemment la matrice Lh correspondante va être moins creuse, mais nous pouvons espérer
ajuster a et b de telle sorte à obtenir une consistance d’un ordre supérieur à 2.

Nous allons développer les ∆hf et ∆1
hf à l’ordre 4 (reste à l’ordre 6). Quelques remarques avant

de commencer.
(1) Allez relire la proposition 12.355 et les notations qui vont avec pour comprendre les différen-

tielles.
(2) Écrivez les formules du type (12.990) pour d2f et d4f .
(3) Allez relire le développement de Taylor du théorème 12.451.
(4) À l’ordre zéro, il n’y a rien, parce que le terme ´4fpx, yq compense les quatre termes d’ordre

zéro des autres termes.
(5) Aux ordres impairs, il n’y a rien. En effet, prenons un nombre impair l et la formule

pdlfqxph, . . . , hq “
ÿ

i1,...,il

hi1 . . . hil
Blf

Bxi1 . . . Bxil
pxq. (35.125)

Nous avons
pdlfqxph, . . . , hq ` pdlfqxp´h, . . . ,´hq “ 0. (35.126)

Or dans les expressions (35.123) et (35.121), les termes arrivent par paires opposées.
Commençons par calculer h2p∆hfqpx, yq.

Ordre 4 . Le premier terme est :

pd2fqpx,yq
`ph, 0q, ph, 0q˘ “ h2pd2fqpx,yq

`p1, 0q, p1, 0q˘. (35.127)

La formule (12.990) à peine adaptée permet de calculer ça explicitement.
Il y a encore les termes du même type avec p0, 1q, p´1, 0q et p0,´1q.

Ordre 4 Cette fois, ce sont 4 termes du type

h4pd4fqpx,yq
`p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q˘ (35.128)

à calculer.
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Cela fait beaucoup de termes à calculer. Je vous laisse vous persuader que le programme suivant
en Sage nous donne les coefficients.

1 # ! / usr / bin / env p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4

5 x,y=var("x , y ")
6

7 C=[]
8 C. append (x)
9 C. append (y)

10

11 def coef4(h):
12 S=0
13 for i in [0 ,1]:
14 for j in [0 ,1]:
15 for k in [0 ,1]:
16 for l in [0 ,1]:
17 S=S+h[i]*h[j]*h[k]*h[l]*C[i]*C[j]*C[k]*C[l]
18 r e t u r n S
19

20 def coef2(h):
21 S=0
22 for i in [0 ,1]:
23 for j in [0 ,1]:
24 S=S+h[i]*h[j]*C[i]*C[j]
25 r e t u r n S
26

27 cross =[]
28 square =[]
29

30 cross. append ( [1 ,0] )
31 cross. append ( [-1,0] )
32 cross. append ( [0 ,1] )
33 cross. append ( [0,-1] )
34

35 square =[]
36 square . append ( [-1,-1] )
37 square . append ( [1,-1] )
38 square . append ( [-1,1] )
39 square . append ( [1 ,1] )
40

41

42 print (" Cross s c h e m e : ")
43

44 K= sum ( coef2(v) for v in cross )
45 L= sum ( coef4(v) for v in cross )
46 print (K)
47 print (L)
48

49 print (" s q u a r e s c h e m e : ")
50
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51 K= sum ( coef2(v) for v in square )
52 L= sum ( coef4(v) for v in square )
53 print (K)
54 print (L)

tex/sage/coefs.sage

Le résultat est, en utilisant la formule

B4
xf ` 2B4

xxyyf ` B4
yf “ ∆∆f, (35.129)

nous avons

p∆hfqpx, yq “ 1
2p2B2

xf ` 2B2
yfqpx, yq ` 1

4!2h
2pB4

xf ` B4
yfqpx, yq `Kh4 (35.130a)

“ p∆fqpx, yq ` 1
12h

2pB4
xf ` B4

yfqpx, yq `Kh4 (35.130b)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

122B4
xxyyf `Kh4 (35.130c)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

6 B4
xxyyf `Kh4 (35.130d)

où K est une constante qui peut être majorée en termes des dérivées quatrièmes de f . En particulier
la plus grande des normes supremum de ces dérivées.

Le même genre de calculs donnent

p∆1
hfqpx, yq “ 1

2

”1
24∆f ` h2

4! p4B4
xf ` 24B2

xB2
yf ` 4B2

yfq
ı

`Kh4. (35.131)

Ça donne :

p∆1
hfq “ ∆f ` h2

12∆∆f ` h2

3 B4
xxyyf `Kh4 (35.132)

avec redéfinition du K ; nous ne le préciserons plus à chaque fois.
Nous avons donc le résultat proposé dans [655] :

a∆hf ` b∆1
hf “ pa` bq∆f ` pa` bqh

2

12∆2f ` h2 1
6pa´ 2bqB4

xxyyf `Kh4. (35.133)

L’idée est d’appliquer ça à une fonction u qui vérifie l’équation différentielle ´∆u “ f (attention au
clash de notation pour f). Le mieux est de supprimer le terme en Bxxyyf en demandant a´ 2b “ 0.
Nous avons donc à résoudre le système

"
a` b “ 1 (35.134a)
a´ 2b “ 0. (35.134b)

Qui propose une décomposition PLU pour résoudre ce système linéaire ? Quelle que soit la manière,
la solution est

a “ 2
3 , b “ 1

3 .
(35.135)

Nous allons donc étudier la discrétisation à neuf points

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h. (35.136)

En faisant quelques additions nous trouvons que l’opération

pLhuqpxi, yjq “ 1
6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯ (35.137)

vérifie
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (35.138)
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35.4.1 Travail avec le laplacien à 9 points

Nous allons écrire un schéma numérique pour l’équation différentielle ´∆u “ f utilisant la dis-
crétisation à 9 points du laplacien. Nous recopions ses propriétés fondamentales (35.136), (35.137),
(35.138) :

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h, (35.139)

et
pLhuqpxi, yjq “ 1

6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯
,

(35.140)

et
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (35.141)

Nous appliquons (35.141) à u et nous isolons ∆u :

∆u “ Lhu´ h2

12∆2u`Kh4 “ 1
6h2Thu` h2

12∆f `Kh4 (35.142)

où nous avons utilisé ∆2u “ ´∆f et avons noté

Thu “ ´20uij`4pui`1,j`ui´1,j`ui,j`1`ui,j´1q`ui`1,j`1`ui´1,j`1`ui`1,j´1`ui´1,j´1. (35.143)

Nous imposons maintenant ∆u “ ´f en écrivant

1
6h2Thu “ ´f ´ h2

12∆f ` αphqh4. (35.144)

Une idée est de remplacer ∆f par son approximation en croix (35.122) :

Thu “ ´6h2f ´ h4

2 p∆hf `Kh2q ` αphqh6 (35.145)

Avec quelques calculs nous trouvons le schéma numérique suivant :

20uij ´ 4pui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ´ ui,j´1q ´ ui`1,j`1 ´ ui´1,j`1 ´ ui`1,j´1 ´ ui´1,j´1 (35.146a)

“ h2

2 p8fij ` fi`1,j ` fi´1,j ` fi,j`1 ` fi,j´1q ` αphqh6. (35.146b)

En oubliant le terme en αphqh6, nous obtenons un système d’équations linéaires.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 35.26
Il me semble que ce schéma donne une convergence d’ordre 6. C’est correct ?



Chapitre 36

Variables aléatoires et théorie des
probabilités

36.1 Espace de probabilité
Définition 36.1.
Une mesure de probabilité sur un espace mesurable 1 pΩ,Aq est une mesure positive telle que
P pΩq “ 1. Dans ce cas, le triple pΩ,A, P q est un espace de probabilité.

Un point ω P Ω est une observation, une partie mesurable A P A est un événement.
L’ensembleAYB représente l’événementA ouB tandis que l’ensembleAXB représente l’événement
A et B.

Si les An sont des événements, nous avons défini en 10.39 limite supérieure et la limite inférieure
de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (36.1)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (36.2)

Si ω P lim inf An, alors ω réalise tous les An sauf un nombre fini.
Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu. (36.3)

Théorème 36.2 (Borel-Cantelli).
Si 8ÿ

n“1
P pAnq ă 8 (36.4)

alors P plim supAnq “ 0.

Démonstration. La condition
ř
ně1 P pAnq ă 8 signifie que la fonction

φ “
ÿ

ně1
1An (36.5)

est P -intégrable. Par conséquent, elle est finie presque partout (au sens de P ), c’est-à-dire

P pφ “ 8q “ 0. (36.6)

Les points ω sur lesquels φpωq “ 8 sont ceux tels que
ÿ

ně1
1Anpωq “ 8, (36.7)

1. Espace mesurable : 14.1, mesure positive : 14.16.

2345
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c’est-à-dire les ω qui appartiennent à une infinité d’ensembles An, ou encore les ω P lim supAn.
Nous avons donc montré que

tω tel que φpωq “ 8u “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu “ lim supAn. (36.8)

Or l’hypothèse signifie que la probabilité du membre de gauche est nulle.

Corolaire 36.3.
Si

ř8
n“1 P pAAnq ă 8, alors presque surement tous les Bn sont réalisés à l’exception d’un nombre

fini.

36.2 Variables aléatoires

Définition 36.4.
Une variable aléatoire est une application mesurable

X : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (36.9)

Nous convenons que R1 “ R̄, c’est-à-dire que dans le cas où la variable aléatoire X est réelle,
nous acceptons les valeurs ˘8.

Définition 36.5.
Une variable aléatoire réelle X est absolument continue si il existe une fonction positive et
intégrable f : R Ñ R telle que pour tout intervalle I Ă R,

P pX P Iq “
ż

I
fptqdt. (36.10)

Nous disons alors que f est la densité de X.

Cela ne devrait pas être sans rappeler la définition 17.22.

36.2.1 Indépendance

La définition suivante vient de l’instructive motivation de [656]. La définition d’indépendance
de deux événements se généralise à n événements de la façon suivante.

Définition 36.6.
Nous disons que les événements A1, . . . , An sont indépendants si pour tout choix ti1, . . . , iku Ă
t1, . . . , nu nous avons

P pAi1 X . . .XAik q “ P pAi1q . . . P pAik q. (36.11)

Les sous tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si pour tout choix Ai P Ai, les événements Ai
sont indépendants.

Exemple 36.7.
Soit Ω “ r0, 1sˆr0, 1s muni de la mesure de Lebesgue. Soient A “ r0, asˆr0, 1s et B “ r0, 1sˆr0, bs.
Nous avons P pAq “ a et P pBq “ b ainsi que P pAYBq “ ab. △

Lemme 36.8.
Les tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si et seulement si

P pA1 X . . .XAnq “ P pA1q . . . P pAnq (36.12)

pour tout Ai P Ai.
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Démonstration. L’implication dans le sens direct découle immédiatement des définitions.
Nous supposons avoir un choix pAiqi“1,...,n avec Ai P Ai et nous devons montrer que ces

événements sont indépendants, c’est-à-dire que si J Ă t1, . . . , nu alors les événements pAjqjPJ sont
indépendants. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que si i R J , Ai “ Ω. Alors nous
avons

P
` č

jPJ
Aj

˘ “ P
` nč

i“1
Ai

˘ “
nź

i“1
P pAiq “

ź

jPJ
P pAjq (36.13)

parce que P pAiq “ P pΩq “ 1 lorsque i n’est pas dans J .

Si A est un événement, la tribu engendrée par A est

σpAq “ tH, A, AA,Ωu. (36.14)

Soit X : Ω Ñ Rd une variable aléatoire. Conformément à la définition 14.42, la tribu engen-
drée est

AX “ tX´1pBq tel que B P BorpRdqu. (36.15)

Cela est la plus petite tribu sous tribu de A pour laquelle X est mesurable. Elle sera aussi (le plus)
souvent notée σpXq.
Définition 36.9.
Nous disons que les variables aléatoires Xk : Ω Ñ Rd sont indépendantes lorsque les tribus
engendrées AX1 , . . . ,AXn le sont.

Remarque 36.10.
Il n’a de sens de dire que X1 et X2 sont indépendants que si X1 et X2 sont des applications dont
l’espace de départ est identique.

Si nous voulons modéliser le jet de deux pièce indépendantes, le mauvais choix est de faire
Ω “ t0, 1u, y mettre la mesure d’équiprobabilité, et de considérer les deux variables aléatoires

Xipωq “
#
f si ω “ 0
p si ω “ 1.

(36.16)

Ces deux variables sont évidemment pas indépendantes. Il faut poser Ω “ t0, 1u ˆ t0, 1u, y mettre
la mesure d’équiprobabilité et poser

X1px, yq “
#
f si x “ 0
p si x “ 1

, (36.17)

X2px, yq “
#
f si y “ 0
p si y “ 1

, (36.18)

Ces variables aléatoires sont indépendantes. Par exemple

X´1
1 tpu “ tp1, 0q, p1, 1qu (36.19a)

X´1
2 tpu “ tp0, 1q, p1, 1qu (36.19b)

et on a bien
P
`
X´1

1 tpu XX´1
2 tpu˘ “ P tp1, 1qu “ 1

4 (36.20)

ainsi que

P tX´1
p ppqu “ 1

2 (36.21a)

pour i “ 1 et i “ 2.
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Proposition 36.11.
Soient pXk : Ω Ñ Rdk q des variables aléatoires indépendantes.

(1) Si Bk P BorpRdk q. Alors

P pXk P Bk@k ď nq “ P pX1 P B1q . . . P pXn P Bnq. (36.22)

(2) Les événements tXi P Biu sont indépendants.
(3) Les tribus engendrées par des Xi et d’autres sont indépendantes. Plus précisément, si I et J

sont deux ensembles disjoints de N alors les tribus

σptXi, i P Iuq (36.23)

et
σptXi, i P Juq (36.24)

sont indépendantes.

Démonstration. Lorsque nous écrivons Xi P Bi, nous parlons de l’événement

pXi P Biq “ tω P Ω tel que Xipωq P Biu “ X´1
i pBiq P AXi . (36.25)

Vu que par hypothèse les tribus pAiq sont indépendantes, le lemme 36.8 nous montre que

P
` nč

i“1
Xi P Bi

˘ “
ź

i

P pXi P Biq. (36.26)

Il reste à voir que l’ensemble X´1
i pBiq fait partie de la tribu A de départ. Cela est la définition du

fait que l’application Xi soit une variable aléatoire : elle doit être mesurable en tant qu’application

Xi : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (36.27)

Les affirmations (2) et (3) ne sont que des façons alternatives d’exprimer la même chose.

Lemme 36.12.
Les événements pAiqi“0,...,n sont indépendants si et seulement si les événements que nous obtenons
en remplaçant certains des Ai par AAi le sont.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons nous contenter de prouver que les événe-
ments AA0, A1, . . . , An sont indépendants sous l’hypothèse que les événements A0, A1, . . . , An sont
indépendants. Soit I un sous-ensemble de t1, . . . , nu. Nous avons

P
`AA0

č

iPI
Ai

˘ “ P
`č

iPI
Aiz

č

iPI
Ai XA0

˘
(36.28a)

“ P
`č

iPI
Ai

˘ ´ P
`č

iPI
Ai XA0

˘
(36.28b)

“ P
`č

iPI
Ai

˘`
1 ´ P pAA0q˘ (36.28c)

“ P
`č

iPI
Ai

˘
P pAA0q. (36.28d)

Proposition 36.13.
Les événements pAiqi“1,...,n sont indépendants si et seulement si les variables aléatoires associées
1A1 , . . . ,1An le sont.
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Démonstration. La tribu engendrée par la variable aléatoire 1Ak
est

A1Ak
“ tH, Ak, AAk,Ωu. (36.29)

En effet si 1 P B, alors Ai Ă 1´1
Ai

pBq, et si 0 P B, alors AAi Ă 1´1
Ai

pBq. Les éléments 0 et 1 sont
tous deux soit dans B, soit hors de B. Cela donne les 4 possibilités énumérées dans (36.29).

Supposons que les événements pAiq sont indépendants. Nous devons vérifier que les tribus le
soient, c’est-à-dire que les événements Ai et AAj sont indépendants. Cela est une conséquence du
lemme 36.12.

Théorème 36.14 (Doob[359]).
Soit X : Ω Ñ Rd une variable aléatoire. Une fonction Y : Ω Ñ Rp est une variable aléatoire
AX-mesurable si et seulement si il existe une fonction borélienne f : Rd Ñ Rp telle que Y “ fpXq.
Proposition 36.15.
Soient des variables aléatoires Xk : Ω Ñ Rdk des variables aléatoires indépendantes et des fonctions
boréliennes fk : Rdk Ñ Rpk . Alors les variables aléatoires fkpXkq sont indépendantes.

Démonstration. Le théorème 36.14 assure que les applications

fk ˝Xk : Ω Ñ Rdk (36.30)

sont AXk
-mesurables. En particulier pour tout borélien B Ă Rpk , nous avons X´1

k ˝f´1
k pBq P AXk

.
Nous avons donc

σpfk ˝Xkq Ă σpXkq, (36.31)

et par conséquent les tribus σpfk ˝ Xkq sont indépendantes étant donné que les tribus σpXkq le
sont.

Lemme 36.16 (Lemme de regroupement).
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et pAqiPI une famille de tribus indépendantes dans A. Si
pMjqjPJ est une partition de I, alors les tribus

Bj “ σ
` ď

iPMj

Ai

˘
(36.32)

sont indépendantes.
Si les variables aléatoires tX1, X2, X3, X4, X5u sont indépendantes, et si f et g sont des fonc-

tions mesurables, alors les variables aléatoires fpX2, x3, X5q et gpX1, X4q sont indépendantes.

Une preuve a l’air d’être donnée dans [657].

36.2.2 Lois conjointes et indépendance

Définition 36.17.
Deux événements A et B sont dits indépendants si

P pAXBq “ P pAqP pBq. (36.33)

Si nous considérons n variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn : Ω Ñ R, la loi du n-uplet X “
pX1, . . . , Xnq est une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn appelée la loi conjointe des lois Xi. Dans ce
cas, les variables aléatoires Xi elles-mêmes sont dites lois marginales de X.

Proposition 36.18.
Les variables aléatoires tXiu sont indépendantes si et seulement si

PpX1,...,Xnq “ PX1 b . . .b PXn . (36.34)
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Définition 36.19.
Soient tXiu1ďiďn des variables aléatoires réelles (pas spécialement indépendantes). La densité
conjointe de X1,. . .,Xn est la fonction f : Rn Ñ R qui satisfait

(1) fpx1, . . . , xnq ě 0 pour tout px1, . . . , xnq P Rn,
(2)

ş
Rn f “ 1,

(3) pour tout Ai Ă R nous avons

P p
nč

i“1
Xi P Aiq “

ż
ś

i Ai

fpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn. (36.35)

Proposition 36.20.
Si les variables aléatoires X1,. . .Xn sont indépendantes et ont des densités fX1,. . .,fXn, alors la
variable aléatoire conjointe X “ pX1, . . . , Xnq a pour densité conjointe la fonction

fXpx1, . . . , xnq “ fX1px1q . . . fXnpxnq. (36.36)

Démonstration. En partant de la définition de l’indépendance et de la fonction de densité conjointe,
ainsi qu’en utilisant le théorème de Fubini,

ż

A1ˆ...ˆAn

fXpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn “ P pX1 P A1, . . . , Xn P Anq
“ P pX1 P A1q . . . P pXn P Anq
“
ˆż

A1

fX1px1qdx1

˙
. . .

ˆż

An

fXnpxnqdxn
˙

“
ż

A1ˆ...ˆAn

fX1px1q . . . fXnpxnqdx1 . . . dxn.

(36.37)

La fonction px1, . . . , xnq ÞÑ fX1px1q . . . fXnpxnq vérifie donc la condition (3) de la définition 36.19.
La vérification des autres conditions est immédiate.

La proposition suivante provient du fait que la mesure d’une loi conjointe est le produit des
mesures lorsque les variables aléatoires sont indépendantes (proposition 36.18).

Proposition 36.21 ([359]).
Si les variables aléatoires réelles X1,. . .,Xn sont intégrables et indépendantes, alors leur produit est
intégrable et l’espérance du produit est égal au produit des espérances :

EpX1 ¨ ¨ ¨Xnq “ EpX1q . . . EpXnq. (36.38)

36.2.3 Somme et produit de variables aléatoires indépendantes

Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles indépendantes. Nous voudrions étudier la loi
de la variable aléatoire S “ X ` Y . Nous commençons par calculer la fonction de répartition en
utilisant le résultat de la proposition 36.20 :

FX`Y pzq “ P pX ` Y ď zq “
ż

x`yďz
fX,Y px, yqdx dy (36.39a)

“
ż 8

´8
dx

ż z´x

´8
dyfXpxqfY pyq (36.39b)

“
ż

R

ˆż z´x

´8
fY pyqdy

˙
fXpxqdx (36.39c)

“
ż

R

FY pz ´ xqfXpxqdx. (36.39d)
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Pour calculer la fonction de densité de S, nous dérivons la fonction de répartition :

fX`Y pzq “ dFX`Y
dz

pzq (36.40a)

“
ż

R

fY pz ´ xqfXpxqdx, (36.40b)

ce qui nous amène à dire que la densité de la somme est le produit de convolution 2 des densités :

fX`Y pxq “
ż

R

fY px´ tqfXptqdt, (36.41)

ou encore fX`Y “ fX ˚ fY .
Notez que nous avons passé sous le silence la difficulté d’inverser la dérivée et l’intégrale. Un

exemple sera donné au point 36.5.8.

Lemme 36.22.
Soient X et Y , deux variables aléatoires indépendantes. Alors

EpXY q “ EpXqEpY q. (36.42)

Démonstration. Par indépendance et par proposition 36.20, la fonction de densité conjointe de X
et Y vaut fX,Y “ fXfY . Par conséquent l’utilisation de Fubini sous la forme (14.842) entraine

EpXY q “
ż

RˆR
xyfX,Y px, yqdxdy “ EpXqEpY q. (36.43)

Nous dirons tout un tas de chose sur l’indépendance et la variance en 36.5.13, mais pour
l’instant nous allons mentionner et démontrer déjà ceci :

Lemme 36.23.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors

VarpX ` Y q “ VarpXq ` VarpY q. (36.44)

Démonstration. Par définition, VarpX ` Y q “ E
`rX ` Y ´ EpXq ´ EpY qs2˘. En développant le

carré et en utilisant le lemme 36.22,

VarpX ` Y q “ EpX2q ´ EpXq2 ` EpY 2q ´ EpY q2 “ VarpXq ` VarpY q. (36.45)

Exemple 36.24.
Deux variables aléatoires non indépendantes dont la covariance est nulle. Nous considérons la
variable aléatoire

Z : Ω Ñ tp1, 0q, p´1, 0q, p0, 1q, p0,´1qu (36.46)

de loi uniforme. C’est-à-dire que P
`
Z “ z

˘ “ 1
4 pour tout z. Ensuite nous considérons les variables

aléatoires X “ proj1 ˝Z et Y “ proj2 ˝Z. Toute personne étant capable de compter jusqu’à 4
voit que

P pX “ 1q “ P pX “ ´1q “ 1
4 (36.47a)

P pX “ 0q “ 1
2 , (36.47b)

2. Définition 27.55.
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et les mêmes probabilités pour Y . De même EpXq “ EpY q “ 0. Par conséquent

CovpX,Y q “ EpXY q “ 0 (36.48)

parce que pour tout ω P Ω nous avons soit Xpωq “ 0 soit Y pωq “ 0. Ces variables aléatoires X et
Y ne sont donc pas corrélées.

Mais elles ne sont pas indépendantes pour autant, comme nous allons le voir pas plus tard
qu’immédiatement. Nous avons

P pX “ 0|Y “ 0q “ P pX “ 0, Y “ 0q
P pY “ 0q “ 0 (36.49)

parce que X et Y ne peuvent pas être simultanément nulles, tandis que

P pX “ 0qP pY “ 0q “ 1
4 . (36.50)

△

36.2.4 Espérance

Définition 36.25.
Soit 1 ď p ă 8. Le moment d’ordre p d’une variable aléatoire X P LppΩ,A, P q est l’espérance

mnpXq “ EpXnq. (36.51)

Définition 36.26.
Si X P L1pΩ,A, P q est à valeurs dans Rn, nous définissons l’espérance de X par

EpXq “
ż

Ω
XdP (36.52)

Lemme 36.27 ([1]).
Soit un espace de probabilité Ω ainsi qu’une variable aléatoire X : Ω Ñ R prenant seulement les
valeurs tykukPN. Alors

EpXq “
8ÿ

k“0
ykP pX “ ykq. (36.53)

Démonstration. Vu que l’application X : Ω Ñ R ne prend que les valeurs yk, nous avons Ω “Ť8
k“0X

´1pykq, avec une union disjointe. Nous avons

EpXq “
ż
Ť

i X
´1pyiq

XpωqdP pωq (36.54a)

“
8ÿ

i“0

ż

X´1pykq
Xpωqloomoon

“yk

dP pωq (36.54b)

“
8ÿ

k“0
yk

ż

X´1pykq
dP pωq (36.54c)

“
8ÿ

k“0
ykP

`
X´1pykq˘ (36.54d)

“
8ÿ

k“0
ypP pX “ ykq (36.54e)

Justifications :
— Pour (36.54b), nous avons utilisé la σ-additivité de l’intégrale de la proposition 14.193.
— Pour (36.54d), l’intégrale de la fonction 1 donne la mesure de la partie, c’est le lemme 14.163.
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— Pour (36.54e), la notation P pX “ yq signifie P
`tω P Ω tel que Xpωq “ yu˘ ; c’est la mesure

de X´1pyq.

Définition 36.28.
Si EpXq “ 0 nous disons que la variable aléatoire est centrée. La variable aléatoire X ´EpXq est
la variable aléatoire centrée associée à X.

Proposition 36.29 ([658]).
Si X et Y sont deux variables aléatoires (pas spécialement indépendantes), nous avons

EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q. (36.55)

Nous donnons la preuve dans le cas de variables aléatoires indépendantes. Le cas plus général
de variable aléatoires non indépendantes peut être trouvé dans [658].

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

EpX ` Y q “
ż

R

xfX`Y pxqdx (36.56a)

“
ż

R

x

ż

R

fY px´ tqfXptqdtdx (36.56b)

“
ż

R

fXptq
ż

R

xfY px´ tqdx
looooooooomooooooooon

“EpY q`t

dt (36.56c)

“
ż

R

fXptq`EpY q ` t
˘
dt (36.56d)

“ EpY q `
ż

R

tfXptqdt (36.56e)

“ EpY q ` EpXq (36.56f)

où nous avons utilisé la proposition 36.41 et le fait que l’intégrale sur R d’une densité vaut 1.

Une application de l’inégalité de Hölder (proposition 27.33) est la suivante. Si X et Y sont des
variables aléatoires intégrables alors

EpXY q ď EpX2q1{2EpY 2q1{2. (36.57)

En effet
EpXY q ď }XY }L1pΩq ď }X}L2pΩq}Y }L2pΩq. (36.58)

36.2.5 Variance

Si X P L2pΩ,A, P q alors nous définissons la variance de X par

VarpXq “ E
`rX ´ EpXqs2˘. (36.59)

Proposition 36.30.
La variance de la variable aléatoire X peut être exprimée par la formule

VarpXq “ EpX2q ´ rEpXqs2 (36.60)

où X2 “ X ·X et EpXq2 “ EpXq ·EpXq sont des produits scalaires dans Rd.
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Démonstration. De façon explicite, nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “

ż

Ω

`
Xpωq ´ EpXq˘·

`
Xpωq ´ EpXq˘dP pωq (36.61)

où EpXq P Rd est une constante. En développant le produit scalaire nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “ E

`
X2 ´ 2X ·EpXq ` EpXq2˘ (36.62a)

“ EpX2q ´ 2EpXq2 ` EpXq2 (36.62b)
“ EpX2q ´ EpXq2. (36.62c)

Nous définissons l’écart-type de X par

σX “ a
VarpXq. (36.63)

En d’autres termes,
σX “ }X ´ EpXq}L2 . (36.64)

On définit encore la moyenne quadratique de X par

}X}L2 “ “
EpX2q‰1{2

. (36.65)

La variable aléatoire
V̄n “ 1

n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2 (36.66)

est la variance empirique de l’échantillon pXiq.
Lemme 36.31.
Si X est une variable aléatoire,

(1) Varpaxq “ a2 VarpXq pour tout a P R ;
(2) Si de plus Y est une variable aléatoire indépendante de X, alors VarpX ` Y q “ VarpXq `

VarpY q.
Démonstration. Nous avons

VarpX ` Y q “ EpX2 ` Y 2 ` 2XY q ´ `
EpXq ` EpY q˘2 (36.67a)

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q ´ EpXq2 ´ EpY q2 ` 2EpXqEpY q. (36.67b)

Étant donné que X et Y sont indépendantes nous avons EpXY q “ EpXqEpY q par le lemme 36.22.

Si les X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires on considère la moyenne empirique

X̄n “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

n
. (36.68)

36.2.6 Covariance

Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles. Leur covariance est définie par

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(36.69)

L’idée est que la covariance devient grande si X et Y s’écartent de leurs moyennes dans le même
sens. Il existe une formule alternative :

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q (36.70)
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En ce qui concerne les dimensions plus hautes, si X : Ω Ñ Rd est un vecteur aléatoire de carré
intégrable, nous définissons

CovpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘ b `

X ´ EpXq˘
ı

(36.71)

où par a b b nous entendons la matrice pa b bqij “ aibj . Cela peut aussi être noté atb si l’on fait
bien attention à qui est un vecteur colonne et qui est un vecteur ligne.

Proposition 36.32.
Si X et Y sont deux variables aléatoires non spécialement indépendantes, nous avons

VarpX ` Y q “ VarpXq ` VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (36.72)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul en partant de

VarpX ` Y q “ E
`pX ` Y q2˘ ´ EpX ` Y q2

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q
` `

EpXq ` EpY q˘2 ´ 2EpXq2 ´ 2EpXqEpY q
´ 2EpY qEpXq ´ 2EpY q2.

(36.73)

À partir d’ici il s’agit de recombiner tous les termes pour former la formule annoncée.

Plus généralement nous avons la formule

Varp
ÿ

i

Xiq “
ÿ

i

VarpXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn
CovpXi, Xjq. (36.74)

36.2.7 Probabilité conditionnelle : événements

Proposition-Définition 36.33.
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et B P A avec P pBq ą 0. Alors avec la formule

PBpAq “ P pAXBq
P pBq , (36.75)

l’espace pΩ,A, PBq est un espace probabilisé. Nous notons P pA|Bq le nombre PBpAq et nous le
nommons probabilité conditionnelle de A sachant B.

Démonstration. On vérifie que pΩ,A, PBq est un espace de probabilité parce que PBpΩq “ 1 et

PBp
ď

i

Aiq “
ÿ

i

PBpAiq (36.76)

si les Ai sont deux à deux disjoints.

Une conséquence immédiate de (36.75) est que si A et B sont des événements indépendants
alors

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq “ P pAq. (36.77)

La probabilité conditionnelle à B est quelque chose qui ne tient compte que de ce qui se passe
dans B. Si K est un événement tel que AXB “ K XB, alors

P pA|Bq “ P pK|Bq. (36.78)

Théorème 36.34.
Soient pBnqně1 une partition finie de Ω telle que P pBiq ą 0. Soit A P A tel que P pAq ą 0.
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(1) Si A, B et C sont des événements, alors

P pAXB|Cq “ P pA|B X CqP pB|Cq. (36.79)

(2) Si P pBq ą 0, alors P pAXBq “ P pA|BqP pBq “ P pB|AqP pAq.
(3) On a la formule des probabilités totales :

P pAq “
nÿ

i“1
P pA|BiqP pBiq “

ÿ

i

P pAXBiq. (36.80)

(4) On a la formule de Bayes :

P pBk|Aq “ P pA|BkqP pBkqř
i P pA|BiqP pBiq . (36.81)

Démonstration. (1) En développant le membre de droite,

P pAXB|Cq “ P pAXB X Cq
P pB X Cq

P pB X Cq
P pCq

“ P pAXB|Cq.
(36.82)

(2) C’est la définition de P pA|Bq et P pB|Aq.
(3) Vu que les Bi forment une partition, nous avons

P pAq “
ÿ

i

P pAXBiq “
ÿ

i

P pA|BiqP pBiq. (36.83)

(4) En utilisant les deux premiers points, nous trouvons

P pA|BkqP pBkq “ P pAXBkq
“ P pBk|AqP pAq
“ P pBk|Aq

ÿ

i

P pA|BiqP pBiq.
(36.84)

Lemme 36.35 ([1]).
Soient une variable aléatoire X : Ω Ñ R ainsi qu’un réel y ‰ 0 et qu’une partie A Ă Ω de mesure
non nulle 3. Alors

P pX1A “ yq “ P pX “ y|AqP pAq. (36.85)

Démonstration. Juste pour être clair avec les notations,
— La notation X “ y désigne l’ensemble tω P Ω tel que Xpωq “ yu “ X´1pyq
— De même X11 “ y désigne l’ensemble tω P Ω tel que Xpωq1Apωq “ yu. Comme ici y ‰ 0, il

s’agit des éléments de A tels que Xpωq “ y, ou encore X´1pyq XA.
Nous avons :

P pX “ y|Aq “ P pX “ y XAq
P pAq (36.86a)

“ P pA1A “ yq
P pAq . (36.86b)

Justifications :
— Pour (36.86a), c’est la définition 36.33.

3. Ceci est exactement synonyme de « un événement de probabilité non nulle ».
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— Pour (36.86b), vu que y ‰ 0 nous avons

tω P Ω tel que Xpωq “ yu XA “ tω P Ω tel que pX1Aqpωq “ yu. (36.87)

Lemme 36.36 ([1]).
Soit un espace de probabilité pΩ,F , P q. Nous considérons un mesurable B P F ainsi que des
mesurables pAiqiPN deux à deux disjoints. Alors

P
` 8ď

i“0
Ai|B

˘ “
8ÿ

i“0
P pAi|Bq. (36.88)

Démonstration. Nous commençons par la définition 36.33 de la probabilité conditionnelle :

P
`ď

i

Ai|B
˘ “ P

`Ť
iAi XB

˘

P pBq “ P
`Ť

ipAi XBq˘
P pBq . (36.89)

Ensuite, les Ai étant disjoints, les Ai XB le sont aussi. Vu que P est une probabilité (et donc une
mesure), elle vérifie la condition de la définition 14.16(3), qui donne ici

P
` 8ď

i“0
pAi XBq˘ “

8ÿ

i“0
P pAi XBq. (36.90)

En remettant dans (36.89),

P
`ď

i

Ai|B
˘ “

8ÿ

i“0

P pAi XBq
P pBq “

8ÿ

i“0
P pAi|Bq. (36.91)

36.2.8 Espérance conditionnelle

Théorème-Définition 36.37 (Définition de l’espérance conditionnelle[536]).
Soit un espace de probabilité pΩ,A, P q et une variable aléatoire intégrable X : Ω Ñ R. Pour chaque
sous tribu F de A, il existe une (presque partout) unique variable aléatoire Y : Ω Ñ R telle que

(1) Y est F-mesurable
(2) Y est P -intégrable
(3) pour tout B P F , ż

B
XdP “

ż

B
Y dP. (36.92)

Cette variable aléatoire sera notée EpX|Fq pour des raisons qui apparaîtront plus tard.

Démonstration. Remarquons que prendre Y “ X ne fonctionne pas parce qu’en général si O est
mesurable dans R, alors X´1pOq est dans la tribu A, mais n’est pas automatiquement dans la
tribu F . Il faudra donc un peu plus travailler.

(i) Unicité Si Y1 et Y2 vérifient tous les deux les conditions, l’ensemble tY1 ă Y2u est un élément
de F et nous avons ż

tY1ăY2u
X “

ż

Y1ăY2

Y1 “
ż

Y1ăY2

Y2. (36.93)

En particulier nous avons
ş

tY1ăY2upY1 ´ Y2q “ 0 et donc

pY1 ´ Y2q1Y1´Y2 “ 0 (36.94)

presque partout. Le corolaire 14.186 montre alors que Y1 ´ Y2 ě 0 presque partout. De la
même manière, l’ensemble tY2 ă Y1u est dans F et nous trouvons que Y2 ´ Y1 ě 0 presque
partout. Par conséquent Y1 “ Y2 presque partout.
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(ii) Existence dans le cas de carré intégrable Nous supposons à présent queX P L2pΩ,A, P q
et nous considérons K, le sous-ensemble de L2pΩ,A, P q des fonctions F-mesurables. Le théo-
rème des projections 25.7 nous indique que

L2pΩ,A, P q “ K ‘KK (36.95)

par la décomposition X “ projK X ` pX ´ projK Xq. La variable aléatoire Y “ projK X
a les propriétés d’être F-mesurable et xY ´X,Zy “ 0 pour tout Z P K. Soit A P F , si nous
considérons Z “ 1A, la dernière condition signifie que

ż

Ω
X1A “

ż

Ω
Y 1A, (36.96)

ou encore ż

A
Y “

ż

A
X. (36.97)

La variable aléatoire Y “ projKpXq répond donc à la question lorsque X P L2pΩ,F , P q.
(iii) Existence en général Nous considérons maintenant que X P L1pΩ,A, P q. Quitte à dé-

composer X en deux fonctions positives X` et X´ telles que X “ X` ` X´, nous pouvons
supposer que X est positive. Par hypothèse X P L1pΩ,A, P q ; pour chaque n P N nous posons

Xnpωq “ mintXpωq, nu. (36.98)

Étant donné que la mesure P est une mesure de probabilité, les constantes sont intégrables
et Xn P L2pΩ,A, P q. De plus la suite pXnq est croissante et

lim
nÑ8Xnpωq “ Xpωq. (36.99)

Si nous notons encore K l’ensemble des variables aléatoires dans L2pΩ,A, P q qui sont F-
mesurables, pour chaque n nous avons donc la variable aléatoire

Yn “ projK Xn “ EpXn|Fq (36.100)

qui est F-mesurable et telle que ż

A
Xn “

ż

A
Yn (36.101)

pour tout A P F . Nous voudrions prouver que la variable aléatoire Y “ limn Yn existe et est
la solution au problème, c’est-à-dire est EpX|Fq.
Commençons par prouver que Yn ě 0 presque partout. Pour cela nous remarquons que
l’ensemble tYn ă 0u est mesurable et

0 ě
ż

Ynă0
Yn “

ż

Ynă0
Xn ě 0. (36.102)

La première inégalité est évidente et la dernière est due au fait que Xn est positive. Par
conséquent ż

Ynă0
Yn “ 0 (36.103)

et le lemme 14.186 conclut que P pYn ă 0q “ 0.
Soit Z : Ω Ñ R une variable aléatoire positive dans L2pΩ,A, P q. Montrons que projK Z est
encore positive. Pour cela nous considérons l’ensemble A “ tprojK Z ă 0u et les inégalités

0 ď
ż

A
Z “

ż

A
projK Z ď 0, (36.104)

ce qui montre que
ş
A projK Z “ 0 et par conséquent que P tprojKpZq ă 0u “ 0. Cela nous

montre que la projection depuis L2 conserve la positivité.
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Étant donné que Xn´1 ´Xn ě 0 nous avons aussi

Yn´1 ´ Yn ě 0 (36.105)

La suite de fonctions
n ÞÑ Yn “ EpXn|Fq (36.106)

est croissante et vérifie le théorème de la convergence monotone :
ż

A
X “ lim

nÑ8

ż

A
Xn “ lim

nÑ8

ż

A
EpXn|Fq “

ż

A
lim
nÑ8EpXn|Fq “

ż

A
Y. (36.107)

Par conséquent EpX|Fq existe et

Y “ lim
nÑ8EpXn|Fq “ EpX|Fq. (36.108)

36.38.
Vu la définition 36.37 nous pourrions croire que la variable aléatoire EpX|Fq “ X fait l’affaire. Il
n’en est rien parce que la variable aléatoire X n’est pas spécialement F-mesurable alors qu’il est
requis que EpX|Fq le soit. Avec la tribu F “ tH,Ωu, nous n’avons en général pas que X´1pBq P F
pour tout borélien B.

Par contre si σpXq est la tribu engendrée par la variable aléatoire X, alors E
`
X|σpXq˘ “ X.

Définition 36.39.
Soit Z une variable aléatoire. L’espérance conditionnelle « X sachant Z » est la variable aléa-
toire

EpX|Zq “ EpX|σpZqq (36.109)
où σpZq est la tribu engendrée par Z. Le membre de droite est une variable aléatoire définie
en 36.37.

Définition 36.40.
Soient A P A un événement et F une sous-tribu de A. Nous définissons P pA|Fq par

P pA|Fq “ Ep1A|Fq. (36.110)

Notons que cela est une variable aléatoire et non un réel. Le membre de droite est l’espérance
conditionnelle de la variable aléatoire 1A par rapport à F définie en 36.37.

Et l’espérance conditionnelle d’un événement par rapport à une variable aléatoire est :

EpA|Xq “ E
`
A|σpAq˘. (36.111)

Proposition 36.41.
Soit une espace probabilisé pΩ,A, P q ainsi qu’une variable aléatoire X à valeurs dans Rd, et un
événement A. Alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (36.112)

Démonstration. Tout le point de la preuve est de remarquer que Ep1Aq “ Ep1A|Xq.
(i) La formule Ep1Aq “ Ep1A|Xq La notation Ep1A|Xq est un raccourci pour écrire la variable

aléatoire E
`
1A|σpXq˘. Cette dernière est l’application Ω Ñ Rd telle que

ż

B
E
`
1A|σpXq˘ “

ż

B
1A (36.113)

pour tout borélien B de Rd tout en étant σpXq-mesurable. Comme expliqué en 36.38, il est
tentant de dire E

`
1A|σpXq˘ “ 1A, mais ce n’est pas le cas parce qu’il n’y a aucune raisons

que 1A soit une application σpXq-mesurable. Au niveau des espérances, par contre, l’égalité
tient :

E
`
Ep1A|Xq˘ “

ż

Ω
Ep1A|Xq “

ż

Ω
1A “ Ep1Aq (36.114)

où nous avons utilisé le fait que Ω lui-même soit σpXq-mesurable.
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(ii) La preuve Nous avons alors

P pAq “ Ep1Aq “ E
`
Ep1A|Xq˘, (36.115)

alors que Ep1A|Xq “ P pA|Xq. En mettant l’un dans l’autre :

P pAq “ E
`
P pA|Xq˘. (36.116)

Proposition 36.42 (Transitivité de l’espérance conditionnelle).
Si B2 Ď B1 Ă A alors

E
´
EpX|B1q|B2

¯
“ EpX|B2q. (36.117)

Démonstration. Si B P B2, nous avons
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘
dP “

ż

B
EpX|B1qdP “

ż

B
dP. (36.118)

La première égalité est la définition de l’espérance conditionnelle par rapport à B2. La seconde
égalité est celle de l’espérance conditionnelle par rapport à B1 et le fait que B P B2 Ă B1. Ce que
nous avons prouvé est que

E
`
EpX|B1q|B2

˘
(36.119)

est une variable aléatoire B2-mesurable vérifiant la condition
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘ “
ż

B
EpX|B2q (36.120)

pour tout B P B2. C’est donc EpX|B2q par la partie unicité du théorème 36.37.

Proposition 36.43.
Soit pΩ,F , P q un espace de probabilité, soit A une sous tribu de F et X, une variable aléatoire F-
mesurable et intégrable. Alors la variable aléatoire EpX|Aq du théorème 36.37 est l’unique (presque
partout) variable aléatoire à être A-mesurable telle que nous ayons

E
`
EpX|AqY ˘ “ EpXY q. (36.121)

pour toute variable aléatoire Y A-mesurable.

Démonstration. Supposons pour commencer que Y soit une fonction simple positive, alors Y “řn
i“1 ai1Ei et nous avons

ż

Ω
EpX|Y q “

ÿ

i

ai

ż

Ei

EpX|Aq (36.122a)

“
ÿ

i

ai

ż

Ei

X (36.122b)

“
ż

Ω
XY. (36.122c)

Maintenant si Y est mesurable et bornée, elle est limite croissante de fonctions étagées bornées
(proposition 14.110) et le résultat tient par la convergence monotone, théorème 14.166.

Si Y n’est pas positive, nous séparons Y “ Y` ´ Y´.
Pour l’unicité, soit Z et Z 1 deux variables aléatoires telles que pour toute variable aléatoire Y ,

ż

Ω
ZY “

ż

Ω
XY “

ż

Ω
Z 1Y. (36.123)

Si nous prenons Y “ 1tZ‰Z1u, nous avons

0 “
ż

Ω
pZ ´ Z 1q1Z‰Z1 “

ż

Z‰Z1

Z ´ Z 1, (36.124)

d’où le fait que P pZ ‰ Z 1q “ 0.
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Si X est une variable aléatoire dont la tribu engendrée est indépendante de la tribu F , nous
voudrions que la connaissance de F n’influence pas la connaissance de X, c’est-à-dire que

EpX|Fq “ EpXq. (36.125)

Ce que nous avons est même mieux. Nous avons le lemme suivant.

Lemme 36.44 ([359]).
Les tribus F1 et F2 sont indépendantes si et seulement si

EpU |F1q “ EpUq (36.126)

pour toute variable aléatoire U étant F1-mesurable.

Ici, par EpUq nous entendons la variable aléatoire constante prenant la valeur numérique EpUq
en tout point de Ω.

Démonstration. Si F1 et F2 sont indépendantes, alors pour tout B P F2 nous avons
ż

B
UdP “ EpU1Bq (36.127a)

“ EpUqEp1Bq (36.127b)

“ EpUq
ż

Ω
1BdP (36.127c)

“
ż

B
EpUqdP. (36.127d)

Justifications.
— L’intégrale

ş
B UdP a un sens même si B P F2 alors que U est F1-mesurable. Le supremum

(14.430) définissant l’intégrale est tout de même bien défini, en particulier, l’ensemble sur
lequel on prend le supremum est non vide.

— Pour (36.127b), la variable aléatoire U est F1-mesurable (donc la tribu engendrée par U
est dans F1) alors que 1B est F2-mesurable. Les tribus engendrées étant indépendantes, les
variables aléatoires le sont et nous pouvons décomposer l’espérance.

Ce que montre le calcul (36.127) est que EpUq est une variable aléatoire F2-mesurable (parce que
constante) dont l’intégrale sur chaque élément de F2 vaut l’intégrale de U . Par la partie unicité du
théorème 36.37, nous déduisons que EpUq “ EpU |F2q.

Corolaire 36.45.
Si X est une variable aléatoire et si F est une tribu, alors

E
`
EpX|Fq˘ “ EpXq. (36.128)

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition (36.92) à B “ Ω :

E
`
EpX|Fq˘ “

ż

Ω
EpX|FqpωqdP pωq “

ż

Ω
XpωqdP pωq “ EpXq. (36.129)

Exemple 36.46.
Soient X1, X2 deux variables aléatoires à valeurs dans t0, 1u avec probabilité 1{2 et indépendantes.
Nous considérons S “ X1 `X2. La situation est modélisée par l’espace

Ω “ tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu (36.130)
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et les variables aléatoires

Xipω1, ω2q “ ωi (36.131a)
Spω1, ω2q “ ω1 ` ω2. (36.131b)

Pour vérifier que de cette manière nous avons bien que X1 est indépendante de X2, nous commen-
çons par voir les tribus associées. Un ouvert de R soit contient 0 et 1, soit contient un seul des
deux soit n’en contient aucun des deux. En appliquant X´1

1 à chacune de ces quatre situations
nous voyons que la tribu σpX1q est

F1 “ σpX1q “ ␣tp0, 0q, p0, 1qu, tp1, 0q, p1, 1qu,Ω,Hu. (36.132)

De la même façon nous avons

F2 “ σpX1q “ ␣tp0, 0q, p1, 0qu, tp0, 1q, p1, 1qu,Ω,Hu. (36.133)

Nous posons

A0 “ tp0, 0q, p0, 1qu (36.134a)
A1 “ tp1, 0q, p1, 1qu (36.134b)
B0 “ tp0, 0q, p1, 0qu (36.134c)
B1 “ tp0, 1q, p1, 1qu. (36.134d)

Étant donné que Ai X Bj “ pi, jq, nous avons toujours que P pAi X Bjq “ 1
4 “ P pAiqP pBjq.

L’indépendance est donc assurée.
Calculons l’espérance conditionnelle EpS|F1q. Une fonction F1-mesurable doit être constante

sur A0 et A1, donc l’espérance conditionnelle est une fonction constante sur A0 et A1 dont l’intégrale
sur ces ensembles est égale à l’intégrale de S. Nous avons en particulier

ż

A0

EpS|F1q “
ż

A0

S, (36.135)

c’est-à-dire
EpS|F1qp0, 0q ` EpS|F1qp0, 1q “ Sp0, 0q ` Sp0, 1q “ 1. (36.136)

Nous en concluons que EpS|F1qp0, 0q “ EpS|F1qp0, 1q “ 1
2 . Cela correspond à l’intuition que si on

est au point p0, 1q ou au point p0, 0q en ne sachant que X1, nous ne savons que le premier zéro, et
donc l’espérance de la somme est 1

2 .
Un calcul très similaire montre que

EpS|F1qp1, 0q “ EpS|F1qp1, 1q “ 3
2 . (36.137)

Cela correspond au fait qu’en ces points, nous ne savons que le fait que le premier tirage a donné
1, et donc que l’espérance est 3

2 .
Complétons ce tour d’horizon en mentionnant que la tribu engendrée par X1 et X2 est la tribu

des parties de Ω, de telle façon que l’espérance conditionnelle de S sachant X1 et X2 est égale à
S. △

Proposition 36.47 ([359]).
Soit pΩ,A, P q un espace probabilisé et X,Y deux variables aléatoires sur Ω réelles. Soit B une sous-
tribu de A. Nous supposons que X P L1pΩ,A, P q, que Z P L8pΩ,B, P q et que XZ P L1pΩ, P q.
Alors

EpZX|Bq “ ZEpX|Bq (36.138)

presque surement.
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Démonstration. Nous commençons par prouver que
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (36.139)

Si Z “ 1B pour un ensemble B P B, alors cette égalité est vraie par définition de l’espérance
conditionnelle 4. Donc cette égalité est correcte tant que Z est une variable aléatoire B-mesurable
et étagée. Nous considérons alors, grâce au lemme 14.108, une suite Zn de variables aléatoires
étagées et B-mesurables avec |Zn| ă Z. Pour chaque n nous avons donc

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZEpX|Bq. (36.140)

Notre idée est de passer à la limite. Vu que Z et Zn sont bornées (et donc intégrables sur Ω),
pour chaque n nous avons |ZnX| ď M |X| où M majore Z et donc tous les Zn de façon uniforme
vis-à-vis de n. Tout cela pour dire que le théorème de la convergence dominée fonctionne et que

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZX. (36.141)

D’autre part vu que X P L1 et que Ω P B nous avons l’égalité
ş
ΩEpX|Bq “ ş

ΩX, ce qui prouve que
|EpX|Bq| est intégrable. Cela nous permet d’utiliser encore la convergence dominée avec l’inégalité
|ZnEpX|Bq| ď |EpX|Bq| pour écrire

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnEpX|Bq “

ż

Ω
ZEpX|Bq. (36.142)

En passant à la limite des deux côtés de (36.140) nous avons donc
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (36.143)

L’égalité (36.139) est prouvée.
Nous passons maintenant à la preuve de l’égalité demandée : EpEX|Bq “ ZEpX|Bq. Pour cela

il faut montrer que pour tout B P B nous avons
ż

B
ZEpX|Bq “

ż

B
ZX. (36.144)

Cela n’est rien d’autre que l’égalité (36.139) que nous venons de prouver avec Z1B au lieu de
Z.

Proposition 36.48.
Soit une variable aléatoire réelle X P L1pΩ,A, P q. Pour toute variable aléatoire Y : Ω Ñ Rd, il
existe une fonction borélienne AY -mesurable h : Rd Ñ R telle que

EpX|Y q “ h ˝ Y. (36.145)

Démonstration. Nous utilisons le résultat de Doob (théorème 36.14). Par définition EpX|Y q est
une variable aléatoire réelle AY -mesurable, et il existe une fonction borélienne h : Rd Ñ R telle
que EpX|Y q “ f ˝ Y .

Cette fonction h : Rd Ñ R nous permet de définir

EpX|Z “ zq “ hpzq. (36.146)

Cela est l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire par rapport à une valeur donnée d’une
autre variable aléatoire.

4. Théorème 36.37.
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Définition 36.49 (Espérence conditionnelle à un événement[659]).
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, nous définissons

EpX|Aq “ EpX1Aq
P pAq . (36.147)

Pour rappel, la définition de l’espérance d’une variable aléatoire est 36.26.

Lemme 36.50 ([1]).
Soit un espace de probabilité pΩ,F , P q. Nous considérons une variable aléatoire X à valeurs réelles,
prenant ses valeurs dans la partie dénombrable

t0u Y tykukPN (36.148)

avec yk ‰ 0. Si A est mesurable dans Ω, alors

EpX|Aq “
8ÿ

k“0
ykP pX “ yk|Aq, (36.149)

c’est-à-dire que nous prenons la somme sur les valeurs non nulles atteintes par X.

Démonstration. Nous partons de la définition 36.49 de l’espérance conditionnelle : EpX|Aq “
EpX1Aq{P pAq. La variable aléatoire X1A peut prendre les valeurs 0 et yk. Nous pouvons utiliser
le lemme 36.27 pour écrire

EpX1Aq “ 0 ˆ P pX1A “ 0q `
8ÿ

k“0
ykP pX1A “ ykq “

8ÿ

k“0
ykP pX1A “ ykq. (36.150)

Afin de traiter le dernier terme, nous prouvons que tX11 “ yku “ X´1pykq X A. En effet si
ω P tX11 “ yku, c’est que

Xpωq1Apωq “ yk. (36.151)

Mais dans notre cas, yk ‰ 0, donc 1Apωq “ 1, ce qui signifie ω P A. Donc ω P A et Xpωq “ yk, ce
qui signifie ω P X´1pykq XA. Nous avons donc

P pX1A “ ykq “ P
`
X´1pykq XA

˘
. (36.152)

En utilisant (à l’envers) la définition de la probabilité conditionnelle 36.33,

P pX1A “ ykq “ P
`
X´1pykq|A˘P pAq. (36.153)

En remettant ça dans (36.150) et dans la définition de EpX|Aq,

EpX|Aq “
ř8
k“0 ykP pX1A “ ykq

P pAq “ 1
P pAq

8ÿ

k“0
P pX “ yk|AqP pAq “

8ÿ

k“0
ykP pX “ yk|Aq (36.154)

36.2.9 Probabilité conditionnelle : tribu

Soit un espace de probabilisé pΩ,A, P q.
Lemme 36.51.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit F
la tribu engendrée par les Bi. Une variable aléatoire réelle est F-mesurable si et seulement si elle
est constante sur chaque Bi.
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Proposition 36.52.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit
F la tribu engendrée par les Bi. Soit une variable aléatoire X. Alors nous avons :

EpX|Fq “
ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi . (36.155)

Démonstration. Si X est une variable aléatoire, alors la variable aléatoire EpX|Fq définie en 36.37
est une variable aléatoire F-mesurable et elle est donc constante sur les ensembles Bi par le
lemme 36.51 :

EpX|Fq “
ÿ

iPN
ai1Bi . (36.156)

Étant donné que, par construction, Bi est F-mesurable, nous avons
ż

Bi

XdP “
ż

Bi

EpX|Fq “
ÿ

j

aj

ż

Bi

1Bj “
ÿ

j

ajδijP pBjq “ aiP pBiq. (36.157)

Par conséquent
ai “ 1

P pBiq
ż

Bi

XdP (36.158)

et
EpX|Fq “

ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi , (36.159)

ce qu’il fallait.

Notons que si B P A alors la tribu engendrée par B est aussi celle engendrée par la partition
tB, ABu de Ω. Cette circonstance nous permet d’aller plus loin.

Proposition 36.53.
Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q et un événement B P A avec sa tribu engendrée F “ σpBq.
Alors

Ep1A|Fq “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB. (36.160)

Démonstration. Nous allons particulariser la formule (36.155). Si B P A nous considérons la par-
tition tB, ABu de Ω et la tribu engendrée

F “ tH, B, AB,Ωu. (36.161)

La formule (36.155) devient

EpX|Fq “
ˆ

1
P pBq

ż

B
XdP

˙
1B `

ˆ
1

P pABq
ż

AB
XdP

˙
1AB. (36.162)

Si nous considérons A P A, nous écrivons cette égalité avec X “ 1A pour obtenir

Ep1A|Fq “ P pAXBq
P pBq 1B ` P pAX ABq

P pABq 1AB “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB (36.163)

parce que nous avons reconnu la probabilité conditionnelle P pA|Bq de la définition 36.33.

Remarque 36.54.
Les nombres P

`
A|σpBq˘ “ P

`
1A|σpBq˘ n’est pas la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Il nous reste à définir la probabilité conditionnelle d’un événement relativement à une variable
aléatoire.
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Définition 36.55.
Si la variable aléatoire X est à valeurs discrètes, nous disons que P pA|Xq est la variable aléatoire
de valeur

P pA|Xqpωq “ P pA|X “ Xpωqq. (36.164)

Dans le cas d’une variable aléatoire à valeurs continues, cette définition ne fonctionne pas parce
que la condition X “ Xpωq est souvent de probabilité nulle, tandis que c’est toujours une mauvaise
idée de conditionner par rapport à un événement de probabilité nulle. C’est la base du paradoxe de
Borel. La bonne définition du conditionnement de l’événement A par rapport à la variable aléatoire
X est

Définition 36.56.
Si A est un événement et X une variable aléatoire à valeurs continues dans R, nous définissons

P pA|Xq “ P pA|σpXqq “ E
`
1A|σpXq˘. (36.165)

La première égalité est une notation. La seconde est la définition.

Cette définition s’appuie également sur la définition 36.37.

Proposition 36.57.
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (36.166)

Démonstration. Nous commençons par le cas discret, c’est-à-dire X : Ω Ñ N. Nous notons pk “
P pX “ kq. En décomposant l’intégrale sur Ω par rapport à l’union disjointe

Ω “
ď

kPN
Ak “

ď

kPN
tω P Ω tel que Xpωq “ ku, (36.167)

nous obtenons

E
`
P pA|Xq˘ “

ż

Ω
P pA|XqpωqdP pωq (36.168a)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

P pA|X “ XpωqqdP pωq (36.168b)

“
ÿ

k

ż

Ak

P pAXX “ kq
P pX “ kq dP pωq dans Ak, Xpωq “ k (36.168c)

“
ÿ

k

1
pk
P pAXX “ kq

ż

Ak

1dP pωq
looooomooooon
“P pAkq“pk

(36.168d)

“
ÿ

k

P pAXX “ kq (36.168e)

“ P pAq. (36.168f)

Nous devons maintenant prouver la propriété dans le cas où X prend des valeurs continues. Pour
cela il suffit d’appliquer le corolaire 36.45 :

E
`
Ep1A|σpAqq˘ “ Ep1Aq “ P pAq. (36.169)

http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
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36.2.10 Variables de Rademacher indépendantes

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire qui prend les valeurs 1 et
´1 avec probabilité 1

2 . Nous pouvons en décrire une explicitement de la façon suivante. L’espace
probabilité est à deux éléments : Ω “ ta, bu avec la mesure P ptauq “ P ptbuq “ 1

2 . La variable
aléatoire est alors l’application X : Ω Ñ R donnée par Xpaq “ 1 et Xpbq “ ´1.

Soient X et Y deux variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Cela donne Ω “ ta, bu2

et
Xpa, aq “ 1 Xpa, bq “ 1 Xpb, aq “ ´1 Xpb, bq “ ´1
Y pa, aq “ 1 Y pa, bq “ ´1 Y pb, aq “ 1 Y pb, bq “ ´1

(36.170)

Remarque 36.58.
Si une variable aléatoire d’un certain type est donnée par une application X : Ω Ñ R, pour
construire des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, il faut considérer les
variables aléatoires sur (au moins) le produit Ω ˆ Ω munie de la mesure produit.

(i) Tribu du produit XY Quelle est la tribu de la variable aléatoire produit XY ? Le produit XY
peut prendre les valeurs 1 et ´1. Nous avons

pXY q´1p1q “ tpa, aq, pb, bqupXY q´1p´1q “ tpa, bq, pb, aqu (36.171)

La tribu est donc
σpXY q “ tΩ,H, A,Bu (36.172)

avec A “ tpa, aq, pb, bqu et B “ tpa, bq, pb, aqu.
(ii) Calcul de EpX|XY q La définition de l’espérance à calculer est le théorème 36.37. Pour chaque

élément B de σpXY q nous avons besoin de
ş
BX “ ş

B EpX|XY q. Nous notons V “ EpX|XY q
pour alléger la notation. Nous avons

4
ż

A
V “ V pa, aq ` V pb, bq (36.173)

et
4
ż

A
X “ Xpa, aq `Xp1, 1q “ 0. (36.174)

Pourquoi le facteur 4 ? Parce que sur Ω nous avons la mesure produit de celle que dont nous
avions parlé sur ta, bu. C’est la mesure d’équiprobabilité et donc chaque singleton a mesure
1{4. Pour plus de détails, il y a le théorème 14.217.
Nous en déduisons V pa, aq ` V pb, bq “ 0. Mais pour tout t P R nous avons V ´1ptq P σpXY q
parce que la contrainte est que V soit XY -mesurable. En particulier

V ´1`V pa, aq˘ (36.175)

est un mesurable qui contient pa, aq. C’est donc soit Ω, soit tpa, aq, pb, bqu. Dans les deux cas
nous avons V pa, aq “ V pb, bq et nous en déduisons V pa, aq “ V pb, bq “ 0.
En faisant de même avec

ş
B V “ V pa, bq ` V pb, aq nous déduisons V pa, bq “ V pb, aq “ 0 et

au final nous avons
EpX|XY q “ 0. (36.176)

Cette égalité signifie EpX|XY qpωq “ 0 pour tout ω P Ω.
(iii) Calcul de EpX|X ` Y q Il ne faudrait pas croire que, seulement parce que X a une espérance

nulle, nous trouverons une espérance nulle quel que soit le conditionnement. Juste pour le
plaisir, nous calculons EpX|X ` Y q.
La variable aléatoire X ` Y peut prendre trois valeurs : ´2, 0 et 2. La tribu engendrée par
X ` Y doit en particulier contenir A “ tpa, aqu, B “ tpb, bqu et C “ tpa, bq, pb, aqu.
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Nous notons V “ E
`
X|σpX ` Y q˘. Vu que

ż

A
V “

ż

A
V, (36.177)

nous avons V pa, aq “ Xpa, aq “ 1. Même chose pour B qui donne V pb, bq “ Xpb, bq “ ´1.
En ce qui concerne l’intégrale sur C nous avons

V pa, bq ` V pb, aq “ Xpa, bq `Xpb, aq “ 0. (36.178)

Par ailleurs l’ensemble V ´1`V pa, bq˘ est un ensemble mesurable qui doit au moins contenir
pa, bq. Vu la tribu que nous avons, cela doit également contenir pb, aq, de telle sorte que
V pa, bq “ V pb, aq. La relation (36.178) nous permet alors de conclure que V pa, bq “ V pb, aq “
0.
Quoi qu’il en soit, l’espérance conditionnelle EpXY |X ` Y q n’est pas nulle.

(iv) Calcul de EpXY |σpXY qq . Celle-là, elle est facile par 36.38 : c’est XY .
Nous aurions pu croire que si X et Y sont indépendantes, alors

EpXY |Aq “ EpX|AqEpY |Aq. (36.179)

L’exemple que nous venons de faire montre qu’il n’en est rien.

Exemple 36.59 ([660]).
Un autre exemple, peut-être plus simple, pour contredire l’équation (36.179). Soient X et Y des
expériences indépendantes de pile ou face non truquées. Les résultats sont représentés par 0 et 1.
Nous notons A la tribu engendrée par l’événement « les résultats des deux lancers sont différents » ;
c’est-à-dire la tribu engendrée par l’événement A “ p1, 0q, p1, 0q. La variable aléatoire X et la tribu
A sont indépendants (définition 36.6), donc, donc EpX|Aq “ EpXq “ 1{2. Pareil pour Y. En
revanche, le produit XY est nul sur A donc EpXY |Aq aussi. Ça ne peut donc être égal à la
constante 1{4 “ p1{2q2. △

36.2.11 Un petit paradoxe

Attention : ce qui est écrit ici est ma réflexion personnelle sur le sujet. Merci de me dire si je
me trompe.

Soit une famille dont vous savez seulement qu’il y a exactement deux enfants. Trois situations :
(1) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour, je suis l’aînée ». Quelle est la probabilité

que l’autre enfant soit une fille ?
(2) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour ». Quelle est la probabilité que l’autre

enfant soit une fille ?
(3) Vous demandez aux parents si il y a au moins une fille, ils répondent « oui ». Quelle est la

probabilité que les deux enfants soient des filles ?
Dans les trois cas l’intuition dit que la probabilité est 1{2. Il semble que de plus la (2) et la (3)
soient les mêmes parce que l’on sait qu’il y a une fille et on se demande quelle est la probabilité
qu’il y ait deux filles.

Nous allons voir ça de plus près.

36.2.11.1 « Bonjour, je suis l’aînée »

Résolution Si nous notons X0 et X1 les variables aléatoires donnant le sexe des deux enfants,
ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, avec P pXi “ fq “ 1

2 .
La formule (36.75) de la probabilité conditionnelle ainsi que l’indépendance donnent :

P pX1 “ f |X2 “ fq “ P pX1 “ f,X2 “ fq
P pX2 “ fq . (36.180)

Le numérateur vaut 1
4 et le dénominateur vaut 1

2 ; le résultat vaut 1
2 . Fin de l’histoire.



36.2. VARIABLES ALÉATOIRES 2369

Simulation Voici un petit programme qui simule la situation. Il retourne clairement 1{2.

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous f r a p p e z à la porte d ’ une f a m i l l e qui a deux e n f a n t s . Une Ðâ

fille ouvre la porte et vous dit " Je suis l ’ aînée ".
6 Q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 i m p o r t random
11

12 def famille ():
13 """
14 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’.
15 """
16 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
17 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
18 r e t u r n a
19

20 def toctoc ():
21 """
22 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
23 - Pick the s e c o n d one , the elder .
24 - if it is a ’g ’, r e t u r n None .
25 - if it is a ’f ’, r e t u r n the other one .
26 """
27 F= famille ()
28 if F[1] != ’f ’:
29 r e t u r n None
30 else :
31 if F[0]== ’f ’:
32 r e t u r n 1
33 else :
34 r e t u r n 0
35

36 N_girl_opens =0
37 N_girl_other =0
38 for k in range (1 ,10000):
39 res= toctoc ()
40 if res is not None:
41 N_girl_opens = N_girl_opens +1
42 N_girl_other = N_girl_other + res
43

44 proba= N_girl_other / N_girl_opens
45 print (proba) # ~0.5 , i n t u i t i v e l y c o r r e c t .

tex/sage/simul_famille_aine.py
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36.2.11.2 « Bonjour »

Nous frappons à la porte, une fille ouvre en disant « bonjour », sans préciser si elle est la
première ou la seconde. Quelle est la probabilité que l’autre soit une fille ? Naïvement on croirait
que la probabilité est également 1

2 .
Un raisonnement moins naïf montre le contraire.
Et nous allons voir qu’un raisonnement encore moins naïf montre que la probabilité est bien 1

2 .

Premier raisonnement (incorrect) Voici le raisonnement qui est, à mon avis, faux. Vu que
l’enfant qui ouvre la porte est une fille, la famille a une des compositions suivantes : fg, ff ou
gf . Le cas où une fille ouvre la porte et que l’autre est également une fille est seulement le cas ff
dont la probabilité est 1

3 .
Pour justifier cela nous considérons le couple de variables aléatoires pX1, X2q et le condition-

nement A “ tX1 “ fu Y tX2 “ fu : évidemment P pAq “ 3
4 . Nous calculons facilement la loi du

couple pX1, X2q conditionné à A :

P pX1 “ f,X2 “ f |Aq “ P ptX1 “ f,X2 “ fu XAq
P pAq “ 1{4

3{4 “ 1
3 . (36.181)

Donc sachant A, la probabilité que la famille soit constituée de deux filles est 1
3 .

Comment faire mieux ? Ce calcul semble être correct, mais il ne l’est pas. Ce raisonnement
fait l’hypothèse implicite que l’espace probabilisé décrivant la situation contient deux variables
aléatoires X1 et X2 représentant les deux enfants. Or nous avons bien trois événements aléatoires
dans l’histoires : le sexe des deux enfants et le choix de l’enfant qui ouvre la porte.

Certes, nous pouvons penser que cette troisième variable aléatoire ne change rien. Oui oui, on
peut le penser. Mais ici, on ne doit pas penser, on doit démontrer.

Nous allons donc rédiger un calcul complet, en introduisant toutes les variables aléatoires, et
en décrivant correctement l’espace probabilisé Ω et la mesure de probabilité P .

Peut-être que ça ne changera rien. Ou peut-être pas. Mais au moins nous serons surs d’avoir
résolu le problème correctement.

La vraie réponse Nous considérons les variables aléatoiresX0, X1 : ΩE Ñ tf, gu avec probabilité
1
2 . De plus nous considérons une nouvelle variable aléatoire qui donne le numéro de l’enfant qui
ouvre la porte :

σ : ΩC Ñ t1, 2u. (36.182)

Notre espace de probabilité est donc l’ensemble Ω “ tf, gu ˆ tf, gu ˆ 0, 1 sur lequel nous
considérons la mesure d’équiprobabilité 5.

Nous introduisons les variables aléatoires 6

X1 : Ω Ñ tf, gu
ps1, s2, nq ÞÑ s1

(36.183)

et
X2 : Ω Ñ tf, gu

ps1, s2, nq ÞÑ s2
(36.184)

et
σ : Ω Ñ t1, 2u

ps1, s2, nq ÞÑ n
(36.185)

5. C’est une hypothèse forte faisant appel d’un part ce que l’on sait de la reproduction humaine, et d’autre part
ce que l’on sait de la sociologie de deux enfants qui entendent une sonnette.

6. Sur Ω, sur tf, gu et sur t0, 1u nous mettons la tribu des parties. Vérifiez que X1, X2 et σ sont mesurables.
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Nous devons calculer

P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘

P pXσ “ fq . (36.186)

Pour être explicite jusqu’au bout, nous énumérons tous les éléments de Ω :

(1) g, g, 0
(2) g, g, 1

(3) g, f, 0
(4) g, f, 1

(5) f, g, 0
(6) f, g, 1

(7) f, f, 0
(8) f, f, 1.

Et tant qu’à être explicite, l’événement vulgairement noté tXσ “ fu est la partie

tXσ “ fu “ tω P Ω tel que Xσpωqpωq “ fu (36.187a)
“ tps1, s2, nq tel que Xnps1, s2, nq “ fu (36.187b)
“ tps1, s2, nq tel que sn “ fu. (36.187c)

Méditez la dernière égalité ; elle n’est pas totalement indispensable au raisonnement, mais elle est
cool.

Nous avons
tXσ “ fu “ tpg, f, 1q, pf, g, 0q, pf, f, 0q, pf, f, 1qu. (36.188)

et
tX1´σ “ fu X tXσ “ fu “ tpf, f, 0q, pf, f, 1qu. (36.189)

Donc
P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘ “ 2
8 “ 1

4 (36.190)

et
P pXσ “ fq “ 4

8 “ 1
2 . (36.191)

Au final,
P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ 1{4
1{2 “ 2

4 “ 1
2 . (36.192)

Simulation Vous avez encore un doute ? Faites tourner la simulation suivante :

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous f r a p p e z à la porte d ’ une f a m i l l e qui a deux e n f a n t s . Une Ðâ

fille ouvre la porte .
6 Q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 i m p o r t random
11

12 def famille ():
13 """
14 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’
15 """
16 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
17 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
18 r e t u r n a
19
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20 def toctoc ():
21 """
22 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
23 - C h o o s e one ( the one who opens the door )
24 - if it is a ’g ’, r e t u r n None .
25 - if it is a ’f ’, r e t u r n the other one .
26 """
27 F= famille ()
28 s= random . choice ([0 ,1])
29 if F[s] != ’f ’:
30 r e t u r n None
31 else :
32 t=(s+1) %2
33 if F[t]== ’f ’:
34 r e t u r n 1
35 else :
36 r e t u r n 0
37

38 N_girl_opens =0
39 N_girl_other =0
40 for k in range (1 ,10000):
41 res= toctoc ()
42 if res is not None:
43 N_girl_opens = N_girl_opens +1
44 N_girl_other = N_girl_other + res
45

46 proba= N_girl_other / N_girl_opens
47 print (proba) # ~0.5 , i n t u i t i v e l y c o r r e c t .

tex/sage/simul_famille_simple.py

Le faisant tourner, la réponse est sans appel : la fréquence observée est beaucoup plus proche
de 0.5 que de 0.33 ou 0.66.

36.2.11.3 Le parent qui répond aux questions

Nous avons une famille de deux enfants dont nous savons qu’au moins un des deux est une fille.
Quelle est la probabilité que la famille contienne deux filles ? Cela est à priori la même question
que celle où une fille ouvre la porte sans dire si elle est l’aînée ou non.

Simulation Commençons par la simulation :

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous savez qu ’ une f a m i l l e a deux e n f a n t s .
6 Vous d e m a n d e z à un p a r e n t si il y a une fille .
7 R é p o n s e : Oui .
8 Q u e s t i o n : q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que ce s o i e n t deux f i l l e s ?
9 """

10

11

12 i m p o r t random
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13

14 def famille ():
15 """
16 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’.
17 """
18 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
19 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
20 r e t u r n a
21

22 def toctoc ():
23 """
24 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
25 - If ’ gg ’, there are no girls -> r e t u r n None
26 - If ’ gf ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
27 - If ’ fg ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
28 - If ’ ff ’, there is a girl and the other is a girl -> 1
29 """
30 F= famille ()
31 if F==[ ’g ’, ’g ’] :
32 r e t u r n None
33 if F==[ ’g ’, ’f ’]:
34 r e t u r n 0
35 if F==[ ’f ’, ’g ’]:
36 r e t u r n 0
37 if F==[ ’f ’, ’f ’]:
38 r e t u r n 1
39

40 N_at_least_one_girl =0
41 N_two_girls =0
42 for k in range (1 ,10000):
43 res= toctoc ()
44 if res is not None:
45 N_at_least_one_girl = N_at_least_one_girl +1
46 N_two_girls = N_two_girls +res
47

48 proba= N_two_girls / N_at_least_one_girl
49 print (proba) # ~ 0 . 3 3 3 . B e w a r e !

tex/sage/simul_famille_une_fille.py

Et là, bing, la réponse est clairement plutôt 0.33 que 0.5.

Résolution Nous avons les variables aléatoiresX1 etX2 qui valent 0 ou 1 suivant que l’enfant soit
une fille ou un garçon ; ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Nous définissons la variable aléatoire somme

S “ X1 `X2 (36.193)

qui compte le nombre de filles. La question est de calculer

P pS “ 2|S ě 1q “ P pS “ 2 X S ě 1q
P pS ě 1q “ P pS “ 2q

P pS ě 1q . (36.194)

L’événement S “ 2 est réduit au singleton tffu et sa probabilité est 1
4 . Au contraire l’événement

S ě 1 est l’ensemble tfg, gf, ffu et sa probabilité est 3
4 . Nous avons donc

P pS “ 2|S ě 1q “ 1{4
3{4 “ 1

3 . (36.195)
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Et là, la réponse est 1{3 et non 1{2 comme d’aucuns auraient pu le croire.

Précision Notons que l’événement S ě 1 n’est pas le même que l’événement Xσ “ f . En effet

S ě 1 “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pfg, 2q, pgf, 1q, pgf, 2qu (36.196)

tandis que
tXσ “ fu “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pgf, 2qu. (36.197)

36.2.11.4 Conclusion

L’internet regorge de sites discutant du paradoxe des deux enfants 7.
Beaucoup insistent sur le fait que non seulement certaines informations apparemment anodines

sont importantes, mais en plus la façon dont on obtient l’information est importante. Dans la
situation « une fille ouvre », nous obtenons l’information « il y a au moins une fille » en en voyant
une ; dans la situation « la parent dit qu’il y a au moins une fille », nous obtenons l’information
« il y a au moins une fille » de façon plus « pure ».

Personnellement je ne souscris pas vraiment à cette façon de penser. Le fait est que la formule

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq (36.198)

n’est pas seulement une formule dans laquelle il faut remplacer A par « la question » et B par « ce
qu’on sait ». Il faut également remplacer P par « la bonne » mesure de probabilité.

Il est important de construire le bon espace de probabilité, avec la bonne mesure. Et pour
cela, il faut bien s’assurer d’introduire une variable aléatoire pour chaque événement aléatoire se
produisant dans l’histoire.

36.2.11.5 Une analogie

Imaginez un parc de jeux réservée aux familles de deux enfants dont au moins une fille. Le
videur à l’entrée a (au moins) trois stratégies possibles pour ne laisser entrer que les familles
contenant au moins une fille.

(1) Regarder l’ensemble de la famille, et ne laisser entrer que les familles ayant au moins une
fille.

(2) Ne regarder que l’aîné et ne laisser entrer que les familles dont l’aîné est une fille.
(3) Prendre un des deux enfants au hasard et ne laisser rentrer la famille que si cet enfant est

une fille.
Je vous laisse déterminer à quel scénario correspondent ces trois stratégies. Notez que la stra-

tégie (3) contient un énorme biais de sélection : la moitié des familles fille-garçon et garçon-fille
sont supprimées, alors que toutes les familles fille-fille entrent.

36.2.11.6 À propos des simulations

Si vous lisez ces lignes avec l’intention de passer l’agrégation en utilisant Sage à l’épreuve de
modélisation, vous devez être capable de refaire les trois simulations. Les bouts de code donnés ici
sont écrits pour python3 alors que Sage utilise Python2. Je ne vous dit pas si ça change quelque
chose 8.

Allez oui, je vous dit. Si vous changez dans simul_famille_une_fille.py la première ligne
pour utiliser python2 au lieu de python3, le résultat affiché sera 0 et non 0.333. La raison est
que dans Python2, l’opérateur / entre deux entiers est une division entière. Autrement dit : le
résultat 0.33 est arrondi à zéro.

Solution : forcer python à interpréter le / comme une vraie division. Pour Sage, ça donne ceci
comme début de programme :

7. Par exemple [661].
8. Je ne suis pas certain qu’encore en 2021, l’agrégation ait Sage en version python2.
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1 # ! / usr / bin / sage
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from __future__ i m p o r t division

tex/frido/codeSnip_3.py

Importez toujours division de __future__ .
Ah oui, et dernière remarque : pour autant que je le sache, le jour de l’oral, vous n’aurez que

Sage en mode notebook. Je ne sais pas si l’import fonctionne aussi bien.
Sinon vous pouvez forcer la division dans les float de la façon suivante : a/float(b).

36.2.12 Inégalité de Jensen

Proposition 36.60 (Inégalité de Jensen).
Soit g une fonction convexe 9 sur R et une variable aléatoire Y P L1pΩ,A, P q telle que g ˝ Y soit
également L1. Alors

g
`
EpY |Fq˘ ď E

`pg ˝ Y q|F˘
. (36.199)

Démonstration. La convexité de g et la proposition 17.92 nous donnent deux suites panq et pbnq
dans R telles que pour tout x P R,

gpxq “ sup
nPN

panx` bnq. (36.200)

Nous avons alors
anEpY |Fq p.s.“ E

`
anY ` bn|F˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (36.201)

L’inégalité est due au fait que g˝Y est le supremum sur les n de anY `bn. Pour chaque n, l’inégalité
(36.201) est fausse sur un ensemble de mesure nulle Rn Ă Ω. L’union

R “
ď

nPN
Rn (36.202)

est encore de mesure nulle. Sur ΩzR, nous avons

anEpY |Fq ` bn ď Epg ˝ Y |Fq. (36.203)

Vu que cela est vrai presque partout et pour tout n nous passons a supremum et nous avons encore
presque partout l’inégalité

sup
nPN

`
anEpY |Fq ` bn

˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (36.204)

Si nous ne nous intéressons pas à EpY |Fq mais seulement à EpY q, alors une démonstration
plus simple est donnée sur Wikipédia[662].

36.2.13 Fonction de répartition

Définition 36.61.
Si X est une variable aléatoire réelle, nous définissons sa fonction de répartition par

FX : R Ñ r0, 1s
FXpxq “ P pX ď xq. (36.205)

Remarque 36.62.
La fonction de répartition est discontinue en a si P pX “ aq ą 0. En particulier nous ne pouvons
pas dire

P pX ě aq “ 1 ´ FXpaq. (36.206)
9. Définition 17.79.
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36.2.14 Fonction caractéristique

Définition 36.63.
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X : Ω Ñ R est la fonction réelle définie par

ΦXptq “ EpeitXq. (36.207)

Une autre façon d’écrire la définition est

ΦXptq “
ż

R

eitXdPXpxq, (36.208)

ou encore, si X a une densité fX ,

ΦXptq “
ż

R

eitxfXpxqdx (36.209)

Nous reconnaissons la transformée de Fourier :

ΦXptq “ f̂Xp´t{2πq. (36.210)

La proposition suivante se déduit en utilisant le théorème de dérivation sous l’intégrale 17.23.

Proposition 36.64.
Soit X une variable aléatoire qui accepte un moment d’ordre r ě 1. Alors la fonction caractéristique
ΦX est r fois continument dérivable et

Φprq
X ptq “ E

`piXqreitX˘. (36.211)

Démonstration. Nous étudions la fonction

Φptq “
ż

Ω
eitXpωqdP pωq. (36.212)

Nous considérons la fonction
f : Rˆ Ω Ñ R

pt, ωq ÞÑ eitXpωq.
(36.213)

et nous regardons si ce contexte vérifie les hypothèses du théorème 17.23.
(1) Étant donné que X est mesurable, f sera mesurable.
(2) La fonction t ÞÑ eitXpωq est absolument continue pour chaque ω.
(3) Note : par rapport aux notations du théorème 17.23, nous avons ici A “ R. Prenons donc

un intervalle (compact) ra, bs Ă R et calculons

Bf
Bt pt, ωq “ iXpωqeitX , (36.214)

et ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇiXpωqeitXpωq

ˇ̌
ˇ dω dt “

ż b

a

ż

Ω
|Xpωq|dω dt. (36.215)

Par hypothèse X accepte un moment d’ordre 1, de sorte que l’intégrale par rapport à ω
converge vers un nombre qui ne dépend pas de t. L’intégrale sur t ne pose alors aucun
problèmes.

Par conséquent nous pouvons effectuer la première dérivation :

Φ1ptq “ dΦ
dt

ptq “
ż

Ω
iXpωqeitXpωqdω “ EpiXeitXq (36.216)

et la fonction Φ1 est absolument continue. Ce dernier point est important parce que c’est lui qui
permet de faire la récurrence et passer à l’ordre deux.

Le résultat ressort alors en dérivant successivement l’expression (36.214).
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Exemple 36.65.
Sachant la fonction caractéristique de X, nous pouvons calculer les moments. Par exemple

EpX2q “ Φ2
Xp0q. (36.217)

△

Théorème 36.66.
Si ΦX “ ΦY , alors PX “ PY .

Notons que cela n’implique pas que X “ Y . En effet X et Y peuvent même être définis sur des
espaces probabilisés différents.

Dans le cas d’une variable aléatoire vectorielle, nous définissons ΦX : Rd Ñ R par

ΦXpvq “ E
`
eixv,Xy˘ (36.218)

36.2.15 Fonction génératrice des moments, transformée de Laplace

Soit X une variable aléatoire. Sa transformée de Laplace ou fonction génératrice des
moments est la fonction

MXptq “ EpetXq (36.219)

pour chaque t tel que cette espérance existe.

Théorème 36.67 ([663]).
Soit X une variable aléatoire réelle et

IX “ tt P R tel que EpetXq existeu. (36.220)

La fonction
MX : IX Ñ R

t ÞÑ EpetXq (36.221)

est la transformée de Laplace de X.
(1) IX est un intervalle contenant 0.
(2) Si IX n’est pas réduit à t0u alors MX se développe en série entière

MXptq “
8ÿ

n“0

EpXnq
n! tn. (36.222)

(3) Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors IX`Y “ IX X IY et

MX`Y “ MXMY (36.223)

sur IX`Y .

Démonstration. Le fait que 0 soit dans IX est évident : Ep1q “ 1. Pour montrer que IX est un
intervalle nous prenons z P IX et 0 ă s ă z ou z ă s ă 0, puis nous montrons que s P IX . Il faut
remarquer que dans tous les cas,

esX ď 1 ` ezX . (36.224)

En effet soit sX et zX sont tous deux à gauche de zéro et alors ils sont tous deux plus petit que
1 ; soit ils sont tous deux à droite de 0 et alors ezX ą esX par croissance de l’exponentielle. Nous
avons donc dans tous les cas que

EpesXq “
ż

R

fXpxqesXdx ď
ż

R

fXpxqp1 ` ezxq “ 1 ` EpezXq. (36.225)
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Soit maintenant a ą 0 tel que r´a, as P IX . Étant donné que ea|X| ă eaXe´aX , l’espérance
Epea|X|q existe toujours pour |t|. Nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇMXptq ´

Nÿ

n“0

EpXnq
n! tn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´
etX ´

Nÿ

n“0

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (36.226a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´ 8ÿ

n“N`1

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (36.226b)

ď E

˜ 8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
. (36.226c)

Maintenant le but est de prendre la limite N Ñ 8 en inversant la limite et l’espérance par le
théorème de la convergence dominée (14.190). L’intégrale à traiter est

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq. (36.227)

L’intégrante est uniformément borné (en N) par etXpωq, qui est intégrable par hypothèse (choix de
t). Du coup

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq “ E

˜
lim
NÑ8

8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
“ 0. (36.228)

36.2.16 Loi d’une variable aléatoire

La loi de la variable aléatoire X, notée PX est la mesure image de P par X, c’est-à-dire

PXpBq “ P pX P Bq (36.229)

pour tout borélien B Ă Rd. Note :

P pX P Bq “ P
`tω P Ω tel que Xpωq P Bu˘ “ P

`
X´1pBq˘. (36.230)

En particulier PX est une mesure de probabilité sur Rd parce que

PXpRdq “ P pΩq “ 1. (36.231)

Si Q est une mesure de probabilité sur Rd, nous notons X „ Q si PX “ Q. Nous disons alors que
« X suit la loi Q ».

La proposition suivante permet de calculer en pratique les intégrales qui définissent par exemple
l’espérance mathématique d’une variable aléatoire.

Proposition 36.68 (Théorème de transfert[664]).
Si X est une variable aléatoire, alors

Epf ˝Xq “
ż

Ω
f
`
Xpωq˘dP pωq “

ż

Rd

fpxqdPXpxq (36.232)

dès que f : Rd Ñ R̄ est telle qu’une des deux intégrales existe. En particulier, ça marche si f est
borélienne.

En utilisant cette proposition nous trouvons une formule pratique pour l’espérance d’une va-
riable aléatoire réelle :

EpXq “
ż

Ω
XpωqdP pωq “

ż

R

xdPXpxq, (36.233)

en vertu de la proposition 36.68 appliquée à la fonction fpxq “ x.
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Proposition 36.69.
Une variable aléatoire réelle X est intégrable si et seulement si P px “ ˘8q “ 0 et

ż

R

|x|dPXpxq ă 8. (36.234)

Le lien entre la densité fX de la variable aléatoire X et sa loi est

PXpAq “
ż

A
fXpxqdx (36.235)

pour tout ensemble mesurable A Ă R. Le lien entre la mesure de Lebesgue et celle de la loi de X
est alors donné par

dPXpxq “ fXpxqdx. (36.236)
En particulier l’espérance de X peut être calculée à partir de sa densité via la formule

EpXq “
ż

R

xdPXpxq “
ż

R

xfXpxqdx. (36.237)

36.2.17 Changement de variables

Théorème 36.70.
Soit O, un ouvert de Rn et O1 un ouvert de Rm ainsi qu’un difféomorphisme C1 φ : O Ñ O1. Soit
X : Ω Ñ Rn une variable aléatoire prenant presque surement ses valeurs dans O. Si nous supposons
que X a la densité fX , alors la variable aléatoire Y “ φpXq accepte la densité fY : O1 Ñ R donnée
par

fY pvq “ fX
`
φ´1pvq˘|Jφ´1pvq|. (36.238)

Démonstration. Nous devons vérifier la relation

P pY P Bq “
ż

B
fY pvqdv (36.239)

pour tout borélien B Ă O1. Nous avons

P pY P Bq “
ż

Rm

1BpvqdPY pvq (36.240a)

“ Ep1B ˝ Y q (36.240b)
“ E

`p1B ˝ φq ˝X˘
(36.240c)

“
ż

Rn

p1B ˝ φqpuqdPXpuq (36.240d)

“
ż

Rn

p1B ˝ φqpuqfXpuqdu. (36.240e)

À ce niveau, nous utilisons la formule de changement de variables du théorème 14.265. Nous
trouvons alors

P pY P Bq “
ż

Rm

1B
`
φ´1pvq˘fX

`
φ´1pvq˘|Jφ´1pvq|dv. (36.241)

36.3 Convergence
Définition 36.71.
Soit un espace de probabilité pΩ,A, P q. Soient des variables aléatoires 10 Xi : Ω Ñ RYt˘8u. Nous
disons que Xi converge presque surement vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
p.s.ÝÑ X (36.242)

10. Définition 12.27 pour la topologie et donc les boréliens sur la droite réelle achevée.
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si
P
`tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu˘ “ 1 (36.243)

où la convergence Xnpωq Ñ Xpωq est la convergence usuelle dans RY t˘8u.

Définition 36.72 ([665]).
Nous disons que les variables aléatoires réelles Xn convergent en probabilité vers la variable
aléatoire X si pour tout η ą 0, on a

P
`|Xn ´X| ě η

˘ Ñ 0, (36.244)

et on note
Xn

PÝÑ X. (36.245)

Définition 36.73 (Convergence en loi).
Nous disons que Xn converge vers X en loi vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
LÝÑ X (36.246)

si pour toute fonction continue et bornée g nous avons

E
`
gpXnq˘ Ñ E

`
gpXq˘ “

ż
gdPX . (36.247)

Lemme 36.74.
Nous avons Xn

p.s.ÝÑ X si et seulement si il existe un événement A P A tel que P pAq “ 1 et tel que
Xnpωq Ñ Xpωq pour tout ω P A.

Lemme 36.75.
Si X est une variable aléatoire à valeurs dans RY t˘8u, alors

(1) Pour tout n P N, l’application

minpX,nq : Ω Ñ RY t˘8u
ω ÞÑ min

`
Xpωq, n˘ (36.248)

est une variable aléatoire.
(2) Nous avons la convergence presque sure 11

minpX,nq p.s.ÝÑ X (36.249)

Démonstration. Le fait que minpX,nq soit mesurable est le lemme 14.92. D’ailleurs pour la suite,
nous la notons Xn “ minpX,nq. Sinon il faudrait écrire des choses comme minpX,nqpωq pour
Xnpωq, et ça deviendrait compliqué.

Nous allons montrer que pour tout ω P Ω, nous avons Xnpωq Ñ Xpωq. Ainsi le lemme 36.74
conclura.

Soit ω P Ω. Si Xpωq “ 8, alors nous avons Xnpωq “ n pour tout n et alors Xnpωq RÝÑ 8 “
Xpωq.

Si par contre Xpωq ă 8. Alors en choisissant N ą Xpωq dans N (lemme 1.372), nous avons
Xnpωq “ Xpωq pour tout n ě N . Et donc aussi Xnpωq Ñ Xpωq.
36.76.
Dans certaines textes, la variable aléatoire minpX,nq est notée X ^n. Donc le lemme 36.75 s’écrit

X ^ n
p.s.ÝÑ X (36.250)

Proposition 36.77.
Deux autres caractérisations de la convergence en loi.

11. Définition 36.71.
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(1) Nous avons Xn
LÝÑ X si et seulement si

ΦXnpvq Ñ ΦXpvq (36.251)

pour tout v P Rd. Ici ΦX est la fonction caractéristique de X.
(2) Dans la définition de la convergence en loi nous pouvons indifféremment utiliser les fonctions

continues et bornées, les fonctions continues à support compact ou les fonctions bornées
uniformément continues.

Proposition 36.78.
Les types de convergence sont reliées par les implications suivantes :

presque sure ñ en probabilité ñ en loi. (36.252)

La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité, et par conséquent pas non
plus la convergence presque certaine.

Dans le cas particulier d “ 1 nous avons quelques critères supplémentaires.

Proposition 36.79.
Supposons que les variables aléatoires Xn soient réelles, et notons Fn la fonction de répartition de
Xn. Si Fnpxq Ñ F pxq pour tout x dans l’ensemble des points de continuité de F , alors Xn

LÝÑ X.

Proposition 36.80.
Si les Xn sont des variables aléatoires réelles positives, et si X est une variable aléatoire positive,
alors Xn

LÝÑ X si les transformées de Laplace des fonctions de répartition convergent ponctuelle-
ment, c’est-à-dire si

E
`
e´αXn

˘ Ñ E
`
e´αX˘ (36.253)

pour tout α ě 0.

Proposition 36.81.
Si les Xn et X sont des variables aléatoires réelles discrètes à valeurs dans tx0, x1, . . .u alors
Xn

LÝÑ X si et seulement si
P pXn “ xkq Ñ P pX “ xkq (36.254)

pour tout k P N.

Proposition 36.82 ([656]).
Soient Xn et X des variables aléatoires réelles. Nous avons

Xn
LÝÑ X (36.255)

si et seulement si pour tout t où FX est continue,

lim
nÑ8FXnptq “ FXptq. (36.256)

Proposition 36.83 ([656]).
Soit Xn une suite de variables aléatoires Ω Ñ Rd et a P Rd. Si Xn

LÝÑ a, alors

Xn
PÝÑ a. (36.257)

Démonstration. Quitte à passer aux composantes, nous pouvons supposer que d “ 1. Soit η ą 0 ;
nous savons que l’inégalité |x| ą a a pour solution x ą a ou x ă ´a. Dans notre cas,

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ P pXn ´ a ą ηq ` P pXn ´ a ă ´ηq (36.258a)
“ P pXn ą η ` aq ` P pX ă a´ ηq (36.258b)
“ 1 ´ P pXn ď η ` aq ` P pXn ď a´ ηq ´ P pXn “ a´ ηq (36.258c)
ď 1 ´ FXnpη ` aq ` FXnpa´ ηq (36.258d)
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où la majoration est l’oubli du terme P pXn “ a´ηq, lequel est positif ou nul et FXn est la fonction
de répartition de Xn, définition 36.61. Nous allons utiliser la proposition 36.82. La fonction de
répartition de la variable aléatoire constante X “ a est donnée par

Faptq “ P pa ď tq “ 1r0,8rpt´ aq. (36.259)

Par conséquent, la convergence en loi Xn
LÝÑ a nous montre que

FXnptq Ñ 1r0,8rpt´ aq (36.260)

pour tout t ‰ a parce que t “ 0 est un point de discontinuité de 1r0,8r. Nous avons par conséquent

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ 1 ´ 1r0,8rpηq ` 1r0,8rp´ηq “ 1 ´ 1 ` 0 “ 0 (36.261)

parce que η ą 0.

Le lemme de Slutsky sera utilisé en combinaison avec la proposition 36.85 pour calculer des
intervalles de confiance, voir par exemple ce qui se passe autour de l’équation (37.126).

Lemme 36.84 (Slutsky[666]).
Soient Xn et Yn des suites de variables aléatoires réelles telles que

Xn
LÝÑ X

Yn
PÝÑ a P R.

(36.262)

Alors pXn, Ynq LÝÑ pX, aq.

Démonstration. Étant donné que Yn LÝÑ a, nous avons Yn PÝÑ a par la proposition 36.83. Soit une
fonction f : R2 Ñ R2 ; nous devons prouver que

E
`
fpXn, Ynq˘ Ñ E

`
fpX, aq˘. (36.263)

Soit ϵ ą 0. Nous avons

E
`}fpXn, Ynq ´ fpX, aq}˘ ď E

`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}˘ ` E
`}fpXn, aq ´ fpX, aq}˘. (36.264)

La fonction gptq “ fpt, aq étant continue et bornée, la convergence en loi Xn
LÝÑ X donne

E
`}fpXn, aq ´ fpX, aq}˘ Ñ 0. (36.265)

Étudions à présent le premier terme du membre de droite de (36.264). Pour tout η ą 0 et toute
variables aléatoires Z et Z 1 nous avons

EpZq “ EpZ1|Z1|ăηq ` EpZ1|Z1|ěηq. (36.266)

Nous décomposons donc le premier terme de (36.264) en

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}˘ “ E

`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη
˘

` E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ěη

˘
.

(36.267)

Choisissons maintenant une valeur de η telle que

|px, yq ´ px1, y1q| ă η ñ |fpx, yq ´ fpx1, y1q| ď ϵ. (36.268)

Un tel η existe par l’uniforme continuité de f . Dans le premier terme, |Yn ´a| ă η, par conséquent

}pXn, Ynq ´ pXn, aq} “ |Yn ´ a| ă η (36.269)
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et donc
}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď ϵ. (36.270)

Le premier terme devient donc

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη

˘ ď ϵEp1|Yn´a|ăηq ď ϵ (36.271)

parce que Ep1Aq “ P pAq ď 1. Pour le second terme de (36.267) nous effectuons la majoration

}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď 2}f}8 (36.272)

tandis que la convergence Yn PÝÑ a entraine

P
`|Yn ´ a| ě η

˘
. (36.273)

Proposition 36.85 ([667]).
Soient Xi des variables aléatoires telles que

Xi
LÝÑ X (36.274)

et h, une fonction mesurable sur l’espace d’arrivée de Xi. Soit C l’ensemble des points de continuité
de h au sens

C “ tω P Ω tel que h est continue en Xipωqu. (36.275)

Alors si P pX P Cq “ 1, nous avons
hpXiq LÝÑ hpXq. (36.276)

Une conséquence de cette proposition couplée au lemme de Slutsky est le résultat suivant, qui
est donné sous le nom de théorème de Slutsky sur wikipédia.

Corolaire 36.86.
En reprenant les notations du lemme de Slutsky, si

Xn
LÝÑ X (36.277a)

Yn
PÝÑ a, (36.277b)

alors

Xn ` Yn
LÝÑ X ` a (36.278a)

XnYn
LÝÑ aX (36.278b)

Y ´1
n Xn

LÝÑ a´1X (36.278c)
(36.278d)

pourvu que a soit inversible.

Lemme 36.87 (Borel-Cantelli).
Soit pAnq une suite d’événements (avec An P A pour tout n).

(1) Si
ř8
n“0 P pAnq converge, alors

P pAn i.s.q “ 0. (36.279)

(2) Si la somme
ř
n P pAnq diverge, et si de plus les Ai sont indépendants, alors

P pAn i.s.q “ 1. (36.280)

http://en.wikipedia.org/wiki/Slutsky's_theorem
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La notation P pAn i.s.q signifie « infiniment souvent », c’est-à-dire

P pAn i.s.q “ P
` č

NPN

ď

kěN
Ak

˘ “ P plim supAnq (36.281)

Une façon de paraphraser le lemme de Borel-Cantelli est que nous avons l’alternative

P plim supAnq “
#

0 si
ř
ně0 P pAnq ă 8

1 sinon.
(36.282)

Proposition 36.88.
Soit Xn, une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoires. Si

ÿ

n

P
`}Xn ´X} ą η

˘ ă 8 (36.283)

pour tout ϵ, alors Xn
p.s.ÝÑ X.

Démonstration. Fixons ϵ et considérons les événements An “ }Xn ´X} ą ϵ. L’hypothèse dit que
ÿ

n

P pAn,ϵq ă 8 (36.284)

et le lemme de Borel-Cantelli implique que

P plim sup }Xn ´X} ą ϵq “ 0. (36.285)

Un élément ω est dans lim supAn si il est contenu dans tous les An, par conséquent, pour chaque
ϵ nous avons l’inclusion

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu Ă A lim supAn. (36.286)

Nous pouvons aller plus loin et écrire

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu “ Atω P Ω tel que }Xn ´X} ą ϵ,@ϵ ą 0u. (36.287)

Or la probabilité de l’ensemble

tω P Ω tel que }Xn ´X} ą ϵu (36.288)

est 0 pour chaque ϵ, et par conséquent la probabilité du membre de droite de (36.287) est 1.

Exemple 36.89.
Considérons une suite de 0 et de 1 dans laquelle le 1 arrive avec une probabilité p et le 0 avec une
probabilité 1 ´ p. Une telle suite est modélisée par une suite de variables aléatoires de Bernoulli
pXnqnPN indépendantes de paramètre p.

Question : une telle suite contient elle une infinité de 1 ? Considérons les événements indépen-
dants An “ tXn “ 1u. Nous avons

ÿ

n

P pAnq “
ÿ

n

P pXn “ 1q “
ÿ

n

p “ 8. (36.289)

Par Borel-Cantelli et son expression (36.282), nous avons alors

P plim supAnq “ 1. (36.290)

Donc une infinité d’événements An se produisent, et nous avons bien une infinité de 1 dans la suite.
Remarque : dans ce raisonnement nous pouvons considérer une probabilité non constante pn

tant que la série
ř
n pn diverge. △
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Exemple 36.90.
À propos de maximum. La fonction h : Rd Ñ R donnée par hpx1, . . . , xdq “ maxitxiu est une
fonction continue. Nous voudrions prouver que si on a une famille (finie en i “ 1, . . . , l) de suites
(en n) variables aléatoires Xpiq

n
p.s.ÝÑ a convergeant toutes vers la même limite a, alors

Mn “ max
i

tXpiq
n u p.s.ÝÑ a. (36.291)

D’abord si nous avons l suite numériques pxpiq
n q, alors la suite

Mn “ max
i
xpiq
n (36.292)

converge vers la même limite. En effet si ϵ ą 0 est donné, il suffit de prendre Ni l’entier tel que
|xpiq
n ´ a| ď ϵ pour tout n ą Ni. Et ensuite on prend N ą maxtNiu.

Si maintenant au lieu de suites numériques, nous avons des variables aléatoires, le résultat reste
valable. Nous cherchons à prouver que

P
´

tω P Ω tel que maxtXpiq
n pωqu Ñ au

¯
“ 1. (36.293)

Par ce que nous venons de dire sur les suites numériques, un élément ω n’est pas dans cet ensemble
seulement si il y a un 8 pour lequel Xpiq

n ne converge pas vers a. Or cela, pour chaque i est un
événement de probabilité zéro.

Les ω qui ne fonctionneront pas dans l’équation (36.293) sont ceux de la réunion d’un ensemble
fini d’ensembles de probabilité nulle. C’est donc de probabilité nulle. △

36.4 Loi des grands nombres, théorème central limite

36.4.1 Loi des grands nombres

Lemme 36.91 (Inégalité de Markov[668]).
Soit une variable aléatoire X P Lp et ϵ ą 0. Nous avons

P p|X| ě ϵq ď 1
ϵr
Ep|X|rq. (36.294)

Démonstration. Nous avons

Ep|X|rq ě
ż

|X|ěϵ
XpωqdP pωq ě ϵr

ż

|X|ěϵ
dP “ ϵrP p|X| ě ϵq. (36.295)

Corolaire 36.92 ([668]).
Soit ϕ, une fonction croissante et positive ou nulle sur l’intervalle I. Soit aussi une variable
aléatoire Y : Ω Ñ R telle que P pY P Iq “ 1. Alors pour tout b P I tel que ϕpbq ą 0 nous avons

P pY ě bq ď E
“
ϕpY q‰
ϕpbq . (36.296)

Théorème 36.93 (Loi forte des grands nombres).
Soit pXnq une suite de variables aléatoires réelles

(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) intégrables (c’est-à-dire dans L1),

alors
1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q. (36.297)
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Note : étant donné que les variables aléatoires sont identiquement distribuées, nous avons
évidemment EpX1q “ EpX2q “ . . .

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.94
Est-ce que les variables aléatoires doivent vraiment être réelles ?

Corolaire 36.95.
Si les variables aléatoires réelles Xn sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) dans L2

alors
X̄n

PÝÑ EpX1q. (36.298)

Démonstration. Nous voulons prouver que pour tout η ą 0,

P
`|X̄n ´ EpX1q| ą η

˘ Ñ 0. (36.299)

Remarquons d’abord que les variables aléatoires Xn étant identiquement distribuées, EpX̄nq “
EpX1q parce que EpXiq “ EpX1q pour tout i. L’inégalité de Markov avec r “ 2 nous donne

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą η

˘ ď 1
η2E

`|X̄n ´ EpX̄nq|2˘ (36.300a)

“ 1
η2 VarpX̄nq (36.300b)

“ 1
nη2 VarpX1q (36.300c)

où nous avons utilisé la la proposition 36.31 : VarpX̄nq “ VarpX1q{n. Au final nous avons prouvé
que

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą 1

nη2 VarpX1q, (36.301)

qui tend vers zéro lorsque n Ñ 8.

Proposition 36.96.
Soient Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec Xn ě 0. Nous
acceptons EpX1q “ 8, c’est-à-dire que nous relaxons la condition Xn P L1 par rapport à la loi des
grands nombres.

Alors
X̄n

p.s.ÝÑ EpX1q P r0,8s. (36.302)

Démonstration. Si EpX1q ă 8, nous sommes dans le cas de la loi des grands nombres. Pour chaque
N P N nous considérons la suite de variables aléatoires

XpNq
n “ minpXn, Nq. (36.303)

Nous avons évidement X̄pNq
n ď X̄n. Les variables aléatoires XpNq

n étant bornées par N , elles vérifient
la loi des grands nombres pour chaque N séparément. Par conséquent nous avons pour chaque N
la limite

X̄pNq
n Ñ EpXpNq

1 q (36.304)

Nous supposons que EpX1q “ 8, par conséquent limNÑ8 EpXpNq
1 q “ 8. Soit η ą 0 et choisissons

N de telle manière à avoir
EpXpNq

1 q ą η ` 1. (36.305)

La limite (36.304) nous permet de trouver n0 tel que pour tout n ą n0 nous ayons X̄pNq
n ą η. Au

final,
η ă X̄pNq

n ď X̄n, (36.306)
ce qui montre que X̄n Ñ 8.
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Exemple 36.97.
La loi des grands nombres justifie la pratique courante d’approximer une grandeur physique par
la moyenne empirique d’un grand nombre de mesures. △

Exemple 36.98.
Citons ici le dernier paragraphe de Le mystère de Marie Roget par Edgar Allan Poe, traduit par
Charles Baudelaire 12.

Rien, par exemple, n’est plus difficile que de convaincre le lecteur non spécialiste que,
si un joueur de dés a amené les six deux fois coup sur coup, ce fait est une raison
suffisante de parier gros que le troisième coup ne ramènera pas les six. Une opinion
de ce genre est généralement rejetée tout d’abord par l’intelligence. On ne comprend
pas comment les deux coups déjà joués, et qui sont maintenant complètement enfouis
dans le Passé, peuvent avoir de l’influence sur le coup qui n’existe que dans le Futur.
La chance pour amener les six semble être précisément ce qu’elle était à n’importe
quel moment, c’est-à-dire soumise seulement à l’influence de tous les coups divers que
peuvent amener les dés. Et c’est là une réflexion qui semble si parfaitement évidente,
que tout effort pour la controverser est plus souvent accueilli par un sourire moqueur
que par une condescendance attentive.

Dans le cours de la nouvelle, Edgar Poe cite et utilise la théorie des probabilités avec une justesse
inaccoutumée dans la littérature. Mais dans ce paragraphe final, Poe montre de façon la plus
formelle qu’il n’a rien compris à la loi des grands nombres. △

36.4.2 Théorème central limite

Lemme 36.99.
Soit zn Ñ z une suite convergente dans C. Alors

´
1 ` zn

n

¯n Ñ ez. (36.307)

Théorème 36.100.
Si les variables aléatoires Xn sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées de loi parente X,

(2) X1 P L2pΩ,Aq,
alors nous notons X̄n “ 1

n

řn
i“1Xi, m “ EpX1q et σ2 “ VarpX1q et nous avons

X̄n ´ EpXqb
VarpX̄nq

“ X̄n ´m

σ{?
n

LÝÑ N p0, 1q. (36.308)

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration dans le cas de variables aléatoires réelles.
La proposition 36.77 dit que la suite Xn converge en loi vers X si et seulement si les fonctions
caractéristiques convergent ponctuellement. Nous devons donc prouver, pour chaque 13 t P R, que

Φ Sn´nm
σ

?
n

ptq Ñ ΦN p0,1qptq. (36.309)

Supposons dans un premier temps que EpXiq “ 0 et σpXiq “ 1. Dans ce cas nous considérons la

12. Disponible sur https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Mystère_de_Marie_Roget
13. Chuck Norris peut vraiment le faire pour chaque t P R

https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Myst�re_de_Marie_Roget
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fonction

Φ Sn?
n

“ E
`
e
i t?

n

řn
k“1 Xk

˘
(36.310a)

“
nź

k“1
E
`
e
i t?

n
X1˘ (36.310b)

“
nź

k“1
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
(36.310c)

“ ΦX1

ˆ
t?
n

˙n
. (36.310d)

Cette quantité est à priori complexe ; nous ne pouvons donc pas immédiatement passer au loga-
rithme. Nous pouvons par contre utiliser un développement en puissances de t en nous servant de
la proposition 36.64 et de l’hypothèse comme quoi X1 P L2 :

ΦX1ptq “ ΦX1p0q ` Φ1
X1p0qt` Φ2

X1p0q t
2

2 ` αptqt2 (36.311)

où α est une fonction qui a la propriété limxÑ0 αpxq “ 0.
En utilisant les hypothèses et la formule de dérivation de la fonction caractéristique,

ΦX1p0q “ 1 (36.312a)
Φ1
X1p0q “ E

`piXq˘ “ 0 (36.312b)
Φ2
X1p0q “ Ep´X2q “ ´ VarpX1q “ ´1. (36.312c)

Nous avons donc
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
“ 1 ´ 1

2
t2

nlooomooon
PR

` t2

n
α

ˆ
t?
n

˙

looooomooooon
PC

, (36.313)

de telle sorte que, en considérant une valeur fixée de t,

Φ Sn?
n

ptq “
˜

1 ´
t2

2 ` βn

n

¸n

(36.314)

où βn “ t2αpt{?
nq. Nous avons bien entendu limnÑ8 βn “ 0.

Nous pouvons appliquer le lemme 36.99 pour obtenir la limite

lim
nÑ8 Φ Sn?

n

ptq “ e´t2{2. (36.315)

La convergence (36.309) est par conséquent prouvée dans le cas où EpXiq “ 0 et VarpXiq “ 1.
Considérons maintenant des variables aléatoires avec EpXiq “ m et VarpXiq “ σ2. Elles peuvent

être écrites sous la forme
Xi “ σXi `m (36.316)

où X 1
i est d’espérance nulle et de variance un. Nous avons alors

Sn “ σ
nÿ

i“1
X 1
i ` nm, (36.317)

et
Sn ´ nm

σ
?
n

“ S1
n?
n

(36.318)

où S1
n “ ř

iX
1
i. L’étude de la variable aléatoire

Sn ´ nm

σ
?
n

(36.319)

revient donc à celle de S1
n{?

n qui vient d’être effectuée.
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36.101.
À propos du théorème central limite 36.100. Si pour une certaine variable aléatoire X on a EpXq “
m, alors nous n’avons pas forcément P pX “ m ` aq “ P pX “ m ´ aq. Est-ce que le théorème
central limite permet cependant d’affirmer que dans un certaine mesure nous avons

P pX̄n “ m` aq “ P pX̄n “ m´ aq (36.320)

lorsque n est grand ?
Tel quelle, l’équation (36.320) est en général fausse pour chaque n parce qu’il existe des dis-

tributions non symétriques. Mais bien entendu les deux membres tendent vers zéro pour n Ñ 8.
Mais cela n’est pas lié à la symétrie de la distribution gaussienne. C’est seulement le fait que la
gaussienne n’a pas de masses ponctuelles.

Par contre, il y a effectivement une assurance de symétrie pour X̄n lorsque n Ñ 8. Le fait est
que Xn

LÝÑ X où X est une gaussienne. La fonction de répartition de X est continue partout et
la proposition 36.82 nous dit que pour tout x P R,

lim
nÑ8FXnpxq “ FXptq. (36.321)

Vu que le nombre P
`
X̄n P Bpm ` a, δq˘ peut être exprimé avec des sommes et différences FXn ,

nous avons
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq˘ “ P

`
X P Bpm` a, δq˘. (36.322)

Par symétrie de la gaussienne le membre de droite est égal à P
`
X P Bpm ´ a, δq˘ et nous avons

bien
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq˘ “ lim

nÑ8P
`
X̄n P Bpm´ a, δq˘. (36.323)

Remarque 36.102.
Le théorème central limite s’applique quelle que soit la distribution des variables aléatoires Xi (dans
les limites de hypothèses) ; en particulier il ne dit rien sur la moyenne des Xi. Il dit seulement que
l’écart de la moyenne « mesurée » à la moyenne « théorique » est une variable aléatoire gaussienne
si on a mesuré assez de fois.

Autrement dit, si la durée d’attente à la poste est de 5 minutes, et si j’y vais 2000 fois, alors
la probabilité que ma moyenne d’attente soit de 4 minutes est la même que la probabilité qu’elle
soit de 6 minutes 14.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 36.103
La remarque 36.102 est une interprétation personnelle. J’aimerais avoir l’avis de quelqu’un de plus
compétent.

Remarque 36.104.
Nous pouvons obtenir la limite (36.315) d’une façon alternative. Nous considérons la détermination
du logarithme complexe sur CzR´ ; cela est une fonction analytique (théorème 26.71) vérifiant
l’équation

elnpzq “ z (36.324)

pour tout z P CzR´ et le développement

lnp1 ` zq “
8ÿ

n“1
p´1qn`1 z

n

n
. (36.325)

En particulier, lnp1 ` zq “ z ` zαpzq où limzÑ0 αpzq “ 0. Nous reprenons à l’équation (36.314) en

14. Et en l’occurrence, cette probabilité est nulle parce qu’on est en train de parler de variable aléatoire continue,
mais vous voyez l’idée.
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fixant t. Nous avons

Φ Sn?
n

ptq “ exp
„
ln
`
Φ Sn?

n

ptq˘
ȷ

(36.326a)

“ exp
«
n ln

˜
1 ` ´ t2

2 ´ βn

n

¸ff
(36.326b)

“ exp
«

´ t2

2 ´ βn ` ` ´ t2

2 ´ βn
˘
α

˜
´ t2

2 ´ βn

n

¸ff
. (36.326c)

À la limite n Ñ 0 nous tombons sur e´t2{2.

Remarque 36.105.
Étant donné que la variable aléatoire

Sn ´ nm

σ
?
n

(36.327)

converge en loi vers N p0, 1q, nous avons la convergence des fonctions de répartition partout où la
fonction de répartition de la normale est continue 15 (donc sur tout R). En particulier,

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm

σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌ Ñ 0. (36.328)

Nous avons la borne de Berry-Esséen qui donne une estimation de la vitesse de convergence : si
X P L3, alors il existe une constante C, indépendante de x, des Xi et de n telle que

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm

σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌ ď Xµ3

σ3?
n

(36.329)

où µ3 “ E
`|X1 ´m|3˘ est le moment d’ordre 3 de X. La chose à retenir est que la convergence est

à la vitesse de 1{?
n.

En dimension d ą 1, nous avons encore un théorème central limite.

Théorème 36.106.
Si d ą 1, et si nous avons des variables aléatoires Xn à valeurs dans Rd avec

(1) les Xn sont indépendantes et identiquement distribuées
(2) les Xn sont dans L2.

Alors nous notons X1 “ pXp1q
1 , . . . , X

pdq
1 q. Nous avons

Sn ´ nm?
n

LÝÑ N p0,Σq (36.330)

où Σ est ma matrice de covariance du vecteur aléatoire X1 :

Σ “ `
CovpXp1q,...,Xpdq

1
1 q˘

i,j“1,...,d. (36.331)

36.4.3 Marche aléatoire

Nous considérons un mobile qui se déplace sur l’axe Z. À chaque pas de temps, nous supposons
qu’il va faire un pas à gauche avec une probabilité p et un pas à droite avec une probabilité p1´pq.
Nous nous demandons quel est le mouvement du mobile sur le long terme.

La position Sn du mobile à l’instant n est donnée par

Sn “
nÿ

i“1
Xi (36.332)

15. Proposition 36.82.
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où Xi est le pas effectué à l’instant i. Ce sont des variables de Bernoulli indépendantes avec

Xi
L“ pδ´1 ` p1 ´ pqδ1 (36.333)

c’est-à-dire

P pXi “ ´1q “ p (36.334a)
P pXi “ 1q “ 1 ´ p. (36.334b)

Ces variables vérifient les hypothèses de la loi des grands nombres :
(1) elles sont indépendantes et identiquement distribuées,
(2) elles sont intégrables.

Pour le second point, le calcul est
ż

Ω
|Xi|dP “

ż

R

|x|dPX “
ż

R

|x|ppδ´1 ` p1 ´ pqδ1q “ |1 ´ p| ` |p| “ 1. (36.335)

Nous avons par conséquent

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ p1 ´ 2pq (36.336)

et
Sn
n

Ñ p1 ´ 2pq. (36.337)

Si p ‰ 1{2 nous pouvons conclure que
(1) si p ą 1{2, alors Sn

p.s.ÝÑ ´8
(2) si p ă 1{2, alors Sn

p.s.ÝÑ 8.
De plus nous connaissons la vitesse de divergence : elle est linéaire. Le mobile suit essentiellement
l’équation ppnq “ p1 ´ 2pqn.

Remarque 36.107.
Cela ne traite pas le cas p “ 1{2. Dans ce cas, nous pouvons simplement dire que Sn “ opnq.

36.5 Les lois usuelles

36.5.1 Loi de Bernoulli

Une expérience de Bernoulli consiste à tirer au hasard un 0 ou un 1 avec une probabilité p de
tomber sur 1 et 1 ´ p de tomber sur zéro. Il s’agit donc d’une expérience qui réussit ou qui rate.

Le cas typique est une urne avec des boules indiscernables blanches ou noires. La probabilité p
est la proportion de blanches dans l’urne (avec remise entre les tirages). Dans ce cas, nous avons
l’espace de probabilité pΩ,A, P q où Ω représente l’ensemble des boules, A est l’ensemble des parties
de Ω et P est l’équiprobabilité sur Ω. Une variable aléatoire est une application

X : Ω Ñ t0, 1u
ω ÞÑ couleur de la boule ω.

(36.338)

Nous notons Bp1, pq la loi de Bernoulli. Elle a une expression très simple :

Bp0, 1q`t1u˘ “ p (36.339a)
Bp0, 1q`t0u˘ “ 1 ´ p (36.339b)

Une variable aléatoire réelle est de Bernoulli de paramètre p (0 ă p ă 1) si

X : Ω Ñ R (36.340)
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avec P px “ 1q “ p et P pX “ 0q “ 1 ´ p. En tant que mesure sur R, nous avons

PX “ pδ1 ` p1 ´ pqδ0. (36.341)

Une fonction h qui réalise le supremum de la formule (14.430) est par exemple une fonction en
escalier qui vaut en x le plus petit entier plus grand ou égal à x. L’espérance d’une loi de Bernoulli
est alors

Epxq “ p. (36.342)
Étant donné que la variable aléatoire X prend seulement les valeurs 0 et 1, nous avons pour tout
ensemble mesurable B

PX2pBq “ P pX2 P Bq “ P pX P Bq, (36.343)
et par conséquent PX2 “ PX et EpX2q “ EpXq. Nous trouvons donc la variance

VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ p´ p2 “ pp1 ´ pq. (36.344)

36.5.2 Loi binomiale

Une expérience binomiale consiste à répéter n expériences de Bernoulli de paramètre p et de
compter le nombre de réussites. Une telle expérience peut être réalisée selon la procédure suivante.

Soit une urne contenant N boules dont une proportion p de 1 et 1 ´ p de 0. Une expérience
binomiale de paramètres n et p consistera à prendre n boules avec remise et à compter le nombre
de 1 obtenus.

En termes d’espaces probabilisé, nous avons Ω qui est l’ensemble des tuples de taille n à valeurs
dans t0, 1u, la tribu A est l’ensemble des parties de Ω, et la probabilité P est l’équiprobabilité :

P pωq “ 1
Nn

(36.345)

si il y a N boules dans l’urne. Nous construisons alors la variable aléatoire

Xpωq “
nÿ

i“1
ωi (36.346)

où ω est une suite de taille n de 0 et de 1.
Calculons P pX “ kq. Il s’agit de considérer tous les sous-ensembles de taille n de Ω contenant

exactement k fois 1. Il y a
`
n
k

˘
manière de décider lesquelles des n boules seront blanches. Ensuite,

chaque boule blanche peut être choisie parmi les m boules disponibles, et chaque boule noire peut
être choisie parmi les pN ´mq disponibles. Nous avons donc

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
mkpN ´mqn´k

Nk
. (36.347)

En effet la mesure de probabilité sur Ω est la mesure de comptage renormalisée par le cardinal de
Ω qui vaut Nm. Étant donné que p “ m{N , nous transformons facilement (36.347) en

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1 ´ pqn´k. (36.348)

Une variable aléatoire de loi binomiale étant une somme de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes, l’espérance 16 et la variance 17 s’obtiennent en sommant les espérances et variances
termes à terme :

EpXq “ np (36.349)
et

VarpXq “
nÿ

i“1
VarpXiq “ npp1 ´ pq (36.350)

en vertu de (36.344).
La loi binomiale lorsque p “ 0.7 et n “ 10.

16. Valable même sans indépendance, proposition 36.29
17. Lemme 36.23.
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‚

‚
‚ ‚

‚

‚ ‚
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

36.5.3 Loi multinomiale

La loi multinomiale M pn; k; p1, . . . , pkq consiste à effectuer n épreuves d’une démarche aléatoire
qui peut avoir k issues différentes avec probabilités p1, . . . , pk. Les variables aléatoires multinomiales
sont Ni avec les contraintes

kÿ

i“1
Ni “ n (36.351a)

kÿ

i“1
pi “ 1. (36.351b)

La fonction de probabilité multinomiale est

P pN1 “ n1, . . . , Nk “ nkq “ n!
n1! . . . nk!

pn1
1 . . . pkk. (36.352)

Chacune des Ni est une binomiale de probabilité pi.

36.5.4 Loi géométrique

Soit pXnq une suite indépendante et identiquement distribuée de lois de Bernoulli de paramètre
p. Alors la variable aléatoire

Z “ inftn ě 1 tel que Xn “ 1u (36.353)

est une loi géométrique de paramètre p.
La loi géométrique compte donc le nombre d’expériences de Bernoulli à effectuer avant que le

premier succès soit au rendez-vous. Nous avons

P pZ “ kq “ P pXk “ 1qP pX1, . . . , Xk´1 “ 0q “ pp1 ´ pqk´1 (36.354)

La loi géométrique de paramètre p “ 0.2.

‚

‚

‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Note : si p est trop grand, on ne voit vite plus rien parce que la probabilité d’attendre longtemps
est vite très faible.
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36.5.5 Loi de Poisson

Une variable aléatoire Z suit une loi de Poisson de paramètre λ, notée Ppλq si

P pZ “ kq “ e´λλk

k! (36.355)

pour tout k P N.
La loi de Poisson est une loi de probabilité discrète qui décrit le comportement du nombre

d’évènements se produisant dans un laps de temps fixé, si ces évènements se produisent avec une
fréquence moyenne connue et indépendamment du temps écoulé depuis l’évènement précédent.

Si un événement se produit en moyenne p fois par seconde, la probabilité d’observer l’événement
k fois durant n secondes est donnée par P pZ “ kq où Z est une loi de Poisson de paramètre λ “ pn.

Théorème 36.108 (wikipedia).
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Poisson sont λ :

EpXq “ λ (36.356a)
VarpXq “ λ. (36.356b)

La loi de Poisson de paramètre λ “ 2.

‚

‚ ‚

‚

‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚

1 2 3 4 5 6 7 8 9

36.5.6 Loi exponentielle

La loi de exponentielle représente le temps qu’il faut attendre pour qu’une particule se désin-
tègre si elle a en permanence une probabilité 18 λdt de se désintégrer entre t et t` dt. L’espérance
est donc 1{λ.

Il se passe donc en moyenne λ événements par seconde. La proposition 36.115 nous montrera
que le nombre d’événements se produisant en une seconde suit une loi de Poisson de paramètre λ.

Plus formellement, la loi exponentielle de paramètre λ, notée E pλq est la loi de densité

fX : x ÞÑ
#
λe´λx si x ě 0
0 sinon.

(36.357)

Densité de la loi exponentielle de paramètre λ “ 2.

18. Étant donné que λ n’est pas limité à 1, en réalité ce n’est pas une probabilité. Je suis preneur d’une bonne
interprétation physique de ce paramètre.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

Proposition 36.109.
Si X „ E pλq, alors la fonction de répartition de X est donnée par

F pxq “ P pX ď xq “
#

1 ´ e´λx si x ě 0
0 sinon.

(36.358)

La fonction caractéristique est donnée par

EpeitXq “ λ

λ´ it
. (36.359)

L’espérance et la variance sont données par

EpXq “ 1
λ

VarpXq “ 1
λ2 .

(36.360)

Démonstration. Pour la fonction caractéristique,

EpeitXq “
ż 8

´8
eitxλe´λx1r0,8rpxqdx (36.361a)

“ λ

ż 8

0
exp´λ`itqdx (36.361b)

“ lim
AÑ8

«
exp´λ`itq

it´ λ

ffx“A

x“0

(36.361c)

“ lim
AÑ8

eApit´λq

it´ λ
´ 1
it´ λ

. (36.361d)

Le premier terme est nul parce que si on prend la norme,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
eAp´λ`itq

´λ` it

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ e´λA

|it´ λ| Ñ 0. (36.362)

En ce qui concerne l’espérance nous faisons le calcul suivant :

EpXq “
ż

R

xfXpxqdx “ λ

ż

R`

xe´λxdx “ 1
λ
. (36.363)

Pour la variance, nous utilisons la formule (36.60). Nous avons

EpX2q “
ż

R

x2fXpxq “
ż 8

0
x2λe´λx “ 2

λ2 . (36.364)

Donc VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ 1
λ2 .
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La loi exponentielle est une loi sans mémoire en ce sens que

P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq. (36.365)

En effet nous utilisons la règle de la probabilité conditionnelle

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq . (36.366)

Ici,
P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą x` yq

P pX ą yq “ e´λx. (36.367)

La proposition suivante montre que la loi exponentielle est à peu près la seule à être sans mémoire.
D’où son importance dans l’étude des machines dont les pièces ne subissent pas d’usure.

Proposition 36.110.
Soit X, une variable aléatoire admettant une densité continue f par rapport à la mesure de Le-
besgue. Si elle est sans mémoire, alors elle est exponentielle.

Démonstration. Nous posons φpxq “ P pX ě xq. Cela est la fonction de répartition de X (à part
que cette dernière est 1 ´ φpxq mais c’est pas grave), et est donnée par

φpxq “ 1 ´
ż x

0
fptqdt. (36.368)

Cette dernière intégrale vérifie les hypothèses du théorème 36.110, de telle sorte que φ soit une
fonction dérivable et φ1pxq “ fpxq.

D’autre part en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle la propriété de ne pas
avoir de mémoire donne

φpx` yq “ φpxqφpyq (36.369)
et de plus φp0q “ 0. Calculons la dérivée de φ :

φ1pxq “ lim
ϵÑ0

φpx` ϵq ´ φpxq
ϵ

“ φpxq lim
ϵÑ0

φpϵq ´ 1
ϵ

“ φpxqφ1p0q. (36.370)

Donc φ vérifie l’équation différentielle de l’exponentielle.

Exemple 36.111.
Une machine a une durée de vie représentée par une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de paramètre λ. Soit Ty la variable aléatoire qui représente la temps de vie restant sachant que
la machine a déjà vécu un temps y. Nous voulons trouver la fonction de répartition de Ty. Nous
avons

P pTy ą xq “ P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq “ e´λx. (36.371)
Dans ce cas, la loi de Ty ne dépend pas de y. Cela signifie que la machine ne vieilli pas et surtout
que le modèle n’est pas réaliste. △

Proposition 36.112.
Si X „ E pλq et Y „ E pµq sont indépendantes, alors

(1) P pX ă Y q “ λ
λ`µ

(2) P pX ą Y q “ µ
λ`µ

(3) P pX “ Y q “ 0
(4) minpX,Y q „ E pλ` µq.

De plus les variables aléatoires exponentielles ont une propriété d’absence de mémoire :

P pX ą t` s|X ą sq “ P pX ą tq “ e´λt. (36.372)
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Démonstration. Étant donné que X et Y sont indépendantes, la densité conjointe est le produit
des densités (36.20). Nous avons donc

P pX ą Y q “
ż

D
λe´λxµe´µydxdy (36.373)

où D est le domaine D “ tpx, yq P R2 tel que x, y ą 0, x ą yu. Nous avons donc

P pX ą Y q “ λµ

ż 8

0
dx

ż x

0
dye´λxe´µy “ µ

λ` µ
. (36.374)

sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: f(x,y)=exp(-a*x)*exp(-b*y)
sage: assume(a>0)
sage: assume(b>0)
sage: a*b*f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,oo)
(x, y) |--> a*b/(a^2 + a*b)

Pour trouver la loi de minpX,Y q, nous écrivons

P
`

minpX,Y q ą t
˘ “ P pX ą t, Y ą tq (36.375a)

“ P pX ą tqP pY ą tq par indépendance (36.375b)
“ `

1 ´ FXptq˘`1 ´ FY ptq˘ (36.375c)
“ e´pλ`µqt1r0,8rptq (36.375d)
“ 1 ´ FZptq (36.375e)

où Z „ E pλ` µq.

36.5.7 Approximation de la binomiale par une Poisson

Proposition 36.113.
Soit pXnq une suite de variables aléatoires avec Xn „ Bpn, pnq telle que npn converge vers une
constante λ ą 0. Alors Xn

LÝÑ Ppλq.
Démonstration. Commençons par écrire la loi binomiale sous une forme plus adaptée au passage
à la limite :

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1 ´ pqnk “ npn´ 1q . . . pn´ k ` 1q

k! pkp1 ´ pqn´k. (36.376)

Le produit au numérateur contient k termes dans lesquels nous mettons n en évidence. Nous
trouvons

P pX “ kq “ pnpqk `1 ´ 1
n

˘ `
1 ´ 2

n

˘
. . .

`
1 ´ k´1

n

˘

k! pkpn´ pqn´k. (36.377)

Lorsque nous passons à la limite, tous les facteurs du type 1´l{n tendent vers 1 ainsi que p1´pnq´k.
Les facteurs dont la limite n’est pas 1 sont donc

P pXn “ kq » pnpnqk
k! p1 ´ pnqk. (36.378)

Nous avons
lim
nÑ8p1 ´ pnqn “ lim

nÑ8
´

1 ´ npn
n

¯n “ e´λ. (36.379)

La thèse est alors obtenue en remettant les morceaux ensemble.
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Exemple 36.114.
Considérons un serveur informatique qui reçoit des requêtes. Toutes les 10´3 s il reçoit une requête
avec une probabilité p “ 0.05. La variable aléatoire qui consiste à donner le nombre de requêtes
effectivement effectuées en une seconde suit une loi binomiale Pp1000, pq.

Déterminons la probabilité que le serveur reçoive 20 requêtes en une seconde. Nous approximons
Bp1000, 0.05q par Pp50q, et la réponse est

e´50 5020

20! » 7 · 10´7. (36.380)

△

36.5.8 Loi de Poisson et loi exponentielle

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles indépendantes de loi exponentielle de para-
mètre λ. En utilisant le produit de convolution, nous pouvons trouver la fonction de densité de la
somme (voir point 36.2.3). Commençons avec deux variables aléatoires X et Y . Les densités sont

fXpxq “ 1rxě0sλe´λx (36.381a)
fY pyq “ 1ryě0sλe´λy, (36.381b)

et la densité conjointe est alors

fX`Y pxq “
ż

R

1rx´tě0sλe´λpx´tq1rtě0sλe´λtdt (36.382a)

“ λ2e´λx
ż x

0
1 dt (36.382b)

“ xλ2e´λx. (36.382c)

Par récurrence si S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn nous trouvons

fSpxq “ xn´1λne´λx. (36.383)

Proposition 36.115 ([669]).
Soit pTkqkPN une suite de variables aléatoires indépendantes de loi E pλq. Nous considérons la
variable aléatoire Sn “ řn

i“1Xi et pour chaque t P R` nous considérons

Nt “ maxtn ě 1 tel que
nÿ

i“1
Ti ď tu. (36.384)

Alors Nt „ Ppλtq.
Démonstration. Ce que nous devons calculer est

P pNt “ kq “ P pSn ď t ď Sn`1q. (36.385)

Nous introduisons la variable aléatoire Vn“1 “ pX1, . . . , Xn`1q ainsi que l’ensemble

An`1 “ tx P Rn`1 tel que x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ď t ď x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn`1u. (36.386)

Le problème est donc de calculer

P pSn ď t ď Sn`1q “ P pVn`1 P A`
n`1q “

ż

A`
n`1

fn`1pxqdx (36.387)

où A`
n`1 est la partie de An`1 dans laquelle xi ě 0 pour tout i et fn`1 est la fonction de densité

conjointe des variables aléatoires Xi. Nous effectuons le changement de variables

sk “
ÿ

iďk
xi (36.388a)

xk “ sk ´ sk´1 (36.388b)
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dont le déterminant vaut 1. D’autre part par indépendance des variables aléatoires Xi, la fonction
de partition jointe fn`1 s’exprime sous la forme

fn`1px1, . . . , xn`1q “ fX1px1q . . . fXn`1pxn`1q (36.389a)
“ λn`1e´λpx1`¨¨¨`xn`1q (36.389b)
“ λn`1e´λsn`1 . (36.389c)

En ce qui concerne les bornes de l’intégrale dans les variables si, nous voulons que tous les xi soient
positifs, par conséquent s1 ě 0 et ensuite l’équation xk “ sk´sk´1 demande sk ě sk´1. Les bornes
sont donc données par l’ensemble

0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď t ď sn`1, (36.390)

c’est-à-dire Bn ˆ st,8r où

Bn “ tps1, . . . , snq tel que 0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď tu. (36.391)

Le théorème de Fubini nous permet de décomposer l’intégrale :

P pSn ď t ď Sn`1q “
ż

Bnˆst,8r
λn`1e´λsn`1ds1 . . . dsn`1 (36.392a)

“ λn`1
ˆż

Bn

ds1 . . . dsn

˙ˆż 8

t
e´λsn`1dsn`1

˙

loooooooooooomoooooooooooon
“λ´1e´λt

(36.392b)

“ λne´λt VolpBnq (36.392c)

où VolpBnq est le volume de Bn qui reste à calculer. L’ensemble Cn “ r0, tsn se décompose en
cellules disjointes (à ensemble de mesure nulle près) de la forme

Cσ “ t0 ď sσp1q ď sσp2q ď . . . ď sσpnq ď tu (36.393)

pour chaque permutation σ P Sn. Il y a exactement n! telles cellules dans Cn. Par conséquent

tn “ VolpCnq “ n! VolpCσq “ n! VolpBnq (36.394)

et VolpBnq “ tn

n! . Finalement nous avons

P pnt “ nq “ P pSn ď t ď Sn`1q “ pλtqn
n! e´pλtq. (36.395)

36.5.9 Loi normale

La loi normale de paramètres m et σ ą 0, notée N pm,σ2q est la loi donnée par la densité

γm,σ2pxq “ 1
σ

?
2π

exp
«

´1
2

ˆ
x´m

σ

˙2
ff
. (36.396)

Proposition 36.116.
Si la variable aléatoire réelle X suit une loi normale N pm,σ2q, alors nous avons EpXq “ m et
VarpXq “ σ2.

Démonstration. L’espérance d’une variable aléatoire se calcule à partir de la formule (36.237) :

EpXq “ 1
σ

?
2π

ż

R

x exp
«

´1
2

ˆ
x´m

σ

˙2
ff
dx (36.397a)

“ 1
σ

?
2π
σ

ż

R

pσu`mqe´u2{2 (36.397b)
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où nous avons effectué le changement de variable u “ px´mq{σ. Nous utilisons ensuite l’intégrale
remarquable ż

R

e´u2{2du “ ?
2π. (36.398)

En ce qui concerne la variance, nous avons le même genre de calculs.

La loi normale réduite est la densité

γpxq “ γ0,1pxq “ 1?
2π
e´x2{2. (36.399)

La variable aléatoire X suit la loi N pm,σ2q si et seulement si la variable aléatoire Z “ X´m
σ suit

la loi normale réduite N p0, 1q.
Proposition 36.117.
La fonction caractéristique de la distribution normale N pm,σ2q est

ΦN pm,σ2qptq “ exp
ˆ
itm´ σ2t2

2

˙
. (36.400)

Démonstration. En suivant la formule (36.209), l’intégrale à calculer est

ΦN pm,σ2qptq “ 1
σ

?
2π

ż

R

eitxe´ 1
2 p x´m

σ q2
dx. (36.401)

Nous reconnaissons une transformée de Fourier. Afin de la calculer sans encombres, nous passons
par les fonctions intermédiaires suivantes :

gpxq “ e´ 1
2x

2

hpxq “ g
´x
σ

¯

kpxq “ hpx´mq.
(36.402)

La fonction caractéristique que nous cherchons est 1
σ

?
2π k̂ptq. Les formules liées à la transformée

de Fourier nous donnent

k̂ptq “ ĥptqeitm (36.403a)
ĥptq “ σĝpσtq (36.403b)

ĝptq “
ż

R

e´itxe´ 1
2x

2
dx “ ?

2πe´t2{2. (36.403c)

Attention : l’intégrale à calculer est une transformée de Fourier inverse, d’où la formule (36.403a)
qui a un signe de différence avec la formule usuelle. En recombinant toutes ces expressions nous
trouvons

ΦN pm,σ2q “ e´σ2t2{2eitm, (36.404)
ce qu’il nous fallait.

Exemple 36.118.
Une espérance qui sert de temps en temps est celle de X “ eβZ lorsque Z „ N p0, 1q. Elle se
calcule en remarquant que x2 ´ 2βx “ px´ βq2 ´ β2, donc

EpeβZq “ 1
2π

ż

R

eβxe´x2{2dx (36.405a)

“ 1?
2π

ż

R

e´ 1
2 px´βq2

eβ
2{2 (36.405b)

“ eβ
2{2

?
2π

ż

e´y2{2
dy (36.405c)

“ eβ
2{2. (36.405d)

△
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36.5.10 Vecteurs gaussiens

Source : [359, 670].

Définition 36.119.
Un vecteur aléatoire X : Ω Ñ Rd est un vecteur gaussien si toutes les combinaisons linéaires
de ses composantes sont des variables aléatoires normales. En d’autres termes, X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur u, la variable aléatoire u·X est gaussienne.

Le vecteur moyenne d’un vecteur gaussien est EpXq “ `
EpX1q, . . . , EpXnq˘ et sa matrice de

variance-covariance est la matrice

KX “ VarpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘ b `

X ´ EpXq˘
ı

(36.406)

où l’opération b est celle introduite autour de l’équation (11.444). Cela n’est rien d’autre que la
matrice de covariance de la variable aléatoire X : Ω Ñ Rd.

Lemme 36.120.
Si les variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles gaussiennes indé-
pendantes, alors le vecteur X “ pX1, . . . , Xnq est un vecteur gaussien.

Démonstration. Nous devons montrer que si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes, alors X`Y est encore gaussienne. L’indépendance nous assure les égalités suivantes
pour la fonction caractéristique :

ΦX`Y ptq “ E
`
eitpX´Y q˘ “ E

`
eitX

˘
E
`
eitY

˘
. (36.407)

Dans le cas où X et Y sont gaussiens nous trouvons

ΦX`Y ptq “ exp
ˆ
im1t´ σ2

1t
2

2

˙
exp

ˆ
im2t´ σ2

2t
2

2

˙
“ exp

ˆ
ipm1 `m2qt´ pσ2

1 ` σ2
2qt2

2

˙
.

(36.408)
Étant donné que la loi d’une variable aléatoire est entièrement déterminée par sa fonction carac-
téristique (théorème 36.66), nous déduisons que X ` Y est une normale de moyenne m1 ` m2 et
de variance σ “ σ2

1 ` σ2
2.

Proposition 36.121.
La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien est donnée par

ΦXpuq “ exp
ˆ
iu·EpXq ´ 1

2u·KXu

˙
(36.409)

où KX est la matrice de covariance de X.

Démonstration. Nous considérons la variable aléatoire réelle gaussienne u·X. Son espérance m “
Epu·Xq “ u·EpXq. Nous commençons par établir la formule suivante :

utKXu “ u·KXu “ E
”`rX ´ EpXqs ·u

˘2
ı
. (36.410)

Utilisant la linéarité de l’espérance,
ÿ

kl

EpAklqukul “
ÿ

kl

EpAklukulq, (36.411)

nous trouvons

KXpu, uq “ E
´

rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs
¯

pu, uq (36.412a)

“ E
´`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘pu, uq

¯
(36.412b)

“ E
´`rX ´ EpXqs ·u

˘`rX ´ EpXqs ·u
˘¯

(36.412c)

“ E
´`rX ´ EpXqs ·u

˘2
¯
. (36.412d)
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Par la linéarité du produit scalaire et de l’espérance,

rX ´ EpXqs ·u “ u·X ´ Epu·Xq, (36.413)

ce qui nous ramène à la variable aléatoire u·X. Nous avons alors

KXpu, uq “ E
”`rX ´ EpXqs ·u

˘2
ı

“ Varpu·Xq. (36.414a)

Nous avons donc obtenu une forme pour la variance de la variable aléatoire u·X. Étant donné
que u·X est gaussienne de moyenne m “ u·EpXq et de variance σ2 “ KXpu, uq, nous avons

Φu·Xptq “ exp
`
itm´ 1

2σ
2t2

˘
. (36.415)

Par ailleurs nous avons ΦXpuq “ Φu·Xp1q parce que

ΦXpuq “ E
`
eiu·X

˘ “ Φu·Xp1q. (36.416)

En utilisant la forme (36.415) pour Φu·X nous trouvons

ΦXpuq “ Φu·Xp1q “ exp
`
im´ 1

2σ
2˘ “ exp

´
iEpu·Xq ´ 1

2u·KXu
¯
. (36.417)

Théorème 36.122.
Soit X “ pX1, . . . , Xdq, un vecteur gaussien. Les composantes sont indépendantes si et seulement
si elles sont non corrélées.

Démonstration. Nous savons que les variables aléatoires indépendantes sont non corrélées. Nous
devons donc surtout prouver le contraire. Le fait que les variables aléatoires Xi soient non corrélées
signifie que la matrice de covariance est

KX “

¨
˚̋
σ2

1 0
. . .

0 σ2
d

˛
‹‚ (36.418)

où σ2
k “ VarpXkq. Notons mk “ EpXkq. Si u P Rd, nous avons en vertu de la proposition 36.121

que

ΦXpuq “ exp
´
ipu1m1 ` ¨ ¨ ¨ ` udmdq ´ 1

2pσ2
1u

2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ2

du
2
dq
¯

(36.419a)

“ exp
`
iu1m1 ´ 1

2σ
2
1u

2
1
˘
. . . exp

`
iudmd ´ 1

2σ
2
du

2
d

˘
(36.419b)

“ ΦX1pu1q . . .ΦXd
pudq. (36.419c)

Les variables aléatoires Xi sont donc indépendantes parce que la fonction caractéristique se facto-
rise.

Exemple 36.123.
Nous donnons à présent un exemple de deux variables aléatoires gaussiennes qui ne forment pas un
vecteur gaussien. Pour ce faire nous devons chercher des variables aléatoires non indépendantes.
Soit Y „ N p0, 1q et ϵ une variable aléatoire (indépendante de Y ) donnée par P pϵ “ ´1q “ 1

2 ,
P pϵ “ 1q “ 1

2 . Nous considérons le vecteur pY, ϵY q.
D’abord montrons que ϵY est une variable aléatoire gaussienne. Soit A un borélien de R. Nous

avons
P pϵY P Aq “ P pϵ “ ´1, Y P Aq ` P pϵ “ ´1,´Y P Aq. (36.420)
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Par indépendance et par symétrie de Y 19 nous trouvons

P pϵY P Aq “ P pϵ “ 1qP pY P Aq ` P pϵ “ ´1qP p´Y P Aq (36.421a)

“ 1
2P pY P Aq ` 1

2P p´Y P Aq (36.421b)

“ P pY P Aq. (36.421c)

Nous avons donc Y „ ϵY , et donc ϵY est gaussienne.
En ce qui concerne la covariance, nous savons que EpY q “ Epϵq “ 0, donc

CovpY, ϵY q “ EpY · ϵY q “ EpϵY 2q “ EpϵqEpY 2q “ 0. (36.422)

Note : EpY 2q “ 1.
Les variables aléatoires Y et ϵY ne sont pas indépendantes. En effet si elles l’étaient, Y serait

aussi indépendante de pϵY q2 “ Y 2, alors que Y et Y 2 ne sont pas indépendantes. Donc X “ pY, ϵY q
n’est pas un vecteur gaussien. △

Théorème 36.124 ([359]).
Soit m P Rd et K P Mpd,Rq une matrice symétrique et positive. Alors il existe un vecteur gaussien
de moyenne m et de matrice de covariance K.

Démonstration. Nous effectuons la preuve avec m “ 0. Nous choisissons l’espace probabilisé
pΩ,Aq “ pRr,BorpRrqq où r est le rang de K muni de la probabilité de densité

γpuq “ 1
p2πqr{2 exp

` ´ 1
2}u}2˘. (36.423)

Nous considérons la variable aléatoire
Y0 : Ω Ñ Rr

u ÞÑ u.
(36.424)

C’est une variable aléatoire gaussienne de loi PY0 “ γλd où λd est la mesure de Lebesgue sur
Rd. Sa densité (36.423) s’écrit comme le produit de r gaussiennes indépendantes ; sa matrice de
covariance est donc 1rˆr.

Étant donné que K est symétrique et positive, il existe une matrice d ˆ r telle que K “ AAt.
Pour voir cela, remarquons qu’il existe une matrice dˆd qui fait le travail. En effet K se diagonalise
par une orthogonale (théorème 9.212) :

K “ ADAt “ A
?
D

?
DAt (36.425)

où D est une matrice diagonale contenant d´ r zéros et
?
D est la matrice que l’on imagine. Donc

la matrice L “ A
?
D est une matrice telle que LLt “ K. Maintenant, étant donné que les d ´ r

dernières lignes de D sont vides, les d´ r dernières lignes de L n’ont pas d’importance et peuvent
être choisies nulles, voire même ne pas exister. La matrice A P Mdˆr,R qui réalise AAt “ K est la
« troncature » de L à ses r premières lignes.

Nous considérons la variable aléatoire Y “ AY0 : Ω Ñ Rd. Étant donné que AY0 est une
transformation linéaire d’un vecteur gaussien, c’est un vecteur gaussien. Nous avons encore mpY q “
0 et

VarpY q “ EpY b Y q “ E
`pAY0q b pAY0q˘ “ AEpY0 b Y0qAt “ AAt “ K (36.426)

parce que EpY0bY0q “ 1. Nous avons utilisé les formules du produit tensoriel introduit en (11.444),
et en particulier la formule (11.447).

Lorsqu’une matrice symétrique et positive K est donné, nous avons créé un vecteur gaussien de
covariance K en créant X “ AY où Y est le vecteur gaussien « le plus simple » et où A est donné
par AAt “ K. La proposition suivante montre l’inverse : un vecteur gaussien X peut se réduire

19. C’est-à-dire que P pY P Aq “ P pY P ´Aq “ P p´Y P Aq.
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au vecteur gaussien « le plus simple » en utilisant la transformation Y “ A´1X où A est encore
donnée par AAt “ K. Ce résultat nous permettra de voir les vecteurs gaussiens généraux comme
des « changements de coordonnées » par rapport au vecteur gaussien simple Y “ pY1, . . . , Ydq avec
Yi „ N p0, 1q.
Proposition 36.125.
Soit Y “ pY1, . . . , Ynq le vecteur gaussien formé des variables aléatoires indépendantes Yi „
N p0, 1q. Soit K une matrice symétrique et positive et la matrice A telle que AAt “ K. Alors
le vecteur X “ AY est gaussien de covariance K.

Démonstration. Nous montrons que la covariance de X “ AY est donnée par K. Nous avons

KX “ E
`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘ (36.427a)

“ E
`
ApY ´ EpY qq bApY ´ EpY qq˘ (36.427b)

“ E
´
A
`rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs˘At

¯
(36.427c)

“ EpAAtq (36.427d)
“ KX . (36.427e)

Nous avons utilisé le lemme 11.165 ainsi que le fait que

rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs “ KY “ 1. (36.428)

Notons que EpY q “ 0, mais cela ne joue pas ici.

Théorème 36.126.
Un vecteur gaussien X : Ω Ñ Rd possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue si et
seulement si sa matrice de covariance est inversible. Dans ce cas nous avons la densité

fXpxq “ 1
p2πqd{2

1a| detpKXq| exp
ˆ

´1
2 rX ´ EpXqs ·K´1

X rX ´ EpXqs
˙
. (36.429)

Démonstration. Nous supposons que EpXq “ 0. En utilisant la proposition 36.125, nous posons
X “ AY où Y est un vecteur gaussien Y „ N p0,1q et AAt “ KX . Si K n’est pas inversible, alors
A n’est pas inversible non plus. Notons r ă d le rang de A. Étant donné que X “ AY , la variable
aléatoire X prend presque surement ses valeurs dans l’image de A, c’est-à-dire dans un sous-espace
de dimension r ă d de Rd. Ce sous-espace est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, mais
de mesure 1 pour la mesure PX . La mesure PX ne peut donc pas avoir de densité par rapport à
celle de Lebesgue.

Supposons maintenant que KX soit inversible. La matrice A l’est aussi. Nous anticipons l’uti-
lisation du théorème de changement de variable 14.265. Ici le changement de variable sera la
transformation linéaire A dont le jacobien vaut

| detpA´1q| “ 1
detA “ 1a| detKX | . (36.430)

Soit γ la densité de Y . Nous posons

fXpxq “ 1a| detKX |γpA´1Xq (36.431)

où γ est le produit des densités de d gaussiennes usuelles N p0, 1q. Nous allons d’abord montrer
que cette formule est bien la fonction (36.429) et ensuite que X admet fX comme densité. Nous
avons

γpA´1q “ 1
p2πqd{2 exp

ˆ
´1

2}A´1x}2
˙
, (36.432)
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et

}A´1x}2 “ xA´1x,A´1xy (36.433a)
“ xpA´1qtA´1x, xy (36.433b)
“ xpAAtq´1x, xy (36.433c)
“ x·K´1

X x, (36.433d)

ce qui nous donne bien la formule (36.429). Nous vérifions maintenant que fX est bien une densité
pour X. Soit B un borélien de Rd. Nous avons d’abord

P pX P Bq “ P pAY P Bq “ P pY P A´1Bq. (36.434)

Ici nous avons utilisé le fait que A était bijectif. Nous avons ensuite

P pX P Bq “
ż

A´1B
γptqdy “

ż

B
γ
`
A´1x

˘|JA´1pxq|dx “
ż

B
fXpxqdx. (36.435)

C’est ici que nous avons utilisé le théorème de changement de variable 14.265.

36.5.11 Variable aléatoire de Rademacher

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire de loi

ϵ „ δ0 ´ δ1, (36.436)

sur l’ensemble Ω “ t0, 1u. C’est la variable aléatoire qui prend valeur 1 ou ´1 avec probabilité 1
2 .

Parmi les propriétés évidentes de cette variable aléatoire nous avons Epϵq “ 0 et Epϵ2q “ 1.

Proposition 36.127 (Inégalité de Khintchine[89]).
Soient r1, . . . , rn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Rademacher
et une combinaison linéaire

X “
nÿ

i“1
airi (36.437)

avec ai P R. Alors
}X}2 ď ?

eE
`|X|˘. (36.438)

Démonstration. Pour rappel la définition est que

}X}2 “
b
E
`|X|2˘. (36.439)

Vu que c’est de la quantité E
`|X|˘ que nous voulons parler, nous notons l’inégalité

E
`|X|˘ “

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌dP pωq ě ˇ̌ ż

Ω
XpωqdP pωqˇ̌ “ ˇ̌

EpXqˇ̌. (36.440)

Nous supposons que
řn
j“1 a

2
j “ 1 ; sinon nous multiplions les aj parce qu’il faut pour l’avoir et

ce facteur sortira des deux côtés de (36.438).
Nous allons passer par la variable aléatoire intermédiaire

Y “
nź

j“1
p1 ` iajrjq (36.441)
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et pour presque tout ω P Ω nous avons

|Y pωq| “
nź

j“1
|1 ` iajrjpωq| (36.442a)

“
nź

j“1

d
1 ` a2

j rjpωq2
loomoon

“1

(36.442b)

“
nź

j“1

b
1 ` a2

j (36.442c)

ď
nź

j“1

b
ea

2
j (36.442d)

“
gffe

nź

j“1
ea

2
j (36.442e)

“
b
e
ř
a2

j (36.442f)
“ ?

e. (36.442g)
Donc }Y }8 ď ?

e où }.}8 est la norme supremum sur Ω. Cela nous permet de donner une première
inégalité à propos de Ep|X|q. D’abord

ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ ˇ̌ ż

Ω
XpωqY pωqdP pωqˇ̌ ď

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌}Y }8dP pωq “ }Y }8E

`|X|˘, (36.443)

ensuite en remplaçant }Y }8 par la majoration que nous venons de donner de |Y pωq|,
?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌. (36.444)

Il nous reste à prouver que
ˇ̌
EpXY qˇ̌ ě }X}2.

Pour ce faire nous commençons par noter que pour chaque j nous avons Eprjq “ 0 et Epiajr2
j q “

iaj ; en utilisant l’indépendance des rj et le lemme 36.22 nous avons alors

EprjY q “ E
´
rjp1 ` iajrjq

ź

k‰j
p1 ` iakrkq

¯
(36.445a)

“ E
`
rjp1 ` iajrjq

˘ź

k‰j
Ep1 ` iakrkq (36.445b)

“ iaj
ź

k‰j

`
1 ` iakEprkq˘ (36.445c)

“ iaj . (36.445d)
Par conséquent, en utilisant la proposition 36.29 dans le cas non indépendant,

EpXY q “
nÿ

j“1
ajEprjY q “

ÿ

j

ajiaj “ i
ÿ

j

a2
j “ i. (36.446)

Nous pouvons compléter l’équation (36.444) en
?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ 1, (36.447)

et nous nous empressons de montrer que }X}2 “ 1. En effet }X}2 “ a
Ep|X|2q alors que

}X}2
2 “ E

`p
ÿ

i

airiq2˘ (36.448a)

“ E
´ÿ

k

a2
kr

2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajrirj

¯
(36.448b)

“
ÿ

k

a2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajEprirjq (36.448c)

“ 1 (36.448d)
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36.5.12 Loi de Student

Définition 36.128.
La loi χ2 à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire Y 2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` y2
n si les pYiq sont des

variables aléatoires normales indépendantes centrées et réduites.
La loi de Student à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

Xa
K{d (36.449)

où X „ N p0, 1q et K „ χ2pdq sont des variables aléatoires indépendantes. Cette loi est notée
T pdq

Nous avons une illustration de la densité de la loi χ2p10q à la figure 36.1.

5 10 15 20 25 30

1
20

1
10

Figure 36.1 – La densité de χ2p10q.

L’importance de cette loi sera dans le théorème de Cochrane 37.15.

36.5.13 Indépendance, covariance et variance de somme

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, nous avons défini la covariance par (36.69) :

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(36.450)

Une clef est le lemme 36.22 qui dit que lorsque X et Y sont indépendantes, alors EpXY q “
EpXqEpY q. Nous avons les liens suivants.

(1) Si X et Y sont indépendantes, alors CovpX,Y q “ 0.
(2) La réciproque n’est pas vraie par l’exemple 36.24.
(3) Si Z est un vecteur gaussien, les composantes Zi sont indépendantes si et seulement si la

matrice de covariance est diagonale, c’est-à-dire que les Zi sont deux à deux non corrélées ;
c’est le théorème 36.122.

(4) En ce qui concerne la variance d’une somme,

VarpX ` Y q “ VarpXq ` VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (36.451)

Donc lorsqueX et Y ne sont pas corrélées, la variance est sympa avec la somme. En particulier
lorsqu’elles sont indépendantes, mais pas seulement.
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36.6 Estimation des grands écarts
Si Sn est une somme de variables aléatoires de Bernoulli Xi indépendantes de probabilité p,

l’espérance de Sn{n est p, et nous voudrions savoir quelle est la probabilité d’avoir un taux de
succès un peu plus important :

P
`Sn
n

ě p` ϵ
˘
. (36.452)

La loi des grands nombres nous permet de dire que ça ne va pas être très grand. En effet si nous
posons

Yi “ Xi ´ p´ ϵ (36.453)

et
Zn “ 1

n

nÿ

i“1
Yi “ Sn

n
´ p´ ϵ, (36.454)

la loi des grands nombres (théorème 36.93) nous indique que

Zn
p.s.ÝÑ EpY1q “ ´ϵ. (36.455)

La proposition 36.78 sur le lien entre les types de convergence nous donne immédiatement la
convergence en loi. C’est-à-dire que pour tout η ą 0,

P
´

|Zn ` ϵ| ě η
¯

Ñ 0. (36.456)

En prenant η “ ϵ
2 ,

P pZn “ 0q ď P
`|Zn ` ϵ| ě ϵ

2
˘ Ñ 0. (36.457)

Tout cela montre que
lim
nÑ8P

`Sn
n

ě p` ϵ
˘ “ 0. (36.458)

Autrement dit, la probabilité de tomber à une distance fixée de la moyenne tend vers zéro lorsque
le nombre d’essais augmente. Rien d’étonnant.

Le théorème suivant nous indique la vitesse de convergence. Elle est exponentielle et le coeffi-
cient est donné en fonction de p et de ϵ.

Théorème 36.129 ([89]).
Soient des variables aléatoires Xi „ Bppq et

Sn “
nÿ

i“1
Xi „ Bpn, pq. (36.459)

Pour ϵ P s0, 1 ´ pr, nous définissons

h`pϵq “ pp` ϵq ln
ˆ
p` ϵ

p

˙
` p1 ´ p´ ϵq ln

ˆ
1 ´ p´ ϵ

1 ´ p

˙
. (36.460)

Alors
(1) h`pϵq ą 0.
(2) Pour tout n ě 1, nous avons

P

ˆ
Sn
n

ě p` ϵ

˙
ď e´nh`pϵq. (36.461)

(3) L’estimation (36.461) est optimale au sens que

lim
nÑ8

1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n

ě p` ϵ
˘˙ “ ´h`pϵq. (36.462)
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Démonstration. Pour tout t ě 0 nous avons :

P

ˆ
Sn
n

ě p` ϵ

˙
“ P

`
Sn ě np` nϵ

˘
(36.463a)

ď E
´
etpSn´np´nϵq

¯
(36.463b)

“ e´ntpp`ϵqE
`
etSn

˘
(36.463c)

“ e´ntpp`ϵq
8ÿ

k“0
etkP pSn “ kq (36.463d)

“ e´ntpp`ϵq
nÿ

k“0
etk

ˆ
n

k

˙
pkp1 ´ pqn´k (36.463e)

“ e´ntpp`ϵq`p1 ´ pq ` pet
˘n (36.463f)

“ exp
´

´ n
`
tpp` ϵq ´ lnp1 ´ p` petq˘

¯
. (36.463g)

Justifications :
— L’inégalité (36.463b) est l’inégalité de Markov (corolaire 36.92) avec ϕpxq “ etx.
— La ligne (36.463d) est une utilisation du théorème de transfert 36.68.

Nous posons maintenant
h “ sup

tą0

`
tpp` ϵq ´ lnp1 ´ p` petq˘. (36.464)

Pour cette valeur de h nous avons

P

ˆ
Sn
n

ě p` ϵ

˙
ď e´nh. (36.465)

Nous considérons la fonction

g : R` Ñ R

t ÞÑ tpp` ϵq ´ lnp1 ´ p` petq. (36.466)

Elle vérifie gp0q “ 0 et

g1ptq “ pp` ϵq ´ pet

1 ´ p` pet
(36.467a)

g1p0q “ pp` ϵq ´ p

1 ´ p` p
“ ϵ ą 0. (36.467b)

Par conséquent sur un voisinage de t “ 0 la fonction g est strictement croissante et nous concluons
que g prend (au moins) quelques valeurs strictement positives. Du coup nous avons

h “ }g}8 ą 0. (36.468)

Nous cherchons maintenant pour quelle valeur de t est réalisé le maximum de g. D’abord résoudre
g1ptq “ 0 donne

t0 “ ln
ˆpp` ϵqp1 ´ pq
pp1 ´ p´ ϵq

˙
(36.469)

Vu que g1ptq Ñ p ` ϵ ´ 1 ă 0, nous avons limtÑ8 gptq “ ´8 et donc le t0 trouvé est bien un
maximum et non un minimum.

Il est maintenant loisible de calculer une valeur pour h : il suffit de calculer gpt0q. La calcul
n’est pas très compliqué et donne

h “ gpt0q “ pp` ϵq ln
ˆ
p` ϵ

p

˙
` pp` ϵ´ 1q ln

ˆ
1 ´ p

1 ´ p´ ϵ

˙
, (36.470)

ce qui est bien h “ h`pϵq. Cela démontre les points (1) et (2).
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Nous montrons à présent l’aspect optimal de l’estimation. Nous savons déjà que
1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n

ě p` ϵ
˘˙ ď h`pϵq. (36.471)

Nous posons kn “ rnpp` ϵqs. Vu que p` ϵ ă 1 et que Sn ď n, nous avons

P
`Sn
n

ě p` ϵ
˘ “ P

`
Sn ě npp` ϵq˘ ě P pSn “ knq “

ˆ
n

kn

˙
pknp1 ´ pqn´kn . (36.472)

C’est maintenant que nous utilisons la formule de Stirling (lemme 20.207) pour chacune des fac-
torielles intervenant dans le coefficient binomial. Nous trouvons :

P

ˆ
Sn
n

ě p` ϵ

˙
ě P pSn “ knq “ ♣ “

`
n
e

˘n ?
2πnαpnqpknp1 ´ pqn´kn

`
kn
e

˘kn ?
2πknαpknq `n´kn

e

˘n´kn
a

2πpn´ knq
. (36.473)

Nous savons que kn “ npp ` ϵq ` σpnq avec σ borné par 1. Par conséquent n ´ kn Ñ 8 et nous
pouvons regrouper les coefficients en α en

βpnq “ αpnq
αpknqαpn´ knq Ñ 1. (36.474)

Nous remarquons aussi que les e se simplifient. Nous récrivons ♣ sous la forme

♣ “ 1?
2π

c
n

knpn´ knqβpnq
loooooooooooooomoooooooooooooon

“Apnq

nnpknp1 ´ pqn´kn

kkn
n pn´ knqn´kn

(36.475a)

“ Apnqnn
ˆ
p

kn

˙kn
ˆ

1 ´ p

n´ kn

˙n´kn

(36.475b)

“ Apnq
ˆ
np

kn

˙kn
ˆ
np1 ´ pq
n´ kn

˙n´kn

. (36.475c)

Nous passons au logarithme et nous étudions 1
n ln

`
P pSn “ knq˘. Nous avons les termes suivants à

étudier :
1
n

ln
`
P pSn “ knq˘ “ ´ 1

2n lnp2πq ` 1
2n ln

ˆ
n

knpn´ knq
˙

` kn ln
ˆ
np

kn

˙
` pn´ knq ln

ˆ
np1 ´ pq
n´ kn

˙
` 1
n

ln
`
αpnq˘.

(36.476)

Nous étudions terme à terme la limite de cela lorsque n Ñ 8.
(1) Le terme 1

2n lnp2πq ne pose pas de problèmes. Il tend vers zéro.
(2) Si nous remplaçons kn par npp` ϵq ` σpnq nous voyons que ce qui est dans le logarithme est

majoré par 1
P pnq pour un certain polynôme P . Ce terme est dans le cas lnpP pnqq

n qui tend vers
zéro lorsque n Ñ 8.

(3) Pour ce terme nous remplaçons kn par npp` ϵq ` kn ´npp` ϵq. Nous devons alors étudier la
limite de

pp` ϵq ln
ˆ
np

kn

˙
` kn ´ npp` ϵq

n
ln
ˆ
np

kn

˙
. (36.477)

Ce qui est dans les logarithmes est encadré de la façon suivante :
npp` ϵq
np

ď kn
np

ď npp` ϵq ` 1
np

. (36.478)

Donc la limite de kn{np est pp ` ϵq{p. Les logarithmes restent bornés. Pour le second terme
de (36.477), le numérateur du coefficient est borné par 1. Donc le second terme tend vers
zéro et le tout tend vers

pp` ϵq ln
ˆ

p

p` ϵ

˙
. (36.479)



36.7. SIMULATIONS DE RÉALISATIONS DE VARIABLES ALÉATOIRES 2411

(4) Nous devons enfin étudier le dernier terme. La combinaison n´kn
n s’étudie de la façon sui-

vante :
n´ kn
n

“ n´ npp` ϵq ` npp` ϵq ´ kn
n

“ np1 ´ p´ ϵq ` npp` ϵq ´ kn
n

Ñ 1´p´ϵ (36.480)

parce que npp` ϵq ´ kn est borné par 1. Sachant cela, notre terme a pour limite
n´ kn
n

ln
ˆ
np1 ´ pq
n´ kn

˙
Ñ p1 ´ p´ ϵq ln

ˆ
1 ´ p

1 ´ p´ ϵ

˙
. (36.481)

En remettant tous les morceaux bouts à bout,
1
n
P pSn “ knq Ñ p1 ` ϵq ln

ˆ
p

p` {e
˙

` p1 ´ p´ ϵq ln
ˆ

1 ´ p

1 ´ p´ ϵ

˙
“ ´h`pϵq. (36.482)

Étant donné que nous avions déjà prouvé que P
`
Sn
n ě p` ϵ

˘ ě P pSn “ knq, nous avons

lim inf
nÑ8

1
n

ln
´
P pSn

n
ě p` ϵq

¯
ě lim

nÑ8
1
n
P pSn “ knq “ ´h`pϵq. (36.483)

En combinant avec (36.471) nous trouvons que

lim
nÑ8

1
n

ln
´
P
`Sn
n

ě p` ϵ
˘¯ “ h`pϵq. (36.484)

Pour cette dernière déduction nous utilisons le fait que si panq est une suite telle que an ď l et
lim infnÑ8 an “ l, alors panq admet une limite qui vaut l.

36.7 Simulations de réalisations de variables aléatoires
Le générateur de base que possède un système informatique est un générateur de nombres

pseudo-aléatoires de nombres entiers entre 0 et m´ 1 généré par une suite du type

xn`1 “ paxn ` bq mod m. (36.485)

36.7.1 Générateur uniforme

36.7.1.1 Première méthode

Une première façon de générer une variable aléatoire de loi uniforme sur s0, 1r est de diviser
par m´ 1 la suite de xn. En effet nous avons la proposition suivante.

Proposition 36.130.
Si pYnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
uniforme sur t0, . . . , n´ 1u. Alors

Yn
n

LÝÑ U r0, 1s. (36.486)

Démonstration. Nous prouvons la convergence en loi en passant par la fonction de répartition et
la proposition 36.79. La fonction de répartition de la densité U r0, 1s est

FXpxq “ x1|r0,1s. (36.487)

La fonction de répartition de la variable aléatoire (discrète) Xn “ Yn
n est

P pYn
n

ď xq “ P pYn ď nxq “ tnxu

n
(36.488)

où tau est le plus grand entier inférieur à a. Nous avons évidemment

lim
nÑ8

tnxu

n
“ x, (36.489)

ce qui montre la convergence des fonctions de répartitions et donc la convergence en loi qui nous
intéresse.
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36.7.1.2 Seconde méthode

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la
loi Yn „ U t0, . . . ,m´ 1u. Alors la série de variables aléatoires

Z “
8ÿ

k“0

Yk
mk`1 (36.490)

est une série qui converge presque surement parce que Yk est borné par m. Avec probabilité zéro
nous avons Z “ ř

k 1{mk qui converge. Nous avons

Z „ U r0, 1s. (36.491)

L’argument pour montrer cette loi est qu’en base m, la variable aléatoire Z a un développement
décimal Z “ 0.Y1Y2Y3Y4 ¨ ¨ ¨.

36.7.2 Simulation par inversion

Nous cherchons maintenant à simuler une loi X de fonction de répartition F .

Définition 36.131.
Soit f : R Ñ r0, 1s une fonction croissante, continue à droite et telle que

lim
xÑ´8 fpxq “ 0 (36.492a)

lim
xÑ8 fpxq “ 1. (36.492b)

L’inverse généralisé de f , notée f´1 est la fonction définie par

f´1ptq “ inftx tel que fpxq ě tu. (36.493)

Remarque 36.132.
L’inverse généralisé d’une fonction bijective est la vraie fonction réciproque usuelle.

Proposition 36.133.
Soit f une fonction admettant un inverse généralisé f´1. Alors nous avons f´1ptq ď a si et
seulement si t ď fpaq.

La continuité à droite joue pour démontrer cette proposition.

Proposition 36.134.
Si F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X et si V est une variable aléatoire de
loi uniforme U r0, 1s, alors F´1pUq a la même loi que X.

Démonstration. Nous montrons que les fonctions de répartition de X et de F´1pUq sont identiques.
En utilisant la proposition 36.133, nous avons

P
`
F´1pUq ď y

˘ “ P
`
U ď F pyq˘ (36.494a)

“ F pyq (36.494b)
“ P pX ď yq. (36.494c)

Donc F´1pUq est la fonction de répartition de X.

La difficulté de la méthode par inversion est qu’il faut être capable de calculer l’inverse de la
fonction de répartition de la loi à simuler.
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36.7.2.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle est une loi qui peut être simulée par inversion. La fonction de répartition
vaut

F pxq “ 1 ´ eλx, (36.495)

et l’inverse vaut
F´1pxq “ ´ 1

λ
lnp1 ´ yq. (36.496)

Par conséquent, une bonne formule pour simuler une loi exponentielle est

´ 1
λ

lnp1 ´ Uq. (36.497)

Notez que U étant uniforme, nous pouvons tout autant prendre ´ lnpUq{λ.

36.7.3 Algorithme de Box-Muller

Il s’agit de simuler une loi gaussienne. La proposition est la suivante.

Proposition 36.135.
Si U et V sont des variables aléatoires indépendantes de même loi uniforme sur r0, 1s, alors le
couple

pX,Y q “ `a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘ (36.498)

vérifie
(1) X est indépendante de Y
(2) X et Y sont de loi N p0, 1q.

Démonstration. Nous allons montrer la proposition en utilisant les fonctions tests. Soit donc
φ : R2 Ñ R une fonction bornée et mesurable. Soient Z et W , deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi N p0, 1q. Nous allons montrer que

F
`
φpX,Y q˘ “ E

”
φ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

ı
. (36.499)

Par indépendance de U et V , la densité du couple est le produit des densités, donc en passant aux
coordonnées polaires,

♢ “ E
“
φpZ,W q‰ (36.500a)

“ 1
2π

ż 8

´8

ż 8

8
φpx, yqe´x2{2e´y2{2dxdy (36.500b)

“ 1
2π

ż 2π

0
dθ

ż 8

0
φpr cos θ, r sin θqe´r2{2rdr. (36.500c)

Nous posons u “ e´r2{2 et v “ θ
2π . En particulier r “ a´2 lnpuq et

♢ “
ż 1

0

ż 1

0
φ
`a´2 lnpuq cosp2πvq,a´2 lnpuq sinp2πvq˘dudv (36.501a)

“ E
´
φ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

¯
(36.501b)

parce que mesure dudv est la densité de la loi uniforme.

En pratique, la formule

px, yq ÞÑ `?´2 ln x cosp2πyq,?´2 ln x sinp2πyq˘ (36.502)

est une façon d’obtenir deux gaussiennes à partir de deux variables uniformes.
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36.7.4 Méthode du rejet

La méthode du rejet permet de simuler des lois à densité. Soit f la densité de la loi à simuler.
Nous faisons les hypothèses suivantes.

(1) Il existe une densité g d’une variable aléatoire facile à simuler.
(2) Il existe un k ě 0 tel que fpxq ď kgpxq.

Remarque 36.136.
Le k de la seconde hypothèse est nécessairement plus grand que 1. En effet,

1 “
ż
f ď k

ż
g “ k (36.503)

parce que f et g sont des densités et ont donc une intégrale égale à 1.

Proposition 36.137.
Soient pXnq et pUnq des suites de variables aléatoires indépendantes au sens où non seulement les
Xi et Uk sont indépendants entre eux, mais de plus Xi est indépendant de Uj pour tout i et j.
Nous supposons que les Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de densité g et que les
Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme.

Nous introduisons la variable aléatoire à valeurs dans N

ppωq “ inftn ě 0 tel que α
`
Xnpωq˘ ě Unpωqu (36.504)

où α est la fonction définie par

αpxq “
#

fpxq
kgpxq si gpxq ‰ 0
0 si gpxq “ 0.

(36.505)

Alors la variable aléatoire Y définie par

Y pωq “ Xppωqpωq (36.506)

admet f pour densité.

Démonstration. D’abord étant donné que fpxq ď kgpxq nous avons αpxq P r0, 1s. Nous pouvons
à priori avoir ppωq “ 8, ce qui rendrait caduque la définition de Y pωq. Montrons donc pour
commencer que P pp “ 8q “ 0. En utilisant l’indépendance nous avons

P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ lim
NÑ8

Nź

i“1
P
`
αpXiq ă Ui

˘
(36.507a)

“ lim
NÑ8P

`
αpX1q ă U1

˘N
. (36.507b)

Pour conclure nous devons prouver que P
`
αpX1q ă U1

˘ ă 1. Pour cela nous calculons

P
`
αpX1q ă U1

˘ “
ż

R

dx

ż 1

0
du1αpxqăugpxq (36.508a)

“
ż

R

gpxq`1 ´ αpxq˘dx (36.508b)

“
ż

R

ˆ
gpxq ´ fpxq

k

˙
(36.508c)

“ 1 ´ 1
k

(36.508d)

ă 1. (36.508e)

L’équation (36.507) nous permet donc de conclure que P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ 0. Par conséquent
la variable aléatoire Y pωq “ Xppωqpωq a un sens.
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Nous devons maintenant prouver que Y a bien f pour densité. Pour cela nous considérons un
ensemble mesurable A P BorpRq et nous montrons que P pY P Aq “ ş

A fpxqdx. Nous avons

P pY P Aq “ P pXp P Aq “
8ÿ

i“1
P pXj P A, p “ jq. (36.509)

Par ailleurs nous avons

P pXj P A, p “ jq “ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj , αpXmq ă Um @m ď j ´ 1

˘

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘
P
`
αpX1q ă U1

˘j´1

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ˆ
1 ´ 1

k

˙j´1
.

(36.510)

Étant donné que gpxqdx est la densité de Xj et que du est la densité de U , nous avons

P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ “
ż

R

ż 1

0
1xPA1αpxqěugpxqdudx (36.511a)

“
ż

R

gpxq1xPA
ż 1

0
1αpxqěudu

looooooomooooooon
αpxq

dx. (36.511b)

“
ż

R

1xPA
fpxq
k

dx (36.511c)

“ 1
k
P pX P Aq. (36.511d)

En remplaçant dans l’équation (36.510) nous trouvons

P pXj P A, p “ jq “ 1
k
P pX P Aq

ˆ
1 ´ 1

k

˙j´1
. (36.512)

Et enfin, l’équation (36.509) donne

P pY P Aq “ 1
k
P pX P Aq

8ÿ

i“1

ˆ
1 ´ 1

k

˙j´1
“ P pX P Aq. (36.513)

36.7.5 Simuler une loi géométrique à l’ordinateur

Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec
Xn „ Bppq, alors

Z “ mintk ě 1 tel que Xk “ 1u „ G ppq. (36.514)

Nous avons alors P pZ “ kq “ p1 ´ pqkp.
Si nous avons un générateur de lois de Bernoulli de paramètre p, alors nous on simulons jusqu’à

obtenir 1 et nous comptons combien de simulations ont été nécessaires.

36.7.6 Simuler une loi exponentielle à l’ordinateur

Nous pouvons utiliser la méthode de l’inversion. Étant donné que la fonction de répartition de
la loi exponentielle est F pxq “ 1 ´ e´λx, nous avons F´1pyq “ 1

λ lnp1 ´ yq. Par conséquent à partir
d’un générateur uniforme U , nous pouvons calculer

F´1pUq “ 1
λ

lnpUq (36.515)

qui suivra une loi exponentielle d’espérance 1{λ.
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36.7.7 Simuler une loi de Poisson à l’ordinateur

Nous savons du point 36.5.8 que si les Ti sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi E pλq, alors nous avons

maxtn ě 1 tel que
ÿ

i

Ti ď 1u „ Ppλq. (36.516)

La façon usuelle pour créer une loi exponentielle est d’avoir un générateur de loi uniforme Ui et
d’écrire que

´ 1
λ

lnpUiq „ E pλq. (36.517)

Nous devons donc faire la somme de telles variables aléatoires et voir à partir de quel moment la
somme dépasse 1. Le calcul est le suivant :

´
nÿ

i“1

1
λ

lnpUiq ď 1 (36.518)

implique
nź

i“1
Ui ď e´λ. (36.519)

En pratique, la variable aléatoire qui se comporte comme une loi de Poisson de paramètre λ est

N “ maxtn ě 1 tel que
nź

i“1
Ui ě e´λu. (36.520)

Nous générons donc des nombres aléatoires entre 1 et 1 et nous effectuons le produit jusqu’à ce
qu’il passe en dessous de e´λ. À ce moment, nous retournons le nombre de nombres qu’il a fallu
générer.

36.8 Sage
Nous allons montrer maintenant quelques trucs importants dans l’utilisation de Sage pour

réaliser des petits graphiques.

Remarque 36.138.
Dans ce qui suit, nous allons parler de « Sage », mais en réalité nous allons surtout parler du
module scipy qui fait partie des modules hyper-usuels de Python. Les remerciements vont donc
au moins autant du côté de l’équipe de scipy que vers celle de Sage.

36.8.1 Loi exponentielle

Il faut savoir que la définition d’une loi continue retourne automatiquement la loi centrée
réduite. Pour avoir une loi exponentielle de moyenne donnée, il faut donc préciser de façon plus
maligne que ce que l’on croit.

1 from scipy i m p o r t stats
2

3 X=stats.expon(scale =5)
4 print (X.mean ()) # r e t o u r n e 5
5

6 P=plot( X.pdf ,x ,0 ,10 )
7 show(P) # A f f i c h e le g r a p h i q u e

tex/frido/code_sage1.py
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36.8.2 Inverser des lois

Pour trouver des intervalles de confiance, il faut souvent calculer des inverses de loi. Bien
entendu Sage le fait. Ce que sage connaît, c’est l’inverse de la fonction de survie. Autrement dit si
X est une variable aléatoire, X.sf est la fonction x ÞÑ 1 ´P pX ă xq et X.isf en est l’inverse. Pour
résoudre P pX ă ξq “ α, il faut résoudre F pξq “ α, c’est-à-dire

1 ´ F pξq “ 1 ´ α, (36.521)

ce qui se fait de la façon suivante : le programme suivant donne pour une loi normale centrée
réduite la valeur de ξ pour laquelle P pN ă ξq “ 0.05 :

1 from scipy i m p o r t stats
2

3 N=stats.norm
4 print N.mean () # 0
5 print N.var () # 1
6

7 xi = N.isf (0.95)
8 print xi # -1.64485
9

10 N.cdf(xi) # V é r i f i c a t i o n : 0.05
11

12 # G r a p h i q u e s de la f o n c t i o n de d e n s i t é et la c u m u l a t i v e .
13 P=plot(N.cdf ,x , -10 ,10)
14 Q=plot(N.pdf ,x,-10,10, color=" red ")
15 show(P+Q)

tex/frido/code_sage2.py

36.9 Monte-Carlo
Nous voudrions calculer une valeur approchée de l’intégrale

I “
ż b

a
fpxqdx. (36.522)

Les méthodes classiques consistent à discrétiser l’intervalle ra, bs et en calculant une somme de la
forme

ř
iwifpxiq.

L’idée de Monté Carlo est de remplacer le découpage déterministe xi par des variables aléatoires
Xi en trois étapes.

(1) Pour cela nous commençons par écrire l’intégrale comme une espérance : I “ EpXq où X est
une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé pΩ,F , P q à déterminer. Une contrainte
est évidemment d’avoir X P L1pΩ,F , P q.

(2) Nous générons une suite indépendantes et identiquement distribuée de variables aléatoires
pXnq de même loi que X et la loi (forte) des grands nombres implique que

X̄n “ 1
n

nÿ

k“1
Xk

p.s.ÝÑ EpXq “ I. (36.523)

(3) Le dernier point sera de donner un intervalle de confiance.

Exemple 36.139.
Nous voudrions déterminer de façon approchée l’intégrale I “ ş1

0 fpxqdx. Si U „ U r0, 1s, alors

I “ E
`
fpUq˘ (36.524)
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et il suffit de faire
I » 1

n

nÿ

k“1
fpUiq. (36.525)

où mes Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1s. △

Exemple 36.140.
Supposons que la fonction à intégrer se présente sous la forme fpxq “ hpxqgpxq avec g ě 0 et telle
que l’intégrale

ş
R
g existe. Notons

c “
ż

R

g (36.526)

et
I “

ż

R

hpxqcgpxq
c
dx. (36.527)

Nous avons alors I “ E
`
chpY q˘ où Y admet la densité gpxqc. △

Passons au cas de plusieurs variables et considérons l’intégrale

I “
ż

r0,1s1
fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (36.528)

Nous écrivons
I “ E

`
fpU1, . . . , Udq˘ (36.529)

où les Ui sont de loi uniformes sur r0, 1s. En pratique, nous générons une suite de variables aléatoires
de pZkq de lois uniformes que nous regroupons par paquets :

Vk “ pZdk, Zdk`1, . . . , Zdpk`1q´1q. (36.530)

Ces variables aléatoires Vk sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1sd. Ensuite
la loi des grands nombres nous indique que

I „ 1
n

nÿ

k“1
fpVkq. (36.531)

36.9.1 Intervalle de confiance

36.9.1.1 Principe

Nous supposons que nous travaillons sur une approximation de Monte-Carlo telle que la variable
aléatoire choisie soit dans L2. La loi des grands nombres nous dit que X̄n „ I tandis que le théorème
central limite nous enseigne que

X̄n ´ EpXq
σ{?

n
LÝÑ N p0, 1q . (36.532)

Par conséquent

P

ˆ
X̄n ´ EpXq
σ{?

n
P r´u, us

˙
» P p´u ď Z ď uq (36.533)

où Z „ N p0, 1q. En remplaçant EpXq par I et en effectuant les manipulations usuelles, nous
trouvons que P pI P Jαq “ 1 ´ α si

Jα “ “
X̄n ´ uα

σ?
n
, X̄n ` uα

σ?
n

‰
(36.534)

où σ2 est la variance de X. Si σ n’est pas connue, alors nous le remplaçons par un estimateur

S1
n “ 1

n´ 1

nÿ

k“1
pXk ´ X̄nq2 (36.535)
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et nous considérons l’intervalle

J 1
α “ “

X̄n ´ uα
S1
n?
n
X̄n ` uα

S1
n?
n

‰
. (36.536)

Il y a deux façons de faire diminuer la longueur de l’intervalle de confiance : augmenter n ou
diminuer σ. Pour le second point, le choix de X dans I “ EpXq est essentiel.

Exemple 36.141.
Soit à calculer

I “ 1?
2π

ż

R

eβze´z2{2dz (36.537)

avec β ą 0. Nous introduisons la variable aléatoire X “ eβZ avec Z „ N p0, 1q. Nous avons alors

I “ EpXq. (36.538)

Par ailleurs l’intégrale demandée vaut eβ2{2. En appliquant les formules vues plus haut nous trou-
vons

Jα “ “
X̄n ´ uα

σ?
n
, X̄n ` uα

σ?
n

‰
(36.539)

où
σ2 “ VarpXq “ Epe2βZq ´ Epeβzq2 “ e2β2 ´ eβ

2
. (36.540)

Nous avons utilisé la formule (36.405). Si nous choisissons β “ 2, nous trouvons σ2 » 2926. Donc
si nous voulons une longueur de Jα plus petite que 10´2 tout en demandant α “ 0.05 (ce qui
implique uα “ 1.96), nous devons avoir

1.962973?
n

ă 10´2, (36.541)

c’est-à-dire environ n “ 1011, ce qui soit dit en passant est très largement au delà des capacités de
la commande de scilab[671] 20. △

Nous allons maintenant voir quelques méthodes pour réduire la variance.

36.9.1.2 Échantillonnage préférentiel

Nous devons calculer I “ ş
R
fpxqdx. Pour cela nous introduisons une densité g et nous écrivons

I “
ż

R

fpxq
gpxq gpxqdx “ E

ˆ
fpY q
gpY q

˙
(36.542)

où Y est de densité g. Il faut essayer de trouver g de telle sorte à ce que

Var
ˆ
fpY q
gpY q

˙
(36.543)

soit la plus petite possible.

36.9.1.3 Méthode de la variable de contrôle

Soit I “ EpXq. Nous introduisons une variable aléatoire Z et nous écrivons

I “ EpX ´ Zq ` EpZq. (36.544)

Il faut alors choisir Z de telle sorte que EpZq soit calculable et que X ´ Z ait une variance plus
faible. En particulier, Z ne peut pas être indépendante de X.

20. Je n’ai pas vérifié si c’est encore le cas avec les nouvelles versions de scilab. Écrivez-moi si vous le savez.
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36.9.1.4 Variables antithétiques

Soit I “ ş1
0 fpxqdx. La première idée (exemple 36.139) est d’écrire

I “ E
`
fpUq˘ (36.545)

où U „ U r0, 1s, mais nous n’avons pas de garanties sur la variance de fpUq. Nous pouvons écrire

I “ E
`
fpUq˘ “ E

”1
2
`
fpUq ´ fp1 ´ Uq˘

ı
. (36.546)

Ici 1´U est encore une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, mais il se fait que la variable aléatoire

Z “ 1
2
`
fpUq ` fp1 ´ Uq˘ (36.547)

a une variance inférieure à Var
`
fpUq˘. En effet, fpUq et fp1 ´Uq ne sont pas indépendantes, par

conséquent le résultat du lemme 36.23 n’est pas valide, par contre la proposition 36.32 reste vraie
et nous avons

VarpZq “ 1
4 Var

`
fpUq˘ ` 1

4 Var
`
fp1 ´ Uq˘ ` 1

2 Cov
`
fpUq, fp1 ´ Uq˘. (36.548)

Nous avons Var
`
fp1 ´Uq˘ “ Var

`
fpUq˘. En ce qui concerne le terme avec la covariance, nous lui

appliquons l’équation (36.58) :

Cov
`
fpUq, fp1 ´ Uq˘ “ E

´
pfpUq ´ Iqpfp1 ´ Uq ´ Iq

¯
(36.549a)

ď E
`pfpUq ´ Iq2˘1{2

E
`pfp1 ´ Uq ´ Iq2˘1{2 (36.549b)

“ Var
`
fpUq˘ (36.549c)

où nous avons utilisé le fait que E
`
fpUq˘ “ E

`
fp1 ´ Uq˘ “ I. Au final nous avons bien obtenu

VarpZq ď Var
`
fpUq˘. (36.550)

36.10 Résultats qui se démontrent avec des variables aléatoires

36.10.1 Nombres normaux

Tout nombre x P r0, 1r admet un unique 21 développement en base b ě 2 :

x “
8ÿ

n“1

ϵnpxq
bn

(36.551)

avec ϵnpxq P A “ t0, . . . , b´ 1u.
Soit k ě 1 et r P Ak ; nous posons

Nxpr, nq “ Card
␣
i P t1, . . . , n´ k ` 1u tel que ϵ1pxq “ r1, . . . , ϵi`k´1 “ rk

(
. (36.552)

C’est le nombre d’occurrences du motif r (de longueur k) dans les n premières décimales de x.

Définition 36.142.
Un nombre x P r0, 1r est normal en base b si pour tout r P t0, . . . , b´ 1uk nous avons

Nxpb, nq
n

Ñ 1
bk
. (36.553)

Un nombre est normal si il est normal en toute base.
21. Nous excluons 1 parce que son développement en puissances négatives de b est zéro.



36.10. RÉSULTATS QUI SE DÉMONTRENT AVEC DES VARIABLES ALÉATOIRES 2421

Proposition 36.143 ([672, 89]).
Au sens de la mesure de Lebesgue, presque tous les nombres de r0, 1r sont normaux.

Démonstration. Pour x P r0, 1r, nous notons ϵnpxq son développement en base b. Cela nous donne
des variables aléatoires ϵi : r0, 1rÑ A dont la loi de probabilité est donnée par

P pϵ1 “ dq “ P
`rd
b
,
d` 1
b

r˘ “ 1
b

(36.554)

parce que l’intervalle rdb , d`1
d r est l’ensemble des nombres de r0, 1r dont la première décimale est d.

Pour la loi des ϵi, il faut un peu plus découper, mais ça donne le même résultat : P pϵi “ dq “ 1{b.
Ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées. Nous considérons aussi
la variable aléatoire

Npr, nq : r0, 1r Ñ N

x ÞÑ Nxpr, nq (36.555)

Pour un r P A fixé, nous définissons encore la variable aléatoire

Xj : A Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si ϵjpxq “ b

0 sinon.
.

(36.556)

Les variables aléatoires Xj sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identique-
ment distribuées de paramètre EpXjq “ P pXj “ 1q “ P pϵ1 “ bq “ 1

b . Nous pouvons utiliser dessus
la loi forte des grands nombres (théorème 36.93). Pour dire que

1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ 1
b
. (36.557)

Mais en réalité nous avons aussi
řn
j“1Xj “ Npr, nq parce que en appliquant à x P r0, 1r :

nÿ

j“1

#
1 si ϵjpxq “ r

0 sinon
“ Card

␣
i P t1, . . . , nu tel que ϵipxq “ r

( “ Nxpr, nq, (36.558)

de sorte que l’équation (36.557) nous dit exactement que pour tout r P A,

lim
nÑ8

Nxpr, nq
n

“ 1
b

(36.559)

pour presque tout x P r0, 1r.
Il reste à prouver la même chose pour tout r P Ak. Voyons avec k “ 2 et r “ pu, vq P A2. Nous

posons
Yj “ 1tϵj“u,ϵj`1“vu, (36.560)

et Npr, nq “ řn´1
j“1 Yj . Les Yi sont encore des binomiales de paramètre 1

b2 , mais elles ne sont pas
indépendantes. En effet pour avoir Y1pxq “ Y2pxq “ 1, il faut que les trois premières décimales de
x soit en même temps de la forme uv. et .uv, donc

P pY1, Y2 “ 1q “ b3δu,v (36.561)

alors que P pY1 “ 1qP pY2 “ 2q “ b4. Nous pouvons contourner ce problème en remarquant que les
ϵi, eux, sont indépendants. Donc le lemme de regroupement 36.16 nous dit que la famille tY2nu
est une famille de variables aléatoires indépendantes (et idem pour la famille Y2n´1). En effet, les
variables aléatoires Y2n correspondent à la partition 23, 45, 67, etc.

Nous appliquons la loi des grands nombres sur les deux familles indépendamment :

1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

p.s.ÝÑ 1
b2 (36.562)
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et
1
n

nÿ

j“1
Y2j

p.s.ÝÑ 1
b2 (36.563)

Pour rappel, le but pour l’instant est d’établir la limite limnÑ8 1
n

řn
j“1 Yj “ 1

b2 . Nous allons l’établir
séparément pour les termes pairs et impairs de la suite. Pour les pairs :

1
2n

2nÿ

j“1
Yj “ 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
p.s.ÝÑ 1

b2 (36.564)

Pour les impairs 22,

1
2n´ 1

2n´1ÿ

j“1
Yj “ n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
Ñ 1

b2 (36.565)

parce que les deux parenthèses convergent vers 1
b2 alors que les coefficients devant convergent vers

1
2 .

Au final nous avons bien

Npr, nq
n

“ 1
n

n´1ÿ

j“1
Yj “ n´ 1

n

˜
1

n´ 1

n´1ÿ

j“1
Yj

¸
Ñ 1

b2 (36.566)

tant que r P A2.
Pour prouver la même chose avec r P Ak, il suffit de faire le même raisonnement en divisant

en plus de paquets : tYkj`mum“1,...,k´1 sont indépendants et nous utilisons k fois la loi des grands
nombres.

Donc pour toute base b nous savons que les nombres normaux en base b forment un ensemble
de mesure nulle dans r0, 1r. Il reste à voir que leur union reste de mesure nulle. Cela est vrai parce
que nous avons une union dénombrable et qu’une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle par le lemme 14.23.

Remarque 36.144.
Un nombre x est normal en base b si et seulement si la suite uk “ xbk est équirépartie modulo
1 sur r0, 1s (c’est-à-dire quel la suite des parties fractionnelles des uk est équirépartie). Pour le
nombre 0.2357873 . . ., nous parlons de la suite 0.2357873 . . . ; 0.357873 . . . ; 0.57897 . . . etc. C’est la
suite des queues de suites de la suite de ses décimales 23.

36.10.2 Théorème de Bernstein

Théorème 36.145 (Théorème de Bernstein[89]).
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et son module de continuité

ω : r0, 1s Ñ R

h ÞÑ supt|fpuq ´ fpvq| tel que |u´ v| ă hu. (36.567)

Pour n ě 0 nous définissons le ne polynôme de Bernstein de f par

Bnpfqpxq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xkp1 ´ xqn´kf

ˆ
k

n

˙
. (36.568)

Alors il existe C tel que pour tout n ě 1 :
(1)

}f ´Bnpfq}8 ď Cω

ˆ
1?
n

˙
. (36.569)

22. Ici dans [89], la seconde somme va jusqu’à n´ 1 et je ne comprends pas pourquoi.
23. C’est pas trop bien dit, mais on se comprend, non ?
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(2)
Bnpfq unifÝÑ f (36.570)

sur r0, 1s.
(3) L’inégalité (36.569) est optimale : il existe une fonction g P C0`r0, 1s,C˘ et δ ą 0 tels que

pour tout N ě 1, }g ´ Bnpgq}8 ě δ?
n

. Cette fonction peut être choisie Lipschitzienne. Une
telle fonction est donnée par exemple par gpxq “ |x´ 1

2 |.
(4) Les polynômes forment une partie dense dans

´
C0`r0, 1s˘, }.}8

¯
.

Démonstration. Soit x P r0, 1s et une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes 24 et
identiquement distribuées pXiqiě1 de paramètre x. Nous notons Sn “ řn

k“1Xk.
(1) Pour cette histoire de convergence, il faut majorer la quantité

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxqˇ̌. Pour cela il

y a trois astuces. La première est de se souvenir que E
`
fpxq˘ “ fpxq, et la seconde est que

le théorème de transfert 36.68 appliqué à x ÞÑ fpx{nq donne 25

E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙ “
nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙
P pSn “ kq “

nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙ˆ
n

k

˙
xkp1 ´ xqn´k, (36.571)

c’est-à-dire que
Bnpfqpxq “ E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙
. (36.572)

Et enfin la troisième astuce est d’utiliser le lemme 11.213 pour avoir

ω

ˆ
|x´ Sn

n
|
˙

“ ω

ˆ
1?
n

|?n´ Sn?
n

|
˙

ď
ˆ?

n|x´ Sn
n

| ` 1
˙
ω
` 1?

n

˘
. (36.573)

À partir de là nous pouvons un peu calculer :
ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxqˇ̌ “

ˇ̌
ˇE

ˆ
fpxq ´ f

`Sn
n

˘˙ ˇ̌
ˇ (36.574a)

ď E

ˆ
|fpxq ´ f

`Sn
n

˘|
˙

(36.574b)

ď E

ˆ
ω
´

|x´ Sn
n

|
¯˙

(36.574c)

ď ω

ˆ
1?
n

˙
E

ˆ
|?nx´ Sn

n
| ` 1

˙
. (36.574d)

Le dernier facteur peut être récrit sous la forme

E

ˆ?
n
ˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌ ` 1
˙

“ ?
nE

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌˙ ` 1, (36.575)

et c’est là que nous pouvons utiliser l’inégalité de Hölder 27.33 :

E
`|X|˘ “ }X}1 ď }X}2 (36.576)

où }X}2 désigne
}X}2 “

b
E
`|X|2˘. (36.577)

Nous pouvons donc écrire
ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxqˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙ˆ?
n
››x´ Sn

n

››
2 ` 1

˙
. (36.578)

24. Définition 36.9.
25. Nous avons aussi utilisé la formule de l’espérance pour les variables aléatoires discrètes.
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Nous étudions maintenant de plus près la quantité }x´ Sn
n }2. D’abord

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙

“ x2 ´ 2x
n
EpSnq ` 1

n2EpS2
nq. (36.579)

Ensuite nous savons l’espérance de Sn (qui vaut EpSnq “ nx) par (36.349) et le lemme 36.22
nous permet de calculer EpS2

nq par indépendance des Xi qui composent Sn. Nous avons alors

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙

“ x2 ´ 2x2 ` 1
n2

ÿ

1ďi‰jďn
EpXiqEpXjq ` 1

n2

nÿ

i“1
EpX2

i q (36.580a)

“ ´x2 ` n2 ´ n

n2 x2 ` nx

n2 (36.580b)

“ xp1 ´ xq
n

. (36.580c)

Quelques justifications :
— EpXiq “ EpX2

i q “ x parce que Xi est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre
x.

— La première somme contient tous les couples pi, jq sauf les diagonaux ; il y en a donc
n2 ´ n.

En recombinant le tout,

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxqˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙˜
?
n

c
xp1 ´ xq

n
` 1

¸
(36.581a)

“ ω

ˆ
1?
n

˙`a
xp1 ´ xq ` 1

˘
(36.581b)

ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
. (36.581c)

La dernière majoration est une rapide étude de la fonction xp1 ´ xq.
Étant donné que les majorations (36.581) sont valables pour tout x, en passant au supremum
nous avons

}f ´Bnpfq}8 ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
Ñ 0. (36.582)

Ceci prouve les deux premiers points du théorème.
(2) Fait.
(3) Nous considérons la fonction

gpxq “ }x´ 1
2j} (36.583)

et nous vérifions qu’elle vérifie toutes les conditions. D’abord si u, v P r0, 1s alors
ˇ̌
gpuq ´ gpvqˇ̌ ď |u´ v| (36.584)

et donc ωphq ď h, ce qui signifie que g est 1-Lipschitz. Le principe de cette partie est de
montrer que }g ´ Bnpgq}8 est plus grand que d’autres trucs (et non plus petit que d’autres
trucs comme d’habitude). Nous commençons par

}g ´Bnpgq}8 ě gp1
2q ´Bnpgqp1

2q. (36.585)

Très vite nous nous rendons compte que gp1{2q “ 0. Ensuite nous nous souvenons que

Bnpgqp1
2q “ E

ˆ
gpSn
n

q
˙

“ E

ˆ
|Sn
n

´ 1
2 |
˙

“ 1
2nE

`|2Sn ´ n|˘. (36.586)
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si nous posons ϵi “ 2Xi ´ 1, alors les ϵi sont des variables aléatoires de Rademacher indé-
pendantes et identiquement distribuées qui satisfont à 2Sn ´ n “ řn

i“1 ϵi. Nous utilisons la
proposition 36.127 :

}f ´Bnpfq8} ě 1
2nE

`|
ÿ

i

ϵi|
˘ ě 1

2n
?
e

››
nÿ

i“1
ϵj
››

2. (36.587)

Calculons ce qui est dans la norme :

››
nÿ

j“1
ϵj
››2

2 “ E

˜
` nÿ

j“1
ϵj
˘2
¸

“
ÿ

1ďi‰jďn
EpϵiqEpϵjq `

nÿ

i“1
Epϵ2i q “ 0 ` n “ n. (36.588)

Nous finissons alors notre travail de majoration :

}f ´Bnpfq8} ě 1
2n

?
e

››
nÿ

i“1
ϵj
››

2 ě 1
2
?
n

?
e

ě 1
2
?
e
ω

ˆ
1?
n

˙
. (36.589)

(4) Nous avons trouvé une suite de polynômes qui converge uniformément vers un élément arbi-
traire de L2`r0, 1s˘. Cela prouve la densité.

Corolaire 36.146.
Dans R, si I “ ra, bs alors les polynômes forment une partie dense dans

`
C0pIq, }.}8

˘
.

Démonstration. Nous supposons que b ą a. Le cas a “ b est assez facile parce que l’espace des
fonctions sur tau est de dimension 1.

Nous considérons une bijection affine φ : r0, 1s Ñ ra, bs telle que φp0q “ a et φp1q “ b. Soit
f P C0pIq.

Si g “ f ˝ φ, alors le théorème de Bernstein 36.145 nous donne une suite de polynômes gk sur
r0, 1s tels que

gk
unifÝÑ g. (36.590)

Nous considérons fk “ gk ˝φ´1 qui est encore un polynôme parce que φ´1 est affine. Étant donné
que φ´1 est une bijection, si h est une fonction sur r0, 1s, nous avons

sup
xPra,bs

}ph ˝ φ´1qpxq} “ sup
yPr0,1s

}hpyq}. (36.591)

Cela nous permt le calcul suivant :

}fk ´ f}8 “ }gk ˝ φ´1 ´ g ˝ φ´1} (36.592a)
“ }pgk ´ gq ˝ φ´1} (36.592b)
“ sup

xPra,bs
}pgk ´ gq`φ´1pxq˘} (36.592c)

“ sup
yPr0,1s

}pgk ´ gqpyq} (36.592d)

“ }gk ´ g}8. (36.592e)

Nous avons donc
lim
kÑ8 }fk ´ f}8 “ 0, (36.593)

ce qui prouve la densité.
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Chapitre 37

Statistiques

37.1 Notations et hypothèses

Nous notons X le caractère à étudier, et Ω l’ensemble des individus. Le caractère à étudier est
vu comme une fonction sur Ω :

X : Ω Ñ R,N, t0, 1u, . . . (37.1)

Les statistiques descriptives sont les techniques pour présenter et résumer les données : dia-
grammes, graphiques, indicateurs numériques : moyenne, écart-type, médiane, . . .

Nous faisons les hypothèses suivantes :
(1) Chaque observation xi est la réalisation de la variable aléatoire X qui sera de loi inconnue µ.
(2) Le n-uple px1, . . . , xnq est la réalisation de pX1, . . . , Xnq qui est l’échantillon de taille n.
(3) Les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune

µ. La loi µ est la loi parente de l’échantillon.

Exemple 37.1.
Un échantillon de taille 1 consisterait à tirer au sort une personne dans une population et mesurer
sa taille. △

Exemple 37.2.
Une échantillon de taille n consisterait à tirer au sort n personnes dans une population et de
mesurer leurs tailles. △

L’inférence statistique est l’art de dégager des informations sur la population à partir d’in-
formations partielles : intervalles de confiance, estimateurs, test d’hypothèses, . . .

En théorie des probabilités, nous connaissons la loi de la variable aléatoire X et nous en
déduisons des informations sur le réalisations de X : valeur la plus probable, moyenne, intervalle
dans lequel Xpωq a le plus de chance d’appartenir. En statistique, au contraire, la loi est inconnues
et nous cherchons des informations sur la loi à partir d’un échantillon de données numériques
observées.

37.2 Modèle statistique

Une modèle statistique est un triplet

S “
”
pΩ,F , P q, pXθqθPΘ, pµθqθPΘ

ı
(37.2)

où pΩ,F , P q est un espace probabilisé, pXθq est une famille de variables aléatoires définies sur Ω
et telles que pour tout θ P Θ, la variable aléatoire Xθ suive la loi µθ. Les µθ sont des mesures sur
les boréliens de R et pour tout B P BorpRq nous avons

P pXθ P Bq “ µθpBq. (37.3)

2427
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Remarque 37.3.
D’une certaine manière, l’introduction de µθ dans la définition est redondante parce que ces mesures
sont déjà contenues dans la données des variables aléatoires Xθ.

Exemple 37.4 (Modèle statistique gaussien).
Si nous savons que les variables aléatoires Xi suivent une loi gaussienne, alors nous considérons
Θ “ R ˆ R` et θ “ pm,σ2jq. Dans ce cas, µθ “ N pm,σ2q et le but de la statistique est
de déterminer la valeur de θ qui correspond à une population en partant de l’observation d’un
échantillon. △

Définition 37.5.
Si Θ Ă Rk, nous disons que le modèle statistique est un modèle paramétrique.

Le modèle gaussien est un modèle paramétrique : dès que m et σ2 sont déterminés, la loi du
phénomène X est connue.

Définition 37.6.
Pour chaque θ P θ, nous disons qu’un échantillon de taille n associé à un modèle statistique“pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

‰
est un vecteur

`
Xθ,1, . . . , Xθ,n

˘
de taille n de variables aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées de la même loi que la variable aléatoire Xθ. La loi µθ est la
loi parente de l’échantillon.

Définition 37.7.
Un modèle d’échantillonnage sur le modèle statistique S est une famille pXθ,1, . . . , Xθ,nqθPΘ
d’échantillons de taille n ě 1.

Nous noterons souvent pX1, . . . , Xnq à la place de pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon, mais il faut
se souvenir que les Xi suivent toujours la même loi donnée par θ. La loi du vecteur pX1, . . . , Xnq
est µθ b . . .b µθ et est définie sur l’espace pΩn,F b . . .b F , Pbnq.
Remarque 37.8.
Le travail du statisticien est de proposer un modèle statistique S à priori. Si nous étudions la taille
d’une population, nous allons choisir un modèle gaussien. Plus le modèle est précis, plus l’espace
Θ est petit mais plus il y a de risques que le vérité soit hors de l’ensemble considéré.

Exemple 37.9.
Soit X une variable aléatoire de carré intégrable que l’on sait simuler. Afin d’évaluer la moyenne
µ de X, nous pouvons considérer la moyenne empirique des simulations : X̄n “ 1

n

řn
i“1Xi où les

variables aléatoires Xi sont indépendantes, identiquement distribuées et de même loi que X.
La loi des grands nombres nous enseigne que X̄n Ñ µ. De plus,

lim
nÑ8P

ˆ
µ P

„
X̄n ´ aσ?

n
, X̄n ` aσ?

n

ȷ˙
“
ż a

´a
e´x2{2 dx?

2π
. (37.4)

En effet, la condition sur µ est équivalente à

´a ď X̄n ´ µ

σ{?
n

ď a, (37.5)

tandis que le théorème central limite nous enseigne que la variable aléatoire X̄n´µ
σ{?

n
se comporte

comme N p0, 1q lorsque n est grand. Dans ce cas, nous avons que

P

ˆ
X̄n ´ µ

σ{?
n

P r´a, as
˙

“ 1?
2π

ż a

´a
e´x2{2dx. (37.6)

Notons que dans ce calcul nous avons utilisé le fait que µ “ EpX1q.
Montrons que la suite

σ2
n “ 1

n

nÿ

i“1
X2
i ´

˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2

(37.7)
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converge presque surement vers σ2. Le théorème central limite implique que

1
n

nÿ

i“1
X2
i
p.s.ÝÑ EpX2

1 q (37.8)

et que ˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2
p.s.ÝÑ EpX1q2. (37.9)

La différence converge donc presque surement vers σ2 en vertu de la proposition 36.30.
Nous avons également Epσ2

nq “ σ2. En effet, sachant que EpXiq “ EpX1q “ µ et que EpX2
i q “

EpX2
1 q “ µ2 ` σ2,

Epσ2
nq “ 1

n

nÿ

i“1
EpX2

i q ´ 1
n2

˜
nÿ

i“1
EpX2

i q
¸

`
ÿ

i‰j
EpXiXjqq (37.10a)

“ σ2 ` µ2 ´ 1
n2

`
npσ2 ` µ2q ` pn2 ´ nqµ2˘ (37.10b)

“ σ2 ´ 1
n
σ2, (37.10c)

dont la limite n Ñ 8 donne bien σ2.
Nous voudrions à présent montrer que

X̄n ´ µ

σn{?
n

LÝÑ N p0, 1q. (37.11)

Vu que le théorème central limite donne une convergence en loi, nous pouvons utiliser le lemme de
Slutsky pour montrer que ˆ

X̄n ´ µ

1{?
n
, σ2

n

˙
LÝÑ pσZ, σ2q (37.12)

où Z „ N p0, 1q. En vertu de la proposition 36.85 appliqué à la fonction f : R2 Ñ R,

fpx, yq “
#

x?
y si y ‰ 0

0 sinon
(37.13)

nous avons la convergence en loi

f

ˆ
X̄n ´ µ

1{?
n
, σ2

n

˙
LÝÑ fpσZ, σ2q, (37.14)

c’est-à-dire
X̄n ´ µ

σn{?
n

LÝÑ Z. (37.15)

Afin d’être complet, précisons que

P
`pσZ, σq P Rˆ t0u˘ “ 0. (37.16)

△

Proposition 37.10.
Soit Xi des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente Bpn, pq.
Alors si X̄n désigne la moyenne empirique,

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1 ´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.17)
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Démonstration. Cela est une application de la loi des grands nombres, tu théorème central limite,
du lemme de Slutsky et de la proposition 36.85.

D’abord, la loi des grands nombres nous indique que X̄n Ñ p parce que p est l’espérance de
Bernoulli. Ensuite nous avons

X̄n ´ EpXqa
VarpXq{?

n
“ ?

n
X̄n ´ pa
pp1 ´ pq (37.18)

parce que la variance d’une loi de Bernoulli est pp1 ´ pq. Le théorème central limite nous indique
par conséquent que

?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.19)

Le lemme de Slutsky implique alors la convergence du couple :
˜

?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq , X̄n

¸
LÝÑ pZ, pq. (37.20)

Nous appliquons maintenant la proposition 36.85 avec la fonction

fpx, yq “
a
pp1 ´ pqxa
yp1 ´ yq (37.21)

qui est une fonction dont l’ensemble des points de discontinuité est C “ t0u. Étant donné que
P pX̄n “ 0q “ 0, la proposition s’applique et nous avons

f

˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq , X̄n

¸
LÝÑ fpZ, pq, (37.22)

c’est-à-dire ?
n

X̄n ´ pb
X̄np1 ´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.23)

37.3 Modèles d’échantillonnages
Soit X, une variable aléatoire sur pΩ,F , P q. Un échantillon de taille n pour X est une suite

de n variables aléatoires pX1, . . . , Xnq définies sur pΩ,F , P q indépendantes et de même loi que X.
Nous disons que la loi de X est la loi parente de la suite Xi.

Définition 37.11.
Soit

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

ı
θPΘ

, (37.24)

un modèle statistique. Un modèle d’échantillonnage de taille n associée au modèle statistique S
est la donnée d’une famille de n-échantillons pXθ,1q, . . . , Xθ,n telle que pour tout θ P Θ, l’échantillon
pXθ,iq soit de variable parente Xθ.

La moyenne empirique du n-échantillon pXiq est la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.25)

La proposition suivante signifie que la moyenne empirique est une « bonne » façon d’approcher
la variable aléatoire.
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Proposition 37.12.
Soit X, une variable aléatoire dans L2pΩq (c’est-à-dire EpX2q ă 8) d’espérance m et de variance
σ2. Alors

(1) EpX̄nq “ m et VarpX̄nq “ σ2

n .

(2) Nous avons les convergences

X̄n
p.s.ÝÑ m (37.26a)

X̄n ´m

σ{?
n

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.26b)

(3) Si X est de loi N pm,σ2q, alors X̄n „ N pm, σ2

n q, c’est-à-dire

X̄n ´m

σ{?
n

„ N p0, 1q. (37.27)

Remarque 37.13.
L’intérêt de cette proposition en statistique descriptive expérimentale est le suivant. La taille
moyenne des français est un nombre m qui existe, mais qui est largement hors de portée de
l’expérience (mesurer 65 · 106 personnes risque de prendre un sacré temps). Si on mesure seulement
n personnes dont les tailles sont pxiqi“1,...,n (ici xi est un nombre expérimental, pas une variable
aléatoire), alors on peut calculer la moyenne x̄n de ces n personnes-là. La proposition indique que
si n est assez grand, alors x̄n donne une bonne idée de m.

Ne pas confondre Xn qui est une variable aléatoire, c’est-à-dire une application mesurable, qui
nous sert à démontrer des théorèmes en mathématique, avec xn qui est un nombre mesuré sur le
terrain, qui a une existence physique bien définie, mais aucun statut mathématique.

Si on croit que toute cette histoire de variables aléatoires, de tribu et de mesures décrit ef-
fectivement la réalité, alors on peut croire que le comportement de la suite X̄n décrit bien le
comportement de la suite x̄n (cette dernière n’étant même pas une suite parce qu’on n’a jamais
qu’un nombre fini de mesures expérimentales).

La variance empirique d’un échantillon est la variable aléatoire

V 2
n “ 1

n

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (37.28)

La variance empirique corrigée est la variable aléatoire

S2
n “ 1

n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (37.29)

Lemme 37.14.
La variance corrigée et la variance empirique ont comme espérances :

EpV 2
n q “ n´ 1

n
σ2 (37.30a)

EpS2
nq “ σ2. (37.30b)

Démonstration. Nous commençons par calculer l’espérance de la variance non corrigée. La première
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étape est de la récrire sous la forme

V 2
n “ 1

n

ÿ

k

pX2
k ´ 2XkX̄n ` X̄2

nq

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ 2

n
X̄n

ÿ

k

Xk

loomoon
“nX̄n

` 1
n

ÿ

k

X̄2
n

loomoon
“nX̄2

n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ 2X̄2

n ` X̄2
n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ X̄2

n.

(37.31)

Nous calculons séparément l’espérance de ces deux termes. Si X est la loi parente des Xi, en
utilisant l’indépendance des Xi nous trouvons

E

˜
1
n

ÿ

k

X2
k

¸
“ 1
n

nÿ

k“1
EpX2

kq

“ EpX2q
“ EpXq2 ´ VarpXq.

(37.32)

Nous devons à présent calculer l’espérance de X̄2
n :

EpX̄2
nq “ EpX̄nq2 ` VarpX̄nq. (37.33)

En utilisant le lemme 36.23,

VarpX̄nq “ Var
˜

1
n

ÿ

k

Xk

¸
(37.34a)

“ 1
n2

ÿ

k

VarpXkq (37.34b)

“ 1
n

VarpXq. (37.34c)

Par conséquent

EpV 2
n q “ VarpXq

ˆ
1 ´ 1

n

˙
“ n´ 1

n
VarpXq. (37.35)

En ce qui concerne la variance corrigée,

S2
n “ 1

n´ 1
ÿ

k

pXk ´ X̄nq2 “ n

n´ 1V
2
n , (37.36)

par conséquent EpS2
nq “ n

n´1EpV 2
n q “ VarpXq.

Théorème 37.15 (Théorème de Cochran[359]).
Soient pXiq des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi N pm,σ2q avec σ ą 0. Alors

(1) X̄n „ N pm, σ2

n q,
(2)

`
n´1
σ2

˘
S2
n “ `

n
σ2

˘
V̄ 2
n „ χ2pn´ 1q,

(3) les variables aléatoires X̄n et V̄n sont indépendantes et

X̄n ´m

Sn{?
n

“ X̄n ´mb
V̄n{pn´ 1q

„ T pn´ 1q. (37.37)
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Nous pouvons aussi écrire le dernier résultat en termes de la variance corrigée Sn, l’estimateur
sans biais de la variance parce que d

V̄n
n´ 1 “ 1?

n
Sn (37.38)

en vertu de la définition (37.29).

Proposition 37.16.
Soit X une variable aléatoire de variance VarpXq “ σ. Si EpX4q ă 8, alors

(1) S2
n
p.s.ÝÑ σ2.

(2)
S2
n ´ σ2

b
µ4´σ4

n

LÝÑ Z „ N p0, 1q (37.39)

où µ4 “ EpX4q est le moment d’ordre 4 de X.

Théorème 37.17.
Si pX1, . . . , Xnq est un n-échantillon de loi parente N pm,σ2q, alors

(1) Les variables aléatoires
X̄n ´m

σ{?
n

et pn´ 1qS
2
n

σ2 (37.40)

sont indépendantes.
(2) La loi de pn´ 1qS2

n
σ2 est χ2pn´ 1q.

Si un échantillon vérifie ces deux propriétés, alors les Xi sont de loi N pm,σ2q.
L’inégalité de Markov donne une borne supérieure à la probabilité qu’une variable aléatoire

positive soit plus grande ou égale à une constante.

Théorème 37.18 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd et φ : Rd Ñ r0,8r. Alors

P
`
φpXq ě a

˘ ď E
`
φpXq˘
a

(37.41)

pour tout a ą 0.

Démonstration. Calculons le second membre :

E
`
φpXq˘
a

“
ż

Ω

φpXq
a

dP

“
ż

φpXqěa
φpXq
aloomoon

ď1

dP `
ż

φpXqăa
φpXq
a

dP

ě
ż

φpXqďa
dP

“ P
`
φpXq ď a

˘
.

(37.42)

D’où l’inégalité voulue.

37.4 Estimation ponctuelle
Nous considérons un modèle statistique

S “ “pΩ,F , P q, pXθq, pµθq
‰
θPΘ (37.43)
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et pour tout θ nous notons X “ pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon de loi parente µθ. Tant que nous
travaillerons avec un θ fixé, nous écrirons X “ pX1, . . . , Xnq sans expliciter la paramètre θ. Nous
noterons

Eθ
`
φpX1, . . . , Xnq˘ “

ż

Rn

φpx1, . . . , xnqdµbn
θ px1, . . . , xnq. (37.44)

Dans cette notation nous plaçons le θ sur l’espérance, tandis qu’en réalité le θ devrait être sur
chaque X1. Tant qu’aucune confusion n’est possible nous ferons toujours cet abus d’écriture.

Le but de la théorie de l’estimation est de déduire la valeur de θ (et donc la loi µθ) à partir
d’un échantillon de loi parente θ.

Nous posons les hypothèses suivantes.
(1) Le modèle statistique S est paramétré, c’est-à-dire que Θ Ă Rd avec le plus souvent d “ 1, 2.

Typiquement les paramètres seront la moyenne et la variance.
(2) Le modèle statistique est identifiable, c’est-à-dire que pour tout couple pθ1, θ2q P Θ2, si

θ1 ‰ θ2, alors µθ1 ‰ µθ2 .
(3) Le modèle S est dominé par la mesure de Lebesgue si les lois µθ sont continues et par la

mesure de comptage si les lois µθ sont discrètes.

Exemple 37.19.
Quelques familles identifiables :

— La famille des lois exponentielles
`
E pλq˘

λą0 est identifiable.
— Les lois gaussiennes

`
N pm,σ2q˘

mPR,σ2ą0 sont également identifiables.
En réalité il est assez compliqué de trouver un exemple de modèle non identifiable à moins de la faire
exprès. Par exemple en paramétrant les lois exponentielles de la façon suivante :

`
E psinpλqq˘

λPR.
Cette famille n’est pas identifiable. △

Le corolaire 14.206 ainsi que l’hypothèse de modèle dominé implique que les lois ont des densités.
Si la loi µθ est discrète, nous notons

ppx, θq “ µθptxuq (37.45)

la densité de µθ par rapport à la mesure de comptage. Si La loi µθ est continue, nous notons

ppx, θq “ fθpxq (37.46)

la densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
Si µθ est une loi discrète et si pX1, . . . , Xnq est un échantillon de taille n, alors pour tout

px1, . . . , xnq P Rn nous avons

pnpx1, . . . , xn; θq “ µbn
θ

`tx1, . . . , xnu˘ “ µθptx1uq . . . µθptxnuq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (37.47)

La première et la dernière égalité sont des notations ; la seconde est une conséquence de l’indé-
pendance des Xi contenues dans l’échantillon. Pour une loi continues, nous adoptons la même
notation. Le vecteur aléatoire pX1, . . . , Xnq admet la densité

px1, . . . , xnq ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “ fθpx1q . . . fθpxnq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (37.48)

Exemple 37.20.
Soit pX1, . . . , Xnq un n-échantillon de loi Bp1, θq avec θ P s0, 1r. C’est une loi discrète portée par
l’ensemble t0, 1u. Nous avons

ppx, θq “

$
’&
’%

0 si 0 ‰ x ‰ 1
1 ´ θ si x “ 0
θ si x “ 1.

(37.49)
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De façon plus condensée nous pouvons écrire

ppx, θq “ θxp1 ´ θq1´x1t0,1upxq. (37.50)

Pour tout px1, . . . , xnq P Rp, la densité du n-échantillon est donnée par

pnpx1, . . . , xn; θq “ θx1`¨¨¨`xnp1 ´ pq1´ř
ip1´xiq1t0,1unpx1, . . . , xnq. (37.51)

△

37.5 Statistiques et estimateurs
Définition 37.21.
Une statistique sur un modèle d’échantillonnage est une variable aléatoire fonction de l’échantillon
pX1, . . . , Xnq ne dépendant pas de θ 1. C’est-à-dire une application borélienne T : Rn Ñ R ne
dépendant pas de θ. La statistique associée à cette application est S “ T pX1, . . . , Xnq.

Les fonctions T pX1, . . . , Xnq données par
ř
iXi, e

ř
Xi sont des statistiques. La constante 1

2 est
également une statistique (mais elle est moins intéressante).

Un estimateur est une statistique qui prend ses valeurs dans Θ. Nous la noterons

θ̂n “ θpX1, . . . , Xnq. (37.52)

La fonction θ̂n est borélienne à valeurs dans Θ.

Exemple 37.22.
Soit un n-échantillon de loi Bp1, θqθPr0,1s. Les fonctions θ̂n “ 1

n

řn
i“1Xi et φ̂n “ 1

2 sont des
estimateurs. Cependant nous devinons que la première va être plus intéressante que la seconde. △

Pour la suite, nous travaillerons avec des estimateurs de carré intégrable, c’est-à-dire que

Eθ
`|θ̂npX1, . . . , Xnq|2˘ ă 8 (37.53)

pour tout θ P Θ.

37.5.1 Qualité des estimateurs

Définition 37.23.
Une estimateur est convergent ou consistant si pour tout θ P Θ, la suite de variables aléatoires
θ̂npX1, . . . , Xnq converge en probabilité vers θ.

En d’autres termes, l’estimateur θ̂n est convergent si pour tout θ P Θ et pour tout η ą 0,

lim
nÑ8P

`|θ̂npX1, . . . , Xnq ´ θ| ą η
˘ “ 0. (37.54)

La probabilité dans le membre de gauche est donnée par

µbn
θ

´␣px1, . . . , xnq P Rn tel que |θ̂npx1, . . . , xnq ´ θ| ą η
(¯
. (37.55)

Soit θ̂n un estimateur pour θ. Nous cherchons à minimiser l’erreur commise en remplaçant θ
par θ̂n. Nous introduisons donc le risque quadratique de l’estimateur θ̂n par

Rpθ̂n, θq “ Eθ
`pθ̂n ´ θq2˘. (37.56)

Nous disons qu’un estimateur θ̂n,1 est préférable à θ̂n,2 si pour tout θ P Θ nous avons

Rpθ̂n,1, θq ă Rpθ̂n,2, θq. (37.57)
1. Parce que d’habitude c’est ce qu’on cherche à estimer.
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Lemme 37.24.
Une formule alternative pour le risque quadratique :

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq ` `
Eθpθ̂nq ´ θ

˘2 (37.58)

Démonstration. Nous avons

Eθ

´
pθ̂n ´ θq2

¯
“ Varpθ̂n ´ θq ´ Eθpθ̂n ´ θq2. (37.59)

D’une part Varpθ̂n ´ θq “ Varpθ̂nq et d’autre part Eθpθ̂n ´ θq2 “ “
Epθ̂nq ´ θ

‰2. Par conséquent

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq ´
´
Epθ̂nq ´ θ

¯2
. (37.60)

Le biais de l’estimateur θ̂n est la quantité

Eθpθ̂nq ´ θ. (37.61)

À ce niveau, nous rappelons que nous écrivons Eθ l’espérance calculée en supposant la valeur θ
pour le paramètre des différentes variables aléatoires entrant dans le calcul. Voir la discussion
autour de la définition (37.44).

Exemple 37.25.
Dans le cadre de la proposition 36.115, nous voulons savoir si Nt

t est un estimateur sans biais de
λ. Pour ce faire nous calculons

Eλ

ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t
EλpNtq “ λ (37.62)

parce que EpNtq “ λt. Ici nous avons calculé EpNtq en prenant λ pour valeur du paramètre
du processus de Poisson, alors que en principe c’est justement le paramètre que nous voulons
estimer. △

Exemple 37.26.
La moyenne empirique X̄n est un estimateur sans billet de la moyenne. L’estimateur

1
n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄iq2 (37.63)

est un estimateur sans billet de la variance. △

Un estimateur sans biais n’est pas toujours de meilleur qualité qu’un estimateur avec biais. En
effet ce que nous voulons est de se donner un (petit) intervalle I autour de la bonne valeur de θ et
de maximiser P pθ̂n P Iq. Sur la figure 37.1, c’est l’estimateur biaisé rouge qui tombe plus souvent
sur le bon intervalle que l’estimateur non biaisé bleu.

Nous allons maintenant étudier quelques manières de construire des estimateurs convergent. Il
vont évidemment s’appuyer sur la loi des grands nombres.

37.5.2 Méthode des moments

Sans surprises, un bon estimateur pour la moyenne est

θ̂npX1, . . . , Xnq “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.64)

Plus généralement, nous supposons qu’il existe une fonction borélienne 2 M : R Ñ R telle que

Eθ
`|MpXq|˘ ă 8 (37.65)

2. Définition 14.50.
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I

´3 ´2 ´1 1 2 3

1

2

Figure 37.1 – Un estimateur sans biais et un avec biais.

où X est la loi parente de l’échantillon. Supposons également que la fonction

hpθq “ Eθ
`
MpXq˘ (37.66)

soit inversible et continue sur Θ. Dans ce cas, pour estimer le paramètre θ, nous considérons
l’estimateur

θ̂n “ h´1

˜
1
n

nÿ

i“1
MpXiq

¸
. (37.67)

Cela est un estimateur convergent. En effet, la loi des grands nombres dit que
1
n

ÿ

i

MpXiq p.s.ÝÑ Eθ
`
MpXq˘. (37.68)

En composant avec la fonction h, nous avons

θ̂n
p.s.ÝÑ h´1

´
Eθ

`
MpXq˘

¯
“ θ. (37.69)

Dans cette construction, MpXq est le moment de X que l’on souhaite déterminer.

Exemple 37.27.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq. Construire λ̂n. Pour une loi exponentielle,

EpXq “ 1
λ
. (37.70)

Nous devons donc déterminer le moment d’ordre 1 deX (c’est-à-dire sa moyenne). Nous considérons
donc la fonction Mpxq “ x ; par conséquent

hpλq “ EpXq “ 1
λ

(37.71)

et h´1pθq “ 1{θ. L’estimateur que nous considérons pour λ est finalement

θ̂n “ 1
1
n

řn
i“1Xi

. (37.72)

△

37.5.3 Méthode de substitution

Supposons que nous connaissions un estimateur convergent θ̂n Ñ θ. Si g : Rd Ñ R est une
fonction continue, alors

gpθ̂nq Ñ gpθq. (37.73)
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37.5.4 Méthode du maximum de vraisemblance

Exemple 37.28.
Nous désirons contrôler la qualité d’une chaine de production ; pour cela nous prélevons un échan-
tillon de 10 pièces, et nous en trouvons 3 défectueuses. Que dire de la proportion de pièces défec-
tueuses ?

Évidemment, le plus probable est que la proportion de pièces défectueuses soit de 1{3. Analysons
en détail comment nous arrivons à ce résultat. Nous considérons que le fait de tirer 10 pièces
revient à une expérience binomiale de paramètres 10 et de probabilité p inconnue. Dans ce cas, la
probabilité d’observer exactement 3 pièces défectueuses est de

Lppq “ P pX “ 3q “
ˆ

10
3

˙
p3p1 ´ pq7. (37.74)

Le maximum de Lppq est p “ 3{10.

‚

pp3
10

3
5

9
10

LppqLppq

1
5

Figure 37.2 – La fonction de vraisemblance de l’exemple 37.28.

△

Soit px1, . . . , xnq, une réalisation de l’échantillon pX1, . . . , Xnq. L’application

θ ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi, θq (37.75)

est la vraisemblance de l’échantillon. Nous définissons θ̂n par

pnpx1, . . . , xn; θ̂nq “ sup
θPΘ

pnpx1, . . . , xn; θq. (37.76)

Remarque 37.29.
Nous passons sous le silence le fait que la fonction sup soit une fonction mesurable, et que par
conséquent θ̂n soit bien une variable aléatoire.

La variable aléatoire θ̂n “ θ̂npX1, . . . , Xnq est l’estimateur de maximum de vraisemblance
de θ.

37.5.5 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.30.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi Bp1, θq avec θ P r0, 1s. Trouver l’estimateur de maximum
de vraisemblance de θ.

En utilisant la densité de la loi multinomiale,

pnpx1, . . . , xn; θq “
ź

i

ppxi, θq “
ź

i

θxip1 ´ θq1´xi1t0,1unpx1, . . . , xnq. (37.77)

En passant au logarithme, si xi P t0, 1u,

Lnpθq “
ÿ

i

xi lnpθq ` p1 ´ xiq lnp1 ´ θq (37.78)
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En passant à la dérivée, nous trouvons que l’extrémum est donné par

θ “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (37.79)

△

Exemple 37.31.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq avec θ ą 0. Trouver l’estimateur de maximum de
vraisemblance de θ.

Nous avons
pnpx1, . . . , xnq “

nź

i“1
θie

´θxi . (37.80)

En passant au logarithme la fonction à minimiser est

Lpθq “ n lnpθq ´ θ
ÿ

i

xi. (37.81)

La minimisation donne
θ “ nř

i xi
, (37.82)

c’est-à-dire
θ̂npX1, . . . , Xnq “ nř

iXi
“ 1
X̄n

. (37.83)

Ce résultat n’est pas étonnant vu que le paramètre λ de la loi exponentielle est l’inverse de la
moyenne.

△

Exemple 37.32.
Soit pX1, . . . , Xnq, un échantillon de loi parente uniforme sur r0, θs avec θ ą 0.

(1) Montrer que la fonction de vraisemblance est donnée par

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq˘1rmaxpx1,...,xnq,8rpθq. (37.84)

(2) Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.
Lorsque nous parlons de paramètres qui peuvent prendre un spectre continu de valeurs, il

est inutile de calculer la probabilité parce qu’elle est nulle. Le système de maximum de vraisem-
blance fonctionne avec les densités. Dans notre cas, la fonction de vraisemblance est le produit des
densités :

Lpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi; θq (37.85a)

“
ź

i

1
θ
1r0,θspxiq (37.85b)

“ 1
θn
1r0,θsnpx1, . . . , xnq. (37.85c)

De cette expression nous voyons que mintx1, . . . , xnu doit être positif en même temps que le
maximum doit être plus petit que θ. Cette seconde condition peut s’écrire 1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. Au
final nous avons

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq˘1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. (37.86)

Il n’est évidemment pas possible de dériver explicitement cette expression. Par contre pour
que cette fonction soit non nulle, il faut obligatoirement θ ě maxtx1, . . . , xnu. Par conséquent elle
prend son maximum pour θ “ maxtx1, . . . , xnu.

La conclusion est que l’estimateur de maximum de vraisemblance de θ est θ̂n “ maxitXiu. △
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Exemple 37.33.
Déterminer l’estimateur de maximum de vraisemblance de la moyenne pour un modèle statistique
dans laquelle la famille de probabilités est

pµθq “ tN pθ, σ2q tel que θ PP Ru. (37.87)

Nous supposons que σ est connu.
La densité de la variable aléatoire conjointe pX1, . . . , Xnq au point px1, . . . , xnq est le produit

des densités, donc
nź

i“1
γm,σpx1, . . . , xnq “ 1

σnp2πqn{2 exp ´1
2

˜ÿ

i

ˆ
xi ´m

σ

˙2
¸
. (37.88)

Étant donné que le but est de minimiser, nous pouvons oublier le facteur et passer au logarithme :

L0px̄q “ ´1
2

nÿ

i“0

ˆ
xi ´m

σ

˙2
. (37.89)

Nous pouvons également supprimer le 1
2 et le 1{σ2. La fonction à minimiser devient

Lpx1, . . . , xnq “ ´
ÿ

i

pxi ´mq2, (37.90)

dont la dérivée vaut 2nm´ 2
ř
i xi. Par conséquent nous avons un minimum avec

m “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (37.91)

△

37.5.6 Estimation d’une fonction de répartition

Théorème 37.34 (Glivenko-Cantelli[673]).
Soient Xi des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi dont
la fonction de distribution est F (inconnue). Nous définissons l’estimateur

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1Xiďx. (37.92)

Alors
P
`

lim
nÑ8 }Fn ´ F }8 “ 0

˘ “ 1. (37.93)

Autrement dit, pour presque tout ω P Ω,

lim
nÑ8 }Fnpω, .q ´ F }8 “ 0. (37.94)

C’est-à-dire qu’il y a presque certainement convergence en probabilité.

Notons que de façon générale lorsqu’on parle d’estimateurs, partout où il y a un « n » dans une
variable aléatoire, il y a une dépendance sous-entendue en ω.

Proposition 37.35.
Pour presque tout x, l’estimateur Fnpxq est sans biais par rapport à F pxq :

E
`
Fnpxq˘ “ F pxq. (37.95)

Démonstration. C’est juste un calcul :

E
`
Fnpxq˘ “ 1

n

nÿ

i“1
E
`
1tXiďxu

˘ “ 1
n

nÿ

i“1
F pxq “ F pxq. (37.96)
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37.5.7 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.36.
Dans cet exercice nous construisons un estimateur biaisé qui présente un risque quadratique infé-
rieur à un estimateur non biaisé.

Soit un modèle statistique dont la famille de lois est tN pm,σ2quθPs0,8r où m est un paramètre
réel connu. En ce qui concerne la variance nous considérons

σ̂2
n “ 1

n

nÿ

i“1
pXi ´mq2. (37.97)

(1) Montrer que σ̂2
n est un estimateur sans biais de θ.

(2) Montrer que le risque quadratique de σ̂2
n est

Rpσ̂2
n, θq “ 2θ2

n
. (37.98)

(3) Considérer la famille d’estimateurs cσ̂2
n avec c ą 0. Déterminer la valeur de c qui minimise

le risque quadratique de l’estimateur.

(1) Nous calculons
Epσ̂2

nq “ 1
n

ÿ

i

E
“pXi ´mq2‰

“ 1
n

ÿ

i

VarpXi ´mq ´ 1
n

ÿ

i

EpXi ´mj2q

“ 1
n

ÿ

i

VarpXiq

“ σ2.

(37.99)

(2) Par la formule (37.60) nous savons que le risque d’un estimateur sans biais est donné par sa
variance :

Rpθ̂n, θq “ Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq. (37.100)

Étant donné que les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées,
le lemme 36.23 nous enseigne que la variance de la somme est la somme des variances. Nous
avons donc à calculer

Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq
“ 1
n2

ÿ

i

Var
“pXi ´mq2‰

“ 1
n2

ÿ

i

E
“pXi ´mq4‰ ´ E

“pXi ´mq2‰2
.

(37.101)

Ces espérances ne sont pas très compliquées à calculer en utilisant la fonction caractéristique
donnée par la proposition 36.117 :

ΦX´mptq “ E
`
eitpX´mq˘ “ e´itmEpeitXq “ e´itmΦXptq “ exp

ˆ
´σ2t2

2

˙
. (37.102)

Nous avons Φp4qp0q “ 3σ4 et Φ2p0q “ ´σ2. Par conséquent

Varpσ̂2
nq “ 1

n2

ÿ

i

2θ2 “ 2θ2

n
. (37.103)

Notez ici que θ “ σ2.
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(3) En tenant compte du fait que Varpσ̂2
nq “ 2θ2

n et Epσ̂2
nq “ θ, nous avons

E
`pcσ̂2

n ´ θq2˘ “ Varpcσ̂2
n ´ θq ` Epcσ̂2

n ´ θq2 (37.104a)

“ 2c
2θ2

n
` pc´ 1q2θ2. (37.104b)

La dérivée (par rapport à c) de cela s’annule pour c0 “ n
n`2 . Notons que nous n’avons pas tout

à fait démontré que cela est bien un minimum. Calculons cependant le risque quadratique
de notre estimateur pour cette valeur de c. Pour cela nous reportons c “ c0 dans l’expression
(37.104b) :

E
` n

n` 2 σ̂
2
n

˘ “ 2θ2

n` 2 . (37.105)

Cela est effectivement plus petit que Rpσ̂2
n, θq.

Nous avons ainsi construit un estimateur biaisé qui a un risque quadratique plus petit que l’esti-
mateur non biaisé. △

Exemple 37.37.
Nous considérons la famille de probabilités µθ “ N pθq où θ “ pm,σ2q P R ˆ s0,8r. Déterminer
l’estimateur de maximum de vraisemblance du paramètre θ “ pm,σ2q.

Pour chaque observation xi nous avons une densité gaussienne. Le produit donne

p
`
x1, . . . , xn; pm,σ2q˘ “ 1

σ2p2πqn{2 exp
«

´ 1
2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2

ff
. (37.106)

En passant au logarithme et en supprimant des facteurs inutiles à la minimisation,

Lpm,σq “ ´n lnpσq ´ 1
2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2. (37.107)

L’annulation de la dérivée par rapport à m donne immédiatement m “ 1
n

ř
i xi. L’annulation de

la dérivée par rapport à σ donne

´nσ2 `
ÿ

i

pxi ´mq2 “ 0 (37.108)

et donc
σ2 “ 1

n

ÿ

i

pxi ´ x̄nq. (37.109)

L’estimateur de maximum de vraisemblance du couple θ “ pm,σ2q est donc

θ̂n “
˜

1
n

ÿ

i

Xi,
1
n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2

¸
. (37.110)

△

37.5.8 Espérance et variance d’un estimateur

Soit Tn “ TpX1, . . . , Xnq un estimateur du paramètre θ dans un modèle d’échantillonnage. Les
moyennes et variances de l’estimateur sont les variables aléatoires

mθ,n “ EθpTnq “
ż

Rn

Tnpx1, . . . , xnqdµbn
θ px1, . . . , xnq, (37.111a)

VarθpTnq “
ż

Rn

rTnpx1, . . . , xnq ´mθ,ns2dµbn
θ px1, . . . , xnq, (37.111b)
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Lemme 37.38.
Si l’estimateur Tn satisfait

lim
nÑ8EθpTnq “ θ (37.112a)

lim
nÑ8 VarθpTnq “ 0, (37.112b)

alors il est convergent.

Démonstration. Nous utilisons l’inégalité de Markov (théorème 37.18) et nous introduisons l’espé-
rance de l’estimateur :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ϵ

˘ ď 1
ϵ
E
`
TnpX1, . . . , Xnq ´ θ

˘
(37.113a)

ď 1
ϵ
E
`|Tn ´mn,θ|

˘ ` 1
ϵ
E
`|mn,θ ´ θ|˘ (37.113b)

(37.113c)

Le second terme est l’espérance d’une constante. Nous majorons le premier terme en utilisant le
fait que }.}1 ď }.}2 (voir la remarque 27.34 après l’inégalité de Hölder) :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ϵ

˘ ď 1
ϵ
E
`|Tn ´mn,θ|2

˘1{2 ` 1
ϵ

|EθpTnq ´ θ| (37.114a)

“ 1
ϵ

VarpTnq1{2 ` 1
ϵ

|EθpTnq ´ θ|. (37.114b)

Les deux termes tendent séparément vers zéro par hypothèse. Nous avons par conséquent la conver-
gence en probabilité Tn Ñ θ.

37.6 Estimation par intervalle de confiance
Nous voudrions estimer la proportion d’individus dans une population ayant un certain ca-

ractère déterminé par une variable booléenne : chaque individu a ou non le caractère étudié.
L’échantillon sera donc une suite de 0 et de 1.

Pour tout i P t1, . . . , nu nous notons

xi “
#

1 si le ième individu a la caractère
0 sinon.

(37.115)

et x̄n “ 1
n

řn
i“1 xi. Notre modèle statistique sera

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq, Bp1, θq

ı
(37.116)

où Ω est l’ensemble des individus étudiés, P est la manière de choisir les individus lors du sondage
(essentiellement c’est une loi uniforme) et Xθ est la variable aléatoire

Xpωq “
#

1 si ω a le caractère
0 sinon

(37.117)

Cela est une variable aléatoire de distribution Bp1, pq où p est inconnu. Ici, Θ “ r0, 1s est l’ensemble
des p possibles.

Remarque 37.39.
Nous supposons que Ω est la population entière et que la variable aléatoire est l’opinion de la
personne ω. En cela, nous considérons que le tirage de l’échantillon est sans remise. Le fait que nous
modélisions par une variable aléatoire de Bernoulli signifie que nous considérons l’approximation
dans laquelle la population globale est grande.
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Nous supposons que nous ayons un échantillon pX1, . . . , Xnq dont nous avons observé une
réalisation px1, . . . , xnq de fréquence x̄n. Nous voudrions déterminer un intervalle dans lequel X̄n

a de fortes chances de se trouver. Plus précisément nous considérons un petit α et nous cherchons
ϵ tel que

P
`
p P rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs˘ “ 1 ´ α. (37.118)

Typiquement, α “ 5%. Le nombre α est le niveau de confiance que nous nous fixons à priori.
Si nous trouvons un intervalle I tel que P pp P Iq “ 1´α, nous disons que l’intervalle est exact,

si nous avons P pp P Iq ě 1 ´ α, nous disons que l’intervalle est par excès.
Il y a deux points de départs pour trouver l’intervalle. Le plus simple est d’utiliser le théorème

central limite et considérer
?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq

LÝÑ N p0, 1q. (37.119)

La seconde est d’utiliser la loi exacte : nX̄n “ ř
iXi „ Bpn, pq.

Bien entendu la seconde donne lieu à des calculs plus compliquée.

Remarque 37.40.
Dans certaines vraies vies (par exemple en médecine), la taille des échantillons est très réduite.
Dans ce cas le théorème central limite n’a aucun sens et les calculs exact s’imposent.

De plus dans de nombreux cas de la vraie vie, nous avons un ordinateur à disposition pour
calculer avec la loi exacte. L’utilisation du théorème central limite dans le but de produire un
intervalle de confiance semble donc de plus en plus être une survivance du passé.

Dans la suite, nous allons supposer que n est suffisamment grand pour justifier l’approximation
normale du théorème central limite 36.100. Si Z est une variable aléatoire normale centrée réduite,
notre premier essai est de faire

1 ´ α “ P
`
p P rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs˘ (37.120a)

“ P

˜
´ϵ?na
pp1 ´ pq ď ?

n
X̄n ´ pa
pp1 ´ pq ď ϵ

?
na

pp1 ´ pq

¸
(37.120b)

» P

˜
´ ϵ

?
na

pp1 ´ pq ď Z ď ϵ
?
na

pp1 ´ pq

¸
(37.120c)

“ 2P
˜
Z ď ϵ

?
na

pp1 ´ pq

¸
´ 1. (37.120d)

La dernière ligne utilise la symétrie de la distribution N p0, 1q. Le nombre ϵ que nous cherchons
vérifie donc

P

˜
Z ď ϵ

?
na

pp1 ´ pq

¸
“ 1 ´ α

2 . (37.121)

De nos jours, les ordinateurs donnent la loi de répartition inverse des normales. Cela nous fournit
un nombre tα tel que

ϵ
?
na

pp1 ´ pq “ tα (37.122)

où tα est le nombre tel que P pZ ď tαq “ 1 ´ α{2.
Conclusions de ce premier essai :

(1) Le problème est que nous ne pouvons pas déduire ϵ de l’équation (37.122) parce que p est
inconnu.

(2) Cela ruine notre premier essai et nous demande de trouver mieux.
(3) L’astuce est évidemment de remplacer p par X̄n, mais il faut le justifier.
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Méthode Slutsky Le point de départ du premier essai infructueux était la convergence

?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq

LÑ N „ N p0, 1q (37.123)

donnée par le théorème central limite 36.100. Ce que nous voudrions en réalité est la conver-
gence

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1 ´ X̄nq

LÑ N (37.124)

La loi des grands nombres nous donne

X̄np1 ´ X̄nq p.s.ÝÑ pp1 ´ pq. (37.125)

Par conséquent le lemme de Slutsky implique la convergence en loi du couple :
˜

?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq ,

b
X̄np1 ´ X̄nq

¸
LÑ `

N,
a
pp1 ´ pq˘. (37.126)

À ce point des opérations nous pouvons utiliser la proposition 36.85 au couple avec la fonction

fpx, yq “ x

y

a
pp1 ´ pq (37.127)

dont la probabilité d’être continue est 1 (y “ 0 est de mesure nulle dans R2). La conclusion
du théorème est que

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1 ´ X̄nq

LÝÑ N p0, 1q. (37.128)

C’est à partie de là que nous pouvons construire notre intervalle de confiance :

1 ´ α “ P pX̄n ´ ϵ ď p ď X̄n ` ϵq (37.129a)

“ P

¨
˝

?
nϵb

X̄np1 ´ X̄nq
ě ?

n
X̄n ´ pb
X̄np1 ´ X̄nq

ě ´?
nϵb

X̄np1 ´ X̄nq

˛
‚q (37.129b)

» P

¨
˝

?
nϵb

X̄np1 ´ X̄nq
ě N ě ´?

nϵb
X̄np1 ´ X̄nq

˛
‚q. (37.129c)

Nous cherchons maintenant dans les tables le ξ qui fait

P p´ξ ď N ď ξq “ 1 ´ α (37.130)

puis nous cherchons ϵ de telle sorte à avoir
?
nϵb

X̄np1 ´ X̄nq
“ ξ. (37.131)

Dans cette équation tout est connu à part le ϵ qui se découvre.
Méthode piétonne Nous remarquons que l’événement

´ ϵ
?
na

pp1 ´ pq ď ?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq ď ϵ

?
na

pp1 ´ pq (37.132)

est le même que l’événement ˇ̌
ˇ̌
ˇ
?
n

X̄n ´ pa
pp1 ´ pq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď tα. (37.133)
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Vu que tα est positif, cela est encore le même événement que

n
pX̄n ´ pq2

pp1 ´ pq ď t2α (37.134)

ou encore
p2pn` t2αq ´ pp2nX̄n ` t2αq ` nX̄2

n ď 0. (37.135)

Les racines du polynôme du membre de gauche sont

p˘ “
2nX̄n ` t2α ˘

b
p2nX̄n ` tαq2 ´ 4pn` t2αqnX̄2

n

2pn` t2αq . (37.136)

Le but étant d’effectuer une limite n Ñ 8, nous factorisons d’abord n. Après simplification

p˘ “ X̄n ` tα
2n ˘ tα

b
t2α

4n2 ` X̄np1´X̄nq
n

1 ` tα
n

. (37.137)

Étant donné que nous considérons que n est grand, nous allons négliger les termes en 1
n en

faisant attention à ce que le terme en 1
n sous la racine est en réalité 1{?

n et ne doit pas être
négligé. Nous trouvons, à cette approximation, que

p P
”
X̄n ´ tα

d
X̄np1 ´ X̄nq

n
, X̄n ` tα

d
X̄np1 ´ X̄nq

n

ı
(37.138)

avec une probabilité 1 ´ α.

37.6.1 Région de confiance

Soit un n-échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente µθ. Nous supposons Θ Ă R avec Θ ouvert.
Soit α P r0, 1s un intervalle de confiance et une application mesurable

Λ: Rn Ñ BorpΘq
px1, . . . , xnq ÞÑ Λpx1, . . . , xnq. (37.139)

On appelle région de confiance exact au niveau de confiance 1 ´ α une région aléatoire
Λpx1, . . . , xnq telle que

P
`
θ P Λpx1, . . . , xnq˘ “ 1 ´ α. (37.140)

Si d “ 1, la région Λpx1, . . . , xnq est un intervalle.

37.6.2 Fonction pivotale

Soit θ̂n, un estimateur de θ. Une fonction v sur ΘˆΘ est pivotale pour θ si la loi de la variable
aléatoire vpθ̂n, θq ne dépend pas de θ. Elle est asymptotiquement pivotale si

vpθ̂n, θq LÝÑ ξ (37.141)

où ξ est une variable aléatoire indépendante de θ.
En pratique, nous essayons de faire apparaitre une variable aléatoire de loi connue qui ne

dépend pas du paramètre que l’on recherche. Si la variance est connue et si l’échantillon est grand,
le théorème central limite nous permet d’introduire une loi normale centrée réduite.

Exemple 37.41.
Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires de loi parente N pm,σ2q. Une fonction asymptotiquement
pivotale pour m est

vpz1, z2q “ z1 ´ z2
σ{?

n
(37.142)
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parce que la variable aléatoire

vpX̄n,mq “ X̄n ´m

α{?
n

(37.143)

tend vers N p0, 1q qui ne dépend pas de m. △

Exemple 37.42.
Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne
m et d’écart type σ que nous supposons inconnus. Le fonction suivante est asymptotiquement
pivotale pour m :

vpX̄n,mq “ X̄n ´m

σ{?
n
. (37.144)

△

Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi N pm,σ2
0q avec σ2

0 connu. Nous cherchons un intervalle
de confiance 1 ´α pour m. Pour cela nous allons utiliser une fonction asymptotiquement pivotale,
à savoir

X̄n ´m

σ2
0{?

n
„ N p0, 1q. (37.145)

Nous devrions chercher des valeurs z` de z´ telles que

P

ˆ
z´ ď X̄n ´m

σ0{?
n

ď z`
˙

“ 1 ´ α. (37.146)

Pour des raisons de symétries (de la courbe gaussienne), nous allons chercher un intervalle symé-
trique : z´ “ ´z`. Le nombre à chercher est donc le zα tel que

P
`|Z| ď zα

˘ “ 1 ´ α. (37.147)

Si nous demandons α “ 5%, la réponse est zα “ 1.96, c’est-à-dire que

P

ˆ
´1.96 ď X̄n ´m

σ{?
n

ď 1.96
˙

“ 0.95. (37.148)

Nous avons donc
P

ˆ
m P “

X̄n ´ 1.96σ?
n
, X̄n ` 1.96σ?

n

‰˙ “ 0.95. (37.149)

Supposons maintenant que nous avons observé 100 valeurs numériques avec x̄n “ 12 et σ “ 1.
La réalisation de l’intervalle de confiance pour m au niveau de confiance 0.95 est :

“
12 ´ 0.196, 12 ` 0.196

‰
. (37.150)

Cet intervalle est à interpréter de la façon suivante : si nous recommençons un grand nombre de
fois le sondage, la moyenne tombera 95% des fois dans l’intervalle ainsi calculé. Mais il faut bien
comprendre que la probabilité

P
`
m P “

12 ´ 0.196, 12 ` 0.196
‰˘

(37.151)

vaut zéro ou un.

Exemple 37.43.
Soit un échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente N pm,σ2q où m et σ2 sont inconnus. Déterminer
un intervalle de confiance exact symétrique au niveau de confiance 1 ´ α.

Déterminer un intervalle de confiance pour σ2.
Nous savons que la moyenne empirique est un estimateur de la moyenne :

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.152)
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Nous cherchons un intervalle du type I “ rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs pour lequel P pm P Iq “ 1 ´ α. Nous
savons que la variable aléatoire

X̄n ´m

α{?
n

(37.153)

suit une loi N p0, 1q, mais la variance est inconnue. La subtilité à savoir est que la variable aléatoire

Z “ X̄n ´m

Sn{?
σ

(37.154)

où S2
n “ ř

ipXi ´ X̄nq2{pn´ 1q suit une loi de Student à n degrés de liberté T pn´ 1q en vertu du
théorème de Cochran 37.15. Comme il est usuel de le faire, nous inversons l’intervalle :

1 ´ α “ P
`´ϵ ď X̄n ´m ď ϵ

˘
(37.155a)

“ P

ˆ
´ϵ

?
n

Sn
ď Z ď ϵ

?
n

Sn

˙
. (37.155b)

Les valeurs se trouvent dans des tables ; par exemple pour n “ 10 et α “ 5% nous trouvons

ϵ
?
n

Sn
“ 2.262. (37.156)

Plus généralement nous notons tn´1,1´ α
2

le quantile d’ordre 1 ´ α
2 de la loi T pn ´ 1q, c’est-à-dire

le nombre tel que
P pZ ď tn´1,1´ α

2
q “ 1 ´ α

2 (37.157)

si Z „ T pn´ 1q. L’intervalle de confiance est alors donné par

I “
„
X̄n ´ tn´1,1´ α

2
Sn?

n
, X̄n ` tn´1,1´ α

2
Sn?

n

ȷ
. (37.158)

Cela est un intervalle exact pour m au niveau de confiance 1 ´ α.
Nous pouvons aussi trouver un intervalle asymptotique en utilisant le théorème central limite :

X̄n ´m

Sn{?
n

LÝÑ T (37.159)

avec T „ N p0, 1q.
Rappel : dire que In est un intervalle de confiance asymptotique signifie que

lim
nÑ8P pm P Inq “ 1 ´ α. (37.160)

En ce qui concerne la variance σ2, l’intervalle de confiance se construit en utilisant la partie
(2) du théorème de Cochran 37.15. Nous introduisons la variable aléatoire pivot

Z “ pn´ 1qS
2
n

σ2 (37.161)

qui suit une loi χ2pn ´ 1q. Cette loi n’étant pas symétrique (voir figure 36.1), nous n’allons pas
chercher un intervalle de confiance symétrique. Nous cherchons c1 et c2 tels que

$
’’’&
’’’%

P
`
σ2 P rc1, c2s˘ “ 1 ´ α (37.162a)

P
`
σ2 P r0, c1s˘ “ α

2 (37.162b)

P
`
σ2 P rc2,8r˘ “ α

2 (37.162c)

La situation est représentée à la figure 37.3.
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Figure 37.3 – L’intervalle de confiance pour une χ2.

Le construction des nombres c1 et c2 passe par la relation

P pc1 ď σ2 ď c2q “ P

ˆpn´ 1qS2
n

c2
ď Z ď pn´ 1qS2

n

c1

˙
. (37.163)

Nous notons tn´1,α
2

et tn´1,1´ α
2

les quantiles donnés sur la figure 37.3, c’est-à-dire

P pZ ď tn´1,α
2

q “ α

2P pZ ě tn´1,1´ α
2

q “ 1 ´ α

2 . (37.164a)

Ce que nous obtenons est

pn´ 1qS2
n

c2
“ tn´1,α

2
(37.165a)

pn´ 1qS2
n

c1
“ tn´1,1´ α

2
, (37.165b)

et par conséquent l’intervalle de confiance pour σ2 est

I “
«

pn´ 1qS2
n

tn´1,1´ α
2

,
pn´ 1qS2

n

tn´1,1´ α
2

ff
(37.166)

avec P pσ2 P Iq “ 95%.

Remarque 37.44.
Il n’est pas clair à priori que la longueur de l’intervalle I décroisse avec n parce qu’il y a n dans
les t au numérateur.

△

37.6.3 Sondage de proportion

Une utilisation classique des statistiques est d’interpréter une proportion donnée par un son-
dage. Nous considérons une élection avec deux candidats A et B. Nous avons interrogés n “ 2500
personnes et nous avons obtenus 51% pour le candidat A et 49% pour le candidat B. Que peut on
dire ?

La modélisation de cette situation est que nous avons des variables aléatoires Xi „ BppAq et
que nous en avons observés n avec une moyenne

x̄n “ 0.51. (37.167)
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La loi de X̄n est une binomiale. Sa densité n’est pas symétrique, mais si n est grand, elle le devient.
Nous cherchons un intervalle

I “ rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs (37.168)

tel que P ppA P Iq “ 1 ´ α. Pour cela nous considérons le fait que n “ 2500 est grand et nous
utilisons la limite de la proposition 37.10 :

Zn “ ?
n

X̄n ´ pAb
X̄np1 ´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.169)

La variable aléatoire Zn est asymptotiquement pivotale et normale centrée réduite. Nous cherchons
donc un intervalle symétrique pour X̄n ´ pA :

1 ´ α “ P p´ϵ ď X̄n ´ pA ď ϵq, (37.170)

c’est-à-dire, si n est grand,

1 ´ α “ P

¨
˝´ϵ

?
nb

X̄np1 ´ X̄nq
ď Zn ď ϵ

?
nb

X̄np1 ´ X̄nq

˛
‚ (37.171)

où Zn est une normale centrée réduite. Nous trouvons ainsi, via les tables que

ϵ
?
nb

X̄np1 ´ X̄nq
“ 1.96 (37.172)

si nous voulons un intervalle à 5%. Par conséquent nous avons ϵ “ 1.96
?
X̄np1´X̄nq?

nj
et l’intervalle

de confiance est

IC “
»
–X̄n ´

1.96
b
X̄np1 ´ X̄nq?

n
, X̄n `

2.96
b
X̄np1 ´ X̄nq?

n

fi
fl . (37.173)

La propriété de cet intervalle est que

lim
nÑ8P ppA P Icq “ 1 ´ α. (37.174)

Remarque 37.45.
À quel moment avons nous fait une hypothèse sur la taille de la population globale ? En modélisant
les sondés par des variables de Bernoulli et leur somme par une binomiale, nous supposons que
le sondage est avec remise, sinon, elles ne seraient pas indépendantes. En supposant les sondés
indépendants, nous avons donc fait comme si la population totale était infinie.

37.7 Estimer une densité lorsqu’on ne sait rien

Nous supposons avoir une série d’observations issues d’un processus complexe dont nous n’avons
aucune idée de la loi parente, et nous voudrions nous faire une idée de la densité de cette loi
inconnue.

Nous observons une suite de réalisations que nous modélisons comme étant des variables aléa-
toires pX1, . . . , Xnq de loi parente (inconnue) µ. Notre but est de trouver un estimateur µ̂ de µ.
Par simplicité nous allons nous restreindre aux lois admettant une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue. C’est-à-dire que nous allons estimer µ par une suite de lois µ̂n qui sont toutes des
lois acceptant une densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
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37.7.1 Distance entre des mesures

Si ν1 et ν2 sont deux mesures de densité sur R, la distance entre ν1 et ν2 est définie par

dpν1, ν2q “ sup
APBorpRq

ˇ̌
ν1pAq ´ ν2pAqˇ̌ (37.175)

où BorpRq désigne l’ensemble des boréliens de R.

Théorème 37.46 (de Scheffé[674]).
Si f1 et f2 sont les densités de ν1 et ν2 par rapport à la mesure de Lebesgue, alors

dpν1, ν2q “
ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2| “ 1
2}f1 ´ f2}1 (37.176)

où f` est la partie positive de f (pour la décomposition fpxq “ f`pxq ´ f´pxq).
Démonstration. La dernière égalité est simplement une notation usuelle ; nous devons seulement
prouver les deux premières. Pour la première nous commençons par prouver que le borélien réalisant
le supremum est

B “ tx P R tel que f1pxq ě f2pxqu. (37.177)

En effet si A est un borélien nous avons

ν1pAq ´ ν2pAq “
ż

A
f1 ´ f2 ď

ż

AXB
f1 ´ f2 ď

ż

B
f1 ´ f2 “

ż

B
pf2 ´ f2q` “

ż

R

pf1 ´ f2q` (37.178)

Justifications :

— f1 ´ f2 négative sur AX AB.

— Vu que f1 ´ f2 ě 0 sur B, l’intégrale augmente si on augmente le domaine.

— Sur B nous avons f1 ´ f2 “ pf1 ´ f2q`.

Donc pour tout borélien A nous avons

dpν1, ν2q ď
ż

R

pf1 ´ f2q`. (37.179)

Mais pour A “ B nous avons égalité :

ν1pBq ´ ν2pBq “
ż

B
f1 ´ f2 “

ż

B
pf1 ´ f2q` “

ż

R

pf1 ´ f2q. (37.180)

Pour la seconde égalité nous savons que f1 et f2 s’intègrent toutes deux à 1 (parce que ce sont
des densités de probabilité), donc ż

R

f1 ´ f2 “ 0. (37.181)

En particulier nous avons ż

R

pf1 ´ f2q` “
ż

R

pf1 ´ f2q´, (37.182)

ce qui donne bien ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2|. (37.183)
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37.7.2 Estimateur par fenêtres glissantes

Nous considérons les estimations suivantes de la fonction de répartition :

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1tXiďxu, (37.184)

et un nombre hn qui sera la taille de la fenêtre glissante. Nous avons en tête de faire limnÑ8 hn “ 0.
Nous considérons ceci comme estimateur de la densité inconnue f des variables aléatoires Xi :

f̂npxq “ Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq
2hn

. (37.185)

L’idée sous-jacente est de prendre la dérivée de la fonction de répartition comme densité.

Lemme 37.47 ([674]).
Pour tout hn ą 0, l’estimateur f̂n est une densité de probabilité.

Démonstration. D’abord f̂n est bien à valeurs positives ou nulle. Ensuite devons parler de son
intégrale. Pour le numérateur nous avons

Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq “ 1
n

nÿ

i“1
1XiPBpx,hnq. (37.186)

En réalité cette égalité est valable seulement presque partout parce qu’elle n’est pas valable en
x “ x˘ hn, mais cela ne va pas nous ennuyer dans la mesure où nous avons dans l’idée d’intégrer
cela sur R. Avant de nous lancer dans l’intégrale nous remarquons que Xi P Bpx, hnq est la même
chose que x P BpXi, hnq, c’est-à-dire que

tXi P Bpx, hnqu “ tx P BpXi, hnqu. (37.187)

Donc ż

R

f̂n “ 1
2hn

1
n

nÿ

i“1

ż

R

1BpXi,hnq
loooooomoooooon

2hn

“ 1
2nhn

nÿ

i“1
2hn “ 1. (37.188)

Lemme 37.48 ([674]).
L’estimateur f̂n est déjà pas mal parce que

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq˘ Ñ fpxq (37.189)

pour presque tout x P R.

Démonstration. Nous commençons par nous rappeler le fait que Fnpxq est un estimateur sans biais
de F pxq (proposition 37.35). Donc

E
`
f̂npxq˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq

2hn
. (37.190)

Nous devons prendre la limite de cela lorsque hn Ñ 0, c’est-à-dire considérer la dérivée de F .
Attention : rien ne dit que F soit dérivable, si ce n’est la proposition 17.26 qui indique qu’elle est
dérivable presque partout avec f comme dérivée.

La limite hn Ñ 0 dans (37.190) nous donne donc bien presque partout

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq˘ “ fpxq. (37.191)



37.7. ESTIMER UNE DENSITÉ LORSQU’ON NE SAIT RIEN 2453

Proposition 37.49 ([674]).
Si la suite phnq est telle que hn Ñ 0 et nhn Ñ 8, alors pour presque tout x P R nous avons les
convergences

f̂npxq L2pP qÑ fpxq (37.192)
et

f̂npxq PÑ fpxq. (37.193)

Démonstration. Il faut d’abord comprendre ce que signifie la convergence L2pP q pour presque tout
x. Pour cela il faut comprendre que f̂npxq est en soi une variable aléatoire et est en réalité une
fonction ω ÞÑ f̂npx, ωq. Ce que nous allons montrer est que pour presque tout x (maintenant fixé),
cette variable aléatoire converge vers une constante (par rapport à ω) et que cette constante est
fpxq.

La convergence Xn
L2pP qÑ X signifie E

`|Xn ´X|2˘ Ñ 0, c’est-à-dire
ż

Ω

ˇ̌
Xnpωq ´Xpωqˇ̌2dP pωq Ñ 0. (37.194)

En faisant une décomposition biais-variance nous devons donc étudier

E
”`
f̂npxq ´ fpxq˘2

ı
“ E

“
f̂npxq ´ fpxq‰2 ` Var

`
f̂npxq ´ fpxq˘ (37.195)

Ici fpxq doit être vue comme la variable aléatoire constante sur Ω. Par le lemme 37.48 et la
proposition 36.29 le terme de biais converge vers zéro lorsque n Ñ 8.

Pour traiter le terme de biais, nous savons déjà que

2nhnf̂npxq “
nÿ

i“1
1tXiPBpx,hnqu, (37.196)

où le membre de droite (et donc aussi celui de gauche) est est une variable aléatoire binomiale
comptant le nombre de succès de l’expérience Xi P Bpx, hnq en n essais. Nous notons px,n “ P

`
Xi P

Bpx, hnq˘. Si µ est la loi parente des Xi, alors

pn,x “ P
`
Xi P Bpx, hnq˘ “ µ

`
Bpx, hnq˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq (37.197)

où F est la fonction de répartition (parente) des Xi.
Alors la variance de ladite binomiale est donnée par (36.350), c’est-à-dire npx,np1 ´ px,nq. Nous

avons alors
Var

`
2nhnf̂npxq˘ “ bpx,np1 ´ px,nq (37.198)

et
Var

`
f̂npxq˘ “ 1

4n2h2
n

npx,np1 ´ px,nq. (37.199)

Nous pouvons faire la majoration tp1 ´ tq ď t qui est valable pour tout t et écrire

Varpf̂npxqq ď 1
4nhn

px,n
hn

. (37.200)

Le premier facteur tend vers zéro parce que nous avons supposé que nhn Ñ 8. Pour le second
facteur, il faut remarquer que l’expression (37.197) nous donne presque partout

lim
hnÑ0

pn,x
hn

“ 2fpxq, (37.201)

qui est constant et certainement borné.
Nous avons maintenant prouvé que pour presque tout x nous avons f̂npxq L2pP qÑ fpxq. Montrons

que cela implique la convergence en loi, c’est-à-dire que pour tout η ą 0, nous avons la limite

P
`|f̂npxq ´ fpxq| ą η

˘ Ñ 0. (37.202)
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Si cela n’était pas vrai, nous aurions un nombre η0 ą 0 et ϵ ą 0 tel que pour tout n à partir d’une
certaine taille,

P
´

|f̂npxq ´ fpxq|2 ą η0
¯

ą ϵ, (37.203)

et en particulier en notant A l’événement |f̂npxq ´ fpxq|2 ą η2
0, P pAq ą ϵ. Alors

ż

Ω

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωqˇ̌2dP pωq ě

ż

A

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωqˇ̌2dP pωq ě

ż

A
η2

0 “ η2
0P pAq. (37.204)

Cela signifie que
}f̂npxq ´ fpxq}L2pP q ě η0P pAq, (37.205)

ce qui contredit la première convergence démontrée.

Note : l’hypothèse nhn Ñ 8 revient à dire que nous voulons que chaque boîte contienne de
plus en plus d’observations. Si nous avions nhn Ñ 0, alors avec n qui augmente, la majorité des
boîtes deviendraient vides, ce qui reviendrait à une perte d’information.

37.8 Test d’hypothèses, prise de décision

37.8.1 Exemple : qualité des pièces d’usine

Une usine fabrique des composantes électronique garantis un an. Le constructeur ne veut pas
accepter que plus de 5% des pièces tombent en panne avant un an.

Nous supposons que la durée de vie T d’une pièce soit une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de paramètre λ (qui est l’inverse de la moyenne : θ “ 1{λ). Le fabriquant veut donc
s’assurer que

0.95 ď P pT ě 1q, (37.206)

ou encore
P pT ě 1q “

ż 8

0

1
θ
e´x{θdx “ e´1{θ ě 0.95, (37.207)

donc le fabriquant doit s’assurer que
θ ě 1

ln
` 1

0.95
˘ . (37.208)

Nous posons donc θ0 “ 19.5 et nous prenons comme modèle de décision que si θ ă θ0, alors la
chaine de production doit être revue, et si θ ą θ0, alors l’usine peut continuer son travail.

Ce dont nous disposons n’est pas de θ, mais d’une estimation de θ à partir d’un échantillon.
Cela étant il faudra aussi pouvoir estimer la probabilité de faire un mauvais choix.

37.8.2 Exemple : la résistance d’un fil

Un artisan a besoin d’un fil qui a une résistance à une traction de 100 g en moyenne. Si la
résistance est trop faible, le fil casse ; si elle est trop grande, c’est trop rigide et ça ne convient pas.

Remarque 37.50.
Dans l’exemple précédent, avoir θ ą θ0 ne dérange pas. Si la durée de vie moyenne est de 2 ans, le
directeur de l’usine ne sera pas malheureux. Ici par contre l’artisan cherche une valeur précise et
a donc une borne vers le haut et vers le bas.

L’artisan reçoit un lot de fils et souhaite savoir si il est conforme. Pour cela, il prend 4 fils au
hasard et mesure une moyenne de 112 g. Est-ce que cela est cohérent avec une moyenne de 100 g ?

Nous faisons l’hypothèse que ma résistance des fils suit une loi normale N pm,σ2q avec m
inconnu. Pour la simplicité nous supposons que σ est connu et vaut 10.

Nous devons prendre une décision entre deux hypothèses. L’hypothèse H0 sera de dire que le
lot a une résistance de 100 g et l’hypothèse alternative sera que le lot a une résistance différente.
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Les 4 observations sont quatre variables aléatoires pXiqi“1,2,3,4, et le nombre 112 est une réali-
sation de la variable aléatoire

X̄4 “ 1
4pX1 `X2 `X3 `X4q. (37.209)

Nous supposons que H0 est vraie, et nous calculons quelle est l’intervalle autour de m “ 100
qui a 95% de chances de contenir la moyenne observée. Si 112 est dedans, nous acceptons H0 et si
112 est hors de cet intervalle, nous refusons H0.

Compte tenue de l’hypothèse H0, nous avons

X̄4 ´ 100
10?

4
“ X̄4 ´ 100

5 „ N p0, 1q. (37.210)

Nous commençons à connaitre par cœur l’intervalle de confiance à 95% d’une loi normale centrée
réduite ; le quantile est à 1.96, c’est-à-dire

P

ˆ
´1.96 ď X̄4 ´ 100

5 ď 1.96
˙

“ 0.95, (37.211)

ou encore
P
`
X̄4 P r90.2, 109.8s˘. (37.212)

Il y a donc moins de 5% de chances que la moyenne de ces quatre fils tombent en dehors de
l’intervalle r90.2, 109.8s. L’artisan doit donc rejeter l’hypothèse et considérer que le lot est mauvais.

La région
s´8, 90.2s Y r109.8,8r (37.213)

est la région de rejet, ou région critique.
Ici, le nombre 5% représente le risque de refuser H0 alors qu’elle était vraie. Notons que nous ne

pouvons pas calculer le risque d’accepter H0 alors qu’elle est fausse. En effet, si H0 est fausse, nous
ne savons pas quelles sont les valeurs de X̄4 acceptables parce qu’il y a une infinité de possibilités
pour m qui soient alternatifs à m “ 100.

Évidemment si la vraie moyenne est 100`10´7, l’hypothèse H0 sera acceptée, mais nous n’avons
aucun moyen de savoir si elle est vraie ou non.

37.8.3 Vocabulaire et théorie

Nous avons un modèle d’échantillonnage paramétrique pXθ,1, . . . , Xθ,nq de taille n et de para-
mètre inconnu θ, de loi parente µθ appartenant à une famille paramétrique de lois pµθqθPΘ.

Soient H0 et H1 deux ensembles disjoints tels que Θ “ H0 Y H1. L’ensemble H0 sera nommé
hypothèse nulle et l’ensemble H1 sera l’hypothèse alternative.

Pour l’exemple des fils, nous avions H0 “ t100u et H1 “ Rzt100u. Si une hypothèse est réduite
à un singleton, nous parlons d’hypothèse simple et sinon c’est une hypothèse composite ou
multiple. Faire un tests consiste à déterminer une région critique.

Définition 37.51.
Un test est une application mesurable δ qui à px1, . . . , xnq P Rn associe

δpx1, . . . , xnq P t0, 1u. (37.214)

Si δpx1, . . . , xnq “ 0 on accepte l’hypothèse H0 pour l’échantillon x1, . . . , xn, et si δpx1, . . . , xnq “ 1,
alors on rejette H0 et on choisit H1. L’ensemble

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que δpx1, . . . , xnq “ 1u (37.215)

est la région de rejet ou la région critique.
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L’ensemble W “ δ´1p1q est un borélien de Rn parce que δ est mesurable. L’événement auquel
nous sommes intéressés est l’événement

R “ tpXθ,1, . . . , Xθ,nq P W u. (37.216)

Exemple 37.52.
Pour l’exemple de 37.8.2 nous avions

δpx1, . . . , x4q “ 1Ar90.2,109.8spx̄4q. (37.217)

△

37.8.4 Risque de première et seconde espèce

Le modèle de décision que nous avons introduit comprend deux façons de se tromper. Soit nous
rejetons H0 alors qu’elle est vraie (c’est le risque de première espèce), soit nous acceptions H0
alors qu’elle est fausse (risque de seconde espèce). Nous pouvons formaliser ces concepts de la
façon suivante.

Nous considérons un test de région critique W . Le risque de première espèce, noté α est la
fonction

α : H0 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq P W ˘
.

(37.218)

Il s’agit de la probabilité de rejeter H0 alors qu’elle es vraie. Le risque de seconde espèce est la
fonction

β : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq R W ˘
.

(37.219)

C’est la probabilité d’accepter H0 alors qu’elle est fausse.

Définition 37.53.
Soit δ un test de région critique W . La puissance du test est la fonction

η : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq P W ˘
.

(37.220)

La courbe d’efficacité du test est la fonction

h : Θ Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq R W ˘
.

(37.221)

La puissance d’un test est la probabilité de rejeter H0 lorsque H1 est vraie. Plus la puissance
est grande, mieux c’est. La courbe d’efficacité du test est la probabilité d’accepter H0 pour une
certaine valeur de θ.

Soit un test δ. Une statistique Tθ “ TnpXθ,1, . . . , Xθ,nq est une variable de décision pour δ
si AW peut s’écrire d’une des façons suivantes

AW “

$
’&
’%

tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ă cu test unilatéral à droite
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ą cu test unilatéral à gauche
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que c1 ď Tnpx1, . . . , xnq ă c2u test bilatéral.

(37.222)

Le plus souvent la variable de décision sera la moyenne : Tnpx1, . . . , xnq “ 1
n

řn
i“1 xi. Les valeurs

c, c1, c2 sont des valeurs critiques.
En ce qui concerne les notations, ici Tn représente la valeur mesurée sur un n-échantillon (d’où

l’indice n) alors que Tθ est la valeur théorique de T lorsque θ est la vraie valeur du paramètre qu’on
veut estimer.
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Pour un test unilatéral à gauche, nous fixons la valeur critique c de telle manière a avoir

P pTθ ą cq ď α. (37.223)

Pour un test unilatéral à gauche, nous fixons c de telle manière a avoir

P pTθ ă cq ď α (37.224)

et pour un test bilatéral nous fixons c1 et c2 de telle façon à avoir

P pTθ ą c2q “ P pTθ ă c1q ď α

2 . (37.225)

37.8.5 Modèle paramétrique de loi gaussienne

Soit un modèle statistique paramétrique de lois gaussiennes N pm, 1q de moyenne m inconnue
avec m P R`. Nous avons Θ “ r0,8r.

Nous observons un échantillon de taille n “ 36. Avec un risque de première espèce de 5% nous
voulons estimer l’hypothèse H0 “ t0u contre l’hypothèse H1 “ s0,8r. De notre échantillon nous
construisons la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi (37.226)

dans laquelle les Xi sont les éléments de l’échantillon, elles sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi N pm, 1q avec m inconnu.

Si X̄n est proche de zéro nous acceptons H0, sinon nous la rejetons. La région de rejet s’écrit
donc sous la forme

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que x̄n “ 1
n

nÿ

i“1
xi ą uu (37.227)

dans lequel il faut fixer le u pour satisfaire au risque de première espèce de 5%. La contrainte est
d’avoir

P pX̄n ą uq “ α (37.228)

si H0 est vérifiée. Cela revient à dire que dans 5% des cas où H0 est correcte, nous la rejetterons.
Si H0 est vraie alors X̄n est une moyenne de gaussiennes de moyennes m et nous avons

X̄n ´m

σ{?
n

„ N p0, 1q (37.229)

avec m “ 0 et σ “ 1. L’équation (37.228) devient donc

α “ P

ˆ
X̄n

1{?
n

ą u

1{?
n

˙
“ P pT ą ?

nuq (37.230)

où T „ N p0, 1q. Avec n “ 36 et α “ 5% nous trouvons

u “ 1.645
6 » 0.274 (37.231)

La règle de décision est donc la suivante : si x̄n ą 0.274 alors nous rejetons H0, et sinon nous
l’acceptons.

Calculons la puissance de ce test (définition 37.53). C’est la fonction donnée par

η : H1 Ñ R

m ÞÑ P
`pX1,m, . . . , Xn,mq P W ˘ “ P

ˆ
1
n

ÿ
Xi ą u

˙
.

(37.232)



2458 CHAPITRE 37. STATISTIQUES

Dans ce calcul, les Xi sont d’une loi normale N pm, 1q, et non N p0, 1q. En retranchant m et en
divisant par 1{?

n nous trouvons

ηpmq “ P

˜
1
n

ř
Xi ´m

1{?
t

ą u´m

1{?
n

¸
(37.233a)

“ P pT ą ?
npu´mqq (37.233b)

“ P pT ą 16.45 ´ 6mq (37.233c)
“ 1 ´ Φp1.645 ´ 6mq (37.233d)

où Φ est la fonction de répartition de N p0, 1q. La fonction η a les propriétés suivantes :

lim
mÑ´8 ηpmq “ 0 (37.234a)

lim
mÑ8 ηpmq “ 1 (37.234b)

ηp0q “ 5
100 . (37.234c)

Remarque 37.54.
Si nous regardons m “ 0.001, le risque de seconde espèce est quasiment de 90%. En effet le risque
de seconde espèce est d’accepter H0 alors qu’il est faux. Lorsque m “ 0.001, l’hypothèse H0 est
fausse, mais la probabilité qu’on l’accepte est grande. D’ailleurs les conséquences de l’accepter à
tort ne sont peut-être pas si grandes que cela.

37.9 Tests paramétriques
La proposition suivante montre le lien entre région de confiance et les tests.

Proposition 37.55.
Soit ΛpX1, . . . , Xnq une région de confiance par excès de niveau de confiance 1 ´ α. Alors il existe
un tests pur de niveau α pour tester H0 “ tθ0u de région de rejet

Wn “ tx “ px1, . . . , xnq P Rn tel que θ0 R Λpx1, . . . , xnqu. (37.235)

Démonstration. L’hypothèse sur Λ signifie qu’avec les observations pX1, . . . , Xnq, il y a une forte
probabilité (plus grande que 1 ´ α) que θ soit dans ΛpX1, . . . , Xnq. Avec ou sans H0 nous avons
donc

P pθ P Λq ě 1 ´ α. (37.236)
Supposons maintenant l’hypothèse H0, alors

P
`pX1, . . . , Xnq P Wn

˘ “ P
`
θ0 R ΛpX1, . . . , Xnq˘ ď α. (37.237)

Remarque 37.56.
Soit Wn la région de confiance d’un test de niveau α pour tester H0 “ tθ0u. Alors

Λ “ tx P Rn tel que x R Wnu (37.238)

est une région de confiance 1 ´ α pour θ.

Exemple 37.57.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi parente N pθ, 1q avec θ P tθ0, θ1u. Nous supposons θ0 ă θ1.
Nous voulons tester H0 “ tθ0u contre H1 “ tθ1u. Nous proposons le test suivant. La variable de
décision sera X̄n et la région de rejet sera

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que 1
n

ÿ

i

xi ą θ1 ` θ2
2 u. (37.239)
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(1) Donner le risque de première espèce de ce test.
(2) Soit 0 ă α ă 1. Pour quelle valeur de n le tests a-t-il un risque de première espèce égal à α ?
(3) Donner la puissance du test.

Les réponses peuvent être exprimées en termes de la fonction de répartition F de la loi normale
centrée réduite.

Le risque de première espèce est donné par

α “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ą θ0 ` θ1
2

¸
(37.240)

où les Xi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente
N pθ0, 1q. Cela est la probabilité d’être dans la région de rejet alors que l’hypothèse H0 est vraie.
La formule (37.240) se transforme en

α “ P

˜
1
n

ř
Xi ´ θ0

1{?
n

ą
θ0`θ1

2 ´ θ0
1{?

n

¸
(37.241a)

“ P pT ą ?
n
θ1 ´ θ0

2 q. (37.241b)

En termes de la fonction de répartition nous avons alors

α “ 1 ´ F
`?
n
θ1 ´ θ0

2
˘

(37.242)

Il s’agit maintenant de trouver le nombre n qui réalise cette égalité. Pour cela nous utilisons
l’inverse F´1 de la fonction de répartition de la normale :

n “
ˆ

2
θ1 ´ θ0

F´1p1 ´ αq
˙2

. (37.243)

Le risque de seconde espèce est la possibilité d’accepter H0 lorsque H1 est vraie, c’est-à-dire

β “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ă θ0 ` θ1
2

¸
(37.244)

sous l’hypothèse H1. Dans le calcul de (37.244) nous prenons donc Xi „ N pθ1, 1q. Le résultat est
que

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘
. (37.245)

Remarque 37.58.
L’expression (37.243) diminue lorsque θ0 et θ1 s’éloignent, ce qui est normal : plus les nombres à
discerner sont éloignés, moins l’échantillon à prendre pour réaliser le travail doit être grand.

Notons aussi que θ0 ´ θ1 ă 0, par conséquent augmenter n diminue la valeur de

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘

(37.246)

△

<++>

37.10 Tests d’adéquation
Soit X1, . . . , Xn un échantillon de loi parente X finie prenant ses valeurs dans ta1, . . . , aku. La

loi de X est donnée par les nombres
pi “ P pX “ aiq (37.247)
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pour i “ 1, . . . , k. Nous introduisons l’effectif empirique, la variable aléatoire Ni qui compte
le nombre de fois que ai est observé dans l’échantillon. La fréquence empirique est la variable
aléatoire

Fi “ Ni

n
. (37.248)

Nous savons que la loi de Ni est Bpn, piq, et la loi des grands nombres dit que

Fi
p.s.ÝÑ pi (37.249)

pour chaque i. Le théorème central limite nous indique de plus que

Ni ´ npia
npip1 ´ piq

LÝÑ T „ N p0, 1q. (37.250)

Nous considérons un cas où les pi sont inconnus. Ils peuvent être approchés par Ni » npi. Le
théorème de Pearson nous indique comment.

Théorème 37.59 (Théorème de Pearson).
Nous avons

kÿ

i“1

pNi ´ npiq2

npi

LÝÑ K „ χ2pk ´ 1q (37.251)

où la distribution χ2plq est la somme des carrés de l gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Démonstration. Nous commençons par le cas k “ 2. Dans ce cas nous avons N2 “ n ´ N1 et
p1 ` p2 “ 1. La sommes que nous regardons est

pN1 ´ np1q2

np1
` pN2 ´ np2q2

np2
“ pN1 ´ np1q2

np1
` pN1 ´ np1q2

np1 ´ p1q (37.252a)

“ pN1 ´ np1q2

np1p1 ´ p1q . (37.252b)

Étant donné que N1 est une variable aléatoire binomiale nous avons

N1 ´ np1a
np1p1 ´ p1q

LÝÑ T „ N p0, 1q. (37.253)

Par conséquent la limite de (37.252b) est
˜

N1 ´ np1a
np1p1 ´ p1q

¸2
LÝÑ T 2 » χ2p1q. (37.254)

Cela conclut le cas k “ 2.
Passons à présent au cas général. Le k-uple pN1, . . . , Nkq est une variable aléatoire multinomiale

de loi
M pn; k; p1, . . . , pkq. (37.255)

Nous introduisons les variables aléatoires Ui données par Ui : Ω Ñ Rk avec

P
`
Ui “ p0, . . . , 1, . . . , 0q˘ “ pi; (37.256)

c’est le vecteur aléatoire qui prend ses valeurs dans les vecteurs de la base canonique de Rk et qui
prend la valeur ei avec probabilité pi. Par construction nous avons

pN1, . . . , Nkq “
nÿ

i“1
Ui. (37.257)
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Nous allons étudier la fonction caractéristique de pN1, . . . , Nkq définie par l’équation (36.218) :

ΦpN1,...,Nkq : Rk Ñ C

ej ÞÑ Epeiej ·N q “ EpeiNj q. (37.258)

Plus généralement,
ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “ E

`
eixt,Ny

Rk
˘
. (37.259)

Nous avons
eixt,Ny “ ei

ř
jxt,Ujy “

ź

j

eixt,Ujy (37.260)

et vu que les Ui sont indépendantes et identiquement distribuées nous pouvons écrire U1 à la place
de Uj de façon à avoir

ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “
ź

j

E
`
eixt,U1y˘ (37.261a)

“
ź

j

ÿ

l

ple
ixt,ely (37.261b)

“
ź

j

ÿ

l

ple
itl (37.261c)

“
˜

kÿ

l“1
ple

itl

¸n

. (37.261d)

Nous allons montrer que

lim
nÑ8 ΦpN1,...,Nnqpt1, . . . , tkq “ e´ 1

2
řn

j“1 t
2
j ´

˜
kÿ

j“1
tj

?
pj

¸2

. (37.262)

Pour ce faire, nous allons effectuer un développement limité. D’abord nous introduisons les variables
aléatoires

αj “ Nj ´ npj?
npj

(37.263)

et nous calculons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ E

„
exp

ˆ
ixt, `N1 ´ np1?

np1
, . . . ,

Nk ´ npk?
npk

˘y
˙ȷ

(37.264)

Étant donné que n et pj sont des variables déterministes, nous pouvons les sortir de l’espérance.
Nous avons alors

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜

´i
kÿ

j“1
tj

?
npj

¸
ΦpN1,...,Nkq

ˆ
t1?
np1

, . . . ,
tk?
npk

˙
(37.265)

parce que

E

˜
e
tj

Nj ´npj?
npj

¸
“ e

´tj npj?
npj E

´
etjNj{?

npj

¯
(37.266)

En remplaçant (37.261) dans (37.265) nous trouvons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜

´i
kÿ

j“1
tj

?
npj

¸˜
kÿ

j“1
pje

i
tj?
npj

¸n

looooooooomooooooooon
A

(37.267)
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Nous analysons maintenant le terme A. Nous écrivons l’égalité A “ A ` 1 ´ 1 en tenant compte
de

ř
j pj “ 1 sous la forme

A “
˜

1 `
kÿ

j“1
pj
`

exppitj{?
npjq ´ 1

˘
¸n

, (37.268)

Nous avons alors

lnpAq “ n ln
«

1 `
8ÿ

j“1
pj
`
eitj{?

npj ´ 1q
ff

(37.269)

Nous développons l’exponentielle en

eitj{?
npj ´ 1 “ itj?

npj
´ t2j

2npj
` 1
n
ϵp1{nq (37.270)

et ensuite le logarithme selon la formule

lnp1 ` xq “ x´ x2

2 ` x2αpx2q. (37.271)

Nous avons

lnpAq “ n ln
«

1 `
ÿ

j

pj

´ itj?
npj

´ t2j
2npj

` 1
n
ϵp 1
n

q
¯ff

(37.272a)

“ n ln
«

1 `
ÿ

j

pj

´
itj

c
pj
n

´ t2j
2n ` 1

n
ϵp 1
n

q
¯ff

(37.272b)

“ n
kÿ

j“1

˜
itj

c
pj
n

´ t2j
2n ` 1

n
ϵp1{nq

¸

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon
K

(37.272c)

´ n
1
2

»
–ÿ

j

˜
itj

c
pj
n

´ t2j
2n ` 1

n
ϵp1{nq

¸2
fi
fl (37.272d)

` nK2αpKq (37.272e)

Nous introduisons dans ϵ tous les termes en 1{n2 et nous trouvons

lnpAq “
ÿ

j

˜
itj

?
pjn´ t2j

2

¸
´ 1

2

˜ÿ

j

itj
?
pj

¸2

` ϵp1{nq `K2αpKq. (37.273)

En remplaçant dans (37.267) et en passant à la limite pour n Ñ 8,

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜

´1
2
ÿ

j

t2j ` 1
2
`ÿ

j

tj
?
pj
˘2
¸
. (37.274)

Nous reconnaissons des lois gaussiennes dans le premier terme de l’exponentielle. Nous allons
maintenant nous atteler à identifier le second terme.

Soit C une matrice orthogonale dont la dernière ligne est p?
p1, . . . ,

?
pkq. Nous considérons les

vecteurs

α “

¨
˚̋
α1
...
αk

˛
‹‚, t “

¨
˚̋
t1
...
tk

˛
‹‚. (37.275)
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et ensuite nous notons

U “ Ct “

¨
˚̋
u1
...
uk

˛
‹‚. (37.276)

Étant donné que C est orthogonale, nous avons
řk
i“1 α

2
i “ řk

i“1 β
2
i et

Φpβ1,...,βkq “ E
`
eixu,βy˘ “ E

`
eixt,αy˘ “ Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq. (37.277)

Nous pouvons récrire l’argument de l’exponentielle (37.274) de la façon suivante :

kÿ

i“1
t2j “

ÿ

j

u2
j (37.278a)

kÿ

j“1
tj

?
pj “ pCtqk, (37.278b)

Nous avons alors

lim
nÑ8 Φpβ1,...,βkqpt1, . . . , tkq “ lim

nÑ8 Φpα1,...,αkqpu1, . . . , ukq (37.279a)

“ exp
˜

1
2

k´1ÿ

j“1
u2
j

¸
(37.279b)

“ ΦpZ1,...,Zk´1,0qpu1, . . . , ukq (37.279c)

où les Zi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de distribution
normale centrée réduite. Nous avons donc montré que

pβ1, . . . , βkq LÝÑ pZ1, . . . , Zk´1, qq. (37.280)

Étant donné que l’application x ÞÑ }x}2 est continue, nous avons aussi

}pβ1, . . . , βkq}2 LÝÑ }pZ1, . . . , Zk´1, 0q}2, (37.281)

et par conséquent

}pα1, . . . , αkq}2 LÝÑ
k´1ÿ

j“1
Z2
j „ χ2pk ´ 1q. (37.282)

D’après la définition (37.263) nous avions

}pα1, . . . , αkq}2 “
kÿ

j“1

pNj ´ pjq2

npj
. (37.283)



2464 CHAPITRE 37. STATISTIQUES



Chapitre 38

Chaînes de Markov à temps discret

Mets tes deux pieds en canard, c’est la chaine de Markov qui se prépare.

38.1 Généralités

Les chaines de Markov interviennent pour la description des systèmes dont l’évolution future
ne dépend que de l’état présent.

Définition 38.1.
Soit E un ensemble au plus dénombrable 1 et pΩ,F , P q un espace de probabilité. Une chaine de
Markov à valeurs dans E est une famille pXnqnPN de variables aléatoires telles que pour tout
x0, . . . , xn`1 P E,

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.1)

Pour une chaine de Markov, il n’est pas important de savoir l’historique pour prédire la futur :
Xn`1 est seulement déterminé par Xn.

Remarque 38.2.
Il existe une théorie des chaines de Markov à temps continu ou avec E non dénombrable, mais ce
n’est pas au programme.

38.3.
Vu que l’ensemble E des états est au plus dénombrable, nous rappelons très humblement à la
lectrice la proposition 11.110 qui nous permet de changer des sommes sur E en des sommes sur N
sans nous soucier de l’ordre sur E. Si f est une fonction sur E, nous nous écrirons

ÿ

xPE
fpxq “

8ÿ

k“0
fpxkq (38.2)

sans citer 11.110 à chaque fois.

Définition 38.4.
Si pXnq est une chaine de Markov 2, nous notons

pnpx, yq “ P pXn`1 “ y|Xn “ xq (38.3)

la probabilité de transition de la chaine à l’instant n. Si cette probabilité ne dépend pas de n,
nous disons que la chaine de Markov est homogène, et nous notons ppx, yq au lieu de pnpx, yq.

1. Une chaine de Markov sur un ensemble indénombrable demanderait plus de technique à cause du lemme 11.106
qui fait que toutes les sommes sur des ensembles indénombrables sont infinies.

2. Définition 38.1.

2465
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Définition 38.5 (Matrice de transition).
Nous notons Qpnq la matrice de transition qui est éventuellement infinie :

Qpnq
xy “ pnpx, yq. (38.4)

Si l’ensemble des états E est infini, ce n’est pas une matrice à proprement parler.

Le lemme suivant est intuitivement rien d’autre que le fait que la somme des probabilités doit
être 1.

Lemme 38.6.
Soit un processus de Markov pXnq sur l’ensemble E. Pour chaque x P E pour pour tout n P N
nous avons ÿ

yPE
pnpx, yq “ 1. (38.5)

Démonstration. Nous avons le calcul
ÿ

yPE
pxpx, yq “

ÿ

yPE
P pXn`1 “ y|Xn “ xq (38.6a)

“ P pΩ|Xn “ xq (38.6b)

“ P pΩ XXn “ xq
P pXn “ xq (38.6c)

“ 1. (38.6d)

Justifications :
— Pour (38.6b), c’est le lemme 36.36 en observant que Ω “ Ť

yPEtXn`1 “ yu.
— Pour (38.6d), c’est Ω XA “ A.

Remarque 38.7.
Attention à ce que ce lemme 38.6 ne fonctionne que sur les colonnes de pn. En effet, la sommeř
xPE ppx, yq ne vaut pas spécialement 1. Si les états x1 et x2 arrivent tous les deux en y de façon

certaine, alors nous avons
ř
x ppx, yq ě 2. Il n’y a donc pas de limites aux sommes des lignes.

Lemme-Définition 38.8 (Produit de matrices de transition).
Soient deux processus de Markov pXnq et pYnq sur le même ensemble E. En notons p et q leurs
matrices de transition 3 alors

(1) La somme
ř
xPE ppa, xqqpx, bq converge pour tout a, b P E.

(2) Nous notons pq la « matrice de transition »

ppqqpa, bq “
ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq. (38.7)

(3) La matrice pq vérifie ÿ

yPE
ppqqpx, yq “ 1 (38.8)

pour tout x P E.

Démonstration. Nous considérons la mesure de comptage sur E (définition 14.240). Cela nous
permet d’écrire la somme comme une intégrale.

3. Qui n’est pas spécialement une matrice, voir la définition 38.5.
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(i) Pour (1) Nous devons donc démontrer la convergence de

ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq “

ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq (38.9)

où dmpxq n’est pas du tout la mesure de Lebesgue (qui n’aurait aucun sens), mais bien la
mesure de comptage en x.
Nous pouvons majorer qpx, bq par 1 (tous les nombres sont strictement plus grands que zéro) :
pour chaque x nous avons

ppa, xqqpx, bq ď ppa, xq, (38.10)

alors que
ş
E ppa, xqdmpxq “ 1 par le lemme 38.6.

Vu que la fonction x ÞÑ ppa, xqqpx, bq est dominée par la fonction x ÞÑ ppa, xq et que cette
dernière est intégrable, le lemme 14.178 conclu à l’intégrabilité de la première. Bref, l’intégrale
(38.9) existe et est finie.

(ii) Pour (2) Il n’y a rien à prouver, c’est seulement une définition.
(iii) Pour (3) Nous devons calculer la valeur de

ÿ

bPE

` ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq˘ “

ż

E

` ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq˘dmpbq. (38.11)

Pour cela nous allons utiliser le théorème de Fubini comme expliqué en 14.273, et nous
partons de la somme dans le sens inverse. D’abord nous prouvons que px, bq ÞÑ ppa, xqqpx, bq
est dans L1pE ˆ Eq en étudiant les intégrales en chaine :

ż

E

´ ż

E
|ppa, xqqpx, bq|dmpbq

¯
dmpxq “

ż

E
ppa, xq

´ ż

E
qpx, bqdmpbq

loooooooomoooooooon
“1

¯
dmpxq (38.12a)

“
ż

E
ppa, xqdmpxq (38.12b)

“ 1. (38.12c)

Donc la fonction est L1pEˆEq et nous pouvons fusionner et permuter les intégrales à volonté.
Nous avons alors

1 “
ż

E

´ ż

E
|ppa, xqqpx, bq|dmpbq

¯
dmpxq (38.13a)

“
ż

EˆE
ppa, xqqpx, bqdmpx, bq (38.13b)

“
ż

E

´ ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq

¯
dmpbq. (38.13c)

Définition 38.9.
Une matrice dont tous les éléments sont positifs ou nuls et donc la somme de toutes les lignes sont
1 est une matrice stochastique.

Notons que l’ensemble des matrices stochastiques est un fermé dans l’ensemble des matrices.

Lemme 38.10.
Si U est une matrice stochastique 4, alors il existe une chaine de Markov dont la matrice de tran-
sition est U .

4. Définition 38.9.
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Exemple 38.11.
Nous considérons une fourmi qui se déplace dans un appartement à trois pièces A, B, C. Supposons
qu’à chaque minute, elle a une probabilité 1{3 de rester dans la pièce et une probabilité 2{3 de se
déplacer. Le plan de l’appartement est

A // B // C (38.14)

De la pièce A est est donc uniquement possible d’aller vers la pièce B ; de la B il est possible d’aller
en A et en C et de la C il est uniquement possible d’aller en B.

La matrice de transition de cette chaine de Markov est

Q “
¨
˝

1{3 2{3 0
1{3 1{3 1{3
0 2{3 1{3

˛
‚ (38.15)

△

Proposition 38.12.
Si Nt est un processus de Poisson, alors les variables aléatoires Xn “ Nn forment une chaine de
Markov.

38.2 Chaînes de Markov sur un ensemble fini
Définition 38.13.
Une chaine de Markov est finie si l’ensemble E dans lequel elle prend ses valeurs est fini.

Proposition 38.14 ([675]).
Si pXnq est une chaine de Markov irréductible sur un ensemble fini, alors pour tout ensemble A Ă E
nous avons

P pτA ă 8q “ lim
nÑ8P pτA ď nq “ 1 (38.16)

où τA “ mintk tel que Xk P Au.

Les propositions à venir vont montrer que
(1) Toute matrice stochastique admet un état stationnaire, proposition 38.15.
(2) Si la chaine de Markov est irréductible, alors il y a unicité de l’état stationnaire, proposi-

tion 38.16. Mais attention : cela ne veut pas encore dire que la chaine converge effectivement
vers cet état.

(3) Si la chaine est irréductible et apériodique, alors il y a convergence en loi vers l’unique loi
invariante, théorème 38.19.

Proposition 38.15 ([676]).
Toute matrice stochastique admet un état stationnaire.

Proposition 38.16 ([676]).
Soit une chaine de Markov irréductible finie. Alors il existe une unique loi stationnaire π et de plus
nous avons πi ą 0 pour tout état i de E.

Définition 38.17.
Une chaine de Markov finie est régulière si il existe un n P N tel que Pn a uniquement des
éléments strictement positifs.

Théorème 38.18 ([675]).
Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov régulière sur un ensemble E de cardinal
N . Alors il existe des nombres π1, . . . , πN tels que

(1) πi ą 0 pour tout i “ 1, . . . , N
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(2) π1 ` ¨ ¨ ¨ ` πN “ 1
(3)

lim
nÑ8P

n “ Π “

¨
˚̋
π1 π2 . . . πN
...

...
...

π1 π2 . . . πN

˛
‹‚ (38.17)

De plus le vecteur π “ pπ1, . . . , πN q est l’unique solution de

πP “ π. (38.18)

Démonstration. Si la chaine n’a qu’un seul état c’est évident parce que la probabilité de transition
est toujours 1 ; fin de l’histoire.

(i) Hypothèse Sinon nous supposons que P n’a que des éléments positifs, quitte à considérer
Pn au lieu de P . Nous notons d le plus petit élément de P ; il vérifie d ď 1

2 parce que la
somme des élément d’une ligne de la matrice P doit être égale à 1.

(ii) Les suites min et max Soit x un vecteur quelconque (de composantes positives). Nous
notons m0 “ mintxiu et M0 “ maxtxiu. Étant donné que les éléments du vecteur Px sont
des moyennes pondérées des éléments de x, si nous posons

mk “ mintpP kxqiui“1,...,N (38.19a)
Mk “ maxtpP kxqiui“1,...,N , (38.19b)

la suite pmkq est croissante et la suite pMkq est décroissante.
(iii) Stricte croissance et décroissance Si Mk`1 “ Mk, alors toutes les composantes de P kx

sont égales à Mk et le théorème est prouvé. Cela est encore une propriété de la moyenne.
Même remarque pour la suite pmkq.
Nous pouvons donc supposer que la suite pmkq est strictement croissante et que la suite pMkq
est strictement décroissante. Elles sont toutes les deux bornées dans rm0,M0s. Le lemme 10.31
nous donne la convergence.

(iv) Égalité des limites Vu que les éléments de P kx ne sont pas tous les mêmes et s’étalent de
mk à Mk, pour majorer Mk`1 nous mettons le plus petit coefficient possible (c’est-à-dire d)
devant mk et nous supposons que toutes les autres composantes sont Mk ; nous avons alors

Mk`1 ď dmk ` p1 ´ dqMk (38.20)

parce que tous les autres coefficients de la ligne contenant le d (dans P k) sont plus petits ou
égaux à 1 ´ d. De la même façon nous avons la minoration

mk`1 ě dMk ` p1 ´ dqmk. (38.21)

En faisant la différence, et en nous souvenant que 0 ă 1 ´ 2d ă 1,

Mk`1 ´mk ď p1 ´ 2dqpMk ´mkq, (38.22)

ce qui signifie que
Mk`1 ´mk ď p1 ´ 2dqkpM0 ´m0q, (38.23)

et donc que les deux limites sont égales.
(v) Conclusion pour la limite Pour tout vecteur x, la suite P kx tend vers un vecteur dont

toutes les composantes sont égales. En particulier pour le vecteur ei de la base canonique,

P kei Ñ

¨
˚̋
π1
...
π1

˛
‹‚. (38.24)

Mais P kei est la ie colonne de la matrice P k. Cela prouve la convergence annoncée P k Ñ Π.
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Réglons rapidement le cas des deux autres allégations du théorème. D’abord les matrices P k
sont toutes des matrices stochastiques ; et l’ensemble des matrices stochastiques est fermé, donc
la convergence se fait à l’intérieur de l’ensemble des matrices stochastiques. Cela prouve que π1 `
. . .` πN “ 1.

Ensuite la suite pmkq étant strictement croissante et m0 étant égal à 0 dans le cas de ei nous
avons toujours πi ą 0 (strictement).

Théorème 38.19 ([676]).
Si pXnq est une chaine de Markov finie, irréductible et apériodique de loi stationnaire π, alors

(1) La suite de matrices stochastiques P k converge vers la matrice

P k Ñ Π “

¨
˚̋
π
...
π

˛
‹‚. (38.25)

(2) Nous avons convergence des variables aléatoires au sens où

P pXk “ µP kq Ñ π. (38.26)

38.3 Marche aléatoire sur Z

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées valant
´1 avec une probabilité p et 1 avec une probabilité p1 ´ pq. La loi est

Yn „ pδ´1 ` p1 ´ pqδ1. (38.27)

Nous considérons la variable aléatoire

Xn “ X0 `
nÿ

i“1
Yi (38.28)

où X0 est une variable aléatoire indépendante des Yi à valeurs dans Z. Nous vérifions à présent
que Xn est une chaine de Markov avec comme espace d’états E “ Z. Nous devons montrer que

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn

˘
. (38.29)

Pour ce faire nous allons exprimer tout cela en termes des Yi au lieu des Xi. D’abord étant donné
que nous avons égalité des événements

tXn`1 “ xn`1u X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u,
(38.30)

nous pouvons, en vertu du principe (36.78), remplacer Xn`1 “ xn`1 par Yn`1 “ xn`1 ´ xn dans
le membre de gauche de (38.29). Nous avons donc déjà

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xnloooooooooomoooooooooon

A

|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon
B

˘
.

(38.31)
L’événement B est égal à l’événement

tX0 “ x0, Y1 “ x1 ´ x0, Y2 “ x2 ´ x1, . . . , Yn “ xn ´ xn´1u, (38.32)

qui n’est autre que l’ensemble

X´1
0 px0q X Y ´1

1 px1 ´ x0q X . . .X Y ´1
n pxn ´ xn´1q (38.33)
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qui est dans la tribu engendrée par les variables aléatoires X0, pYiqi“1,...,n. Le point délicat du
raisonnement est de montrer que les événements A et B donnés par

A “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu (38.34a)

B “ tX0 “ x0u X
nč

i“1
tYi “ xi ´ xi´1u (38.34b)

sont indépendants. Nous ne pouvons pas montrer directement que P pA X Bq “ P pAqP pBq parce
que cela est la formule que nous voulons utiliser pour montrer que la chaine est de Markov. Nous
passons donc par les tribus :

A P σpYn`1q (38.35a)
B P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (38.35b)

Nous utilisons maintenant l’hypothèse d’indépendance des variables aléatoires X0 et Yi pour
conclure que les deux tribus des équations (38.35) sont indépendantes. Les événements A et B
sont par conséquent indépendants.

L’événement A est indépendant de l’événement tXn “ xnu. Nous avons donc successivement

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
(38.36a)

“ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Yi “ xi ´ xi´1, X0 “ x0

˘

(38.36b)
“ P pYn`1 “ xn`1 ´ xnq (38.36c)
“ P pYn`1 “ xx`1 ´ xn|Xn “ xnq (38.36d)
“ P pYn`1 “ xn`1 ´Xn|Xn “ xnq (38.36e)
“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.36f)

Justifications :
— (38.36c) parce que les tribus σpYn`1q et σpYi, X0q sont indépendantes.
— (38.36d) Nous avons

tXn “ xnu P σpX0, Y1, . . . , Ynq (38.37)

tandis que
tYn`1 “ xn`1 ´ xnu P σpYn`1q; (38.38)

ce sont donc deux événements issus de tribus indépendantes. Donc conditionner ou non
l’événement Yn`1 “ xn`1 ´ xn à l’événement Xn “ xn ne change rien.

— (38.36e) est encore l’utilisation du fait que P pA|Bq “ P pK|Bq dès que AXB “ K XB.
La chaine est par conséquent de Markov.
La matrice de transition de cette chaine de Markov est une matrice infinie « dans tous les

sens » :

ppx, yq “

$
’&
’%

p si y “ x´ 1
p1 ´ pq si y “ x` 1
0 sinon.

(38.39)

Remarque 38.20.
La plupart du temps lorsqu’il faut démontrer qu’une chaine est de Markov, il faut suivre la procé-
dure que nous venons de suivre pour la marche aléatoire sur Z.

— Écrire tout en fonction des incréments.
— Dire que les incréments conditionnés sont indépendants des incréments qui conditionnent

(via les tribus engendrées).
— Écrire que la probabilité cherchée est égale à l’événement conditionné dans lequel on a juste

remplacé l’incrément par sa valeur.
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— Conditionner à nouveau par rapport au dernier incrément qui est indépendant.
— Changer la valeur du dernier incrément par la variable aléatoire.

Dans ce raisonnement nous utilisons deux fois le fait que P pA|Bq “ P pK|Bq si AXB “ K XB.

38.3.1 Chaînes de Markov homogènes

Proposition 38.21.
Voici quelques propriétés des chaines de Markov homogènes 5.

(1) La probabilité d’une trajectoire donnée est

P pXn “ xn, Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q “ ppxn´1, xnq . . . ppx0, x1qP pX0 “ x0q (38.40)

où les ppx, yq sont les probabilités de transitions introduits dans la définition 38.4.
(2) La probabilité de transition « en n coups » est donnée par la puissance ne de la matrice de

transition :
P pXn “ xn|X0 “ x0q “ Qnx0,xn

. (38.41)

(3) Si l’espace des états E est fini, l’espérance d’une fonction bornée 6 f : E Ñ R de l’état est
donnée par

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ E
`
fpXn`1q|Xn “ xn

˘ “
ÿ

yPE
fpyqppxn, yq (38.42)

pour tout x0, . . . , xn P E.
Pour être précis, ce que nous notons « fpXn`1q » est la composée f ˝Xn`1.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(i) Pour (1) Nous écrivons la formule P pA X Bq “ P pA|BqP pBq pour les événements A “

tXn “ xnu et B “ Şn´1
i“0 tXi “ xiu :

P pXn “ xn, . . . ,X0 “ x0q “
P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0qP pXn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q.

(38.43)
Par la propriété de Markov, le premier facteur est

P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1q “ ppxn´1, xnq. (38.44)

Le reste est une récurrence sur n.
(ii) Pour (2) Montrons avec n “ 2. En utilisant les divers points du théorème 36.34, nous avons

P pX2 “ x2|X0 “ x0q “
ÿ

yPE
P pX2 “ x2, X1 “ y|X0 “ x0q (38.45a)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ y,X0 “ x0qP pX1 “ y|X0 “ x0q (38.45b)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ yqP pX1 “ y|X0 “ x0q (38.45c)

“
ÿ

yPE
ppx2, yqppy, x0q (38.45d)

“ Q2
x2,x0 . (38.45e)

Nous avons utilisé l’homogénéité de la chaine de Markov au moment d’écrire l’expression
(38.45d). En principe nous aurions dû écrire p2py, x2qp1px0, yq.

5. Définition 38.4.
6. L’hypothèse de borne sur f n’est pas très chère parce que E est fini. Il suffit que f ne soit infinie en aucun

point.



38.3. MARCHE ALÉATOIRE SUR Z 2473

(iii) Pour (3) Vu que E est fini, fpEq est fini et nous notons takuk“1,...,N l’ensemble des valeurs
non nulles (dans R) atteintes par f . Nous utilisons le lemme 36.50 pour la variable aléatoire 7

f ˝Xn`1 : Ω Ñ t0, akuk“1,...,N :

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “
Nÿ

k“1
akP

`
f ˝Xn`1 “ ak|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
.

(38.46)
L’événement f ˝Xn`1 “ ak signifie Xn`1 P f´1pakq ou encore

tω P Ω tel que Xn`1pωq P f´1pakqu. (38.47)

Vu que E est fini, l’ensemble f´1pakq est fini et nous écrivons

f´1pakq “ tyk,1, . . . , yk,Nk
u. (38.48)

Nous avons

tω P Ω tel que Xn`1pωq P f´1pakqu “
Nkď

i“1
tω P Ω tel que Xn`1pωq “ yk,iu. (38.49)

Nous pouvons utiliser le lemme 36.36 pour décomposer

P pf ˝Xn`1 “ ak| ¨ ¨ ¨ q “
Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i| ¨ ¨ ¨ q (38.50)

et continuer (38.46) pas

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “
Nÿ

k“1
ak

Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q

(38.51a)

“
Nÿ

k“1
ak

Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i|Xn “ xnq (38.51b)

“
Nÿ

k“1
akP

`
f ˝Xn`1 “ ak|Xn “ xn

˘
(38.51c)

“ E
`
fpXn`1q|Xn “ xn

˘
. (38.51d)

Pour (38.51b), nous avons utilisé la propriété de Markov.

38.3.2 Graphe de transition

Le graphe de transition d’une chaine de Markov est le graphe dont les sommets sont les
éléments de l’espace des états de la chaine et dont les sommets sont reliés par des arrêtes pondérées
par la probabilité de transition correspondante.

Définition 38.22.
Une chaine de Markov est irréductible si pour tout x, y P E, il existe n tel que pnpx, yq ą 0 où

pnpx, yq “ P pXn “ y|X0 “ xq. (38.52)

Le nombre n peut dépendre de x et y.
7. La composée de fonctions mesurables est mesurable, proposition 14.39. De plus f est mesurable parce que E

étant dénombrable, nous y mettons la tribu de toutes les parties.
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Lemme 38.23.
Une chaine de Markov homogène est irréductible si et seulement si son graphe de transition est
connexe.

Démonstration. Pour chaque couple px, yq P E2 nous avons

pnpx, yq “
ÿ

ziPE
P pXn “ y,Xn´1 “ zn´1, . . . , X1 “ z1, X0 “ xq

“
ÿ

zi

ppzn´1, yqppzn´2, zn´1q . . . ppz1, z2qppx, z1q.
(38.53)

La positivité d’un des termes de la somme signifie que le graphe est connexe tandis que la positivité
de pnpx, yq signifie que la chaine est irréductible.

38.3.3 Chaîne de Markov définie par récurrence

38.3.3.1 Le cas général

Proposition 38.24.
Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans E, un ensemble au plus dénombrable. Soit pYnq une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées indépendantes de
X0.

Soit pXnq la suite de variables aléatoires à valeurs dans E définie par récurrence selon la formule

Xn`1 “ GpXn, Yn`1q (38.54)

où G : E ˆR Ñ E est une fonction mesurable. Alors pXnq est une chaine de Markov.

Démonstration. Soient x0, . . . , xn`1 des éléments de E. Nous devons calculer la valeur de

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q. (38.55)

Commençons par préciser les espaces sur lesquels nos variable aléatoires sont définies. Nous avons

X0 : Ω0 Ñ E (38.56)

et
Yi : Ω Ñ R. (38.57)

La variable aléatoire X1 est donnée par

X1 : Ω0 ˆ Ω Ñ E

pω0, ω1q ÞÑ G
`
X0pω0q, Y1pω1q˘. (38.58)

La variable aléatoire X2 est

X2 : Ω0 ˆ Ω2 Ñ E

pω0, ω1, ω2q ÞÑ G
`
X1pω0, ω1q, Y2pω2q˘

“ G
´
G
`
X0pω0q, ω1

˘
, Y2pω2q

¯ (38.59)

et ainsi de suite.
Considérons maintenant l’événement

tX1 “ x1, X0 “ x0u Ă Ω0 ˆ Ω. (38.60)

Il est donné explicitement par

tX1 “ x1, X0 “ x0u “ tpω0, ω1q tel que G
`
X0pω0q, Y1pω1q “ x1, X0pω0q “ x0

˘u (38.61a)
“ tpω0, ω1q tel que G

`
x0, Y1pω1q “ x1, X0pω0q “ x0

˘u (38.61b)
“ tω0 P Ω0 tel que X0pω0q “ x0u ˆ tω1 P Ω tel que G

`
x0, Y1pω1q “ x1

˘u.
(38.61c)
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Le premier terme du produit cartésien est dans σpX0q, tandis que le second est dans σpY1q. Étant
donné la définition des tribus produit (définition 14.117) nous avons

tX1 “ x1, X0 “ x0u P σpX0, Y1q. (38.62)

Ce raisonnement se généralise immédiatement et nous trouvons que

tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (38.63)

Nous sommes donc à calculer

♢ “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ Xn, . . . , X0 “ X0q (38.64a)
“ P

`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1looooooooooomooooooooooon

PσpYn`1q
|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon

PσX0,Y1,...,Yn

˘
. (38.64b)

Les tribus σpYn`1q et σpX0, Y1, . . . , Ynq étant indépendantes nous avons

♢ “ P
`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1

˘
(38.65a)

“ P
`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ Xn

˘
(38.65b)

“ P
`
GpXn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ xn

˘
(38.65c)

“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.65d)

Pour (38.65b) nous avons utilisé le fait que σpYn`1q est indépendante de σpXnq. Nous avons prouvé
que la chaine était de Markov.

Les probabilités de transition de la chaine de Markov définie dans la proposition 38.24 sont

P pX1 “ y|X0 “ xq “ P
`
GpX0, Y1q “ y|X0 “ x0

˘ “ P
`
Gpx0, Y1q “ y

˘
. (38.66)

38.3.3.2 Exemple : la file de réparation de machines à laver

Nous considérons un magasin de réparation d’électroménager. Durant le jour n, un nombre
aléatoire Zn de machines en panne arrivent au magasin. Une machine est réparée chaque jour
(aucune si le magasin est vide). Nous supposons que les Zn soient indépendantes et identiquement
distribuées, et nous posons Xn, le nombre de machines en magasin le jour n.

La loi d’avancement de Xn est

Xn`1 “
#
Xn ` Zn ´ 1 si Xn ‰ 0
Zn si Xn “ 0.

(38.67)

Cela est une chaine de Markov en vertu de la proposition 38.24. Ici la fonction est

Gpx, yq “ x` y ´ 1x‰0. (38.68)

Les probabilités de transitions sont

ppx, yq “

$
’&
’%

0 si x ď y ´ 2
P pZ “ 0q si x “ y ´ 1
P pZ “ kq si x “ y ` k ´ 1

(38.69)

pour x ‰ 0.

Exemple 38.25.
Soit pXnq une chaine de Markov de matrice de transition

P “
¨
˝

0.2 0.5 0.3
0.1 0.1 0.8
0.5 0.2 0.3

˛
‚. (38.70)
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Calculer P pX3 “ 1|X0 “ 1q et P pX7 “ 0|X4 “ 0q.
Déterminer, si il en existe, une loi stationnaire vers laquelle converge la chaine.
Nous avons

P 3 “
¨
˝

0.344 0.251 0.405
0.283 0.307 0.41
0.287 0.248 0.465

˛
‚. (38.71)

La probabilité d’aller de l’état 1 à l’état 1 en trois étapes est donc 0.307. La chaine étant de Markov,
sans mémoire, les probabilités entre les temps 4 et 7 sont les mêmes qu’entre 0 et 3. Nous avons
alors

P pX7 “ 0|X4 “ 0q “ 0.344. (38.72)

La chaine est irréductible et n’a pas d’états absorbants.
△

38.4 Classification des états
Sauf mention expresse du contraire, nous considérons toujours une chaine de Markov homogène.

Définition 38.26.
Un état x P E est absorbant pour la chaine pXnq si ppx, xq “ 1.

Il n’est pas spécialement impossible d’arriver sur un état absorbant, mais il est impossible d’en
sortir.

Si x P E, nous notons
T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu, (38.73)

le premier temps d’atteinte de l’état x. Si X0 “ x, alors T pxq est le temps de retour en x.
Si p P N nous notons

Tppxq “ inftk ě 1 tel que Xk`p “ xu. (38.74)

C’est le temps mis pour atteindre x à partir de l’instant p.

Proposition 38.27.
La loi de la variable aléatoire rTppxq|Xp “ xs est la même que celle de la variable aléatoire
rT pxq|X0 “ xs.
Démonstration. Nous devons montrer que

P pTppxq “ k|Xp “ xq “ P pT pxq “ k|X0 “ xq. (38.75)

Cela est intuitivement évident du fait qu’une chaine de Markov soit un processus sans mémoire.
Afin de prouver, nous allons sommer sur tous les états intermédiaires possibles :

P pTppxq “ k|X0 “ xq “ P pXp`k “ x,Xp`k´1 ‰ x, . . . ,Xp`1 ‰ x|Xp “ xq (38.76a)
“

ÿ

zi‰x
P pXp`k “ x,Xp`k´1 “ zk´1, . . . , Xp`1 “ z1|Xp “ xq (38.76b)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`1 “ z1, Xp “ xqP pXp`1 “ z1|Xp “ xqlooooooooooooomooooooooooooon
“ppx,z1q

(38.76c)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`2 “ z2, Xp`1 “ z1, Xp “ xq (38.76d)

P pXp`2 “ z2|Xp`1 “ z1, Xp “ xqlooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon
P pXp`2“z2|Xp`1“z1q“ppz1,z2q

ppx, z1q (38.76e)

“ . . . (38.76f)
“
ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . . ppzk´1, zk´1qppzk´1, xq. (38.76g)
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À ce point ci, nous avons éliminé toute référence à p grâce à l’homogénéité de la chaine. Nous
pouvons refaire le calcul à l’envers pour reconstituer l’expression de départ sans le p :

ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . .ppzk´1, zk´1qppzk´1, xq (38.77a)

“ P pxk “ x,Xk´1 ‰ x, . . . ,X1 ‰ x|X0 “ xq (38.77b)
“ P pT pxq “ kq, (38.77c)

ce qu’il fallait obtenir.

Définition 38.28.
Un état x est récurrent si P pT pxq “ 8|X0 “ xq “ 0, c’est-à-dire si la probabilité de ne jamais
retourner en x lorsqu’on y est passé est nulle. L’état x est transient ou transitoire dans le cas
contraire.

Si x est un état récurrent, et si E
`
T pxq|X0 “ x

˘ ă 8, nous disons que x est récurrent positif.
Si E

`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 8 alors nous disons que est récurrent nul.

Nous introduisons une variable aléatoire qui compte le nombre de fois que la chaine de Markov
passe par l’état x :

Nx “
8ÿ

k“0
1tXk“xu. (38.78)

C’est une variable aléatoire à valeurs dans NY t8u.

Proposition 38.29.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est récurrent :

(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0
(2) EpNx|X0 “ xq “ 8.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est transient :
(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 1
(2) EpNx|X0 “ xq ă 8.

Démonstration. En tant que événements, nous avons l’égalité

Nx ă 8 “
ď

nPN
tXn “ x,Xn`k ‰ x@k ě 1looooooooooooooomooooooooooooooon

Fn

u. (38.79)

Nous avons donc

P pNx ă 8|X0 “ xq “
8ÿ

n“0
P pFn|X0 “ xq, (38.80)

et

P pFn|X0 “ xq “ P pXn`k ‰ x,@k ě 1, Xn “ x|X0 “ xq (38.81a)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ x,X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.81b)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.81c)
“ P pXk ‰ x, k ě 1|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.81d)
“ P pT pxq “ 8|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.81e)

Justifications :
(1) Pour (38.81c), nous utilisons le fait que la chaine soit « sans mémoire ».
(2) Pour (38.81d), nous utilisons le fait que la chaine soit homogène.
(3) Pour (38.81e), l’événement Xk ‰ x pour tout k ě 1 est exactement l’événement T pxq “ 8.
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En nous servant de la proposition 14.276 (théorème de Fubini et mesure de comptage), nous
permutons l’espérance et la somme dans l’expression

8ÿ

n“0
P pXn “ x|X0 “ xq “

8ÿ

n“0
Ep1tXn“xu|X0 “ xq (38.82a)

“ E
` 8ÿ

n“0
1tXn“xu|X0 “ x

˘
(38.82b)

“ EpNx|X0 “ xq. (38.82c)

Voyons ce passage plus en détail. D’abord, en général nous avons

EpY |X “ x0q “
ż

tX“x0u
Y pωqdP pωq “

ż

Ω
1tX“x0upωqY pωqdP pωq. (38.83)

Dans notre cas,
E
`
1tXn“xu|X0 “ x

˘ “
ż

Ω
1X0“xpωq1tXn“xupωqdP pωq. (38.84)

La fonction qui correspond à la proposiiton 14.276 est

fpn, ωq “ fnpωq “ δX0pωq,xδXnpωq,x, (38.85)

qui est bien une fonction positive et mesurable.
Nous reprenons à présent le calcul (38.80) en remplaçant les éléments par leurs valeurs que

nous avons calculées :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
EpNx|X0 “ xq. (38.86)

Si x est récurrent, nous avons P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, mais la relation (38.86) ne permet pas de
conclure que le membre de gauche est nul parce qu’il reste la possibilité que EpNx|X0 “ xq “ 8.
Nous devons donc faire un pas en arrière et écrire cette espérance comme la limite des sommes
partielles :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ lim
NÑ8

Nÿ

n“0
P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
P pXn “ x|X0 “ xq “ 0 (38.87)

parce que tous les termes de la suite des sommes partielles sont nuls. Nous avons donc bien que
P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0. Il s’ensuit immédiatement que EpNx|X0 “ xq “ 1.

Nous devons maintenant démontrer l’implication inverse. Supposons que P pNx ă 8|X0 “
xq “ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement P pNx “ 8|X0 “ xq “ 1 et EpNx|X0 “ xq “ 8.
L’équation (38.86) nous indique alors que

P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, (38.88)

c’est-à-dire que x est récurrent.

38.4.1 Chaînes irréductibles

Proposition 38.30.
Soit pXnq une chaine de Markov irréductible.

(1) Un état x est récurrent si et seulement si tous les états sont récurrents.
(2) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.

Démonstration. Soient x et y des états de la chaine de Markov. Nous devons tester la valeur de
P pXn “ y|X0 “ yq. Afin d’exploiter l’hypothèse d’irréductibilité, nous considérons r, s P N tels
que

prpx, yq ą 0 (38.89a)
pspy, xq ą 0 (38.89b)
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et nous calculons majorons en passant par quelques intermédiaires :

P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě P pXn`r`s “ y,Xn`s “ x,Xs “ x|X0 “ yq (38.90a)
“ P pXn`r`s “ y|Xn`s “ x,Xs “ x,X0 “ yq (38.90b)

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yqP pXs “ x|X0 “ yq.

Les deux premiers facteurs se calculent en utilisant la propriété de Markov et l’homogénéité de la
chaine. Pour le premier,

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yq “ P pXn`s “ x|Xs “ xq “ P pXn “ x|X0 “ xq. (38.91)

Nous avons donc
ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě prpx, yqpspy, xq

ÿ

nPN
P pXn “ x|X0 “ xq. (38.92)

En réutilisant Fubini comme dans l’équation (38.82), nous avons
ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě KEpNx|X0 “ xq (38.93)

où K est une constante strictement positive, par hypothèse d’irréductibilité de la chaine de Markov.
Si x est un état récurrent, alors le membre de gauche est infini par la proposition (38.29) et

donc ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq “ 8. (38.94)

Aux r ` s premiers termes près (qui ne changent pas la somme), nous avons
ÿ

nPN
P pXn “ y|X0 “ yq “ 8, (38.95)

ce qui signifie que y est récurrent.

Nous rappelons que T pxq est le temps que première atteinte de l’état x. Nous notons

πpxq “ 1
E
`
T pxq|X0 “ x

˘ . (38.96)

Étant donné que T pxq est un entier positif ou nul nous avons E
`
T pxq|X0 “ x

˘ P r1,8s et donc
πpxq P r0, 1s.

Si x est un état transient, alors T pxq “ 8 lorsque X0 “ x et donc E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 0 et
πpxq “ 0. Si x est récurrent par contre, P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1 et il n’y a pas de garanties sur
la valeur de E

`
T pxq|X0 “ x

˘
.

Corolaire 38.31.
Un état récurrent est récurrent positif si et seulement si πpxq ą 0. Un état récurrent est récurrent
nul si et seulement si πpxq “ 0.

Démonstration. C’est la formule (38.96).

Proposition 38.32.
Soit pXnq est une chaine de Markov irréductible.

(1) Si x est un état récurrent, alors T pXq ă 8 presque surement.
(2) Nous avons une égalité entre les lois

L
`
Xk`T pxq|T pxq ă 8˘ “ L pXk|X0 “ xq. (38.97)
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38.4.2 Nombre de visites

La fonction
1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (38.98)

est la fréquence empirique de la chaine de Markov.
Soit x un état récurrent, c’est-à-dire que P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1. Nous classons les visites
de la façon suivante :

T1pxq “ T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu (38.99a)
T2pxq “ inftk ě 1 tel que XT1pxq`k “ xu (38.99b)

... (38.99c)
Tnpxq “ inftk ě 1 tel que XTn´1pxq`k “ xu (38.99d)

La variable aléatoire Ti représente le temps entre la visite numéro i ´ 1 et la visite numéro i (si
X0 ‰ x, sinon il faut décaler). Nous définissons l’instant la na visite numéro n :

Sn “
nÿ

k“1
Tkpxq. (38.100)

Lemme 38.33.
Les variables aléatoires Ti sont indépendantes.

Démonstration. Nous choisissons n des Ti et nous calculons la probabilité

♠ “ P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq (38.101)

où nous supposons i1 ą i2 ą . . . ą in. Nous décomposons cette probabilité en sommant sur toutes
les histoires de la chaine de Markov compatibles avec les nombres ki donnés :

♠ “
ÿ

tzju
compatibles

P pXj “ zj , j “ 1, . . . , Nq. (38.102)

Notons qu’ici, le numéro du dernier terme de la somme n’est pas certain parce que tous les Ti
ne sont pas fixés. Nous l’avons noté N , mais en réalité il est différent d’un terme à l’autre de la
somme. Il est certain que zN “ x et zN´k1 “ x et si N ´ k1 ă j ă N , alors zj ‰ x. Cela est
simplement le fait que nous demandions aux zi de respecter les conditions données par les ki. Nous
avons

♠ “
ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |Xj “ zj , j ď N ´ k1qP pXj “ zj , j ă N ´ k1q

(38.103a)
“

ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |XN´k1 “ xqP pXj “ zj , j ă N ´ k1q (38.103b)

(38.103c)

Le premier facteur est P pTi1 “ k1q tandis que le second facteur est précisément P pTj “ kj , j ą 1q.
Nous avons donc montré que

P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq “ P pTi1 “ k1qP pTj “ kj , j ą 1q, (38.104)

et donc les Ti sont indépendants.
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Proposition 38.34.
Si pXnq est une chaine de Markov irréductible et si x P E alors

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (38.105)

presque surement.

Démonstration. Étant donné que la chaine est irréductible, les états sont soit tous transient soit
tous récurrents par la proposition 38.30. Nous commençons par considérer que x est transient.

En comparant la définition (38.78) de Nx et le membre de droite de (38.105), nous avons pour
chaque n l’inégalité

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu ď 1

n
EpNxq. (38.106)

Dans le cas d’un élément transient, nous avons πpxq “ 0, donc il serait bon de montrer que
EpNxq ă 8, de sorte que prendre la limite n Ñ 8 dans (38.106) donne zéro.

Nous décomposons le calcul en deux morceaux :

EpNxq “ E
`
Nx|T pxq “ 8˘

P
`
T pxq “ 8˘ ` E

`
Nx|T pxq ă 8˘

P
`
T pxq ă 8˘

. (38.107)

Le fait que le premier terme soit fini découle immédiatement du fait que T pxq “ 8 implique Xk ‰ x
pour tout k ě 1. Dans ce cas l’espérance de Nx est évidemment finie.

Pour le second terme nous avons

E
`
Nx|T pxq ă 8˘ “ E

` 8ÿ

k“0
1tXk“xu|T pxq ă 8˘

(38.108a)

“
8ÿ

k“1
E
`
1tXk“xu|T pxq ă 8˘

. (38.108b)

Pour inverser la somme et l’espérance, nous avons utilisé le théorème de théorème de Fubini-Tonelli
qui est encore valable pour des fonctions qui prennent la valeur 8. Le fait d’inverser ne signifie pas
que ni la somme ni l’intégrale soit finie. D’ailleurs c’est exactement ce que nous sommes en train
de déterminer.

Étant donné que nous voulons seulement savoir si cette somme est finie ou non, nous pouvons
nous restreindre à la somme depuis k “ 1 ou oublier le premier terme. D’autre part nous avons

8ÿ

k“1
1tXk“xu “

8ÿ

j“0
1tXj`T pxq“xu (38.109)

parce que les T pxq premiers termes sont par définition nuls. Nous regardons donc

8ÿ

j“0
E
`
1Xj`T pxq“x|T pxq ă 8˘ “

ÿ

j

P
`
Xj`T pxq “ x|T pxq ă 8˘

(38.110a)

“
ÿ

j

P pXj “ x|X0 “ xq (38.110b)

“
ÿ

j

E
`
1tXj“xu|X0 “ x

˘
(38.110c)

“ E
`ÿ

j

1Xj“x|X0 “ x
˘

(38.110d)

“ EpNx|X0 “ xq (38.110e)
ă 8 parce que x est transient.

(38.110f)
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L’équation (38.110b) provient de la proposition 38.32 et plus précisément de l’égalité entre les lois
(38.97). Nous avons terminé la preuve dans le cas où x est transient.

Nous passons maintenant au cas où x est récurrent, c’est-à-dire P pT pxq ă 8|X0 “ xq “ 1.
Les variables aléatoires Ti définies en (38.99) pour i ě 2 sont indépendantes et identiquement
distribuées et

L
`
Tkpxq˘ „ L

`
T pXq|X0 “ x

˘
. (38.111)

La loi des grands nombres nous indique que

Sn
n

“ T1pxq
n

` 1
n

nÿ

k“2
Tkpxq p.s.ÝÑE

`
T2pxq˘ (38.112a)

“ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (38.112b)

Remarque 38.35.
La loi des grands nombres est encore vraie sans l’hypothèse de variables aléatoires dans L1 pourvu
qu’elles soient positives. Alors dans la conclusion de la loi nous devons accepter la possibilité que
l’espérance soit infinie.

Nous posons pour m P N
npmq “

mÿ

j“1
1tXj“xu (38.113)

qui est le nombre de visites de x avant l’instant m. Nous avons évidemment npmq ď m. Mais Sn
est l’instant de la nième visite, par conséquent Snpmq est l’instant de la dernière visite avant le
moment m. Pour tout m nous avons les inégalités

Snpmq ď m ă Snpmq`1. (38.114)

Nous divisons par npmq et nous effectuons la limite m Ñ 8 :
Snpmq
npmq ď m

npmq ď Snpmq ` 1
npmq (38.115)

En ce qui concerne la limite de npmq, nous utilisons la définition (38.113) :

npmq Ñ
8ÿ

j“1
1tXj“xu “ (38.116)

heur. . .
lim
mÑ8npmq “ lim

mÑ8

mÿ

n“1
1tXj“xu

p.s.ÝÑ 8 (38.117)

par la proposition (38.29). Plus précisément, la limite vaut Nx qui vaut presque surement 8 dans le
cas où x est récurrent. Par ailleurs la loi des grands nombres (38.112) nous enseigne en particulier
que

Snpmq
npmq

p.s.ÝÑ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (38.118)

Le terme de droite dans (38.115) se traite de façon usuelle :
Snpmq`1
npmq “ Snpmq`1

npmq ` 1
npmq ` 1
npmq . (38.119)

Le dernier facteur tend vers 1 et le tout a pour limite E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. Par conséquent nous avons

m

npmq
p.s.ÝÑ E

`
T pxq|X0 “ x

˘
(38.120)

et
npmq
n

“ 1
m

mÿ

j“1
1tXj“xu Ñ 1

E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ πpxq. (38.121)
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Lemme 38.36.
Soit pXkq une chaine de Markov dont l’espace des états est noté E. Pour chaque x P E nous notons

T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu (38.122)

et
Tppxq “ inftk ě 1 tel que Xk`p “ xu (38.123)

Alors nous avons
P pTppxq “ k|Xp “ yq “ P pT pxq “ k|X0 “ yq. (38.124)

La proposition suivante nous permet de parler de chaine de Markov récurrence positive.

Proposition 38.37.
Soit pxnq une chaine de Markov irréductible.

(1) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.
(2) Un état est récurrent positif si et seulement si tous les états sont récurrents positifs.

Démonstration. Nous rappelons (proposition 38.34) que si la chaine est irréductible

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1rXk“xs (38.125)

Notons aussi que
Nÿ

k“1
1Xk“x “

#
0 si N ă T pxqřN´T pxq
k“0 1Xk`T pxq“x si N ą T pxq (38.126)

où dans la seconde ligne nous avons effectué le changement de variable de sommation k1 “ k`T pxq.
Dans la limite (38.125) nous sommes toujours dans le cas où N est assez grand. Nous pouvons
donc écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (38.127)

Nous pouvons aussi écrire

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ N

N ´ T pxq
1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (38.128)

Dans cette dernière égalité le membre de droite tend vers πpxq et nous avons

lim
NÑ8

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (38.129)

ou encore

lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (38.130)

Étant donné que πpxq est une constante nous avons évidemment Epπpxqq “ πpxq. Nous pouvons
cependant considérer les variables aléatoires

Zn “ 1
n

nÿ

k“1
1Xk`T pxq“x (38.131)

et remarquer que Zn
p.s.ÝÑ πpxq avec 0 ď Zn ď 1. Le théorème de la convergence dominée (14.190)

nous permet d’inverser la limite et l’espérance et écrire

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
E
`
1Xk`T pxq“x

˘
(38.132a)

“ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P
`
Xk`T pxq “ x

˘
. (38.132b)
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Par le lemme 38.36 nous avons

P pXk`T pxq “ xq “ P pXk “ k|X0 “ xq (38.133)

et πpxq prend la forme

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ x|X0 “ xq. (38.134)

Soit maintenant un état x positif récurrent et y, un autre état. Par définition 38.28 et par
corolaire 38.31 nous avons πpxq ą 0. Nous devons prouver que πpyq ą 0.

Étant donné que la chaine est irréductible il existe r et s tels que
"
prpx, yq “ P pXr “ y|X0 “ xq ą 0 (38.135a)
pspx, yq “ P pXs “ x|X0 “ yq ą 0 (38.135b)

Nous reprenons l’équation (38.92) multipliée par 1{N :

1
N

Nÿ

n“1
P pXr`s`n“y|X0“yq ě prpx, yqpspy, xqloooooooomoooooooon

ě0

1
N

Nÿ

n“1
P pXn “ x|X0 “ xq

loooooooooooooooomoooooooooooooooon
Ñπpxq

(38.136)

et nous prenons la limite lorsque N Ñ 8. À r`s termes près, nous trouvons à gauche l’expression
(38.134) de πpyq. Par conséquent

πpyq ě lim
NÑ8

1
n

Nÿ

n“1
P pXr`s`n “ y|X0 “ yq ě απpxq (38.137)

où α est une constante positive. Le nombre πpxq étant strictement positif par hypothèse nous avons
montré que πpyq ą 0, c’est-à-dire que y est récurrent positif.

38.5 Mesure invariante

Définition 38.38.
Une mesure de probabilité µ sur l’espace des états E d’une chaine de Markov est invariante si
pour tout x P E

µpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqµpyq. (38.138)

Remarque 38.39.
Une mesure invariante est une mesure de probabilité et nous noterons par abus µpxq pour µptxuq.
Si A Ă E nous avons

µpAq “
ÿ

xPA
µpxq. (38.139)

Remarque 38.40.
Une loi invariante associée à une chaine de Markov est une loi associée à la matrice de transition
de la chaine, mais pas à la loi de X0. Par conséquent nous pouvons tester si µ est une mesure
invariante pour une certaine chaine de Markov pXkq en considérant la chaine pYkq avec Yk “ Xk

pour k ą 0 et Y0 arbitraire.

L’adjectif invariant provient du lemme suivant.

Lemme 38.41.
Soit pXnq une chaine de Markov telle que X0 „ µ où µ est une mesure invariante sur l’espace des
états. Alors Xk „ µ pour tout k.
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Démonstration. Par hypothèse, P pX0 “ xq “ µpxq. Ensuite nous avons

P pX1 “ yq “
ÿ

xPE
P pX1 “ y|X0 “ xqP pX0 “ xq (38.140a)

“
ÿ

x

ppx, yqµpxq (38.140b)

“ µpyq. (38.140c)

Par conséquent X1 suit également la loi µ. Par récurrence tous les états suivent cette même loi.

Si les états d’une chaine de Markov ont comme loi une mesure invariante, alors nous disons
que la chaine est stationnaire.

Remarque 38.42.
Pour une chaine de Markov stationnaire de loi invariante µ nous avons

µpxq “
ÿ

y

ppy, xqµpyq (38.141)

et si l’ensemble E est fini cette équation signifie

µ “ Qµ (38.142)

où Q est la matrice de transition de la chaine de Markov.

Théorème 38.43 (Théorème ergodique).
Une chaine de Markov irréductible est positive récurrente si et seulement si elle accepte une mesure
invariante. Cette mesure est invariante est alors unique et vérifie µ “ Qµ où Q est la matrice de
transition.

Démonstration. Nous allons seulement prouver le théorème ergodique dans le cas où E est fini.
Soit pXnq une chaine de Markov récurrente positive ; nous avons πpxq ą 0 pour tout x P E. Nous
allons montrer que π est une mesure invariante.

Nous commençons par montrer que
ÿ

xPE
πpxq “ 1. (38.143)

Pour cela nous reprenons la propriété de chaine irréductible pour écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x (38.144)

Étant donné que E est fini nous pouvons sommer sur x P E et permuter la somme avec la limite :

ÿ

xPE
πpxq “ lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1

ÿ

xPE
1Xk“x

loooomoooon
“1

. (38.145)

Nous nous retrouvons donc avec limNÑ8 1
NN “ 1. La fonction π définit donc bien une mesure de

probabilité sur E.
Nous montrons à présent que cette mesure est invariante, c’est-à-dire que

πpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq. (38.146)

Pour cela nous utilisons encore le théorème de la convergence dominée pour permuter la limite et
l’intégrale dans

πpxq “ Epπpxqq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
E
`
1Xk“x

˘
loooomoooon
P pXk“xq

“ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk`1 “ xq. (38.147)
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La dernière égalité découle du fait que en divisant par N et en faisant tendre N vers l’infini, le fait
d’enlever un terme à la somme ne change pas la valeur de la limite. Nous pouvons substituer dans
(38.147) la valeur

P pXk`1 “ xq “
ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq. (38.148)

Nous avons alors

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1

ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq (38.149a)

“
ÿ

yPE
ppy, xq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ yq (38.149b)

“
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq, (38.149c)

ce qui signifie que π est une mesure invariante. Notons que nous avons encore utilisé le fait que E
soit fini pour permuter avec la limite.

Il nous reste à montrer l’unicité de la mesure invariante sur la chaine de Markov. Soit µ une
mesure invariante pour la chaine de Markov pXkq. Comme indiqué dans la remarque 38.40 nous
pouvons supposer que X0 suit la loi µ. Par le lemme 38.41 nous avons P pXk “ xq “ µpxq pour
tout k. Par conséquent

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ xq “ µpxq. (38.150)

Théorème 38.44 (loi des grands nombres pour les chaine de Markov).
Soit pXnq une chaine de Markov irréductible acceptant une mesure invariante. Soit f : E Ñ R une
fonction dans L1pE,µq. Alors nous avons

1
N

Nÿ

k“1
fpXkq p.s.ÝÑ

ÿ

xPE
fpxqµpxq. (38.151)

En ce qui concerne les notations, l’hypothèse f P L1pE,µq signifie
ÿ

xPE
|fpxq|µpxq “

ż

E
|fpxq|dµpxq ă 8. (38.152)

Démonstration. Nous prouvons le théorème dans le cas où E est fini. Si nous écrivons
fpXkq “

ÿ

yPE
fpyq1Xk“y, (38.153)

alors
1
N

Nÿ

k“1
fpXkq “

ÿ

yPE
fpyq 1

N

Nÿ

k“1
1Xk“y. (38.154)

Étant donné que E est fini nous pouvons permuter les sommes et prendre la limite N Ñ 8 :

lim
NÑ8

1
N

ÿ

k

fpXkq “
ÿ

yPE
fpyq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
1Xk“y “

ÿ

yPE
fpyqπpyq. (38.155)

38.6 Convergence vers l’équilibre
Nous voudrions savoir sous quelles conditions la variable aléatoire Xn converge en loi vers

quelque chose lorsque n Ñ 8. Une telle loi limite doit dépendre de la loi initiale 8 comme le
8. Lorsque la loi limite ne dépend pas de la loi initiale, nous disons que la chaine de Markov est ergodique, nous

y reviendrons.
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montre l’exemple de la chaine de Markov

A1
&&

C
1{2oo 1{2 // B 1

ww
(38.156)

Si X0 “ C, alors la loi limite est
1
2pδA ` δBq. (38.157)

Si par contre X0 “ B, la loi limite est δB. Notons que la chaine de Markov proposée ici est
irréductible.

Notons qu’il n’y a pas toujours de lois limite comme le montre l’exemple

A
1 //

B
1

oo (38.158)

avec X0 “ A. La loi en est

Xk “
#
δA si k est pair
δB si k est impair.

(38.159)

Lemme 38.45.
Si nous avons une loi limite

P pXn “ xq Ñ lpxq, (38.160)
et que la chaine est irréductible, alors nous avons l “ π.

Démonstration. D’après la proposition 38.34 nous avons

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ πpxq. (38.161)

Par le lemme 11.126 sur la moyenne de Cesàro et l’hypothèse (38.160), nous avons aussi

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ lpxq. (38.162)

Du coup πpxq “ lpxq.
Lemme 38.46 ([676]).
Si π est une loi stationnaire et si x est un étant transient, alors πpxq “ 0.

Ce lemme (qui peut être prouvé rigoureusement) est principalement dû au fait que la chaine
de Markov ne visite un état transitoire qu’un nombre fini de fois par la proposition 38.29(1).

Définition 38.47.
Un état x P E est apériodique si

pgcdtn ě 1 tel que pnpx, xq ą 0u “ 1. (38.163)

Mettons que tous les n tels que pnpx, xq ą 0 ont 2 comme diviseur. L’état n’est alors pas
apériodique, mais on voit que si X0 “ x, alors les états impairs ne peuvent pas être sur x. Cela est
une forme de périodicité.

Si un état est apériodique, il existe p et q premiers entre eux tels que pppx, xq et pqpx, xq sont non
nuls. En particulier pour tout n P pN` qN, P pXn “ xq ‰ 0. Par conséquent la proposition 1.231
nous indique qu’à partir d’un certain moment tous les Xk pourraient être x.

L’état C de la chaine de Markov suivante est apériodique :

A
1 // B

2{3
oo

1{3~~
C

1

__ (38.164)
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En effet p3pC,Cq ‰ 0 par le chemin C Ñ A Ñ B Ñ C tandis que p5pC,Cq ‰ 0 également par le
chemin C Ñ A Ñ B Ñ A Ñ B Ñ C. Or pgcdt3, 5u “ 1.

Proposition 38.48 ([676]).
Soit pXnq, une chaine de Markov irréductible. Un état x est apériodique si et seulement si il existe
N tel que

pkpx, xq “ P pXk “ x|X0 “ xq ą 0 (38.165)
pour tout k ě N .

La proposition suivante va nous permettre de parler de chaine apériodique .

Proposition 38.49.
Si une chaine de Markov est irréductible, alors un état est apériodique si et seulement si tous les
états sont apériodiques.

Démonstration. Soit x un état apériodique de la chaine de Markov pXnqnPN. En vertu de la pro-
position 38.48 il existe Nx tel que pkpx, xq ‰ 0 pour tout k ě Nx. Soit y P E. Étant donné que la
chaine est irréductible, il existe r et s tels queprpx, yq ą 0 et pspy, xq ą 0. Nous avons

pk`r`spy, yq “ P pXk`r`s “ y|X0 “ yq ě pspx, yqP pXk “ x|X0 “ xqprpy, xq. (38.166)

Si k est assez grand, cette quantité est strictement positive. Donc il suffit de prendre Ny “ Nx`r`s
pour savoir que y est également apériodique.

Exemple 38.50.
Quelle est la différence entre une chaine irréductible et une chaine apériodique ? Une chaine est
irréductible lorsque aucune sous-chaine ne peut piéger le système. Pour toute paire d’états x, y P E,
il existe un n tel qu’il soit possible d’aller de x à y en n pas. Une chaine est apériodique lorsqu’après
un temps suffisamment long, tous les états soient possibles en même temps.

Un exemple de chaine irréductible non apériodique :

A
1 ))

B
1

ii (38.167)

Cette chaine est irréductible parce que le graphe est connexe, par contre il n’est pas apériodique
parce que si X0 “ A il n’est pas possible d’être dans l’état A après un nombre impair de pas.

Plus formellement, pnpA,Aq “ 1 dès que n est pair ; le PGCD de la définition 38.47 n’est donc
certainement pas 1. △

Si E est fini et si la chaine de Markov est irréductible, alors en posant N “ maxxPE Npxq,
la matrice P k a des éléments non nuls sur toute la diagonale pour tout k ą N . Ces éléments
diagonaux ne sont autre que les pkpx, xq.
Théorème 38.51 (Convergence en loi des chaine de Markov).
Si pXnq est

(1) irréductible,
(2) récurrente positive,
(3) apériodique,

alors Xn converge en loi vers l’unique probabilité invariante π vérifiant

πpxq “
ÿ

uPE
ppy, xqπpyq “ 1

E
`
T pxq|X0 “ x

˘ . (38.168)

Cette convergence est indépendante de la loi de X0 et on a

P pXn “ x|X0 “ yq ÑnÑ8 πpxq. (38.169)



38.7. PROCESSUS DE GALTON-WATSON 2489

38.7 Processus de Galton-Watson
Nous considérons une maladie et notons Zn le nombre de malades à l’instant n. Nous posons

Z0 “ 1 et

Zn`1 “
#

0 si Zn “ 0řZn
i“1 ξ

pnq
i sinon

(38.170)

où ξpnq
i est le nombre de personnes contaminées par le malade i à l’instant n. Nous supposons que

ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées et admettent un moment
d’ordre 1.

L’équation de propagation 38.170 signifie que nous supposons qu’une personne malade à l’ins-
tant n n’est plus malade à l’instant n`1. Par ailleurs les hypothèses d’indépendance signifient qu’à
chaque instant, le nombre de personnes contaminées par le malade i est indépendant du nombre de
personnes contaminées par le malade j. De plus la façon dont la contamination se passe à l’instant
n est indépendant de la façon dont la contamination se passe à l’instant m. Ces hypothèses sont
raisonnables tant que le nombre de personnes non contaminées est grand. À partir du moment où
presque tout le monde est malade, l’approximation de Galton-Watson ne fonctionne plus.

Nous notons ξ la loi parente des ξpnq
i . Ensuite nous considérons

Gpsq “ Epsξq (38.171a)
m “ Epξq (38.171b)

Gnpsq “ EpsZnq. (38.171c)

Par le théorème de transfert (proposition 36.68) avec fptq “ st. Ce que nous avons est

Gnpsq “ E
`
fpZnq˘ “

ż

R

sxdPZnpxq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (38.172)

où l’intégrale s’est transformée en somme parce que la loi de Zn est discrète : dPZn est une somme
de masses de Dirac. En particulier nous avons

Gnpsq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (38.173a)

Gp0q “ P pZn “ 0q (38.173b)

et
η “ lim

nÑ8P pZn “ 0q “ lim
nÑ8Gnp0q. (38.174)

D’où l’intérêt d’étudier Gn.

Lemme 38.52.
Pour tout n P N˚ et pour tout s P r0, 1s, nous avons

Gnpsq “ G ˝G ˝ . . . ˝Gpsqloooooooooomoooooooooon
n fois

. (38.175)

Démonstration. Pour n “ 1, nous avons Z1 “ ξ
p1q
1 et donc

G1psq “ Epsξq “ Gpsq, (38.176)

comme il se doit.
Si n ‰ 1 nous écrivons

Gnpsq “ EpsZnq (38.177a)

“ E

ˆ
s
řZn´1

i“1 ξ
pn´1q

i

˙
(38.177b)

“ E

˜ 8ÿ

k“0
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q

i

¸
. (38.177c)
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À ce niveau, nous voulons permuter la somme et l’espérance. Étant donné que le lemme est facile
à vérifier pour s “ 1, nous supposons s ă 1. Du coup

s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i ă 1 (38.178)

et ce qui se trouve dans l’espérance est majoré par
8ÿ

k“0
1Zn´1“k “ 1. (38.179)

La fonction constante 1 est intégrable sur Ω (ici nous utilisons à fond le fait que l’espace Ω
soit un espace de probabilité) et nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée de
Lebesgue 15.2 pour permuter la somme et l’intégrale. Nous continuons donc le calcul (38.177) :

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
´
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q

i

¯
. (38.180)

La tribu engendrée par la variable aléatoire 1tZn´1“ku est une fonction des variables aléatoires ξpmq
i

avec m ď n´ 2 tandis que la variable aléatoire s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i est une fonction des variables aléatoires
ξ

pn´1q
i . Par conséquent le lemme de regroupement 36.16 nous dit que ces variables aléatoires sont

indépendantes, donc

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
`
1tZn´1“ku

˘
looooooomooooooon

“P pZn´1“kq

E
`
s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i
˘
. (38.181)

Nous avons utilisé le fait que l’espérance d’une fonction indicatrice est la probabilité de l’événement.
En ce qui concerne la puissance de s, les événements ξn´1

i sont indépendants et suivent tous la
même loi ξ, donc

s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i “
kź

i“1
sξ

pn´1q

i (38.182)

et

E
` kź

i“1
sξ
˘ “ Epsξqk “ Gpsqk. (38.183)

En mettant tout bout à bout,

Gnpsq “
8ÿ

k“1
P pZn´1 “ kqGpsqj “ Gn´1

`
Gpsq˘. (38.184)

Théorème 38.53.
La probabilité d’extinction η est donnée par

η “ P

˜ď

ně1
pZn “ 0q

¸
“ lim

nÑ8P pZn “ 0q. (38.185)

Ce nombre est la plus petite solution positive de l’équation Gpsq “ s.
De plus la classification des cas est comme suit.

(1) Si P pξ “ 0q “ 0 alors η “ 0.
(2) Si P pξ “ 0q ‰ 0 alors

(2a) si m ď 1 alors η “ 1,
(2b) si m ą 1 alors η P s0, 1r.
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Le cas m ă 1 est dit sous-critique, le cas m “ 1 est dit critique. Le cas m ą 1 est dit
sur-critique.

Démonstration. Commençons par prouver queG est une fonction continue. En utilisant le théorème
de transfert comme pour l’équation (38.172) nous trouvons que

Gpsq “ Epsξq “
8ÿ

k“0
pks

k (38.186)

où nous avons noté pk “ P pξ “ kq. Si r ă 1, alors la suite pkrk est bornée, donc le critère d’Abel
(15.17) nous indique que la série (38.186) converge absolument et la théorie générale des séries
entières conclut que la fonction G est en particulier dérivable terme à terme pour tout s P s´1, 1r.

(i) Le probabilité d’extinction est un point fixe de G En utilisant la continuité de G en
0 nous passons à la limite dans Gn`1p0q “ G

`
Gnp0q˘ et nous obtenons

η “ Gpηq, (38.187)

ce qui signifie que la probabilité d’extinction est un point fixe de G.
(ii) η est le plus petit point fixe de G Nous démontrons maintenant que η est plus précisé-

ment le plus petit point fixe de G sur r0, 1s. Nous allons effectuer cette partie en décomposant
selon les valeurs de p0 et de p1.
Au vu de l’écriture (38.186), si p1 “ 1 alors Gpsq “ s pour tout s P r0, 1s. Mais dans ce cas
nous savons par ailleurs que l’extinction est impossible. Zéro est bien la plus petite solution
de Gpsq “ s.
Supposons maintenant que p1 ă 1 et p0 ` p1 “ 1. Alors Gpsq “ p0 ` p1s et s “ 1 est l’unique
solution. Mais vu que nous savons que η est solution, c’est que η “ 1 et l’extinction est
certaine.
Nous passons au cas général : p0 ` p1 ă 1. D’abord nous remarquons que s “ 1 est solution
parce que

Gp1q “ p0 ` p1 ` ¨ ¨ ¨ “ 1. (38.188)

Remarquons aussi que dans ce cas s “ 0 n’est plus solution.
La fonction G est strictement convexe sur r0, 1s (parce que G2 ą 0). Cela se voir en effectuant
deux dérivations termes à termes (le rayon de convergence de la dérivée est le même que celui
de la fonction). Cette stricte convexité entraine que l’équation Gpsq “ s a au maximum une
autre solution que s “ 1. Nous nommons s0 la plus petite solution dans r0, 1s. Étant donné
que G est croissante on a

Gp0q ď Gps0q “ s0. (38.189)

En appliquant G à cette équation nous obtenons G
`
Gps0q˘ ď Gps0q “ s0 et en appliquant n

fois,
Gnp0q ď s0. (38.190)

En passant à la limite, η ď s0 mais η étant solution, nous avons η “ s0. Nous avons donc
prouvé que la probabilité d’extinction η est la plus petite solution de Gpsq “ s.

(iii) Classification des cas Nous devons encore discuter les cas. Si P pξ “ 0q “ 0, alors p0 “ 0
et Gp0q “ 0, ce qui signifie que s0 “ η “ 0 et l’extinction est impossible.
Nous passons au cas p0 ‰ 0. Si p0 ` p1 “ 1, alors m “ p1 ă 1 et nous avions déjà vu que
dans le cas p0 ` p1 “ 1, la probabilité d’extinction est η “ 1.
Il nous reste à traiter le cas p0 `p1 ă 1. Encore une fois, la courbe G est strictement convexe
sur r0, 1s et elle est en particulier plus grande que sa tangente en s “ 1, c’est-à-dire

Gpsq ą G1p1qps´ 1q `Gp1q. (38.191)
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Nous savons que Gp1q “ 1. En ce qui concerne G1p1q, nous dérivons encore terme à termes :

G1psq “
8ÿ

k“1
kpks

k´1, (38.192)

donc
G1p1q “

8ÿ

k“1
kpk “ Epξq “ m. (38.193)

Ce que nous avons donc est
Gpsq ą 1 `mps´ 1q. (38.194)

Nous nous particularisons au cas sous-critique (m ď 1). En nous rappelant que s´ 1 ă 0,

Gpsq ą 1 ` ps´ 1q “ s, (38.195)

donc s “ 1 est la plus petite solution et effectivement nous avons déjà vu que η “ 1 dans ce
cas.
Si m ą 1, alors on a

Gpsq ą 1 `mps´ 1q. (38.196)

Mais dire m ą 1 revient à dire G1p1q ą 1 et donc dans un voisinage de s “ 1 on a

Gpsq ´Gp1q
s´ 1 ą 1, (38.197)

ce qui implique que
Gpsq ă s´ 1 `Gp1q “ s. (38.198)

Nous avons donc Gpsq ă s dans un voisinage de 1. Mais Gp0q ´ 0 “ p0 ą 0, donc la fonction
fpsq “ Gpsq ´ s est positive en 0 et négative proche de s “ 1. Le théorème de la valeur
intermédiaire nous indique alors qu’il existe un s P s0, 1r tel que fpsq “ 0, c’est-à-dire tel que
Gpsq “ s.



Chapitre 39

Martingales

39.1 Convergence de martingales
Définition 39.1.
Si A est une tribu, une filtration de A est une suite croissante de sous-tribus Bi Ď Bi`1 Ď A.

Nous disons qu’une suite de variables aléatoires pXnq est adaptée à une filtration pFnq si Xi

est Fi-mesurable pour tout i.

Ces définitions impliquent immédiatement que si pXnq est adapté à pFnq alors Xn est Fk-
mesurable pour k ě n.

Définition 39.2.
Une martingale adaptée à la filtration pBnqnPN est une suite de variables aléatoires Mn telle que

(1) Mn P L1pΩ,A, P q,
(2) Mn est Bn-mesurable,
(3) EpMn`1|Bnq “ Mn.

Le processus Mn est une sur-martingale si EpMn`1|Bnq ď Mn pour tout n, et c’est une
sous-martingale si EpMn|Bnq ě Mn.

Exemple 39.3.
Si M P L1pΩ,A, P q et si pBnqnPN est une filtration, nous pouvons considérer la martingale Mn “
EpM |Bnq. △

Exemple 39.4.
Soit pXiqiě1 une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées. On pose

Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn (39.1)

et la filtration Bn “ σpX1, . . . , Xnq. Pour montrer que cela est une martingale, nous commençons
par remarquer que

EpXn`1|Bnq “ EpXn`1q “ 0 (39.2)

par indépendance des tribus Bn et σpXn`1q. Ici c’est le lemme 36.44 qui joue.
Ensuite nous argumentons que EpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn|Bnq “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. En effet d’une part

X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn est Bn-mesurable et évidemment la condition intégrale de l’espérance conditionnelle
est satisfaite.

Plus généralement si X est une variable aléatoire et si σpXq Ă B alors EpX|Bq “ X. △

Lemme 39.5.
Soit pMnq une martingales adaptée à la filtration pFnq et n ě k. Alors

EpMn|Fkq “ Mk (39.3a)
EpMk|Fnq “ Mk. (39.3b)

2493
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Démonstration. La seconde relation revient seulement à dire que Mk est Fn-mesurable, ce qui est
évident parce que Fk Ă Fn.

Nous prouvons la première par récurrence (à l’envers) sur k. D’abord si k “ n, l’égalité
EpMn|Fnq “ Mn. Nous supposons maintenant que EpMn|Fkq “ Mk, et nous prouvons que
EpMn|Fk´1q “ Mk´1. Si Bk´1 P Fk´1, nous avons

ż

Bk´1

Mk´1 “
ż

Bk´1

Mk “
ż

Bk´1

Mn. (39.4)

La première égalité est la définition d’une martingale, et la seconde est l’hypothèse de récurrence.

Théorème 39.6 ([677, 678]).
Soit pMnqně0 une martingale bornée dans L2pΩq, c’est-à-dire telle que

α “ sup
ně0

EpM2
nq ă 8. (39.5)

Alors la suite Mn converge dans L2pΩq.
Démonstration. Nous écrivons Mn en somme télescopique

Mn “ M0 `
nÿ

k“1
∆k (39.6)

où ∆k “ Mk ´ Mk´1. Nous commençons par monter que les incréments sont orthogonaux au
sens où Ep∆n∆kq “ 0. Pour n ą k, la variable aléatoire E

`
∆n∆k|Fn´1

˘
est la variable aléatoire

Fn´1-mesurable telle que ż

Bn´1

E
`
∆n∆k|Fn´1

˘ “
ż

Bn´1

∆n∆k (39.7)

pour tout Bn´1 P Fn´1. En particulier avec Bn´1 “ Ω nous trouvons

E
´
E
`
∆n∆k|Fn´1

˘¯ “ Ep∆n∆kq (39.8)

par la définition de l’espérance (36.52). Par conséquent, en utilisant le lemme 39.5 nous avons 1

Ep∆n∆kq “ E
´
Ep∆n∆k|Fn´1q

¯
“ E

´
∆kEp∆n|Fn´1q

¯
“ 0 (39.9)

parce que Ep∆n|Fn´1q “ EpMn|Fn´1q ´ EpMn´1|Fn´1q “ 0.
Utilisant l’orthogonalité des incréments, nous avons

EpM2
nq “ EpM2

0 q `
nÿ

k“1
Ep∆2

kq. (39.10)

En prenant le supremum (par rapport à n des deux côtés),

EpM2
0 q `

8ÿ

k“1
Ep∆2

kq “ α ă 8. (39.11)

Cela prouve que la suite
řn
k“1 ∆k converge dans L2pΩq. Nous en déduisons immédiatement que

pMnq est de Cauchy dans L2pΩq parce que si k, l ą n, nous avons (en utilisant encore l’orthogonalité
des incréments)

E
`|Mk ´Ml|2

˘ “
lÿ

i“k`1
Ep∆2

i q ď
8ÿ

i“k`1
Ep∆2

i q, (39.12)

qui tend vers zéro lorsque n Ñ 8.

1. À ce niveau je crois qu’il y a une faute dans [678] qui conditionne par rapport à Fn.
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Le théorème suivant complète la conclusion du théorème 39.6.

Théorème 39.7 ([678]).
Soit pMnqnPN une martingale bornée dans L2. Alors pMnq converge dans L2pΩq et presque surement
vers une même variable aléatoire M8 qui vérifie

Mn “ EpM8|Fnq. (39.13)

Notons en particulier que la variable aléatoire M8 est presque surement finie parce qu’en vertu
de (39.13) nous avons ż

Ω
M8 “

ż

Ω
Mn ă 8. (39.14)

Exemple 39.8.
Soient des variables aléatoires indépendantes Vk „ E p2nλq et la variable aléatoire somme

Sn “
nÿ

k“1
Vk. (39.15)

Nous allons montrer que Sn
p.s.ÝÑ X où X est une variable aléatoire presque surement finie. Nous

posons

Mn “ Sn ´
nÿ

k“1

1
2kλ (39.16)

Cela est une martingale adaptée à la filtration Fn “ σpV1, . . . , Vnq en vertu de l’exemple 39.4. Nous
montrons à présent qu’elle est bornée dans L2pΩq au sens où

ř
ně1EpM2

nq ă 8. Nous avons

EpM2
nq “ E

˜
“
Sn ´

ÿ

k

1
2kλ

‰2
¸

“ E

˜
“ÿ

k

pVk ´ 1
2kλq‰2

¸
. (39.17)

La variable aléatoire Vk ´ 1{2kλ est une variable aléatoire centrée de variance 1{p2kλq2 (voir pro-
position 36.109). Étant donné que Mn est centrée, VarpMnq “ EpM2

nq et nous avons

EpM2
nq “

nÿ

k“1
Var

ˆ
Vk ´ 1

2kλ

˙
“

nÿ

k“1

1
p2kλq2 , (39.18)

cette dernière somme étant bornée par l “ ř8
k“1

1
p2kλq2 , nous avons

EpM2
nq ď l (39.19)

avec l indépendant de n. C’est pour cela que pMnqnPN est une martingale bornée dans L2pΩq. Par
le théorème 39.7 nous avons Mn Ñ M8 et en faisant n Ñ 8 dans

Sn “ Mn `
nÿ

k“1

1
2kλ, (39.20)

nous trouvons

Sn Ñ M8 `
8ÿ

k“1

1
2kλ “ M8 ` 1

λ
(39.21)

qui est presque surement finie. △



2496 CHAPITRE 39. MARTINGALES

39.2 Temps d’arrêt et martingale terminée

Définition 39.9.
Soit pΩ,Fn,F , P q un espace de probabilité filtré. Une application T : Ω Ñ N̄ est un temps d’arrêt
adapté à la filtration pFnq si pour tout n P N nous avons tT ď nu P Fn.

Le temps d’arrêt T est borné si il existe k P N tel que T pωq ď k pour presque tout ω P Ω.

Lemme 39.10.
Si T est un temps d’arrêt presque surement fini, alors 2

— T ^ n
p.s.ÝÑ T ,

— limnÑ8 EpT ^ nq “ EpT q.
Démonstration. Vu que T est presque surement finie, il suffit de prouver que

pT ^ nqpωq Ñ T pωq (39.22)

pour tout ω tel que T pωq “ k pour tout k P N. Soient donc ω P Ω tel que T pωq “ k et n ą k. Nous
avons

pT ^ nqpωq “ T pωq ^ n “ k “ T pωq. (39.23)

En ce qui concerne la seconde assertion, la suite de variables aléatoires Xx “ T^n est croissante
et positive, donc le théorème de la convergence monotone 14.166 montre que

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (39.24)

Remarque 39.11.
Notons la différence subtile entre ST pωq et pST qpωq. La première est la variable aléatoire

ω1 ÞÑ ST pω1qpωq (39.25)

et la seconde est le nombre ST pωqpωq.
Théorème 39.12 (Théorème d’arrêt borné[678]).
Soit pXnq une sur-martingale et S ď T , deux temps d’arrêts bornés. Alors

(1) les variables aléatoires XS et XT sont intégrables,
(2) EpXT |σpSqq ď XS presque surement.

Si par contre pXnq est une martingale alors XS et XT sont bornées, et

EpXT |σpSqq “ XS . (39.26)

Remarque 39.13.
Un cas particulier intéressant de ce théorème 39.12 est le cas S “ 0 qui est un temps d’arrêt
vérifiant F0 “ tΩ,Hu. Si X est n’importe quelle variable aléatoire, la tribu engendrée σpXq est
toujours indépendante de la tribu tΩ,Hu, donc le résultat EpXT |FSq “ XS donne

EpXT q “ X0. (39.27)

Théorème 39.14 (Premier théorème d’arrêt de Doob[679]).
Soient pXnq une martingale et T un temps d’arrêt ; tous deux pour la filtration pFnq. Nous suppo-
sons qu’une des trois propriétés suivantes soit vérifiée :

(1) T est presque surement bornée.

2. Dans [89], dans le problème de la ruine du joueur, la seconde assertion est avec une limite sup et non avec une
limite normale.
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(2) EpT q ă 8 et il existe une constante c telle que

E
`|Xn`1 ´Xn| |Fn

˘ ď c (39.28)

sur l’événement tT ě nu.
(3) Il existe une constante c telle que |XT^n| ď c presque surement 3.

Alors XT est une variable aléatoire presque surement bien définie nous avons

EpTT q “ EpX0q. (39.29)

Si pXnq est une sur-martingale, alors la conclusion est EpXT q ď EpX0q et si pXnq est une sous-
martingale, la conclusion est EpXT q ě EpX0q.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 39.15
D’après la page de discussion de l’article sur Wikipédia, il semblerait que la seconde condition soit
mal énoncée. Je n’ai pas vérifié.

Remarque 39.16.
Sous l’hypothèse (3), il est possible d’avoir T “ 8 sur un ensemble de mesure non nulle. Sur cet
ensemble, la variable aléatoire XT doit être définie de façon plus fine.

Définition 39.17.
Nous disons que la martingale pMnqně1 est terminée si il existe M P L1pΩ,A, P q telle que
EpM |Anq “ M pour tout n ą 1.

Définition 39.18.
Un ensemble H Ă L1pΩ, µq est équi-intégrable si

lim
aÑ8

˜
sup
fPH

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq

¸
“ 0. (39.30)

Notons dans cette définition que vu que f P L1 nous avons toujours

lim
aÑ8

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq “ 0. (39.31)

L’équi-intégrabilité donne une sorte d’uniformité en f de cette limite.

Théorème 39.19.
Si pMnq est une martingale, nous avons équivalence entre

(1) pMnq converge dans L1 ;
(2) pMnq est terminée ;
(3) l’ensemble tMnuně1 est équi-intégrable.

Attention : en vertu de la proposition 27.18 et surtout de l’exemple 27.19, la convergence L1

n’implique pas la convergence presque partout.

Théorème 39.20 (Théorème de Doob[359]).
À propos de convergence de martingales.

(1) Toute martingale terminée converge presque surement et pour la norme L1.
(2) Toute martingale bornée dans L2 converge presque surement et pour la norme L2.

Proposition 39.21 ([680]).
Soient pMnq une martingale et T un temps d’arrêt (pour la même filtration pBnq). Alors le processus
Vn “ Mn^T est une martingale.

3. Il est d’usage assez classique de noter a^ b le minimum de a et b.

https://en.wikipedia.org/wiki/Talk:Optional_stopping_theorem
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Démonstration. Nous décomposons Vn de la façon suivante :

Vn “ Mn^T “ Mn1Těn `MT1Tăn “ Mn1Těn `
ÿ

kăn
Mk1T“k. (39.32)

Nous avons, grâce au lemme 14.3,

tT ě nu “ AtT ă nu “ AtT ď n´ 1u P Bn´1 (39.33)

et, si k ď n,
tT “ ku “ tT ď kulooomooon

PBk

z tT ď k ´ 1uloooooomoooooon
PBk´1

P Bk Ă Bn. (39.34)

La forme (39.32) donne donc manifestement la Bn-mesurabilité de Vn.
En ce qui concerne l’espérance nous devons calculer

EpVn`1|Bnq “ EpMn`11Těn`1|Bnq `
ÿ

kăn`1
EpMk1T“k|Bnq (39.35)

où nous avons utilisé la proposition 36.29. Étant donné que 1Těn`1 et 1T“k sont des variables
aléatoires Bn-mesurables nous pouvons utiliser la proposition 36.47 pour les sortir :

EpVn`1|Bnq “ 1Těn`1Mn `
ÿ

kďn
1T“kMk “ MT^n “ Vn. (39.36)

Pour cette ligne, nous avons aussi utilisé les égalités suivantes :
— EpMn`1|Bnq “ Mn parce que pMnq est une martingale
— EpMk|Bnq “ Mk parce que Mk est Bn-mesurable.

Définition 39.22.
Si pXnq est un processus adapté à la filtration pFnq et si T est un temps d’arrêt Fn-mesurable alors
le processus arrêté à l’instant T est le processus Yn “ Xn^T .

Nous avons déjà vu par la proposition 39.21 que si pXnq est une martingale alors son processus
arrêté est encore une martingale.

39.3 Décomposition de martingales

Définition 39.23 (Processus croissant prévisible[678]).
Un processus Xn adapté à la filtration Fn est un processus croissant prévisible si

(1) A0 “ 0
(2) An ď An`1 ; c’est cette condition qui correspond à « croissant »,
(3) An`1 est Fn-mesurable ; c’est cette condition qui correspond à « prévisible ».

Proposition 39.24 (Décomposition de Doob pour une sous-martingale[678]).
Toute sous-martingale pXnq s’écrit de façon unique sous la forme

Xn “ Mn `An (39.37)

où pMnq est une martingale et pAnq est un processus croissant prévisible.

Démonstration. Nous considérons le processus
"
A0 “ 0 (39.38a)
An`1 “ An ` EpXn`1 ´Xn|Fnq. (39.38b)
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Nous vérifions que cela est un processus croissant prévisible. D’abord

EpXn`1 ´Xn|Fnq “ EpXn`1|Fnq ´ EpXn|Fnq. (39.39)

Le second terme est égal à Xn parce que cette variable aléatoire est Fn-mesurable tandis que pXnq
étant une sous-martingale nous avons EpXn`1|Fnq ě Xn. Nous avons donc bien An`1 ě An et le
processus pAnq est croissant.

En ce qui concerne la prévisibilité nous devons prouver que An`1 est Fn-mesurable. D’une
part An est Fn-mesurable et d’autre part par définition de l’espérance conditionnelle, la variable
aléatoire EpXn`1 ´Xn|Fnq est également Fn-mesurable.

Nous posons alors Mn “ Xn ´ An et nous devons prouver que cela est une martingale. Nous
avons

EpMn`1 ´Mn|Fnq “ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpAn`1 ´An|Fnq. (39.40)

Le second terme vaut

EpAn`1 ´An|Fnq “ E
´
EpXn`1 ´Xn|Fnq|Fn

¯
“ EpXn`1 ´Xn|Fnq (39.41)

par la proposition 36.42. Le processus pMnq est donc une martingale. La preuve de l’existence
d’une décomposition (39.37) est achevée.

Nous passons maintenant à l’unicité en posant Xn “ Mn ` An “ M 1
n ` A1

n. Nous avons
A0 “ A1

0 “ 0 et A1
n “ Xn ´M 1

n, donc

A1
n`1 ´A1

n “ Xn`1 ´Xn `M 1
n`1 ´M 1

n “ Xn`1 ´Xn ´ pM 1
n`1 ´M 1

nq. (39.42)

Nous appliquons Ep.|Fnq des deux côtés de cette égalité :

EpA1
n`1 ´A1

n|Fnqloooooooooomoooooooooon
“A1

n`1´A1
n

“ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpM 1
n`1 ´M 1

n|Fnqlooooooooooomooooooooooon
“0

. (39.43)

Nous avons utilisé le que que pMnq étant une martingale, EpMn`1 ´ MnFnq “ 0, et idem avec
pM 1

nq. Donc

A1
n`1 ´A1

n “ EpXn`1 ´Xn|Fnq “ EpMn`1 ´Mn|Fnq `EpAn`1 ´An|Fnq “ An`1 ´An. (39.44)

Nous avons donc montré que An`1 ´An “ A1
n`1 ´A1

n et donc que An “ A1
n pour tout n. Nous en

déduisons immédiatement que Mn “ M 1
n pour tout n et l’unicité de la décomposition.

Lemme 39.25.
Si pXnq est une martingale de carré intégrable adaptée à la filtration pFnq alors

(1) Le processus pX2
nq est une sous-martingale.

(2) Si X2
n “ Mn `An est la décomposition de Doob, alors

An “
nÿ

i“1

´
EpX2

i |Ai´1q ´X2
i´1

¯
“

nÿ

i“1
E
´

pXi ´Xi´1q2|Ai´1
¯
. (39.45)

Démonstration. Pour la première assertion, nous utilisons l’inégalité de Jensen 36.60 :

EpX2
n|Fn´1q ě `

EpXn|Fn´1q˘2 “ X2
n (39.46)

parce que EpXn|Fn´1q “ Xn du fait que pXnq soit une martingale.
En ce qui concerne la seconde assertion, nous nous souvenons que le processus prévisible de

la décomposition de Doob d’une sous-martingale est donné par la récurrence (39.38) que nous
recopions ici :

"
A0 “ 0 (39.47a)
An`1 “ An ` EpX2

n`1 ´X2
n|Fnq (39.47b)
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Vu que X2
n est Fn-mesurable, il peut sortir de l’espérance :

An`1 “ An ` EpX2
n`1|Fnq ´X2

n (39.48)

et donc
An “

nÿ

i“1

´
EpX2

i |Fi´1q ´X2
i´1

¯
. (39.49)

Pour obtenir la dernière partie de (39.45) nous travaillons un peu :

E
`pXi ´Xi´1q2|Fi´1

˘ “ E
`
X2
i `X2

i´1 ´ 2XiXi´1|Fi´1
˘

(39.50a)
“ EpX2

i |Fi´1q `X2
i´1 ´ 2EpXiXi´1|Fi´1q (39.50b)

“ EpX2
i |Fi´1q `X2

i´1 ´ 2Xi´1EpXi|Fi´1q (39.50c)
“ EpX2

i |Fi´1q `X2
i´1 ´ 2Xi´1Xi (39.50d)

où nous avons utilisé la proposition 36.47 pour obtenir (39.50c).

39.4 Problème de la ruine du joueur
Nous considérons un joueur compulsif qui joue à un jeu très simple 4 : il joue à pile ou face

contre la banque avec une pièce truquée. Si pile sort, la banque donne 1 au joueur et si c’est face,
c’est le joueur qui donne 1 à la banque. Nous nommons a la fortune initiale du joueur, b celle de
la banque et p la probabilité d’obtenir pile.

Nous supposons que le jeu se poursuit jusqu’à la ruine du joueur ou de la banque. La modé-
lisation est comme suit : nous considérons pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi

Yn „ pδ1 ` p1 ´ pqδ´1. (39.51)

C’est le résultat financier pour le joueur du ne lancé. La fortune du joueur au bout de n lancés est
la variable aléatoire

Sn “ a`
nÿ

j“1
Yj . (39.52)

Nous notons Y0 “ a.
Nous considérons la filtration

An “ σ
`
Si tel que 0 ď i ď n

˘ “ σ
`
Yi tel que 0 ď i ď n

˘
, (39.53)

et le temps d’arrêt du jeu :

T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a` buu; (39.54)

c’est le temps qu’il faut pour que tout l’argent appartienne soit au joueur soit à la banque.
Nous voulons étudier les paramètres suivants :

(1) ρ “ P pST “ a`bq, c’est-à-dire la probabilité que ce soit le joueur qui gagne contre la banque.
(2) P pT ă 8q, c’est-à-dire la probabilité que le jeu se finisse.
(3) EpT q, la durée moyenne du jeu.

Lemme 39.26.
Le processus Sn du problème de la ruine du joueur est vérifie

EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (39.55)

De plus le processus Sn est

4. Le gros des choses dites à propos de la ruine du joueur provient de [89].
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(1) une martingale si p “ q “ 1
2 ,

(2) une sous-martingale si p ą q.

Démonstration. Pour n ě 1 nous avons

EpSn|An´1q “ a`
nÿ

j“1
EpYj |An´1q “ a`

n´1ÿ

j“1
EpYj |An´1q ` EpYn|An´1q. (39.56)

Si j ď n´ 1 alors Yj P mpAn´1q. Mais nous savons que si X est F-mesurable, alors EpX|Fq “ X
(c’est la définition de l’espérance conditionnelle), donc

řn´1
j“1 EpYj |An´1q “ řn´1

j“1 Yj .
En ce qui concerne le terme j “ n nous utilisons le fait que σpYnq soit une tribu indépendante

de An´1 ; nous avons donc au final pour tout j que EpYj |An´1EpYjq “ p´ q. Nous avons donc

EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (39.57)

Si p “ q “ 1
2 alors c’est une martingale, et si p ą q c’est une sous-martingale.

Lemme 39.27.
La variable aléatoire T est un temps d’arrêt.

Démonstration. Par définition T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a`buu. Vu que les variables aléatoires
Si avec i ď n sont Fn-mesurables, les ensembles

␣
Sk R t0, a` bu( avec k ď n sont Fn-mesurables.

Donc les ensembles

tT “ nu “
č

kďn

␣
Sk R t0, a` bu( X ␣

Sn P t0, a` bu( (39.58)

sont Fn-mesurables. Nous en concluons que l’ensemble tT ď nu est également mesurable.

39.4.1 Le cas où la pièce est truquée

Nous supposons être dans le cas p ą q.

39.4.1.1 Introduction d’une martingale

Considérons le processus
"
A0 “ 0 (39.59a)
An “ An´1 ` EpSn ´ Sn´1|An´1q. (39.59b)

Vu que EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q (lemme 39.26) et que EpSn´1|An´1q “ Sn´1 (parce que Sn´1
est dans la tribu de An´1), nous avons An “ An´1 ` pp´ qq et donc

An “ npp´ qq. (39.60)

Ce processus pAnq est croissant et prévisible. Nous introduisons le processus

Mn “ Sn ´An (39.61)

et nous montrons que c’est une martingale 5. Nous conditionnons la définition (39.61) par rapport
à An´1 :

EpMnAn´1q “ EpSn|An´1q ´ EpAn|An´1qloooooomoooooon
“An

(39.62a)

“ An ´An´1 ` EpSn´1|An´1q ´An (39.62b)
“ EpSn´1|An´1q ´An´1. (39.62c)

Mais Sn´1 est An´1-mesurable, donc EpSn´1|An´1q “ Sn´1 et

EpMn|An´1q “ Sn´1 ´An´1 “ Mn´1, (39.63)

ce qui signifie que pMnq est une martingale.
5. Ceci est un peu le contraire de la décomposition de Doob.
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39.4.1.2 Finitude du temps d’arrêt

Nous montrons maintenant, en étudiant MT^n que T est intégrable et nous prouvons que
P pT “ 8q “ 0.

Proposition 39.28.
La variable aléatoire T est intégrable, et P pT “ 8q “ 0, c’est-à-dire que le jeu se termine presque
certainement après un temps fini.

Démonstration. Nous rappelons que le lemme 39.27 nous indique que T est un temps d’arrêt. Le
temps d’arrêt T ^n est borné (par n évidemment) et nous pouvons donc lui appliquer le théorème
d’arrêt 39.14 pour dire que

EpMT^nq “ EpM0q. (39.64)

Le membre de droite est simple parce que M0 “ S0 ´ A0 “ S0 “ a parce que c’est l’argent de
départ du joueur. Pour l’autre :

EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq. (39.65)

D’une part, EpAT^nq “ E
`pT ^ nqpp ´ qq˘ et d’autre part, EpST^nq ď a ` b parce que ST vaut

zéro ou a ` b (avec des probabilités encore inconnues 6). En combinant avec ce qui était dit juste
au dessus et remarquant que pp´ qqEpT ^ nq ě 0 nous pouvons écrire

0 ď pp´ qqEpT ^ nq ď b. (39.66)

La suite de variables aléatoires T ^ n est donc croissante, positive et intégrable 7 et donc nous
avons du travail pour le théorème de la convergence monotone 14.166. La variable aléatoire T est
alors mesurable et 8

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (39.67)

Notons que nous n’avons pas encore prouvé que EpT q ă 8, mais en passant à la limite dans (39.66)
nous écrivons

0 ď pp´ qqEpT q ď b. (39.68)

Maintenant nous avons prouvé que T est intégrable et même L1. Par conséquent

P pT “ 8q “ 0. (39.69)

Le jeu se termine donc presque certainement après un temps fini.

39.4.1.3 Temps moyen de jeu

Le lemme 39.10 nous indique que ST^n
p.s.ÝÑ ST .

Nous avons les bornes 0 ď ST^n ď a` b et comme a` b est intégrable, ST^n l’est aussi et nous
pouvons parler de EpST^nq. Repartons de (39.65) :

a “ EpM0q “ EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq “ EpST^nq ´ pp´ qqEpT ^ nq. (39.70)

La variable aléatoire ST^n est majorée par a ` b indépendamment de n ; donc le théorème de
la convergence dominée 14.190 donne limnÑ8 EpST^nq “ EpST q. En ce qui concerne le second
terme, la convergence dominée ne fonctionne pas parce que T ^ n n’est pas à priori majoré par
quelque chose d’indépendant de n. Heureusement, le théorème de la convergence monotone donne
limnÑ8 EpT ^ nq “ EpT q. Au final en passant à la limite dans (39.70) nous avons

a “ EpST q ´ pp´ qqEpT q. (39.71)

6. Mais on y travaille.
7. Je rappelle que les constantes sont des fonctions intégrables sur Ω. Oui, je sais, quand on est habitué à faire

de l’analyse sur Rn c’est un truc qu’on perd toujours un peu de vue.
8. Dans [89], l’équation (39.67) vient avec une lim sup et non une limite normale. Je ne comprends pas pourquoi.
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Étant donné que T ą 0 et p´ q ą 0 nous pouvons récrire cela sous la forme

0 ď pp´ qqEpT q “ EpST q ´ a. (39.72)

Par définition de T nous avons aussi

EpST q “ pa` bqP pST “ a` bq ` 0 ·P pST “ 0q “ ρpa` bq. (39.73)

Nous déduisons
EpT q “ pa` bqρ´ a

p´ q
. (39.74)

Ne crions pas victoire trop vite : nous n’avons pas encore d’expression de ρ “ P pST “ a ` bq. Le
temps moyen de jeu n’est donc pas encore tout à fait connu.

39.4.1.4 Probabilité de victoire du joueur

Nous avons besoin d’exprimer ρ en termes de a, b et p. Pour cela nous introduisons la variable
aléatoire 9

Un “
ˆ
p

q

˙Sn

. (39.75)

Nous commençons par prouver que c’est une martingale en calculant

EpUn|An´1q “ E

˜ˆ
q

p

˙Sn´1 ˆq
p

˙Yn

|An´1

¸
(39.76)

Nous utilisons la proposition 36.47. Dans notre cas, Sn´1 et Yn sont des variables aléatoires An-
mesurables ; la variable aléatoire Yn est même An´1-mesurable et sort donc du conditionnement ;
nous avons donc

EpUn|An´1q “
ˆ
q

p

˙Sn´1

E

˜ˆ
q

p

˙Yn
¸

(39.77)

Nous allons utiliser le théorème de transfert 36.68 :

EpsYnq “
ż

Ω
sYnpωqDP pωq “

ż

Yn“1
sdP pωq `

ż

Yn“´1

1
s
dP pωq. (39.78)

Mais nous savons que P pYn “ 1q “ p et P pYn “ ´1q “ 1 ´ p “ q, donc

EpsYnq “ ps` 1 ´ p

s
(39.79)

et

E

˜ˆ
p

q

˙Yn
¸

“ p` q “ 1. (39.80)

Donc

EpUn|An´1q “
ˆ
q

p

˙Sn´1
“ Un´1, (39.81)

ce qui prouve que pUnq est une martingale.
Par définition nous avons toujours Sn ě 0 tant que n ď T 10, donc UT^n P r0, 1s. Il est donc

évident que si a ě 1 nous avons ż

|UT ^n|ąa
|UT^n|dP “ 0 (39.82)

9. Nous dirons un mot sur ce choix dans le « petit complément » plus bas
10. Pour n ą T le jeu est terminé, donc on ne se pose pas la question.



2504 CHAPITRE 39. MARTINGALES

parce que le domaine d’intégration est vide. Donc les variables aléatoires Vn “ UT^n sont équi-
intégrables 11 et le théorème 39.19 montre que la martingale pVnq est terminée ; par ricochet 12 le
théorème de Doob 39.20 montre qu’il existe une variable aléatoire X telle que Vn

p.s.ÝÑ X. Nous
allons prouver que X “ UT presque partout. Nous savions déjà (voir l’équation (39.22) et ses
alentours) que

Sn^T
p.s.ÝÑ ST . (39.83)

Nous avons alors (au sens du presque surement) :

lim
nÑ8Vn “ lim

nÑ8UT^n “ lim
nÑ8

ˆ
q

p

˙ST ^n

“
ˆ
q

p

˙
qST “ UT . (39.84)

Donc par unicité de la limite presque partout nous avons X “ UT presque partout. Par le théorème
de transfert 36.68 nous évaluons

EpUT q “
ˆ
q

p

˙0
P pST “ 0q `

ˆ
q

p

˙a`b
P pST “ a` bq “ p1 ´ ρq `

ˆ
q

p

˙a`b
ρ. (39.85)

La remarque 39.13 nous permet de dire que

EpUT^nq “ U0. (39.86)

Mais par définition

U0 “
ˆ
q

p

˙S0

“
ˆ
q

p

˙a
, (39.87)

donc nous avons
EpUT^nq “

ˆ
q

p

˙a
. (39.88)

Nous voudrions passer à la limite n Ñ 8 dans cette équation. Pour permuter la limite et l’es-
pérance, il faut utiliser le théorème de la convergence dominée 14.190. Vu que nous avons choisi
q ą p, nous avons q{p ą 1 et donc UT^n ď pq{pqa`b, ce qui montre que la fonction ω ÞÑ pUT^nqpωq
est majorée par une constante (qui est une fonction intégrable). Nous pouvons donc permuter la
limite et l’espérance :

lim
nÑ8EpUT^nq “ E

`
lim
nÑ8UT^n

˘
. (39.89)

Mais nous avion déjà montré que UT^n
p.s.ÝÑ UT . Donc

EpUT q “
ˆ
q

p

˙a
. (39.90)

En égalisant avec l’expression (39.85) de EpUT q nous trouvons

ρ “
´
q
p

¯a ´ 1
´
q
p

¯a`b ´ 1
(39.91)

et ensuite nous trouvons EpT q en remettant ce ρ dans l’expression (39.74) donnée plus haut.

39.4.2 Le cas où la pièce est non truquée

Maintenant p “ q “ 1{2.

11. Définition 39.18.
12. Nous rappellons que la convergence L1 n’implique pas la convergence presque partout.
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39.4.2.1 Probabilité de gagner

Le lemme 39.26 nous indique alors que pSnq est une martingale et le lemme 39.25 nous permet
de dire que pS2

nq est alors une sous-martingale. Le processus croissant prévisible de pS2
nq est donné

par (39.38) qui en adaptant les notations est
#
B0 “ 0 (39.92a)
Bn “ Bn´1 ` E

´
pSn ´ Sn´1q2|An´1

¯
. (39.92b)

Nous avons toujours Sn ´ Sn´1 “ ˘1 parce que soit le joueur gagne soit le joueur perd, mais de
toutes façons sa fortune varie de 1 à chaque étape du jeu. Donc (39.92b) nous donne Bn “ Bn´1 `1
et

Bn “ n. (39.93)

Cela nous dit que la variable aléatoire

S2
n ´Bn “ S2

n ´ n (39.94)

est une martingale (une sur-martingale moins son processus prévisible croissant). Nous lui appli-
quons le théorème d’arrêt 39.12 avec les temps d’arrêt 0 et T ^ n :

EpS2
T^n ´ T ^ n|F0q “ S2

0 ´ 0 (39.95)

où F0 est la tribu engendrée par la variable aléatoire 0, c’est-à-dire tΩ,Hu. Cette tribu est indé-
pendante de toute autre tribu et nous pouvons donc supprimer le conditionnement dans (39.95).
Nous avons aussi S0 “ a par définition. Avec tout ça nous avons la majoration

EpT ^ nq “ EpS2
T^nq ´ a2 ď pa` bq2 ´ a2 (39.96)

parce que Sk est toujours positif et entre 0 et a` b. En utilisant le lemme 39.10 et en passant à la
limite,

EpT q ď pa` bq2 ´ a2. (39.97)

En particulier, T P L1pΩq et P pT ă 8q “ 1.
En suivant exactement les mêmes étapes que dans le lemme 39.1039.10 nous avons aussi

lim
nÑ8ST^n “ ST (39.98)

presque partout. De plus nous savons que

0 ď S2
T^n ď pa` bq2, (39.99)

et nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée 14.190 pour dire que

lim
nÑ8EpS2

T^nq “ EpS2
T q. (39.100)

Nous montrons à présent que ST^n L2ÝÑ ST . Pour cela nous devons évaluer la limite

lim
nÑ8

ż

Ω
|ST^n ´ ST |2. (39.101)

La fonction |ST^n ´ST |2 est majorée par pa` bq2 et nous pouvons à nouveau appliquer la conver-
gence dominée :

lim
nÑ8Ep|ST^n ´ ST |2q “ lim

nÑ8

ż

Ω
|ST pωq^npωq ´ ST pωqpωq|2dP pωq “

ż

Ω
lim
nÑ8 |ST^n ´ ST |2 “ 0.

(39.102)
La même chose en n’écrivant pas les carrés montre que l’on a aussi ST^n L1ÝÑ ST .
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Il n’y a pas que n ÞÑ S2
n ´ n qui est une martingale. Il y a aussi pSnq lui-même (lemme 39.26).

Nous pouvons lui appliquer le théorème d’arrêt 39.12 pour les temps d’arrêts T ^ n et 0 :

EpST^nq “ EpS0q “ a. (39.103)

En passant à la limite, EpST q “ a. L’espérance EpST q peut par ailleurs être calculée comme

EpST q “ 0 ·P pST “ 0q ` pa` bqP pST “ a` bq. (39.104)

En égalisant les valeurs (39.103) et (39.104) de EpST q nous trouvons

ρ “ a

a` b
. (39.105)

Cette formule est assez logique : la probabilité que le joueur gagne est égale à la proportion d’argent
en jeu qu’il a amené.

39.4.2.2 Temps moyen de jeu

Nous calculons maintenant l’espérance EpT q du temps de jeu (sans compter les pauses ni les
jours de fermeture du casino 13).

Nous recopions la première égalité de (39.96) sous la forme

a2 “ EpS2
T^n ´ T ^ nq (39.106)

et nous passons à la limite 14 en sachant que EpS2
T q “ ρpa` bq2 :

a2 “ ρpa` bq2 ´ EpT q. (39.107)

En reprenant la valeur (39.105) de ρ,
EpT q “ ab. (39.108)

Et là, on voit que si le joueur amène 1000 euros contre une banque qui en a un million, et si ils
jouent toutes les secondes , on en a pour 32 ans de jeu en moyenne.

Voilà. C’est fini pour la ruine du joueur.

39.4.3 Un petit complément

Nous avons introduit lors de l’équation (39.75) la variable aléatoire Un “ pp{qqSn . Sans aller
jusqu’à motiver complètement ce choix, nous nous proposons maintenant de voir que parmi les
variables aléatoires Un “ sSn , le choix s “ p{q est le seul qui donne une martingale.

Soit donc Un “ sSn et exprimons le fait que ce soit une martingale. Nous avons

EpUn|An´1q “ EpsSn´1sYn |An´1q (39.109a)
“ sSn´1EpsYn|An´1q (39.109b)
“ sSn´1EpsYnq. (39.109c)

Le passage à (39.109b) se justifie en disant que sSn´1 est une variable aléatoire bornée et An´1-
mesurable, et en invoquant proposition 36.47. La variable aléatoire Yn vaut 1 avec probabilité p et
´1 avec probabilité q ; donc l’espérance est vite vue :

EpsYnq “ ps` q
1
s

(39.110)

et nous avons
EpUn|An´1q “

ˆ
ps` q

1
s

˙
sSn´1 “ pps` q

s
qUn´1. (39.111)

13. Le joueur est un vrai joueur compulsif.
14. Comme il est dit dans La Grande Illusion, à quoi sert un n ? À passer à la limite.
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Pour que pUnq soit une martingale il faut (et il suffit) que

ps` q

s
“ 1. (39.112)

Les solutions de cette équation sont s P t1, pq u. C’est évidemment s “ p{q qui donne une martingale
non triviale. Attention pour être complet, il faut se demander ce qu’il se passe si s “ 0 séparément
parce que manifestement l’équation (39.112) ne traite pas ce cas. Encore une fois, en repartant du
début, s “ 0 ne se révèle pas être une martingale très excitante.

Bref, nous devons poser

Un “
ˆ
p

q

˙Sn

(39.113)

pour avoir une martingale.
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Chapitre 40

Processus de Poisson

40.1 Processus de Poisson
Définition 40.1.
Une famille de variables aléatoires pNtqtě0 est un processus de Poisson d’intensité λ si il existe
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées pTkqkPN de loi E pλq
telles que

Nt “ suptn ě 0 tel que
nÿ

k“1
Tk ď tu. (40.1)

Si nous posons Sn “ řn
k“1 Tk, alors nous avons une expression plus pratique pour Nt :

Nt “
8ÿ

n“1
1tSnďtu. (40.2)

Nous avons par la proposition 36.115 vu que Nt „ Ppλtq.
Pour chaque ω P Ω, la fonction t ÞÑ Ntpωq est une fonction (pas du tout strictement) croissante

à valeurs dans N. Cette fonction part de 0 et fait un saut de taille 1 après des intervalles de temps
T1p8q, T2pωq, etc. Elle est continue à droite.

Nous avons les égalités d’événements suivantes qui sont pratiques :

ts ă Sn ď tu “ tNt ě n ą Nsu (40.3a)
tNt “ nu “ tSn ď t ď Sn`1u. (40.3b)

Théorème 40.2.
Les variables aléatoires pNtqtě0 est un processus de Poisson d’intensité λ si et seulement si elles
vérifient les trois propriétés suivantes.
Accroissements indépendants Pour tout choix 0 ă t0 ă t1 ă . . . tn, les variables aléatoires

Nti`1 ´Nti sont indépendantes.
Accroissements stationnaires Si 0 ă s ă t et h ą 0 alors

Nt`h ´Ns`h
L“ Nt ´Ns, (40.4)

c’est-à-dire que les accroissements décalés suivent les mêmes lois.
Poisson Pour tout t nous avons Nt „ Ppλtq.

Une conséquence des accroissements stationnaires est que Nt ´Ns
L“ Nt´s ´N0 “ Nt´s parce

que N0 “ 0.

Proposition 40.3.
Si pNtq est un processus de Poisson d’intensité λ, alors

lim
tÑ8Nt “ `8 (40.5)
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presque surement. De plus
lim
tÑ8

Nt

t
“ λ (40.6)

presque surement.

La relation (40.6) est appelée loi des grands nombres.

Démonstration. Par définition nous savons que

Nt “ suptn ě 0 tel que Sn ď tu. (40.7)

Évidemment la fonction t ÞÑ Nt est croissante, donc la limite

lim
tÑ8Ntpωq (40.8)

existe dans r0,8s. Nous pouvons nous restreindre à t P N et considérer Lpωq “ limnÑ8 Nnpωq.
Par somme télescopique avec N0 “ 0,

Nn

n
“

řn
k“1pNk ´Nk´1q

n
. (40.9)

Étant donné que le processus est de Poisson, les variables aléatoires pNk ´ Nk´1qk“1,...,n sont
indépendantes et suivent toutes la loi de N1 ´N0, c’est-à-dire la loi de N1. Encore par le fait que
Nt soit de Poisson nous savons que N1 „ Ppλq. La loi des grands nombres (36.93) appliquée aux
variables aléatoires Nk ´Nk´1 nous dit que

Nn

n

p.s.ÝÑ EpN1q “ λ ą 0. (40.10)

Du coup Nn Ñ 8 et Lpωq “ 8.
Nous démontrons maintenant la loi des grands nombres pour les processus de Poisson. Étant

donné que pour les entiers Nn{n Ñ λ, pour les réels, si la limite existe, ça ne peut pas être autre
chose. Si nous notons t̄ la partie entière de t P R`,

Nt

t
“ Nt ´Nt̄

t
` Nt̄

t
. (40.11)

Le second terme est relativement simple à traiter :

Nt̄

t
“ Nt̄

t̄loomoon
Ñλ

· t̄

tloomoon
Ñ1

. (40.12)

où nous avons utilisé le premier point, t̄ étant entier. Pour le premier terme nous savons que t ÞÑ Nt

est croissante et donc que

Nt ´Nt̄

t
ď Nt̄`1 ´Nt̄

t
“ Nt̄`1 ´Nt̄

t̄` 1
t̄` 1
t

. (40.13)

Le second facteur tend vers 1 lorsque t Ñ 8. Le premier s’écrit

Nn ´Nn´1
n

(40.14)

et tend vers zéro en tant que terme général de la série (40.9) qui converge.

Proposition 40.4.
La variable aléatoire Nt{t est un estimateur sans biais de λ. De plus il converge vers λ en moyenne
quadratique.
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Démonstration. Vu que Nt{t Ñ λ presque surement, la variable aléatoire Nt{t est un estimateur
de λ. Le fait qu’il soit sans biais a été fait dans l’exemple 37.25.

D’autre part nous avons (voir théorème 36.108)

Var
ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t2

VarpNtq “ λ

t
. (40.15)

En appliquant la formule VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 à X “ Nt{t nous trouvons

E

ˆ
N2
t

t2

˙
“ λ

t
` λ2. (40.16)

Cela montre que Nt
t

L2ÝÑ λ.

Pour le théorème central limite d’un processus de Poisson, nous visons un résultat du style de
1
n

ř
iXi ´mn

σ
?
n

LÝÑ N p0, 1q. (40.17)

Nous écrivons le théorème central limite pour le nombre de sauts que le processus de Poisson a
connu en un temps t. Le rôle de la moyenne empirique est joué par Nt. Nous considérons avoir
fait une seule expérience qui a duré un temps t. Donc le rôle de n est joué par 1 (et non t comme
on pourrait le croire). Pour le reste, le nombre de succès en un temps t d’une variable aléatoire
exponentielle de paramètre λ est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λt, en vertu de ce
qui est raconté au point 36.5.8. C’est cela qui motive l’énoncé suivant.

Théorème 40.5 (Théorème central limite pour les processus de Poisson).
Si pNtqtą0 est un processus de Poisson de paramètre λ, alors nous avons

Nt ´ λt?
λt

LÝÑ N p0, 1q. (40.18)

Remarque 40.6.
Avant de nous lancer dans la démonstration, remarquons que si nous nous limitons à t P N, alors
nous avons

Nn ´ λn?
λn

“
řn
k“1pNk ´Nk´1q ´ λn?

λn
(40.19)

or par définition nous avons les égalités de lois

Nk ´Nk´1 „ N1 „ Ppλq, (40.20)

donc
Sn ´ λn?

λn
“

1
nSn ´ λ?

λn
n

“
1
nSn ´ λ?
λ{?

n
, (40.21)

ce qui est exactement le théorème central limite pour une suite de lois de Poisson 1.

Démonstration. Nous écrivons t̄ la partie entière de t̄ et nous décomposons :

Nt ´ λt?
λt

“ Nt ´Nt̄?
λtlooomooon
A

` Nt̄ ´ λt̄?
λtlooomooon
B

` λt̄´ λt?
λtlooomooon
C

. (40.22)

En ce qui concerne le terme B, nous avons

B “
c
t̄

t

Nt̄ ´ λt̄?
λt̄

Ñ N p0, 1q. (40.23)

1. Au fait près que nous devrions encore montrer que Sn est de carré intégrable.
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Notons que nous utilisons le fait que si an Ñ 1 (en tant que suite de nombre) et si Xn Ñ N p0, 1q
(limite en loi), alors anXn Ñ N p0, 1q en loi.

Le terme C est également facile parce que λt̄´ λt est majoré en norme par λ. Du coup

´ λ?
λt

ď C ď λ?
λt
. (40.24)

Donc limtÑ8 C “ 0.
Reste à travailler sur A. Vu que t ÞÑ Nt est croissante, la différence Nt ´ Nt̄ est positive. Soit

η ą 0, nous avons

P p|A| ą ηq “ P pNt ´Nt̄ ą ?
λtηq ď P

`
Nt̄`1 ´Nt̄ ě ?

λtη
˘ “ P pN1 ě η

?
λtq (40.25)

parce que nous savons que Nt̄`1 ´Nt̄ „ N1 „ Ppλq. En vertu des propriétés de la loi de Poisson,

lim
tÑ8P pN1 ě η

?
λtq “ 0. (40.26)

En effet si Z est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ nous avons

P pZ ą lq “
8ÿ

k“l
P pZ “ kq “ e´λ

8ÿ

k“l

λk

k! . (40.27)

Nous reconnaissons la queue de série de eλ, qui tend donc vers zéro lorsque l Ñ 8. Nous avons
donc prouvé que

lim
tÑ8P

`|A| ą η
˘ “ 0, (40.28)

c’est-à-dire la convergence en probabilité de A vers zéro.
Nous avons montré que

B ` C
LÝÑ U „ N p0, 1q (40.29a)

A
PÝÑ 0. (40.29b)

Le lemme de Slutsky (36.84) nous avons une convergence du couple

pA,B ` Cq LÝÑ p0, Uq. (40.30)

Utilisant le corolaire 36.86, nous trouvons la convergence en loi

A` pB ` Cq LÝÑ 0 ` U, (40.31)

ce qu’il fallait.

40.2 Quelques trucs sur la simulation

Le théorème ergodique dit que

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x. (40.32)

C’est avec cela qu’on calcule πpxq à partir d’une simulation de chaine de Markov.
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40.2.1 Le théorème central limite pour Markov

Théorème 40.7 (Version allégée).
Si pXnq est irréductible et positive récurrente, alors pour toute fonction f ,

1?
N

«
Nÿ

k“1
´N

ż
fdπ

ff
LÝÑ N p0, σ2q (40.33)

où σ2 dépend de la fonction f et de la chaine de Markov.
Ici,

ş
fdπ “ ř

xPE fpxqπpxq.
Nous allons simuler la variable aléatoire

Z “ 1?
N

«ÿ
fpXkq ´N

ÿ

xPE
fpxqπpxq

ff
(40.34)

et puis on va mettre sa réalisation dans un histogramme. Dans le cas où on prend fpiq “ 1i“i0 , il
y a de la simplification dans l’intégrale qui devient

Z “ 1?
N

«
Nÿ

i“1
1Xk“i0 ´Nπpi0q

ff
. (40.35)

40.2.2 Feuille 5

On pose
Dn “ ?

n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq|. (40.36)

On en génère un millier de fois Dn, on note Dpkq
n ces réalisations, et on regarde ce que vaut

1
1000

1000ÿ

k“1
1
D

pkqěc
n

. (40.37)

Cela nous donne une approximation de

P
`?
n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq| ě c
˘
. (40.38)

Note que chacun des Dpkq
n demande de créer un nouveau vecteur Yi de lois qu’on veut regarder.

Par exemple de loi exponentielle.

40.2.3 Feuille 6

Pour créer une fonction qui renvoie i avec probabilité pi pour i “ 1, 2, 3, on peut faire

U „ U r0, 1s (40.39)

et puis on a

P pU ă p0q “ p0 (40.40a)
P pp0 ă U ă p0 ` p1q “ p1 (40.40b)
P pp0 ` p1 ă U ă p2q “ p2. (40.40c)

Une façon de faire une loi uniforme r0, 1s est de faire rand
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40.2.4 Feuille 7

L’échantillon est pY1, . . . , Ynq et nous écrivons le vecteur

Y “ Xβ ` ϵ (40.41)

où Y „ N pXβ, σ2 Idq et ϵ „ N p0, σ2 Idq. Nous utilisons le principe de maximum de vraisemblance.
Soit py1, . . . , ynq un échantillon et

Pθpy1, . . . , ynq “
ź

i

1
σ

?
2π

exp
«

´1
2

ˆ
yi ´Xt

iβ

σ

˙2
ff
. (40.42)

L’astuce est de faire que yi ´ Xt
iβ est la iième composante du vecteur Y ´ Xβ et donc la somme

qui est dans l’exponentielle devient la norme de Y ´Xβ :

fθpy1, . . . , ynq “
ˆ

1
σ

?
2π

˙n
exp

„
´1

2}Y ´Xβ}2
ȷ
. (40.43)

On passe au logarithme et on dérive par rapport à σ2. Attention : la variable est σ2, donc la dérivée
de σ2 est 1 et non 2σ. Bref, on trouve

σ2 “ 1
2n}U `Xβ}. (40.44)

40.2.5 Simuler des lois conditionnelles

Nous voulons générer des couples pX,Y q tels que Y prend les valeurs 0 ou 1 et tels que
"
P pX|Y “ 0q „ E pλ0q (40.45a)
P pX|Y “ 1q „ E pλ1q. (40.45b)

Le plus simple est de générer une liste

pX1, 0q pX4, 1q (40.46a)
pX2, 0q pX5, 1q (40.46b)
pX3, 0q pX6, 1q (40.46c)

avec X1, X2, X3 „ E pλ0q et X4, X5, X6 „ E pλ1q.
Avec cette méthode cependant la liste est triée et en plus on a autant de 1 que de 0. On

peut faire un peu plus technologique pour corriger cela. Pour créer un couple, on commence par
Y „ Bppq et puis suivant que Y “ 0 ou y “ 1, on génère X „ E pλ0q ou X „ E pλ1q.



Chapitre 41

Langages

41.1 Langages

41.1.1 Alphabets et mots

Définition 41.1.
Un alphabet est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

On utilise aussi parfois le terme vocabulaire pour désigner un alphabet.

Définition 41.2.
Un mot sur l’alphabet Σ est une suite finie et ordonnée, éventuellement vide, de lettres de Σ. Le
mot vide est toujours noté ε.

Définition 41.3.
La longueur d’un mot w, noté |w|, est le nombre de lettres constituant le mot w. Le mot vide a
une longueur de 0.

Soit w un mot de longueur k, on peut désormais noter w “ w1 ¨ ¨ ¨wk, où chacun des wi, 1 ď i ď k
représente une lettre de w. Par convention, si k “ 0, alors le mot w est le mot vide.

Définition 41.4.
Soient w un mot sur l’alphabet Σ et a P Σ une lettre, le nombre d’occurrences de la lettre a
dans le mot w, noté |w|a, est le nombre de fois où apparaît la lettre a dans le mot w, c’est-à-dire
le cardinal de l’ensemble ti | wi “ a, 1 ď i ď |w|u.

Définition 41.5.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots non-vides sur l’alphabet Σ, noté Σ`, est l’ensemble :

Σ` “ tw “ w1 . . . wn, n ą 0u (41.1)

Définition 41.6.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots sur l’alphabet Σ, noté Σ˚, est l’ensemble :

Σ˚ “ tw “ w1 . . . wn, n ě 0u (41.2)

Des deux définitions précédentes, on tire l’égalité suivante :

Σ˚ “ Σ` Y tεu (41.3)

Définition 41.7.
Soient Σ un alphabet et x, y P Σ˚ deux mots sur l’alphabet Σ de longueur respective n et m, le
produit w de x et y, noté x· y est défini par w “ x1 . . . xny1 . . . ym.

Le produit est également appelé concaténation.
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Proposition 41.8 (Longueur du produit de deux mots).
La longueur du produit de deux mots x et y est la somme des longueurs des mots x et y.

|x· y| “ |x| ` |y| (41.4)

Proposition 41.9 (Monoïde pΣ˚, · , εq).
L’ensemble Σ˚ munie de l’opération produit d’élément neutre ε est un monoïde 1.

Démonstration. Soient x, y, z P Σ˚, avec les définitions précédentes, on peut vérifier facilement
que :

— le produit est une loi interne : x· y P Σ˚ ;
— le produit est associatif : x· py· zq “ px· yq · z ;
— ε est l’élément neutre du produit : x· ε “ ε·x “ x.

Le produit n’est pas commutatif.

Définition 41.10.
Soient Σ un alphabet et w P Σ˚, la puissance ned’un mot w, notée wn, est définie par :

wn “
#
ε si n “ 0
w·wn´1 si n ą 0

41.1.2 Langage

Définition 41.11.
Un langage sur un alphabet Σ est un sous-ensemble de Σ˚. C’est un ensemble de mots sur l’al-
phabet Σ.

Un langage étant défini comme un ensemble, on peut appliquer toutes les notions de la théorie
des ensembles aux langages.

Définition 41.12.
Le langage vide, noté ∅ est le langage qui ne contient aucun mot.

Définition 41.13.
Le langage unité est le langage qui contient uniquement le mot vide : tεu.

Définition 41.14.
Soient Σ un alphabet et L1, L2 Ď Σ˚ deux langages sur l’alphabet Σ, on définit le produit L de L1
et L2, noté L1.L2 par :

L “ L1.L2 “ tu1 ·u2, u1 P L1, u2 P L2u (41.5)

Le produit de langages est également appelé concaténation. Il ne faut pas confondre le produit
de langage avec le produit cartésien de deux ensembles. Le langage unité est l’élément neutre du
produit de langages.

Proposition 41.15 (Distributivité du produit de langage par rapport à l’union).
Le produit de langage est distributif par rapport à l’union. Soient Σ un alphabet et L1, L2, L3 Ď Σ˚,
alors :

L1.pL2 Y L3q “ pL1.L2q Y pL1.L3q et pL1 Y L2q.L3 “ pL1.L3q Y pL2.L3q (41.6)

Démonstration. Soit w P L1.pL2 Y L3q, montrons que w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Dw1 P L1, w1 P
L2 Y L3, w “ w1 ·w1. Donc w1 P L2 ou w1 P L3. Si w1 P L2, alors w “ w1 ·w1 P L1.L2. Si w1 P L3,
alors w “ w1 ·w1 P L1.L3. Donc, w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Donc L1.pL2 Y L3q Ď pL1.L2q Y pL1.L3q.

1. Définition 6.23.
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Soit w P pL1.L2q Y pL1.L3q, montrons que w P L1.pL2 Y L3q. w P L1.L2 ou w P L1.L3. Si
w P L1.L2, i avec i P t2, 3u alors Dw1 P L1, wi P Li, w “ w1 ·wi. Donc w P L1.pL2 Y L3q. Donc,
pL1.L2q Y pL1.L3q Ď L1.pL2 Y L3q

Donc pL1.L2q Y pL1.L3q “ L1.pL2 Y L3q
L’autre partie de la proposition se montre de manière analogue.

Définition 41.16.
Soient Σ un alphabet et L Ď Σ˚, la puissance nedu langage L, notée Ln est définie par :

Ln “
#

tεu si n “ 0
L.Ln´1 si n ą 0

Définition 41.17 ([681]).
L’étoile de Kleene est un opérateur unaire noté ˚. L’itéré d’un langage L, noté L˚, est l’appli-
cation de l’étoile de Kleene à un langage L et est défini par :

L˚ “
ď

iě0
Li (41.7)

En particulier, on remarque que le mot vide fait toujours partie de l’itéré d’un langage, y
compris quand ce même langage ne contient pas le mot vide.

Définition 41.18.
L’itéré strict d’un langage L, noté L`, est défini par :

L` “
ď

ią0
Li (41.8)

Proposition 41.19 (Relations entre itéré et itéré strict).
Soit L un langage, alors on a :

L˚ “ L` Y tεu (41.9)

L` “ L.L` “ L`.L (41.10)
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Chapitre 42

Utilisation dans les autres sciences

Dans ce chapitre nous donnons des applications de divers théorèmes dans les autres sciences
que la mathématique.

42.1 Démystification du MRUA

42.1.1 Preuve de la formule

Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration complète de la formule du
MRUA :

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (42.1)

Au niveau de la physique, nous considérons un mobile qui se déplace avec une accélération
constante a. Nous notons par v0 sa vitesse initiale et par x0 sa position initiale.

Nous savons que, pour tout mouvement, si xptq est la position en fonction du temps, et si vptq
et aptq représentent la vitesse et l’accélération en fonction du temps, alors

vptq “ x1ptq et aptq “ v1ptq “ x2ptq. (42.2)

Afin de trouver xptq en connaissant aptq, il « suffit » donc de prendre deux fois la primitive. Essayons
ça dans le cas facile du MRUA où aptq “ a est constante.

La vitesse vptq doit être une primitive de la constante a. Il est facile de voir que vptq “ at est
une primitive de a. Par le corolaire 12.199(bis),

vptq “ at` C1 (42.3)

pour une certaine constante C1. Afin de fixer C1, il faut faire appel à la physique : d’après la
formule (42.3), la vitesse initiale est vp0q “ C1. Donc il faut identifier C1 à la vitesse initiale :
C1 “ v0. Nous avons donc déjà obtenu que

vptq “ at` v0. (42.4)

Afin de trouver xptq, il faut trouver une primitive de vptq. Il n’est pas très difficile de voir que
at2{2 ` v0t fonctionne, donc il existe une constante C2 telle que

xptq “ at2

2 ` v0t` C2. (42.5)

Encore une fois, regardons la condition initiale : la formule donne comme position initiale xp0q “ C2,
et donc nous devons identifier C2 avec la position initiale x0. En définitive, nous avons bien

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (42.6)

Cette formule est donc maintenant démontrée à partir de la seule définition de la vitesse comme
dérivée de la position et de l’accélération comme dérivée de la vitesse.
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Remarquons cependant que la preuve complète fut très longue. En effet, nous avons utilisé les
règles de dérivation de la proposition 12.170, pour la démonstration desquels, les résultats 12.9
et 12.8 ont étés utiles. Mais nous avons surtout utilisé le corolaire 12.199(bis) qui repose sur le
théorème de Rolle 12.189, qui lui-même demande le théorème de Borel-Lebesgue 10.18 dans lequel
la notion d’ensemble compact a été cruciale.

42.1.2 Interprétation graphique

La distance parcourue xptq en un temps t est la primitive de la vitesse. Nous avons, par ailleurs,
que l’opération inverse de la dérivée donnait la surface. Pour reprendre les mêmes notations, nous
notons Svptq la surface contenue en dessous de la fonction v entre 0 et x. Nous ne serions donc pas
étonné que

Svptq “ at2

2 ` v0t` x0 (42.7)

soit la surface en dessous de la fonction vptq “ at ` v0. Nous voyons que la surface totale sous la
fonction vptq “ at` v0 est exactement

Svptq “ at2

2 ` v0t. (42.8)

Cela est un bon début, mais hélas nous ne retrouvons pas le terme « `x0 » de la formule (42.7).
Cela n’est pas tout à fait étonnant parce que nous savons que la surface sous une fonction était une
primitive de la fonction, mais nous n’avons pas dit laquelle. D’après le fameux corolaire 12.199(bis),
la primitive n’est définie qu’à une constante près. Ici, c’est la constante x0 qu’on a perdue en chemin.

Nous parlerons plus en détail du lien entre les surfaces et les primitives dans la section dédié à
l’intégration.

42.2 Relativité en mécanique newtonienne

42.2.1 Relativité du mouvement

Prenons quelqu’un qui cours le cent mètres en onze secondes. Par rapport à un spectateur
dans les gradins, il se sera déplacé de cent mètres. Mais si je cours à côté de lui de telle façon à
avoir parcouru 80 mètres le temps qu’il en fasse cent, alors par rapport à moi l’athlète ne se sera
déplacé que de 20 mètres. Par contre, par rapport à mon chronomètre, il aura également mit onze
secondes : ce n’est pas parce que je cours que mon chronomètre s’affole !

Entre moi et les spectateurs, on a donc une loi de transformation

x1 “ x´ vt t1 “ t. (42.9)

C’est-à-dire que la distance x1 qu’aura parcouru l’athlète par rapport à moi vaut la distance x
parcourue par le spectateur moins la vitesse que j’ai courue moi-même, c’est-à-dire moins vt.

42.2.2 Bob et Alice

Formalisons le concept de changement de repères. Pour cela, prenons deux amoureux, Bob et
Alice 1. Mettons que Bob reste assis sur un banc pendant qu’Alice cours en ligne droite à une
vitesse v. Tout deux déclenchent leur chronomètre quand Alice passe devant Bob. À tout moment,
Bob et Alice ont leur repères de temps et d’espace. Par exemple si après un temps t, Alice voir
une peau de banane à 1 mètre devant elle, elle va dire « Il y a une peau de banane à un mètre. »,
tandis que Bob va dire « Il y a une peau de banane à p1 ` vtq mètres ».

Plus généralement, si il se passe quelque chose à la position x au temps t pour Bob, ce quelque
chose se passera au temps t1 “ t à l’endroit x1 “ x ´ vt pour Alice parce qu’en un temps t, elle
aura déjà avancé d’une distance vt.

Ça c’est ce dont tout le monde était persuadé depuis Galilée jusqu’au début du vingtième siècle.
1. C’est plus poétique que dire « soient A et B deux observateurs ».
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42.3 Invariance de la vitesse de la lumière

42.3.1 Champ de gravitation et électrique

Nous savons que que la force de gravitation s’écrit :

Fgrav “ G
mm1

r2 ,

tandis que la force électrique entre deux charges q et q1 est donnée par

Felec “ k
qq1

r2 . (42.10)

Nous avons aussi fait remarquer que dans le cas de la gravitation, la force a l’air d’être instantanée,
et que cela posait quelques problèmes conceptuels. La force électrique a apparemment le même
problème. Une différence entre les deux est qu’une charge électrique c’est tout petit et qu’on
peut expérimenter à souhait, tandis que pour avoir une masse dont on peut mesurer le champ de
gravitation correctement, il faut quelque chose grand comme la Terre 2.

42.3.1.1 Finitude de la vitesse de propagation de la force électrique

Si un micro est placé juste à côté de ton oreille, et qu’il commence à faire biiiiip, tu l’entends
directement. Quand il s’arrête, tu ne l’entends plus. Si le micro est placé à 600 m de toi, tu ne
commenceras à l’entendre que deux secondes après le commencement du son, et tu continueras à
l’entendre deux secondes après qu’il ait fini.

Eh bien, pour la force électrique, on a pu mesurer que c’est la même chose (sauf que ça va
beaucoup plus vite). Si on place une charge quelque part, on ne ressent la force (42.10) qu’après
qu’elle ait eut le temps d’arriver. Si on déplace la charge électrique, on continue à ressentir la
même force pendant un certain temps : il faut que la modification du champ électrique ait le
temps d’arriver. Exactement comme quand on fait des remous quelque part dans un étang : il faut
du temps que les remous arrivent plus loin.

On a pu faire des dizaines d’expériences de ce type avec l’électricité, le magnétisme et la
lumière ; et les résultats sont clairs : il faut du temps pour que ça se déplace. Tout cela provoque
des ondes électromagnétiques qui se déplacent à une vitesse finie. On peut produire de telles ondes
avec n’importe quel courant électrique alternatif.

42.3.1.2 Pourquoi pas la gravitation ?

La gravitation telle que donnée par Newton pose le même problème de vitesse de propagation
que l’électricité. Est-ce qu’en réalité la gravitation se propage également à une vitesse finie ?

Avec la gravitation c’est beaucoup plus compliqué parce qu’elle est beaucoup plus faible, et donc
c’est beaucoup plus difficile à détecter. D’après la théorie d’Einstein de la gravitation, la gravitation
devrait également produire des ondes gravitationnelles. Seulement, si un simple courant électrique
suffit pour mesurer une onde électromagnétique, afin de mesurer une onde gravitationnelle, il
faudrait un déplacement de masse de l’ampleur d’une étoile qui explose. Or ça, on ne sait pas
produire dans un laboratoire.

Des ondes gravitationnelles ont été observées depuis 2016[682].

42.3.2 Support du champ : pas d’éther

Nous avons dit qu’une onde électromagnétique se propage comme une onde sonore (quoique
beaucoup plus vite). Une question se pose alors. En effet, une onde sonore est matérialisé par de
l’air qui vibre. Qu’est-ce qui vibre pour une onde électromagnétique ?

2. Une autre différence fondamentale est qu’il existe des charges électriques négatives, mais pas de masses néga-
tives ; de ce fait on ne peut pas construire d’isolant gravitationnel, contrairement aux isolants électriques qui existent.
Cela augmente encore la difficulté de faire des expériences avec la gravitation.
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Étant donné que les ondes électromagnétiques se propagent dans le vide (c’est pour ça que la
radio fonctionne dans l’espace), la question est problématique. Les physiciens ont donc supposé
que tout l’univers était rempli d’un fluide invisible appelé l’éther. L’électromagnétisme consiste
en une vibration de l’éther, exactement comme l’acoustique consiste en une vibration de l’air.

En fait, vérifier cette hypothèse n’est pas très compliqué. En effet il n’y a aucune raison que
l’éther suive la Terre dans son mouvement. Or la Terre se déplace à environ 30 km{s autour du
Soleil. Donc les ondes électromagnétiques doivent se propager plus vite dans le sens du mouvement
de la Terre que dans le sens perpendiculaire. Tout comme le son se propage plus vite dans le sens
du vent.

La célèbre expérience d’interférométrie de Michelson-Morley[683] a mesuré cet effet . . .et ce fut
la consternation : il n’y a aucun effet ! Or, la lumière se déplace à 300.000 km{s ; une variation de
30 km{s devrait être détectable !

Mais rien ! On a recommencé les expériences dans tout les sens, à tous les mois de l’année, à
tous les endroits de la Terre. On n’a pas observé un poil de variation de la vitesse de la lumière.
Et ça, ça pose un gros problème à la physique.

42.3.3 Le problème

Si je joue au football dans un train qui avance à 100 km{h et que je lance une balle à 20 km{h,
quelqu’un au sol mesura la vitesse de la balle soit à 120 km{h soit à 80 km{h d’après que l’on ait
shooté vers l’avant ou l’arrière du train. Cela paraît logique. Mais ce qu’on vient de voir c’est que
ça ne marche pas avec la lumière.

Si un train avance à 100.000 km{s et qu’on y allume une lampe de poche, la lumière avancera
à 300.000 km{s par rapport au train et 400.000 km{s par rapport au sol. Non ! Justement pas ! La
lumière avancera quand même à 300.000 km{s par rapport au sol.

Là encore, on a fait des dizaines d’expériences partout, sur Terre, dans des avions, dans l’espace
avec des atomes, des lampes de poche et des horloges atomique, et dans tous les sens, le sens de
déplacement de la Terre, le sens inverse, le sens perpendiculaire, vers le haut, vers le bas : rien !
Personne n’a jamais observé un rayon de lumière se déplacer à une autre vitesse que 300.000 km{s.

Le problème est que le principe d’addition des vitesses est faux pour la lumière. Puisque l’ex-
périence nous force, nous devons faire avec.

Loi numéro 1.
La réalité est que la vitesse de la lumière est la même dans tous les référentiels. On note c cette
vitesse. C’est une constante fondamentale de la Nature.

Étant donné que c’est une loi expérimentale, nous n’en pouvons rien. C’est la nature qui est
comme ça. En particulier tu ne peux pas en vouloir à ton prof de physique d’avoir inventé une
théorie compliquée. Ce n’est pas lui qui l’a inventée et ce n’est pas de sa faute.

42.4 Conséquences

C’est maintenant que les choses vraiment graves commencent (cela soit dit sans vouloir te
faire peur). Afin d’un peu simplifier les choses, nous n’allons étudier que les mouvements en une
dimension, c’est-à-dire sur une droite.

42.4.1 Ligne d’univers

Un événement a une coordonnée pt, xq. Si je pose un objet juste à mes pieds (disons en x “ 0),
ses coordonnées seront à tout moment pt, 0q. Il est bon de voir cette coordonnée comme l’équation
paramétrique d’une droite horizontale dans le plan des coordonnées t et x. Plus généralement
quand un mobile effectue un mouvement xptq, on appelle la ligne d’univers du mobile la ligne
(pas forcément droite) pt, xptqq. Dans le premier exemple, on avait xptq “ 0 pour tout t.
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Le cas d’un mobile se déplaçant à vitesse constante v donne comme ligne d’univers la droite 3

pt, x0 ` vtq, et un objet qui se déplace selon un MRUA a comme ligne d’univers
`
t, x0 ` v0t` at2

2
˘
.

42.4.2 Transformations de Lorentz

Reprenons les amours scientifiques de Bob et Alice, mais cette-fois, analysons celles-ci en tenant
compte du fait que la vitesse de la lumière soit invariante. Maintenant, si Bob voit se passer quelque
chose au temps t à l’endroit x, on va dire qu’Alice voit cette chose au temps t1 à la position x1, et
on va chercher pt1, x1q en fonction de pt, xq.

Posé en termes mathématiques, le problème s’énonce ainsi : trouver les fonctions f et g telles
que les formules

t1 “ fpt, xq (42.11a)
x1 “ gpt, xq (42.11b)

donnent les coordonnées vues par Alice pour un événement vu par Bob à l’instant t au point x.
Une première étape importante est franchie par la proposition suivante 4.

Proposition 42.1.
Les fonctions f et g contenues dans les transformations (42.11) sont nécessairement linéaires
(affines), c’est-à-dire qu’elles doivent s’écrire sous la forme

t1 “ αt` βx` p

x1 “ γt` δx` q

pour certaines fonctions α, β, γ, δ, p et q de la vitesse d’Alice relativement à Bob.

Démonstration. Pendant qu’Alice court et que Bob la regarde, Ève tente de lancer une pierre sur
Alice (Ève est jalouse). Bob et Alice regardent deux événements. Le premier est la pierre qui quitte
la main de Ève, et le second est la pierre qui percute le sol. Pour Bob, le jet s’est passée au temps
t0 au point x0, et la pierre touche le sol un petit peu plus tard, au temps t0 ` ∆t et un peu plus
loin, au point x0 ` ∆x. Bob écrit donc ceci sur sa feuille de papier :

E1 “ pt0, x0q
E2 “ pt0 ` ∆t, x0 ` ∆xq,

tandis qu’Alice, en observant les mêmes deux événements, aura noté

E1
1 “ `

fpt0, x0q, gpt0, x0q˘

E1
2 “ `

fpt0 ` ∆t, x0 ` ∆xq, gpt0 ` ∆t, x0 ` ∆xq˘.
Bob et Alice se demandent combien de temps la pierre est restée en l’air et quelle distance elle a
parcourue. Par le principe général d’homogénéité, les deux seules quantités pertinentes (qui ont
un sens physique) pour Bob sont pt0 ` ∆tq ´ t0 et px0 ` ∆xq ´ x0, c’est-à-dire ∆t et ∆x. En effet,
si Bob avait choisi de s’asseoir autre part et si Alice avait commencé à courir un peu plus tard, ça
n’aurait rien changé à la longueur du jet de Ève.

D’une façon ou d’une autre, il doit exister une façon de déduire les mesures de Alice en connais-
sant celles de Bob ; je ne connais pas avec quelles formules, mais ces formules ne peuvent contenir
que ∆t, ∆x et v parce que ce sont les seules quantités qui définissent tous les événements.

Cela dit, Alice va caractériser le mouvement de la pierre avec la différence des coordonnée entre
le jet et la chute sur le sol mesurées par elle-même. En d’autres termes, pour Alice ce qui compte
c’est la différence entre E1

1 et E1
2, soit

`
fpt0 ` ∆t, x0 ` ∆xq, gpt0 ` ∆t, x0 ` ∆xq˘ ´ `

fpt0, x0q, gpt0, x0q˘. (42.12)

3. bon exercice de révision de ton cours de math de vérifier que c’est une droite.
4. dont je te suggère fortement de ne pas lire la preuve si tu ne veux pas que ton cerveau éclate.
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Mais nous venons de signaler que ce qu’Alice mesurait devait pouvoir être exprimé en termes de
∆t et ∆x. Nous concluons que la différence (42.12) ne dépend en fait pas de x et t mais seulement
de ∆t et ∆t.

Prenons maintenant une notation plus compacte et notons X “ pt, xq, ∆X “ p∆t,∆xq puis
F “ pf, gq. Avec ça, l’expression (42.12) se note F pX ` ∆Xq ´ F pXq. Comme mentionné, cette
expression ne dépend que de ∆x. En particulier, elle ne dépend pas de X.

Maintenant tu vas comprendre pourquoi on apprend les dérivées dans ton cours de math.
Comme F pX` ∆Xq ´F pXq ne dépend pas de X, le rapport

`
F pX` ∆Xq ´F pXq˘{∆X non plus.

La limite de ce rapport quand ∆X tend vers zéro non plus :

lim
∆XÑ0

F pX ` ∆Xq ´ F pXq
∆X (42.13)

ne dépend pas de X. Tu reconnais là la dérivée de F au point X. En d’autres termes, F 1pXq est
constante, elle ne dépend pas de X. Disons donc que F 1pXq “ a. Tu connais beaucoup de fonctions
dont la dérivée est constante ? Non ? En effet, il n’y en a pas beaucoup. Les fonctions qui vérifient
F 1pXq “ a signifie sont toutes de la forme

F pXq “ aX ` b.

À ce niveau, il convient de re-déballer les notations compactes : si a “
ˆ
α β
γ δ

˙
et b “ pp, qq on

trouve

fpt, xq “ αt` βx` p (42.14a)
gpt, xq “ γt` δx` q, (42.14b)

comme annoncé.

Nous savons que lorsque pt, xq “ p0, 0q, alors pt1, x1q “ p0, 0q. En effet, Bob et Alice ont lancés
leurs chronos en même temps au moment où ils étaient au même endroit. En mettant pt, xq “ p0, 0q
dans les équations (42.14), on trouve pt1, x1q “ pp, qq, et donc p “ q “ 0. Ça fait une chose de réglée ;
on se retrouve avec

"
t1 “ αt` βx (42.15a)
x1 “ γt` δx. (42.15b)

Quelles sont les contraintes à vérifier pour que ces transformations décrivent correctement la phy-
sique que l’on cherche à écrire ?

(1) Il faut que les transformations décrivent correctement que Alice avance à une vitesse v par
rapport à Bob,

(2) dans le même ordre d’idée, il faut que l’on trouve que Bob avance à la vitesse ´v par rapport
à Alice,

(3) il faut que si Alice et Bob observent un rayon lumineux, ce rayon aille à la vitesse c par
rapport à Alice et à la même vitesse c par rapport à Bob,

(4) enfin, il faut avoir le principe de relativité, c’est-à-dire que comme les équations (42.15) disent
ce que Alice voit en fonction de ce que Bob voit, on demande que les équations qui disent ce
que Bob voit en fonction de ce que Alice voit soient les mêmes. En d’autres termes, il faut
que les transformations et les transformations inverses soient les mêmes au changement près
du signe de v.

Étudions une à une ce que chacune de ses contraintes impose. Rappelons que pt, xq et pt1, x1q
sont les coordonnées que Bob et Alice mettent sur le même événement. Par exemple sur l’événement
qui consiste à ce que Ève, par jalousie envers Bob, jette une peau de banane sous les pieds d’Alice.
Cet événement a lieu à un certain moment, à un certain endroit. C’est ce moment et cet endroit
qui sont notés pt, xq et pt1, x1q.
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(1) Les coordonnées pt, xq et pt1, x1q peuvent décrire n’importe quoi. Regardons les coordonnées
de Alice qui cours. Pour Alice, cela correspond à pt1, x1q “ pt1, 0q parce que si x1 désigne
la position de Alice par rapport à Alice, alors x1 est toujours nul. Pour Bob par contre,
Alice ne reste pas en place, mais se déplace à une vitesse v. C’est-à-dire que si pt, xq sont
les coordonnées de Alice pour Bob, alors x{t “ v. Écrivons les équations (42.15) en tenant
compte de tout ça : avec x1 “ 0, la seconde équation donne

0 “ γt` δx, (42.16)

d’où on déduit que x{t “ ´γ{δ. En imposant que cela soit v, on trouve γ “ ´vδ, et on
ré-écrit les transformations en tenant compte de ça :

"
t1 “ αt` βx (42.17a)
x1 “ ´vδt` δx. (42.17b)

Nous voilà débarrassé d’un paramètre.
(2) Maintenant, on regarde ce qu’il se passe quand pt, xq et pt1, x1q décrivent les positions de Bob.

On a pt, xq “ pt, 0q parce que selon Bob, Bob est au repos. Les équations deviennent :

t1 “ αt x1 “ ´vδt. (42.18)

La vitesse de Bob par rapport à Alice est ´v, donc on exige que x1{t1 “ ´v, c’est-à-dire que

´vδt
αt

“ ´v,

ce qui implique que δ “ α. On avance encore un peu. Écrivons à nouveau les lois de trans-
formation en en tenant compte :

"
t1 “ αt` βx (42.19a)
x1 “ ´vαt` αx. (42.19b)

(3) Si maintenant Bob et Alice regardent un même rayon de lumière (comme c’est romanesque !),
alors pt, xq et pt1, x1q expriment les coordonnées d’un rayon lumineux expriment les coordon-
nées d’un rayon lumineux. Le fait que Bob regarde un rayon lumineux fait que x “ ct, et
donc que les coordonnées du rayon lumineux, observé par Alice sont :

t1 “ αt` βct x1 “ ´αvt` αct. (42.20)

L’invariance de la vitesse de la lumière exige que Alice mesure une vitesse c pour le rayon de
lumière, c’est-à-dire x1 “ ct1. On exige donc que

´αvt` αct “ cαt` βc2t,

ce qui implique que
β “ ´αv

c2 .

Une fois de plus, l’avant-dernière, on ré-écrit les lois de transformations en tenant compte de
ce fait ; mais cette fois, on fait l’effort d’écrire aussi les transformations inverses :

t1 “ αt´ αv

c2 x t “ 1
∆
`
αt1 ` αv

c2 x
1˘ (42.21)

x1 “ ´αvt` αx x “ 1
∆pαvt1 ` αx1q (42.22)

où ∆ “ α2 ´ α2v2

c2 que tu noteras au passage être toujours positif, et nul uniquement quand
v “ c.
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(4) Maintenant il reste à imposer le principe de relativité. Les transformations (42.21) montrent
comment Alice voit le monde (c’est-à-dire pt1, x1qq en fonction de la façon dont Bob voit le
monde (c’est-à-dire pt, xq). On se demande donc quelle seraient, pour Bob, les coordonnées
pt, xq d’un point vu en pt1, x1q par Alice. Cela signifie que l’on impose que les deux systèmes
(42.21) soient en réalité les mêmes, à un changement de signe près.
Attention : il à priori faux de dire qu’en changeant le signe de v dans αv{c2, j’obtiens ´αv{c2

parce que α est une fonction de v. En réalité, il faut noter αpvqv{c2 et donc le changement
de signe de v donne ´αp´vqv{c2. Ceci étant clair, on peut un petit peu calculer.
Commençons par égaliser le coefficient de x dans t1 à celui de x1 dans t, en changeant le signe
de v :

αp´vqv
c2 “ αpvqv

c2 ,

et donc αpvq “ αp´vq. Ça c’est une bonne nouvelle. Égalisons maintenant le coefficient de t
dans t1 à celui de t1 dans t en changeant le signe de v :

αp´vq “ αpvq
∆pvq “ αpvq

αpvq2
`
1 ´ v2

c2

˘ .

Comme αp´vq “ αpvq, on en déduit que

αpvq “ 1b
1 ´ v2

c2

. (42.23)

Maintenant qu’on a tout, on peut écrire les transformations de Lorentz. On met donc l’expres-
sion (42.23) dans les lois de transformations (42.21) :

t1 “ 1b
1 ´ v2

c2

´
t´ v

c2x
¯

t “ 1b
1 ´ v2

c2

´
t1 ` v

c2x
1
¯

x1 “ 1b
1 ´ v2

c2

px´ vtq x “ 1b
1 ´ v2

c2

pvt1 ` x1q.
(42.24)

Tu remarqueras que ∆ “ 1 ; si tu ne sais pas ce qu’est le déterminant d’une application linéaire,
ça n’a pas d’importance. Mais si tu sais ce qu’est le déterminant d’une application linéaire, alors
ce ∆ “ 1 est crucial !

Afin d’avoir des équations un peu plus courtes, à partir de maintenant nous allons noter

γpvq “
c

1 ´ v2

c2 .

42.4.3 Conditions d’existence

Comme tu vois une racine carrée et un dénominateur dans ces formules, tu dois te demander
quelles sont les conditions d’existence. Étant donné que v ă c, on a v2{c2 ď 1 et en particulier,
v2{c2 “ 1 si et seulement si v “ c.

Ce qui se trouve dans la racine carrée ne pose donc jamais de problèmes parce que ce n’est
jamais négatif.

Le dénominateur est par contre plus problématique : quand v “ c il n’y a plus rien qui fonc-
tionne. Quelle est la physique de ce problème ? Pour le comprendre, il faut se souvenir ce que
représente v. Nous avons dit que v est la vitesse à laquelle Alice court. Ce que la condition d’exis-
tence nous enseigne, c’est que personne ne peut courir à la vitesse de la lumière. C’est une vitesse
que l’on ne peut pas atteindre.

Dit en termes plus savants, on ne peut pas choisir un repère qui se déplace à la vitesse de la
lumière.

La question qui se pose alors est « ah bon, on ne peut pas atteindre la vitesse de la lumière !
Et la lumière, comment elle fait ? ». Bonne question, merci de l’avoir posée. Hélas la réponse sort
du cadre de ce cours.
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Loi numéro 2.
Aucun objet ne peut atteindre la vitesse de la lumière.

Loi numéro 3.
Tu ne dois pas te demander pourquoi la lumière elle-même se déplace à la vitesse de la lumière
malgré la loi numéro 2.

42.4.4 La notion d’intervalle

Un événement est quelque chose qui se passe à un endroit à un certain moment. C’est donc
caractérisé par le moment et le lieu. Comme on travaille à une dimension, c’est un couple de réels
pt, xq.

Regardons un rayon de lumière. Un événement est le fait d’allumer une lampe de poche, et
un autre est le fait que le lumière arrive sur l’objet qu’on éclaire. Appelons-les pt1, x1q et pt2, x2q.
Comme d’habitude, on note ∆t “ t2 ´ t1 et ∆x “ x2 ´ x1. Comme le rayon de lumière va à la
vitesse c, on a c “ ∆x{∆t, ou encore

c2∆t2 ´ ∆x2 “ 0.

Pour cette raison, on va dire que l’intervalle entre deux événements pt1, x1q et pt2, x2q vaut en
général

s2 “ c2pt2 ´ t1q2 ´ px2 ´ x1q2. (42.25)

Par invariance de la vitesse de la lumière, si un intervalle est nul pour un observateur, il sera nul
pour tous les observateurs.

42.4.4.1 En mécanique newtonienne

Afin de voir un peu mieux l’enjeu de l’invariance de l’intervalle, regardons un exemple chiffré.
Si par exemple je me déplace de 10 m en 5 s, mon intervalle mesuré par une personne extérieure
est

c2∆t2 ´ ∆x2 “ p300.000.000q2 · p5q2 ´ p10q2 “ 2, 25 · 1018 m.

Si je fais le calcul pour moi, j’ai que ∆x1 “ 0 parce que je ne me déplace pas, et ∆t1 “ 5 parce que
je me suis déplacé en 5 secondes. Le truc est que à côté de p300.000.000q2, l’intervalle spatial ∆x
ne pèse pas grand chose. Ça ne change presque rien qu’il soit de 5 mètres ou de zéro. Ça ne change
pas grand chose, mais ça change quand même ! Entre moi qui calcule ou une personne extérieure,
l’intervalle change de 100 sur un nombre de la grandeur de 200.000.000.000.000.000.0000 !

Reprenons plus clairement le raisonnement. D’après la mécanique classique, l’intervalle mesuré
par deux personnes est différent, mais très peu différent. Inutile de dire que du temps de Newton,
on n’avait pas les moyens techniques de mesurer si cet intervalle est effectivement différent ou bien
si il est en réalité égal. C’est un peu comme si on te mettait un spot dans les yeux et qu’on te
demandait si c’est un spot de 1000 W ou de 1001 W. Bonne chance pour le dire !

42.4.4.2 En mécanique relativiste

Maintenant qu’on a des moyens techniques nettement plus poussés que Newton, on a pu mesurer
que l’intervalle est égal. L’intervalle est un invariant. Cela n’est pas un nouveau principe physique
parce qu’il découle des transformations de Lorentz.

42.4.5 Le cône de lumière d’un point

Il est intéressant de dessiner dans le plan pt, xq l’ensemble des points atteints par le rayon
lumineux. Le point pt, xq est atteint si c2t2 ´x2 “ 0, ou encore si x “ ˘ct. Cela forme deux droites
dans le plan tracé par les coordonnées t et x. Ces deux droites forment ce qu’on appelle le cône
de lumière du point p0, 0q.
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42.4.6 Contraction des longueurs

Bob prend un morceau de bois qu’il mesure de longueur l et le dépose devant lui. À l’instant t
(de Bob), les deux extrémités sont aux coordonnées e1 “ pt, 0q et e2 “ pt, lq.

Afin de savoir quelle est la longueur de ce même morceau de bois pour Alice, il faut qu’elle
mesure les deux extrémités en même temps (pour elle), et qu’elle fasse la différence. Comme Bob
et Alice déclenchent leurs chronomètres en même temps, le plus simple est de faire la mesure à cet
instant.

Pour Bob, c’est clair : les coordonnées des deux extrémités sont e1 “ p0, 0q et e2 “ p0, lq.
La longueur du bois est l. Pour savoir quelle est la longueur mesurée par Alice, on utilise les
transformations de Lorentz qui donnent les coordonnées e1

1 et e1
2 relatives à Alice. On trouve

e1
1 “ p0, 0q et

e1
2 “

ˆ´vl{c2

γpvq ,
l

γpvq
˙
. (42.26)

En d’autres termes, on a x1 “ 0 et x2 “ l{γpvq, ce qui fait que la longueur observée par Alice est
l1 “ x2 ´ x1 “ l{γpvq.

Eh bien ce résultat est faux. Si tu vois pourquoi sans lire la suite, tu es très fort.
Pour mesurer la longueur d’un objet, il faut mesurer la position des deux bouts en même temps

puis faire la différence entre les deux. Effectivement, e1 et e2 sont en même temps pour Bob, et
donc Bob peut mesurer la longueur de son bout de bois en faisant la différence x2 ´x1. Mais comme
le montre les coordonnées (42.26), les événements e1

1 et e1
2 ne se passent pas en même temps pour

Alice ! Eh oui : t11 “ 0 et t12 “ ´vl{c2γpvq ; c’est pas la même chose.
Il faut donc trouver un événement qui pour Alice correspond à l’extrémité du bout de bois

au temps t1 “ 0. Comme l’événement général qui correspond au bout du bois pour Bob est pt, lq,
l’événement général est pour Alice

t1 “ t´ v
c2 l

γpvq x1 “ l ´ vt

γpvq . (42.27)

Afin d’avoir t1 “ 0, il faut t “ vl{c2. En mettant cette valeur de t dans x1, on trouve

x1 “ l ´ v
`
vl
c2

˘qb
1 ´ v2

c2

“
l
´

1 ´ v2

c2

¯
q

b
1 ´ v2

c2

“ lγpvq.

Et là, c’est la bonne formule. Si un objet a une longueur l dans le référentiel où il est au repos, il
aura une longueur

l1 “ l

c
1 ´ v2

c2 (42.28)

dans un référentiel qui se déplace à la vitesse v par rapport à l’objet.

42.4.7 Dilatation des intervalles de temps

Encore un petit effort et promit, je te donne une application concrète que tu connais des
bizarreries de la relativité. Mais en attendant, regarde bien ta montre, tu ne va pas en croire tes
yeux !

Reprenons Bob et Alice. On se rappelle que Bob et Alice avaient déclenchés leurs chronomètres
en même temps quand Alice était passée devant Bob. Un peu plus tard, Alice regarde sa montre
qui indique un temps t. Et elle se demande si Bob a aussi à ce moment une montre qui indique un
temps t.

Ce serait dingue que non hein ! ? ! En effet, si je synchronise ma montre avec quelqu’un et que
je pars faire un tour, ma montre ne sera pas tout d’un coup désynchronisée. Oui, mais Alice, elle
cours presque à la vitesse de la lumière . . .et à ces vitesses-là, on a déjà vu des choses incroyables.
Calculons donc pour en avoir le cœur net.
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Le fait qu’Alice regarde sa montre est un événement qui se passe pour Alice aux coordonnées
pt1, 0q (le zéro c’est parce que par rapport à elle-même, Alice est toujours au repos). À quelles
coordonnées pt, xq pour Bob correspond cet événement ?

L’équation de t en fonction de t1 et x1 dans les transformations de Lorentz (42.24) prise avec
x1 “ 0 donnent

t “ t1

γpvq .

Et si, juste pour le plaisir, on faisait l’inverse ? Bob regarde sa montre, il voir un temps t et sa
coordonnée spatiale est x “ 0. À quel temps d’Alice cela correspond ? Mettons x “ 0 dans la
transformation de Lorentz de t1 en fonction de t et x. Ce qu’on obtient c’est

t1 “ t

γpvq .

N’est-ce pas génial ? C’est la même ! Évidemment, ça ne pouvait pas être autre chose : le principe
de relativité demande qu’on ne puisse pas faire la différence entre Alice qui cours vers la droite
avec Bob assis et Alice assise avec Bob qui cours vers la gauche. C’est exactement pour ça que dans
une gare, quand le train d’à côté démarre, il t’arrive de croire que c’est ton train qui démarre : tu
ne peux pas faire la différence, c’est un principe physique.

42.4.8 Invariance de l’intervalle

Dans deux secondes, je vais te montrer comment une utilisation intelligente des exponentielles
permet de trouver un résultat très fort en relativité. Quoi ? Les exponentielles, les mêmes qu’au
cours de math ? Eh oui : la même exponentielle que celle qu’on t’a introduit avec des populations
de bactéries qui se multiplient, cette même exponentielle qui la la miraculeuse propriété d’être
égale à sa propre dérivée.

Mais n’anticipons pas.
Nous avons déjà signalé que si la quantité ∆s2 “ c2∆t2 ´ ∆x2 était nulle pour un observateur,

alors elle était nulle pour tous les observateurs. Supposons deux événements A et B observés par
Alice et Bob. Bob les note aux coordonnées pta, xaq, et ptb, xbq tandis qu’Alice les note en pt1a, x1

aq
et pt1b, x1

bq.
L’intervalle entre les deux événements mesuré par Bob sera

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2,

tandis que ce même intervalle mesuré par Alice sera

s12 “ c2pt1b ´ t1aq2 ´ px1
b ´ x1

aq2.

On peut bien entendu remplacer dans la première équation les ta, tb, xa et xb par leurs valeurs en
termes de t1a, t1b, x1

a et x1
b données par les transformations de Lorentz. Tu paries que les trois quart

des termes dans le calcul se simplifient et qu’il restera exactement s12 ? Je te dis que oui, et je te
conseille de me croire sur parole, sinon tu vas devoir lire le calcul suivant :

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2 “ c2
ˆ

1
γpvqpt1b ` v

c2x
1
bq ´ 1

γpvqpt1a ` v

c2x
1
aq
˙2

´
ˆ

1
γpvqpvt1b ` x1

bq ´ 1
γpvqpvt1a ` x1

aq
˙2

.

Jusqu’ici, on n’a fait que remplacer les choses par leurs valeurs données par les transformations
de Lorentz. Maintenant on regroupe à l’intérieur de chaque parenthèse les termes de façon à faire
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apparaitre ∆x1 et ∆t1 :

s2 “ c2

γpvq2

´
pt1b ´ t1aq ` v

c2 px1
b ´ x1

aq
¯2

´ 1
γpvq2

`px1
b ´ x1

aq ` vpt1b ´ t1aq˘2

“ c2

γpvq2

ˆ
p∆t1q2 ` 2 v

c2 ∆t1∆x1 ` v2

c4 p∆x1q2
˙

´ 1
γpvq2

´
p∆x1q2 ` 2v∆x1∆t1 ` v2p∆t1q2

¯
.

Là, on a utilisé le produit remarquable pa`bq2 “ a2 `2ab`b2, et on a systématiquement renommé
tous les intervalles avec la notation ∆ pour être plus compact. Maintenant, on va regrouper tous
les termes contentant p∆t1q2 ensemble, tous ceux qui contiennent ∆t1∆x1 ensemble et ceux qui
contiennent p∆x1q2 ensemble. Autre manière de le dire, on met les ∆ en évidence comme on peut.
On trouve ceci :

p∆t1q2
ˆ

c2

γpvq2 ´ v2

γpvq2

˙
` ∆t1∆x1

ˆ
2vc2

γpvq2c2 ´ 2v
γpvq2

˙

` p∆x1q2
ˆ

c2v2

c4γpvq2 ´ 1
γpvq2

˙
.

À partir de là, je te laisse vérifier (en utilisant le fait que γpvq2 “ 1 ´ v2{c2) que les coefficients se
simplifient beaucoup et valent finalement respectivement c2, 0 et ´1 comme il se doit. Avec tout
ça, nous avons montré le résultat très important suivant :

L’intervalle entre deux événements est invariant sous les changements de repères d’iner-
tie, c’est-à-dire que la valeur mesurée par n’importe qui qui se déplace en MRU sera
toujours la même.

Pourquoi cela est tellement important ? À cause de Pythagore et d’une petite démonstration à
coups d’exponentielles 5.

42.4.8.1 Rappel de trigonométrie hyperbolique

Les fonctions de trigonométrie hyperboliques sont :

coshpxq “ ex ` e´x

2 sinh “ ex ´ e´x

2 . (42.29)

Elles ont pas mal de propriétés en commun avec les sinus cosinus et normaux. D’abord, leurs
dérivées sont faciles à calculer :

cosh1pxq “ sinhpxq
sinh1pxq “ coshpxq

où tu noteras qu’il n’y a pas de signe moins qui apparaît, contrairement au cas de la trigonométrie
normale. Une autre propriété qui ressemble fort à une propriété de la trigonométrie est :

Proposition 42.2.
Pour tout x P R,

cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1 (42.30)

avec un signe moins comme différence avec la trigonométrie.

5. oui oui tout ton cours de math va finir par y passer.
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Démonstration. La preuve revient simplement à calculer en utilisant le produit remarquable de
pa` bq2. D’abord, on a :

cosh2pxq “ 1
4
`
ex ` e´x˘2 “ 1

4
`
e2x ` 2exe´x ` e´2x˘ “ 1

4pe2x ` 2 ` e´2xq

où l’on a utilisé le fait que pexq2 “ e2x et que exe´x “ 1. Il te reste à faire la même chose pour
sinh2pxq, la réponse est :

sinh2pxq “ 1
4
`
e2x ´ 2 ` e´2x˘.

En faisant la différence entre les deux, il reste 1.

Une propriété qui est par contre très différente entre la trigonométrie plane et la trigonométrie
hyperbolique, c’est la périodicité. Les fonctions usuelles cos et sin sont périodiques. Pas les fonctions
hyperboliques.

Proposition 42.3.
La fonction sinh : R Ñ R est bijective.

Démonstration. Il faut démontrer que sinus hyperbolique est injective et surjective. Calculons
d’abord les limites. Comme tu sais que limxÑ8 ex “ 8 et limxÑ´8 ex “ 0, tu vois facilement que

lim
xÑ´8 sinhpxq “ ´8 lim

xÑ8 sinhpxq “ 8. (42.31)

Par ailleurs, la fonction sinus hyperbolique est continue et respecte donc le théorème de la valeur
intermédiaire 6. Soit y P R. Voyons si il existe un x P R tel que sinhpxq “ y. Les deux limites
indiquent qu’il existe x1 P R tel que sinhpx1q ă y et x2 P R tel que sinhpx2q ą y. Le théorème de
la valeur intermédiaire conclu qu’il existe un x entre x1 et x2 tel que sinhpxq “ y. Cela prouve la
surjectivité.

Pour l’injectivité, on va utiliser le théorème de Rolle 12.189 et une petite preuve par l’absurde.
Supposons que sinhpx1q “ sinhpx2q avec x1 ‰ x2. Dans ce cas, le théorème de Rolle nous dit qu’il
existe un x entre x1 et x2 tel que sinh1pxq “ 0. La dérivée de sinus hyperbolique étant cosinus
hyperbolique, il faut se demander il existe un x tel que coshpxq “ 0. Étant donné que ex ą 0 pour
tout x, en fait le cosinus hyperbolique ne s’annule jamais.

´2 ´1 1 2

´7
´6
´5
´4
´3
´2
´1

1
2
3
4
5
6
7

Figure 42.1 – En rouge, la fonction x ÞÑ sinhpxq et en bleu, la fonction x ÞÑ coshpxq.
6. Théorème 10.82.



2532 CHAPITRE 42. UTILISATION DANS LES AUTRES SCIENCES

Un très bon exercice serait de faire un étude complète des fonctions cosinus et sinus hyperbo-
lique. Leur graphes sont donnés à la figure 42.1

Un corolaire de la surjectivité de sinh sur R est que si je prends n’importe quel deux nombres
dont la différence des carrés vaut 1, alors ces carrés sont représentables avec des fonctions hyper-
boliques :

@x, y P R tels que x2 ´ y2 “ 1, Dξ P R tel que x2 “ coshpξq et y2 “ sinhpξq.
La tangente hyperbolique est définie par

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (42.32)

Un bon exercice est de prouver les deux relations suivantes :

sinhpxq “ tanhpxqb
1 ´ tanh2pxq

coshpxq “ 1b
1 ´ tanh2pxq

. (42.33)

42.4.8.2 Les transformations de Lorentz (bis)

Nous avons prouvé qu’en relativité, l’intervalle est un invariant. Pour cela, nous avons utilisé
les transformations de Lorentz démontrées à partir de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la
lumière. Eh bien, oublions un instant que la vitesse de la lumière soit invariante, et posons à la
place comme hypothèse que l’intervalle soit invariant. C’est-à-dire que si Bob mesure un événement
aux coordonnées pt, xq et Alice en pt1, x1q, alors c2t2 ´ x2 “ c2pt1q2 ´ px1q2.

Théorème 42.4.
Les transformations de Lorentz sont les seules qui laissent l’intervalle invariant.

Démonstration. Toute la partie comme quoi les transformations doivent êtres linéaires reste parce
que cette partie ne demandait pas l’invariance de la vitesse de la lumière.

Nous cherchons donc les transformations entre Alice et Bob sous la forme

t1 “ αt` βx

x1 “ γt` δx

telles que c2pt1q2 ´ px1q2 “ c2t2 ´ x2. Lorsque Alice passe devant Bob, ils déclenchent tous deux
leurs chronomètre et leurs axes. C’est-à-dire que si à ce moment un événement se trouve à droite
pour Alice, il est aussi à droite pour Bob. On doit donc avoir, quand t “ t1 “ 0, que x ą 0 implique
x1 ą 0. Cela donne la contrainte que δ ą 0. D’autre part, comme leurs chronomètres vont dans le
même sens (ils choisissent tout les deux de compter le temps et non décompter), on a α ą 0.

En développant l’expression de ps1q2 en termes de t et x, on trouve la condition d’invariance de
l’intervalle sous la forme :

c2pα2t2 ` 2αβtx` β2x2q ´ pγ2t2 ` 2γδtx` δ2x2q “ c2t2 ´ x2, (42.34)

qui doit être valable pour tout t et pour tout x. En t “ 0 on trouve la condition

δ2 ´ c2β2 “ 1. (42.35)

Cela implique qu’il existe un ξ P R tel que δ2 “ cosh2pξq et c2β2 “ sinhpξq. La première équation
donne δ “ coshpξq (il faut rejeter δ “ ´ coshpξq parce qu’on a demandé que δ ą 0). Pour la
seconde, on trouve cβ “ sinhpξq où l’on peut oublier la possibilité cβ “ ´ sinhpξq parce que cela
revient juste à renommer ξ Ñ ´ξ (la fonction sinus hyperbolique est impaire). Bref, il existe un ξ
tel que

δ “ coshpξq
β “ sinhpξq

c

(42.36)
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En mettant maintenant x “ 0 dans la condition (42.34), on trouve la condition

α2 ´ γ2

c2 “ 1.

Pour les mêmes raisons qu’avant, il existe un η P R tel que

α “ coshpηq
γ “ c sinhpηq. (42.37)

Rien qu’en regardant deux cas très particuliers, on a déjà bien avancé, non ? Remettons maintenant
les valeurs (42.36) et (42.37) dans la condition (42.34). En utilisant l’identité cosh2pxq´sinh2pxq “
1, et en séparant les termes en t2, x2 et tx pour satisfaire la condition, il faut

coshpηq sinhpξq “ sinhpηq coshpξq (42.38)

parce que les termes en t2 et x2 donnent exactement c2t2 ´ x2 et qu’il faut que le terme en
tx s’annule. Mettons la condition (42.38) au carré, et substituons cosh2pηq “ 1 ` sinh2pηq et
cosh2pξq “ 1 ` sinh2pξq, il reste

sinh2 ξ “ sinh2 η,

ce qui signifie sinh ξ “ ˘ sinh η, ou encore ξ “ ˘η. On voit que ξ “ ´η ne fonctionne pas dans
(42.38), donc on reste avec ξ “ η et les transformations prennent la forme

t1 “ coshpξqt` sinhpξq
c

x

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqx.
(42.39)

Ce que nous avons prouvé, c’est qu’il existe un ξ P R tel que les transformations entre Alice et Bob
aient cette forme. Il faut trouver ce que vaut ξ en fonction de la vitesse v à laquelle Alice court.

Pour ce faire, étudions le mouvement d’Alice. Bob la voit aux coordonnées pt, vtq, ce qui cor-
respond à

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqvt
pour Alice. Mais ces coordonnées sont celles de Alice elle-même, donc x1 “ 0, ce qui donne 7

vt “ ´c sinhpξqt{ coshpξq, ou encore
tanhpξq “ ´v

c
(42.40)

En utilisant les relations (42.33), on trouve

coshpξq “ 1b
1 ´ v2

c2

sinhpξq “ ´v{cb
1 ´ v2

c2

. (42.41)

En remettant ces valeurs dans les transformations (42.39), on trouve

t1 “ t´ v
c2x

γpvq (42.42)

x1 “ x´ vt

γpvq , (42.43)

exactement les transformations de Lorentz !

Ce résultat est important pour une raison assez simple : maintenant, la théorie de la relativité
est indépendante de toute considérations sur la lumière. En effet, ce que nous venons de prouver,
c’est que si il existe une vitesse c telle que c2t2 ´ x2 “ c2pt1q2 ´ px1q2, alors pt, xq et pt1, x1q sont liés
par les transformations de Lorentz.

7. Conditions d’existence : coshpξq ‰ 0 ; heureusement, nous avons vu que le cosinus hyperbolique ne s’annule
jamais.
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42.4.9 Vitesse limite

Afin de nous passer de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la lumière, nous avons prouvé
que l’hypothèse d’invariance de l’intervalle était suffisante. Mais il faut avouer que cette hypothèse
n’est pas très intuitive. Nous allons montrer maintenant que l’existence d’une vitesse limite est une
troisième hypothèse qui peut être utilisée comme alternative aux deux premières.

42.5 Applications

Une première application sympa est le logiciel 8 lightspeed. Si tu es sous Ubuntu-Linux, installe
juste le paquet nommé lightspeed, et régales-toi ! Tu verras c’est marrant. Si tu utilise des fenêtres,
je laisse faire l’adage « Windows c’est facile ».

42.5.1 Le GPS

Pour qu’un système GPS puisse te localiser, en gros, il t’envoie un signal, tu lui réponds et il
mesure le temps qu’il a fallu à la lumière pour faire l’aller-retour. Déjà, tu remarques que cela n’est
possible que grâce au fait que la vitesse de la lumière soit finie. Sinon, le GPS ne fonctionnerait
pas. Mais il y a mieux.

Comme pour te localiser il faut plusieurs satellites en plus de ton appareil, il faut que les horloges
internes de tout ce petit monde soient bien synchronisées, sinon pour mesurer des intervalles de
temps et calculer des distances, c’est mal parti. Eh mais un satellite, ça bouge assez vite (surtout
que les mesures doivent être très précises), et en plus ça ne fait même pas un MRU, vu que ça
tourne en rond. Comme tu vois tout le travail qu’il a fallu faire pour trouver les transformations
de Lorentz d’un MRU, tu t’imagines le travail pour un mouvement circulaire ! Eh bien ce travail
a été fait, et le résultat est que si on en tient pas compte, les contractions temporelles liées à la
relativité sont suffisamment grandes pour complètement dérégler le GPS.

42.5.2 Les ondes électromagnétiques

Tu te souviens qu’au début du chapitre, nous avons dit que le problème qui a amené la relati-
vité était la propagation du champ électrique. Maintenant que nous avons déjà vu une partie des
conséquences du problème, il est temps de se rendre compte que les champs électriques et magné-
tiques sont les objets les plus soumis aux bizarreries relativistes du monde : elles se propagent à la
vitesse de la lumière. Regarde un coup autour de toi ; tout ce qui est champ électromagnétique a
besoin de la relativité pour être bien compris : GSM, lumière, four à micro-onde, radio, wifi, fibre
optique, . . .

Si un jour un ingénieur te dit qu’il n’y a pas besoin de connaitre la relativité pour inventer la
radio (c’est vrai : la radio a été inventée avant la relativité), ni pour construire une fibre optique,
dis lui en pensant à moi qu’il utilise tout le temps les équations de Maxwell 9, et que ces équations
sont relativistes.

Bref, soit convaincu que tu vis dans un monde relativiste et que les transformations de Lorentz
te suivent à chacun de tes pas.

42.6 Mécanique relativiste

Cela est bien beau, mais la dilatation du temps, et les contractions de longueurs doivent bien
avoir des répercussions sur la cinématique et la dynamique des objets. Est-ce que le théorème de
l’énergie cinétique est encore valable ? est-ce que les lois de Newton tiennent encore la route ?

8. jeu de mot sur « application » ! ah ah !
9. C’est sous ce nom là qu’on nomme l’ensemble des équations de l’électromagnétisme comme la loi de l’induction.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Global_Positioning_System
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42.6.1 Des problèmes, toujours des problèmes

Attardons-nous un peu pour faire quelques commentaires sur cette citation du chevalier pégase
dans les chevaliers du zodiaque :

Ses coups vont à la vitesse de la lumière et pourtant je les vois distinctement arriver.
Est-ce possible ? Nous avons vu qu’il y avait des dénominateurs qui s’annulent quand des objets
se déplacent plus vite que la lumière ; or pour voir venir un rayon de lumière qui vient vers soi, il
faudrait que le rayon émette de la lumière devant elle. Ça semble un peu mal parti pour respecter
les lois de la relativité, non ?

Cela pose en tout cas une question qu’il faudra résoudre. On entend venir une ambulance parce
qu’elle émet du son qui avance plus vite qu’elle. Pas de problèmes avec ça. Mais quid de la voir
venir ?

On peut voir venir un tram parce qu’il émet de la lumière ; cette lumière allant plus vite que
le tram, elle arrive à nos yeux avant le tram lui-même. Cela est très bien. Mettons que le tram
avance à 50 km{h ; pour le conducteur, la lumière de son phare avant avance devant lui à la vitesse
c. Par conséquent pour un observateur au sol, cette même lumière devrait avancer à la vitesse
c ` 50. Encore une fois, on a un problème d’invariance de la vitesse de la lumière ; mais comme
c’est de la lumière, on est habitué à ce que des trucs bizarres arrivent. On ne sera pas étonné
que c ` 50 “ c d’une manière ou d’une autre 10. Pire. Si un vaisseau spatial avance à la vitesse
200000 km{s et qu’il envoie en reconnaissance un vaisseau devant lui à la vitesse de 150000 km{s,
le vaisseau de reconnaissance ira à la vitesse 150000 km{s par rapport au vaisseau principal. Et par
rapport au sol, il ira à la vitesse 150000 ` 200000 “ 350000 km{s, ce qui est impossible. Il faudra
trouver quelque chose pour que ça se passe bien.

Un autre problème maintenant.
Prenons une masse m que l’on soumet à une force constante F . Par la loi de Newton, a “ F {m

est constante et la vitesse après un temps t vaut v “ Ft{m. Pas de bol, ça devient plus grand que
la vitesse de la lumière à partir du temps t “ cm{F . Ça est un problème hein ? Il faut trouver un
truc pour qu’avec une force constante, l’accélération diminue.

42.6.2 Loi d’addition des vitesses

Si Bob observe un objet se déplacer à la vitesse V , alors Alice devrait l’observer bouger à la
vitesse V ´ v. Tout comme si une vache voit passer un train à 90 km{h, alors le vélo qui avance à
25 km{h le voit passer à 65 km{h.

Maintenant, tu es habitué à ce que rien ne se passe comme d’habitude, donc tu te doutes bien
qu’en réalité la bonne formule ne va pas être V ´ v.

Bob observe l’objet aux coordonnées pt, V tq, ce qui fait pour Alice :
ˆ
t´ v

c2V t

γpvq ,
V t´ vt

γpvq
˙
.

En divisant le x1 d’Alice par le t1 d’Alice, on trouve la vitesse mesurée par Alice :

V 1 “ pV ´ vqt
γpvq

γpvq
t
`
1 ´ vV

c2

˘ “ V ´ v

1 ´ vV
c2
.

La loi de transformation des vitesses relativiste est donc

V 1 “ V ´ v

1 ´ vV
c2
. (42.44)

Qu’en est-il de notre c ` 50 “ c ? Disons que Bob lance un bisou à Alice pendant qu’elle arrive
vers lui. Le bisou arrive à la vitesse de la lumière (càd V “ c) tandis que Alice s’approche de Bob

10. et je ne te cache pas que c’est ce qui va arriver.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Les_Chevaliers_du_Zodiaque


2536 CHAPITRE 42. UTILISATION DANS LES AUTRES SCIENCES

à la vitesse 50 m{s (càd v “ 50). Donc la vitesse à laquelle Alice devrait voir arriver le bisou est
bien c` 50. En utilisant la formule d’addition relativiste des vitesses (42.44), nous trouvons

V 1 “ c´ 50
1 ´ 50c

c2
“ c´ 50

1 ´ 50
c

“ cpc´ 50q
c´ 50 “ c.

Donc effectivement en relativité quand on additionne des vitesses il faut penser à la règle du
« c` 50 “ c ».

42.6.3 L’action d’une force

L’équation fondamentale de la mécanique classique est

F “ ma.

Or tu n’es pas sans savoir que l’accélération est la dérivée seconde de la position par rapport au
temps. Nous noterions donc F “ mx2ptq. Le problème est évidemment que si F est constante, on
trouve v “ Ft{m qui dépasse toujours la vitesse c quand t est assez grand. Il faudra donc modifier
la loi F “ ma. Pour cela, posons-nous des questions sur la dérivée x1ptq. On dérive par rapport au
temps ; oui mais nous avons vu que le temps n’est pas le même pour tout le monde. Introduisons
donc la notation

v “ dx

dt
(42.45)

qui ne signifie rien d’autre que nous dérivons x par rapport à t et non par rapport au temps t1 de
quelqu’un d’autre. Dans le cadre de la relativité, ce que signifie l’équation (42.45) est que v est
la dérivée de x par rapport à t. Dans le cas où x et t sont les coordonnées de la position d’Alice
mesurées par Bob, cela signifie qu’on dérive la position mesurée par Bob par rapport au temps
mesuré par Bob.

Ce que dit la relativité est que cette quantité v ne peut pas varier proportionnellement à la
force sous peine de dépasser la vitesse de la lumière. La subtilité est de modifier la loi de Newton
en disant que la quantité qui varie sous l’action d’une force n’est plus dx{dt “ v, mais

dx

dt1 “ vb
1 ´ v2

c2

,

c’est-à-dire la dérivée de la position mesurée par Bob par rapport au temps mesuré par Alice ! La
loi de Newton v “ Ft{m devient donc

vb
1 ´ v2

c2

“ Ft

m
. (42.46)

Est-ce que cela résous le problème ? Pour le savoir, regardons la vitesse acquise par le mobile de
masse m soumit à la force F pendant un temps t Il faut résoudre l’équation (42.46) par rapport à
v et voir si cela reste bien toujours inférieur à c. On commence par mettre la racine à droite et à
élever toute l’équation au carré :

v2 “ F 2t2

m2

ˆ
1 ´ v2

c2

˙

v2
ˆ

1 ` F 2t2

c2m2

˙
“ F 2t2

m2

v “
a
F 2t2{m2

b
1 ` F 2t2

c2m2

,

et donc finalement
vptq “ Ft

m
b

1 ` F 2t2

c2m2

. (42.47)
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Tu dois remarquer que si F et t ne sont pas trop grands, l’expression F 2t2{c2m2 est minuscule
parce que c est énorme. Si on fait l’approximation F 2t2{c2m2 “ 0 dans cette expression, on
retrouve v “ Ft{m. Cela montre qu’à moins de faire des expérience avec de très grandes forces
pendant énormément de temps, on ne peut pas voir la différence entre la mécanique de Newton et
la mécanique relativiste.

1 2 3

1

Sur le graphe suivant, la vitesse en fonction du temps lorsqu’une particule de masse m “ 1 est
soumise à une force constante. Pour les besoins du graphique, nous avons mit à 1 la vitesse c. Tu
vois que quand la vitesse n’est pas très grande, le graphiques est presque celui d’une droite ; et à
partir d’un certain moment, la courbe s’infléchit pour tendre vers 1 sans l’atteindre.

Remarque que si on maintient une accélération constante égale à celle de la gravité terrestre
pendant deux heures, on arrive déjà sur la Lune, à une vitesse de 75 km{s, c’est-à-dire encore rien
par rapport à la vitesse de la lumière ! Cela pour te dire que la formule (42.47) a l’air d’être très
différente de la formule classique v “ Ft{m, mais en réalité tant qu’on n’atteint pas des forces
énormes, elle ressemble très fort.

Vérifions maintenant que la formule (42.47) n’est pas en contradiction avec l’impossibilité de
dépasser la vitesse de la lumière. Pour cela, regardons ce qu’il se passe si on applique une force
constante F sur un objet de masse m pendant un temps très long. C’est-à-dire : calculons la limite

lim
tÑ8 vptq.

Tu vois tout de suite qu’on est sur un cas 8
8 , ce qui t’oblige à utiliser la règle de l’Hospital. On

peut cependant un peu réfléchir et deviner la réponse sans passer par des math trop compliquées.
En effet, quand t est vraiment énorme, l’expression F 2t2

m2c2 devient très grande, et le 1 qui se
trouve à côté ne vaut plus grand chose, on peut le négliger.

lim
tÑ8

Ft

m
b

1 ` F 2t2

c2m2

“ lim
tÑ8

Ft

m
b

F 2t2

m2c2

“ lim
vÑ8

Ft

m Ft
cm

“ c.

(42.48)

Tout est bien : on arrive au maximum à la vitesse de la lumière, mais il faut un temps infini pour
y parvenir. Conclusion : il n’est pas possible d’accélérer un objet jusqu’à atteindre la vitesse de la
lumière.

42.6.4 Équivalence entre la masse et l’énergie

Le moment est venu de montrer ce que signifie la fameuse formule E “ mc2.

42.7 Principe de correspondance

Nous ne sommes pas parvenu à démontrer la formule (42.46) de la mécanique relativiste qui
montre comme un objet accélère sous l’effet d’une force constante. Nous avons juste montré qu’il
fallait modifier la loi v “ Ft{m et nous avons prit la première modification qui nous soit tombée
sous la main, à savoir qu’il faut dériver la position par rapport au temps de l’objet qu’on observe
plutôt que par rapport au temps de l’observateur.
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En fait, il est possible de prouver rigoureusement 11 la formule

Ft

m
“ αvb

1 ´ v2

c2

.

Mais il n’y a pas moyen de trouver la valeur de la constante α. Tout ce qu’il y a moyen de trouver
avec l’hypothèse de l’invariance de la vitesse de la lumière est l’existence d’une constante telle que
cette formule soit vraie.

Afin de fixer la constante α, il faut faire intervenir un principe physique supplémentaire, le
principe de correspondance

Loi numéro 4.
Lorsque la vitesse d’une particule est faible, les équations doivent être en première approximation
les mêmes que celles de la mécanique classique.

Que signifie en première approximation ? Tu sais qu’une fonction x ÞÑ fpxq peut être approxi-
mée (pour des petits x) par la formule

fpxq » fp0q ` xf 1p0q.
Nous voudrions donc que Ft{m soit en première approximation égal à v. Nous devons étudier la
fonction

fpvq “ αvb
1 ´ v2

c2

.

Voir ce que vaut cette fonction en première approximation lorsque v est petit est un exercice de
dérivation. En utilisant la règle de dérivation des fractions, on trouve que

f 1pvq “ αb
1 ´ v2

c2

` αv2

c2
´

1 ´ v2

c2

¯3{2 ,

et donc que f 1p0q “ α. Bien entendu, fp0q “ 0. En première approximation, nous trouvons donc

fpvq » αv (42.49)

qui doit être égal à la quantité non relativiste v. Nous en déduisons qu’il faut fixer α “ 1, et on
tombe sur la formule relativiste proposée plus haut

Ft

m
“ vb

1 ´ v2

c2

L’utilisation cruciale du principe de correspondance a une répercussion énorme sur notre vision
de la physique. En effet, la relativité d’Einstein ne parvient pas à remplacer la mécanique de
Newton. On a besoin d’invoquer la mécanique de Newton pour fixer la théorie. On peut écrire
l’axiome suivant :

lim
vÑ0

Einstein “ Newton. (42.50)

Cela n’est pas une propriété de la théorie d’Einstein, mais un de ses axiomes !
La relativité ne fait donc pas table rase des principes physiques de la mécanique newtonienne :

elle les complète et les contient.

11. Mais il n’existe pas de démonstrations simples à ma connaissance.



Chapitre 43

Exemples avec Sage

Ce chapitre est un foure-tout de choses que l’on peut faire avec Sage.

43.1 Graphiques
Pour afficher le graphe d’une fonction, vous pouvez faire

+--------------------------------------------------------------------+
| SageMath version 8.1, Release Date: 2017-12-07 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
+--------------------------------------------------------------------+
sage: plot(cos(x),0,5)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: f(x)=sin(x)
sage: f.plot(-pi,pi)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

Un programme externe se lance automatiquement pour afficher le graphique que vous avez de-
mandé.

Il se peut qu’aucun programme ne se lance et vous ayez, au lieu de Launched png viewer for
Graphics object ... uniquement Created graphics object .... Disons pour faire court que
Sage a produit un png et qu’il ne sait pas quel programme externe utiliser pour l’afficher.

La solution est à l’adresse http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/
viewer.html

43.1.1 Autres

Dans le but d’automatiser certaines tâches, j’ai écrit ce module, nomé outilsINGE.sage, dans
le cadre d’un cours de première année donné à des ingénieurs. Certaines des fonctions définies ici
sont utilisée dans les exemples qui suivent.

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 from sage. all i m p o r t *
3

4 """
5 This m o d u l e p r o v i d e s _ p r a g m a t i c _ tools for s o l v i n g e x e r c i s e for
6 a first year in g e n e r a l m a t h e m a t i c s .
7 """
8

9 # TODO : t r o u v e r une bonne t r a d u c t i o n pour " point de selle ."
10

2539
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11 def automatedVar (symbol ,n):
12 """ If s y m b o l = " x " and n =4 , r e t u r n the s t r i n g ’x1 , x2 , x3 , x4 ’ Ðâ

"""
13 s = " ,".join ([ symbol + str (i) for i in range (1,n+1) ])
14 r e t u r n s
15

16 class SolveLinearSystem ( o b j e c t ):
17 """
18 Solve Ax = v and print it in a nice way
19

20 E x a m p l e :
21

22 A = m a t r i x ([ [1 , -2 ,3 , -2 ,0] ,[3 , -7 , -2 ,4 ,0] ,[4 ,3 ,5 ,2 ,0] ])
23 v = v e c t o r ((0 ,0 ,0 ,0 ,0) )
24 print S o l v e L i n e a r S y s t e m (A , v )
25 """
26 def __init__ (self ,A,v):
27 self. matrix = A
28 self. vector = v
29 self.nvars = A.ncols ()
30 s = automatedVar (" x " ,self. nvars)
31 self.xx=var(s)
32 def equations (self):
33 """ R e t u r n the e q u a t i o n s c o r r e s p o n d i n g to the
34 self . m a t r i x and self . v e c t o r as a list of e q u a t i o n s Ðâ

"""
35 X= matrix ( [self.xx[i] for i in range (0, self.nvars) ]).Ðâ

transpose ()
36 eqs =[]
37 for i in range (0, self. matrix .nrows ()):
38 exp = (self. matrix *X)[i ][0]== self. vector [i]
39 eqs. append (exp)
40 r e t u r n eqs
41 def solutions (self):
42 r e t u r n solve(self. equations (),self.xx)
43 def latex(self):
44 """ " R e t u r n the LaTeX ’s code of the s y s t e m . """
45 a=[]
46 a. append (r """
47

48 \ item
49 $
50 \ left \{
51 \ begin { array }{ ll }
52 """ )
53 for eq in self. equations ():
54 a. append (" "+ str (eq). replace (" x " ," x_ "). replace (" * "Ðâ

," "). replace (" == " ," = ")+" \\\\ \ n ")
55 a. append (r """
56 \ end { array }
57 \ right .
58 $
59 """ )
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60 r e t u r n " ".join(a)
61 def __str__ (self):
62 a = []
63 a. append (" The given m a t r i x c o r r e s p o n d s to the s y s t e m ")
64 for eq in self. equations ():
65 a. append ( str (eq))
66 a. append (" And the s o l u t i o n s are ")
67 a. append ( str (self. solutions ()))
68 r e t u r n " \ n ".join(a)
69

70 def QuadraticMap (A,v):
71 """
72 R e t u r n the r e s u l t of the q u a d r a t i c form a s s o c i a t e d
73 with A a p p l i e d on the v e c t o r v , that is the n u m b e r
74 A_ij v ^ iv ^ j
75 using the s u m m a t i o n c o n v e n t i o n .
76 """
77 n = A.nrows ()
78 if not A. is_symmetric ():
79 print " W a r n i n g : Given m a t r i x is not s y m m e t r i c "
80 if not A. is_square ():
81 raise TypeError ," Error : The m a t r i x A is not s q u a r e "
82 if not v. degree ()==n :
83 raise TypeError ," The size do not agree "
84 r e t u r n sum ([ A[i,j]*v[i]*v[j] for i in range (n) for j in range (Ðâ

n) ]). simplify_full ()
85

86 class SymmetricMatrix ( o b j e c t ):
87 """
88 P r o v i d e i n f o r m a t i o n s about the m a t r i x A a s s u m i n g it is s y m m e t r i c Ðâ

.
89 """
90 def __init__ (self ,A):
91 if not A. is_square ():
92 print " Error : A s y m m e t r i c m a t r i x must be s q u a r e "
93 raise TypeError
94 self. matrix = A
95 self. degree = A.nrows ()
96 self. matrix . set_immutable ()
97 def primary_principal_submatrix (self ,n):
98 """
99 R e t u r n the p r i m a r y p r i n c i p a l s u b m a t r i x of order n , that is theÐâ

m a t r i x o b t a i n e d
100 by r e m o v i n g the n last lines and c o l u m n s from selfÐâ

.
101 """
102 taille =self.degree -n
103 v=[]
104 for i in range (0, taille ):
105 v. append (self. matrix [i][0: taille ])
106 r e t u r n matrix (v)
107 def principal_minors (self):
108 """
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109 R e t u r n the list of p r i n c i p a l m i n o r s . The p r i n c i p a l minor of Ðâ

order k is
110 the d e t e r m i n a n t of the p r i m a r y p r i n c i p a l m a t r i x ofÐâ

order k .
111 """
112 a=[]
113 for i in range (self. degree ):
114 a. append (self. primary_principal_submatrix (i). determinant ())
115 r e t u r n a
116 def genre_list (self):
117 """
118 R e t u r n the g e n i u s of the m a t r i x as a list of b o o l e a n s in the Ðâ

order
119 p o s i t i v e defined , n e g a t i v e d e f i n e d ;
120 s e m i d e f i n i t e positive , s e m i d e f i n i t e negative , Ðâ

i n d e f i n i t e .
121

122 """
123 defpos = True
124 defneg = True
125 semidefpos = True
126 semidefneg = True
127 indefinie =True
128 mineurs = self. principal_minors ()
129 for i in range ( len ( mineurs )):
130 m = mineurs [i]
131 if m == 0:
132 defneg =False
133 defpos =False
134 if m < 0:
135 defpos =False
136 semidefpos =False
137 if i %2==0:
138 defneg =False
139 if m > 0:
140 semidefneg =False
141 if i %2==1:
142 defneg =False
143 if 0 not in mineurs :
144 semidefneg =False
145 semidefpos =False
146 if ( defpos == True) or ( defneg == True) or ( semidefpos == True) or (Ðâ

semidefneg == True): indefinie =False
147 r e t u r n [defpos ,defneg ,semidefpos ,semidefneg , indefinie ]
148 def __str__ (self):
149 r e t u r n str (self. matrix )
150

151 class QuadraticForm ( SymmetricMatrix ):
152 """
153 From a s y m m e t r i c m a t r i x A , p r o v i d e i n f o r m a t i o n s c o n c e r n i n g the Ðâ

a s s o c i a t e d q u a d r a t i c form .
154 """
155 def __init__ (self ,A):
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156 SymmetricMatrix . __init__ (self ,A)
157 if not A. is_symmetric ():
158 print " W a r n i n g : m a t r i x is not s y m m e t r i c "
159 def evaluate (self ,v):
160 """
161 R e t u r n the value of the q u a d r a t i c form on the v e c t o r v .
162 """
163 r e t u r n QuadraticMap (self.matrix ,v)
164 def diagonalizing_martrix (self):
165 """
166 R e t u r n the m a t r i x B such that B ^ tAB is d i a g o n a l .
167 """
168 # The t r a n s p o s i t i o n is because , in the m a t r i x B , the Ðâ

e i g e n v e c t o r s have
169 # to be read as c o l u m n while Sage ’s m a t r i x c o n s t r u c t o r takes Ðâ

rows .
170 r e t u r n matrix (self. orthonormal_basis ()). transpose ()
171 def new_variables (self):
172 """
173 Give the c h a n g e of v a r i a b l e s n e e d e d to put the q u a d r a t i c form Ðâ

under its n o r m a l form
174 X = BY
175 where X are the " old " v a r i a b l e s
176 """
177 variables = var( automatedVar (" y " ,self. degree ))
178 Y = vector ( variables )
179 r e t u r n self. diagonalizing_martrix ()*Y
180 def eigenmatrix_left (self):
181 r e t u r n self. matrix . eigenmatrix_left ()
182 def eigenvectors (self):
183 """
184 R e t u r n a list of e i g e n v e c t o r s of the m a t r i x .
185

186 As the m a t r i x is symmetric , that list has to be a basis .
187 """
188 D,P = self. eigenmatrix_left ()
189 r e t u r n [P[i] for i in range (P.nrows ())]
190 def eigenvalues (self):
191 """
192 R e t u r n a list of e i g e n v a l u e s of the m a t r i x in the same order Ðâ

as the list of e i g e n v e c t o r s given in
193 self . e i g e n v e c t o r s ()
194 """
195 D,P = self. eigenmatrix_left ()
196 r e t u r n [ D[i,i] for i in range (D.nrows ()) ]
197 def orthonormal_basis (self):
198 """
199 R e t u r n a basis of e i g e n v e c t o r s n o r m a l i s e d to 1 as a list .
200 """
201 M,mu = matrix (self. eigenvectors ()). gram_schmidt ()
202 r e t u r n [ v/v.norm () for v in M ]
203 def verification (self):
204 """
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205 r e t u r n the value of the q u a d r a t i c form on the v e c t o r Ðâ

n e w _ v a r i a b l e s ()
206 """
207 r e t u r n self. evaluate (self. new_variables ())
208

209 def __str__ (self):
210 a = []
211 a. append (" Hi guy ; I ’m the q u a d r a t i c form a s s o c i a t e d with the Ðâ

matix ")
212 a. append ( str (self. matrix ))
213 a. append (" My e i g e n v a l u e s and e i g e n v e c t o r s are : ")
214 veps = self. eigenvectors ()
215 vaps = self. eigenvalues ()
216 for i in range ( len (veps)):
217 a. append (" % s -> % s " %( str (vaps[i]), str (veps[i])))
218 a. append (" I ’ ve the f o l l o w i n g o r t h o n o r m a l basis of e i g e n v e c t o r s Ðâ

: ")
219 for v in self. orthonormal_basis ():
220 a. append ( str (v))
221 a. append (" A m a t r i x B such that B ^ tAB is d i a g o n a l is ")
222 a. append ( str (self. diagonalizing_martrix ()))
223 a. append (" I ’m quite p r e t t y in the f o l l o w i n g v a r i a b l e s ... ")
224 for i in range (self. degree ):
225 a. append (" x % s = % s " %( str (i+1) , str (self. new_variables ()[i]))Ðâ

)
226 a. append (" Look at me when I wear my cool v a r i a b l e s ")
227 a. append ( str (self. verification ()))
228 r e t u r n " \ n ".join(a)
229

230 class Extrema ( o b j e c t ):
231 """
232 From a f u n c t i o n f , p r o v i d e s the i n f o r m a t i o n s for the study of Ðâ

the e x t r e m a :
233 p a r t i a l d e r i v a t i v e
234 c r i t i c a l p o i n t s
235 H e s s i a n m a t r i x at the c r i t i c a l p o i n t s
236 G e n i u s of the H e s s i a n and c o n c l u s i o n as local min / max
237

238 Dear s t u d e n t : r e m e m b e r that this class does not f u r n i s h any Ðâ

i n f o r m a t i o n s
239 c o n c e r n i n g * g l o b a l * e x t r e m a . The l a t t e r have to be found
240 among the c r i t i c a l p o i n t s OR on the b o r d e r of the d o m a i n .
241 """
242 def __init__ (self ,f):
243 var( ’x , y ’)
244 self.fun = f
245 self.gx=self.fun.diff(x). full_simplify ()
246 self.gy=self.fun.diff(y). full_simplify ()
247 self.gxx=self.gx.diff(x). simplify_full ()
248 self.gxy=self.gx.diff(y). full_simplify ()
249 self.gyy=self.gy.diff(y). full_simplify ()
250 self.cp = solve( [self.gx(x,y)==0, self.gy(x,y)==0] ,[x,y] )
251 def critical_points (self):
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252 """
253 R e t u r n the c r i t i c a l p o i n t s as a list of t u p l e s (x , y )
254 """
255 a = []
256 for pt in self.cp :
257 try :
258 px = SR(pt [0]. rhs ())
259 py = SR(pt [1]. rhs ())
260 a. append ((px ,py))
261 e x c e p t TypeError :
262 a. append (" I ’m not able to solve these e q u a t i o n s . ")
263 r e t u r n a
264 def hessienne (self ,a,b):
265 r e t u r n matrix (SR ,2,2,[ self.gxx(a,b),self.gxy(a,b),self.gxy(a,Ðâ

b),self.gyy(a,b)])
266 def __str__ (self):
267 a = []
268 a. append (" The f u n c t i o n : ")
269 a. append ( str (self.fun))
270 a. append (" D e r i v a t i v e x and y : ")
271 a. append ( str (self.gx))
272 a. append ( str (self.gy))
273 a. append (" H e s s i a n m a t r i x : ")
274 a. append ( str (self. hessienne (x,y)))
275 a. append (" C r i t i c a l p o i n t s : ")
276 for pt in self. critical_points () :
277 a. append ( str (pt))
278 for pt in self. critical_points ():
279 try :
280 px = pt [0]
281 py = pt [1]
282 a. append (" At (% s ,% s ) , the H e s s i a n is " %( str (px), str (py)))
283 try :
284 Hess = SymmetricMatrix (self. hessienne (px ,py))
285 for l in Hess. matrix :
286 a. append (" "+ str (l))
287 a. append (" P r i m a r y p r i n c i p a l m i n o r s are % s "% str (Hess.Ðâ

principal_minors ()))
288 l = Hess. genre_list ()
289 if l[0]== True:
290 a. append (" H e s s i a n p o s i t i v e d e f i n e d ")
291 a. append (" local m i n i m u m ")
292 if l[1]== True:
293 a. append (" H e s s i a n n e g a t i v e d e f i n e d ")
294 a. append (" local m a x i m u m ")
295 if l[2]== True:
296 a. append (" H e s s i a n p o s i t i v e s e m i d é f i n i t e ")
297 a. append (" I don ’t c o n c l u d e ")
298 if l[3]== True:
299 a. append (" H e s s i a n n e g a t i v e s e m i d e f i n i t e ")
300 a. append (" I don ’t c o n c l u d e ")
301 if l[4]== True:
302 a. append (" U n d e f i n i t e H e s s i a n ")
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303 a. append (" « s e l l e » point ")
304 e x c e p t RuntimeError ,data :
305 a. append (" "+ str (data))
306 e x c e p t TypeError :
307 a. append (" I ’m not able to solve these e q u a t i o n s . ")
308 r e t u r n " \ n ".join(a)

tex/sage/outilsINGE.sage

Exemple 43.1.
Calculer la limite

lim
xÑ8

sinpxq cospxq
x

(43.1)

var(’x’)
f(x)=sin(x)*cos(x)/x
limit(f(x),x=oo)

La première ligne déclare que la lettre x désignera une variable. Pour la troisième ligne, notez que
l’infini est écrit par deux petits « o ». △

Exemple 43.2.
Quelques limites et graphes avec Sage.

(1) limxÑ0
sinpαxq
sinpβxq .

Pour effectuer cet exercice avec Sage, il faut taper les lignes suivantes :

sage: var(’x,a,b’)
(x, a, b)
sage: f(x)=sin(a*x)/sin(b*x)
sage: limit( f(x),x=0 )
a/b

Noter qu’il faut déclarer les variables x, a et b.
(2) limxÑ˘8

?
x2`1´x
x´2

sage: f(x)=(sqrt(x**2+1))/(x-2)
sage: limit(f(x),x=oo)
1
sage: limit(f(x),x=-oo)
-1

Noter la commande pour la racine carré : sqrt. Étant donné que cette fonction diverge en
x “ 2, si nous voulons la tracer, il faut procéder en deux fois :

sage: plot(f,(-100,1.9))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: plot(f,(2.1,100))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

La première ligne trace de ´100 à 1.9 et la seconde de 2.1 à 100. Ces graphiques vous
permettent déjà de voir les limites. Attention : ils ne sont pas des preuves ! Mais ils sont de
sérieux indices qui peuvent vous inspirer dans vos calculs.

△

Exemple 43.3.
Calculer les dérivées partielles Bxf , Byf , B2

xf , B2
xyf , B2

yxf et B2
yf des fonctions suivantes.
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(1) 2x3 ` 3x2y ´ 2y2

(2) lnpxy2q
(3) tanpx{yq
(4) xy2

x`y

Le script Sage suivant (exoDV002.sage) résout l’exercice :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 def LesCalculs (f):
4 print " Pour la f o n c t i o n % s "% str (f)
5 print " d_x " ,f.diff(x). simplify_full ()
6 print " d_y " ,f.diff(y). simplify_full ()
7 print " d ^2 _x " ,f.diff(x).diff(x). simplify_full ()
8 print " d _ x d _ y " ,f.diff(x).diff(y). simplify_full ()
9 print " d _ y d _ x " ,f.diff(y).diff(x). simplify_full ()

10 print " d ^2 _y " ,f.diff(y).diff(y). simplify_full ()
11 print " "
12

13 def exercise_DV002 ():
14 var( ’x , y ’)
15 fa(x,y)=2*x **3+3* x**2*y -2*y**2
16 fb(x,y)=ln(x*y**2)
17 fc(x,y)=tan(x/y)
18 fd(x,y)=x*y**2/(x+y)
19 LesCalculs (fa)
20 LesCalculs (fb)
21 LesCalculs (fc)
22 LesCalculs (fd)

tex/sage/exoDV002.sage

La sortie est :

Pour la fonction (x, y) |--> 2*x^3 + 3*x^2*y - 2*y^2
d_x (x, y) |--> 6*x^2 + 6*x*y
d_y (x, y) |--> 3*x^2 - 4*y
d^2_x (x, y) |--> 12*x + 6*y
d_xd_y (x, y) |--> 6*x
d_yd_x (x, y) |--> 6*x
d^2_y (x, y) |--> -4

Pour la fonction (x, y) |--> log(x*y^2)
d_x (x, y) |--> 1/x
d_y (x, y) |--> 2/y
d^2_x (x, y) |--> -1/x^2
d_xd_y (x, y) |--> 0
d_yd_x (x, y) |--> 0
d^2_y (x, y) |--> -2/y^2

Pour la fonction (x, y) |--> tan(x/y)
d_x (x, y) |--> 1/(y*cos(x/y)^2)
d_y (x, y) |--> -x/(y^2*cos(x/y)^2)
d^2_x (x, y) |--> 2*sin(x/y)/(y^2*cos(x/y)^3)
d_xd_y (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d_yd_x (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
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d^2_y (x, y) |--> 2*(x^2*sin(x/y) + x*y*cos(x/y))/(y^4*cos(x/y)^3)

Pour la fonction (x, y) |--> x*y^2/(x + y)
d_x (x, y) |--> y^3/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d_y (x, y) |--> (2*x^2*y + x*y^2)/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d^2_x (x, y) |--> -2*y^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_xd_y (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_yd_x (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*x^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)

△

Exemple 43.4.
Résoudre les systèmes suivants.

(1)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(2)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(3)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(4)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(5)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(6)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(7)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

(8)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(9)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(10)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(11)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(12)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(13)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(14)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

Nous résolvons les systèmes en utilisant Sage avec le script suivant.

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 """
3 Ce s c r i p t Sage r é s o u t un c e r t a i n n o m b r e
4 de s y s t è m e s d ’ é q u a t i o n s l i n é a i r e s du cours I N G E 1 1 2 1
5 """
6

7 i m p o r t outilsINGE
8

9 def exercise_1_1_bcdefhi ():
10 # E x e r c i c e 1.1. b ( I N G E 1 1 2 1 )
11 A= matrix ([ [1 , -2 ,3 , -2 ,0] ,[3 , -7 , -2 ,4 ,0] ,[4 ,3 ,5 ,2 ,0] ])
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12 v= vector ((0 ,0 ,0 ,0 ,0))
13 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
14 # E x e r c i c e 1.1. c ( I N G E 1 1 2 1 )
15 A= matrix ([ [2 ,1 , -2 ,3] ,[3 ,2 , -1 ,3] ,[3 ,3 ,3 , -3] ])
16 v= vector ((0 ,4 ,9))
17 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
18 # E x e r c i c e 1.1. d ( I N G E 1 1 2 1 )
19 A= matrix ([ [1 ,2 , -3] ,[2 ,5 ,2] ,[3 , -1 , -4] ])
20 v= vector ((0 ,0 ,0))
21 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
22 # E x e r c i c e 1.1. e ( I N G E 1 1 2 1 )
23 A= matrix ([ [1 ,2 , -1] ,[2 ,5 ,2] ,[1 ,4 ,7] ,[1 ,3 ,3] ])
24 v= vector ((0 ,0 ,0 ,0))
25 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
26 # E x e r c i c e 1.1. f ( I N G E 1 1 2 1 )
27 A= matrix ([ [1 ,1 ,1 ,1] ,[1 ,1 ,1 , -1] ,[1 ,1 , -1 ,1] ,[1 , -1 ,1 ,1] ])
28 v= vector ((0 ,4 , -4 ,2))
29 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
30 # E x e r c i c e 1.1. h ( I N G E 1 1 2 1 )
31 A= matrix ([ [1 ,3 ,3] ,[1 ,3 ,4] ,[1 ,4 ,3] ])
32 v= vector ((1 ,0 ,3))
33 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
34 # E x e r c i c e 1.1. i ( I N G E 1 1 2 1 )
35 A= matrix ([ [1 , -3 ,2] ,[ -3 ,3 , -1] ,[2 , -1 ,0] ])
36 v= vector (( -6 ,17 ,3))
37 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)

tex/sage/exo11.sage

Le résultat est le suivant :

The given matrix corresponds to the system
x1 - 2*x2 + 3*x3 - 2*x4 == 0
3*x1 - 7*x2 - 2*x3 + 4*x4 == 0
4*x1 + 3*x2 + 5*x3 + 2*x4 == 0
And the solutions are
[
[x1 == -23/16*r19, x2 == -5/16*r19, x3 == 15/16*r19, x4 == r19, x5 == r18]
]
The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 + 3*x4 == 0
3*x1 + 2*x2 - x3 + 3*x4 == 4
3*x1 + 3*x2 + 3*x3 - 3*x4 == 9
And the solutions are
[
[x1 == 3*r20 - 7, x2 == -4*r20 + 11, x3 == r20, x4 == 1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - 3*x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
3*x1 - x2 - 4*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 0, x2 == 0, x3 == 0]
]
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The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 7*x3 == 0
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 9*r21, x2 == -4*r21, x3 == r21]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + x2 + x3 + x4 == 0
x1 + x2 + x3 - x4 == 4
x1 + x2 - x3 + x4 == -4
x1 - x2 + x3 + x4 == 2
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == -1, x3 == 2, x4 == -2]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 1
x1 + 3*x2 + 4*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 3*x3 == 3
And the solutions are
[
[x1 == -2, x2 == 2, x3 == -1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 - 3*x2 + 2*x3 == -6
-3*x1 + 3*x2 - x3 == 17
2*x1 - x2 == 3
And the solutions are
[
[x1 == 37, x2 == 71, x3 == 85]
]

△

Exemple 43.5.
Pour chacun des systèmes suivants A·X “ B,

(1) Résoudre le système par échelonnement,
(2) Calculer A´1,
(3) Vérifier votre réponse en calculant A´1B. Qu’êtes-vous censé obtenir ?

Les énoncés sont
(1)

A “
¨
˝

2 1 ´2
3 2 2
5 4 3

˛
‚, B “

¨
˝

10
1
4

˛
‚ (43.2)

Nous utilisons Sage pour fournir la réponse. Le code suivant résout le système et donne l’inverse
de la matrice :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2
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3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_1_3 ():
6 A= matrix ([[2 ,1 , -2] ,[3 ,2 ,2] ,[5 ,4 ,3]])
7 v= vector ((10 ,1 ,4))
8 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
9 print " M a t r i c e i n v e r s e : "

10 print A. inverse ()

tex/sage/exo13.sage

La sortie est ici :

The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 == 10
3*x1 + 2*x2 + 2*x3 == 1
5*x1 + 4*x2 + 3*x3 == 4
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == 2, x3 == -3]
]
Matrice inverse :
[ 2/7 11/7 -6/7]
[ -1/7 -16/7 10/7]
[ -2/7 3/7 -1/7]

△

Exemple 43.6.
Sachant que p´1, 0, 1, 0q est un vecteur propre de la matrice

A “

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1

´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚ (43.3)

(1) Diagonaliser A au moyen d’une matrice orthogonale
(2) Écrire la forme quadratique XtAX sous forme d’une somme pondérée de carrés.

Calculons Av afin de savoir la valeur propre associée au vecteur donné :
¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1

´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

´1
0
1
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´3
0
3
0

˛
‹‹‚. (43.4)

La valeur propre est donc 3. Nous savons donc que pλ´ 3q pourra être factorisé dans le polynôme
caractéristique.

Pour le reste de l’exercice c’est standard et c’est résolu de la façon suivante :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_6_5 ():
6 A= matrix (QQ ,4 ,4 ,[2 ,1 , -1 ,1 ,1 ,0 ,1 ,1 , -1 ,1 ,2 ,1 ,1 ,1 ,1 ,0])
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7 x= outilsINGE . QuadraticForm (A)
8 print x

tex/sage/exo65.sage

qui retourne

Hi guy; I’m the quadratic form associated with the matix
[ 2 1 -1 1]
[ 1 0 1 1]
[-1 1 2 1]
[ 1 1 1 0]
My eigenvalues and eigenvectors are :
3 -> (1, 0, -1, 0)
3 -> (0, 1, 2, 1)
-1 -> (1, 0, 1, -2)
-1 -> (0, 1, 0, -1)
I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors :
(1/2*sqrt(2), 0, -1/2*sqrt(2), 0)
(1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
(1/6*sqrt(6), 0, 1/6*sqrt(6), -1/3*sqrt(6))
(-1/2*sqrt(1/3), 3/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3))
A matrix B such that B^tAB is diagonal is
[ 1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 0 3/2*sqrt(1/3)]
[ -1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 -1/3*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
I’m quite pretty in the following variables ...
x1 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x2 = 3/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*y2
x3 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x4 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/3*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
Look at me when I wear my cool variables
3*y1^2 + 3*y2^2 - y3^2 - y4^2

△

Exemple 43.7.
Rechercher les extrémums des fonctions suivantes

(1) fpx, yq “ 2 ´ a
x2 ` y2

(2) fpx, yq “ x3 ` 3xy2 ´ 15x´ 12y
(3) fpx, yq “ x3

3 ` 4y3

3 ´ x2 ´ 3x´ 4y ´ 3
Les corrigés sont créés par le script Sage exo101.sage

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_1_A():
var(’x,y’)
f(x,y)=2-sqrt(x**2+y**2)
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_B():
var(’x,y’)
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f(x,y)=x**3+3*x*y**2-15*x-12*y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_C():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3/3+4*y**3/3-x**2-3*x-4*y-3
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :
(1) The function :

(x, y) |--> -sqrt(x^2 + y^2) + 2
Derivative x and y :
(x, y) |--> -x/sqrt(x^2 + y^2)
(x, y) |--> -y/sqrt(x^2 + y^2)
Hessian matrix :
[-sqrt(x^2 + y^2)*y^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4) x*y/(x^2 + y^2)^(3/2)]
[ x*y/(x^2 + y^2)^(3/2) -sqrt(x^2 + y^2)*x^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

power::eval(): division by zero

Ici nous voyons que Sage a du mal à calculer la matrice hessienne en p0, 0q. En effet, nous
tombons sur une division par zéro. Pour résoudre l’exercice, il faut se rendre compte que
la fonction px, yq ÞÑ a

x2 ` y2 est toujours positive et est nulle seulement au point p0, 0q.
Donc f est toujours plus petite ou égale à deux tandis que fp0, 0q “ 2. Le point est donc un
maximum global.

(2) The function :
(x, y) |--> x^3 + 3*x*y^2 - 15*x - 12*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 3*x^2 + 3*y^2 - 15
(x, y) |--> 6*x*y - 12
Hessian matrix :
[6*x 6*y]
[6*y 6*x]
Critical points :
(2, 1)
(1, 2)
(-1, -2)
(-2, -1)
At (2,1), the Hessian is

(12, 6)
(6, 12)
Primary principal minors are [108, 12]
Hessian positive defined
local minimum

At (1,2), the Hessian is
(6, 12)
(12, 6)
Primary principal minors are [-108, 6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-2), the Hessian is
(-6, -12)
(-12, -6)
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Primary principal minors are [-108, -6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-2,-1), the Hessian is
(-12, -6)
(-6, -12)
Primary principal minors are [108, -12]
Hessian negative defined
local maximum

(3) The function :
(x, y) |--> 1/3*x^3 - x^2 + 4/3*y^3 - 3*x - 4*y - 3
Derivative x and y :
(x, y) |--> x^2 - 2*x - 3
(x, y) |--> 4*y^2 - 4
Hessian matrix :
[2*x - 2 0]
[ 0 8*y]
Critical points :
(3, 1)
(-1, 1)
(3, -1)
(-1, -1)
At (3,1), the Hessian is

(4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [32, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (-1,1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [-32, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (3,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [-32, 4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [32, -4]
Hessian negative defined
local maximum

△

Exemple 43.8.
Déterminer les valeurs extrêmes et les points de selle des fonctions suivantes.
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(1) fpx, yq “ x2 ` 4x` y2 ´ 2y.
(2) fpx, yq “ ex

2`xy.
(3) fpx, yq “ ex sinpyq.

Certains corrigés de cet exercice ont étés réalisés par Sage. Le script utilisé est exo103.sage

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_10_3_A ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x **2+4* x+y**2 -2*y
8 print outilsINGE . Extrema (f)
9

10 def exercise_10_3_H ():
11 var( ’x , y ’)
12 f(x,y)=exp(x**2+x*y)
13 print outilsINGE . Extrema (f)
14

15 def exercise_10_3_Q ():
16 var( ’x , y ’)
17 f(x,y)=exp(x)*sin(y)
18 print outilsINGE . Extrema (f)

tex/sage/exo103.sage

Des réponses :

(1) The function :
(x, y) |--> x^2 + y^2 + 4*x - 2*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 2*x + 4
(x, y) |--> 2*y - 2
Hessian matrix :
[2 0]
[0 2]
Critical points :
(-2, 1)
At (-2,1), the Hessian is

(2, 0)
(0, 2)
Primary principal minors are [4, 2]
Hessian positive defined
local minimum

(2) The function :
(x, y) |--> e^(x^2 + x*y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> (2*x*e^(x^2) + y*e^(x^2))*e^(x*y)
(x, y) |--> x*e^(x^2 + x*y)
Hessian matrix :
[(4*x*y*e^(x^2) + y^2*e^(x^2) + 2*(2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y)]
[ (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) x^2*e^(x^2 + x*y)]
Critical points :
(0, 0)
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At (0,0), the Hessian is
(2, 1)
(1, 0)
Primary principal minors are [-1, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

(3) The function :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
(x, y) |--> e^x*cos(y)
Hessian matrix :
[ e^x*sin(y) e^x*cos(y)]
[ e^x*cos(y) -e^x*sin(y)]
Critical points :

I’m not able to solve these equations.
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

Ici, Sage n’est pas capable de résoudre les équations qui annulent le jacobien. Les équations
à résoudre sont pourtant faciles :

"
ex cospyq “ 0 (43.5a)
ex sinpyq “ 0 (43.5b)

Étant donné que l’exponentielle ne s’annule jamais, il faudrait avoir en même temps cospyq “
0 et sinpyq “ 0, ce qui est impossible. La fonction n’a donc aucun extrémums local.

△

Exemple 43.9.
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy2e´px2`y2q{4. (43.6)

(1) Montrer qu’il y a une infinité de points critiques.
(2) Déterminer leur nature.

Voici la fonction Sage qui fournit les informations :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_10_4 ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x*y**2* exp (-(x**2+y**2) /4)
8 print outilsINGE . Extrema (f)

tex/sage/exo104.sage

La sortie est

The function :
(x, y) |--> x*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
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Derivative x and y :
(x, y) |--> -1/2*(x^2 - 2)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
(x, y) |--> -1/2*(x*y^3 - 4*x*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Hessian matrix :
[ 1/4*(x^3 - 6*x)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
[1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*(x*y^4 - 10*x*y^2 + 8*x)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
Critical points :
(r17, 0)
(-sqrt(2), -2)
(sqrt(2), -2)
(-sqrt(2), 2)
(sqrt(2), 2)
At (r17,0), the Hessian is

(0, 0)
(0, 2*r17*e^(-1/4*r17^2))
Primary principal minors are [0, 0]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (-sqrt(2),-2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),-2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

At (-sqrt(2),2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

Notez la présence de r1 comme paramètres dans les solutions. Tous les points avec y “ 0 sont
des points critiques. Cependant, Sage 1 ne parvient pas à conclure la nature de ces points px, 0q.

Notons que le nombre fpx, yq a toujours le signe de x parce que y2 et l’exponentielle sont
positives. Toujours ? En tout cas lorsque x ‰ 0. Prenons un point pa, 0q avec a ą 0. Dans un
voisinage de ce point, nous avons fpx, yq ą 0 parce que si a ą 0, alors x ą 0 dans un voisinage de
a. Le point pa, 0q est un minimum local parce que 0 “ fpa, 0q ď fpx, yq pour tout px, yq dans un
voisinage de pa, 0q.

1. ou, plus précisément, le programme que j’ai écrit avec Sage.
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De la même façon, les points pa, 0q avec a ă 0 sont des maximums locaux parce que dans un
voisinage, la fonction est négative.

Le point p0, 0q n’est ni maximum ni minimum local. C’est un point de selle.
△

Exemple 43.10.
Dériver les fonctions suivantes.

(1) sin
`

lnpxq˘

(2) sin x
x

;

(3) ex
2

(4) cospxqsinpxq

Le programme suivant par Sage résout l’exercice :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x ’)
7 f=sin(ln(x))
8 print f.diff(x)
9 f=sin(x)/x

10 print f.diff(x)
11 f=exp(x**2)
12 print f.diff(x)
13 f=cos(x)**( sin(x))
14 print f.diff(x)

tex/sage/corrDerive_0002.sage

Le résultat est :

cos(log(x))/x
cos(x)/x - sin(x)/x^2
2*x*e^(x^2)
(log(cos(x))*cos(x) - sin(x)^2/cos(x))*cos(x)^sin(x)

△

Exemple 43.11.
Donner une approximation de lnp1.0001q.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: numerical_approx(ln(1.0001))
0.0000999950003332973

△
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Épilogue : la constante de Weiner

Nous voici à la fin du Frido. Nous avons étudié beaucoup de math, et beaucoup reste à voir.
En guise de conclusion, je voudrais vous parler de la constante de Weiner, introduite dans [684].
Il s’agit d’une constante, qui comme π ou e intervient dans à peu près tous les domaines de la
mathématique.

Comme toujours, il existe énormément de définitions équivalentes différentes ; nous choisissons
celle-ci, motivée par le théorème de Weinersmith 27.45.

Définition 44.1.
La constante de Weiner Wc est l’unique réel p tel que l’espace LppR7q soit un espace de Hilbert.

Cette constante intervient de façon centrale dans de nombreux résutats dans tous les domaines ;
nous en citons quelques-uns.

(1) La moyenne de tout couple de réels peut être calculée en divisant leur somme par la constante
de Weiner 1.

(2) La constante de Weiner donne l’indice du groupe alterné dans le groupe symétrique pour
tous les ordres, théorème 5.30.

(3) La constante de Weiner donne une borne inférieure optimale pour l’ensemble des nombres
premiers.

(4) La constante de Weiner est à la fois l’unique point fixe non trivial de la fonction factorielle
et le nombre de points fixes de la même fonction.

(5) Tout automorphisme d’anneau a un polynôme minimal dont le degré est donné par la
constante de Weiner.

(6) L’égalité ab “ 0 dans un anneau n’implique pas spécialement a “ 0 ou b “ 0 lorsque la
caractéristique de l’anneau est égale à la constante de Weiner, et seulement dans ce cas.

(7) Pour l’anecdote, la constante de Weiner donne le rapport τ{π ; elle est aussi la partie entière
de e.

Il reste encore de nombreuses conjectures mettant en valeur la constante de Weiner :
(1) La fameuse droite critique de la conjecture de Riemann est donnée par l’inverse de la

constante de Weiner.
(2) Soit P l’ensemble de nombres premiers. Est-ce que l’ensemble

tpp, qq P P ˆ P tel que 0 ă |p´ q| “ Wcu (44.1)

est fini ?

1. C’est historiquement la première propriété énoncée de la constante de Weiner ; elle suggère également une
notion de constante de Weiner généralisée pour moyenner un nombre arbitraire de nombres. La construction des
nombres de Weiner généralisés est en projet dans la section 1.3.
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D’aucuns pourraient objecter que tout cela n’est que fantaisie et trivialité. Il n’en est rien. La
preuve que la constante de Weiner est centrale en mathématique est précisément qu’elle avait déjà
un nom et un symbole réservé bien avant le début de l’histoire des mathématiques.

Le fait est que toutes les mathématiques que vous connaissez se basent sur les nombres entiers ;
cela n’est pas du tout une trivialité.



Chapitre 45

Développements possibles

Nous donnons ici quelques idées de développements associés aux leçons mises à jour en 2021.
Parfois, il est bon d’ajouter quelques lemmes au développement proposé, si il est trop court. Si
l’un ou l’autre ne vous semble pas adapté à l’énoncé de la leçon, faites le moi savoir.

45.1 Algèbre et géométrie

Exemples d’équations en arithmétique.

PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applica-
tions.

Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Distances et isométries d’un espace affine euclidien.

Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Exemples d’utilisation de techniques d’algèbre en géométrie.

— Partitions d’un entier en parts fixées, théorème 26.53.
— Théorème de Sophie Germain, théorème 6.19.

Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Les groupes abéliens finis, théorème 5.23.

Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes
quotients. Applications.

— Le groupe alterné An est simple, théorème 5.36.
— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.

2561



2562 CHAPITRE 45. DÉVELOPPEMENTS POSSIBLES

Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).
— Nombres de Bell, théorème 15.160.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.53.

Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.
— Théorème de Carathéodory 8.42.
— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, iso-
tropie. Applications.

— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119, voir le lemme de Morse lui-même 20.198.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.

Systèmes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

— Algorithme des facteurs invariants 4.107.
— Méthode du gradient à pas optimal 17.115.

Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
— Décomposition polaire 13.32.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.
— Théorème 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.102.

Exponentielle de matrices. Applications.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.
— Théorème de Von Neumann 17.64.
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Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27, parce qu’un utilise le

résultat de diagonalisation simultanée.
— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.43.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.
— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.281.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.43.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.102.

Polynômes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.
— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Déterminant. Exemples et applications.
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.98 parce que le résultant est est un.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.

Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théorème qui donne
l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.

— Théorème de la dimension 4.12.
— Extrema liés, théorème 17.76.
— Théorème 9.212 sur la diagonalisation de matrices symétriques.
— Stabilité du rang par extension des scalaires, proposition 9.264.

Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applica-
tions.

— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.28.
— Polynômes irréductibles sur Fq.
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Extensions de corps. Exemples et applications.
— Polynômes séparables, proposition 6.152.
— Lien entre les racines (multiples) de P et P 1, proposition 6.152.
— Théorème de l’élément primitif 6.159.
— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.170.
— Polynômes irréductibles sur Fq.
— Polygones réguliers constructibles, théorème de Gauss-Wantzel, 19.93.

Corps finis. Applications.
— Théorème de Chevalley-Warning 19.49.
— Loi de réciprocité quadratique 19.45.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.37.
— Polynômes irréductibles sur Fq.

Nombres premiers. Applications.
— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.111.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.37, peut-être redondant avec les groupes d’ordre pq.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.28.
— Théorème des deux carrés, théorème 6.25.

Anneaux Z{nZ. Applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.37.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.28.

Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
— RSA, section 19.2. Assez indirect : la système RSA se base sur la formule φppqq “ pp´1qpq´1q,

laquelle se base sur l’isomorphisme Z{pZˆ Z{qZ » Z{pqZ et leurs générateurs.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95, parce que c’est

avec lui qu’on montre les générateurs du groupe modulaire dans le corolaire 23.96.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.16.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.36.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Représentations et caractères d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.16.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.
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Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E , sous-groupes de GLpEq.
Applications.

— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.
— Décomposition polaire 13.32.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Von Neumann 17.64.

Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3.
— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.13.
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.16.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.
— Isométries du cube, section 5.7.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.36.

Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l’unité.
Applications.

— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.33 (parce qu’on parle de

polynômes cyclotomiques qui sont basés sur les racines de l’unité).
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95, parce qu’on y

utilise un peu les propriétés des nombres du type |z| “ 1.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.28.
— Théorème de Wedderburn 19.34.

Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.13.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Wedderburn 19.34.
— Isométries du cube, section 5.7.
— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

45.2 Analyse
Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
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Approximation d’une fonction par des fonctions régulières. Exemples et applications.

Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions en analyse et en géométrie.

Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn . Exemples et applications.

Équations différentielles ordinaires. Exemple de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires

Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un`1 “ fpunq.
Exemples. Applications à la résolution approchée d’équations.

Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes par-
tielles des séries numériques. Exemples.

Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche
de vecteurs propres, exemples.

Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

Problèmes d’interversion de limites et d’intégrales.

Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications

Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et ap-
plications.

Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.

Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.

Illustration de la notion d’indépendance en probabilité.

Exemples d’utilisation de courbes en dimension 2 ou supérieure.

Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et applica-
tions.

— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
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Utilisation de la notion de convexité en analyse.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.
— Peut-être la méthode de Newton, théorème 34.63, mais je ne sais pas très bien pourquoi.

Transformation de Fourier. Applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.46.

Séries de Fourier. Exemples et applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 28.21.

Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Théorème de Montel 27.199.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.

Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— La proposition 32.41 donne un résultat sur y2`qy “ 0 à partir d’une hypothèse de croissance.
— L’inégalité de Jensen, proposition 36.60.
— Méthode de Newton, théorème 34.63, si on parvient à expliquer quelle est le lien entre la

méthode de Newton et la convexité.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.

— Extrema liés, théorème 17.76.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.50.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.160.

Espaces de fonctions : exemples et applications.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.44.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.160.



2568 CHAPITRE 45. DÉVELOPPEMENTS POSSIBLES

Utilisation de la notion de compacité.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— Suite telle que limkÑ8 dpuk`1, ukq “ 0, théorème 7.265.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Montel 27.199.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.

Connexité. Exemples et applications.
— Théorème de Runge 26.25.
— Suite telle que limkÑ8 dpuk`1, ukq “ 0, théorème 7.265.
— Théorème de Brouwer en dimension 2 via l’homotopie 26.21.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.102.

Espaces complets. Exemples et applications.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.129
— Complétion d’un espace métrique, théorème 17.136.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.44.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.43.

Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.129
— Lemme de Borel 15.158.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
— Théorème de Tietze 27.156.

Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.44.
— Théorème de Banach-Steinhaus 11.136.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.160.

45.3 Anciennes leçons

Transformation de Fourier. Applications.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.43.

Équations différentielles linéaires. Systèmes d’équations différentielles linéaires.
Exemples et applications.

— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.43.
— Théorème de stabilité de Lyapunov 32.38.
— Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.39
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.43, si on parvient à réexprimer le théorème dans le

cas linéaire.
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Exemples de parties denses et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.129
— Complétion d’un espace métrique, théorème 17.136.
— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Critère de Weyl, proposition 28.10.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.145.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Applications des formules de Taylor.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et ap-
plications.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.111.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Nombres de Bell, théorème 15.160.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.
— Théorème d’Abel angulaire 20.89.

Espaces Lp, 1 ď p ď 8
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.44.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.160.

Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théorème 38.53.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Nombres de Bell, théorème 15.160.
— Théorème d’Abel angulaire 20.89.

Applications des nombres complexes à la géométrie.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Le groupe circulaire, proposition 23.94.

Sous-groupes discrets de R2. Réseaux. Exemples
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions
2 et 3.

— Isométries du cube, section 5.7.
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Exemples d’équations diophantiennes.
— Dans 3.2.7, nous résolvons ax` by “ c en utilisant Bézout (théorème 1.228).
— L’exemple 3.114 résout l’équation x2 `2 “ y3 en parlant de l’extension Zri?2s et de stathme.
— Les propositions 3.118 et 3.120 parlent de triplets pythagoriciens.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.53.

Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
— Suites de décomposition et théorème de Jordan-Hölder 2.21.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.36.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.102.

Sous-groupes finis de Op2,Rq et Op3,Rq. Applications
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Groupes finis. Exemples et applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Théorème de Wedderburn 19.34.
— Théorème de Sylow 5.11. Tout le théorème, c’est un peu long. On peut se contenter de la

partie qui dit que G contient un p-Sylow.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).
— Suites de décomposition et théorème de Jordan-Hölder 2.21.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.293.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.37.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.36.
— Isométries du cube, section 5.7.

Angles : Définitions et utilisation en géométrie
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applica-
tions

— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Applications affines
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.

Utilisation des groupes en géométrie.
— Coloriage de roulette (18.9.15.1) et composition de colliers (18.9.15.2).
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Isométries du cube, section 5.7.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.212.
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Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Exemples et
applications.

— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications
— Décomposition polaire 13.32.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.245.

Résultant. Applications.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.98.
— Théorème de Kronecker 9.20.

Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.

Exemples d’utilisation de la notion de dimension d’un espace vectoriel.
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.3, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Théorème de la dimension 4.12, bien que ce soit plutôt dans la définition de la dimension

que dans l’utilisation.
— Théorème de Carathéodory 8.42.

Corps des fractions rationnelles à une indéterminée sur un corps commutatif. Appli-
cations.

— Théorème de Rothstein-Trager 20.98.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.

Anneau de séries formelles. Applications.
— Nombres de Bell, théorème 15.160.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.53.

Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applications.
— Extrema liés, théorème 17.76.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.
— Une forme canonique pour les transvections et dilatations, théorème 13.8.

Algèbre des polynômes d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.

Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.119.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.118.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.
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Polynômes d’endomorphisme en dimension finie. Applications à la réduction d’un
endomorphisme en dimension finie.

— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.281.

Applications des nombres complexes à la géométrie. Homographies.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.95. Parce que l’action

est avec des homographies.

Anneaux principaux. Applications
— Polynôme minimal d’endomorphisme semi-simple, théorème 9.103.
— Théorème de Bézout, corolaire 3.92.
— Théorème des deux carrés, théorème 6.25.
— Algorithme des facteurs invariants 4.107.

Représentations de groupes finis de petit cardinal.
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.16.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.

Algèbre des polynômes à n indéterminées (n ě 2). Polynômes symétriques. Applica-
tions.

— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.170.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.13.
— Théorème de Chevalley-Warning 19.49.
— Théorème de Kronecker 9.20.

Racines d’un polynômes. Fonctions symétriques élémentaires. Localisation des racines
dans les cas réel et complexe.

— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.170.

135 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Forme réduite. Ap-
plications en dimensions 2 et 3.

— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.168
— Isométries du cube, section 5.7.

248 - Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynomiales.
Exemples.

— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Théorème de Runge 26.25.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.145.

250 - Loi des grands nombres. Théorème central limite. Applications.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.143.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.129.
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251 - Indépendance d’événements et de variables aléatoires. Exemples.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.143.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.129.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.145.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.

252 - Loi binomiale. Loi de Poisson. Applications.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.129.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.145.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.

219 - Problèmes d’extrémums.
— Extrema liés, théorème 17.76.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.123.

Équations différentielles X 1 “ fpt,Xq. Exemples d’étude des solutions en dimension 1
et 2.

— Théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42.
— Théorème de stabilité de Lyapunov 32.38.
— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.43.
— Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.39

223 - Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Théorème d’Abel angulaire 20.89.

224 - Comportement asymptotique de suites numériques. Rapidité de convergence.
Exemples.

— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières
et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.53.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.111.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15, grâce à l’exemple 29.16.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Estimation des grands écarts, théorème 36.129.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.53.

226 - Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération un`1 “
fpunq. Exemples.

— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Méthode du gradient à pas optimal 17.115.
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245 - Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et appli-
cations.

— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— Théorème de Montel 27.199.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.

238 - Méthodes de calcul approché d’intégrales et de solutions d’équations différen-
tielles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.

222 - Exemples d’équations différentielles. Solutions exactes ou approchées.
— Équation y2 ` qy “ 0, 32.9.3.

225 - Étude locale de surfaces. Exemples.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Exemples de problèmes d’interversion de limites.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6 parce que l’énoncé revient à montrer la limite

limxÑ1´

ř
nPN anxn “ ř

nPN an.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp. Ça utilise la

convergence monotone pour pour permuter une somme et une intégrale.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Nombres de Bell, théorème 15.160.

254 - Espaces de Schwartz et distributions tempérées.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.46.

Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions.

— Extrema liés, théorème 17.76.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.50.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.
— Théorème de Von Neumann 17.64.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et
contre-exemples.

— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Lemme de Borel 15.158.

232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F pXq “ 0. Exemples.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Méthode du gradient à pas optimal 17.115.
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Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables réelles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.98.

256 - Transformation de Fourier dans S pRdq et S 1pRdq.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.46.

Espaces de Schwartz S pRdq et distributions tempérées. Transformation de Fourier
dans S pRdq et S 1pRdq

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.46.

Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distributions.
— L’équation px´ x0qαu “ 0 pour u P D 1pRq, théorème 30.40.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.46.

Fonctions développables en série entière, fonctions analytiques. Exemples.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.53.

Théorèmes de point fixe. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théorème 38.53.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.50.
— Théorème de Brouwer en dimension 2 via l’homotopie 26.21.
— Théorème de Picard 17.36 et l’inséparable théorème de Cauchy-Lipschitz 17.42

— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Théorème des quatre sommets, théorème 21.107.

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

Sous-variétés de Rn. Exemples.
— Extrema liés, théorème 17.76.
— Théorème de Von Neumann 17.64.
— Lemme de Morse, lemme 20.198.

Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.81.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.44.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.
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Utilisation en probabilités du produit de convolution et de la transformation de Fou-
rier ou de Laplace.

— Processus de Galton-Watson, lemme 38.52 et théorème 38.53.
— Fonction caractéristique 36.64.
— Théorème central limite 36.100.

Suites de variables de Bernoulli indépendantes.
— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.129.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.145.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.
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document “free” in the sense of freedom : to assure everyone the effective freedom to copy and
redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily,
this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not
being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document must
themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a
copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation : a free program should come with manuals providing the same
freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals ; it can be
used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed
book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.

APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such
a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under
the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any
member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the license if you copy,
modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the
Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly
within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secon-
dary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical
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connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical
or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being
those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License.
If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as
Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify
any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts
or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A
Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a
format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the docu-
ment straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint
programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input
to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of
markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not
Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A
copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD,
and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification.
Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include
proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or
XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-
generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For
works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text near the
most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to the
public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is pre-
cisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language.
(Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as “Acknowledgements”,
“Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section
when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to this
definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this
License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by
reference in this License, but only as regards disclaiming warranties : any other implication that
these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommer-
cially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License
applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions what-
soever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the
reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept com-
pensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also
follow the conditions in section 3.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you
must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts : Front-Cover
Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly
and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers
in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the
Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first
ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent
pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or
with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public
has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the
Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent
steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent
copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated
version of the Document.

MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of
sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this Li-
cense, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do
these things in the Modified Version :

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document,
and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History
section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original
publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship
of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal
authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they
release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright

notices.
F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission

to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the
Addendum below.
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G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts
given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.
I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at

least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title
Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating the title,
year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Trans-
parent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document
for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section. You
may omit a network location for a work that was published at least four years before the
Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the
section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor
acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the
Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with
any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.
If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Se-

condary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option
designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of In-
variant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any
other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements
of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the
text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to
25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version.
Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through
arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same
cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another ; but you may replace the old one, on explicit permission from
the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use
their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

COMBINING DOCUMENTS
You may combine the Document with other documents released under this License, under the

terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination
all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as
Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their
Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same
name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of
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it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a
unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in
the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original
documents, forming one section Entitled “History” ; likewise combine any sections Entitled “Ack-
nowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections Entitled
“Endorsements”.

COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a
single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for
verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under
this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow
this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent docu-
ments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if
the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s
users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate,
this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then
if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be
placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of
covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that
bracket the whole aggregate.

TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires
special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all
Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include
a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the
original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation
and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the
requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual
title.

TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided
under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and
will automatically terminate your rights under this License.
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However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright
holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally
terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the
violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the
copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you
have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and
you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who
have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated
and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give
you any rights to use it.

FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documen-
tation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version,
but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/ .

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies
that a particular numbered version of this License “or any later version” applies to it, you have
the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later
version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide
which future versions of this License can be used, that proxy’s public statement of acceptance of
a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.

RELICENSING

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web server
that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit
those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A “Massive
Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set of copyrightable
works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by
Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in
San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same
organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another
Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that were
first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated
in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus
incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA
on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.

ADDENDUM : How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page :

http://www.gnu.org/copyleft/
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Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or
modify this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Ver-
sion 1.3 or any later version published by the Free Software Foundation ; with no Inva-
riant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license
is included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with . . .
Texts.” line with this :

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts
being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these
examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public
License, to permit their use in free software.
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