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Chapitre 10

Analyse réelle : topologie et
continuité

10.1 Intervalles

Définition 10.1 (Intervalle).
Une partie I de R est un intervalle si pour tout a, b P I nous avons t P I dès que a ď t ď b.

Proposition 10.2.
À propos d’intervalles.

Un intervalle 1 est ouvert si il est de la forme sa, br avec éventuellement a “ ´8 ou b “ `8.
Un intervalle est fermé si il est de la forme ra, bs ou s´8, bs ou ra,`8r avec a, b P R.

Remarque 10.3.
L’ensemble R ne contient pas `8 et ´8. L’intervalle r´8, 5s par exemple, n’est pas une partie
de R.

Exemple 10.4. (1) Les ensembles s3, 7r et s´8, πr sont des intervalles ouverts.
(2) Les ensembles r10, 15s et r´1,`8r sont des intervalles fermés.
(3) L’ensemble s´4,´2r Y s2, 9r n’est pas un intervalle (il y a un « trou » entre ´2 et 2).
(4) L’ensemble R lui-même est un intervalle ; par convention, il est à la fois ouvert et fermé.

Un intervalle peut n’être ni ouvert ni fermé ; par exemple s4, 8s. Cet intervalle est « ouvert en
4 et fermé en 8 » . △

Définition 10.5 (Fonction, domaine, image, graphe).
Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f définie sur X et à valeurs dans Y est une partie
de X ˆ Y telle que pour tout x P X, il existe un unique y P Y tel que px, yq P f .

10.6.
Notons qu’il n’est pas demandé que pour tout y, il existe x tel que px, yq P f . Autrement dit, la
notation « f : X Ñ Y » ne suppose pas que f est surjective sur Y . Mais elle doit être définie sur
tout X.

Nous écrivons y “ fpxq pour dire px, yq P f .

— La partie de X qui contient tous les x sur lesquels f peut opérer est dite domaine de f . Le
domaine de f est indiqué par Domaine f .

— L’élément de y P Y associé par f à un élément x P Domaine f (c’est-à-dire fpxq “ y) est
appellé image de x par f . L’image de la fonction f est la partie de Y qui contient les images
de tous les éléments de Domaine f . L’image de f est indiquée par ℑf .

1. Définition 10.1.
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— Le graphe de f est l’ensemble de tous les couples px, fpxqq pour x P Domaine f . Le graphe
de f est une partie de l’ensemble noté X ˆY et il est indiqué par Graph f . Dans ce chapitre
X “ R et Y “ R, donc le graphe de f est contenu dans le plan cartésien.

Définition 10.7 (Fonction croissante, décroissante et monotone).
Soit f : R Ñ R une fonction définie sur un intervalle I Ă R.

(1) La fonction f est croissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ď fpyq. Elle
est strictement croissante si fpxq ă fpyq dès que x ă y.

(2) La fonction f est décroissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ě fpyq.
Elle est strictement décroissante si fpxq ą fpyq dès que x ă y.

(3) La fonction f est dite monotone sur I si elle est, soit croissante, soit décroissante, sur I.

Exemple 10.8.
La fonction x ÞÑ x2 est décroissante sur l’intervalle s´8, 0s et croissante sur l’intervalle r0,8r. Elle
n’est par contre ni croissante ni décroissante sur l’intervalle r´4, 3s. △

10.2 Application réciproque

10.2.1 Définitions

Les définitions d’injection, surjection, bijection et d’application réciproque sont les défini-
tions 7.186 et 7.187.

Exemple 10.9. (1) La fonction x ÞÑ x2 n’est pas une bijection de R vers R parce qu’il n’existe
aucun x tel que x2 “ ´1.

(2) Nous verrons un peu plus tard (12.387) que la fonction

f : r0,`8r Ñ r0,`8r
x ÞÑ x2 (10.1)

est une bijection. Notez que c’est la même fonction que celle de l’exemple précédent. Seul
l’intervalle sur lequel nous nous plaçons a changé.

(3) La fonction
f : R Ñ r0,8r

x ÞÑ x2 (10.2)

n’est pas une bijection parce qu’il existe plusieurs x pour lesquels fpxq “ 4.
En conclusion : il est très important de préciser les domaines des fonctions considérées. △

Remarque 10.10.
Dire que la fonction f : I Ñ J est bijective, c’est dire que l’équation fpxq “ y d’inconnue x peut
être résolue de façon univoque pour tout y P J .

Lemme 10.11.
Toute fonction strictement monotone sur un intervalle I est injective.

Exemple 10.12.
Trouvons la fonction réciproque de la fonction affine f : R Ñ R, x ÞÑ 3x ´ 2. Si y P R, le nombre
f´1pyq est la valeur de x pour laquelle fpxq “ y. Il s’agit donc de résoudre

3x´ 2 “ y (10.3)

par rapport à x. La solution est x “ y`2
3 et donc nous écrivons

f´1pyq “ y ` 2
3 . (10.4)

△
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10.2.2 Graphe de la fonction réciproque

Par définition le graphe de la fonction f est l’ensemble des points de la forme px, yq vérifiant
y “ fpxq. Afin de déterminer le graphe de la bijection réciproque nous pouvons faire le raisonnement
suivant.

Le point px0, y0q est sur le graphe de f
ô

La relation fpx0q “ y0 est vérifiée
ô

La relation x0 “ f´1py0q est vérifiée
ô

Le point py0, x0q est sur le graphe de f´1.

À retenir 10.13
Dans un repère orthonormal, le graphe de la bijection réciproque est obtenu à partir du graphe
de f en effectuant une symétrie par rapport à la droite d’équation y “ x.

Le dessin suivant montre le cas de la courbe de la fonction carré comparé à celle de la racine
carrée.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

10.3 Topologie sur l’ensemble des réels

Nous allons à présent donner la topologie sur R et ainsi résoudre les questions laissées en
suspens lors de la construction des réels, voir 1.399.

Afin de pouvoir étudier la topologie des espaces métriques, il faut connaître quelques propriétés
des réels, parce que nous allons étudier la fonction « distance » qui est une fonction continue à
valeurs dans les réels.

La valeur absolue de la définition 1.367(2) permet de définir une norme sur R.

Lemme 10.14.
L’application

x ÞÑ |x| (10.5)

est une norme 2 sur R.

Démonstration. Grâce au lemme 1.371 et à la remarque 1.372, on a, pour tous x, y, λ P R :
(1) |x| “ 0 implique x “ 0,

2. Définition 7.146.
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(2) |λx| “ |λ||x|,
(3) |x` y| ď |x| ` |y|,

et donc, les conditions de la définition 7.146 sont immédiatement vérifiées.

Définition 10.15 (Topologie sur R et sur Q).
Le lemme 10.14 donne une norme sur R et Q à partir de la valeur absolue. La définition 7.108
donne alors une structure d’espace topologique. Hors cas rarissimes qui seront signalés, nous uti-
liserons toujours cette topologie sur R et sur Q.

Proposition 10.16.
Les rationnels sont denses dans les réels 3.

Démonstration. Soient x P R et ϵ P R`. Nous devons prouver l’existence d’un rationnel dans
Bpx, ϵq. Le lemme 1.424 dit qu’il existe un rationnel dans sx´ϵ{2, x`ϵ{2r et donc dans Bpx, ϵq.
Proposition 10.17 ([1]).
Quel que soit le réel x, il existe une suite croissante de rationnels convergente vers x.

Démonstration. Soient x P R et δ P R ; comme x´ δ et x sont des réels, le lemme 1.424 donne un
élément qδ P Q tel que

x´ δ ă qδ ă x. (10.6)

Il suffit alors de pêcher parmi ces qδ pour trouver une suite croissante, et on montrera que cette
suite converge vers x.

Soit x0 un rationnel plus petit que x. Nous posons δ0 “ x´ x0 et ensuite :
"
δi “ x´ xi (10.7a)
xi`1 “ qδi{2 P Q. (10.7b)

Ainsi nous avons pour tout i les inégalités

xi “ x´ δi ă x´ δi
2 ă xi`1 ă x. (10.8)

La suite pxiq est donc une suite de rationnels, croissante et toujours plus petite que x. Mais nous
avons à chaque étape δi`1 ă δi

2 , ce qui implique que la suite des δi converge vers 0. Soit ϵ ą 0. Il
existe k0 tel que pour tout k ą k0, δk ă ϵ. Pour un tel k, nous avons alors

xk`1 P Bpx, δk2 q Ă Bpx, ϵq. (10.9)

Tous les xk, pour k ą k0 ` 1, sont tels que |x´ xk| ă ϵ : la suite des xk converge donc vers x.

10.3.1 Compacité pour les réels

Proposition 10.18.
Les parties compactes 4 de R sont fermées et bornées.

Démonstration. Prouvons d’abord qu’un ensemble compact est borné. Pour cela, supposons que
K est un compact non borné vers le haut 5.

Nous posons A0 “ s´8, 1r et An “ sn´ 1, n` 1r. Ces ouverts recouvrent R et donc K. Hélas
tout choix d’un nombre fini des An est borné, et ne recouvre donc pas K. Les tAiui“0,..., forment
un recouvrement de K par des ouverts dont on ne peut pas extraire un sous-recouvrement fini.

Cela prouve que K doit être borné.

3. Pour les topologies usuelles données en la définition 10.15.
4. Définition 7.73.
5. Nous laissons à titre d’exercice le cas où K est borné par le haut et pas par le bas.
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Pour prouver que K est fermé, nous allons prouver que le complémentaire est ouvert. Et pour
cela, nous allons prouver que si le complémentaire n’est pas ouvert, alors nous pouvons construire
un recouvrement de K dont on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini.

Si RzK n’est pas ouvert, il possède un point, disons x, tel que tout voisinage de x intersecte
K. Soit Bpx, ϵ1q, un de ces voisinages, et prenons k1 P K X Bpx, ϵ1q. Ensuite, nous prenons ϵ2
tel que k1 ne soit pas dans Bpx, ϵ2q, et nous choisissons k2 P K X Bpx, ϵ2q. De cette manière,
nous construisons une suite de ki P K tous différents et de plus en plus proches de x. Prenons
un recouvrement quelconque par des ouverts de la partie de K qui n’est pas dans Bpx, ϵ1q. Les
nombres ki ne sont pas dans ce recouvrement.

Nous ajoutons à ce recouvrement les ensembles O “ski, ki`1r. Le tout forme un recouvrement
(infini) par des ouverts dont il n’y a pas moyen de tirer un sous-recouvrement fini, pour exactement
la même raison que la première fois.

Théorème 10.19 (Borel-Lebesgue).
Un intervalle de R est compact si et seulement si il est de la forme ra, bs.
Démonstration. Tous les intervalles de R sont listés dans la proposition 1.447. Un compact est
fermé et borné (proposition 10.18). Donc les intervalles dont une borne est ˘8 ne sont pas com-
pacts. Parmi les intervalles sa, br, sa, bs, ra, br et ra, bs, seul le dernier est fermé. Nous avons prouvé
que si un intervalle est compact, alors il est de la forme ra, bs.

Nous prouvons à présent l’implication inverse : tous les intervalles de la forme ra, bs sont com-
pacts.

Soit Ω, un recouvrement du segment ra, bs par des ouverts, c’est-à-dire que

ra, bs Ď
ď

OPΩ
O. (10.10)

Nous notons par M le sous-ensemble de ra, bs des points m tels que l’intervalle ra,ms peut être
recouvert par un sous-ensemble fini de Ω. C’est-à-dire que M est le sous-ensemble de ra, bs sur
lequel le théorème est vrai. Le but est maintenant de prouver que M “ ra, bs.
M est non vide En effet, a P M parce qu’il existe un ouvert O P Ω tel que a P O. Donc O tout

seul recouvre l’intervalle ra, as.
M est un intervalle Soient m1, m2 P M . Le but est de montrer que si m1 P rm1,m2s, alors

m1 P M . Il y a un sous-recouvrement fini de l’intervalle ra,m2s (par définition de m2 P M).
Ce sous-recouvrement fini recouvre évidemment aussi ra,m1s parce que ra,m1s Ď ra,m2s,
donc m1 P M .

M est un ensemble ouvert Soit m P M . Le but est de prouver qu’il y a un ouvert autour de
m qui est contenu dans M . Admettons que Ω1 soit un sous-recouvrement fini qui contienne
l’intervalle ra,ms. Dans ce cas, on a un ouvert O P Ω1 tel que m P O. Tous les points de O
sont dans M , puisqu’ils sont tous recouverts par Ω1. Donc O est un voisinage de m contenu
dans M .

M est un ensemble fermé M est un intervalle qui commence en a, en contenant a, et qui finit
on ne sait pas encore où. Il est donc soit de la forme ra,ms, soit de la forme ra,mr. Nous
allons montrer que M est de la première forme en démontrant que M contient son supremum
s. Ce supremum est un élément de ra, bs, et donc il est contenu dans un des ouverts de Ω.
Disons s P Os. Soit c, un élément de Os strictement plus petit que s ; étant donné que s est
supremum de M , cet élément c est dans M , et donc on a un sous-recouvrement fini Ω1 qui
recouvre ra, cs. Maintenant, le sous-recouvrement constitué de Ω1 et de Os est fini et recouvre
ra, ss.

Nous pouvons maintenant conclure : le seul intervalle non vide de ra, bs qui soit à la fois ouvert et
fermé est ra, bs lui-même (proposition 7.67), ce qui prouve que M “ ra, bs, et donc que ra, bs est
compact 6.

6. Si vous n’aimez pas le coup du fermé et ouvert, le lemme 10.20 donne une autre preuve.
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Lemme 10.20 ([295]).
Si a ă b P R alors le segment ra, bs est compact 7.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de ra, bs par des ouverts. Nous posons

M “ tx P ra, bs tel que ra, xs admet un sous-recouvrement fini extrait de tOiuiPIu. (10.11)

Notre but est de prouver que b P M .
(i) a est dans M Le point a est naturellement dans un des Oi. L’intervalle ra, as est donc

recouvert par un seul des Oi.
(ii) M est un intervalle Soient m P M et m1 P ra,mr. Le sous-recouvrement fini qui recouvre

ra,ms recouvre a fortiori ra,m1s.
(iii) Les trois possibilités restantes À ce niveau de la preuve, il reste trois possibilités pour

M soit il est de la forme ra, cs ou ra, cr avec c ă b, soit il est de la forme ra, bs. Nous allons
maintenant éliminer les deux premiers cas.

(iv) Ce que M n’est pas D’abord M n’est pas de la forme ra, cr avec c ă b. Par l’absurde,
commençons par considérer Oi0 un ouvert du recouvrement qui contient c ; choisissons m P
Oi0 tel que m ă c. Alors m P M , et, si nous joignons Oi0 à un recouvrement fini de ra,ms
alors nous avons un recouvrement fini de ra, cs. On en déduit c P M .
Ensuite M n’est pas de la forme ra, cs avec c ă b. En effet si on a un recouvrement fini de
ra, cs par des ouverts, alors un de ces ouverts contient c et donc contient des éléments de
ra, bs plus grands que c.

Nous déduisons que M “ ra, bs et qu’il est possible d’extraire un sous-recouvrement fini recouvrant
ra, bs.
Lemme 10.21 ([1]).
Si K1 et K2 sont des compacts dans R alors K1 ˆK2 est compact dans R2.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de K1 ˆ K2 par des ouverts ; grâce au lemme 7.88
nous pouvons supposer que ce sont des carrés. Pour chaque x P K1, l’ensemble txuˆK2 est compact
et donc recouvert par un nombre fini des Oi. Soit Rx un ensemble fini des Oi recouvrant txu ˆK2.

Comme Rx est une collection finie de carrés, nous pouvons considérer mx, le minimum des
rayons. L’ensemble K1 est recouvert par les boules Bpx,mxq et il existe donc une collection finie
de txiuiPA tels que Bpxi,mxiq recouvre K1.

Alors tRxiuiPA recouvre K1 ˆK2 parce que Rxi recouvre l’ensemble Bpxi,mxiq ˆ tK2u.

Définition 10.22 (Partie inductive[296, 297]).
Soient a ă b dans R. Une partie S de ra, bs est inductive si

(1) a P S,
(2) Si a ď x ă b et si x P S alors il existe y ą x tel que rx, ys Ă S.
(3) Si a ă x ď b et si ra, xr Ă S, alors x P S.

Proposition 10.23 ([296]).
L’unique partie inductive 8 de ra, bs est ra, bs lui-même.

Démonstration. Le fait que ra, bs soit inductif dans ra, bs est immédiat. Nous prouvons que c’est
la seule. Soit S inductif dans ra, bs. Nous posons S1 “ ra, bszS. Si S1 est non vide, nous pouvons
considérer le nombre infpS1q.

(i) Nous avonsinfpS1q ą a D’abord nous savons que infpS1q ě a parce que S1 est une partie de
ra, bs. De plus, vu que a P S il existe y ą a tel que ra, ys Ă S. Donc S1 Ă sy, bs, de telle sorte
que infpS1q ě y ą a.

7. Définition 7.73
8. Définition 10.22.
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(ii) Si infpS1q P S Si infpS1q “ b alors S “ ra, bs et la preuve est faite. Supposons infpS1q ă b.
Le nombre infpS1q vérifie a ă infpS1q ă b et infpS1q P S. Il existe donc y ą infpS1q tel que
rinfpS1q, ys Ă S. Nous avons alors ra, ys Ă S et donc infpS1q ą y. Contradiction.

(iii) Si infpS1q P S1 Dans ce cas ra, infpS1qr Ă S, et vu que S est inductif, infpS1q P S, contradic-
tion.

Toutes les possibilités (à part S1 “ H) portant à des contradictions, nous déduisons que S1 “ H
et donc que S “ ra, bs.

10.3.2 Conséquence : les fermés bornés sont compacts

Théorème 10.24 (Théorème de Borel-Lebesgue).
Une partie d’un espace vectoriel normé réel de dimension finie est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Démonstration. Sens direct.

(i) Compact implique borné En effet si K est non borné dans E alors K contient une suite
pxnq avec }xn} ą n. Les boules Bipxi, 1

3q sont disjointes. On pose O0 “ AŤiBpxi, 1
5q, qui est

ouvert comme complément d’un fermé. Pour i ě 1 nous posons Oi “ Bpxi, 1
4q. Nous avons

K Ă
ď

iPN
Oi (10.12)

mais puisque xi est uniquement dans Oi, nous ne pouvons pas extraire de sous-recouvrement
fini.

(ii) Compact implique fermé C’est le lemme 7.90(2).

Sens réciproque.

(i) Un intervalle fermé et borné est compact dans R C’est le lemme 10.20.
(ii) Un produit de segments est compact Le produit de deux compacts de R est un com-

pact dans R2 par le lemme 10.21.
(iii) Un fermé et borné est compact Soit K fermé et borné. Puisque K est borné, il est

contenu dans un produit de segments. L’ensemble K est donc compact parce que fermé dans
un compact, lemme 7.90.

Exemple 10.25 (Compacité de la boule unité).
La boule unité fermée Bp0, 1q d’un espace vectoriel normé de dimension finie est compacte parce
que fermée et bornée. En dimension infinie, cela n’est plus le cas. Certes la boule unité est encore
fermée et bornée, mais elle n’est plus compacte. En effet nous allons donner un recouvrement par
des ouverts duquel il ne sera pas possible d’extraire un sous-recouvrement fini.

Autour de chacune des extrémités des vecteurs de base, nous considérons la boule Ai “ Bpei, 1
3q.

Ensuite nous considérons aussi l’ouvert

Bp0, 1qz
ď

i

Bpei, 1
4q. (10.13)

Le tout recouvre Bp0, 1q mais toutes les premières boules sont nécessaires. △

Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.261 nous permettra de prouver plus simplement la non
compacité en dimension infinie. Voir l’exemple 7.135.
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10.3.3 Suites et limites dans les réels

10.3.3.1 Limites, convergence

Proposition 10.26.
Une suite pxnq dans un espace vectoriel normé E est convergente 9 si et seulement si il existe un
élément ℓ P E tel que

@ε ą 0, DN P N tel que n ě N ñ }xn ´ ℓ} ă ε. (10.14)

Dans ce cas, ℓ est la limite de la suite pxnq.

Démonstration. En deux parties.
(i) Sens direct Si xn Ñ ℓ et si ϵ ą 0 il existe Nϵ tel que pour tout n ě N nous avons xn P Bpℓ, ϵq

(parce que cette boule est un ouvert contenant ℓ). Considérant la définition d’une boule, cette
condition s’écrit bien }xn ´ ℓ} ă ϵ.

(ii) Sens inverse Dans l’autre sens, soit O un ouvert contenant ℓ. Par définition de la topologie,
il existe ϵ ą 0 tel que Bpℓ, ϵq Ă O. La condition (10.14) nous assure qu’il existe Nϵ tel que
pour tout n ě Nϵ nous ayons

xn P Bpℓ, ϵq Ă O, (10.15)

ce qui assure que la suite pxnq converge vers ℓ pour la topologie métrique de E.

Une façon équivalente d’exprimer le critère (10.14) est de dire que pour tout ϵ positif, il existe
un rang N P R tel que l’intervalle rℓ´ ϵ, ℓ` ϵs contient tous les termes xn au-delà de N .

Il est à noter que le rang N dont il est question dans la définition de suite convergente dépend
de ϵ.

10.3.4 Opérations sur les limites

Proposition 10.27 ([1]).
Soient des suites à valeurs réelles paiq et pbjq. Si elles sont convergentes, alors la suite ab est
convergente et `

lim
i
ai
˘`

lim
j
bj
˘ “ lim

i
paibiq. (10.16)

Démonstration. Nous nommons a et b les limites des suites paiq et pbjq. Soit ϵ ą 0 ainsi que i P N.
Nous avons la majoration

|aibi ´ ab| ď |aibi ´ aib| ` |aib´ ab| (10.17a)
ď |ai||bi ´ b| ` |b||ai ´ a|. (10.17b)

Comme la suite paiq est convergente, elle est bornée 10. Nous pouvons donc majorer |ai| par R ą 0
qui ne dépend pas de i. Soit η ą 0 tel que pR ` bqη ă ϵ. Alors en prenant i assez grand pour que
|bi ´ b| ă η et |ai ´ a| ă η, nous avons bien

|aibi ´ ab| ď pR ` bqη ă ϵ. (10.18)

Proposition 10.28.
Soient des suites pxnq et pynq dans un espace vectoriel normé E. Si xn EÝÑ x et yn EÝÑ y, alors

xn ` yn
EÝÑ x` y. (10.19)

9. Définition 7.13.
10. Par 7.111. Attention : soyez capable d’adapter au cas présent.
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Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous considérons N tel que si n ě N , alors }xn´x} ď ϵ et }yn´y} ď ϵ.
En utilisant l’inégalité 7.146(4),

}xy ` yn ´ px` yq} ď }xn ´ x} ` }yn ´ y} ď 2ϵ. (10.20)

Donc la suite pxn ` ynq converge vers x` y.

Lemme 10.29.
La fonction

f : RˆR Ñ R

px, yq ÞÑ x` y
(10.21)

est continue.

Démonstration. Pour rappel, la topologie considérée sur Rn est celle de la définition 7.202. En
vertu de la proposition 7.231, il est suffisant de prouver la continuité séquentielle. Soit donc une
suite convergente

pxn, ynq RˆRÝÑ px, yq. (10.22)

Nous devons prouver que
fpxn, ynq RÝÑ fpx, yq. (10.23)

La proposition 7.59 nous permet de déduire la convergence composante par composante : xn RÝÑ x

et yn RÝÑ x. En permutant somme et limite (proposition 10.28) nous avons le calcul

fpxn, ynq “ xn ` yn
RÝÑ x` y “ fpx, yq. (10.24)

D’où la convergence demandée.

10.3.5 Exemples

Lemme 10.30.
Quelques suites usuelles.

(1) La suite xn “ 1
n converge vers 0.

(2) La suite xn “ p´1qn ne converge pas.

10.3.6 Limites infinies

Deux limites pour voir comment ça fonctionne.

Lemme 10.31.
Si r ą 1 nous avons :

(1) limnÑ8 rn “ 8.
(2) limnÑ8 rn

n “ 8.

Démonstration. Puisque r ą 1 nous pouvons écrire r “ 1 ` δ avec δ ą 0. La formule du binôme
de Newton (3.76) nous donne

p1 ` δqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
δk ą

ˆ
n

1

˙
δ “ nδ. (10.25)

La proposition 1.423 (R est archimédien) nous indique que nδ est arbitrairement grand lorsque n
est grand, quelle que soit δ ą 0. Cela finit la preuve de la première limite.

Pour la seconde, nous posons an “ rn

n . Nous avons

an`1
an

“ n

n` 1r. (10.26)
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Comme n
n`1 Ñ 1, la suite n

n`1r tend vers r ą 1, et en particulier pour tout δ ą 0 tel que r ą 1 ` δ,
il existe N P N tel que, pour tout n ą N ,

n

n` 1r ą 1 ` δ. (10.27)

Soit maintenant k P N. En utilisant un produit télescopique,

aN`k “ aN
aN`1
aN

aN`2
aN`1

¨ ¨ ¨ aN`k
aN`k´1

ą aN p1 ` δqk´1. (10.28)

Or p1 ` δqk´1 tend vers 8 lorsque k Ñ 8 par le premier point. Donc nous avons limnÑ8 rn{n “
8.

Définition 10.32.
Nous disons que deux suites punq et pvnq sont équivalentes si il existe une application α : N Ñ R

telle que
(1) pour tout n à partir d’un certain rang, un “ vnαpnq
(2) αpnq Ñ 1.

10.3.7 Suites croissantes et bornées

Une suite est dite contenue dans un ensemble A si xn P A pour tout n. Une suite est bornée
supérieurement si il existe un M tel que xn ď M pour tout n. De la même manière, la suite est
bornée inférieurement si il existe un m tel que xn ě m pour tout n.

Le lemme suivant est souvent utilisé pour prouver qu’une suite est convergente. Une version
pour les fonctions f : R Ñ R sera la proposition 12.39.

Lemme 10.33 ([1]).
Une suite croissante et bornée supérieurement converge. Une suite décroissante bornée inférieure-
ment est convergente.

Démonstration. Supposons que pxnq soit une suite croissante non convergente. En particulier, par
le théorème 7.258, cette suite n’est pas de Cauchy et il existe ϵ ą 0 tel que pour tout N P N, il
existe p ą N vérifiant

|xp ´ xN | ą ϵ. (10.29)
Vu que p ą N , et vu que la suite est croissante, nous pouvons récrire cette condition sous la forme
xp ě xN ` ϵ.

Nous définissons ainsi une application p : N Ñ N telle que

xppNq ą xN ` ϵ. (10.30)

Une telle application n’est pas du tout unique, mais nous en considérons une telle.
Il est vite vu par récurrence que

xpkp0q ě x0 ` kϵ. (10.31)
La suite n ÞÑ xpnp0q est donc une sous-suite qui tend vers l’infini. Or cela n’est pas possible

parce que la suite pxnq est bornée. Donc contradiction, donc pxnq est convergente.

Une erreur courante est de croire que la borne est la limite : le lemme n’affirme pas ça. Par
contre il est vrai que la borne donne . . .hum . . .une borne inférieure (ou supérieure) pour la limite.

Proposition 10.34.
Une suite pxnq dans Rm est convergente dans Rm si et seulement si les suites de chaque composante
sont convergentes dans R. Dans ce cas nous avons

lim xn “
´

limpxnq1, limpxnq2, . . . , limpxnqm
¯

(10.32)

où pxnqk dénote la k-ième composante de pxnq.
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Exemple 10.35.
La suite xn “ ` 1

n , 1 ´ 1
n

˘
converge vers p0, 1q dans R2. En effet, en utilisant la proposition 10.34,

nous devons calculer séparément les limites

lim 1
n

“ 0

lim
`
1 ´ 1

n

˘ “ 1.
(10.33)

△

Exemple 10.36.
Étant donné que la suite p´1qn n’est pas convergente, la suite xn “ `p´1qn, 1

n

˘
n’est pas convergente

dans R2. △

10.3.8 Suites adjacentes

Définition 10.37 ([298]).
Les suites panq et pbnq sont adjacentes si l’une est croissante, l’autre décroissante et si an´bn Ñ 0.

Théorème 10.38 (Théorème des suites adjacentes).
Nous considérons des suites adjacentes panq et pbnq avec panq croissante et pbnq décroissante. Alors

(1) bn ě an pour tout n,
(2) an ď bq pour tout n et q. C’est-à-dire que toute la suite a est plus petite que toute la suite b.
(3) les suites a et b sont convergentes,
(4) les suites a et b convergent vers la même limite, notée ℓ,
(5) nous avons an ď ℓ ď bn pour tout n.

Démonstration. La suite n ÞÑ bn ´ an est décroissante parce que bn ´ an ě bn`1 ´ an`1. Comme
en plus ba ´ an Ñ 0 nous avons

bn ´ an ě 0 (10.34)

pour tout n P N. De plus an ď b0 pour tout n parce que si aN ą b0 alors, b étant décroissante,
aN ą b0 ě bN qui est contraire à ce que nous venons de prouver. La suite a étant croissante et
majorée, elle est convergente 11 ; notons ℓ sa limite.

La suite b peut maintenant être écrite par

bn “ pbn ´ anq ` an (10.35)

qui est une somme de deux suites convergentes. Elle est donc convergente et sa limite est la somme
des limites 12, donc

lim
nÑ8 bn “ lim

nÑ8pbn ´ anq ` lim
nÑ8 an “ 0 ` ℓ “ ℓ. (10.36)

Voilà. Donc les suites a et b convergent et ont la même limite.
Pour tout n, q P N nous avons l’inégalité an ď bq. En prenant la limite n Ñ 8 nous trouvons

ℓ ď bq (10.37)

pour tout q. Et de la même façon, bn ě aq donne ℓ ě aq. L’un avec l’autre donne

aq ď ℓ ď bq (10.38)

pour tout q P N.
11. Proposition 10.33.
12. Proposition 10.28.
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Proposition 10.39 ([299]).
Soit une suite panq dans R. Nous supposons que les suites extraites pa2nq et pa2n`1q convergent
vers la même limite notée ℓ.

Alors an Ñ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Il existe N1 tel que |a2n ´ ℓ| ď ϵ dès que n ě N1. Il existe également
N2 dès que |a2n`1 ´ ℓ| ď ϵ dès que n ě N2.

Nous posons N “ maxt2N1, 2N2 ` 2u et nous avons, pour tout n ě N :

|an ´ ℓ| ď ϵ, (10.39)

c’est-à-dire que a Ñ ℓ.

10.3.9 Limite supérieure et inférieure

Lemme-Définition 10.40.
Soit panq une suite dans R̄. Les limites suivantes existent dans R̄

lim sup
nÑ8

an “ lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘

(10.40)

et
lim inf
nÑ8 an “ lim

nÑ8
`

inf
kěn ak

˘
. (10.41)

Elles sont nommées limite supérieure et limite inférieure de la suite panq.

Démonstration. Pour la limite supérieure, l’ensemble des k ě n est de plus en plus petit lorsque
n grandit. Donc les ensembles An “ tak tel que k ě nu sont emboîtés et la suite n Ñ supAn est
une suite décroissante. Elle a donc une limite dans R̄.

10.41.
En ce qui concerne les suites d’ensembles, utiles en théorie des probabilités, nous définissons de
même. Si les An sont des parties d’un ensemble Ω, nous définissons la limite supérieure et la
limite inférieure de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (10.42)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (10.43)

Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P An pour une infinité de nu. (10.44)

Lemme 10.42.
Nous avons les formules pratiques suivantes :

lim sup an “ inf
ně1

`
sup
kěn

ak
˘

(10.45a)

lim inf an “ sup
ně1

`
inf
kěn ak

˘
. (10.45b)

Démonstration. La suite n ÞÑ supkěn ak est une suite décroissante, donc la limite est l’infimum.
Même argument pour l’autre.

Lemme 10.43.
La suite panq dans R converge si et seulement si

lim sup an “ lim inf an. (10.46)

Dans ce cas, lim an “ lim sup an “ lim inf an.
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Démonstration. Nous commençons par supposer que lim sup an “ lim inf an “ l, et nous prouvons
que lim an existe et vaut l. Soit ϵ ą 0. Il existe N tel que si n ě N nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ă ϵ (10.47)

et ˇ̌
inf
kěn ak ´ l

ˇ̌ ă ϵ. (10.48)

Si i ě N , alors 13 ai ď supkěN pakq ď ℓ`ϵ, et ai ě infkěN pakq ě ℓ´ϵ. Cela signifie que an P Bpl, ϵq,
c’est-à-dire ak Ñ l par la proposition 10.26.

Dans l’autre sens, nous supposons que limn an “ l et nous prouvons que la limite supérieure
est égale à l 14. Soit ϵ ą 0 et Nϵ tel que |an ´ l| ă ϵ pour tout n ě Nϵ. Si n ě Nϵ nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ď ϵ (10.49)

et donc la limite de supkěn ak lorsque n Ñ 8 est bien l.

Lemme 10.44.
Soit une suite paiq dans R. Notons L “ lim supipaiq. Pour tout ϵ ą 0, l’ensemble

Sϵ “ tn P N tel que an ě L` ϵu (10.50)

est fini.

Démonstration. Nous y allons par récurrence. Juste pour le sport, nous allons au passage montrer
en détail comment on utilise le théorème 1.45.

Supposons que Sϵ est infini. Alors pour tout n, la partie Sϵzt0, . . . , nu est non vide (lemme
1.122) et nous pouvons considérer l’application

g : Sϵ Ñ Sϵ

n ÞÑ min
`
Sϵzt0, . . . , nu˘. (10.51)

Nous prenons b ą 1 dans Sϵ et considérons la fonction f : N Ñ Sϵ donnée par le théorème 1.45.
L’application f est strictement croissante parce que fpn` 1q “ g

`
fpnq˘ P Nzt0, . . . , fpnqu. En

particulier fpnq ą n parce que nous avons décidé de commencer avec fp0q “ b ą 1.
Nous sommes maintenant armés pour contredire la définition 10.40 de la limite supérieure. Soit

n P N. Vu que fpnq P Sϵ nous avons
afpnq ě L` ϵ, (10.52)

et donc supkěn ak ě afpnq ě L` ϵ parce que fpnq ě n.
Nous avons prouvé que supkěn ak ě L` ϵ pour tout n, donc

lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘ ě L` ϵ ą L. (10.53)

Voila. Donc si Sϵ est infini, lim supi ai ě L` ϵ ą L.

Lemme 10.45.
Si panq est une suite réelle,

lim sup
nÑ8

panq “ ´ lim inf
nÑ8 p´anq. (10.54)

Démonstration. En utilisant le lemme 1.444, nous avons

lim suppanq “ lim
nÑ8

´
sup
kěn

pakq
¯

“ lim
nÑ8

´
´ inf
kěnp´akq

¯
“ ´ lim infp´anq. (10.55)

13. Voir le lemme 1.373(1).
14. Je vous laisse faire la démonstration correspondante pour la limite inférieure. Contactez-moi si ça pose un

problème.
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10.3.10 Ouverts, voisinage, topologie

Lorsque x P E, nous rappelons qu’un voisinage 15 de x est n’importe quel sous-ensemble de E
qui contient une boule ouverte centrée en x. La proposition 7.8 nous dit qu’un ensemble est ouvert
si il contient un voisinage de chacun de ses points. Au passage, rappelons que l’ensemble vide est
ouvert.

Pour rappel, la proposition 7.109 dit que l’ensemble des boules ouvertes d’un espace métrique
génère la topologie de l’espace.

Nous rappelons qu’une partie A d’un espace métrique est dite bornée 16 si il existe une boule 17

qui contient A.
Mais revenons à R. . .

Lemme 10.46.
Une partie ouverte de R ne contient pas son supremum.

Démonstration. Soit O, un ensemble ouvert et s, son supremum. Si s était dans O, on aurait un
voisinage B “ Bps, rq de s contenu dans O. Le point s ` r{2 est alors à la fois dans O et plus
grand que s, ce qui contredit le fait que s soit un supremum de O.

Par le même genre de raisonnement, on montre que l’union et l’intersection de deux ouverts,
sont encore des ouverts.

Remarque 10.47.
L’intersection d’une infinité d’ouverts n’est pas spécialement un ouvert comme le montrent les
parties tOkukPN˚ donnés par

Ok “s1, 2 ` 1
k

r. (10.56)

Tous les ensembles Ok contiennent le point 2 qui est donc dans l’intersection. Mais nous allons
montrer que pour tout ϵ ą 0, il existe n tel que 2 ` ϵ R On. Il suffit de prendre n tel que 1

n ă ϵ
(lemme 1.424(2)).

Proposition 10.48.
Quelles que soient les parties A et B de R, nous avons

suppAXBq ď supA ď suppAYBq. (10.57)

Démonstration. En deux parties.
(i) suppAXBq ď suppAq Soit s “ suppAq. En particulier, s est un majorant de A. Si x P AXB,

alors x P A et s ě x. Donc s est également un majorant de A X B. Le lemme 1.443 conclut
que s ě suppAXBq.

(ii) suppAq ď suppAYBq Soit s “ suppAYBq. Par définition, s est un majorant de AYB. A
fortiori, s est un majorant de A et donc est plus grand ou égal à suppAq.

10.3.11 Intervalles et connexité

Nous allons déterminer tous les sous-ensembles connexes 18 de R. Pour cela nous relisons
d’abord la notion d’intervalle donnée en 1.20 ainsi que la proposition 1.447 qui liste tous les
intervalles de R. La partie I Ă R est un intervalle si pour tout a, b P I, tout nombre entre a et
b est également dans I. Cette définition englobe tous les exemples connus d’intervalles ouverts,
fermés avec ou sans infini : ra, bs, ra, br, s ´ 8, as, . . .L’ensemble R lui-même est un intervalle.

15. Définition 7.4.
16. Définition 7.130.
17. À titre d’exercice, convainquez-vous que l’on peut dire boule ouverte ou fermée au choix sans changer la

définition.
18. Définition 7.63.
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Si I est un intervalle, les nombres infpIq et suppIq 19 sont les extrémités de I.

Définition 10.49.
Étant donnés deux points a et b dans Rp on appelle segment d’extrémités a et b, et on note ra, bs,
l’image de r0, 1s par l’application s : r0, 1s Ñ Rp, sptq “ p1 ´ tqa` tb. On pose sa, br“ s ps0, 1rq, et
sa, bs “ s ps0, 1sq.

Il faut observer que le segment ra, bs est une courbe orientée : certes en tant que ensembles,
ra, bs “ rb, as, mais si nous regardons la fonction de t correspondante à rb, as, nous voyons qu’elle
va dans le sens inverse de celle qui correspond à ra, bs. Nous approfondirons ces questions lorsque
nous parlerons d’arcs paramétrés autour de la section 21.7.

Le segment rb, as est l’image de l’application r : r0, 1s Ñ Rp donnée par rptq “ p1 ´ tqb` ta.

Proposition 10.50.
Une partie de R est connexe si et seulement si c’est un intervalle 20.

Démonstration. La preuve est en deux parties. D’abord nous démontrons que si un sous-ensemble
de R est connexe, alors c’est un intervalle ; et ensuite nous démontrons que tout intervalle est
connexe.

Afin de prouver qu’un ensemble connexe est toujours un intervalle, nous allons prouver que si
un ensemble n’est pas un intervalle, alors il n’est pas connexe. Prenons A, une partie de R qui
n’est pas un intervalle. Il existe donc a, b P A et un x0 entre a et b qui n’est pas dans A. Comme le
but est de prouver que A n’est pas connexe, il faut couper A en deux ouverts disjoints. L’élément
x0 qui n’est pas dans A est le bon candidat pour effectuer cette coupure. Prenons M , un majorant
de A et m, un minorant de A, et définissons

O1 “sm,x0r
O2 “sx0,M r.

Si A n’a pas de minorant, nous remplaçons la définition de O1 par s ´ 8, x0r, et si A n’a pas
de majorant, nous remplaçons la définition de O2 par sx0,8r. Dans tous les cas, ce sont deux
ensembles ouverts dont l’union recouvre tout A. En effet, O1 Y O2 contient tous les nombres entre
un minorant de A et un majorant sauf x0, mais on sait que x0 n’est pas dans A. Cela prouve que
A n’est pas connexe.

Jusqu’à présent nous avons prouvé que si un ensemble n’est pas un intervalle, alors il ne peut
pas être connexe. Pour remettre les choses à l’endroit, prenons un ensemble connexe, et demandons-
nous si il peut être autre chose qu’un intervalle ? La réponse est non parce que si il était autre
chose, il ne serait pas connexe.

Prouvons à présent que tout intervalle est connexe. Pour cela, nous refaisons le coup de la
contraposée. Nous allons donc prendre une partie A de R, supposer qu’elle n’est pas connexe et
prouver qu’elle n’est alors pas un intervalle. Nous avons deux ouverts disjoints O1 et O2 tels que
A Ă O1 Y O2. Notons A1 “ A X O1 et A2 “ A X O2 ; et prenons a P A1 et b P A2. Pour fixer les
idées, on suppose que a ă b. Maintenant, le jeu est de montrer qu’il existe un point x0 entre a et
b qui ne soit pas dans A (cela montrerait que A n’est pas un intervalle). Nous allons prouver que
c’est le cas du point

x0 “ suptx P O1 tel que x ă bu.
Étant donné que l’ensemble A “ tx P O1 tel que x ă bu est ouvert 21, le point x0 n’est pas dans
l’ensemble par le lemme 10.46. Nous avons donc

— soit x0 n’est pas dans O1,
— soit x0 ď b,

19. Qui existent par la proposition 1.442, quitte à poser ˘8 comme infimum et supremum lorsque I n’est pas
borné.

20. Définition 1.20.
21. C’est l’intersection entre l’ouvert O1 et l’ouvert tx tel que x ă bu.
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— soit les deux en même temps.

Nous allons montrer qu’un tel x0 ne peut pas être dans A. D’abord, remarquons que sup A ď sup O1
parce que A est une intersection de O avec quelque chose. Ensuite, il n’est pas possible que x0 soit
dans O2 parce que tout élément de O2 possède un voisinage contenu dans O2. Un point de O2 est
donc toujours strictement plus grand que le supremum de O1.

Maintenant, en remarquant que si x0 ď b, alors x0 “ b sinon b serait un majorant de A plus
petit que x0, ce qui n’est pas possible puisque x0 est le supremum de A et donc le plus petit
majorant. Oui mais si x0 “ b, c’est que x0 P O2, ce qu’on vient de montrer être impossible. Nous
voilà déjà débarrassés des deuxièmes et troisièmes possibilités.

Si la première possibilité est vraie, alors x0 n’est pas dans A parce qu’on a aussi prouvé que
x0 R O2. Or n’être ni dans O1 ni dans O2 implique de ne pas être dans A. Ce point x0 “ sup A est
donc hors de A.

Oui, mais comme a P A, on a obligatoirement x0 ě a. Mais par construction, on a aussi x0 ď b
(ici, l’inégalité est même stricte, mais ce n’est pas important). Donc

a ď x0 ď b

avec a, b P A, et x0 R A. Cela finit de prouver que A n’est pas un intervalle.

Le lemme suivant dit que si on recouvre un intervalle avec des ouverts, alors on peut ordonner
ces ouverts de telle sorte qu’ils s’enchainent bien : on peut sauter de l’un à l’autre en passant par
les intersections. C’est donc un lemme qui permet de passer du local au global.

Lemme 10.51.
Soient un intervalle I de R ainsi qu’un recouvrement tOiui“1,...,n de I par des ouverts connexes
tels que Oi X I ‰ H pour tout i 22. Alors il existe une bijection ψ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu telle que

(1)
mď

i“1
Oψpiq (10.58)

est connexe pour tout m.
(2)

Oψpmq X
m´1ď

i“1
Oψpiq ‰ H. (10.59)

Démonstration. Nous allons construire ψ par récurrence ; plus précisément nous allons construire
des applications ψk : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu telle que

(1) ψk est injective.
(2) Si i ď k alors ψkpiq “ ψipiq.
(3) La partie

mď

i“1
Oψkpiq (10.60)

est connexe pour tout m ď k.
(4) Nous avons

Oψkpmq X
m´1ď

i“1
Oψkpiq ‰ H (10.61)

pour tout m ď k.

22. Il est cependant possible que les Oi ne soient pas inclus dans I.
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Nous commençons en douceur par

ψ1 : t1u Ñ t1, . . . , nu
1 ÞÑ 1.

(10.62)

Ai-je besoin de vous prouver que c’est injectif ?
Nous supposons que les applications ψi sont correctement définies pour i ď k, et nous construi-

sons ψk`1. Nous posons

A “ ψk
`t1, . . . , ku˘ (10.63a)

B “ t1, . . . , nuzA (10.63b)

P “
kď

i“1
Oψkpiq (10.63c)

Q “
nď

i“k`1
Oψkpiq (10.63d)

En tant qu’unions d’ouverts, les parties P et Q sont ouvertes dans R. Elles recouvrent l’intervalle
I qui est connexe par la proposition 10.50. De plus P X I ‰ H et QX I ‰ H ; donc, par définition
de la connexité nous avons P XQ ‰ H.

Il existe donc i0 P B tel que P X Oi0 ‰ H. Nous posons

ψk`1 : t1, . . . , k ` 1u Ñ t1, . . . , nu

i ÞÑ
#
ψkpiq si i ‰ k ` 1
i0 si i “ k ` 1.

(10.64)

Vérifions que ce ψk`1 vérifie les conditions.
(1) ψk`1 est injective. Soient i, j tels que ψk`1piq “ ψk`1pjq. Si i “ k ` 1 et j ‰ k ` 1 alors

ψk`1piq “ i0 P B, alors que ψk`1pjq “ ψkpjq P A. Donc le cas i “ k ` 1, j ‰ k ` 1 n’est pas
possible.
Si i, j ‰ k ` 1, alors ψk`1piq “ ψkpiq et ψk`1pjq “ ψkpjq. L’injectivité de ψk implique que
i “ j.

(2) Si i ď k, nous avons ψk`1piq “ ψkpiq “ ψipiq en utilisant la récurrence.
(3) Nous séparons les cas m “ k`1 et m ‰ k`1. Si m ‰ k`1 alors tous les ψk`1 dans (10.60) 23

sont des ψk et la récurrence fonctionne. Si m “ k ` 1 alors

k`1ď

i“1
Oψk`1piq “

kď

i“1
Oψkpiq Y Oψk`1pk`1q “ P Y Oi0 . (10.65)

Le nombre i0 a été choisi pour avoir Oi0 X P ‰ H. Comme Oi0 et P sont des connexes, la
proposition 7.69(1) implique que P Y Oi0 est connexe.

(4) Encore une fois, si m ‰ k ` 1, tous les ψk`1 de (10.61) deviennent des ψk et la récurrence
fonctionne. Avec m “ k ` 1 nous avons

Oψk`1pk`1q X
kď

i“1
Oψk`1piq “ Oi0 X P. (10.66)

Cette intersection est non vide, par choix du i0.
Quand tous les ψk (k “ 1, . . . , n) sont construits, en posant ψ “ ψn nous avons le résultat annoncé.

23. Nous sommes en train de parler de cette équation avec k ` 1 au lieu de k, parce que nous sommes dans un
processus de récurrence. Il est donc normal de dire qu’il y a des ψk`1 dans cette équation.
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Théorème 10.52 (Théorème des bornes atteintes).
Une fonction à valeurs réelles continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

C’est-à-dire qu’il existe x0 P K tel que fpx0q “ inftfpxq tel que x P Ku ainsi que x1 tel que
fpx1q “ suptfpxq tel que x P Ku.

Démonstration. Soient un espace topologique compact K et une fonction continue f : K Ñ R.
Alors le théorème 7.195 indique que fpKq est compact. Par conséquent fpKq est un fermé borné
de R par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24. Puisque fpKq est borné, la fonction f est bornée.

De plus fpKq étant fermé, son infimum est un minimum et son supremum est un maximum :
il existe x P K tel que fpxq “ sup fpKq et il existe y P K tel que fpyq “ inf fpKq.

Le théorème suivant est essentiellement inutile pour les raisons suivantes :
— Il est un cas particulier du théorème 7.134 qui donne pour tout espace métrique, l’équivalence

entre la compacité et la compacité séquentielle.
— Il est un cas particulier du théorème 7.261 qui le donne pour tous les espaces compacts.

Bref, nous ne le laissons que pour le lecteur qui n’aurait pas en tête d’autres définitions de « com-
pact » à part « fermé borné ».

Théorème 10.53 (Théorème de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite contenue dans un compact de Rm admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Nous rappelons qu’une partie compacte de Rm est fermée et bornée par le théo-
rème de Borel-Lebesgue 10.24.

Soit pxnq une suite contenue dans une partie bornée de Rm. Considérons panq, la suite réelle
des premières composantes des éléments de pxnq : pour chaque n P N, le nombre an est la première
composante de xn. Étant donné que la suite pxnq est bornée, il existe un M tel que }xn} ă M . La
croissance de la fonction racine carrée donne

|an| ď }xn} ď M. (10.67)

La suite panq est donc une suite réelle bornée et donc contient une sous-suite convergente par le
théorème correspondant dansR : 7.134. Soit aI1 une sous-suite convergente de an. Nous considérons
maintenant xI1 , c’est-à-dire la suite de départ dont on a enlevé tous les éléments qu’il faut pour
qu’elle converge en ce qui concerne la première composante.

Si nous considérons la suite bI1 des secondes composantes de xI1 , nous en extrayons, de la
même façon que précédemment, une sous-suite convergente, c’est-à-dire que nous avons un I2 Ă I1
tel que bI2 est convergent. Notons que aI2 est une sous-suite de la (sous) suite convergente xI1 , et
donc aI2 est encore convergente.

En continuant ainsi, nous construisons une sous-sous-sous-suite xI3 telle que la suite des troi-
sièmes composantes est convergente. Lorsque nous avons effectué cette procédure m fois, la suite
xIm est une suite dont toutes les composantes convergent, et donc est une suite convergente par la
proposition 10.34.

Le tableau suivant donne un petit schéma de la façon dont nous procédons. Les ‚ sont les
éléments de la suite que nous gardons, et les ˆ sont ceux que nous « jetons ».

xN ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ . . .
xI1 ˆ ‚ ‚ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ‚ . . .
xI2 ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ˆ . . .
...
xIm ˆ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ . . .

(10.68)

La première ligne, xN, est la suite de départ.

Corolaire 10.54.
Si une suite est croissante et bornée alors elle est convergente.
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Démonstration. Nous nommons pxnq la suite et nous prenons un majorant M . Toute la suite est
alors contenue dans le compact rx0,M s, ce qui donne une sous-suite pxαpnqq convergente par le
théorème de Bolzano-Weierstrass 7.261. Si ℓ est la limite de cette sous-suite alors nous avons
ℓ ě xn pour tout n.

Pour tout ϵ ą 0 il existe K tel que si n ą K alors |ℓ ´ xαpnq| ă ϵ. Comme ℓ majore la suite
nous avons même

xαpnq ` ϵ ą ℓ. (10.69)

Puisque la suite est croissante pour tout m ą αpKq nous avons xm ` ϵ ą ℓ, ce qui signifie
|xm ´ ℓ| ă ϵ.

Nous aurons une version pour les fonctions croissantes et bornées en la proposition 12.59.
La proposition suivante dit que la notion d’ensemble non dénombrable ne prend pas réellement

de force entre R et Rn : il n’y a pas moyen de caser R dans Rn de façon à ce qu’il y tienne à son
aise.

Proposition 10.55.
Une partie non dénombrable de Rn possède un point d’accumulation 24.

Démonstration. Soit une partie A Ă Rn sans point d’accumulation. Nous allons prouver que A est
dénombrable.

Soient les compacts Kn “ Bp0, nq. La partie A X Kn est finie ; sinon elle aurait une partie en
bijection avec N (proposition 1.136) et donc une suite. Or une suite dans un compact possède un
point d’accumulation par le théorème 7.261.

Donc tous les A X Kn sont finis. Puisque A “ Ť
nA X Kn, l’ensemble A est une réunion

dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

10.3.12 Recouvrement par des intervalles ouverts

Soit un ensemble E et un ensemble A de parties de E. Soit A P A. Nous aimerions savoir quels
sont les éléments de A qui sont atteignables en partant de A et en ne « sautant » que d’intersection
en intersection.

Nous notons A “ tBiuiPI où I est un ensemble d’indices (un ensemble quelconque).

s1pAq “ ti P I tel que Bi XA ‰ Hu (10.70a)
σ1pAq “

ď

BPs1pAq
B. (10.70b)

Et ensuite :

sk`1pAq “ ti P I tel que Bi X σkpAq ‰ Hu (10.71a)
σk`1pAq “

ď

BPsk`1pAq
B (10.71b)

Lemme 10.56.
Soient un intervalle A de R et A “ tIiui“1,...,N un recouvrement de A par des intervalles ouverts.
Si I1 XA ‰ H alors

(1) σN “ σN`1

(2) A Ă σN pI1q.
Démonstration. Si σk`1 “ σk, alors tous les σk`l sont identiques. De plus si σk`1 ‰ σk, alors
σk`1 contient au moins un élément de plus que σk. Donc Cardpσkq ě k et en particulier N ď
CardpσN q ď N . Cela prouve le premier point.

24. Définition 7.30.
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L’ensemble σN pI1q est une union d’ouverts et est donc un ouvert. Quitte à renuméroter, nous
écrivons

σN pI1q “ I1 Y . . .Y In. (10.72)
L’ensemble

τ “
Nď

k“n`1
Ik (10.73)

est ouvert et est disjoint de σN pI1q parce que si Il (l ě n ` 1) intersectait σN pI1q, nous aurions
l P sN`1 ou encore Il Ă σN`1zσN .

Donc τ et σN sont deux ouverts disjoints qui recouvrent A. Puisque A est un intervalle, il
est connexe 25. Donc, soit A Ă τ , soit A Ă σN . Comme I1 X A ‰ H nous sommes dans le cas
A Ă σN .

Lemme 10.57.
Soit x P R. Si A “ tIsusPS est un ensemble d’intervalles contenant x, alors I “ Ť

sPS Is est un
intervalle 26.

Démonstration. Soient a, b P I (nous supposons a ă b). Nous devons prouver que ra, bs Ă I. Pour
cela nous considérons y P ra, bs ; il y a deux possibilités : soit y ă x soit y ą x (si y “ x alors
y P Is).

Si y ă x, alors a ď y ă x et donc y “P I. Si y ą x, alors x ă y ď b et y P I.

Proposition 10.58 ([300, 301]).
Un ouvert de R peut s’écrire comme union au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints.

Plus précisément, si O est un ouvert de R, il existe un ensemble F “ tIsusPS où
(1) Chaque Is est un intervalle ouvert contenu dans O,
(2) Pour s, t P S, si Is ‰ It, alors Is X It “ H.
(3) S est dénombrable,

Démonstration. Pour x P O, nous définissons Jx comme étant l’union de tous les intervalles ouverts
contenus dans O et contenant x. Les Jx ne sont pas vides parce qu’ils contiennent toujours une
boule centrée en x 27.

En tant qu’union d’intervalles, Jx est un intervalle par le lemme 10.57. De plus, Jx est ouvert
parce que toute union d’ouverts est ouverte 28.

Nous notons A l’ensemble des intervalles ouverts contenus dans O, et

Ax “ tI P A tel que x P Iu. (10.74)

(i) Si y P Jx, alors Jx “ Jy Puisque y P Jx, nous pouvons considérer J “ Ax X Ay. Nous avons

Jy “
ď

IPAy

I Ă
ď

IPAy

pI Y Jqloomoon
PAx

Ă
ď

IPAx

I “ Jx. (10.75)

L’inclusion dans l’autre sens s’obtient en écrivant la même équation en échangeant x et y.
(ii) Les Jx sont disjoints Nous prouvons à présent que pour x, y P O, nous avons Jx “ Jy ou

Jx X Jy “ H. En effet si a P Jx X Jy, alors Ja “ Jx et Ja “ Jy. Donc Jx “ Jy.
(iii) Dénombrable C’est le moment d’écrire F “ tJxuxPO. Comme tout intervalle contient au

moins un rationnel (proposition 10.16), nous avons aussi

F “ tJxuxPO “ tJquqPQXO. (10.76)

Cet ensemble F vérifie les conditions demandées.

25. Définition 7.63 et proposition 10.50.
26. Définition 1.20.
27. C’est la définition 7.98 de la topologie métrique.
28. C’est dans la définition 7.1 d’une topologie.
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10.4 Connexité par arcs

Définition 10.59.
Une partie A d’un espace topologique est connexe par arcs si pour tout a, b P A, il existe une
application continue γ : r0, 1s Ñ A telle que γp0q “ a et γp1q “ b.

10.60.
Un exemple d’ensemble connexe mais pas connexe par arcs est donné par la proposition 21.56.
L’idée de cet exemple est de construire un ensemble en deux parties reliées par un chemin de
longueur infinie.

Un espoir fou nous prend alors de croire que nous pouvons produire un exemple plus simple
avec R Y t`8u parce que, dans cet ensemble, 1 et `8 sont reliés par un chemin de longueur
infinie. La proposition 12.60 nous montrera que non.

Lemme 10.61.
Une partie connexe par arcs est connexe.

Beaucoup d’espaces connexe sont connexes par arcs. La proposition suivante couvre entre autres
le cas de tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé comme l’espace euclidien.

Proposition 10.62 ([302]).
Tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs.

Lemme 10.63.
Soient deux espaces topologiques E et F , et f : E Ñ F un homéomorphisme. E est connexe par
arcs 29 si et seulement si F l’est.

10.64.
Voici une idée de la preuve.

On montre en réalité que l’image d’un connexe par arcs par une application continue est un
connexe par arcs, ce qui implique chaque sens de l’équivalence de l’énoncé.

Soient p et q des points de F . Il existe un chemin reliant un antécédent de p et un antécédent
de q (dans E). L’image de ce chemin est un chemin reliant p et q (dans F ) puisque composé
d’applications continues.

Lemme 10.65.
Une sphère de Rn est connexe par arcs si n ą 1

10.66.
Une idée de la preuve.

On voit qu’un cercle est connexe par arcs car on a un paramétrage en sinus et cosinus. Pour
une sphère S de centre a en dimension n ą 2, on se donne p et q sur S et on définit P le plan
affine passant par a, p et q. Alors P X S est un cercle, donc on peut relier p à q par un chemin
dans cette intersection.

Pour voir sur une formule que P X S est un cercle, on peut écrire x´ a “ λpa´ pq ` µpa´ qq
l’équation (en x) du plan P , et |x´ a|2 “ R2 l’équation (en x) de la sphère. En injectant, on obtient
une équation du second degré en λ, µ qui se révèle être l’équation d’un cercle à une transformation
affine près.

Lemme 10.67.
Un ouvert connexe par arcs dans Rn (n ě 2) reste connexe par arcs même si on lui enlève un
point.

10.68.
Une idée de la preuve.

29. Définition 10.59
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En effet, soit U un tel ouvert connexe par arcs, et p un point de U . Soient x et y sur Uztpu.
Il existe un chemin γ de x à y. Si le chemin ne passe pas par p, c’est gagné. Si il passe par p,
on choisit une boule B fermée (de rayon non-nul) centrée en p qui ne contient ni x ni y. On note
E “ γ´1pBq Ă r0; 1s c’est un ensemble compact (fermé, par continuité de γ, et borné) dont on
regarde le maximum t̄ et le minimum t.

Il reste enfin à définir un chemin entre p et q par morceaux
(1) Les points p et γptq sont reliés par γ,
(2) Par connexité par arcs, il existe un chemin sur la sphère qui relie γptq à γpt̄q,
(3) et enfin γpt̄q et q sont reliés via γ ;

ce qui achève la construction d’un chemin continu entre p et q.

Pour conclure l’exercice, par l’absurde, on prend un voisinage connexe et ouvert V de 0 dans le
cône, homéomorphe à un ouvert connexe U de R2. Or V zt0u n’est pas connexe par arcs, alors que
l’ouvert dont on retire un point reste connexe par arcs. C’est impossible, donc l’homéomorphisme
n’existe pas, et le cône n’est pas une variété de dimension 2.

10.4.1 Des exemples

Exemple 10.69.
Nous étudions l’exemple suivant :

A1 “ tpx, yq P R2 | 2y2 ` 4y ` 2 ă x ď
a

4 ´ y2, y P r´1.5, 0.5ru. (10.77)

On commence par tracer la parabole x “ 2y2 `4y`2, la circonférence x2 `y2 “ 4 et les droites
y “ ´1.5 et y “ 1{2. On voit tout de suite que l’aire délimitée par les quatre courbes est donnée par
l’union de deux parties. Dans la première

a
4 ´ y2 ď x ď 2y2 ` 4y ` 2, y P r0, 0.5s et dans l’autre

2y2 ` 4y ` 2 ď x ď a
4 ´ y2, y P r´1.5, 0s. L’ensemble A1 est contenu dans la deuxième, 10.1.

L’intérieur de A1 est donné par IntpA1q “ tpx, yq P R2 | 2y2 `4y`2 ă x ă a
4 ´ y2, y Ps´1.5, 0ru,

et sa frontière est l’union de 3 morceaux de courbe ℓ1, ℓ2, ℓ3 :

ℓ1 “ tpx, yq |x “ 2y2 ` 4y ` 2, y P r´1.5, 0su
ℓ2 “ tpx, yq |x “

a
4 ´ y2, y P r´1.5, 0su

ℓ3 “ tpx, yq |x P r0.5,a7{4s y “ ´1.5u.
(10.78)

´1 1 2 3 4 5

´2

´1

1

Figure 10.1 –
△

Exemple 10.70.
Nous étudions

A3 “ NˆQ “ tpx, yq P R2 | x P N, y P Qu. (10.79)
L’ensemble A3 n’est pas ouvert, ni fermé, ni borné dans la topologie de R2. Le lemme 7.27 dit que
Q a un intérieur vide et sa fermeture est R. L’ensemble N, par contre est fermé et non borné. On
peut remarquer que tous les points de N sont points isolés. La fermeture de A3 est alors NˆR et
son intérieur est vide. On peut dessiner la fermeture de cet ensemble comme une famille de droites
verticales x “ n, pour tout n dans N. △
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Exemple 10.71.
Nous étudions l’ensemble

A3 “ tpt, 2tq P R2 | t P r0, 1s u. (10.80)
L’ensemble A3 est un petit segment de droite. Son intérieur est vide parce que toute boule

centrée en un point de la droite intersecte l’extérieur de la droite. Son adhérence et sa frontière
sont A3 lui-même parce que nous considérons les valeurs de t dans r0, 1s qui est un intervalle fermé.
Si l’intervalle avait été ouvert, l’adhérence et la frontière auraient été trouvés en fermant :

tpt, 2tq tels que t P r0, 1r u “ tpt, 2tq tels que t P r0, 1su (10.81)

Étant donné que son adhérence est égal à lui-même, cet ensemble est fermé (et donc pas ouvert).
Il est également borné parce qu’il est contenu dans une boule de rayon 3. △

Exemple 10.72.
Nous étudions l’ensemble

A4 “ QˆQ “ tpx, yq P R2 | x P Q, y P Qu. (10.82)

Dans R nous savons que Q̄ “ R, IntpQq “ H et BQ “ R parce que toute boule centrée en un
rationnel contient un irrationnel, et inversement, toute boule centrée en un irrationnel contient un
rationnel. Dans R2 nous avons le même phénomène parce dans la boule B

`pp, qq, r˘ avec pp, qq P
Q ˆQ, se trouvent en particulier les points de la forme pp, xq avec x P Bpq, rq Ă R. Évidement,
certains de ces x ne sont pas dans Q et par conséquent, la boule B

`pp, qq, r˘ contient les points
pp, xq R QˆQ.

De la même manière, si px, yq est un point de R2, dans toute boule centrée en px, yq, il y aura
un élément de Q2.

Par conséquent, IntpQˆQq “ H, QˆQ “ RˆR et BpQˆQq “ R2.
Il n’est ni ouvert ni fermé (parce qu’il n’est égal ni à son intérieur ni à sa fermeture). Il n’est

pas borné non plus parce qu’il existe des nombres rationnels arbitrairement grands. △

Exemple 10.73.
Nous étudions l’ensemble

A5 “ tpx, yq P R2 | x Ps0, 1r, sin 1
x

ă y ă 3u. (10.83)

La fonction x ÞÑ sinp 1
xq est une des fonctions dont le graphe doit être connu. La figure 10.2

montre la situation. Comme d’habitude, il est fortement recommandé de refaire le dessin soi-même.

‚

´1 1 2
´1

1

2

3

Figure 10.2 – Les points qui sont sur l’axe vertical entre 0 et 3 sont sur la frontière, mais pas
dans l’ensemble A5.

L’ensemble A5 est ouvert parce que les conditions x P s0, 1r et sin 1
x ă y ă 3 sont des conditions

« ouvertes » au sens où si un point les vérifient, alors on peut trouver une boule dans lequel ces
conditions restent vérifiées. Cela prouve que IntpA5q “ A5.
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La fermeture de A5 contient en outre les points tels que sin 1
x “ y entre x “ 0 et x “ 1 (les

bornes étant incluses) ainsi que les points des trois segments de droites suivants :

tp0, yq tels que y P r´1, 3su
tpx, 3q tels que x P r0, 1su

tp1, yq tels que y P rsinp1q, 3su.
(10.84)

La frontière est composée de ces trois segments et du graphe de la fonction sin 1
x entre 0 et 1.

L’ensemble A5 est borné parce qu’il est contenu par exemple dans la boule centrée en p0, 0q et
de rayon 10. Il est ouvert et donc pas fermé. △

Exemple 10.74.
Nous étudions l’ensemble

A6 “
ď

nPN0

tp 1
n
, yq | y P r0, 1s u. (10.85)

L’ensemble A6 est une union infinie de segments de droites verticaux, voir figure 10.3

‚

1

1

Figure 10.3 – Le segment sur l’axe vertical entre y “ 0 et y “ 1 fait partie de l’adhérence et de
la frontière, mais pas de l’ensemble A6 lui-même.

L’intérieur est vide parce qu’autour de tout réel de la forme 1
n , il y a un réel qui n’est pas de

cette forme. En ce qui concerne la frontière et l’adhérence, il s’agit de l’union de tous ces segments
plus le segment en x “ 0.

En effet, la boule de rayon r autour du point p0, yq contient le point p 1
n , yq avec n assez grand

pour que 1
n ă r. △

10.4.2 Quelques mots à propos de la droite réelle achevée

Définition 10.75.
La droite réelle achevée est l’ensemble R Y t˘8u où ˘8 sont deux nouveaux éléments. Nous
la notons R pour des raisons que nous verrons à peine plus bas.

Cette définition ne servirait à rien si nous n’y mettions pas une topologie pour positionner les
éléments ˘8 par rapport à ceux qui existaient déjà dans R.

Définition 10.76 (Topologie sur R̄).
La topologie sur R̄ est celle sur R à laquelle nous ajoutons les voisinages de ˘8 de la façon
suivante. Une partie V de R̄ est un voisinage de `8 si il existe m ą 0 tel que sm,`8s Ă V .

Le lemme suivant justifie la notation R pour la droite réelle achevée 30.

Lemme 10.77.
L’adhérence 31 de R dans R est R.

30. Notez que l’espace métrique R est déjà complet. Il ne s’agit donc pas d’une completion.
31. Définition 7.19.
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Démonstration. Il suffit de prouver que `8 et ´8 sont dans l’adhérence de R. Nous le faisons
pour `8. Ce n’est pas très compliqué : si A est un ouvert contenant `8, il contient une partie
de la forme sa,`8s, et donc contient des éléments de R.

Pour la suite nous utilisons la notation (pratique en probabilité)

tf ă au “ tx P S tel que fpxq ă au. (10.86)

10.5 Continuité
La définition de fonction continue est la définition 7.32. Dans le cas d’une fonction f : R Ñ R,

elle devient ceci.

Proposition 10.78.
Soient A Ă R et a P A. La fonction f : A Ñ R est continue 32 en a si et seulement si pour tout
ϵ ą 0, il existe un δ ą 0 tel que si x P Bpa, δq XA alors |fpxq ´ fpaq| ď ϵ.

Démonstration. En deux parties.
(i) Si f est continue Soit ϵ ą 0. L’ouvert W “ B

`
fpaq, ϵ˘ contient fpaq. La définition de la

continuité en a dit qu’il existe un ouvert V de A contenant a et tel que fpV q Ă B
`
fpaq, ϵ˘.

Vu que V est un ouvert de A 33, il contient une partie de la forme Bpa, δqXA pour un certain
δ ą 0. Pour ce δ, nous avons bien que fpxq P B`fpaq, ϵ˘ dès que x P Bpa, σq XA.

(ii) Si f dans l’autre sens Soit un ouvert W de R contenant fpaq. Nous avons un ϵ ą 0 tel
que B

`
fpaq, ϵ˘ Ă W . Il existe donc un δ ą 0 tel que

f
`
Bpa, δq XA

˘ Ă B
`
fpaq, ϵ˘ Ă W. (10.87)

La partie Bpa, δq XA est un voisinage de a dans A.

Nous allons maintenant étudier quelques conséquences de la continuité sur R.
(1) D’abord on voit que la continuité n’a été définie qu’en un point. On peut dire que la fonction

f est continue en tel point donné, mais nous n’avons pas dit ce qu’est une fonction continue
dans son ensemble.

(2) Le théorème 7.180 nous précise que si I est un intervalle de R, la fonction f est continue sur
I si et seulement si elle est continue en chaque point de I.

(3) Comme la définition de f continue en a fait intervenir fpxq pour tous les x pas trop loin
de a, il faut au moins déjà que f soit définie sur ces x. En d’autres termes, dire que f est
continue en a demande que f existe sur un intervalle autour de a.
Ceci couplé à la définition précédente laisse penser qu’il est surtout intéressant d’étudier les
fonctions qui sont continues sur un intervalle.

(4) L’intuition qu’une fonction continue doit pouvoir être tracée sans lever la main correspond
aux fonctions continues sur des intervalles. Au moins sur l’intervalle où elle est continue, elle
devrait être traçable en un coup. Cette intuition est complètement fausse (comme pratique-
ment toutes les intuitions), comme le montre l’exemple 10.79.

Exemple 10.79.
Il est très possible d’être continue en un seul point. Par exemple la fonction

fpxq “ xp1 ´ 1Qpxqq (10.88)

où 1Q est la fonction indicatrice de Q dans R. △
32. Définition 7.32(1).
33. Topologie induite et tout ça.
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Proposition 10.80.
Si f : R Ñ R est continue au point a P R et si fpaq ‰ 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel
f ne s’annule pas.

Démonstration. Si f s’annulait sur tout voisinage de a (mais pas en a lui-même), nous aurions,
pour tout n un réel

xn P B`a, 1
n

˘ztau (10.89)

tel que fpxnq “ 0. Cela donnerait une suite xn Ñ a avec fpxnq Ñ 0, ce qui contredit la continuité
de f en a en vertu de la proposition 7.226 sur la continuité séquentielle en un point.

Notons que ce résultat se généralise : si f est continue et pas égale à r en a, alors il existe un
voisinage de a sur lequel elle ne prend pas la valeur r.

10.5.1 Opération sur la continuité

Nous allons démontrer maintenant une série de petits résultats qui permettent de simplifier la
démonstration de la continuité de fonctions.

Théorème 10.81.
Si la fonction f est continue au point a, alors la fonction λf est également continue en a.

Démonstration. Commençons par exprimer la continuité de f en a. Soit ϵ1 ą 0. Il existe δ1 ą 0
tel que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ1.

En travaillant avec λf au lieu de f ,

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ϵ1. (10.90)

Passons à la continuité de λf . Soit ϵ ą 0. Nous posons ϵ1 “ ϵ{|λ| et nous considérons le δ1
correspondant :

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ϵ1 “ ϵ.

Ce δ1 est celui que l’on cherchait.

Théorème 10.82.
Si f et g sont deux fonctions continues en a, alors la fonction f ` g est également continue en a.

Démonstration. La continuité des fonctions f et g au point a fait en sorte que pour tout choix de
ϵ1 et ϵ2, il existe δ1 et δ2 tels que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ1.

et
p|x´ a| ď δ2q ñ |gpxq ´ gpaq| ď ϵ2.

La quantité que nous souhaitons analyser est |fpxq ` gpxq ´fpaq ´ gpaq|. Tout le jeu de la démons-
tration de la continuité est de triturer cette expression pour en tirer quelque chose en termes de ϵ1
et ϵ2. Si nous supposons avoir pris |x´ a| plus petit en même temps que δ1 et que δ2, nous avons

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď |fpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ gpaq| ď ϵ1 ` ϵ2

en utilisant la formule générale |a ` b| ď |a| ` |b|. Maintenant, si on choisit ϵ1 et ϵ2 tels que
ϵ1 ` ϵ2 ă ϵ, et les δ1, δ2 correspondants, on a

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď ϵ,

pourvu que |x ´ a| soit plus petit que δ1 et δ2. Le bon δ à prendre est donc le minimum de δ1 et
δ2 qui eux-mêmes sont donnés par un choix de ϵ1 et ϵ2 tels que ϵ1 ` ϵ2 ď ϵ.
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Pour résumer ces deux théorèmes, on dit que si f et g sont continues en a, alors la fonction
αf ` βg est également continue en a pour tout α, β P R.

Proposition 10.83.
Soient des parties Ωf et Ωg dans R. Soient f : Ωf Ñ R ainsi que g : Ωg Ñ R telles que

(1) g est continue en a et vaut gpaq “ ℓ.
(2) f est continue en ℓ et vaut fpℓq “ b.
(3) gpΩgq Ă Ωf .

Alors f ˝ g est continue en a.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. La continuité de f dit que il existe η ą 0 tel que

y P Bpℓ, ηq X Ωf ñ |fpyq ´ fpℓq| ă ϵ. (10.91)

La continuité de g donne δ ą 0 tel que

x P Bpa, δq X Ωg ñ |gpxq ´ gpaq| ă η. (10.92)

Si x P Bpa, δq X Ωg, alors gpxq P Bpℓ, ηq X Ωf . Donc

|pf ˝ gqpxq ´ fpℓq| ă ϵ. (10.93)

Mais fpℓq “ pf ˝ gqpaq. Tout cela est la continuité de f ˝ g en a.

Parmi les propriétés immédiates de la continuité d’une fonction, nous avons ceci qui est souvent
bien utile.

Corolaire 10.84.
Si la fonction f est continue en a et si fpaq ą 0, alors f est positive sur un intervalle autour de a.

Démonstration. Prenons ϵ ă fpaq et voyons 34 ce que la continuité de f en a nous offre : il existe
un δ tel que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ ă fpaq.
Nous en retenons que sur un intervalle (de largeur δ), nous avons |fpxq ´ fpaq| ď fpaq. Par
hypothèse, fpaq ą 0, donc si fpxq ă 0, alors la différence fpxq ´fpaq donne un nombre encore plus
négatif que ´fpaq, c’est-à-dire que |fpxq ´ fpaq| ą fpaq, ce qui est contraire à ce que nous venons
de démontrer. D’où la conclusion que fpxq ą 0.

10.5.2 La fonction la moins continue du monde

Parmi les exemples un peu sales de fonctions non continues, il y a celle-ci :

χQpxq “
#

1 si x P Q
0 sinon.

Par exemple, χQp0q “ 1, et 35 χQpπq “ χQp?
2q “ 0. Bien que χQp0q “ 1, il n’existe aucun

voisinage de 1 sur lequel la fonction reste proche de 1, parce que tout voisinage va contenir au
moins un irrationnel. À chaque millimètre, cette fonction fait une infinité de bonds !

Cette fonction n’est donc continue nulle part.
À partir de là, nous pouvons construire la fonction suivante qui n’est continue qu’en un point :

fpxq “ xχQpxq “
#
x si x P Q
0 sinon.

34. ici, nous insistons sur le fait que nous prenons ϵ strictement plus petit que fpaq.
35. Pour prouver que

?
2 n’est pas rationnel, c’est pas trop compliqué, mais pour prouver que π ne l’est pas non

plus, il faudra encore manger de la soupe.
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Cette fonction est continue en zéro. En effet, prenons δ ą 0 ; il nous faut un ϵ tel que |x| ď ϵ
implique fpxq ď δ parce que fp0q “ 0. Bon ben prendre simplement ϵ “ δ nous contente. Cette
fonction est donc très facilement continue en zéro.

Et pourtant, dès que l’on s’écarte un tant soit peu de zéro, elle fait des bons une infinité de
fois par millionième de millimètre ! Cette fonction est donc la plus discontinue du monde en tous
les points, sauf un (zéro), où c’est une fonction continue !

10.5.3 Approche topologique

Nous avons vu que sur tout ensemble métrique, nous pouvons définir ce qu’est un ouvert : c’est
un ensemble qui contient une boule ouverte autour de chacun de ses points. Quand on est dans un
ensemble ouvert, on peut toujours un peu se déplacer sans sortir de l’ensemble.

Le théorème suivant est une très importante caractérisation des fonctions continues (de R dans
R) en termes de topologie, c’est-à-dire en termes d’ouverts.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 10.85
Le théorème suivant n’a aucun sens parce que c’est pratiquement la définition de la continuité
d’une fonction, définition 7.32. Peut-être que ce qu’on a en tête est la proposition 7.33 qui donne
l’équivalence entre application continue et continu en chaque point.

Théorème 10.86.
Si I est un intervalle ouvert contenu dans dom f , alors f est continue sur I si et seulement si pour
tout ouvert O dans R, l’image inverse f |´1

I pOq est ouvert.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons transformer le critère de continuité en termes
de boules ouvertes, et ensuite, nous passerons à la démonstration proprement dite. Le critère de
continuité de f au point x dit que

@δ ą 0, D ϵ ą 0 tel que
`|x´ a| ă ϵ

˘ ñ |fpxq ´ fpaq| ă δ. (10.94)

Cette condition peut être exprimée sous la forme suivante :

@δ ą 0, Dϵ tel que a P Bpx, ϵq ñ fpaq P B`fpxq, δ˘,

ou encore
@δ ą 0, Dϵ tel que f

`
Bpx, ϵq˘ Ă B

`
fpxq, δ˘. (10.95)

Jusque ici, nous n’avons fait que du jeu de notations. Nous avons exprimé en termes de topologie
des inégalités analytiques. La condition (10.95) est le plus souvent utilisée comme définition de la
continuité d’une fonction en x, lorsque le contexte ne demande pas de définitions plus générales.
Si tel est le choix, il faut pouvoir retrouver (10.94) à partir de (10.95).

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du théorème.
D’abord, supposons que f est continue sur I, et prenons O, un ouvert quelconque. Le but

est de prouver que f |´1
I pOq est ouvert. Pour cela, nous prenons un point x0 P f |´1

I pOq et nous
allons trouver un ouvert autour de ce point, contenu dans f |´1

I pOq. Nous écrivons y0 “ fpx0q.
Évidemment, y0 P O, donc on a une boule autour de y0 qui est contenue dans O, soit donc δ ą 0
tel que

Bpy0, δq Ă O.

Par hypothèse, f est continue en x0, et nous pouvons donc y appliquer le critère (10.95). Il existe
donc ϵ ą 0 tel que

f
`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ˘ Ă O.

Cela prouve que Bpx0, ϵq Ă f |´1
I pOq.

Dans l’autre sens, maintenant. Nous prenons x0 P I et nous voulons prouver que f est continue
en x0, c’est-à-dire que pour tout δ, nous cherchons un ϵ tel que f

`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ˘. Oui,
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mais B
`
fpx0q, δ˘ est ouverte, donc par hypothèse, f |´1

I

´
B
`
fpx0q, δ˘

¯
est ouvert, inclus dans I et

contient x0. Donc il existe un ϵ tel que

Bpx0, ϵq Ă f |´1
I

´
B
`
fpx0q, δ˘

¯
,

et donc tel que
f
`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ˘,

ce qu’il fallait prouver.

Théorème 10.87 (Théorème des valeurs intermédiaires).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs, et supposons que fpaq ă fpbq. Alors pour tout y tel que
fpaq ď y ď fpbq, il existe un x P ra, bs tel que fpxq “ y.

Démonstration. Nous savons que ra, bs est connexe parce que c’est un intervalle (proposition 10.50).
Donc f

`ra, bs˘ est connexe (lemme 7.193) et donc est un intervalle (à nouveau la proposition 10.50).
Étant donné que f

`ra, bs˘ est un intervalle, il contient toutes les valeurs intermédiaires entre n’im-
porte quels deux de ses éléments. En particulier toutes les valeurs intermédiaires entre fpaq et
fpbq.

10.88.
Une façon classique d’utiliser le théorème des valeurs intermédiaires 10.87. Si f : r0,8r Ñ r0,8r
est continue et vérifie fp0q “ 0 et limxÑ8 fpxq “ 8, alors f est surjective.

En effet si y P r0,8r, alors il existe a P r0,8r tel que fpaq ą y. Donc il existe x P r0, as tel que
fpxq “ y.

Corolaire 10.89.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Soient I un intervalle, α ă β P fpIq et γ P sα, βr. Nous considérons a, b P I tels
que α “ fpaq et β “ fpbq. Par le théorème des valeurs intermédiaires 10.87, il existe t P sa, br tel
que fptq “ γ. Par conséquent γ P fpIq.

Corolaire-Définition 10.90 (Existence de la racine carrée).
Si x ě 0 dans R alors il existe un unique réel y ě 0 tel que y2 “ x. Ce nombre est noté

?
x et est

nommé racine carrée de x.

Démonstration. La fonction f : t ÞÑ t2 est continue et strictement croissante. Nous avons fp0q “ 0
et 36 fpx ` 1q ą x. Donc le théorème des valeurs intermédiaires 10.87 nous assure qu’il existe un
unique y P r0, x` 1s tel que fpyq “ x.

Lemme 10.91.
Quelques formules.

(1) ?
xy “ ?

x
?
y si x, y ě 0.

(2)
?
λ2x “ |λ|?x si x ě 0.

Lemme 10.92.
La fonction racine carrée est strictement croissante.

Démonstration. Supposons que x ă y. Si
?
x ą ?

y, alors la croissance de la fonction carré donne
x ą y qui est contraire à l’hypothèse.

36. Faites deux cas suivant x ě 1 ou non si vous le voulez, moi je prends x` 1.
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10.5.4 Module sur les nombres complexes

Lemme-Définition 10.93.
Si z P C, alors zz̄ est un réel positif.

Nous définissons le module sur C par 37

|z| “ ?
zz̄. (10.96)

Démonstration. Prouvons que zz̄ est un réel positif. En effet si z “ a` bi alors

zz̄ “ pa` biqpa´ biq “ a2 ´ abi` abi` b2 “ a2 ` b2 ě 0. (10.97)

Lemme 10.94.
Si z P C nous avons

z ` z̄ “ 2 Repzq. (10.98)

Démonstration. Soit z “ a` bi avec a, b P R. Nous avons

z ` z̄ “ a` bi` a´ bi “ 2a “ 2 Repzq. (10.99)

Proposition 10.95.
Pour tout nombres complexes z “ a` bi et z1, nous avons

(1) zz̄ “ a2 ` b2 ;
(2) ¯̄z “ z ;
(3) |z| “ |z̄| ;
(4) |zz1| “ |z| |z1| ;
(5) |z ` z1| “ a|z|2 ` |z1|2 ` 2 Repzz̄1q.
(6) |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2|
(7) |z1 ` z2| “ |z1| ` |z2| si et seulement si z1z̄2 P R`.
(8) Nous avons | Repzq| ď |z| et nous avons l’égalité si et seulement si z P R.

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Pour (1) Calcul direct :

zz̄ “ pa` biqpa´ biq “ a2 ´ abi` abi` b2 “ a2 ` b2. (10.100)

(ii) Pour (2) On a :
¯̄z “ pa´ biq “ a` bi. (10.101)

(iii) Pour (3) Même calcul que pour (1).
(iv) Pour (4) Puisque les deux membres de l’égalité à prouver sont positifs, il est suffisant de

prouver l’égalité des carrés (lemme 10.92). Nous avons

zz1 “ pa` biqpa1 ` b1iq “ aa1 ´ bb1 ` ipab1 ` ba1q, (10.102)

37. Définition de la racine carrée : 10.90.
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donc

|zz1|2 “ paa1 ´ bb1q2 ` pab1 ` ba1q2 (10.103a)
“ paa1q2 ` pbb1q2 ´ 2aa1bb1 ` pab1q2 ` pba1q2 ` 2ab1ba1 (10.103b)
“ a2pa12 ` b12q ` b2pb12 ` a12q (10.103c)
“ pa2 ` b2qpa12 ` b12q. (10.103d)

D’autre part, `|z||z1|˘2 “ |z|2|z1|2 “ pa2 ` b2qpa12 ` b12q. (10.104)

(v) Pour (5) En utilisant la formule (10.98) pour z1z̄, nous avons :

|z ` z1|2 “ pz ` z1qpz̄ ` z̄1q “ zz̄ ` zz̄1 ` z1z̄ ` z1z̄1 “ |z|2 ` |z1|2 ` 2 Repzz̄1q. (10.105)

(vi) Pour (8) En plusieurs points.
(i) L’inégalité Par croissance de la fonction racine carrée nous avons, en posant z “ a` bi :

| Repzq| “ |a| “ a|a|2 ď a|a|2 ` |b|2 “ |z|. (10.106)

(ii) Égalité dans un sens Si | Repzq| “ |z|, alors toutes les inégalités dans (10.106) sont des
égalités. En particulier a|a|2 “ a|a|2 ` |b|2. (10.107)
Par stricte croissance de la fonction racine carré, nous déduisons que |b|2 “ 0 et donc
que b “ 0.

(iii) Égalité dans l’autre sens Si z P R, alors Repzq “ z, et nous avons l’égalité.
(vii) Pour (6) Nous posons z1 “ a1 ` b1i et z2 “ a2 ` b2i. Ensuite nous calculons, en utilisant

(10.104) :
`|z1| ` |z2|˘2 “ |z1|2 ` |z2|2 ` 2|z1||z2| “ a2

1 ` b2
1 ` a2

2 ` b2
2 ` 2

b
pa2

1 ` b2
1qpa2

2 ` b2
2q. (10.108)

et

|z1 ` z2|2 “ |pa1 ` a2q2 ` ipb1 ` b2q|2 (10.109a)
“ pa1 ` a2q2 ` pb1 ` b2q2 (10.109b)
“ a2

1 ` a2
2 ` 2a1a2 ` b2

1 ` b2
2 ` 2b1b2. (10.109c)

En faisant la différence,
`|z1| ` |z2|˘2 ´ |z1 ` z2|2 “ 2

b
pa2

1 ` b2
1qpa2

2 ` b2
2q ´ 2pa1a2 ` b1b2q. (10.110)

Pour prouver que cette différence est positive, nous comparons les carrés des deux termes :

A “ pa2
1 ` b2

1qpa2
2 ` b2

2q (10.111a)
B “ pa1a2 ` b1b2q2. (10.111b)

Nous avons :
A “ a2

1a
2
2 ` a2

1b
2
2 ` b2

1a
2
2 ` b2

1b
2
2 (10.112)

et
B “ a2

1a
2
2 ` b2

1b
2
2 ` 2a1a2b1b2. (10.113)

Et un petit calcul montre enfin que

A´B “ a2
1b

2
2 ` b2

1a
2
2 ´ 2a1a2b1b2 “ pa1b2 ´ b1a2q2 ě 0. (10.114)



736 CHAPITRE 10. ANALYSE RÉELLE : TOPOLOGIE ET CONTINUITÉ

Lemme 10.96.
Soient des réels strictement positifs aij et des complexes zi P C tels que pour tout j “ 1, . . . , n nous
ayons

nÿ

i“1
aij |zi| “ |

ÿ

i

aijzi|. (10.115)

Alors les zi sont colinéaires au sens où il existe des nombres réels positifs si et un z0 P C tels que
zi “ siz0.

Lemme 10.97.
Si deux nombres complexes a, b P C vérifient ab̄ P R, alors nous sommes dans un des deux cas
suivants :

— b “ 0
— il existe λ P R tel que a “ λb.

De façon équivalente, il existe α, β P R non tous deux nuls tels que αa` βb “ 0.

Démonstration. Nous écrivons a “ a1 ` ia2 et b “ b1 ` ib2 avec ai, bi P R. Nous supposons b ‰ 0.
Nous effectuons la multiplication ab̄ “ pa1 ` ia2qpb1 ´ ib2q et nous annulons la partie imaginaire :

a2b1 ´ a1b2 “ 0. (10.116)

Si b1 “ 0 alors a1b2 “ 0 avec b2 ‰ 0, ce qui implique a1 “ 0. Donc a “ ia2, b “ ib2. Résultat
obtenu.

Si b1 ‰ 0 alors
a2 “ a1b2

b1
, (10.117)

et nous avons alors
a “ a1

b1
b. (10.118)

Mission accomplie.
Nous prouvons à présent la formulation équivalente. Si b “ 0 il suffit de prendre α “ 0. Si

a “ λb il faut prendre α “ β{λ.
Dans l’autre sens, si α ‰ 0 alors a “ ´pβ{αqb et si α “ 0 alors β ‰ 0 et il reste b “ 0.

Proposition 10.98.
La paire pC, |.|q est un espace vectoriel normé 38.

Démonstration. Nous devons prouver les différents points de la définition 7.146.
(1) |z| ě 0 parce que la racine carrée prend ses valeurs dans R`.
(2) Si |z| “ 0, alors, en notant z “ a` bi nous avons a2 ` b2 “ 0. Cela implique a “ b “ 0 (vous

pouvez soit invoquer le lemme 1.417, soit ne rien dire et faire comme si c’était évident).
(3) Si λ P R, alors pλzqpλzq “ λ2zz̄ et nous avons

|λz| “
?
λ2zz̄ “ |λ|?zz̄ “ |λ||z|. (10.119)

(4) L’inégalité |x` y| ď |x| ` |y| est la proposition 10.95(7).

Proposition 10.99.
Si z1 et z2 sont des nombres complexes, alors

|z1z2| “ |z1||z2|. (10.120)

Nous avons aussi, pour tout n P N,
|zn| “ |z|n. (10.121)

38. Définition d’une norme : 7.146.
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Démonstration. D’abord pa` biqpc` diq “ ac´ db` pad` bcqi, de telle sorte que

|pa` biqpc` diq|2 “ pac´ bdq2 ` pad` bcq2. (10.122)

Mais en calculant d’autre part |a` bi|2|c` di|2, nous tombons sur la même valeur.
Une simple récurrence permet de conclure que |zn| “ |z|n.

Voilà. Vous êtes déjà content d’apprendre que l’on peut démontrer |zn| “ |z|n sans faire appel
à la forme trigonométrique des nombres complexes.

Lemme 10.100.
Pour tout z P C nous avons zz̄ “ z̄z “ |z|2.

10.5.5 Théorème de Perron-Frobenius

Définition 10.101.
Pour une matrice T , nous notons T ě 0 si Tij ě 0 pour tout i et j. Dans ce cas nous disons que
T est positive.

Une matrice carré positive est primitive si il existe un entier k ą 0 tel que T k ą 0.

Définition 10.102.
Si T est une matrice nˆ n et si x P Rn, nous notons

xT “
ÿ

ij

xiTijej . (10.123)

Et nous disons que x P Rn est un vecteur propre à gauche pour la valeur propre à gauche λ P C
si xT “ λx.

Théorème 10.103 (Perron-Frobenius[303]).
Soit une matrice positive et primitive T . Il existe une valeur propre ρ telle que

(1) ρ ą 0,
(2) La matrice T a des vecteurs propres strictement positifs à gauche et à droite pour la valeur

propre ρ.
(3) Pour toute valeur propre λ ‰ ρ nous avons ρ ą |λ|
(4) Les espaces propres à gauche et à droite de T pour la valeur propre ρ sont de dimension 1.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois parties. La première va tout démontrer pour les
vecteurs propres à gauche, la seconde fera la même chose pour les vecteurs propre à droite, et la
troisième fera la synthèse.

– À gauche –

Soit D “ tx P Rn tel que x ‰ 0, x ě 0u. Nous considérons l’application

r : D Ñ R

x ÞÑ min
j

pxT qj
xj

(10.124)

où la fraction vaut 8 si xj “ 0.
(i) r est majorée supérieurement Pour chaque j (y compris ceux pour qui xj “ 0) nous

avons l’inégalité suivante dans R :

xjrpxq ď pxT qj . (10.125)

En multipliant par ej et en faisant la somme, rpxqx ď xT . Nous posons u “ ř
i ei et nous

prenons le produit scalaire :

rpxqx·u ď xT ·u “ x·Tu. (10.126)
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En posant K “ maxj
ř
i Tij nous avons Tu ď Ku parce que

pTuqk “
ÿ

l

Tkl ulloomoon
“1

“
ÿ

l

Tkl ď K “ pKuqk. (10.127)

Pour tout x P D nous avons rpxq ď K. Nous utilisons ça pour continuer (10.126) :

rpxqx·u ď xT ·u “ x·Tu ď Kx·u. (10.128)

Vu que x ě 0 et u ě 0, nous avons x·u ě 0 nous nous pouvons simplifier : rpxq ď K pour
tout x P D.

(ii) Une minoration Nous savons que T est une matrice positive et même primitive, de telle
sorte que T n’ait aucune colonne nulle. Donc

rpuq “ min
j

ř
i uiTij
uj

“ min
j

ÿ

i

Tij ą 0. (10.129)

Nous avons donc
rpuq ą 0. (10.130)

(iii) Définition de ρ Nous posons
ρ “ sup

xPD
rpxq. (10.131)

Vu que que nous avons déjà prouvé nous avons 0 ă ρ ď K.
Notons que si λ P R, nous avons rpxq “ rpλxq, de telle sorte que

ρ “ sup
xPD}x}ď1

rpxq. (10.132)

(iv) Un compact En posant
D1 “ `

D XBp0, 1q˘zBp0, ϵq (10.133)

avec ϵ ă 1, nous avons rpD1q “ rpDq parce que rpxq “ rpλxq. La partie D1 est évidemment
bornée.
Vu que D et Bp0, 1q sont fermés, l’intersection est fermée (lemme 7.6(1)). La différence entre
un fermé et un ouvert est fermée (lemme 7.7). Donc D1 est fermé. Le théorème de Borel-
Lebesgue 10.24 nous dit alors que D1 est compact.

(v) r est continue Sur D1, chacune des applications x ÞÑ pxT qj{xj est continue. Donc le mini-
mum est continu et r : D1 Ñ R est une application continue sur un compact.

(vi) v et ρ Le théorème de Weierstrass 7.136 nous indique que r est bornée et atteint ses bornes
sur D1. Il existe v P D1 tel que rpvq ě rpxq pour tout x P D1. Vu que par définition

ρ “ sup
xPD}x}ď1

rpxq “ sup
xPD1

rpxq, (10.134)

nous avons en fait rpvq “ ρ.
(vii) Un mini sous-résultat Nous démontrons un sous-résultat qui sera utilisé quelques fois

dans la suite. Si x P Rn vérifie x ě 0 et pxT qj ě ρxj pour tout j, alors
(1) xT “ ρx, c’est-à-dire que x est un vecteur propre à gauche de T .
(2) x ą 0.
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Par hypothèse du théorème, il existe k ą 0 tel que T k ą 0. Nous posons y “ xT k. Alors, si
xT ´ ρx ‰ 0 nous avons

yT ´ ρy “ pxT ´ ρxqT k ą 0. (10.135)

La dernière inégalité est parce que xT ´ ρx ě 0 et T k ą 0. En développant, cette inégalité
signifie que pour tout j, ÿ

i

yiTij ą ρyj , (10.136)

ou encore que ρ ă
ř

i yiTij

yj
pour tout j. En particulier pour le j qui réalise le minimum,

ρ ă rpyq, ce qui contredit ma maximalité de ρ. Nous en déduisons que xT ´ ρx “ 0.
À partir de là, nous déduisons que x ą 0. En effet, en appliquant k fois l’égalité xT “ ρx,
nous avons xT k “ ρkx. Comme x ě 0 et T k ą 0, nous avons xT k ą 0. Vu que ρ ‰ 0 nous en
déduisons que x ą 0.

(viii) v et ρ, suite Nous avons rpvq “ ρ. En particulier pour tout j nous avons ρvj ď ř
i viTij .

Et comme v P D1 nous avons aussi v ě 0. En vertu de notre sous-résultat, nous déduisons
que v est un vecteur propre à gauche de T : vT “ ρv, et que v ą 0.
Cela prouve que T a un vecteur propre à gauche strictement positif.

(ix) Le plus grand Nous prouvons que pour toute valeur propre λ P C, nous avons ρ ą |λ|.
Soit une valeur propre λ P C. Vu que le spectre « à gauche » et le spectre « à droite » sont
identiques 39, T possède un vecteur propre à gauche : xT “ λx. Pour chaque j nous avons

ÿ

i

xiTij “ λxj , (10.137)

et en passant au module, |λxj | ď |xi|Tij . En posant y “ ř
i |xi|ei nous avons y ě 0 et

|λ|yj ď
ÿ

i

yiTij , (10.138)

et donc
|λ| ď

ÿ

i

yiTij
yj

(10.139)

En passant au minimum sur j, cela donne |λ| ď rpyq ď ρ.
Nous avons montré que |λ| ď ρ. Nous prouvons à présent que |λ| ‰ ρ en supposant que
|λ| “ ρ. Toujours en posant yi “ |xi|, nous avons

ρyj ď
ÿ

i

yiTij “ pyT qj . (10.140)

Le sous-résultat vii nous indique qu’alors y est un vecteur propre à gauche de T pour la
valeur propre ρ : yT “ ρu. En itérant et en déballant, pour chaque j nous avons

ÿ

i

|xi|T kij “ ρk|xj |. (10.141)

En faisant de même à partir de xT k “ λkx, nous trouvons

|
ÿ

i

xiT
k
ij | “ |λ|k|xj |. (10.142)

Vu que |λ| “ ρ, nous pouvons égaliser les membres de droite de (10.141) et (10.142) :
ÿ

i

|xi|T kij “ |
ÿ

i

xiT
k
ij |. (10.143)

39. Lemme 9.83.
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Le lemme 10.96 nous indique que les xi sont colinéaires (dans C), c’est-à-dire qu’il existe des
réels si ě 0 et z0 P C tels que xi “ siz0 pour tout i.
En utilisant ce fait dans l’équation xT “ λx, nous trouvons

ř
i xiTij “ λxj et

ÿ

i

siTij “ λsj . (10.144)

Cela prouve que λ est réel et positif parce que l’équation (10.144) est valable pour tout j
et qu’il y en a bien un pour lequel sj ‰ 0. Le nombre réel positif λ vérifiant |λ| “ ρ, nous
déduisons que λ “ ρ.

(x) Espace propre de dimension 1 Nous avons déjà la vecteur propre v : vT “ ρv. Considé-
rons un second vecteur propre à gauche y ‰ 0 : yT “ ρy. Supposons que y et v ne sont pas
colinéaires et voyons les fonctions

ηi : R Ñ R

c ÞÑ pv ´ cyqi. (10.145)

Pour tout i nous avons ηip0q “ vi ą 0. Supposons pour fixer les idées qu’au moins un des yi
est positif. Alors pour chaque i, il existe un ci ą 0 tel que vi ´ cyi “ 0. Nous prenons pour
valeur de c le plus petit de ceux-là. Nous avons donc

η “ v ´ cy ě 0, (10.146)

alors qu’au moins une des composantes de η est nulle. Et en plus ηT “ ρη. Notre sous-résultat
préféré nous dit qu’alors η ą 0. Ah tiens, ça c’est une contradiction. Nous en déduisons que
v et y sont colinéaires dans Rn.

Nous avons terminé de prouver tout ce que nous devions faire « à gauche ».

À droite

En reprenant exactement les mêmes étapes 40, nous prouvons qu’il existe une valeur propre à droite
ρ1 telle que

(1) ρ1 ą 0
(2) ρ1 a des vecteurs propres strictement positifs à droite.
(3) ρ1 ą |λ| pour toute valeur propre λ ‰ ρ1.
(4) L’espace propre à droite pour la valeur propre ρ1 est de dimension 1.

Conclusion

Les nombres réels strictement positifs ρ et ρ1 sont des valeurs propres. Si ρ ‰ ρ1, alors les propriétés
de ρ disent que ρ ą ρ1. De même les propriétés de ρ1 disent que ρ1 ą ρ. Bref ρ “ ρ1.

Le nombre ρ vérifie toutes les propriétés du théorème.

10.6 Norme à partir d’un produit scalaire

Proposition 10.104 ([1]).
Soit un espace vectoriel complexe E muni d’une forme sesquilinéaire x., .y. La formule 41

}x} “ axx, xy (10.147)

est une norme sur E.
40. Je n’ai pas vérifié ; écrivez-moi si cela pose problème.
41. Pour la racine carrée, définition 10.90.
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Définition 10.105.
Dans le cas de Cn, nous considérons toujours la norme associée à la forme (9.339) par la propo-
sition 10.104, c’est-à-dire, pour rappel :

xx, yy “
nÿ

k“1
xkyk, (10.148)

et
}x} “ axx, xy (10.149)

pour tout x P Cn.

10.6.1 Continuité de la racine carrée, invitation à la topologie induite

Pourquoi nous intéresser particulièrement à la fonction racine carrée ? Parce qu’elle a une sale
condition d’existence : son domaine de définition n’est pas ouvert. Or dans tous les théorèmes de
continuité d’approche topologique que nous avons vus, nous avons donné des conditions pour tout
ouvert. Nous nous attendons donc à avoir des difficultés avec la continuité de

?
x en zéro.

Prenons I, n’importe quel intervalle ouvert dans R`, et voyons que la fonction 42

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x

(10.150)

est continue sur I. Remarquons déjà que si I est un ouvert dans R`, il ne peut pas contenir zéro.
Avant de nous lancer dans notre propos, nous prouvons un lemme qui fera tout le travail 43.

Lemme 10.106.
Soit O, un ouvert dans R`. Alors O2 “ tx2 tel que x P Ou est également ouvert.

Démonstration. Un élément de O2 s’écrit sous la forme x2 pour un certain x P O. Le but est de
trouver un ouvert autour de x2 qui soit contenu dans O2. Étant donné que O est ouvert, on a une
boule centrée en x contenue dans O. Nous appelons δ le rayon de cette boule :

Bpx, δq Ă O.

Étant donné que cet ensemble est connexe, nous savons par le lemme 7.193 que Bpx, δq2 est
également connexe (parce que la fonction x ÞÑ x2 est continue). Son plus grand élément est
px` δq2 “ x2 ` δ2 ` 2xδ ą x2 ` δ2, et son plus petit élément est px´ δq2 “ x2 ` δ2 ´ 2xδ.

Ce qui serait pas mal, c’est que ces deux bornes entourent x2 ; de cette façon elles définiraient
un ouvert autour de x2 qui soit dans O2. Hélas, c’est pas gagné que x2 ` δ2 ´ 2xδ soit plus petit
que x2.

Heureusement, en fait c’est vrai, parce que d’une part, comme O Ă R`, on a x ą 0, et d’autre
part, pour que O soit positif, il faut que δ ă x. Donc on a évidemment δ ă 2x, et donc

x2 ` δ2 ´ 2xδ “ x2 ` δ pδ ´ 2xqlooomooon
ă0

ă x2.

Et nous en avons fini : l’ensemble

Bpx, δq2 “sx2 ` δ2 ´ 2xδ, x2 ` δ2 ` 2xδrĂ O2

est un intervalle qui contient x2, et donc qui contient une boule ouverte centrée en x2.

Maintenant nous pouvons nous attaquer à la continuité de la racine carrée sur tout ouvert
positif en utilisant le théorème 10.86.

42. La racine carrée est définie en 10.90.
43. C’est toujours ingrat d’être un lemme : on fait tout le travail et c’est toujours le théorème qui est nommé.
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Proposition 10.107.
L’application

f : r0,8r Ñ R

x ÞÑ ?
x

(10.151)

est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de R. Il existe un r ą 0 tel que Bpy, rq Ă O. Nous allons
restreindre plus fortement r plus tard. Soit x P f´1pOq ; nous allons prouver que Bpx, ϵq X r0,8r Ă
f´1pOq pour un ϵ assez petit. Le théorème 7.8 dira alors que f´1pOq est ouvert.

Nous notons y “ fpxq. Par croissance de la fonction racine carrée, nous avons

f
´
Bpx, ϵq

¯
“ s?x´ ϵ,

?
x` ϵr. (10.152)

Pour avoir f
´
Bpx, ϵq

¯
Ă O, nous devons avoir

" ?
x´ ϵ ą y ´ r (10.153a)?
x` ϵ ă y ` r. (10.153b)

La première condition donne x ´ ϵ ą py ´ rq2. En développant le carré et en tenant compte de
y2 “ x nous demandons

ϵ ă 2ry ´ r2. (10.154)

Nos choix sont donc de demander 0 ă r ă 2y, et ensuite 0 ă ϵ ă 2ry´ r2. Le premier est fait pour
avoir 2ry ´ r2 ą 0.

10.6.2 Second degré

Nous résolvons à présent le polynôme du second degré.

Proposition 10.108 ([304]).
Soit la fonction

f : R Ñ R

x ÞÑ ax2 ` bx` c
(10.155)

avec a ‰ 0. Nous notons ∆ “ b2 ´ 4ac.

(1) Nous avons la formule

fpxq “ a
`
x` b

2a
˘2 ` c´ b2

4a. (10.156)

(2) Si a ą 0, alors f a un minimum global en xm “ ´b{2a.
(3) Si a ă 0, alors f a un maximum global en xM “ ´b{2a.
(4) Si ∆ ă 0 alors f ne possède pas de racine réelle.
(5) Si ∆ “ 0, alors f possède une unique racine x0 “ ´b{2a.
(6) Si ∆ ą 0 alors f possède exactement deux racines distinctes données par

x1 “ ´b` ?
∆

2a x2 “ ´b´ ?
∆

2a . (10.157)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) C’est un calcul immédiat.

(ii) Pour (2) Nous partons de la formule du point (1). Puisque c ´ b2

4a est constant, minimiser
f revient à minimiser x ÞÑ `

x ` b
2a
˘2. Comme cette dernière fonction est toujours positive,

elle a un minimum global là où elle est nulle, c’est-à-dire en xm “ ´b{2a.
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(iii) Pour (3) Idem que pour (2).
Pour la suite nous effectuons quelques manipulations à partir de (10.156). Nous avons fpxq “ 0
lorsque

px` b

2aq2 “ b2 ´ 4ac
4a2 . (10.158)

(i) Pour (4) À gauche de (10.158) nous avons un nombre toujours positif ou nul. À droite,
4a2 ą 0. Donc si b2 ´ 4ac ă 0, l’égalité est impossible et il n’y a pas de x vérifiant fpxq “ 0.

(ii) Pour (5) Si b2 ´ 4ac “ 0, alors la condition (10.158) devient
ˆ
x` b

2a

˙2
“ 0, (10.159)

et donc x “ ´b{2a est l’unique solution.
(iii) Pour (6) Si b2´4ac ą 0, nous pouvons prendre la racine carré 44 des deux côtés de (10.158),

et la condition devient

x` b

2a “ ˘
c
b2 ´ 4ac

4a2 , (10.160)

ce qui donne

x “ ´b˘ ?
b2 ´ 4ac

2a . (10.161)

Ce sont là les deux seuls candidats pour vérifier fpxq “ 0.
Un calcul direct montre que

f

˜
´b` ?

b2 ´ 4ac
2a

¸
“ 0 (10.162)

et que

f

˜
´b´ ?

b2 ´ 4ac
2a

¸
“ 0. (10.163)

Donc ce sont bien des racines de f et ce sont les seules. Notez aussi qu’elles sont distinctes
parce que ∆ ‰ 0.

44. Définition 10.90.
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Chapitre 11

Espaces vectoriels normés

Plusieurs notions sur les espaces vectoriels normés (dont la définition 7.146) ont déjà été abor-
dées dans la section 7.14. Voir aussi le thème 25.

11.0.1 Norme, produit scalaire et Cauchy-Schwarz (cas réel)

Dans la suite, le produit scalaire de x et y pourra être noté indifféremment par x· y, xx, yy ou
bpx, yq lorsque une forme bilinéaire est donnée.

Nous rappelons au passage que les espaces vectoriels réels sont susceptibles de recevoir un
produit scalaire, alors que les espaces vectoriels complexes sont susceptibles de recevoir un produit
hermitien. Bien que de nombreux résultats soient identiques ou très similaires, ces deux notions
sont à ne pas confondre.

Nous commençons par prouver qu’un produit scalaire étant donné, nous pouvons définir une
norme par la formule }x}2 “ xx, xy. Pour cela nous aurons besoin de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théorème 11.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas réel).
Soit un espace vectoriel réel E muni d’un produit scalaire 1 px, yq ÞÑ x· y. Nous posons 2

}x} “ ?
x·x. (11.1)

Alors :
(1) Il y a l’inégalité

|x· y| ď }x}}y}. (11.2)

pour tout x, y P E.
(2) Il y a égalité |x· y| “ }x}}y}. si et seulement si x et y sont multiples l’un de l’autre.
(3) L’opération }.} est une norme 3.
(4) Cette norme vérifie l’identité du parallélogramme :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2. (11.3)

Démonstration. Étant donné que les deux membres de l’inéquation sont positifs, nous allons tra-
vailler en passant au carré afin d’éviter les racines carrés dans le second membre.

Nous considérons l’application
P : R Ñ R`

t ÞÑ }x` ty}, (11.4)

1. Produit scalaire, définition 9.162.
2. Attention à la notation : pour l’instant nous ne savons pas que c’est une norme ; c’est justement un des points

de ce théorème. Par ailleurs, la racine carrée est définie par 10.90.
3. Définition 7.146.
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et nous calculons un peu :

0 ď }x` ty}2 (11.5a)
“ px` tyq · px` tyq (11.5b)
“ x·x` x· ty ` ty·x` t2y· y (11.5c)
“ }y}2t2 ` 2px· yqt` }x}2. (11.5d)

Nous avons utilisé la bilinéarité (pour sortir les t) et la symétrique du produit scalaire.
Nous voyons que P est un polynôme du second degré en t à valeurs dans r0,8r. Par la pro-

position 10.108 nous en déduisons que le fameux b2 ´ 4ac doit être négatif ou nul. Nous avons
donc

∆ “ 4px· yq2 ´ 4}x}2}y}2 ď 0, (11.6)

ce qui donne immédiatement
px· yq2 ď }x}2}y}2. (11.7)

En ce qui concerne le cas d’égalité, si nous avons x· y “ }x}}y}, alors le discriminant ∆
ci-dessus est nul et le polynôme P admet une racine double t0. Pour cette valeur nous avons

P pt0q “ |x` t0y| “ 0, (11.8)

ce qui implique x` t0y “ 0 et donc que x et y sont liés.
(i) C’est une norme Nous allons nous contenter de prouver l’inégalité triangulaire. Si x, y P E,

nous avons

}x` y} “ a}x}2 ` }y}2 ` 2x· y (11.9a)
ď a}x}2 ` }y}2 ` 2|x· y| (11.9b)
ď a}x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} (11.9c)

“
b`}x} ` }y}˘2 (11.9d)

“ }x} ` }y}. (11.9e)

Justifications.
— Pour (11.9b). La fonction racine carrée est croissante, lemme 10.92.
— Pour (11.9c). Inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1.

(ii) Inégalité du parallélogramme Cette assertion est seulement un calcul :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ px´ yq · px´ yq ` px` yq · px` yq
“ x·x´ x· y ´ y·x` y· y

` x·x` x· y ` y·x` y· y

“ 2x·x` 2y· y

“ 2}x}2 ` 2}y}2.

(11.10)

Toute norme dérivant d’un produit scalaire vérifie l’identité du parallélogramme. Ce résultat
sert souvent à prouver que des normes ne dérivent pas d’un produit scalaire. C’est le cas de la
norme Npx, yq “ |x| ` |y| du lemme 11.12 ainsi que du théorème de Weinersmith 27.45.

Proposition 11.2.
La norme euclidienne 4 a les propriétés suivantes :

4. Un espace euclidien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, définition 9.166. Ici nous considérons
la norme associée par le théorème 11.1.
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(1) Pour tout vecteur x et réel λ,
}λx} “ |λ|}x}. (11.11)

(2) Pour tout vecteurs x et y,
}x` y} ď }x} ` }y} (11.12)

Démonstration. Un produit scalaire est en particulier une forme bilinéaire, et vérifie les conditions
de la définition 9.119.

Pour le premier point nous avons

}λx} “ apλxq · pλxq “
?
λ2x·x “ |λ|}x}. (11.13)

Nous avons utilisé la formule du lemme 10.91(2).
Pour le second point, nous avons les inégalités suivantes :

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2x· y (11.14a)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|x· y| (11.14b)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} “ `}x} ` }y}˘2 (11.14c)

Nous avons utilisé d’abord la majoration |x| ě x qui est évidente pour tout nombre x ; et ensuite
l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1.

Définition 11.3 (Norme sur Rn).
Sauf mention du contraire, nous considérons toujours sur Rn la norme (et donc la topologie)
associée au produit scalaire de la proposition 9.167 par le théorème 11.1, c’est à dire

}x} “
d

nÿ

i“1
x2
i . (11.15)

Proposition 11.4 ([305]).
Soit b une forme bilinéaire et symétrique. Alors

(1) kerpbq Ă Cpbq (cône d’isotropie, définition 9.138)
(2) si b est positive alors kerpbq “ Cpbq.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si z P kerpbq alors pour tout y P E nous avons bpz, yq “ 0. En particulier pour y “ z nous

avons bpz, zq “ 0 et donc z P Cpbq.
(2) Soit b positive et x P Cpbq. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 11.1) nous avons

|bpx, yq| ď a
bpx, xqbpy, yq “ 0. (11.16)

Donc pour tout y nous avons bpx, yq “ 0.

Lemme 11.5.
Soit un espace vectoriel euclidien 5 E. Si teiui“1,...,n est une base orthonormée de E et si f : E Ñ E
est un endomorphisme, alors

detpfq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
xeσpiq, fpeiqy. (11.17)

5. C’est-à-dire qu’il possède un produit scalaire, voir la définition 9.166.
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Démonstration. Nous utilisons la définition 9.9 du déterminant d’un endomorphisme detpfq “
detB

`
fpBq˘ en prenant la liste des vecteurs teiu comme B. En l’occurrence, le ie vecteur de la

famille fpBq est fpeiq.
Puisque la base est orthonormée, nous avons ek̊pvq “ xek, vy et donc aussi

e˚
σpiqpviq “ xe˚

σpiq, fpeiqy. (11.18)

Et si vous avez tout suivi, vous aurez remarqué que les produits scalaires impliqués dans la
formule (11.17) sont les éléments de la matrice de f dans la base teiu parce que xei, fpejqy est la
composante i de l’image de ej par f . Si la matrice est composée en mettant en colonne les images
des vecteurs de base, le compte est bon.

11.1 Théorème spectral autoadjoint

Théorème 11.6 (Théorème spectral autoadjoint).
Un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien

(1) est diagonalisable dans une base orthonormée,
(2) a son spectre réel.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la dimension de E, et nous commençons par
n “ 1 6. Soit donc f : E Ñ E avec xfpxq, yy “ xx, fpyqy. Étant donné que f est également linéaire,
il existe λ P R tel que fpxq “ λx pour tout x P E. Tous les vecteurs de E sont donc vecteurs
propres de f .

Passons à la récurrence. Nous considérons dimpEq “ n ` 1 et f P SpEq. Nous considérons la
forme bilinéaire symétrique Φf et la forme quadratique associée ϕf . Pour rappel,

Φf px, yq “ xx, fpyqy (11.19a)
ϕf pxq “ Φf px, xq. (11.19b)

Et nous allons laisser tomber les indices f pour noter simplement Φ et ϕ. Étant donné que Bp0, 1q
est compacte et que ϕ est continue, il existe x0 P Bp0, 1q tel que

λ “ ϕpx0q “ sup
xPBp0,1q

ϕpxq. (11.20)

Notons aussi que }x0} “ 1 : le maximum est pris sur le bord. Nous posons

g “ λ Id ´f (11.21)

ainsi que
Φ1px, yq “ xx, gpyqy. (11.22)

C’est une forme bilinéaire et symétrique parce que

Φ1py, xq “ xy, gpxqy “ xgpyq, xy “ xx, gpyqy “ Φ1px, yq (11.23)

où nous avons utilisé le fait que g était autoadjoint et la symétrie du produit scalaire. De plus Φ1
est semi-définie positive parce que

Φ1px, xq “ xx, λx´ fpxqy “ λ}x}2 ´ ϕpxq. (11.24)

6. Dans [102], l’auteur commence avec n “ 0 mais moi je n’en ai pas le courage..

http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuous_truth
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Puisque λ est le maximum, nous avons tout de suite Φ1pxq ě 0 tant que }x} “ 1. Et si x n’est
pas de norme 1, c’est le même prix parce qu’on se ramène à }x} “ 1 en multipliant par un nombre
positif. Attention cependant :

Φ1px0, x0q “ λ}x0}2 ´ ϕpx0q “ 0. (11.25)

Donc Φ1 a un noyau contenant x0 par la proposition 11.4. Nous en déduisons que Imagepgq ‰ E
en effet, x0 P ImagepgqK, mais nous avons la proposition 4.130 sur les dimensions :

dimE “ dimpImagepgqq ` dimpImagepgqKq. (11.26)

Comme ImagepgqK est un espace vectoriel non réduit à t0u, la dimension de Imagepgq ne peut pas
être celle de E. L’endomorphisme g n’étant pas surjectif, il ne peut pas être injectif non plus parce
que nous sommes en dimension finie ; il existe donc e1 P E tel que gpe1q “ 0 et tant qu’à faire nous
choisissons }e1} “ 1 (ici la norme est bien celle de l’espace euclidien considéré). Par définition,

fpe1q “ λe1, (11.27)

c’est-à-dire que λ P Specpfq. Et ϕ étant une forme quadratique réelle nous avons λ P R.
Nous posons à présent H “ Spante1uK. C’est un sous-espace stable par f parce que si x P H

alors
xe1, fpxqy “ xfpe1q, xy “ λxe1, xy “ 0. (11.28)

Nous pouvons donc considérer la restriction de f à H : fH : H Ñ H. Cet endomorphisme est
bilinéaire et symétrique sur l’espace H de dimension inférieure à celle de E, donc la récurrence
nous donne une base orthonormée

te2, . . . , enu (11.29)

de vecteurs propres de fH . De plus les valeurs propres sont réelles, toujours par récurrence. Donc

Specpfq “ tλu Y SpecpfHq Ă R. (11.30)

Notons pour être complet que si i ě 2 alors

xe1, eiy “ 0 (11.31)

parce que le vecteur ei est par construction choisi dans l’espace H “ eK
1 . Nous avons donc bien

une base orthonormée de E construite sur des vecteurs propres de f .

Corolaire 11.7.
Soit E un espace vectoriel ainsi que des formes bilinéaires ϕ et ψ sur E. Si ψ est définie positive,
alors il existe une base ψ-orthonormale dans laquelle ϕ est diagonale.

Démonstration. Il suffit de considérer l’espace euclidien E muni du produit scalaire xx, yy “
ψpx, yq. Ensuite nous diagonalisons la matrice (symétrique) de ϕ pour ce produit scalaire à l’aide
du théorème 11.6.

Définition 11.8.
La norme euclidienne d’un élément de Rm est définie par }u} “ ?

u·u 7.

Cette définition est motivée par le fait que le produit scalaire u·u donne exactement la norme
usuelle donnée par le théorème de Pythagore :

u·u “
mÿ

i“1
uiui “

mÿ

i“1
u2
i “ u2

1 ` u2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

m. (11.32)

Le fait que ei · ej “ δij signifie que la base canonique est orthonormée, c’est-à-dire que les
vecteurs de la base canonique sont orthogonaux deux à deux et qu’ils ont tout 1 comme norme.

7. La racine carrée est définie en 10.90.
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Lemme 11.9.
Pour tout u P Rm, il existe un ξ P Rm tel que }u} “ ξ·u et }ξ} “ 1.

Démonstration. Vérifions que le vecteur ξ “ u{}u} ait les propriétés requises. D’abord }ξ} “ 1
parce que u·u “ }u}2. Ensuite

ξ·u “ u·u

}u} “ }u}2

}u} “ }u}. (11.33)

11.1.1 Inégalité de Minkowski

Ce qui est couramment nommé « inégalité de Minkowski » est la proposition 27.38 dans les
espaces Lp. Nous allons en donner ici un cas très particulier.

Proposition 11.10.
Si q est une forme quadratique 8 sur Rn et si x, y P Rn alors

a
qpx` yq ď a

qpxq ` a
qpyq. (11.34)

Démonstration. La proposition 9.247 nous permet de « diagonaliser » la forme quadratique q.
Quitte à ne plus avoir une base orthonormale, nous pouvons renormaliser les vecteurs de base pour
avoir

qpxq “
ÿ

i

x2
i . (11.35)

Le résultat n’est donc rien d’autre que l’inégalité triangulaire pour la norme euclidienne usuelle,
laquelle est démontrée dans le théorème 11.1.

11.11.
Un produit scalaire fournit donc toujours une norme et donc une topologie. Il ne faudrait cependant
pas croire que toute norme dérive d’un produit scalaire, même pas en dimension finie. Et ce, malgré
l’équivalence de toutes les normes du théorème 11.46 dont vous avez déjà peut-être entendu parler.

L’intérêt du lemme suivant sera apparent en 11.48.

Lemme 11.12.
Sur R2, l’application Npx, yq “ |x| ` |y| est une norme 9 qui ne dérive pas d’un produit scalaire 10.

Démonstration. Nous commençons par montrer que N est une norme. Il faut vérifier les trois
conditions de la définition 7.146.

(1) Il faut utiliser le lemme 1.371(1) dans les deux sens. Si px, yq “ p0, 0q, alors évidemment
Npx, yq “ 0. Dans l’autre sens, si Npx, yq “ 0 nous avons

0 “ |x| ` |y| ě |x|. (11.36)

Donc |x| ď 0, mais comme |x| ě 0, nous avons |x| “ 0 et donc x “ 0. Le même raisonnement
tient pour y.

(2) En tenant compte du fait que |λx| “ |λ||x|, nous avons

N
`
λpx, yq˘ “ Npλx, λyq “ |λ||x| ` |λ||y| “ |λ|p|x| ` |y|q “ |λ|Npx, yq. (11.37)

8. Définition 9.120.
9. Définition 7.146.

10. La norme d’un produit scalaire est le théorème 11.1.
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(3) Nous avons le calcul

N
`px, yq ` pa, bq˘ “ Npx` a, y ` bq (11.38a)

“ |x` a| ` |y ` b| (11.38b)
ď |x| ` |a| ` |y| ` |b| “ Npx, yq `Npa, bq (11.38c)

Justification : pour (11.38c) nous avons utilisé |a` b| ď |a| ` |b|, du lemme 1.371.
Pour voir qu’elle ne dérive pas d’un produit scalaire, nous montrons qu’elle ne vérifie pas l’identité
du parallélogramme du théorème 11.1.

Voici un petit bout de code qui nous permet de ne pas faire de recherches à la main :

1 # Dans un cas réel , vous avez n e t t e m e n t i n t é r ê t à
2 # créer une c l a s s e ’ V e c t e u r ’ qui i m p l é m e n t e somme , d i f f é r e n c e
3 # et norme .
4 def N(v):
5 r e t u r n abs ( v[0] )+ abs (v[1])
6

7 def parall (v,w):
8 # La d i f f é r e n c e v - w
9 d=( v[0]-w[0],v[1]-w[1] )

10 # La somme v + w
11 s=( v[0]+w[0],v[1]+w[1] )
12

13 r e t u r n N(d)**2+N(s)**2 -2*N(v)**2 -2*N(w)**2

tex/sage/sageSnip018.sage

Il est vite vu qu’avec v “ p´1, 1q et w “ p1, 1q, l’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée.

Lemme 11.13 ([102]).
Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire 11 et de la norme associée. Si x, y P V satisfont
à }x` y} “ }x} ` }y}, alors il existe λ ě 0 tel que x “ λy.

Démonstration. Quitte à raisonner avec x{}x} et y{}y}, nous supposons que }x} “ }y} “ 1. Dans
ce cas l’hypothèse signifie que }x`y}2 “ 4. D’autre part en écrivant la norme en termes de produit
scalaire,

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy, (11.39)

ce qui nous mène à affirmer que xx, yy “ 1 “ }x}}y}. Nous sommes donc dans le cas d’égalité
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz 12, ce qui nous donne un λ tel que x “ λy. Étant donné que
}x} “ }y} “ 1 nous avons obligatoirement λ “ ˘1, mais si λ “ ´1 alors xx, yy “ ´1, ce qui est
le contraire de ce qu’on a prétendu plus haut. Par souci de cohérence, nous allons donc croire que
λ “ 1.

Proposition 11.14 ([306]).
si v1, ¨ ¨ ¨ , vk sont des vecteurs non nuls, orthogonaux deux à deux, alors ces vecteurs forment une
famille libre.

Démonstration. Soit une combinaison linéaire nulle des vi :
řk
i“1 λivi “ 0. Nous multiplions sca-

lairement par vk :
0 “

ÿ

i

λivk · vi “
ÿ

i

λiδki}vi}2 “ λk}vk}2. (11.40)

Donc λk “ 0.
11. Définition 9.162.
12. Théorème 11.1.
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Lemme 11.15.
Une isométrie d’un espace euclidien fixe l’origine.

Démonstration. Soit une isométrie f d’un espace euclidien : fpxq · fpyq “ x· y pour tout x, y P E.
En particulier pour x “ 0 nous avons

fp0q · fpyq “ 0 (11.41)

pour tout y. Parce que f est une bijection, nous avons fp0q ·x “ 0 pour tout x. Comme le produit
scalaire est non dégénéré 13 cela implique que fp0q “ 0.

11.1.2 Cauchy-Schwarz etc. cas complexe

Théorème 11.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas complexe[307]).
Soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit hermitien x., .y. Alors pour tous vecteurs x, y
nous avons

|xx, yy| ď }x}}y} (11.42)

où nous avons posé }x} “ axx, xy.

Démonstration. Si xx, yy “ 0, le résultat est évident. Nous nous concentrons donc sur le cas où
xx, yy ‰ 0. Nous posons

θ “ xx, yy
|xx, yy| . (11.43)

C’est un élément de C de norme 1. Nous avons

x1
θ
x, yy “ |xx, yy|

xx, yy xx, yy “ |xx, yy| ě 0 (11.44)

où le symbole « ě » signifie « est réel et positif ». Nous posons x1 “ 1
θx et nous considérons t P R.

Remarquons que }x1}2 “ }x}2 :

}x1}2 “ xx1, x1y “ 1
θθ̄

xx, xy “ }x}2 (11.45)

parce que |θ| “ 1.
En utilisant le fait que xa, by ` xb, ay “ Repxa, byq nous avons :

0 ď }x1 ` ty}2 “ }x1}2 ` txx1, yy ` txy, x1y ` t2}y}2 (11.46a)
“ }y}2t2 ` 2 Repxx1, yyqt` }x1}2. (11.46b)

C’est un polynôme de degré 2 en t qui n’est jamais strictement négatif. Autrement dit, il a au
maximum une seule racine, ce qui signifie que son discriminant est négatif ou nul :

Repxx1, yyq2 ´ }y}2}x1}2 ď 0. (11.47)

Mais nous avons choisi x1 de telle sorte que xx1, yy “ |xx, yy| P R et }x1}2 “ }x}2 ; nous avons donc

|xx, yy|2 ď }x}2}y}2, (11.48)

comme il se devait.

Proposition 11.17 (Identité du parallélogramme[308]).
Soit un espace vectoriel complexe E muni d’un produit hermitien x., .y. Nous posons }x} “ axx, xy.
Nous avons

(1) }.} est une norme.

13. Lemme 9.165.
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(2) Elle vérifie l’identité du parallélogramme :

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2}x}2 ` 2}b}2 (11.49)

pour tout x, y P E.

Démonstration. En ce qui concerne le fait que }.} soit une norme, tout est essentiellement dans la
définition 9.170 d’un produit hermitien. Voyons tout de même l’inégalité triangulaire. Nous avons :

}x` y}2 “ xx` y, x` yy (11.50a)
“ }x}2 ` }y}2 ` xx, yy ` xy, xy (11.50b)
“ }x}2 ` }y}2 ` 2ℜ

`xx, yy˘ (11.50c)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|ℜ`xx, yy˘| (11.50d)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|xx, yy| (11.50e)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} (11.50f)
“ `}x} ` }y}˘2

. (11.50g)

Pour (11.50f) nous avons utilisé Cauchy-Schwarz 11.16.

11.1.3 Diagonalisation : cas complexe, ce qu’on a

Lemme 11.18 (Théorème spectral hermitien).
Nous considérons un espace vectoriel complexe hermitien. Pour un opérateur hermitien 14,

(1) le spectre est réel,
(2) deux vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes sont orthogonaux 15.

Démonstration. Soit v un vecteur de valeur propre λ. Nous avons d’une part

xAv, vy “ λxv, vy “ λ}v}2, (11.51)

et d’autre part, en utilisant le fait que A est hermitien,

xAv, vy “ xv,A˚vy “ xv,Avy “ λ̄}v}2, (11.52)

par conséquent λ “ λ̄ parce que v ‰ 0.
Soient λi et vi (i “ 1, 2) deux valeurs propres de A avec leurs vecteurs propres correspondants.

Alors d’une part
xAv1, v2y “ λ1xv1, v2y, (11.53)

et d’autre part
xAv1, v2y “ xv1, Av2y “ λ2xv1, v2y. (11.54)

Nous avons utilisé le fait que λ2 était réel. Par conséquent, soit λ1 “ λ2, soit xv1, v2y “ 0.

Remarque 11.19.
Un opérateur de la forme A˚A est évidemment hermitien. De plus ses valeurs propres sont toutes
positives parce que si A˚Av “ λv alors

0 ď xAv,Avy “ xA˚Av, vy “ λxv, vy. (11.55)

Donc λ ě 0.
14. Définition 9.173.
15. Pour la forme (9.339).
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11.1.4 Projection et orthogonalité

La définition du produit scalaire dans Rn est 9.167 et le lien avec la matrice d’une application
linéaire est la proposition 9.178.

Remarque 11.20.
Outre l’orthogonalité, le produit scalaire permet de connaître l’angle entre deux vecteurs à tra-
vers la définition 18.52. D’autres interprétations géométriques du déterminant sont listées dans le
thème 44.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer, pour deux vecteurs quelconques u et v, la
projection orthogonale de u sur v. Ce sera le vecteur ū parallèle à v tel que u´ ū est orthogonal à
v. Nous avons donc

ū “ λv (11.56)

et
pu´ λvq · v “ 0. (11.57)

La seconde équation donne u· v ´ λv· v “ 0, ce qui fournit λ en fonction de u et v :

λ “ u· v

}v}2 . (11.58)

Nous avons par conséquent
ū “ u· v

}v}2 v. (11.59)

Armés de cette interprétation graphique du produit scalaire, nous comprenons pourquoi nous
disons que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

Nous pouvons maintenant savoir quel est le coefficient directeur d’une droite orthogonale à une
droite donnée. En effet, supposons que la première droite soit parallèle au vecteur X et la seconde
au vecteur Y . Les droites seront perpendiculaires si X ·Y “ 0, c’est-à-dire si

ˆ
x1
y1

˙
·

ˆ
y1
y2

˙
“ 0. (11.60)

Cette équation se développe en
x1y1 “ ´x2y2. (11.61)

Le coefficient directeur de la première droite est x2
x1

. Isolons cette quantité dans l’équation (11.61) :

x2
x1

“ ´y1
y2
. (11.62)

Donc le coefficient directeur de la première est l’inverse et l’opposé du coefficient directeur de la
seconde.

Exemple 11.21.
Soit la droite d ” y “ 2x ` 3. Le coefficient directeur de cette droite est 2. Donc le coefficient
directeur d’une droite perpendiculaires doit être ´1

2 . △

Preuve alternative. La preuve peut également être donnée en ne faisant pas référence au produit
scalaire. Il suffit d’écrire toutes les quantités en termes des coordonnées de X et Y . Si nous posons

X “
¨
˝
x1
x2
x2

˛
‚, Y “

¨
˝
y1
y2
y3

˛
‚, (11.63)

l’inégalité à prouver devient

px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ď px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q. (11.64)
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Nous considérons la fonction

φptq “ px1 ` ty1q2 ` px2 ` ty2q2 ` px3 ` ty3q2 (11.65)

En tant que norme, cette fonction est évidemment positive pour tout t. En regroupant les termes
de chaque puissance de t, nous avons

φptq “ py2
1 ` y2

2 ` y2
3qt2 ` 2px1y1 ` x2y2 ` x3y3qt` px2

1 ` x2
2 ` x2

3q. (11.66)

C’est un polynôme du second degré en t. Par conséquent le discriminant doit être négatif 16. Nous
avons donc

4px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ´ px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q ď 0. (11.67)
La thèse en découle aussitôt.

11.1.5 Théorème de Pythagore

Théorème 11.22 (Pythagore[1]).
Soient un espace euclidien 17 E ainsi que trois points a, b, c P E formant un triangle rectangle en
a, c’est-à-dire tel que

pb´ aq · pa´ cq “ 0 (11.68)
Alors

}b´ c}2 “ }b´ a}2 ` }a´ c}2. (11.69)

Démonstration. D’abord pour développons l’hypothèse (11.68) :

b· a´ b· c´ }a}2 ` a· c “ 0, (11.70)

et nous isolons un bout qui va nous servir plus tard :

b· a` a· c “ b· c` }a}2. (11.71)

Maintenant nous calculons un peu :

}b´ a}2 ` }a´ c}2 “ }b}2 ´ 2b· a` }a}2 ` }a}2 ´ 2a· c` }c}2 (11.72a)
“ 2}a}2 ` }b}2 ` }c}2 ´ 2pb· c` }a}2q (11.72b)
“ }b}2 ` }c}2 ´ 2b· c (11.72c)
“ }b´ c}2. (11.72d)

Pour (11.72b), nous avons substitué (11.71).

11.23.
Je profite de l’occasion pour montrer mon scepticisme quant aux preuves de Pythagore basées sur
différents pliages et découpages des carrés construits sur les côtés du triangle.

Si, comme ici, nous considérons la géométrie dans R2 muni de son produit scalaire, alors le
théorème 11.22 est le théorème de Pythagore et il n’est pas loin d’être la définition de la distance
entre deux points. Ce serait exactement la définition pour le triangle A “ p0, 0q, B “ pa, 0q,
C “ pa, bq.

Pour autant que je le sache, la géométrie dans « le plan » (celle du collège) ne définit pas
« longueur » et « aire ». Donc bon . . .Il y a peut-être un moyen de s’en sortir, mais je ne le connais
pas.

Bref, soit on se met d’accord sur les définition (et dans ce cas je serais étonné qu’il existe une
démonstration de Pythagore très différente de ce qu’on a ici), soit il faudrait se calmer avec les
soit-disant preuves du théorème de Pythagore.

Lemme 11.24.
Soit un carré de côté c. Alors deux points du carré sont au maximum éloignés d’une distance égale
à c

?
2.

16. Proposition 10.108.
17. Définition 9.166.
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11.1.6 Produit vectoriel

Définition 11.25.
Soient u et v, deux vecteurs de R3. Le produit vectoriel de u et v est le vecteur uˆ v défini par

uˆ v “ det

¨
˝
e1 e2 e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

˛
‚ (11.73)

où les vecteurs e1, e2 et e3 sont les vecteurs de la base canonique de R3.

Lemme 11.26.
Le produit vectoriel uˆ v est également exprimé par

uˆ v “ pu2v3 ´ u3v2qe1 ` pu3v1 ´ u1v3qe2 ` pu1v2 ´ u2v1qe3 (11.74a)
“

ÿ

i,j,k

ϵijkviwjek (11.74b)

où ϵijk est défini par ϵxyz “ 1 et ensuite ϵijk est 1 ou ´1 suivant que la permutation des x, y et
z est paire ou impaire. C’est-à-dire que ϵijk est la signature de la permutation qui amène p1, 2, 3q
sur pi, j, kq.
Démonstration. Il s’agit seulement de développer explicitement le déterminant (11.73).

11.27.
Admettons que a ˆ b “ v. En calculant le même produit vectoriel dans la base fi “ ´ei, les
composantes de a et b changent de signe et la formule (11.74) dit que le produit vectoriel ne
change pas. On serait tenté d’écrire, dans la base tfiu

p´aq ˆ p´bq “ v, (11.75)

tout en pleurant parce que dans la base des fi, le vecteur v devient ´v.
Il y a des personnes que cela tracasse tellement qu’on entend parler de « le produit vectoriel

est un pseudo-vecteur sous SOp2q ». Les physiciens en théorie quantique des champs sont terribles
sur ce sujet 18.

Il suffit d’être clair. Le produit vectoriel n’est défini que sur R3, et est défini par sa formule
dans la base canonique, point barre. Si vous avez des vecteurs a et b dont vous connaissez les
composantes dans une autre base, vous devez calculer les composantes dans la base canonique,
utiliser la formule pour trouver les composantes de a ˆ b dans la base canonique. Ensuite, si ça
vous chante, vous pouvez calculer à nouveau les composantes de aˆ b dans une autre base.

Tout cela pour dire que le produit vectoriel n’est pas une opération très généralisable. Il est
possible, pour sembler plus intrinsèque, de tenter cette définition : le produit vectoriel aˆ b est le
vecteur perpendiculaire à a et b, de longueur égale à l’aire du parallélogramme construit sur a et
b.

Cette « définition » a plusieurs inconvénients.
— Elle demande quand même un produit scalaire et des aires ; bref, elle demande une structure

métrique,
— Elle ne donne pas le sens. En effet, dans R3, il y a deux vecteurs de longueur donnée per-

pendiculaires à a et b. Il faut donc préciser le sens. Cela revient à donner une orientation et
donc, fondamentalement, à choisir une base.

Bref, on retiendra que le produit vectoriel est une opération accrochée à R3 et à sa base
canonique.

18. D’autant plus que, au lieu d’écrire un produit scalaire a· b, il écrivent aib
i en disant que bi est un covecteur.

Avec toutes les complications que ça implique sur les « lois de transformation » d’un covecteur sous tel ou tel groupe.
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Lemme-Définition 11.28.
Nous avons l’égalité suivante pour tout u, v, w P R3 :

puˆ vq ·w “ det

¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚. (11.76)

Le résultat est nommé le produit mixte de trois vecteurs de R3.

11.29.
Nous avons donné un nom à la combinaison puˆ vq ·w. J’imagine que vous voyez pourquoi nous
ne considérons pas la combinaison pu· vq ˆ w.

Le lemme suivant donne un moyen compliqué et peu pratique de calculer la valeur absolue
du produit mixte. La formule (11.77) ne sera utilisée que pour faire le lien entre un jacobien et
un élément de volume en dimension trois lorsque nous verrons les intégrales sur des variétés. Voir
l’équation (20.38).

Lemme 11.30 ([1]).
Le produit mixte peut également être exprimé par

|puˆ vq ·w|2 “ det

¨
˝

}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚. (11.77)

Démonstration. Si nous notons

a “
¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚, (11.78)

il faut simplement remarquer que
¨
˝

}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ aat. (11.79)

Donc au niveau des déterminants, en utilisant les propositions 9.241 et le lemme 4.78 nous avons

det

¨
˝

}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ detpaatq “ detpaq detpatq “ detpaq2. (11.80)

Et maintenant, par définition, detpaq “ puˆ wq ·w. Donc le résultat annoncé.

Proposition 11.31.
Les applications produit scalaire, vectoriel et mixte sont multilinéaires. Spécifiquement, nous avons
les propriétés suivantes.

(1) Les applications produit scalaire et vectoriel sont bilinéaires. C’est-à-dire que pour tout vec-
teurs a, b, c et pour tout nombre α et β nous avons

aˆ pαb` βcq “ αpaˆ bq ` βpaˆ cq
pαa` βbq ˆ c “ αpaˆ cq ` βpbˆ cq. (11.81)

(2) Le produit mixte est trilinéaire.
(3) Le produit vectoriel est antisymétrique, c’est-à-dire uˆ v “ ´v ˆ u.
(4) Nous avons u ˆ v “ 0 si et seulement si u et v sont colinéaires, c’est-à-dire si et seulement

si l’équation αu` βv “ 0 a une solution différente de la solution triviale pα, βq “ p0, 0q.
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Proposition 11.32 (Identité de Lagrange[309]).
Si x, y P Rn, alors

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.82)

Et si n “ 3 alors
}xˆ y}2 “ }x}2}y}2 ´ px· yq2. (11.83)

Démonstration. C’est un calcul. D’abord nous avons

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

i

x2
i

ÿ

j

y2
j ´ `ÿ

k

xkyk
˘2 “

ÿ

ij

x2
i y

2
j ´

ÿ

kl

xkykxlyl. (11.84)

Ensuite nous coupons les sommes de la façon suivante
ÿ

ij

“
ÿ

j

ÿ

iăj
`
ÿ

j

pi “ jq `
ÿ

j

ÿ

iąj
(11.85)

pour obtenir

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
x2
i y

2
j `

ÿ

j

x2
jy

2
j `

ÿ

j

ÿ

iąj
x2
i y

2
j

´
ÿ

l

ÿ

kăl
xkykxlyl ´

ÿ

k

x2
ky

2
k ´

ÿ

l

ÿ

kąl
xkykxlyl.

(11.86)

Il y a deux termes qui se simplifient. Notez que si Akl est symétrique en kl nous avons
ÿ

l

ÿ

kăl
Akl “

ÿ

k

ÿ

lăk
Alk “

ÿ

k

ÿ

lăk
Akl. (11.87)

La première égalité était seulement un renommage des indices. Le coup des indices symétriques
est justement ce qu’il se passe dans les deux termes enxkykxlyl, donc nous les regroupons :

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

`ÿ

iăj
x2
ix

2
j `

ÿ

iąj
x2
i y

2
j ´ 2

ÿ

iąj
xiyixjyj

˘
(11.88a)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
px2
i y

2
j ` x2

jy
2
i ´ 2xiyixjyjq (11.88b)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.88c)

Voilà qui prouve la première formule. Pour la seconde, il faut seulement poser n “ 3 et écrire les
sommes explicitement.

— Pour j “ 1, la somme sur i est
ř
iă1, c’est-à-dire aucun termes.

— Pour j “ 2, il y a seulement i “ 1, donc le terme px1y2 ´ x2y1q2.
— Pour j “ 3, il y a les termes i “ 1 et i “ 2, donc les termes px1y3 ´ x3y1q2 ` px2y3 ´ x3y2q2.

Ces trois termes collectés sont justement les composants (au carré) de xˆy données dans la formule
(11.74a).

Les trois vecteurs de base ex, ey et ey ont des produits vectoriels faciles à retenir :

ex ˆ ey “ ez

ey ˆ ez “ ex

ez ˆ ex “ ey

(11.89)

Les deux formules suivantes, qui mêlent le produit scalaire et le produit vectoriel, sont souvent
utiles en analyse vectorielle :

puˆ vq ·w “ u· pv ˆ wq
puˆ vq ˆ w “ ´pv·wqu` pu·wqv (11.90)

pour tout vecteurs u, v et w dans R3. Nous les admettons sans démonstration. La seconde formule
est parfois appelée formule d’expulsion.
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Exemple 11.33.
Calculons le produit vectoriel v ˆ w avec

v “
¨
˝

3
´1
1

˛
‚ w “

¨
˝

1
2

´1

˛
‚. (11.91)

Les vecteurs s’écrivent sous la forme v “ 3ex ´ ey ` ez et w “ ex ` 2ey ´ ez. Le produit vectoriel
s’écrit

p3ex ´ ey ` ezq ˆ pex ` 2ey ´ ezq “ 6ex ˆ ey ´ 3ex ˆ ez

´ ey ˆ ex ` ey ˆ ez

` ez ˆ ex ` 2ez ˆ ey

“ 6ez ` 3ey ` ez ` ex ` ey ´ 2ex
“ ´ex ` 4ey ` 7ez.

(11.92)

△

11.1.7 Produit mixte

Si a, b et c sont trois vecteurs, leur produit mixte est le nombre a· pb ˆ cq. En écrivant le
produit vectoriel sous forme de somme de trois déterminants 2 ˆ 2, nous avons

a· pbˆ cq

“ pa1ex ` a2ey ` a3ezq ·
˜∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣ ex ´
∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣ ey `
∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
¸

“ a1

∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣ ´ a2

∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣ ` a3

∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .
(11.93)

Le produit mixte s’écrit donc sous forme d’un déterminant. Nous retenons cette formule :

a· pbˆ cq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (11.94)

Un grand intérêt du produit vectoriel est qu’il fournit un vecteur qui est simultanément per-
pendiculaire aux deux vecteurs donnés.

Proposition 11.34.
Le produit vectoriel 19 aˆ b est un vecteur orthogonal à a et b.

Démonstration. Vérifions que a K pa ˆ bq. Pour cela, nous calculons a· pa ˆ bq, c’est-à-dire le
produit mixte

a· paˆ bq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ “ 0. (11.95)

L’annulation de ce déterminant est due au fait que deux de ses lignes sont égales.

Ces résultats admettent une intéressante généralisation.

Lemme 11.35.
Soit X P Rn ainsi que v1, . . . , vn´1 P Rn. Alors

19. Définition 11.25.
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(1) Nous avons

detpX, v1, . . . , vn´1q “ X · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.96)

(2) Le vecteur

det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.97)

est orthogonal à tous les vi.

Démonstration. Puisque les deux côtés de (11.96) vus comme fonctions de X, sont des applications
linéaires de Rn dans R, il suffit de vérifier l’égalité sur une base.

Nous posons τi : Rn Ñ Rn´1,

τipvqk “
#
vk si k ă i

vk`1 si k ě i.
(11.98)

et nous avons d’une part

ek · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ det

¨
˚̋

τkv1
...

τkvn´1

˛
‹‚ (11.99)

et d’autre part,

detpek, v1, . . . , vn´1q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
1 v1 ¨ ¨ ¨ vn´1
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‚

“ detpτkv1, . . . , τkvn´1q. (11.100)

La première assertion est démontrée.
En ce qui concerne la seconde, il suffit d’appliquer la première et se souvenir qu’un déterminant

est nul lorsque deux lignes sont égales 20. En effet :

vk · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ detpvk, v1, . . . , vnq “ 0. (11.101)

11.1.8 Procédé de Gram-Schmidt

Proposition 11.36 (Procédé de Gram-Schmidt).
Un espace euclidien possède une base orthonormée.

20. Corolaire 4.81.
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Démonstration. Soit E un espace euclidien et tv1, . . . , vnu, une base quelconque de E. Nous posons
d’abord

f1 “ v1, e1 “ f1
}f1} . (11.102)

Ensuite
f2 “ v2 ´ xv2, e1ye1, e2 “ f2

}f2} . (11.103)

Notons que te1, e2u est une base de Spantv1, v2u. De plus elle est orthogonale :

xe1, f2y “ xe1, v2y ´ xv2, e1y xe1, e1yloomoon
“1

“ 0. (11.104)

Le fait que }e1} “ }e2} “ 1 est par construction. Nous avons donc donné une base orthonormée de
Spantv1, v2u.

Nous continuons par récurrence en posant

fk “ vk ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiyei, ek “ fk

}fk} . (11.105)

Pour tout j ă k nous avons

xej , fky “ xej , vky ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiy xei, ejyloomoon

“δij

“ 0 (11.106)

Cet algorithme de Gram-Schmidt nous donne non seulement l’existence de bases orthonormée
pour tout espace euclidien, mais aussi le moyen d’en construire à partir de n’importe quelle base.

11.1.9 Pseudo-réduction simultanée

Corolaire 11.37 (Pseudo-réduction simultanée[310]).
Soient A,B P Spn,Rq avec A définie positive 21. Alors il existe Q P GLpn,Rq telle que QtBQ soit
diagonale et QtAQ “ 1.

Démonstration. Nous allons noter x· y le produit scalaire usuel de Rn et teiui“1,...,n sa base
canonique.

Comme A est définie positive, l’expression xx, yy “ x·Ay donne un produit scalaire sur Rn.
Nous avons donc deux produits scalaires sur Rn, et nous allons travailler avec les deux.

La proposition 11.36 appliquée à l’espace euclidien pRn, x., .yq dit qu’il existe une base de Rn

orthonormée pfiqi“1,...,n pour ce produit scalaire. Nous considérons l’application linéaire P définie
par

Pei “ fi. (11.107)

Nous démontrons à présent que P tAP “ 1. Pour cela, nous calculons

δij “ xfi, fjy (11.108a)
“ fi ·Afj (11.108b)
“ Pei ·APej (11.108c)
“ ei ·P tAPej (11.108d)
“ pP tAP qij . (11.108e)

Justifications :
21. Définition 9.222.
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— Pour (11.108a), la base pfjq est orthonormée pour le produit scalaire x., .y.
— Pour (11.108d), la proposition 9.180 sur la transposée.
— Pour (11.108e), la formule du produit scalaire usuel pour avoir les éléments de matrice,

proposition 9.178.
La matrice P tBP est une matrice symétrique, donc le théorème spectral 9.219 nous donne une
matrice R P Opn,Rq telle que RtP tBPR soit diagonale. En posant maintenant Q “ PR nous
avons la matrice cherchée.

Remarque 11.38.
Plusieurs remarques

(1) Nous n’avons pas prouvé l’existence d’une matrice P telle que P´1BP et P´1AP soient
diagonales. Au contraire, nous avons QtBQ et QtAQ qui sont diagonales. Tant que Q n’est
pas orthogonale, ce n’est pas la même chose.
Autrement dit, nous n’avons pas ici une vraie diagonalisation, parce que les matrices A et B
ne sont pas semblables à des matrices diagonales. Voir les définitions 9.207 (diagonalisable)
et 9.194 (semblable).
C’est pour cela que nous parlons de pseudo-diagonalisation.

(2) Dans le même ordre d’idée, la démonstration de la pseudo-diagonalisation simultanée parle
clairement de formes bilinéaires, et non d’endomorphismes. Or en comparant les lois de
transformations (4.228) et (9.300), nous voyons bien que la réduction en passant par QtAQ
est bien une réduction de forme bilinéaire et non une réduction d’endomorphismes.

(3) Nous avons prouvé la pseudo-réduction simultanée comme corolaire du théorème de diago-
nalisation des matrices symétriques 9.219. Il aurait aussi pu être vu comme un corolaire du
théorème spectral 11.6 sur les opérateurs autoadjoints via son corolaire 11.7.

11.2 Approximations
Le lemme suivant est surtout intéressant en dimension infinie.

Lemme 11.39.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V ; il existe une
suite pvnq dans A telle que vn VÝÑ v et }vn} ď }v} pour tout n.

Démonstration. Puisque A est dense, il existe une suite an dans A telle que an Ñ v. Ensuite il
suffit de poser

vn “ n

n` 1
}v}

}an}an. (11.109)

Par construction nous avons toujours

}vn} “ n

n` 1}v} ď }v}. (11.110)

Et de plus, la norme étant continue 22,

lim
nÑ8 vn “ lim

nÑ8
n

n` 1 lim
nÑ8

}v}
}an} lim

nÑ8 an “ v. (11.111)

Le fait que vn soit dans A est dû au fait que A soit vectoriel.

Proposition 11.40.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V ; pour tout a P R
nous avons

supt|v· a| tel que a P A et }a} ď λu “ λ}v}. (11.112)
22. Où dans le calcul suivant utilisons-nous la continuité de la norme ? Posez vous la question.
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Démonstration. D’abord pour tout a P A vérifiant }a} ď λ l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1
donne

|v· a| ď }v}}a} ď λ}v}. (11.113)

Donc le supremum dont on parle est majoré par λ}v}.
Il nous faut l’inégalité dans l’autre sens. Par densité nous pouvons choisir une suite vn P A tel

que vn Ñ v. Ensuite nous posons

an “ λ

}vn}vn. (11.114)

Nous avons }an} “ λ pour tout n et

|v· an| “ λ

}vn} |v· vn|, (11.115)

et en passant à la limite,

lim
nÑ8 |v· an| “ λ

}v}}v· v} “ λ}v}. (11.116)

Donc l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum contient une suite convergente vers λ}v}. Le
supremum est donc au moins aussi grand que cela.

11.2.1 Quelques exemples de normes sur Rn

Il est possible de définir de nombreuses normes sur Rn. Citons-en quelques-unes parmi les
normes }.}p. Le cas général p ě 1 sera fait dans 17.108.

Proposition-Définition 11.41 ([311, 211]).
Les formules suivantes définissent des normes 23 sur Rn.

(1) }x}1 “ řn
i“1 |xi|,

(2) }x}2 “ ařn
i“1 x

2
i ,

(3) }x}8 “ maxi |xi|.
La norme }.}8 est nommée norme supremum.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Déjà fait dans le lemme 11.12.
(ii) Pour (2) Le cas p “ 2 provient de l’inégalité

apa` bq2 ď
?
a2 `

?
b2, (11.117)

laquelle se démontre en passant au carré :

pa` bq2 “ a2 ` b2 ` 2ab ď a2 ` b2 ` 2|ab| “ `?
a2 `

?
b2
˘2
. (11.118)

(iii) Pour (3) Pour l’inégalité triangulaire, nous faisons

}x` y}8 “ max
i

|xi ` yi| ď max
i

`|xi| ` |yi|
˘ ď max

i
|xi| ` max

i
|yi| “ }x}8 ` }y}8. (11.119)

Les autres points de la définition 7.146 sont faciles quand on se rappelle que x “ 0 si et
seulement si xi “ 0 pour tout i.

23. Définition 7.146.
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Parmi ces normes, celles qui seront le plus souvent utilisées sont les normes }.}1 et }.}2 qui,
pour des raisons que nous verrons beaucoup plus tard 24 sont souvent notées }.}Lp :

}x}L1 “
nÿ

i“1
|xi|,

}x}L2 “
´ nÿ

i“1
|xi|2

¯1{2
.

(11.120)

‚
pAx, Ayq

‚ pBx, Byq

‚ C

1 2 3

1

2

3

4

Figure 11.1 – La norme euclidienne induit la distance euclidienne. D’où son nom. Le point C est
construit aux coordonnées pAx, Byq.

Soient A “ pAx, Ayq et B “ pBx, Byq deux éléments de R2. La distance 25 euclidienne entre A
et B est donnée par }A ´ B}2. En effet, sur la figure 11.1, la distance entre les points A et B est
donnée par

|AB|2 “ |AC|2 ` |CB|2 “ |Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2, (11.121)

par conséquent,
|AB| “

b
|Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2 “ }A´B}2. (11.122)

Remarque 11.42.
Si A, B et C sont trois points dans le plan R2, alors l’inégalité triangulaire |AB| ď |AC| ` |CB|
est précisément la propriété (4) de la norme (définition 7.146). En effet l’inégalité triangulaire
s’exprime de la façon suivante en termes de la norme }.}2 :

}A´B}2 ď }A´ C}2 ` }C ´B}2. (11.123)

En notant u “ A´C et v “ C´B, l’équation (11.123) devient exactement la propriété de définition
de la norme :

}u` v}2 ď }u}2 ` }v}2. (11.124)

Ceci explique pourquoi cette propriété des normes est appelée « inégalité triangulaire ».

11.3 Équivalence des normes

Au premier coup d’œil, les notions dont nous parlons dans ce chapitre ont l’air très générales.
Nous prenons en effet n’importe quel espace vectoriel V de dimension finie, et nous le munissons
de n’importe quelle norme. Rien que dans Rm nous allons en définir une infinité par l’équation
(17.439)). À partir de ces données, nous définissons les boules, la topologie, l’adhérence, etc.

24. La proposition 27.16, par exemple.
25. Ne pas confondre « distance » et « norme ».
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11.3.1 En dimension finie

Dans Rn, les normes }.}L1 , }.}L2 et }.}8 ne sont pas égales. Cependant elles ne sont pas
complètement indépendantes au sens où l’on sent bien que si un vecteur sera grand pour une
norme, il sera également grand pour les autres normes ; les normes « vont dans le même sens ».
Cette notion est précisée par le concept de norme équivalente.

Proposition-Définition 11.43 ([312]).
Soient deux normes N1 et N2 sur l’espace vectoriel E de dimension finie. Nous disons que N1 „ N2
si et seulement si il existe des réels strictement positifs k1, k2 tels que

k1N1pxq ď N2pxq ď k2N1pxq. (11.125)

La relation „ est une relation d’équivalence 26 sur l’ensemble des normes de E.
Si N1 „ N2 nous disons que les normes N1 et N2 sur Rm sont équivalentes.

Démonstration. Vu que tous les nombres sont strictement positifs, nous pouvons multiplier et
diviser sans changer le sens des inégalités. Gardant cela en tête, nous faisons les trois vérifications.

(i) réflexive Nous avons N1 „ N1 avec k1 “ k2 “ 1.
(ii) Symétrique Supposons avoir k1, k2 tels que k1N1pxq ď N2pxq ď k2N1pxq. Alors nous avons

aussi
1
k2
N2pxq ď N1pxq ď 1

k1
N2pxq. (11.126)

(iii) Transitive Supposons N1 „ N2 et N2 „ N3. Nous avons donc des nombres k1, k2, l1 et l2
tels que

k1N1pxq ď N2pxq
N2pxq ď k2N1pxq

l1N2pxq ď N3pxq
N3pxq ď l2N2pxq.

(11.127)

En combinant,
k1l1N1pxq ď l1N2pxq ď N3pxq ď l2N2pxq ď l2k2N1pxq. (11.128)

En particulier, k1l1N1pxq ď N3pxq ď l2k2N1pxq.
Proposition 11.44.
Pour Rn, nous avons les équivalences de normes }.}L1 „ }.}L2, }.}L1 „ }.}8 et }.}L2 „ }.}8. Plus
précisément nous avons les inégalités 27

(1) }x}2 ď }x}1 ď ?
n}x}2

(2) }x}8 ď }x}1 ď n}x}8
(3) }x}8 ď }x}2 ď ?

n}x}8

Démonstration. En mettant au carré la première inégalité nous voyons que nous devons vérifier
l’inégalité

|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 ď `|x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|˘2 (11.129)

qui est vraie parce que le membre de droite est égal au carré de chaque terme plus les double
produits. La seconde inégalité provient de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.1) sur les
vecteurs

v “

¨
˚̋

1{n
...

1{n

˛
‹‚, w “

¨
˚̋

|x1|
...

|xn|

˛
‹‚. (11.130)

26. Définition 1.30.
27. Les racines carrés sont définies en 10.90.
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Nous trouvons
1
n

ÿ

i

|xi| ď
c
n· 1

n2

dÿ

i

|xi|2, (11.131)

et par conséquent ÿ

i

|xi| ď ?
n}x}2. (11.132)

La première inégalité de (3) se démontre en remarquant que si a et b sont positifs, a ď ?
a2 ` b.

En appliquant cela à a “ maxi |xi|, nous avons

max
i

|xi| ď a|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 (11.133)

parce que maxi |xi| est évidemment un des termes de la somme. Pour la seconde inégalité de (3),
nous avons dÿ

k

|xk|2 ď
˜ÿ

k

max
i

|xi|2
¸1{2

“ ?
n}x}8. (11.134)

Pour obtenir cette inégalité, nous avons remplacé tous les termes |xk| par le maximum.

Pour les autres normes }.}p, il y a des inégalités dans 17.109 et 17.101 ; voir aussi le thème 25.
Une dernière avant l’équivalence de toutes les normes.

Proposition-Définition 11.45.
Les topologies suivantes sont égales sur Rn.

(1) La topologie produit Rˆ . . .ˆR des espaces topologiques pR, |.|q,
(2) La topologie de la norme

}px1, . . . , xnq}8 “ max
i

t|xi|u, (11.135)

(3) La topologie de la norme

}px1, . . . , xnq}2 “
d

nÿ

i“1
x2
i . (11.136)

Elle est la topologie que nous allons toujours considérer sur Rn (sauf mention très explicite du
contraire).

Démonstration. Les topologies (1) et (2) sont identiques par le lemme 7.203. Les topologies (2) et
(3) sont identiques par la proposition 11.44.

En réalité, toutes les normes }.}Lp et }.}8 sont équivalentes et, plus généralement, en dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes.

Théorème 11.46 ([313, 314]).
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. Soit un espace vectoriel V de dimension finie. Nous allons montrer que toutes les
normes sont équivalentes à la norme }.}8. Soit donc une norme N sur V .

(i) Inégalité dans un sens Vu que V est de dimension finie, il accepte une base te1, . . . , enu.
En posant D “ řn

i“1Npeiq, nous avons

Npxq “ Np
ÿ

i

xieiq ď
ÿ

i

|xi|Npeiq ď n}x}8D. (11.137)

Nous avons donc l’inégalité 28

Npxq ď nD}x}8. (11.138)

28. Dans 11.46, le n n’apparaît pas dans la majoration. C’est lui ou moi qui fait une erreur ? Pourquoi ?
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(ii) Dans l’autre sens La proposition 7.147 donne
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ ď Npx´ yq ď Dn}x´ y}8. (11.139)

Donc l’application N : pV, }.}8q Ñ R est continue. Vu que la sphère

S “ tx P V tel que }x}8 “ 1u (11.140)

est compacte 29, la fonction continue N y prend un minimum 30. Il existe donc m ą 0 tel que
m ď Npxq pour tout x P S.
Soit x P V . Nous avons x{}x}8 P S, de telle sorte que

m ď Np x

}x}î
q “ 1

}x}8
Npxq, (11.141)

ou encore Npxq ě m}x}8.
(iii) Conclusion Pour tout x P V nous avons les inégalités

m}x}8 ď Npxq ď nD}x}8. (11.142)

Donc toutes les normes sont équivalentes à la norme }.}8.
Comme l’équivalence de norme est transitive, toutes les normes sont équivalentes.

Corolaire 11.47.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et }.}1, }.}2 deux normes sur V . Alors l’identité
i : V Ñ V est un isomorphisme d’espace topologique pV, }.}1q Ñ pV, }.}2q.

De plus les ouverts sont les mêmes : une partie de V est ouverte dans pV, }.}1q si et seulement
si elle est ouverte dans pV, }.}2q.
Démonstration. Le théorème 11.46 nous dit qu’il existe des nombres α, β ą 0 tels que

α}x}1 ď }x}2 ď β}x}1 (11.143)

pour tout x P V . Soit un 2-ouvert O. Nous prouvons que i´1pOq “ O est un 1-ouvert. Pour
cela, soit a P O. Vu que O est un 2-ouvert, il existe r ą 0 tel que B2pa, rq Ă O. Prouvons que
B1pa, r{βq Ă B2pa, rq. En effet si y P B1pa, r{βq, alors

}y ´ a}2 ď β}y ´ a}1 ď r. (11.144)

Nous avons donc
B1pa, r{βq Ă B2pa, rq Ă O “ i´1pOq. (11.145)

Donc i´1pOq contient un 1-ouvert autour de chacun de ses points. Il est donc 1-ouvert.
Pour prouver que i´1 est continue, c’est la même chose.

11.48.
Le lemme 11.12 donnera une norme sur R2 qui ne dérive pas d’un produit scalaire. Vu que toutes
les normes sur R2 produisent la même topologie (c’est le corolaire 11.47), il y a parfaitement moyen
pour deux espaces vectoriels topologiques d’être isomorphes alors que l’un a une norme dérivant
d’un produit scalaire et l’autre non.

29. La partie S est fermée et bornée de pV, }.}8q, voir le théorème 10.24.
30. Théorème de Weierstrass 7.136.
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11.49.
Le théorème d’équivalence de norme sera utilisé pour montrer que l’ensemble des formes qua-
dratiques non dégénérées de signature pp, qq est ouvert dans l’ensemble des formes quadratiques,
proposition 17.120. Plus généralement il est utilisé à chaque fois que l’on fait de la topologie sur
les espaces de matrices en identifiant Mpn,Rq à Rn2 , pour se rassurer en se disant que ce qu’on
fait ne dépend pas de la norme choisie.

Voir aussi ce qu’on en fait en 12.303 pour démontrer la différentiabilité à partir des dérivées
partielles.

Proposition 11.50 ([1]).
Soit un espace vectoriel V de dimension finie sur C. Pour une base B “ teiu de V nous définissons

}
ÿ

k

vkek}B “
dÿ

k

|vk|2. (11.146)

(1) La formule (11.146) définit une norme sur V .
(2) Si B et B1 sont des bases de V , alors les topologies induites par le norme }.}B et }.}B1 sont

égales.

Démonstration. Nous commençons par fixer une base B “ teiui“1,...,n de V . Cette base nous
permet de définir

φ : V Ñ Cn

ÿ

k

vkek ÞÑ pv1, . . . , vnq. (11.147)

Cette application linéaire permet d’écrire

}v}V “ }φpvq}Cn . (11.148)

À partir de là, la vérification des propriétés de la définition 7.146 est immédiate. Par exemple :

}v ` w} “ }φpv ` wq} “ }φpvq ` φpwq} ď }φpvq} ` }φpwq} “ }v} ` }w}. (11.149)

En ce qui concerne la seconde assertion, c’est le théorème 11.46.

11.3.2 Contre-exemple en dimension infinie

Lorsque nous considérons des espaces vectoriels de dimension infinie, les choses ne sont plus
aussi simples. Nous voyons ici sur l’exemple de l’espace des polynômes que le théorème 11.46 n’est
plus valable si on enlève l’hypothèse de dimension finie.

On considère l’ensemble des fonctions polynomiales à coefficients réels sur l’intervalle r0, 1s.

PRpr0, 1sq “ tp : r0, 1s Ñ R | p : x ÞÑ a0 ` a1x` a2x
2 ` . . . , ai P R, @i P Nu. (11.150)

Cet ensemble, muni des opérations usuelles de somme entre polynômes et multiplications par les
scalaires, est un espace vectoriel.

Sur PpRq on définit les normes suivantes

}p}8 “ sup
xPr0,1s

tppxqu,

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
.

(11.151)
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Les inégalités suivantes sont immédiates

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx ď }p}8,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
ď }p}8,

(11.152)

mais la norme } · }8 n’est équivalente ni à } · }1, ni à } · }2. Soit pkpxq “ xk. Alors

}pk}8 “ 1,

}pk}1 “
ż 1

0
xk dx “ 1

k ` 1 ,

}pk}2 “
ˆż 1

0
x2k dx

˙1{2
“
c

1
2k ` 1 .

(11.153)

Pour k Ñ 8 les normes }pk}1, }pk}2 tendent vers zéro, alors que la norme }pk}8 est constante,
donc les normes ne sont pas équivalentes parce que il n’existe pas un nombre positif m tel que

m}pk}8 ď }pk}1,

m}pk}8 ď }pk}2,
(11.154)

uniformément pour tout k dans N.

11.4 Norme opérateur
La proposition suivante donne une norme (au sens de la définition 7.146) sur LpV,W q dès que

V et W sont des espaces vectoriels normés.

Proposition-Définition 11.51 (Norme opérateur[315], thème 39).
Soient des espaces vectoriels normés pV, }.}V q et pW, }.}W q. Soient une application linéaire T : V Ñ
W , et le nombre

}T }L “ sup
xPV
x‰0

}T pxq}W
}x}V . (11.155)

(1) Si V est de dimension finie, alors }T }L ă 8.
(2) L’application T ÞÑ }T }L est une norme sur l’espace vectoriel des applications linéaires V Ñ

W .
(3) Nous avons la formule

}T }L “ sup
xPV

}T pxq}W
}x}V “ sup

}x}V “1
}T pxq}W (11.156)

Le nombre }T }L est la norme opérateur de T . Nous disons que cette norme est subordonnée
aux normes choisies sur V et W .

Démonstration. Si V est de dimension finie alors l’ensemble t}x} “ 1u est compact par le théorème
de Borel-Lebesgue 10.24. Alors la fonction

x ÞÑ }T pxq}
}x} (11.157)

est une fonction continue sur un compact. Le corolaire 7.266 nous dit alors qu’elle est bornée. Le
supremum est donc un nombre réel fini.

Nous vérifions que l’application }.} de LpV,W q dansR ainsi définie est effectivement une norme.



770 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

(1) }T }L “ 0 signifie que }T pxq} “ 0 pour tout x dans V . Comme } · }W est une norme nous
concluons que T pxq “ 0 pour tout x dans V , donc T est l’application nulle.

(2) Pour tout λ P R et tout T dans LpV,W q nous avons

}λT }L “ sup
xPV
x‰0

}pλT qpxq}W
}x}V “ sup |λ|}T pxq}W

}x} “ |λ|}T }L. (11.158)

(3) Pour tous T1 et T2 dans LpV,W q nous avons

}T1 ` T2}L “ sup
xPV
x‰0

}T1pxq ` T2pxq}
}x} (11.159a)

ď sup }T1pxq ` T2pxq}
}x} (11.159b)

“ sup
ˆ}T1pxq}

}x} ` }T2pxq}
}x}

˙
(11.159c)

“ď sup }T1pxq}
}x} ` sup }T2pxq}

}x} (11.159d)

“ }T1} ` }T2}. (11.159e)

Enfin nous prouvons la formule alternative (11.156). Nous allons montrer que les ensembles sur
lesquels ont prend le supremum sont en réalité les mêmes :

"}Ax}
}x}

*

x‰0loooooomoooooon
A

“ t}Ax} tel que }x} “ 1uloooooooooooooomoooooooooooooon
B

. (11.160)

Attention : ce sont des sous-ensembles de réels ; pas de sous-ensembles de MpRq ou des sous-
ensembles de Rn.

Pour la première inclusion, prenons un élément de A, et prouvons qu’il est dans B. C’est-à-dire
que nous prenons x P V et nous considérons le nombre }Ax}{}x}. Le vecteur y “ x{}x} est un
vecteur de norme 1, donc la norme de Ay est un élément de B, mais

}Ay} “ }Ax}
}x} . (11.161)

Nous avons donc A Ă B.
L’inclusion B Ă A est immédiate.

Lemme 11.52.
Si A est une matrice bloc-diagonale formée des sous-matrices pAiq, alors Ak (k P Z) est une
matrice bloc-diagonale formée des sous-matrices pAiqk.
Proposition 11.53 ([1]).
Si A est une matrice bloc-diagonale, alors la norme de A majore la norme de chacun de ses blocs.

En d’autres termes, il y a autant de normes opérateur sur LpE,F q qu’il y a de paires de choix
de normes sur E et F . En particulier, cela donne lieu à toutes les normes }A}p qui correspondent
aux normes }.}p sur Rn.

Exemple 11.54.
Voyons la norme opérateur subordonnée à la norme }x}8 “ maxi |xi| sur Cn. Par définition (et
surtout par la propriété 11.51(3)),

}A}8 “ sup
}x}8“1

}Ax}8. (11.162)
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Vu que pAxqi “ ř
k Aikxk, lorsque }x}8 ď 1 nous avons |pAxqi| ď ř

k |Aik|. Donc nous avons
toujours

}A}8 ď max
i

ÿ

k

|Aik|. (11.163)

△

Définition 11.55.
La topologie forte sur l’espace des opérateurs est la topologie de la norme opérateur.

Lorsque nous considérons un espace vectoriel d’applications linéaires, nous considérons tou-
jours 31 dessus la topologie liée à cette norme.

11.4.1 Norme d’algèbre

Définition 11.56 (Norme d’algèbre[315]).
Si A est une algèbre 32, une norme d’algèbre sur A est une norme telle que pour toute x, y P A,

}xy} ď }x}}y}. (11.164)

La norme opérateur est une norme d’algèbre, comme nous le verrons dans le lemme 11.61.
Un des intérêts d’utiliser une norme d’algèbre est que l’on a l’inégalité }xk} ď }x}k. Cela sera

particulièrement utile lors de l’étude des séries entières, voir par exemple 15.13.

Définition 11.57 ([316]).
Le rayon spectral d’une matrice carrée A, noté ρpAq, est défini de la manière suivante :

ρpAq “ max
i

|λi| (11.165)

où les λi sont les valeurs propres de A.

11.58.
Quelques remarques sur la définition du rayon spectral.

— Même si A est une matrice réelle, les valeurs propres sont dans C. Donc dans (11.165), |λi|
est le module dans C de λi.

— Puisque les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique (théo-
rème 9.111), il y en a un nombre fini et le maximum est bien défini.

— La définition s’applique uniquement pour les espaces de dimension finie.

Lemme 11.59.
Soient des espaces vectoriels normés E et F , sur les corps R ou C. Pour tout A P LpE,F q, et
pour tout u P E nous avons la majoration

}Au} ď }A}}u} (11.166)

où la norme sur A est la norme opérateur subordonnée à la norme sur u.

Démonstration. Si u P E alors, étant donné que le supremum d’un ensemble est plus grand ou égal
à chacun des éléments qui le compose,

}A} “ sup
xPE

}Ax}
}x} ě }Au}

}u} , (11.167)

donc le résultat annoncé : }Au} ď }A}}u}.

Le lemme suivant est valable en dimension infinie. Nous en toucherons un mot dans l’exemple
11.66.

31. Sauf lorsque les événements nous forceront à trahir.
32. Définition 1.340.
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Lemme 11.60.
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Soit x P E. Alors l’application d’évaluation

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (11.168)

est continue.

Démonstration. Si x “ 0, alors par linéarité de f nous avons ev0pfq “ 0 pour tout f . Donc d’accord
pour la continuité.

Soit une suite convergente fk
LpE,F qÝÑ f . Nous voulons prouver que evxpfkq FÝÑ evxpfq, c’est-à-

dire que
lim
kÑ8 }fkpxq ´ fpxq} “ 0. (11.169)

Par hypothèse si k est grand, alors }fk ´ f}LpE,F q ď ϵ, c’est-à-dire que 33

sup
yPE

}fkpyq ´ fpyq}
}y} ď ϵ. (11.170)

En particulier pour notre x nous avons

}fkpxq ´ fpxq}
}x} ď ϵ, (11.171)

c’est-à-dire }fkpxq ´ fpxq} ď }x}ϵ. Vu que }x} est une simple constante et que ϵ est arbitraire, cela
implique fkpxq Ñ fpxq.

11.5 Application linéaire continue et bornée
Lemme 11.61 (La norme opérateur est une norme d’algèbre[1]).
Soient des espaces vectoriels normés E, F et G. Soient des opérateurs linéaires bornés B : E Ñ F ,
A : F Ñ G. Alors

}AB} ď }A}}B}. (11.172)

C’est-à-dire que la norme opérateur est une norme d’algèbre 34.

Démonstration. Nous avons les (in)égalités suivantes :

}AB} “ sup
xPE

}ABx}G
}x}E (11.173a)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}x}

}Bx}F
}Bx}F (11.173b)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

}Bx}
}x} (11.173c)

ď sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

loooooomoooooon
ď}A}

sup
yPE
By‰0

}Bx}
}y}

looooomooooon
“}B}

(11.173d)

ď }A}}B}. (11.173e)

La dernière inégalité provient que dans sup xPE
Bx‰0

}ABx}{}x}, le supremum est pris sur un ensemble
plus petit que celui sur lequel porte la définition de la norme de A : seulement l’image de B au
lieu de tout l’espace de départ de A.

33. Définition 11.51 de la norme sur LpE,F q.
34. Définition 11.56.
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Proposition 11.62 (Bornée si et seulement si continue[317]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés. Une application linéaire E Ñ F est bornée si et
seulement si elle est continue.

Démonstration. Nous commençons par supposer que A est bornée. Par le lemme 11.61, pour tout
x, y P E, nous avons

}Apxq ´Apyq} “ }Apx´ yq} ď }A}}x´ y}. (11.174)

En particulier si xn EÝÑ x alors

0 ď }Apxnq ´Apxq} ď }A}}xn ´ x} Ñ 0 (11.175)

et A est continue en vertu de la caractérisation séquentielle de la continuité, proposition 7.127.
Nous supposons maintenant que }A} n’est pas borné : l’ensemble t}Apxq} tel que }x} “ 1u

contient des valeurs arbitrairement grandes. Alors pour tout k ě 1 il existe xk P Bp0, 1q tel que
}Apxkq} ą k. La suite xk{k tend vers zéro parce que }xk} “ 1, mais }Apxkq} ě 1 pour tout k. Cela
montre que A n’est pas continue.

Nous avons vu dans la proposition 11.62 que pour une application linéaire, être bornée est
équivalent à être continue. Nous allons maintenant voir un certain nombre d’exemples illustrant
ce fait.

Exemple 11.63 (Une application linéaire non continue).
Soit V l’espace vectoriel normé des suites finies de réels muni de la norme usuelle }c} “ ař8

i“0 |ci|2
où la somme est finie. Nous nommons tekukPN la base usuelle de cet espace, et nous considérons
l’opérateur f : V Ñ V donnée par fpekq “ kek. C’est évidemment linéaire, mais ce n’est pas continu
en zéro. En effet la suite uk “ ek{k converge vers 0 alors que fpukq “ ek ne converge pas. △

Cet exemple aurait pu également être donnée dans un espace de Hilbert, mais il aurait fallu
parler de domaine.

Exemple 11.64 (Une autre application linéaire non continue[318]).
En dimension infinie, une application linéaire n’est pas toujours continue. Soit E l’espace des
polynômes à coefficients réels sur r0, 1s muni de la norme uniforme. L’application de dérivation
φ : E Ñ E, φpP q “ P 1 n’est pas continue.

Pour la voir nous considérons la suite Pn “ 1
nX

n. D’une part nous avons Pn Ñ 0 dans E
parce que Pnpxq “ xn

n avec x P r0, 1s. Mais en même temps nous avons φpPnq “ Xn´1 et donc
}φpPnq} “ 1.

Nous n’avons donc pas limnÑ8 φpPnq “ φplimnÑ8 Pnq et l’application φ n’est pas continue en
0. Elle n’est donc continue nulle part par linéarité.

Nous avons utilisé le critère séquentiel de la continuité, voir la définition 7.183 et la proposi-
tion 7.127. △

Remarque 11.65.
Cette proposition permet de retrouver l’exemple 11.63 plus simplement. Si tekukPN est une base
d’un espace vectoriel normé formée de vecteurs de norme 1, alors l’opérateur linéaire donné par
upekq “ kek n’est pas borné et donc pas continu.

C’est également ce résultat qui montre que le produit scalaire est continu sur un espace de
Hilbert par exemple.

Exemple 11.66.
Nous avons vu dans le lemme 11.60 que pour un x P E donné, l’application

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (11.176)
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est continue. Puisque evx est linéaire, la proposition 11.62 nous indique que evx est bornée.
Vérifions-le directement. Le calcul n’est pas très compliqué :

}evx} “ sup
}f}“1

}evxpfq} “ sup
}f}“1

}fpxq} ď sup
}f}“1

}x}}f} “ }x} (11.177)

où nous avons utilisé le lemme 11.59 en passant. Donc la norme de evx est majorée par }x}.
Elle est même égale à }x}. En effet, pour chaque f P LpE,F q tel que }f} “ 1, nous avons

}evx} ě }evxpfq} “ }fpxq}. (11.178)

En prenant f “ Id nous trouvons }evx} ě }x}. △

11.5.0.1 Mini bonus

11.67 ([215]).
Vous vous souvenez de la définition 7.161 d’une somme directe topologique ? Si V est normé, il
existe une façon plus directe (mais pas spécialement plus simple) de prouver l’implication (1) ñ
(2), et en particulier la continuité de s´1. Rappelons que dans le cas normé, nous avons plusieurs
façons équivalentes de décrire les topologies 35.

— Sur V1 et V2 nous avons la topologie induite, définition 7.24, qui est la même que celle de la
restriction de la norme de V (lemme 7.112).

— La topologie sur V1 ˆ V2 est la définition 7.15. C’est la même que celle de la norme produit
par le lemme 7.203.

— La topologie sur V {V1 est la topologie quotient 7.43. La proposition 7.312 dit que la norme
induite donne la même topologie.

L’espace V1ˆV2 est muni de sa norme produit de la définition 7.203 : }pv1, v2q} “ maxt}v1}, }v2}u.
Par hypothèse ψ´1 : V1 ‘ V2 Ñ V1 ˆ V2 est linéaire et continue. La proposition 11.62 nous indique
qu’elle est alors bornée. Il existe donc un nombre C P R` tel que

}ψ´1pv1 ` v2q} “ maxt}v1}, }v2}u ď C}v1 ` v2}. (11.179)

Nous allons montrer que s´1 est séquentiellement continue 36 en partant d’une suite αn
V {V1ÝÑ 0.

En vertu de la proposition 7.312, nous avons dpαn, V1q RÝÑ 0.
Chacun des αn contient un unique élément xn de V1, qui est donné par s´1 : xn “ s´1pαnq.

Nous avons
}αn} “ inf

uPαn
}u} “ inf

vPV1
}xn ` v}. (11.180)

Vu que }αn} est donné par un infimum, nous pouvons, pour chaque n, choisir v P V1 de telle sorte
que xn ` vn ne soit pas trop loin d’être l’infimum :

ˇ̌}xn ` vn} ´ }αn}ˇ̌ ď 1
n
. (11.181)

Un tel choix nous donne une suite pvnq dans V1 telle que
ˇ̌}xn ` vn} ´ }αn}ˇ̌ Ñ 0. (11.182)

Vu que }αn} Ñ 0, cela implique }xn ` vn} Ñ 0.
En remettant tout ensemble,

}xn} ď maxt}xn}, }vn}u ď C}xn ` vn} Ñ 0. (11.183)

Donc s´1pαnq “ xn Ñ 0, et s´1 est séquentiellement continue.
35. Voir le thème 27.
36. Définition 7.183. La continuité séquentielle est équivalente à la continuité par la proposition 7.231.
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11.5.1 Suites

Nous allons maintenant parler de suites dans V ˆ W . Nous noterons pvn, wnq la suite dans
V ˆ W dont l’élément numéro n est le couple pvn, wnq avec vn P V et wn P W . La notions de
convergence de suite découle de la définition de la norme via la proposition 10.26. Il se fait que
dans le cas des produits d’espaces, la convergence d’une suite est équivalente à la convergence des
composantes. Plus précisément, nous avons le lemme suivant.

Lemme 11.68.
La suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW si et seulement les suites pvnq et pwnq convergent
séparément vers v et w respectivement dans V et W .

Démonstration. Pour le sens direct, nous devons étudier le comportement de la norme de pvn, wnq´
pv, wq lorsque n devient grand. En vertu de la définition de la norme dans V ˆW nous avons

›››pvn, wnq ´ pv, wq
›››
V ˆW

“ max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

(
. (11.184)

Soit ε ą 0. Par définition de la convergence de la suite pvn, wnq, il existe un N P N tel que n ą N
implique

max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (11.185)
et donc en particulier les deux inéquations

}vn ´ v} ă ε (11.186a)
}wn ´ w} ă ε. (11.186b)

De la première, il ressort que pvnq Ñ v, et de la seconde que pwnq Ñ w.
Pour le sens inverse, nous avons pour tout ε un N1 tel que }vn ´ v}V ď ε pour tout n ą N1 et

un N2 tel que }wn ´w}W ď ε pour tout n ą N2. Si nous posons N “ maxtN1, N2u nous avons les
deux inégalités simultanément, et donc

max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (11.187)

ce qui signifie que la suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW .

Proposition 11.69 ([1]).
Soit un espace V muni d’un produit scalaire à valeurs dans K (si K “ C nous supposons le produit
hermitien, mais ce n’est pas très important ici). Alors l’application

a : V ˆ V Ñ K

px, yq ÞÑ xx, yy (11.188)

est continue.

Démonstration. Nous ne disons pas que l’espace V ˆ V est muni d’un produit scalaire. Mais en
tout cas c’est un espace métrique, et K l’est aussi. Donc a est une application entre deux espaces
métriques et elle sera continue si et seulement si elle est séquentiellement continue (propositions
7.127 et 7.226).

Soit donc une suite convergente dans V ˆ V , c’est-à-dire pxk, ykq V ˆVÝÑ px, yq. Nous devons
démontrer que xxk, yky RÝÑ xx, yy. Les majorations usuelles donnent

ˇ̌xxk, yky ´ xx, yyˇ̌ ď ˇ̌xxk, yky ´ xx, ykyˇ̌ ` ˇ̌xx, yky ´ xx, yyˇ̌ (11.189a)
“ ˇ̌xxk ´ x, ykyˇ̌ ` ˇ̌xx, yk ´ yyˇ̌. (11.189b)

Nous savons du lemme 11.68 que les suites pxkq et pykq sont séparément convergentes : xk VÝÑ x

et yk VÝÑ y. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.2 nous trouvons
ˇ̌xxk ´ x, ykyˇ̌ ď }xk ´ x}}yk}. (11.190)

Nous avons }xk ´ x} Ñ 0 et }yk} Ñ }y}, et par la règle du produit de limites dans R nous avons
que

ˇ̌xxk ´ x, ykyˇ̌ Ñ 0.
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Remarque 11.70.
Il faut remarquer que la norme (7.182) est une norme par défaut. C’est la norme qu’on met quand
on ne sait pas quoi mettre. Or il y a au moins un cas d’espace produit dans lequel on sait très bien
quelle norme prendre : les espaces Rm. La norme qu’on met sur R2 est

}px, yq} “
a
x2 ` y2, (11.191)

et non la norme « par défaut » de R2 “ RˆR qui serait

}px, yq} “ maxt|x|, |y|u. (11.192)

Les théorèmes que nous avons donc démontré à propos de V ˆW ne sont donc pas immédiatement
applicables au cas de R2.

Cette remarque est valables pour tous les espaces Rm. À moins de mention contraire explicite,
nous ne considérons jamais la norme par défaut (7.182) sur un espace Rm.

Étant donné la remarque 11.70, nous ne savons pas comment calculer par exemple la fermeture
du produit d’intervalle s0, 1, rˆr4, 5r. Il se fait que, dans Rm, les fermetures de produits sont quand
même les produits de fermetures.

Proposition 11.71.
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient A Ă V et B Ă W . Alors

AˆB “ Āˆ B̄ (11.193)

pour la norme produit 37 sur V ˆW .

Démonstration. Nous commençons par prouver que AˆB Ă Āˆ B̄. Soit donc px, yq P AˆB. La
proposition 7.228 nous assure de l’existence d’une suite dans A ˆ B convergent vers px, yq. Nous
considérons donc une suite pxn, ynq dans AˆB telle que

pxn, ynq V ˆWÝÑ px, yq. (11.194)

Soit ϵ ą 0. Si n est assez grand nous avons

}pxn, ynq ´ px, yq} ď ϵ. (11.195)

Mais
}pxn, ynq ´ px, yq} “ }pxn ´ x, yn ´ yq} “ max

`}xn ´ x}V , }yn ´ y}W
˘
. (11.196)

Donc pour ce n nous avons }xn ´ x} ď ϵ et }yn ´ y} ď ϵ. Nous en déduisons que xn VÝÑ x et
yn

WÝÑ y. Donc x P Ā et y P B̄.
Dans l’autre sens maintenant. Soit px, yq P Ā ˆ B̄. Nous considérons deux suites pxnq dans A

et pynq dans B telles que xn VÝÑ x et yn WÝÑ y. Soit n suffisamment grand pour que }xn ´ x} ď ϵ
et }yn ´ y} ď ϵ. Nous avons alors

}pxn, ynq ´ px, yq} “ maxt}xn ´ x}, }yn ´ y}u ď ϵ. (11.197)

Proposition 11.72.
Soit A “ tpx, yq P R2 | x ą 0, y ą 0u.

(1) La partie A est ouverte dans R2.
(2) L’adhérence de A est donnée par

Ā “ AY tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.198)
37. Définition 7.203.
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(3) La frontière de A est donnée par

BA “ tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.199)

Démonstration. Point par point.
(1) Prenons px, yq P A, et tâchons de trouver une boule autour de px, yq qui soit contenue dans

A. Par définition, x ą 0 et y ą 0. Donc si nous prenons r “ mintx, yu{2, la boule B
`px, yq, r˘

est encore contenue dans A.
Notez que l’ensemble des boules du type Opx,yq “ B

`px, yq, mintx,yu
2

˘
est un recouvrement de

A par des ouverts.
(2) L’adhérence est constituée des points qui « touchent » presque l’ensemble. Intuitivement,

nous devinons que l’adhérence de A va être l’ensemble des points px, yq tels que x ě 0 et
y ě 0. D’abord, un point pa, bq avec a ă 0 n’est pas dans Ā parce qu’il existe une boule
autour de pa, bq telle que x ă 0 pour tout px, yq dans la boule (même chose pour les points
avec y ă 0).
Ensuite, prouvons que les points de la forme p0, yq et px, 0q avec x, y ě 0 sont dans Ā. Pour
cela, rien de tel qu’une suite. La suite p 1

n , yq avec y ě 0 est contenue dans A, et sa limite est
clairement le point p0, yq. Nous en concluons que p0, yq est un point de Ā.
De la même façon, la suite px, 1

nq montre que le point px, 0q est dans Ā. Donc

Ā “ AY tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.200)

En particulier, le point p0, 0q est dans Ā.
(3) En ce qui concerne la frontière, nous utilisons la caractérisation BA “ Āz IntpAq. Étant donné

que A est ouvert, IntpAq “ A. Les points qui sont dans Ā et pas dans A sont les points avec
x “ 0 ou y “ 0. Donc

BA “ tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.201)

L’adhérence peut aussi être trouvée en utilisant la proposition 11.71. Nous avons A “ s0,8r ˆ
s0,8r, et par conséquent, la fermeture de A est la produit des fermetures :

Ā “ r0,8rˆr0,8r. (11.202)

Nous insistons sur le fait que la fermeture de s0,8r n’est pas r0,8s. Ce dernier ensemble n’est pas
une partie de R.

11.5.2 Continuité du produit de matrices

Nous avons introduit des normes sur Mpn,Kq, entre autres la norme opérateur de la défi-
nition 11.51. Qui dit norme dit topologie. Il advient alors la question évidente : est-ce que des
opérations aussi élémentaires que le produit de matrices sont continues pour ces topologies ?

Une façon simple de répondre à cela est d’introduire sur Mpn,Kq une nouvelle norme très
simple : celle de Kn. C’est la topologie par composante. Pour cette topologie, il est simple de
voir que le produit matriciel est continu parce que les éléments de AB sont des polynômes en les
éléments de A B. Ensuite il suffit d’invoquer l’équivalence de toutes les normes (théorème 11.46).

Voyons comment montrer cela de façon plus directe (bien que le raisonnement précédent soit
une démonstration qui devrait déjà avoir convaincu les plus sceptiques). La preuve suivante va
donc s’amuser à bien préciser les topologies et caractérisations utilisées.

Lemme 11.73.
Si }.} est une norme algébrique sur Mpn,Kq (K est R ou C) alors l’application

p : Mpn,Kq ˆMpn,Kq Ñ Mpn,Kq
pA,Bq ÞÑ AB

(11.203)

est continue.
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Démonstration. L’espace Mpn,Kq ˆ Mpn,Kq est métrique (définition 7.202), donc la caractéri-
sation séquentielle de la continuité (proposition 7.231) s’applique. Nous considérons donc une
suite pAk, Bkq dans Mpn,Kq ˆ Mpn,Kq convergente vers pA,Bq, et nous allons prouver que
ppAk, Bkq Ñ ppA,Bq.

Nous savons que la topologie sur Mpn,Kq ˆMpn,Kq est la topologie produit (lemme 7.202)
et que celle-ci donne la convergence composante par composante dès que nous avons convergence
d’une suite ; c’est la proposition 7.59. Nous avons donc Ak

Mpn,KqÝÑ A et Bk
Mpn,KqÝÑ B.

Voilà pour le contexte. Maintenant, la preuve de la continuité. Nous effectuons les majorations
suivantes :

}ppAk, BKq ´AB} ď }ppAk, Bkq ´ ppAk, Bq} ` }ppAk, Bq ´AB} (11.204a)
“ }AkBk ´AkB} ` }AkB ´AB} (11.204b)
“ }AkpBk ´Bq} ` }pAk ´AqB} (11.204c)
ď }Ak}loomoon

Ñ}A}
}Bk ´B}loooomoooon

Ñ0

` }Ak ´A}loooomoooon
Ñ0

}B}. (11.204d)

11.6 Applications multilinéaires
Définition 11.74 (Application multilinéaire).
Soient des espaces vectoriels V1, . . . , Vk ainsi qu’un espace vectoriel W . Une application T : V k Ñ
W est dite k-linéaire si pour tout pv1, . . . , vkq P V1 ˆ . . .ˆ Vk les applications

Ti : Vi Ñ W

x ÞÑ T pv1, . . . , vi´1, x, vi`1, . . . , vkq (11.205)

sont linéaires.
En particulier lorsque k “ 2, nous parlons d’applications bilinéaires.
Si tous les espaces Vi sont sur le même corps K, une forme multilinéaire est une application

multilinéaire V1 ˆ . . .ˆ Vk Ñ K.
L’ensemble des applications k-multilinéaires V1 ˆ. . .ˆVk Ñ W peut être noté LpV1, . . . , Vk,W q,

et l’ensemble des applications k-linéaires sur V à valeurs dans W est noté LkpV,W q.
11.75.
Il serait une erreur 38 de noter LpV ˆ V,Rq l’ensemble de applications bilinéaires sur V . En effet,
LpV ˆ V,Rq est l’ensemble des applications linéaires V ˆ V Ñ R.

Si S P LpV ˆ V,Rq, il n’y a pas de formules particulières pour Spu, λvq. Par contre si T P
L2pV,W q, alors

T pu, λvq “ λT pu, vq. (11.206)

Nous avons par contre
T pλu, λvq “ λ2T pu, vq (11.207)

alors que
Spλu, λvq “ S

`
λpu, vq˘ “ λSpu, vq. (11.208)

Certains[319] notent bkV ˚ l’espace des formes k-linéaires sur V , voir la proposition 11.170.

Exemple 11.76.
Soit une application linéaire A : Rn Ñ Rm. L’application de Rm ˆRn dans R associée à A définie
par

TA : Rn ˆRm Ñ R

x, y ÞÑ x·Ay
(11.209)

38. Mais je crois que c’est fait à plusieurs endroits dans le Frido. Faire attention.
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est une forme bilinéaire.
Elle est aussi donnée par la formule

TApx, yq “ x·Ay “
ÿ

i,j

Aijxiyj . (11.210)

△

Proposition 11.77.
Soient des espaces vectoriels normés Ei et F . Une application n-linéaire

T : E1 ˆ . . .ˆ En Ñ F (11.211)

est est continue si et seulement si il existe un réel L ě 0 tel que

}T px1, . . . , xnq}F ď L}x1}E1 ¨ ¨ ¨ }xn}En , @xi P Ei. (11.212)

Démonstration. Pour simplifier l’exposition nous nous limitons au cas n “ 2 et nous notons
T px, yq “ x ˚ y

Supposons que l’inégalité (11.212) soit satisfaite.

}x ˚ y ´ x0 ˚ y0} “ }px´ x0q ˚ y ´ x0 ˚ py ´ y0q}
ď }px´ x0q ˚ y} ` }x0 ˚ py ´ y0q}
ď L}x´ x0}}y} ` L}x0}}y ´ y0}.

(11.213)

Si x Ñ x0 et y Ñ y0 on voit que T est continue en passant à la limite aux deux côtés de l’inégalité
(11.213).

Soit T continue en p0, 0q. Évidemment 39 0 ˚ 0 “ 0, donc il existe δ ą 0 tel que si x P BE1p0, δq
et y P BE2p0, δq alors }x ˚ y} ď 1. En particulier si px, yq P BE1ˆE2p0, δq nous sommes dans ce cas.
Soient maintenant x P E1zt0u et y P E2zt0u

x ˚ y “
ˆ}x}

δ

δx

}x}
˙

˚
ˆ}y}
δ

δy

}y}
˙

“ }x}}y}
δ2

ˆ
δx

}x}
˙

˚
ˆ
δy

}y}
˙
. (11.214)

On remarque que δx{}x}m est dans la boule de rayon δ centrée en 0m et que δy{}y}n est dans la
boule de rayon δ centrée en 0n. On conclut

x ˚ y ď }x}m}y}n
δ2 .

Il faut prendre L “ 1{δ2.

La norme de T est alors définie comme la plus petite constante L qui fait fonctionner la
proposition 11.77.

Définition 11.78.
La norme sur l’espace LpE1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En, F q des applications k-linéaires et continues est

}T }E1ˆ...ˆEn “ supt}T pu1, . . . , ukq}F | }ui}Ei ď 1, i “ 1, . . . , ku. (11.215)

Nous avons donc automatiquement

}T pu, vq} ď }T }}u}}v}. (11.216)

Et nous notons que cette norme est uniquement définie pour les applications linéaires continues.
Ce n’est pas très grave parce qu’alors nous définissons }T } “ 8 si T n’est pas continue. Cela pour
retrouver le principe selon lequel on est continue si et seulement si on est borné.

39. Dans la formule suivante, les trois zéros sont les zéros de trois espaces différents.
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Proposition 11.79.
On définit les fonctions

ωg : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRm,LpRn,Rpqq,
ωd : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRn,LpRm,Rpqq, (11.217)

par
ωgpT qpxq “ T px, · q, @x P Rm,

et
ωdpT qpyq “ T p · , yq, @y P Rn.

Les fonctions ωg et ωd sont des isomorphismes qui préservent les normes.

11.7 Séries

La notion de somme sur un ensemble infini est donnée en 11.101, voir aussi le thème 52 pour
plus de notions de sommes finies et infinies.

Définition 11.80.
Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé pV, }.}q. La suite des sommes partielles
associée est la suite pskq définie par

sk “
kÿ

i“0
ai (11.218)

La série associée est la limite des sommes partielles

8ÿ

k“0
ak “ lim

nÑ8

nÿ

k“0
ak (11.219)

si elle existe.
Si une telle limite existe nous disons que

ř8
k“0 ak converge dans V . Si la limite de la suite

des sommes partielles n’existe pas nous disons que la série diverge.

Remarque 11.81.
Si la limite de la suite des sommes partielles n’existe pas dans V , alors elle peut parfois exister dans
des extensions de V . Par exemple une série de rationnels convergeant vers

?
2 dans R ne converge

pas dans Q. Autre exemple : avec une bonne topologie sur R̄, une série peut ne pas converger dans
R mais converger vers ˘8 dans R̄.

Dans le cas des espaces de fonctions, nous avons une norme importante : la norme uniforme
définie par }f}8 “ suptfpxqu où le supremum est pris sur l’ensemble de définition de f .

Lemme 11.82.
Soit une suite pakq dans un espace métrique complet 40 dont la série converge.

(1) Pour tout N nous avons
8ÿ

k“0
ak “

Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (11.220)

(2) La suite des queues de série converge vers 0, c’est-à-dire que

lim
NÑ8

8ÿ

k“N
ak “ 0. (11.221)

40. Définition 7.239.
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Démonstration. Voici un petit calcul :

lim
nÑ8

nÿ

k“0
ak “ lim

nÑ8
` Nÿ

k“0
ak `

nÿ

k“N`1
ak
˘

(11.222a)

“ lim
nÑ8

Nÿ

k“0
ak ` lim

nÑ8

nÿ

k“N`1
ak (11.222b)

“
Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (11.222c)

Justifications :

— Pour (11.222a). Pour chaque n, la somme est finie et nous pouvons la décomposer. Si vous
voulez vraiment couper les cheveux en quatre, vous devez fixer un ϵ, et un n de telle sorte à
avoir n ą N , parce que N est fixé dans l’énoncé du lemme.

— Pour (11.222b). Nous sommes dans un cas limnÑ8pun ` vnq où punq est constante et où
pun ` vnq converge. Nous pouvons donc permuter limite et somme 41.

Voilà que (1) est prouvé.
Nous écrivons sn “ řn

k“0 ak ; l’hypothèse est que la suite psnq est une suite convergente dans
un espace métrique. Elle est donc de Cauchy par la proposition 7.245.

Soit ϵ ą 0. Il existe N P N tel que pour tout p, q ą N , nous ayons }sp ´ sq} ď ϵ. Soit p ą N .
Pour tout n ě 0 nous avons

ϵ ą }sp`n ´ sp`1} “ }
p`nÿ

k“p
ak}. (11.223)

En prenant la limite n Ñ 8 nous avons

}
8ÿ

k“p
ak} ď ϵ. (11.224)

Nous avons donc démontré qu’il existe N tel que si p ą N , alors }ř8
k“p ak} ď ϵ. Cela signifie

exactement que limnÑ8
ř8
k“n ak “ 0.

11.7.1 Les trois types de convergence

Trois notions de convergence à ne pas confondre :

(1) La convergence absolue,
(2) la convergence normale. C’est la même que la convergence absolue, mais dans le cas particulier

d’un espace de fonctions muni de la norme uniforme.
(3) la convergence uniforme.

Voici les définitions.

Définition 11.83 (Convergence absolue).
Nous disons que la série

ř8
n“0 an dans l’espace vectoriel normé V converge absolument si la

série
ř8
n“0 }an} converge dans R.

Définition 11.84 (Convergence normale).
Une série de fonctions

ř
nPN un converge normalement si la série de nombres

ř
n }un}8 converge.

C’est-à-dire si la série converge absolument pour la norme }f}8.

41. Pour rappel, la proposition 10.28 demande la convergence des deux suites pour fonctionner.
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Définition 11.85 (Convergence uniforme).
La somme

ř
n fn converge uniformément vers la fonction F si la suite des sommes partielles

converge uniformément, c’est-à-dire si

lim
NÑ8 }

Nÿ

n“1
fn ´ F }8 “ 0. (11.225)

Lemme 11.86.
Soient un espace topologique X, un espace vectoriel normé, et une suite de fonctions fn : X Ñ V .
Si la série

ř
n fn converge normalement, alors elle converge uniformément.

Proposition 11.87.
Une série absolument convergente dans un espace de Banach 42 y converge au sens usuel.

Démonstration. Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé complet dont la série converge
absolument. Nous allons montrer que la suite des sommes partielles est de Cauchy. Cela suffira à
montrer sa convergence par hypothèse de complétude.

Nous avons
}sp ´ sl} “ }

pÿ

k“l`1
ak} ď

pÿ

k“l`1
}ak} “ s̄p ´ s̄l (11.226)

où s̄n “ řn
k“0 }ak} est la suite des sommes partielles de la série des normes (qui converge). Vu que

la suite ps̄nq converge dans R, elle y est de Cauchy par la proposition 1.390. Donc il existe un N
tel que p, l ą N implique

}sp ´ sl} “ s̄p ´ s̄l ď ϵ. (11.227)

Cela signifie que psnq est une suite de Cauchy et donc convergente.

Exemple 11.88 (Si l’espace n’est pas complet[1]).
Dans un espace qui n’est pas complet, il est possible de construire un série qui converge absolument
sans converger au sens usuel.

Nous allons trouver dans Q une série qui converge simplement vers
?

2 (et donc ne converge
pas dans Q) mais absolument vers 4.

La base est que si A,B P Q avec A ă B il est possible de résoudre
"
r1 ` r2 “ A (11.228a)
|r1| ` |r2| “ B (11.228b)

pour r1, r2 P Q. Ce n’est pas très compliqué : la solution est r1 “ pA`Bq{2 et r2 “ pA´Bq{2.
Nous considérons l’espace Q qui n’est pas complet dans R. Soit une série pakq dans Q qui

converge vers
?

2 (convergence dans R) nous nommons pskq la suite des ses sommes partielles. Soit
aussi la suite pbkq qui converge vers 4 (zéro serait encore plus facile mais bon, juste pour faire un
peu de généralité).

Nous supposons que ak ă bk pour tout k et que les deux suites sont constituées de rationnels
positifs. Nous nommons pskq et ps1

kq les sommes partielles. En particulier sn ă s1
n et ce sont des

suites croissantes.
Nous savons comment trouver r1, r2 P Q tels que r1 `r2 “ s1 et |r1|`|r2| “ s1

1. Par récurrence,
si nous savons r1, . . . , rk tels que

"
r1 ` . . .` rk “ sn (11.229a)
|r1| ` . . .` |rk| “ s1

n (11.229b)

(avec, soit dit en passant k “ 2n), alors nous pouvons trouver des rationnels rk`1, rk`2 tels que
"
r1 ` . . .` rk ` rk`1 ` rk`2 “ sn`1 (11.230a)
|r1| ` . . .` |rk| ` |rk`1| ` |rk`2| “ s1

n`1, (11.230b)

42. Un espace vectoriel normé complet. Typiquement R.
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en effet il s’agit de résoudre
"
rk`1 ` rk`2 “ sn`1 ´ r1 ´ . . .´ rk “ sn`1 ´ sn ą 0 (11.231a)
|rk`1| ` |rk`2| “ s1

n`1 ´ |r1| ´ . . .´ |rk| “ s1
n`1 ´ s1

n ą 0. (11.231b)

Cela se résout comme ci-dessus. Au final nous pouvons construire une suite prkq dans Q telle que
2nÿ

k“0
rk “ sn (11.232)

et
2nÿ

k“0
|rk| “ s1

n. (11.233)

△

Remarque 11.89.
Nous savons que sur les espaces vectoriels de dimension finie toutes les normes sont équivalentes
(théorème 11.43). La notion de convergence de série ne dépend alors pas du choix de la norme.
Il n’en est pas de même sur les espaces de dimension infinie. Une série peut converger pour une
norme mais pas pour une autre.

Lorsque nous verrons la convergence de séries, nous verrons que la convergence normale est la
convergence absolue pour la norme uniforme.

Lemme 11.90.
Si E et F sont des espaces de Banach 43, l’espace LpE,F q est également de Banach.

Démonstration. Soit punq une suite de Cauchy dans LpE,F q ; si x P E il existe N tel que si
l,m ą N alors }ul ´ um} ă ϵ, c’est-à-dire que pour tout }x} “ 1 on a }ulpxq ´ unpxq} ă ϵ. Cela
signifie que unpxq est une suite de Cauchy dans l’espace complet F . Cette suite converge et nous
pouvons définir l’application u : E Ñ F par

upxq “ lim
nÑ8unpxq. (11.234)

Il suffit maintenant de prouver que u est linéaire, ce qui est une conséquence directe de la linéarité
de la limite :

upαx` βyq “ lim
nÑ8

`
αunpxq ` βunpyq˘. (11.235)

Proposition 11.91.
Si une série converge dans un espace complet, la norme de son terme général converge vers 0.

Démonstration. Soit une suite panq dont la série converge vers s. Soit ϵ ą 0. La suite des sommes
partielles psnq est de Cauchy et converge vers s : sn Ñ s. En particulier il existe un N tel que si
n ą N , nous avons }sn ´ sn´1} ă ϵ. Pour de telles valeurs de n nous avons :

}an} “ }sn ´ sn´1} ď ϵ. (11.236)

Cela prouve que an Ñ 0.

Dans le même ordre d’idée nous avons la convergence des queues de suites.

Lemme 11.92 ([1]).
Soit une suite a : N Ñ V où V est un espace vectoriel normé. Si

ř8
k“0 ak converge, alors

lim
nÑ8

8ÿ

k“n
ak “ 0. (11.237)

43. Je crois qu’il ne faut pas que E soit complet.
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Démonstration. Ne nous en voulez pas si on décale l’énoncé de 1 : nous allons prouver queř8
k“n`1 ak Ñ 0. Nous nommons psnq la suite des sommes partielles de a : sn “ řn

k“0 ak. Soit
n fixé dans N ; pour tout N ą n nous avons

Nÿ

k“0
ak “ sn `

Nÿ

k“n`1
ak (11.238)

En prenant la limite N Ñ 8 nous trouvons

8ÿ

k“0
ak “ sn ` lim

NÑ8

Nÿ

k“n`1
ak “ sn `

8ÿ

k“n`1
ak. (11.239)

Cela étant valable pour tout n, nous prenons la limite n Ñ 8. Par définition sn Ñ ř8
k“0 ak ; pour

le reste 8ÿ

k“0
ak “

8ÿ

k“0
ak ` lim

nÑ8

8ÿ

k“n`1
ak. (11.240)

La dernière somme est donc nulle et nous avons prouvé le lemme.

Proposition 11.93.
Si la série converge alors la somme est associative :

ř
kpak ` bkq “ ř

k ak ` ř
k bk.

Démonstration. Supposons que
ř
k ak et

ř
k bk convergent tous deux. Alors nous avons pour tout

N :
Nÿ

k“0
pak ` bkq “

Nÿ

k“0
ak `

Nÿ

k“0
bk. (11.241)

Mais si deux limites existent alors la somme commute avec la limite. C’est le cas pour la limite
N Ñ 8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

k“1
pak ` bkq “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
ak ` lim

NÑ8

Nÿ

k“0
bk “

8ÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“0
bk. (11.242)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 11.94
Je n’ai pas vérifié la proposition suivante. Écrivez-moi pour m’envoyer une preuve, ou pour me
dire qu’elle n’est pas correcte. En tout cas ne la prenez pas comme vraie trop facilement.

Proposition 11.95.
Si an ě 0 et bn ě 0 alors

8ÿ

n“0
an `

8ÿ

n“0
bn “

8ÿ

n“0
pan ` bnq. (11.243)

11.7.2 Séries dans une algèbre normée

Nous allons parler d’exponentielle de matrice. Avant cela, quelques propriétés qui sont valables
sur des algèbres normées. Le principal exemple que nous avons en tête est A “ Mpn,Cq.
Proposition 11.96 (Distributivité de la somme infinie[1]).
Soit une algèbre normée A. Soient une suite d’éléments Ak P A et un élément B. Nous supposons
que la somme

ř8
k“0Ak converge. Alors

B
ÿ

k

Ak “
ÿ

k

pBAkq. (11.244)
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Démonstration. Soit N P N. Nous avons :

}
Nÿ

k“0
BAk ´B

8ÿ

k“0
Ak} “ }B

8ÿ

k“N`1
Ak} (11.245a)

ď }B}}
8ÿ

k“N`1
Ak} (11.245b)

Justifications :
— Pour (11.245a). Linéarité du produit matriciel.
— Pour (11.245b). La norme est une norme d’algèbre 44.

À droite, la limite N Ñ 8 donne zéro car }B} est un simple nombre, et }ř8
k“N`1Ak} est une

queue de suite convergente par hypothèse.
Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8

Nÿ

k“0
BAk “ B

8ÿ

k“0
Ak. (11.246)

Proposition 11.97 (Produit de Cauchy dans une algèbre normée[1]).
Soient une algèbre normée A, un élément A P A, ainsi que des séries convergentes

ř8
k“0 akA

k etř8
l“0 blA

l. Alors ˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“

8ÿ

n“0

` nÿ

m“0
ambn´m

˘
An. (11.247)

Démonstration. Un calcul :
˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“
ÿ

k

`ÿ

l

blA
l
˘
akA

k (11.248a)

“
ÿ

k

`ÿ

l

blakA
l`k˘ (11.248b)

“ lim
KÑ8

Kÿ

k“0

`
lim
LÑ8

Lÿ

l“0
blakA

k`l˘ (11.248c)

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

Kÿ

k“0

Lÿ

l“0
blakA

k`l (11.248d)

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

K`Lÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAn (11.248e)

“ lim
KÑ8

8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (11.248f)

“
8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (11.248g)

Justifications :
— Pour (11.248a), la proposition 11.96 nous permet d’entrer l’élément

ř
l blA

l P A dans la
somme sur k.

— Pour (11.248b), c’est la même chose.
— Pour (11.248d), la somme sur k étant finie (pour chaque K), elle commute avec la limite sur

L.
44. Définition 11.56. Pour rappel, la norme opérateur en est une par le lemme 11.61.
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— Pour (11.248e), c’est une manipulation de sommes finies. On regroupe les termes selon les
puissances de A.

— Pour (11.248f), c’est effectuer la limite sur L pour K fixé.
— Pour (11.248g), l’expression dans la limite sur K ne dépend pas de K. Donc nous pouvons

simplement supprimer la limite.

11.8 Sommes de familles infinies

11.8.1 Convergence commutative

Définition 11.98.
Soit xk une suite dans un espace vectoriel normé E. Nous disons que la suite converge commu-
tativement vers x P E si limnÑ8 }xn ´ x} “ 0 et si pour toute bijection τ : N Ñ N nous avons
aussi

lim
nÑ8 }xτpnq ´ x} “ 0. (11.249)

La notion de convergence commutative est surtout intéressante pour les séries. La somme
8ÿ

k“0
xk (11.250)

converge commutativement vers x si limNÑ8 }x´řN
k“0 xk} “ 0 et si pour toute bijection τ : N Ñ N

nous avons

lim
NÑ8 }x´

Nÿ

k“0
xτpkq} “ 0. (11.251)

Nous démontrons maintenant qu’une série converge réelle commutativement si et seulement si
elle converge absolument.

Proposition 11.99.
Soit paiqiPN une suite absolument convergente 45 dans C. Alors elle converge commutativement.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous posons
ř8
i“0 ai “ a et nous considérons N tel que

|
Nÿ

i“0
ai ´ a| ă ϵ. (11.252)

Étant donné que la série des |ai| converge, il existe N1 tel que pour tout p, q ą N1 nous ayonsřq
i“p |ai| ă ϵ. Nous considérons maintenant une bijection τ : N Ñ N. Prouvons que la sérieř8
i“0 |aτpiq| converge. Nous choisissons M de telle sorte que pour tout n ą M , τpnq ą N1. Si

sk est la somme partielle de la suite paτpiqqiPN et si M ă p ă q nous avons

|sq ´ sp| “ |
qÿ

i“p
aτpiq| ď

qÿ

i“p
|aτpiq| ă ϵ. (11.253)

Cela montre que pskq est une suite de Cauchy. Elle est alors convergente et nous en déduisons que
la série 8ÿ

i“0
aτpiq (11.254)

converge. Nous devons montrer à présent qu’elle converge vers la même limite que la somme
« usuelle » limNÑ8

řN
i“0 ai.

45. Définition 11.83.
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Soit n ą maxtM,Nu. Alors

nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak “

Mÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak `

nÿ

M`1
aτpkq

loooomoooon
ăϵ

´
nÿ

k“N`1
ak

loooomoooon
ăϵ

. (11.255)

Par construction les deux derniers termes sont plus petits que ϵ parce que M et N sont les
constantes de Cauchy pour les séries

ř
aτpiq et

ř
ai. Afin de traiter les deux premiers termes,

quitte à redéfinir M , nous supposons que t1, . . . , Nu Ă τt1, . . . ,Mu ; par conséquent tous les ai
avec i ă N sont atteints par les aτpiq avec i ă M . Dans ce cas, les termes qui restent dans la
différence

ÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak (11.256)

sont des ak avec k ą N . Cette différence est donc en valeur absolue plus petite que ϵ, et nous avons
en fin de compte que ˇ̌

ˇ̌
ˇ
nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă ϵ. (11.257)

Proposition 11.100 ([320]).
Soit

ř8
k“0 ak une série réelle qui converge mais qui ne converge pas absolument. Alors pour tout

b P R, il existe une bijection τ : N Ñ N telle que
ř8
i“0 aτpiq “ b.

Pour une revue des définitions de sommes dans le cas de t0, . . . , nu, des ensembles finis quel-
conques, voir le thème 52. Maintenant nous donnons la définition pour une somme sur un ensemble
infini.

Définition 11.101.
Si tviuiPI est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel normé indexée par un ensemble
quelconque I. Nous disons que cette famille est sommable de somme v si pour tout ϵ ą 0, il existe
un J0 fini dans I tel que pour tout ensemble fini K tel que J0 Ă K nous avons

}
ÿ

jPK
vj ´ v} ă ϵ. (11.258)

Si tel est le cas, nous notons 46
ÿ

iPI
vi “ v. (11.259)

Dans cette définition, il faut comprendre que J0 est l’ensemble minimum de termes qu’il faut
prendre pour être ϵ-proche de v. Ensuite, K est là pour dire qu’en prenant plus de termes, on ne
s’éloignera pas tellement.

Lemme 11.102.
Soit une famille sommable pviqiPI dans un espace vectoriel normé sur C. Pour tout λ P C, la
famille pλviqiPI est sommable et ÿ

iPI
λvi “ λ

ÿ

iPI
vi. (11.260)

Lemme 11.103.
Soit une famille sommable paiqiPI . Si J Ă I, alors la famille pajqjPJ est sommable

46. Attention que pour définir ça, il faut prouver l’unicité ; je n’ai pas vérifié. Écrivez-moi si vous avez une preuve.
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Lemme 11.104.
Soit une famille sommable paiqiPI de réels positifs. Si J Ă I, alors la famille pajqjPJ est sommable
et ÿ

jPJ
aj ď

ÿ

iPI
ai. (11.261)

Dans le cas de familles de nombres réels positifs, nous avons une caractérisation plus commode.

Proposition 11.105 (Somme de réels positifs[1]).
Soit paiqiPI une famille de nombres réels positifs indexés par un ensemble quelconque I.

(1) La famille paiqiPI est sommable 47 si et seulement si

sup
J fini dans I

ÿ

jPJ
aj ă 8. (11.262)

(2) Si la famille est sommable, alors
ÿ

iPI
ai “ sup

J fini dans I

ÿ

jPJ
aj . (11.263)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1), ñ Soit v comme dans la définition. Soit ϵ ą 0. Nous considérons une partie finie

J0 Ă I comme il faut. Vu que tous les termes sont positifs,

sup
J fini dans I

ÿ

jPJ
aj “ sup

J fini dans I
J0ĂJ

ÿ

jPJ
aj . (11.264)

Pour chaque J fini contenant J0 dans I nous avons }řjPJ aj ´ v} ď ϵ et donc

}
ÿ

jPJ
aj} ď }v} ` ϵ. (11.265)

Donc le supremum sur les J est majoré par }v} ` ϵ.
Vu que cela est valable pour tout ϵ, c’est aussi majoré par }v} lui-même, mais ce n’est pas
utile pour notre propos.

(ii) Pour (1), ð Nous supposons maintenant que supJ fini dans I
ř
jPJ aj ă 8. Soit v ă 8 ce

supremum. Il existe un J0 fini dans I tel que

}
ÿ

jPJ0

aj ´ v} ď ϵ. (11.266)

Étant donné que tous les termes sont positifs, nous pouvons même dire que
ÿ

jPJ0

aj P rv ´ ϵ, vs. (11.267)

Pour tout K contenant J0 nous avons la même majoration et donc

v ´ ϵ ď
ÿ

jPJ0

aj ď
ÿ

kPK
ak ď v. (11.268)

(iii) Pour (2) Nous nommons v “ supJ fini dans I
ř
jPJ aj . Soit ϵ ą 0 ; il existe J0 fini dans I tel

que
v ´ ϵ ď

ÿ

jPJ0

aj ď v. (11.269)

47. Définition 11.101.
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Pour tout K fini contenant J0 nous avons aussi
ř
jPJ0

aj ď ř
kPK ak et donc

ÿ

kPK
ak P rv ´ ϵ, vs. (11.270)

Au final nous avons bien prouvé que

}
ÿ

kPK
ak ´ v} ď ϵ. (11.271)

Vu que pour tout ϵ, il existe un K qui réalise (11.271), la définition 11.101 nous dit queř
iPI ai “ v.

Lemme 11.106.
Soient un espace vectoriel normé V ainsi qu’une suite sommable pakqkPN dans V . Alors

ÿ

kPN
ak “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
ak. (11.272)

La somme à gauche est celle de la définition 11.101 et celle de droite est donnée par la définition
1.82.

Exemple 11.107.
La suite ai “ p´1qi n’est pas sommable parce que quel que soit J0 fini dansN, nous pouvons trouver
J fini contenant J0 tel que

ř
jPJp´1qj ą 10. Pour cela il suffit d’ajouter à J0 suffisamment de termes

pairs. De la même façon en ajoutant des termes impairs, on peut obtenir
ř
jPJ 1p´1qi ă ´10. △

Exemple 11.108.
De temps en temps, la somme peut sortir d’un espace. Si nous considérons l’espace des polynômes
r0, 1s Ñ R muni de la norme uniforme, la somme de l’ensemble

t1,´1,˘xn

n! unPN (11.273)

est zéro.
Par contre la somme de l’ensemble t1, xn

n! unPN est l’exponentielle qui n’est pas un polynôme. △

Proposition 11.109 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé V , deux ensembles disjoints A et B ainsi que v : AYB Ñ V . Siř
kPA vk et

ř
kPB vk sont sommables 48, alors

ÿ

kPAYB
vk “

ÿ

kPA
vk `

ÿ

kPB
vk. (11.274)

11.8.2 Somme non dénombrables

Nous allons voir que les sommes non dénombrables ne sont pas intéressantes : si le nombre
de valeurs non nulles parmi les pxiqiPI est non dénombrable, alors la somme est infinie. La bonne
généralisation de somme infinie dans le cas non dénombrable est l’intégrale qui viendra seulement
avec la définition 14.163 et la mesure de Lebesgue 14.139.

Lemme 11.110.
Si A est non dénombrable dans R, alors il existe δ ą 0 tel que AX t|x| ě δu est non dénombrable.

48. Définition 11.101.
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Démonstration. Nous y allons par l’absurde, et nous supposons que A ne contient pas zéro (sinon
il faut ajouter zéro aux An ci-dessous, et ça alourdit les notations). Nous supposons donc que les
parties

An “ AX t|x| ě 1
n

u (11.275)

sont dénombrables. Mais
A Ă

8ď

n“1
An. (11.276)

Une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable 49. Vu qu’un ensemble non
dénombrable ne peut être inclus dans un ensemble dénombrable 50, nous avons une contradiction.

Lemme 11.111.
Soit un ensemble I et une « suite » pxiqiPI avec xi ě 0 pour tout i. Si l’ensemble

F “ ti P I tel que xi ą 0u (11.277)

est non dénombrable, alors ÿ

iPI
xi “ 8. (11.278)

Démonstration. Nous considérons l’ensemble des valeurs non nulles atteintes par x :

V “ txi tel que i P F u. (11.279)

Il y a deux possibilités : soit V est dénombrable (ou fini), soit il est non dénombrable.

(i) V est fini ou dénombrable Dans ce cas, l’application x : F Ñ r0,8r est une application
d’un ensemble indénombrable vers un ensemble dénombrable. Le lemme 1.138 nous indique
qu’il existe y P R tel que x´1pyq est indénombrable et en particulier infini. La sommeř
iPx´1pyq xi est une somme indénombrable de termes tous égaux et strictement positifs. Elle

est infinie.
(ii) V est indénombrable La partie V de R est non dénombrable ; elle est donc sujette au

lemme 11.110 : il existe δ ą 0 tel que W “ V X tx ě δu est indénombrable. Vu que xi ě δ
pour tout i dans x´1pW q nous avons

ÿ

iPx´1pW q
xi “ 8. (11.280)

11.8.3 Sommes dénombrables

La proposition suivante nous enseigne que les sommes infinies se comportent normalement au
moins en ce qui concerne les majorations termes à termes.

Proposition 11.112 ([1]).
Soit I un ensemble dénombrable.

(1) Soient paiqiPI et pbiqiPI , deux familles de réels positifs telles que ai ď bi et telles que pbiq est
sommable 51. Alors paiq est sommable.

(2) Si paiqiPI est une famille de réels telle que p|ai|q est sommable, alors paiq est sommable.
(3) Si pziqiPI est une famille de complexes telle que p|zi|q est sommable, alors pziq est sommable.
49. Proposition 1.133.
50. Proposition 1.137.
51. Définition 11.101.
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Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) Nous pouvons utiliser la caractérisation 11.105 ; dans un premier temps nous avons

ÿ

iPI
bi “ sup

J fini dans I
bi ă 8. (11.281)

Pour chaque J fini dans I, le lemme 1.307 nous assure que
ÿ

jPJ
aj ď

ÿ

jPJ
bj (11.282)

Donc le supremum existe et est plus petit pour pajq que pour pbjq. En utilisant à nouveau
la caractérisation de la proposition 11.105(1) (mais dans l’autre sens), nous concluons que
paiqiPI est sommable.

(ii) Pour (2) Nous posons I` “ ti P I tel que ai ě 0u et I´ “ ti P I tel que ai ă 0u.
Vu que p|ai|qiPI est sommable, la famille paiqiPI` est sommable par le lemme 11.103. La
famille paiqiPI´ est également sommable par le même lemme appliqué à p´aiqiPI´ qui est
sommable par le lemme 11.102. Nous posons

S` “
ÿ

iPI`

ai (11.283a)

S´ “
ÿ

iPI´

ai, (11.283b)

et nous allons prouver que paiqiPI est sommable de somme S` ` S´. Soit ϵ ą 0. Nous
choisissons J`

0 et J´
0 tels que J`

0 Ă I`, J´
0 Ă I´ et

}
ÿ

kPK`

ak ´ S`} ď ϵ (11.284a)

}
ÿ

kPK´

ak ´ S´} ď ϵ (11.284b)

pour tout K` et K´ vérifiant J`
0 Ă K` Ă I` et J´

0 Ă K´ Ă I´.
Nous posons J0 “ J`

0 Y J´
0 (qui est une union disjointe). Pour tout K fini dans I contenant

J0, nous avons

}
ÿ

kPK
ak ´ pS` ` S´q} “ }

ÿ

kPKXI`

ak `
ÿ

kPKXI´

ak ´ S` ´ S´} (11.285a)

ď }
ÿ

kPKXI`

ak ´ S`} ` }
ÿ

kPKXI´

ak ´ S´} (11.285b)

ď 2ϵ (11.285c)

parce que J`
0 Ă K X I` et J´

0 Ă K X I´.
(iii) Pour (3) Similaire à (2), mais en coupant en 4 morceaux au lieu de 2 : les parties réelles

et imaginaires en plus des parties positives et négatives.

Exemple 11.113.
Au sens de la définition 11.101 la famille p´1qn

n
(11.286)

n’est pas sommable. En effet la somme des termes pairs est 8 alors que la somme des termes
impairs est ´8. Quel que soit J0 Ă N, nous pouvons concocter, en ajoutant des termes pairs, un
J avec J0 Ă J tel que

ř
jPJp´1qj{j soit arbitrairement grand. En ajoutant des termes négatifs,

nous pouvons également rendre
ř
jPJp´1qj{j arbitrairement petit. △
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Proposition 11.114.
Si paijq est une famille de nombres positifs indexés par NˆN alors

ÿ

pi,jqPN2

aij “
8ÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
. (11.287)

Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 11.105 pour traiter la somme de gauche. Nous
considérons Jm,n “ t0, . . . ,mu ˆ t0, . . . , nu et nous avons pour tout m et n :

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
ÿ

pi,jqPJm,n

aij “
mÿ

i“0

´ nÿ

j“0
aij

¯
. (11.288)

Si nous fixons m et que nous prenons la limite n Ñ 8 (qui commute avec la somme finie sur i)
nous trouvons ÿ

pi,jqPN2

aij ě
mÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.289)

Cette inégalité étant valable pour tout m, elle est encore valable à la limite m Ñ 8 et donc

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
8ÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.290)

Pour l’inégalité inverse, il faut remarquer que si J est fini dans N2, il est forcément contenu
dans Jm,n pour m et n assez grands. Alors

ÿ

pi,jqPJ
aij ď

ÿ

pi,jqPJm,n

aij “
mÿ

i“0

nÿ

j“0
aij ď

8ÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.291)

Cette inégalité étant valable pour tout ensemble fini J Ă N2, elle reste valable pour le supremum.

La définition générale de la somme 11.101 est compatible avec la définition usuelle dans les cas
où cette dernière s’applique.

Proposition 11.115 (commutative sommabilité).
Soit I un ensemble dénombrable et une bijection τ : N Ñ I. Soit paiqiPI une famille dans un espace
vectoriel normé. Si

ř
iPI ai existe, alors il est donné par

ÿ

iPI
ai “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
aτpkq. (11.292)

Démonstration. Nous posons a “ ř
iPI ai. Soit ϵ ą 0 et J0 comme dans la définition. Nous choisis-

sons
N ą max

jPJ0
tτ´1pjqu. (11.293)

En tant que sommes sur des ensembles finis, nous avons l’égalité
Nÿ

k“0
aτpkq “

ÿ

jPJ
aj (11.294)

où J est un sous-ensemble de I contenant J0. Soit J fini dans I tel que J0 Ă J . Nous avons alors

}
Nÿ

k“0
aτpkq ´ a} “ }

ÿ

jPJ
aj ´ a} ă ϵ. (11.295)

Nous avons prouvé que pour tout ϵ, il existe N tel que n ą N implique }řn
k“0 aτpkq ´ a} ă ϵ.
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La réciproque n’est pas vraie. Même en supposant que limNÑ8
řN
n“0 an existe, il n’est pas

forcé que
ř
nPN an existe. Cela est une conséquence de l’exemple 11.113.

Proposition 11.116 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé E et une famille sommable 52 tviuiPI d’éléments de E. Soit f : E Ñ
C une application sur laquelle nous supposons

(1) f est linéaire et continue ;
(2) la partie tfpviqiPIu est sommable.

Alors nous pouvons permuter la somme et f :

f
`ÿ

iPI
vi
˘ “

ÿ

iPI
fpviq. (11.296)

Démonstration. Soit ϵ ą 0 ; vu que les familles tviuiPI et tfpviquiPI sont sommables, nous pouvons
considérer les parties finies J1 et J2 de I telles que

›› ÿ

jPJ1

vj ´
ÿ

iPI
vi
›› ď ϵ (11.297)

et ›› ÿ

jPJ2

fpvjq ´
ÿ

iPI
fpviq

›› ď ϵ (11.298)

Ensuite nous posons J “ J1 Y J2. Avec cela nous calculons un peu avec les majorations usuelles :

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď }fp

ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} ` }fp

ÿ

jPJ
vjq ´

ÿ

iPI
fpviq}. (11.299)

Le second terme est majoré par ϵ, tandis que le premier, en utilisant la linéarité de f possède la
majoration

}fp
ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} “ }fp

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vjq} ď }f}}

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vj} ď ϵ}f}. (11.300)

Donc pour tout ϵ ą 0 nous avons

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď ϵp1 ` }f}q. (11.301)

D’où l’égalité (11.296).

11.9 Série réelle

La notion de série formalise le concept de somme infinie 53. L’absence de certaines propriétés
de ces objets (problèmes de commutativité et même d’associativité) incite à la prudence et montre
à quel point une définition précise est importante.

11.9.1 Critères de convergence absolue

Étant donné le terme général d’une série, il est souvent –dans les cas qui nous intéressent–
difficile de déterminer la somme de la série. L’exemple de la série géométrique est particulier 54,
puisqu’on connaît une formule pour chaque somme partielle, mais pour l’exemple des séries de
Riemann il n’y a aucune formule simple pour un α général. D’où l’intérêt d’avoir des critères de
convergence ne nécessitant aucune connaissance de l’éventuelle limite de la série.

52. Définition 11.101.
53. La caractérisation qui nous intéresse est celle de la proposition 11.105.
54. Voir la proposition 11.124.
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Lemme 11.117 (Critère de comparaison).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs vérifiant

0 ď ai ď bi

alors
(1) si

ř
i ai diverge, alors

ř
j bj diverge,

(2) si
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument).

Proposition 11.118 (Critère d’équivalence[313]).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs. Supposons l’existence de la limite (éventuelle-

ment infinie) suivante
lim
iÑ8

ai
bi

“ α (11.302)

avec α P RY t`8u. Alors
(1) si α ‰ 0 et α ‰ 8, alors

ÿ

i

ai converge ðñ
ÿ

j

bj converge, (11.303)

(2) si α “ 0 et
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument),

(3) si α “ `8 et
ř
j bj diverge, alors

ř
i ai diverge.

Démonstration. (1) Le fait que la suite an{bn converge vers α signifie que tant sa limite supérieure
que sa limite inférieure convergent vers α. En particulier la suite an

bn
est bornée vers le haut

et vers le bas. À partir d’un certain rang N , il existe M tel que

an
bn

ă M (11.304)

et il existe m tel que
an
bn

ą m. (11.305)

Nous avons donc an ă Mbn et an ą mbn. La série de panq converge donc si et seulement si
la série de pbnq converge.

(2) Si α “ 0, cela signifie que pour tout ϵ, il existe un rang tel que an
bn

ă ϵ, et donc tel que
an ă ϵbk. La série de paiq converge donc dès que la série de pbiq converge.

(3) Pour tout M , il existe un rang dans la suite à partir duquel on a ai
bi

ą M , et donc ak ą Mbk.
Si la série de pbkq diverge, la série de pakq doit également diverger.

Proposition 11.119 (Critère du quotient[321]).
Soit

ř
i ai une série. Supposons l’existence de la limite (éventuellement infinie) suivante

lim
iÑ8

ˇ̌
ˇ̌ai`1
ai

ˇ̌
ˇ̌ “ L (11.306)

avec L P RY t`8u. Alors
(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue : il existe des exemples de convergence et des exemples de divergence.
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Démonstration. (1) Soit b tel que L ă b ă 1. À partir d’un certain rang K, on a
ˇ̌
ˇai`1
ai

ˇ̌
ˇ ă b. En

particulier,
|aK`1| ă b|aK |, (11.307)

et pour aK`2 nous avons
|aK`2| ă b|aK`1| ă b2|aK |. (11.308)

Au final,
|aK`n| ă bn|aK |. (11.309)

Étant donné que la série
ř
něK bn converge (parce que b ă 1), la queue de suite

ř
iěK ai

converge, et par conséquent la suite au complet converge.
(2) Si L ą 1, on a

|aK | ă |aK`1| ă |aK`2| ă . . . (11.310)
Il est donc impossible que la suite paiq converge vers zéro. La série ne peut donc pas converger.

(3) Par exemple la suite harmonique an “ 1
n vérifie L “ 1, mais la série ne converge pas. Par

contre, la suite an “ 1
n2 vérifie aussi le critère avec L “ 1 tandis que la série

ř
n

1
n2 converge.

Proposition 11.120 (Critère de la racine[313]).
Soit

ř
i ai une série, et considérons

lim sup
iÑ8

i
a|ai| “ L

avec L P RY t`8u. Alors
(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue.

Démonstration. (1) Si L ă 1, il existe un r P s0, 1r tel que |an|1{n ă r pour les grands n. Dans
ce cas, |an| ă rn, et la série converge absolument parce que la série

ř
n r

n converge du fait
que r ă 1.

(2) Si L ą 1, il existe un r ą 1 tel que |an|1{n ą r ą 1. Cela fait que |an| prend des valeurs plus
grandes que n pour une infinité de termes. Le terme général an ne peut donc pas être une
suite convergente. Par conséquent la suite diverge au sens où elle ne converge pas.

11.9.2 Critères de convergence simple

Les critères de comparaison, d’équivalence, du quotient et de la racine sont des critères de
convergence absolue. Pour conclure à une convergence simple qui n’est pas une convergence absolue,
le critère d’Abel sera notre outil principal.

11.9.2.1 Critère d’Abel

Proposition 11.121 (Critère d’Abel).
Soit la série

ř
i cizi avec

(1) pciq est une suite réelle décroissante qui tend vers zéro,
(2) pziq est une suite dans C dont la suite des sommes partielles est bornée dans C, c’est-à-dire

qu’il existe un M ą 0 tel que pour tout n,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“1
zi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď M. (11.311)

Alors la série
ř
i cizi est convergente.

Remarquons que ce critère ne donne pas de convergence absolue.
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11.9.3 Quelques séries usuelles

Proposition 11.122 (Série harmonique).
La série harmonique converge vers l’infini 55 :

8ÿ

k“1

1
k

“ `8. (11.312)

Démonstration. Considérons la sommes partielles Hn “ řn
k“1

1
k . Considérons la différence

H2n ´Hn “
2nÿ

k“n`1

1
k
. (11.313)

Cette somme contient n` 1 termes, tous plus grands que 1
2n , donc

H2n ´Hn ą nˆ 1
2n “ 1

2 . (11.314)

Nous prouvons donc par récurrence que H2n ě n
2 . D’abord pour n “ 1 nous avons

H2 “ 1 ` 1
2 . (11.315)

Ensuite la récurrence :
H2n ą H2n´1 ` 1

2 ě n´ 1
2 ` 1

2 “ n

2 . (11.316)

11.123.
À quel point la série harmonique diverge-t-elle lentement ? Allez regarder
https://www.youtube.com/watch?v=_AtkIpi6KP0.

Proposition-Définition 11.124 (Série géométrique).
La série géométrique de raison q P C est

8ÿ

i“0
qi. (11.317)

(1) Elle converge si et seulement si |q| ă 1.
(2) Si |q| ă 1 alors

8ÿ

n“0
qn “ 1

1 ´ q
. (11.318)

(3) Quand la série géométrique converge, la convergence est absolue.
(4) Si la somme commence en n “ 1 au lieu de n “ 0 alors

8ÿ

n“1
qn “ q

1 ´ q
. (11.319)

Démonstration. La somme partielle est déjà donnée dans le lemme 1.468 :

SN “
Nÿ

n“0
qn “ 1 ´ qN`1

1 ´ q
. (11.320)

En vertu de (10.121), la limite limNÑ8 SN existe si et seulement si |q| ď 1 et dans ce cas nous
avons le résultat parce que qN`1 Ñ 0.

55. Vous pouvez aussi dire qu’elle diverge, mais si on met la bonne topologie sur R, la convergence vers `8 est
plus précise que la non-convergence.

https://www.youtube.com/watch?v=_AtkIpi6KP0
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Pour le dernier point, il s’agit seulement du calcul
8ÿ

n“1
qn “ 1

1 ´ q
´ 1 “ q

1 ´ q
. (11.321)

Un cas particulier de la formule (1.647) est le calcul de
řN
j“1 q

´j bien utile lorsque l’on joue
avec des nombres binaires (voir l’exemple 34.12). Nous avons

Nÿ

j“1
q´j “

Nÿ

j“0
q´j ´ 1 “ 1 ´ q´N

q ´ 1 . (11.322)

La série de Riemann est très liée aux intégrales impropres de la proposition 14.286.

Proposition 11.125 (Série de Riemann).
Pour α P R, la série de Riemann

8ÿ

k“1

1
kα

(11.323)

converge (absolument, puisque réelle et positive) si et seulement si α ą 1, et diverge sinon.

Lemme 11.126 (Série exponentielle).
La série

expptq “
8ÿ

k“0

tk

k! . (11.324)

converge pour tout t P R.
Elle est nommée . Pour tout savoir de l’exponentielle et de ses variations, voir le thème 49.

Démonstration. Si ak “ tk{k! alors ak`1
ak

“ t
k dont la limite k Ñ 8 est zéro (quel que soit t).

En vertu du critère du quotient 11.119 la série exponentielle converge (absolument) pour tout
t P R.

Lemme 11.127 (Série arithmético-géométrique[322]).
Une suite arithmético-géométrique est une suite vérifiant pour tout n la relation

un`1 “ aun ` b (11.325)

avec a et b non nuls. Nous nommons u0 le premier terme.
(1) Si la suite possède une limite, alors elle est donnée par

l “ b

1 ´ a
. (11.326)

(2) Pour tout n nous avons la formule

un “ anpu0 ´ lq ` l. (11.327)

Démonstration. Si la suite possède une limite, cette dernière doit résoudre l “ al` b, et donc être
égale à (11.326).

Il n’est pas très compliqué de trouver le terme général de la suite en fonction de a et de b. Il
suffit de considérer la suite vn “ un ´ l, et de remarquer que cette suite est géométrique :

vn`1 “ avn. (11.328)

Par conséquent vn “ anv0, ce qui donne pour la suite punq la formule

un “ anpu0 ´ lq ` l. (11.329)
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Lemme 11.128 ([323]).
Nous avons :

Nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ N

N ` 1 . (11.330)

et 8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ 1. (11.331)

Démonstration. Nous posons

fpnq “
nÿ

k“1

1
kpk ` 1q (11.332a)

gpnq “ n

n` 1 (11.332b)

et nous montrons par récurrence que fpnq “ gpnq. Pour n “ 1 nous avons fp1q “ gp1q “ 1
2 .

Nous supposons que fpnq “ gpnq et nous prouvons que fpn` 1q “ gpn` 1q. Facile :

fpn` 1q “ fpnq ` 1
pn` 1qpn` 2q (11.333a)

“ n

n` 1 ` 1
pn` 1qpn` 2q (11.333b)

“ npn` 2q ` 1
pn` 1qpn` 2q (11.333c)

“ n2 ` 2n` 1
pn` 1qpn` 2q (11.333d)

“ pn` 1q2

pn` 1qpn` 2q (11.333e)

“ n` 1
n` 2 (11.333f)

“ gpn` 1q. (11.333g)

En ce qui concerne la seconde formule, par définition 56

8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8

nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8
n

n` 1 “ 1. (11.334)

11.9.4 Séries alternées

Théorème 11.129 (Critère des séries alternées[299]).
Soit panqnPN est une suite positive décroissante à limite nulle. Nous notons Sn la somme partielle
de la série alternée : Sn “ řn

k“0p´1qkak. Alors
(1) les sous-suites pS2nq et pS2n`1q sont adjacentes 57.
(2) La série

ř
np´1qnan converge.

(3) Si nous considérons le reste

Rn “
8ÿ

k“n`1
p´1qkak, (11.335)

nous avons

sgnpRnq “ p´1qn`1 (11.336a)
|Rn| ď an`1. (11.336b)

56. Définition d’une série, 11.80.
57. Définition 10.37.
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Démonstration. En termes de notations, nous allons écrire pSnq la suite des sommes partielles
de

ř8
k“0p´1qkak. Nous notons pS2nq la suite des termes pairs de cette suite. C’est donc la suite

n ÞÑ S2n. Nous divisons en plusieurs morceaux.
(i) S2n est croissante Nous avons simplement

S2n`2 ´ S2n “ a2n`2 ´ a2n`1 ď 0. (11.337)

(ii) pS2n`1q est décroissante Même calcul.
(iii) Les suites pS2nq et S2n`1 sont adjacentes Nous avons simplement

S2n`1 ´ S2n “ a2n`1 Ñ 0. (11.338)

Nous concluons par le théorème des suites adjacentes 10.38 que les sous-suites des termes
pairs et impairs sont convergentes et convergent vers la même limite.

C’est le moment d’utiliser la proposition 10.39 qui convaincra la lectrice que pSnq converge vers la
même limite, que nous notons S. Le théorème des suites adjacentes nous dit encore que

S2n`1 ď S ď S2n (11.339)

et donc que R2n “ S ´ S2n ď 0. Cela donne la majoration

|R2n| “ |S ´ S2n| “ S2n ´ S ď S2n ´ S2n`1 “ a2n`1. (11.340)

Nous faisons le même genre de majorations pour R2n`1.

11.9.5 Moyenne de Cesàro

La moyenne de Cesàro est le premier pas dans la direction des supersommes[2] qui permettent
de sommer des choses de moins en moins convergentes, jusqu’à sommer la fameuse série 1 ` 2 `
3 ` 4 ` . . . “ ´1{12.

Définition 11.130.
Si a : N Ñ V est une suite dans l’espace vectoriel V , alors sa moyenne de Cesàro est la limite
(si elle existe) de la suite

σnpaq “ 1
n

nÿ

k“1
ak. (11.341)

En un mot, c’est la limite des moyennes partielles.

Lemme 11.131.
Si la suite panq converge vers la limite ℓ alors la suite admet une moyenne de Cesàro qui vaudra ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0 et N P N tel que |an ´ ℓ| ă ϵ pour tout n ą N . En remarquant que

1
n

nÿ

k“1
ak ´ ℓ “ 1

n

nÿ

k“1
pak ´ ℓq, (11.342)

nous avons

| 1
n

nÿ

k“1
ak ´ ℓ| ď | 1

n

Nÿ

k“1
|ak ´ ℓ|| ` ˇ̌ 1

n

nÿ

k“N`1
|ak ´ ℓ|loomoon

ďϵ

ˇ̌
(11.343a)

ď ϵ` n´N ´ 1
n

ϵ (11.343b)

ď 2ϵ. (11.343c)

Dans ce calcul nous avons redéfini N de telle sorte que le premier terme soit inférieur à ϵ.
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11.9.6 Écriture décimale d’un réel

Nous avons déjà vu la fonction (1.113) qui permet d’écrire des naturels dans une base b ě 2
donnée. Nous allons maintenant construire une fonction du même type, pour la partie décimale
d’un réel.

11.132.
Soit b ě 2 un entier qui sera la base dans laquelle nous allons écrire les nombres. Nous considérons
l’ensemble Db des suites dans t0, 1, . . . , b´ 1u qui n’ont pas une queue de suite uniquement formée
de b ´ 1. Autrement dit une suite pcnq est dans Db lorsque pour tout N , il existe k ą N tel que
ck ‰ b´ 1. Associé à cet ensemble nous considérons la fonction

φb : Db Ñ r0, 1r

c ÞÑ
8ÿ

n“1

cn
bn
.

(11.344)

Lemme 11.133.
La fonction φb est bien définie au sens où elle converge et prend ses valeurs dans r0, 1r.
Démonstration. Tout se base sur la somme de la série géométrique (11.318) sous la forme

8ÿ

k“0

1
bk

“ b

b´ 1 . (11.345)

La somme (11.344) est donc majorée par
ř
n
b´1
bn qui converge.

Pour prouver que l’image de φb est bien r0, 1r, nous savons qu’au moins un des cn (en fait une
infinité) est plus petit que b´ 1, donc nous avons la majoration stricte 58

φbpcq ă
8ÿ

n“1

b´ 1
bn

“ pb´ 1q
˜ 8ÿ

n“1

1
bn

´ 1
¸

“ 1 (11.346)

Le fait d’introduire l’ensemble D au lieu de l’ensemble de toutes les suites est justifié par
la proposition suivante. Elle explique pourquoi un nombre possède au maximum deux écritures
décimales distinctes et que ces deux sont obligatoirement de la forme, par exemple en base 10 :

0.34599999999 . . . “ 0.34600000 . . . (11.347)

mais qu’un nombre commençant par 0.347 ne peut pas être égal. C’est pour cela que dans la
définition de Db nous avons exclu les suites qui terminent par tout des b´ 1.

La proposition suivante complète ce qui est déjà dit dans le lemme 7.250.

Proposition 11.134.
Soit la fonction

φ : t0, . . . , b´ 1uN Ñ r0, 1r

x ÞÑ
8ÿ

n“1

xn
bn
.

(11.348)

Si φpxq “ φpyq et si n0 est le plus petit entier tel que xn0 ‰ yn0 alors soit

xn0 ´ yn0 “ 1 (11.349)

et xn “ 0, yn “ b´ 1 pour tout n ą n0, soit le contraire : yn0 ´ xn0 “ 1 avec yn “ 0 et xn “ b´ 1
pour tout n ą n0.

58. Notez que la somme (11.344) commence à un tandis que la série géométrique (11.345) commence à zéro.
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Démonstration. Nous nous basons sur la formule (facilement dérivable depuis (11.345)) suivante :
8ÿ

k“n0`1

1
bk

“ 1
bn0`1

b

b´ 1 . (11.350)

Nous avons

0 “ φpxq ´ φpyq “ xn0 ´ yn0

bn0
`

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ě xn0 ´ yn0

bn0
´

8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ xn0 ´ yn0 ´ 1
bn0

.

(11.351)
Le dernier terme étant manifestement positif 59, il est nul et nous avons xn0 ´ yn0 “ 1.

Nous avons donc maintenant

0 “ φpxq ´ φpyq “ 1
bn0

`
8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

. (11.352)

Nous majorons la dernière somme de la façon suivante, en supposant que |xn ´ yn| ‰ b ´ 1 pour
un certain n ą n0 :

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

8ÿ

n“n0`1

|xn ´ yn|
bn

ă
8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ 1
bn0

. (11.353)

Étant donné cette inégalité stricte, l’équation (11.352) ne peut pas être correcte (valoir zéro). Nous
avons donc |xn ´ bn| “ b ´ 1 pour tout n ą n0. Donc pour chaque n ą n0 nous avons soit xn “ 0
et yn “ b´ 1, soit an “ b´ 1 et bn “ 0. Pour conclure il faut encore prouver que le choix doit être
le même pour tout n.

Nous nous mettons dans le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ; dans ce cas nous avons bien l’égalité (11.352)
sans petites nuances de signes. Nous écrivons

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

“ pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn

bn
(11.354)

où sn est pair ou impair suivant que xn “ 0, yn “ b ´ 1 ou le contraire. Si un des p´1qsn est pas
´1 alors nous avons l’inégalité stricte

pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn

bn
ą pb´ 1q

8ÿ

n“n0`1

´1
bn

“ ´ 1
bn0

. (11.355)

Dans ce cas il est impossible d’avoir φpxq ´ φpyq “ 0. Nous en concluons que p´1qsn est toujours
´1, c’est-à-dire xn ´ yn “ 1 ´ b, ce qui laisse comme seule possibilité xn “ 0 et yn “ b´ 1.

Théorème 11.135.
L’application φb : Db Ñ r0, 1r est bijective.

Démonstration. En ce qui concerne l’injection, nous savons de la proposition 11.134 que si φbpxq “
φbpyq pour x, y P t0, . . . , b´ 1uN, alors soit x soit y a une queue de suite composée uniquement de
b´ 1, ce qui est exclu dans Db. Nous en déduisons que φb est bien injective en prenant Db comme
ensemble départ.

La partie lourde est la surjectivité. Nous prenons x P r0, 1r et nous allons construire par
récurrence une suite a P Db telle que φbpaq “ x. Si il existe a1 P t0, . . . , b ´ 1u tel que x “ a1{b
alors nous prenons la suite pa1, 0, . . . , q et nous avons évidemment φpaq “ x. Sinon il existe a1 P
t0, . . . , b´ 1u tel que

a1
b

ă x ă a1 ` 1
b

(11.356)

59. C’est ici qu’intervient la subdivision entre le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ou le contraire. En effet si « ce dernier terme
était manifestement négatif », il aurait fallu majorer avec de 1 ´ b au lieu de 1 ´ b.
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parce que les autres possibilités pour x sont dans l’ensemble r0, 1rztkb uk“0,...,b´1 que nous subdivi-
sons en

s0, 1
b

r Y s1
b
,
2
b

r Y . . .Y sb´ 1
b

, 1r. (11.357)

Pour la récurrence nous supposons avoir trouvé a1, . . . , an tels que

nÿ

k“1

ak
bk

ă x ă
n´1ÿ

k“1

ak
bk

` an ` 1
bn

. (11.358)

Encore une fois si il existe an`1 P t0, . . . , b´ 1u tel que
řn`1
k“1

ak

bk “ x alors nous prenons ce an`1 et
nous complétons la suite avec des zéros pour avoir φpaq “ x. Sinon , pour simplifier les notations
nous notons x1 “ x´ řn

k“1
ak

bk et nous avons

0 ă x1 ă an ` 1
bn

. (11.359)

Le nombre x1 est forcément dans un des intervalles

s s

bn`1 ,
s` 1
bn`1 r (11.360)

avec s P t0, . . . , b´ 1u. Nous prenons le s correspondant à x1 comme an`1. Dans ce cas nous avons

n`1ÿ

k“1

ak
bk

ă x ă
n`1ÿ

k“1

ak
bk

` 1
bn`1 . (11.361)

Note : les deux inégalités sont strictes. La première parce que si il y avait égalité, nous nous serions
déjà arrêté en complétant avec des zéros. La seconde parce que

8ÿ

k“n`2

ak
bk

ď
8ÿ

k“n`2

b´ 1
bk

“ 1
bn`1 (11.362)

où l’égalité n’est possible que si ak “ b´ 1 pour tout k ě n` 2. Dans ce cas nous aurions eu

x “
nÿ

k“1

ak
bk

` an`1 ` 1
bn`1 (11.363)

et nous aurions choisi le nombre an`1 autrement et complété la suite par des zéros à partir de là.
Notons que cela prouve au passage que la suite que nous sommes en train de construire est bien
dans Db parce qu’elle ne contiendra pas de queue de suite composée de b´ 1.

Ceci termine la construction par récurrence de la suite a P Db. Par construction nous avons
pour tout N ě 1,

Nÿ

k“1

ak
bk

ď x ď
Nÿ

k“1

ak
bk

` 1
bN`1 , (11.364)

autrement dit : φbpa1, . . . , aN q P Bpx, 1
bN`1 q. Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8φbpa1, . . . , aN q “ x (11.365)

et l’application φb est surjective.

L’application φ´1
b : r0, 1rÑ Db est la décomposition décimale en base b des nombres de

r0, 1r.
Tout cela nous permet de montrer entre autres que R n’est pas dénombrable. Vu qu’il y a une

bijection entre r0, 1r et Db, il suffit de prouver que Db est non dénombrable. De plus il suffit de
démontrer que Db est non dénombrable pour un entier b ě 2 donné.
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Proposition 11.136 ([324]).
Il n’existe pas de surjection N Ñ Db. Autrement dit Db est non dénombrable.

Démonstration. Nous prenons b ‰ 2 pour des raisons qui seront claires plus tard. Soit f : N Ñ Db.
Pour i P N nous notons

fpnq “ pcpnq
i qiě1, (11.366)

et nous définissons la suite

ck “
#

0 si cpkq
k ‰ 0

1 si cpkq
k “ 0.

(11.367)

C’est une suite dans Db parce que b ‰ 2 et que la suite ne contient que des 0 et des 1. Mais nous
n’avons fpnq “ c pour aucun n P N parce que nous avons cn ‰ fpnqn.

Si b “ 2 alors nous savons que D2 „ r0, 1r„ D3. Donc D2 „ D3 et D2 ne peut pas plus être
mis en bijection avec N que D3.

Remarque 11.137.
Le cas de la base b “ 2 doit être fait à part parce que rien n’empêche d’avoir une queue de 1. Il y
a alors toutefois moyen de se débrouiller en construisant la suite c de façon plus subtile. Si b “ 2
et n P N alors fpnq est une suite de 0 et 1 contenant une infinité de 0 (parce qu’il n’y a pas de
queue de suite ne contenant que des 1). Nous construisons alors c de la façon suivante : d’abord
nous recopions fp0q jusqu’à son deuxième zéro que nous changeons en 1 ; nommons n0 le rang de
ce deuxième zéro. Ensuite nous recopions les éléments de fp1q à partir du rang n0 ` 1 jusqu’au
second zéro que nous changeons en 1, etc.

Le fait de prendre le deuxième zéro nous garantit que la suite c n’aura pas de queue de suite
ne contenant que des 1.

Notons que cette construction s’adapte à tout b ; il suffit de prendre le second terme qui n’est
pas b´ 1 et le remplacer par b´ 1.

Corolaire 11.138.
L’ensemble r0, 1r n’est pas dénombrable.

Démonstration. L’ensemble r0, 1r est en bijection avec Db que nous venons de prouver n’être pas
dénombrable.

11.9.7 Théorème de Banach-Steinhaus

Lemme 11.139 ([325]).
Soient des espaces vectoriels normés X et Y ainsi qu’une application linéaire bornée T : X Ñ Y .
Pour tout a P X et pour tout r ą 0 nous avons

sup
xPBpa,rq

}Tx} ě r}T } (11.368)

Démonstration. Nous commençons avec a “ 0. En utilisant la définition 11.51 de la norme opéra-
teur,

}T } “ sup
xPX

}Tx}
}x} “ sup

xPBp0,rq
}Tx}
}x} ď 1

r
sup

xPBp0,rq
}Tx}. (11.369)

Donc
sup

xPBp0,rq
}Tx} ě r}T }. (11.370)
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Il y a maintenant une astuce. Nous considérons un maximum :

maxt}T pa` xq, }T pa´ xq}u ě 1
2
`}T pa` xq} ` }T pa´ xq}˘ (11.371a)

ě 1
2
`}T pa` xq ´ T pa` xq}˘ (11.371b)

“ 1
2}T p2xq} (11.371c)

“ }Tx}. (11.371d)

Justifications :
— Pour (11.371a), la moyenne est plus petite que le maximum.
— Pour (11.371b), inégalité triangulaire : }α ´ β} ď }α} ` }β}.

Si maintenant y P Bpa, rq, nous avons y “ a` x pour un certain x P Bp0, rq, donc

sup
yPBpa,rq

}Ty} “ sup
xPBp0,rq

}T pa` xq} (11.372a)

“ sup
xPBp0,rq

maxt}T pa` xq}, }T pa´ xq}u (11.372b)

ě sup
xPBp0,rq

}Tx} (11.372c)

ě r}T }. (11.372d)

Pour (11.372b), l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum n’est pas modifié fondamentale-
ment si nous regroupons les éléments deux à deux en prenant le maximum : les éléments exclus
sont majorés.

Une version avec des seminormes sera le théorème 27.5.

Théorème 11.140 (Théorème de Banach-Steinhaus[325]).
Soient un espace de Banach 60 X et un espace vectoriel normé Y . Soit une famille F d’opérateurs
linéaire bornés. Si pour tout x P X,

sup
TPF

}Tx} ă 8, (11.373)

alors
sup
TPF

}T } ă 8. (11.374)

Démonstration. Nous supposons que supTPF }T } “ 8, de telle sorte que nous pouvons choisir
une suite pTnq dans F telle que }Tn} Ñ 8. Cette suite peut diverger arbitrairement vite, et nous
fixerons exactement cela plus tard.

Soit par ailleurs une suite αn ą 0 d’éléments petits et tels que αn Ñ 0. Nous supposons queř8
n“0 αn ă 8.

Si a P X, le lemme 11.139 dit que

sup
xPBpa,αnq

}Tnx} ě }Tn}αn. (11.375)

En posant x0 “ 0, nous construisons une suite pxnq par récurrence en imposant
(1) xn P Bpxn´1, αnq
(2) }Tnxn} ě }Tn}αn.

En utilisant une série télescopique et l’inégalité triangulaire }xk ´ xk`1} ď αn à chaque étage,

}xp ´ xq} ď
qÿ

k“p
αk ď

8ÿ

k“p
αk. (11.376)

60. Définition 7.241.



11.9. SÉRIE RÉELLE 805

Mais puisque la somme des αn converge, la suite des queues de somme converge vers zéro 61 :
limpÑ8

ř8
k“p αn “ 0. Cela implique que pxnq est une suite de Cauchy 62. Vu que X est de Banach,

la suite pxnq a une limite dans X. Soit x cette limite.
Nous avons βn “ }xn ´ x} Ñ 0. Il y aurait moyen de calculer βn en fonction de αn (surtout si

nous avions donné une forme explicite à αn), mais c’est sans importance ici. L’important est que
c’est une suite qui tend vers zéro.

Nous avons
x P Bpxn, βnq, (11.377)

et donc il existe an P Bp0, βnq tel que x “ xn ` an. Avec cela, pour chaque n nous avons :

}Tnx} “ }Tnpxn ` anq} (11.378a)
ě }Tnxn} ´ }Tnan} (11.378b)
ě }Tnxn} ´ }Tn}βn (11.378c)
ě }Tn}αn ´ }Tn}βn “ }Tn}pαn ´ βnq. (11.378d)

Pour 11.378c, nous avons utilisé }Tnan} ď }Tn}βn. En résumé,

}Tnx} ě }Tn}pαn ´ βnq. (11.379)

Il suffit de choisir }Tn} suffisamment rapidement croissant pour que 63

}Tn}pαn ´ βnq Ñ 8, (11.380)

et nous avons }Tnx} Ñ 8, qui est contraire aux hypothèses.

Théorème 11.141 (Théorème de Banach-Steinhaus[102, 326]).
Soit E un espace de Banach 64 et F un espace vectoriel normé. Nous considérons une partie
H Ă LcpE,F q (espace des applications linéaires continues). Alors H est uniformément borné
si et seulement si il est simplement borné.

Démonstration. Si H est uniformément borné, il est borné ; pas besoin de rester longtemps sur ce
sens de l’équivalence. Supposons donc que H soit borné. Pour chaque k P N˚ nous considérons
l’ensemble

Ωk “ tx P E tel que sup
fPH

}fpxq} ą ku. (11.381)

(i) Les Ωk sont ouverts Soit x0 P Ωk ; nous avons alors une fonction f P H telle que }fpx0q} ą
k, et par continuité de f il existe ρ ą 0 tel que }fpxq} ą k pour tout x P Bpx0, ρq. Par
conséquent Bpx0, ρq Ă Ωk et Ωk est ouvert par le théorème 7.8.

(ii) Les Ωk ne sont pas tous denses dans E Nous supposons que les ensembles Ωk soient
tous dense dans E. Le théorème de Baire 7.321 nous indique que E est un espace de Baire
(parce que de Banach) et donc que č

kPN
Ωk “ E. (11.382)

En particulier l’intersection des Ωk n’est pas vide. Soit x0 P Ş
kPNΩk. Nous avons alors

sup
fPH

}fpxq} “ 8, (11.383)

ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc les ouverts Ωk ne sont pas tous denses dans E.

61. Lemme 11.82(2).
62. Proposition 7.245.
63. Le point important ici est que αn (et donc βn) est choisi sans référence à }Tn}.
64. Définition 7.241.
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(iii) La majoration Il existe k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense dans E, et nous voulons prouver
que t}f} tel que f P Hu est un ensemble borné. Soit donc k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense
dans E ; il existe un x0 P E et ρ ą 0 tels que

Bpx0, ρq X Ωk “ H. (11.384)

Si x P Bpx0, ρq alors x n’est pas dans Ωk et donc

sup
fPH

}fpxq} ď k. (11.385)

Afin d’évaluer }f} nous devons savoir ce qu’il se passe avec les vecteurs sur une boule autour
de 0. Pour tout x P Bp0, ρq et pour tout f P H, la linéarité de f donne

}fpxq} “ }fpx` x0q ´ fpx0q} ď }fpx` x0q ` fpx0q} ď 2k. (11.386)

Par continuité nous avons alors }fpxq} ď 2k pour tout x P Bp0, ρq. Si maintenant x P F
vérifie }x} “ 1 nous avons

}fpxq} “ 1
ρ

}fpρxq} ď 2k
ρ
, (11.387)

et donc }f} ď 2k
ρ , ce qui montre que 2k{ρ est un majorant de l’ensemble t}f} tel que f P Hu.

Une application du théorème de Banach-Steinhaus est l’existence de fonctions continues et
périodiques dont la série de Fourier ne converge pas. Ce sera l’objet de la proposition 28.21.

11.9.8 Convergence forte

Lorsque nous avons une suite d’opérateurs linéaires, nous pouvons considérer la convergence
d’une suite pour la norme opérateur : Ak Ñ A lorsque }Ak ´A} Ñ 0.

Définition 11.142 ([327]).
Soient un espace vectoriel E et un espace vectoriel normé V . Nous disons que la suite d’opérateur
Tk : E Ñ V converge fortement vers l’opérateur T si pour tout x P E nous avons

}Tkx´ Tx} Ñ 0. (11.388)

Cette notion s’appelle forte par opposition à la convergence faible dont nous ne parlerons pas.
Elle est cependant moins forte que la convergence en norme dont nous avons déjà parlé.

Proposition 11.143.
Soient des espaces vectoriels normés E et F et une suite d’opérateurs Tk : E Ñ F convergeant vers
T 65. Alors cette suite converge également fortement.

Démonstration. Soit x P E que nous supposons non nul. Soit λ P C tel que x “ λy avec }y} “ 1.
Nous avons

}Tkx´ Tx} “ |λ|}Tky ´ Ty} ď |λ| sup
}z}“1

}Tkz ´ Tz} “ |λ|}Tk ´ T } Ñ 0. (11.389)

La dernière étape est la convergence en norme Tk Ñ T .

Proposition 11.144.
Soient E et F , des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit une suite pAnq d’applications
linéaires E Ñ F . Si elle converge fortement vers A, alors elle converge en norme vers A.

Démonstration. En plusieurs coups.

65. Sans précisions, ce sera toujours la convergence en norme.
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(i) Si une sous-suite converge Commençons par montrer que si pBnq est une sous-suite de
pAnq qui converge vers B, alors B “ A. Autrement dit, A est le seul candidat limite pour
An.
Soit }x} “ 1. Nous avons

}Bnx´Bx} ď }Bn ´B}}x} “ }Bn ´B}, (11.390)

mais pour la sous-suite pBnq nous avons supposé }Bn ´ B} Ñ 0. Donc }Bnx ´ Bx} Ñ 0,
ce qui signifie que Bnx Ñ Bx. Mais par hypothèse, Bnx Ñ Ax. Par unicité de la limite,
Bx “ Ax pour tout x de norme 1. Pour les autres x, c’est la linéarité qui conclut.

(ii) Utilisation de deux gros résultats Par l’hypothèse de convergence, pour chaque x nous
avons supn }Anx} ă 8. Le théorème de Banach-Steinhaus 11.140 nous indique alors que
l’ensemble F “ tAnunPN est borné. Il existe donc M ą 0 tel que }An} ă M pour tout n.
Nous utilisons à présent l’hypothèse de dimension finie en disant que l’espace des applications
linéaires E Ñ F est de dimension finie, de telle sorte que ses boules fermées soient compactes.
Donc la suite pAnq est contenue dans un compact.

(iii) Les sous-suite convergentes La suite pAnq est contenue dans un compact. Toutes ses
sous-suites sont dans ce compact et possèdent donc une sous-suite convergente (théorème
7.134). Toutes ces sous-sous-suites convergent nécessairement vers A par ce que nous avons
dit dans la première étape de la preuve. Le lemme 7.60 nous dit alors que An Ñ A.

11.10 Application ouverte

Définition 11.145 (application ouverte).
Soient deux espaces topologiques X et Y . Une application f : X Ñ Y est ouverte si l’image de
tout ouvert de X par f est un ouvert de Y .

Nous disons que f est ouverte en a P X si l’image de tout ouvert contenant a est ouverte.

Proposition 11.146.
Une application bijective est ouverte si et seulement si son inverse est continue.

Démonstration. Ce n’est seulement que la définition, mais pour le sport nous démontrons le sens
direct.

Soit donc une application f : X Ñ Y bijective et ouverte entre les espaces topologiques X et
Y . Prouvons que f´1 : Y Ñ X est continue. Pour cela nous considérons un ouvert O dans X, et
nous prouvons que pf´1q´1pOq est ouvert dans Y . Par définition de l’inverse, pf´1q´1pOq “ fpOq
et vu que f est ouverte, fpOq est ouvert.

Lemme 11.147.
Une application f : X Ñ Y est ouverte si et seulement si pour tout x P X et pour tout voisinage
U de x, la partie fpUq est un voisinage de fpxq.
Démonstration. La preuve suit celle de la proposition 7.179. Le sens direct est un à fortiori.

Dans l’autre sens. Soit un ouvert O de X. Pour prouver que fpOq est ouvert, nous considérons
y P fpOq, ainsi que x P O tel que fpxq “ y. Vu que O est un voisinage de x, la partie fpOq est un
voisinage de y “ fpxq.

Il existe donc un ouvert V de Y tel que y “ fpxq P V Ă fpOq. Donc la partie fpOq contient
un ouvert autour de chacun de ses points, et elle est ouverte par le théorème 7.8.

Lemme 11.148 ([328]).
Une application linéaire entre espaces vectoriels topologiques est ouverte si et seulement si elle est
ouverte en 0.
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Démonstration. Le sens direct est un à fortiori.
Soit un ouvert O et a P O. La partie O ´ a est ouverte et contient 0. Donc fpO ´ aq est un

ouvert parce que f est ouverte en 0. Nous en déduisons, par linéarité, que fpOq ´ fpaq est ouvert
et donc que fpOq est ouverte.

Lemme 11.149 ([328]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Une application linéaire ouverte f : E Ñ F est
surjective.

Démonstration. Soit un ouvert Bp0, rq dans E. Puisque f est ouverte, la partie f
`
Bp0, rq˘ est

ouverte dans F , et contient donc une boule BF p0, r1q pour un certain r1 ą 0.
Soit v P F . Nous considérons

v1 “ r1 v

2}v} . (11.391)

Nous avons }v1} “ r1{2, et donc v1 P BF p0, r1q. Il existe donc x P E (et même dans BEp0, rq) tel
que fpxq “ v1. Nous avons alors

f
`2}v}
r1 x

˘ “ v, (11.392)

ce qui prouve que v est dans l’image de f , et donc que f est surjective.

Théorème 11.150 (théorème de l’application ouverte[328, 329, 330]).
Soient des espaces de Banach 66 E et F . Si l’application f : E Ñ F est linéaire, surjective et
continue, alors elle est ouverte.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(i) Une union de fermés Soit y P F . Comme f est surjective, il existe x P E tel que y “ fpxq.

Soit n P N tel que x P Bp0, nq. Nous avons alors

y P f`Bp0, nq˘ Ă f
`
Bp0, nq˘ (11.393)

En notant
Fn “ f

`
BEp0, nq˘, (11.394)

nous avons
F “

8ď

n“0
Fn. (11.395)

(ii) Théorème de Baire Le théorème 7.321 nous indique que F est un espace de Baire. Le
lemme 7.320 nous dit alors qu’il existe un n tel que Fn soit d’intérieur non vide. Mettons FN
d’intérieur non vide.

(iii) Boule unité Puisque FN est d’intérieur non vide, il existe y P FN et η ą 0 tels que
BF py, ηq Ă FN . Nous avons aussi

BF p0, ηq “ BF py, ηq ´ y, (11.396)

et comme y P FN nous avons BF p0, ηq Ă FN ´ FN , et vu qu’en plus ´FN “ FN , nous avons

BF p0, ηq Ă 2FN “ f
`
BEp0, 2Nq˘. (11.397)

Nous avons ensuite

BF p0, 1q “ 1
η
BF p0, ηq Ă 1

η
f
`
BEp0, 2Nq˘ “ f

`
BEp0, 2N{ηq˘. (11.398)

Ceci pour dire qu’il existe un M P R tel que

BF p0, 1q Ă f
`
BEp0,Mq˘. (11.399)

66. Espace de Banach : vectoriel, normé, complet. Définition 7.241.
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Nous avons de même que
BF

`
0, 1

2n
˘ Ă f

`
BEp0,M{2nq˘. (11.400)

Nous voudrions maintenant avoir la même inclusion sans la fermeture.
(iv) Une suite par récurrence Soit z P BF p0, 1q. Nous allons définir par récurrence une suite

pxnq dans E telle que
$
’&
’%

xn P BE
`
0, M

2n´1
˘

(11.401a)

}z ´ fpx1 ` . . .` xnq} ă 1
2n . (11.401b)

(i) Le premier élément Puisque z P BF p0, 1q Ă f
`
BEp0,Mq˘, nous avons

Bpz, 1
2q X f

`
BEp0,Mq˘ ‰ H. (11.402)

Nous pouvons donc considérer x1 P BEp0,Mq tel que fpx1q P Bpz, 1
2q.

Ce x1 vérifie les conditions (11.401).
(ii) La récurrence En utilisant l’hypothèse de récurrence et (11.400),

z ´ fpx1 ` . . .` xnq P BF
`
0, 1

2n
˘ Ă f

`
BEp0,M{2nq˘, (11.403)

de telle sorte que

BF
`
z ´ fpx1, . . . , xnq, 1

2n`1
˘ X f

`
BEp0,M{2nq˘ ‰ H. (11.404)

Nous pouvons donc considérer xn`1 P BEp0,M{2nq tel que

fpxn`1q P BF
`
z ´ fpx1 ` . . .` xnq, 1

2n`1
˘
. (11.405)

Donc
z ´ fpx1 ` . . .` xnq ´ fpxn`1q P BF

`
0, 1

2n`1
˘
. (11.406)

Nous avons donc bien
}z ´ fpx1 ` . . .` xn`1q} ă 1

2n`1 . (11.407)

(v) Convergence Nous avons, pour tout n, }xn} ă M
2n´1 . Donc la série

8ÿ

n“1
}xn} ď

8ÿ

n“1

M

2n´1 (11.408)

converge. Autrement dit, la série des xn converge absolument 67. Puisque E est un espace de
Banach, la proposition 11.87 nous dit que

ř8
n“1 xn converge dans E. Nous posons

x “
8ÿ

n“1
xn. (11.409)

En utilisant la série géométrique de la proposition 11.124(2), nous trouvons

}x} ď
8ÿ

k“1
}xk} ď M

8ÿ

k“1

1
2k`1 “ M

8ÿ

k“0

1
2k “ 2M. (11.410)

67. Définition 11.83.
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(vi) Passage à la limite Nous avons x P BEp0, 2Mq, et

lim
nÑ8 }z ´ fpx1 ` . . .` xnq} “ 0. (11.411)

Puisque les applications }.}, t ÞÑ z ´ t et f sont continues 68, nous pouvons rentrer la limite
de partout et écrire

}z ´ fpxq} “ 0, (11.412)

ce qui signifie que z “ fpxq. Comme z est un élément arbitraire de BF p0, 1q nous avons
prouvé que

BF p0, 1q Ă f
`
BEp0, 2Mq˘. (11.413)

Nous avons donc aussi que pour tout r ą 0, il existe r1 tel que

BF
`
0, r

˘ Ă f
`
BEp0, r1q˘. (11.414)

En l’occurrence, r1 “ r{2M .
(vii) Passage aux voisinages Nous montrons que l’image de tout voisinage de x P E contient

un voisinage de fpxq dans F . Soit x P E ainsi qu’un voisinage V de x. Il existe r ą 0 tel que
Bpx, rq Ă V . Vu que f est linéaire,

f
`
Bpx, rq˘ “ fpxq ` f

`
Bp0, rq˘, (11.415)

et il existe un r1 tel que BF p0, r1q Ă f
`
BEp0, rq˘. Cela pour dire que

fpxq `BF p0, r1q Ă f
`
Bpx, rq˘ Ă fpV q. (11.416)

Vu que fpxq `BF p0, r1q est un ouvert autour de fpxq, nous avons prouvé que fpV q contient
un ouvert autour de fpxq, c’est-à-dire que fpV q est un voisinage de fpxq.

(viii) Conclusion Le lemme 11.147 conclut que f est ouverte.

11.11 Produit tensoriel d’espaces vectoriels
Si vous êtes pressés, vous pouvez aller lire la définition 11.157 de produit tensoriel d’espaces

vectoriels. Mais si vous étiez vraiment pressés, vous ne seriez pas en train de lire des choses sur le
produit tensoriel (il vous suffit de croire que x b y n’est finalement que la concatenation de x et
y).

Proposition-Définition 11.151.
Soient un espace vectoriel V et un sous-espace N . Le quotient de V par N , noté V {N est l’en-
semble des classes d’équivalence 69 pour la relation x „ y si et seulement si x´ y P N .

Les définitions
(1) rvs ` rws “ rv ` ws
(2) λrvs “ rλvs

ont un sens et définissent une structure d’espace vectoriel sur V {N .
En ce qui concerne la topologie, ce sera la définition 7.43.

Démonstration. Un élément général de la classe rvs est de la forme v ` n avec n P N . Le calcul
suivant montre que la somme fonctionne :

rv ` n1s ` rw ` n2s “ rv ` w ` n1 ` n2s “ rv ` ws (11.417)

68. Oui, la continuité de f est une hypothèse en plus de sa linéarité parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur
la dimension de E et F .

69. Définition 1.31.
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parce que n1 ` n2 P N . De même,

λrv ` ns “ rλv ` λns “ rλvs (11.418)

toujours parce que λn P N .
Notons que nous avons utilisé de façon on ne peut plus cruciale le fait que N soit un sous-espace

vectoriel.

Proposition 11.152.
Si teiu est une base de V et si N est un sous-espace de V , alors treisu est une partie génératrice
de V {N .

Démonstration. Si x “ ř
k xkek, alors rxs “ ř

k xkreks, donc oui.

11.12 Produit tensoriel
Nous allons faire les choses suivantes :

— Définir ce qu’est un produit tensoriel de V et W , définition 11.154.
— Prouver que tous les produits tensoriels sont isomorphes, définition 11.155 et proposition

11.156.
— Construire un produit tensoriel relativement abstrait à base d’espace librement engendré par

V ˆW , définition 11.157 et proposition 11.159.
— Construire un produit tensoriel assez concret en tant qu’espace de formes bilinéaires sur

V ˆW , proposition 11.179.

11.153.
Dans le Frido, la notation V bW pourra désigner (au moins) trois choses différentes.

— Un produit tensoriel quelconque, c’est-à-dire un espace quelconque vérifiant les conditions de
la définition 11.154.

— L’espace FKpV ˆW q{N défini en 11.157.
— L’espace L2pV ˆW,Kq des formes bilinéaires.

Dans tous les cas l’espace T qui veut prétendre être le produit tensoriel V b W doit venir avec
une application h. Lorsque pT, hq est un produit tensoriel de V et W , nous notons vbw l’élément
hpv, zq P T .

11.12.1 Définition générale

Définition 11.154 ([331]).
Soient deux espaces vectoriels V et W . Un produit tensoriel de V et W est un couple pT, hq où
T est un espace vectoriel et h : V ˆW Ñ T est une application

(1) bilinéaire 70

(2) telle que pour tout espace vectoriel Z et toute application bilinéaire f : V ˆW Ñ Z, il existe
une unique application linéaire f̃ : T Ñ Z telle que f “ f̃ ˝ h.

La propriété (2) est appelée propriété universelle du produit tensoriel.

Définition 11.155.
Un morphisme entre pT, hq et pT 1, h1q est une application linéaire ψ : T Ñ T 1 telle que h1 “ ψ ˝h.

Nous parlons d’isomorphisme si ψ a un inverse qui est également un morphisme.

Proposition 11.156 ([331]).
Si V et W sont des espaces vectoriels, tous les produits tensoriels entre V et W sont isomorphes
entre eux au sens de la définition 11.155.

Plus précisément, si pT, hq et pT 1, h1q sont deux produits tensoriels de V et W , alors
70. Définition 9.119.



812 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

(1) il existe une unique application linéaire g : T Ñ T 1 telle que h1 “ g ˝ h,
(2) cette application g est inversible.

En particulier, l’application g est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Soient deux produits tensoriels pT, hq et pT 1, h1q.
(i) Existence L’application h1 : V ‘ W Ñ T 1 est bilinéaire, et pT, hq est un produit tensoriel.

Donc il existe g : T Ñ T 1 tel que h1 “ g ˝ h. De même, il existe une application g1 : T 1 Ñ T
telle que h “ g1 ˝ h.

(ii) Unicité En ce qui concerne l’unicité, vu que h : V ‘ W Ñ T est surjective, la relation
h1 “ g ˝ h prescrit les valeurs de g sur tous les éléments de T .

(iii) Inversible Ces deux applications g et g1 vérifient h1 “ gg1h et h “ g1gh, et de plus h : V ‘
W Ñ T est surjective. Soient t P T et x P V ‘W tel que t “ hpxq. Nous avons hpxq “ g1ghpxq.
C’est-à-dire t “ pg1 ˝gqptq. De même dans l’autre sens, il existe x1 P V ‘W tel que t “ h1px1q.
En appliquant l’égalité h1 “ gg1h1 à x1, nous trouvons t “ pg ˝ g1qptq.
Tout cela pour dire que g1 “ g´1. Cette application g est donc un isomorphisme de produits
tensoriels entre pT, hq et pT 1, h1q.

Au final, l’application g : T Ñ T 1 étant linéaire et inversible, elle est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Tout cela est fort bien : nous avons unicité à isomorphisme près du produit tensoriel d’espaces
vectoriels. Mais nous n’avons pas encore de certitudes à propos de l’existence d’un couple pT, hq
vérifiant les propriétés demandées pour être un produit tensoriel.

Nous allons maintenant construire un produit tensoriel.

11.12.2 Construction abstraite

C’est le moment pour vous de relire la définition 4.26 d’espace vectoriel librement engendré, et
surtout le lemme 4.27 qui en donne une base.

Définition 11.157 ([331]).
Soient deux espaces vectoriels V et W sur le corps commutatif 71 K. Dans FKpV ˆ W q 72 nous
considérons les sous-espaces suivants :

A1 “ tδpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq tel que v1, v2 P V,w P W u (11.419a)
A2 “ tδpv,w1q ` δpv,w2q ´ δpv,w1`w2q tel que v P V,w1, w2 P W u (11.419b)
A3 “ tλδv,w ´ δpλv,wq tel que v P V,w P W,λ P Ku (11.419c)
A4 “ tλδv,w ´ δpv,λwq tel que v P V,w P W,λ P Ku. (11.419d)

Nous considérons alors N “ SpanpA1, A2, A3, A4q et le quotient

V bKW “ FKpV ˆW q{N. (11.420)

Ce dernier espace vectoriel est le produit tensoriel de V par W .

Remarque 11.158.
Quelques remarques.

(1) Les éléments de V b W ne s’écrivent pas tous sous la forme v b w. Certains ont vraiment
besoin d’être écrits avec des sommes. En cela, la situation de V bW est réellement différente
de celle de V ˆW . Dans ce dernier, tous les éléments sont des couples.

(2) La classe de l’élément δpv,wq P F pV ˆW q sera d’habitude noté v b w.

71. À part mention du contraire, tous les corps du Frido sont commutatifs.
72. Espace vectoriel librement engendré, voir la définition 4.27 et le lemme 4.27.
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(3) Pour insister sur la notion de classe, nous allons aussi noter rxs la classe de x P F pV ˆW q.
(4) L’arithmétique dans V b W est relativement simple. En ajoutant et soustrayant le même

élément de A3 nous avons par exemple

pλvq b w “ pλvq b w ` λpv b wq ´ pλvq b w. (11.421)

Nous obtenons de cette façon

λpv b wq “ pλvq b w “ v b pλwq, (11.422)

que nous noterons λv b w sans plus de précision.

Proposition 11.159 ([331]).
L’espace vectoriel V ˆW muni de

h : V ‘W Ñ V bW

pv, wq ÞÑ v b w
(11.423)

est un produit tensoriel entre V et W .

Démonstration. Nous devons prouver les conditions de la définition 11.154.
(i) h est bilinéaire Ce sont des calculs tels que faits dans la remarque 11.158(4) qui font le

travail.
(ii) h est surjective Un élément de V bW est la classe d’un élément de F pV ˆW q, c’est-à-dire

de la forme “ÿ

iα

δpvi,wαq
‰ “

ÿ

iα

vi b wα. (11.424)

Cet élément est dans l’image de h comme le montre le calcul suivant 73 :

h
`ÿ

iα

pvi, wαq˘ “
ÿ

iα

hpvi, wαq “
ÿ

iα

vi b wα. (11.425)

(iii) Propriété universelle Soient un espace vectoriel U et une application linéaire f : V ‘W Ñ
U . Nous devons trouver une application linéaire g : V b W Ñ U telle que f “ g ˝ h. Pour
cela nous commençons par considérer l’application

g : F pV ˆW q Ñ U

δpv,wq ÞÑ fpv, wq (11.426)

définie sur tout F pV ˆW q par linéarité sans encombres parce que les δv,w forment une base
par le lemme 4.27.
Nous démontrons que gpNq “ 0 pour avoir le droit de passer g aux classes et le considérer
comme application partant de V bW au lieu de F pV ˆW q. Prenons par exemple

g
`
δpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq

˘ “ gpδpv1,wqq ` gpδpv2,wqq ´ gpδv1`v2,wq (11.427a)
“ fpv1, wq ` fpv2, wq ´ fpv1 ` v2, wq (11.427b)
“ 0 (11.427c)

par la bilinéarité de f . Cela montre que gpA1q “ 0. Nous montrons de même que gpA2q “
gpA3q “ gpA4q “ 0, et enfin toujours par linéarité que gpNq “ 0. Pour rappel, les éléments
de N sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de A1, A2, A3 et A4.
Par passage aux classes, nous avons une application (que nous notons également g)

g : F pV ˆW q{N Ñ U (11.428)

vérifiant gpv b wq “ fpv, wq. Mais comme hpv, wq “ v b w, nous avons g ˝ h : V ‘ W Ñ U
vérifiant g ˝ h “ f .

73. Faites bien la distinction entre δv,w, pv, wq et vbw. Sachez dans quel ensemble se trouvent chacun de ces trois
objets.
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L’espace vectoriel V bW est donc un produit tensoriel.

11.160.
Vu que V bW est un produit tensoriel de V et W , et vu qu’il y a unicité par la proposition 11.156,
nous avons bien le droit de dire que V bW est le produit tensoriel. Cela justifie le titre.

11.161.
Les prochains lemmes et propositions vont nous dire que l’application

φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
α b w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.429)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels lorsque V est de dimension finie. Vu que nous aimons les
énoncés très explicites, ça va être découpé en plusieurs morceaux, l’énoncé va devenir un peu long ;
mais c’est pour la bonne cause.

Lemme 11.162.
Soient deux espaces vectoriels V et W dont W est de dimension finie. Alors l’application définie
par

φ : F pV ˚ ˆW q Ñ LpV,W q
δpα,wq ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.430)

sur la base « canonique » de F pV ˚ ˆW q passe aux classes.

Démonstration. Avec les notations de la définition 11.157 nous devons prouver que φpNq “ 0.
Nous montrons que φpA4q “ 0, et nous vous laissons faire les autres. Pour λ P K, α P V ˚ et w P W
en utilisant la linéarité de φ nous avons :

φ
`
λδpα,wq ´ δpα,λwq

˘
v “ λφpδpα,wqqpvq ´ φpδpα,λwqqpvq (11.431a)

“ λαpvqw ´ αpvqpλwq (11.431b)
“ 0 (11.431c)

parce que αpvqpλwq “ λαpvqw du fait que K est commutatif. La commutativité de K est ce qui
permet de permuter le produit λαpvq.

Nous laissons à la lectrice le soin de prouver que φpA1q “ φpA2q “ φpA3q “ 0.

Lemme 11.163.
Si W est de dimension finie, alors LpV,W q muni de

h : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q
pα,wq ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.432)

est un produit tensoriel 74 de V ˚ par W .

Démonstration. Nous devons prouver que
— h est bilinéaire,
— h est surjective
— pour tout espace vectoriel U , et pour toute application bilinéaire f : V ˚ ‘ W Ñ U , il existe

une application linéaire g : LpV,W q Ñ U tel que f “ g ˝ h.
(i) Bilinéaire Le fait que h soit bilinéaire est une simple vérification.
(ii) Surjective L’espace W étant de dimension finie, nous pouvons en considérer une base

tziuiPI . Soit α P LpV,W q. Si v P V , l’élément αpvq peut être décomposé dans la base tziu, ce
qui définit des applications linéaires αi : V Ñ K par

αpvq “
ÿ

iPI
αipvqzi. (11.433)

74. Définition 11.154.
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Notons que αi P V ˚. En comparant avec la définition de h, nous voyons que

αpvq “
ÿ

i

hpαi, ziqpvq, (11.434)

c’est-à-dire α “ ř
i hpαi, wiq “ h

`ř
ipαi, ziq

˘
. Nous avons donc bien α P hpV ˚ ‘W q.

(iii) Propriété universelle Soient un espace vectoriel U et une application bilinéaire f : V ˚ ‘
W Ñ U . Pour α P LpV,W q nous définissons gpαq comme suit. D’abord nous écrivons α sous
la forme

αpvq “
ÿ

i

αipvqzi, (11.435)

et nous posons
gpαq “

ÿ

i

fpαi, ziq. (11.436)

Avec cette définition, en posant w “ ř
iwizi, nous avons

pg ˝ hqpα,wq “ g
`
v ÞÑ αpvqw˘ (11.437a)

“ g
`
v ÞÑ

ÿ

i

αpvqwizi
˘

(11.437b)

“
ÿ

i

fpwiα, ziq (11.437c)

“
ÿ

i

fpα,wiziq (11.437d)

“ fpα,
ÿ

i

wiziq (11.437e)

“ fpα,wq. (11.437f)

Cela prouve que g ˝ h “ f .

Proposition 11.164 ([332]).
Soient deux espaces vectoriels V et W dont V est de dimension finie. Alors l’application

φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
α b w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.438)

est bien définie 75 et est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le lemme 11.163 donne une structure de produit tensoriel de V ˚ par W sur
LpV,W q. Rappelons les structures :

h : V ˚ ‘W Ñ V ˚ bW

pα,wq ÞÑ α b w
(11.439)

et
h1 : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q

pα,wq ÞÑ “
v ÞÑ αpvqw‰. (11.440)

La proposition 11.156 a déjà fait tout le boulot. La seule chose à faire est de vérifier qu’il existe
une application φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q vérifiant simultanément les deux conditions suivantes :

(1) φpα b wq “ “
v ÞÑ αpvqw‰

(2) h1 “ φ ˝ h.

75. Au sens où il existe une fonction φ définie sur tout V ˚
bW qui se réduit à cela pour les éléments de la forme

αb w.
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La seconde condition assure que φ sera un isomorphisme d’espaces vectoriels.
L’existence de φ vérifiant la condition (1) est un effet du lemme 11.162 qui donne une fonction

sur F pV ˚ ˆ W q dont le φ qui nous concerne est un quotient. Il reste à voir que cette application
vérifie h1 “ φ ˝ h.

En nous rappelant que α b w “ rδpα,wqs et en écrivant φ à la fois l’application et son passage
au quotient,

pφ ˝ hqpα,wq “ φpα b wq “ φ
`rδpα,wqs

˘ “ φpδpα,wqq. (11.441)

En appliquant à v P V nous avons :

pφ ˝ hqpα,wqv “ φpδpα,wqqv “ αpvqw “ h1pα,wqv. (11.442)

Et voilà. Nous avons φ ˝ h “ h1.

Une conséquence de la proposition 11.164 est que

dimpV bW q “ dimpV q dimpW q (11.443)

via le lemme 4.41(2).

11.12.3 Bases

Lemme 11.165 ([1]).
Si τ : V1 Ñ V2 est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels φ : V1 bW Ñ V2 bW tel que φpv b wq “ τpvq b w 76.

Démonstration. L’application

φ0 : F pV1 ˆW q Ñ F pV2 ˆW q
δpv,wq ÞÑ δ`

τpvq,w
˘ (11.444)

est un isomorphisme.
Cette application passe aux classes, mais pas au sens où x P rys impliquerait φ0pxq “ φ0pyq ;

au sens où si x P rys, alors φ0pxq P rφ0pyqs. Par exemple

φ0
`
λδpv,wq ´ δpv,λwq

˘ “ λδ`
τpvq,w

˘ ´ δ`
τpvq,λw

˘ P r0s. (11.445)

Nous vous laissons le soin de vérifier les égalités correspondantes pour les autres parties de N .
Le passage au classes de φ0 signifie que l’on considère l’application

φ : V1 bW Ñ V2 bW

rxs ÞÑ rφ0pxqs (11.446)

où vous aurez noté que la prise de classe à gauche n’est pas la même que celle à droite.
Il faut prouver que ce φ est un isomorphisme. En ce qui concerne la linéarité,

φ
`rxs ` rys˘ “ φ

`rx` ys˘ (11.447a)
“ rφ0px` yqs (11.447b)
“ rφ0pxq ` φ0pyqs (11.447c)
“ rφ0pxqs ` rφ0pyqs (11.447d)
“ φprxsq ` φprysq. (11.447e)

Je vous laisse le reste de la linéarité. Et en ce qui concerne le fait que ce soit une bijection,
allez-y.

76. La proposition 11.166 dira que cette condition fixe complètement φ, mais c’est une autre histoire qui vous sera
contée une autre fois.
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Proposition 11.166 ([332]).
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V et W . Soient une base teiu de V et une base
tfαu de W .

Alors :
(1) La partie tei b fαu est une base de V bW .
(2) Au niveau des dimensions, dimpV bW q “ dimpV q dimpW q.

Démonstration. Vu que V est de dimension finie, nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels
V ˚ “ V , et même un isomorphisme d’espaces vectoriels

τ : V Ñ pV ˚q˚

τpvqµ “ µpvq. (11.448)

Recopions l’isomorphisme de la proposition 11.164 en utilisant V ˚ au lieu de V :

ψ0 : pV ˚q˚ bW Ñ LpV ˚,W q
τpvq b w ÞÑ `

µ ÞÑ τpvqpµqw “ µpvqw˘. (11.449)

En écrivant cela, nous avons tenu compte du fait que tout élément de pV ˚q˚ peut être écrit de
façon univoque sous la forme τpvq pour un certain v P V .

Vu que τ est un isomorphisme, l’application suivante est encore un isomorphisme 77 :

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

µ ÞÑ µpvqw˘. (11.450)

Nous avançons. Vu que nous avons un isomorphisme, nous pouvons faire passer des bases. Le
lemme 4.41 nous donne une base de LpV ˚,W q en les éléments βiα : V ˚ Ñ W définies par

βijpµq “ µpeiqfα. (11.451)

Donc tψ´1pβiαqu est une base de V bW .
Pour a “ ř

i aiei̊ (base duale, définition 4.124) nous avons :

ψpei b fαqa “ apeiqfα “ βiαpaq. (11.452)

Cela prouve que ψ´1pβiαq “ ei b fα, et donc que ces ei b fα est une base de V bW .
La formule concernant les dimensions est simplement la définition 4.15 de la dimension : le

nombre d’éléments dans une base.

Lemme 11.167.
Dans le produit tensoriel RbR, nous avons

(1) xb 1 “ 1 b x “ xp1 b 1q pour tout x P R.
(2) Si x ě 0 nous avons aussi xb 1 “ ?

xb ?
x.

Lemme 11.168.
Le produit tensoriel est associatif.

Plus précisément, si U, V,W sont des espaces vectoriels, nous avons des isomorphismes d’es-
paces vectoriels

U b pV bW q “ pU b V q bW. (11.453)

Dans la suite, nous écrirons U b V bW sans plus de précisions et même bkV pour le produit de
k copies de V .

Définition 11.169.
Un k-tenseur sur V est un élément de bkV ˚.

77. Lemme 11.165.
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Proposition 11.170.
Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels bkV ˚ Ñ LkpV,Rq.
Exemple 11.171.
Pour k “ 2, l’isomorphisme de la proposition 11.170 est

ψ : LpV, V ˚q Ñ L2pV,Rq
ψpαqpu, vq “ αpuqv. (11.454)

Il faut se rappeler que le proposition 11.164 donne déjà un isomorphisme entre V ˚bV ˚ et LpV, V ˚q.
△

11.12.4 Construction par les formes multilinéaires

Lemme 11.172.
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V , W et Z. Soient une application bilinéaire
f : V ˆW Ñ Z ainsi que des bases teiu de V et tdju de W .

Il existe des éléments fij dans Z tels que

fpv, wq “
ÿ

ij

viwjfij (11.455)

pour tout v P V et w P W .

11.173.
Ce que nous allons noter hpT, Sq est souvent noté T bS, parce que la proposition 11.179 montrera
qu’il s’agit bien d’un produit tensoriel. Cependant nous avons besoin de pas mal de propriétés de
h avant de pouvoir l’affirmer.

Proposition-Définition 11.174.
Si T P LkpV,Rq et S P LlpV,Rq, nous définissons

hpT, Sq : V k`l Ñ R

pv1, . . . , vk`lq ÞÑ T pv1, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lq.
(11.456)

(1) L’application hpT, Sq est multilinéaire 78 : hpT, Sq P Lk`lpV,Rq.
(2) L’application h est associative : h

`
hpT, Sq, R˘ “ h

`
T, hpS,Rq˘.

(3) L’application h : LkpV,Rq ˆ LlpV,Rq Ñ Lk`lpV,Rq est bilinéaire.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) multilinéaire Nous fixons des vi P V , nous considérons hpT, Sqi et nous calculons (en sup-

posant i ď k, sinon on adapte)

hpT, Sqipvqa “ hpT, Sqpv1, . . . , v, . . . , vk`lq (11.457a)
“ T pv1, . . . , v, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lq

(11.457b)
“ TipvqSp. . .q. (11.457c)

Vu que Ti est linéaire, nous en déduisons que hpT, Sqi est linéaire et donc que hpT, Sq est
multilinéaire.

(i) Associativité Facile de vérifier que

h
`
hpT, Sq, R˘pv1, . . . , vk`l`mq “ T pv1, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lqRpvk`l`1, . . . , vk`l`mq.

(11.458)

78. Application multilinéaire, définition 11.74.
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(i) Bilinéaire En utilisant directement la définition, on vérifie que hpT, λSq “ λhpT, Sq et
hpT, S1 ` S2q “ hpT, S1q ` hpT, S2q.

11.175 (Quelques notations).
Si Vi sont des espaces vectoriels, si vi P Vi, et si ξi P Vi̊ , nous notons

hpξ1, . . . , ξnqpv1, . . . , vnq “
nź

i“1
ξipviq. (11.459)

Si I est un multiindice (I “ pi1, . . . , inq), et si v est quelque chose qui peut avoir des indices,
alors nous écrivons vI “ pvi1 , . . . , vinq.

Nous écrivons en particulier δIJ “ śn
k“1 δikjk .

Lemme 11.176 (égalité sur une base[1]).
Soient des espaces vectoriels pViqi“1,...,N de dimensions ni. Soient deux formes N -linéaires S, T : V1ˆ
. . .ˆ VN Ñ R. Si pour tout multiindice I nous avons SpeIq “ T peIq, alors S “ T .

Si les ξi sont des formes linéaires, nous notons ξI la forme multilinéaire hpξ1, . . . , ξnq.
Démonstration. Nous considérons les bases tepkq

i ui“1,...,ni de Vk. Un élément générique de V1ˆ. . . VN
est de la forme ´ n1ÿ

j1

x
p1q
j1
e

p1q
j1
, . . . ,

nNÿ

jN “1
x

pNq
jN

e
pNq
jN

¯
. (11.460)

Nous appliquons S à cela en tenant compte de la multilinéarité :

S
´ n1ÿ

j1

x
p1q
j1
e

p1q
j1
, . . . ,

nNÿ

jN “1
x

pNq
jN

e
pNq
jN

¯
“

n1ÿ

j1“1
. . .

nNÿ

jN “1

Nź

i“1
x

piq
ji
Spep1q

j1
, . . . , e

pNq
jN

q (11.461a)

“
ÿ

J

Nź

i“1
x

piq
ji
SpeJq. (11.461b)

Le même calcul avec T donne la même chose, compte tenu de l’hypothèse SpeJq “ T peJq.
Théorème 11.177 ([319]).
Soient des espaces vectoriels pViqi“1,...,N de dimensions ni. Nous notons, pour chaque i une base
tepiq
j uj“1,...,ni de Vi. Nous notons tαpiq

j u les bases duales.
Alors tαIuI est une base de LN pV1 ˆ . . . VN q,R.

Démonstration. Nous commençons par prouver que tαIu est libre. Supposons que
ř
I aIαI “ 0.

En l’appliquant à eJ , nous avons

0 “
ÿ

I

aIαIpeJq “
ÿ

I

aIδIJ “ aJ . (11.462)

Cela prouve que tous les aI sont nuls, et donc que la partie est libre.
Pour prouver que la partie est génératrice nous considérons T P LN pV1 ˆ . . .ˆ VN ,Rq et nous

posons TI “ T peIq pour tout multiindice I. En posant S “ ř
I TIαI , nous

SpeJq “
ÿ

I

TIαIpeJq “
ÿ

I

TIδIJ “ TJ . (11.463)

Donc SpeJq “ T peJq. Le lemme 11.176 conclu.

Lemme 11.178.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie V et W . Nous notons tαiu une base de V ˚ et
tβju une base de W ˚. Pour chaque ξ P V ˚ et σ P W ˚ nous considérons l’application bilinéaire

hpξ, σq : V ˆW Ñ R

pv, wq ÞÑ ξpvqσpwq. (11.464)

La partie thpαi, βjqu forment une base de l’espace des applications bilinéaires sur V ˆW .
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Proposition 11.179 ([1, 333]).
Nous considérons l’application h : V ˚ ˆW ˚ Ñ L2pV ˆW,Rq donnée par

hpξ, σqpv, wq “ ξpvqσpwq. (11.465)

Le couple
`
L2pV ˆW,Rq, h˘ est un produit tensoriel de V ˚ et W ˚.

Démonstration. Nous devons prouver que l’application h satisfait à la propriété universelle 11.154(2).
Nous considérons une base tαiu de V ˚ et tβju de W ˚. Si f : V ˚ ˆW ˚ Ñ Z est bilinéaire, le lemme
11.172 nous dit que f est déterminée par les éléments fij “ fpαi, βjq.

(i) Existence Nous posons
f̃ : L2pV ˆW,Rq Ñ Z

ÿ

ij

aijhpαi, βjq ÞÑ
ÿ

ij

aijfij .
(11.466)

Notez deux choses.

(1) C’est une bonne définition parce que les hpαi, βjq forment une base de L2pV ˆ W,Rq
(lemme 11.178).

(2) L’application f̃ est linéaire.

Nous devons prouver que f̃ ˝ h “ f . Soient ξ “ ř
i ξiαi et σ “ ř

j σjβj . Par bilinéarité nous
avons

hpξ, σq “
ÿ

ij

ξiσjhpαi, βjq. (11.467)

Nous avons donc

pf̃ ˝ hqpξ, σq “
ÿ

ij

ξiσjfij “
ÿ

ij

ξiσjpαi, βjq “ fpξ, σq, (11.468)

et donc bien f̃ ˝ h “ f .

(ii) Unicité Nous savons que les éléments hpαi, βjq forment une base de L2pV ˆ W,Rq. Si
f̃ : L2pV ˆW,Rq Ñ Z est une application linéaire vérifiant f̃ ˝ h “ f , alors nous avons

f̃
`
hpαi, βjq

˘ “ pf̃ ˝ hqpαi, βjq “ fpαi, βjq “ fij . (11.469)

Donc l’application f̃ est entièrement déterminée sur une base par les éléments fij P Z.

11.180.
Lorsque V et W sont des espaces vectoriels, si rien n’est précisé, le produit tensoriel

V bW (11.470)

sera celui de la proposition 11.179, et lorsque ξ1 P V ˚ et ξ2 P W ˚ nous notons

ξ1 b ξ2 (11.471)

l’élément hpξ1, ξ2q.
Ce serait mieux de garder la notation V b W pour un produit tensoriel abstrait (définition

11.154), mais bon . . .Nous n’allons pas non plus nous tuer sur les notations.
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11.12.5 Décomposabilité

Définition 11.181 ([319]).
Une application T P LkpV,Rq est décomposable si il existe des formes ξ1, . . . , ξk P V ˚ telles que

T pv1, . . . , vkq “
kź

i“1
ξipviq (11.472)

autrement dit T “ hpξ1, . . . , ξkq, ou encore T “ ξ1 b . . .b ξk.

Lemme 11.182 ([319, 1]).
Une forme 2-multilinéaire T “ ř

ij aijhpαi, αjq est décomposable 79 si et seulement si la matrice a
est de rang 1.

Démonstration. En deux parties.
(i) ñ Soient f1, f2 P V ˚ tels que T pv1, v2q “ f1pv1qf2pv2q pour tout v1, v2 P V . Nous appliquons

T à pe1q, e2 :

T pek, elq “
ÿ

ij

aijpαi b αjqpek, elq “
ÿ

ij

aijαipeiqαjpelq “ akl, (11.473)

mais aussi
T pek, elq “ f1pekqf2pelq. (11.474)

Donc akl “ f1pekqf2pelq. Notons A la matrice (et l’application linéaire) formée par ces
nombres. Nous avons :

Apeiq “
ÿ

k

akiek “
ÿ

k

f1pekqf2peiqek “ f2peiq
ÿ

k

f1pekqek. (11.475)

En notons v le vecteur
ř
k f1pekqek, nous avons

ApRnq “ Spanpvq. (11.476)

Cela montre que la dimension de l’image de A est 1, et donc que A est de rang 1.
(ii) ð Nous supposons que a est de rang 1, et nous posons

T : V 2 Ñ R

pv, wq ÞÑ
ÿ

kl

aklvkwl.
(11.477)

Vu que rkpaq “ 1, il existe u P V tel que apRnq “ Spanpuq. En particulier pour chaque i, il
existe λi tel que apeiq “ λiu. Donc

apvq “
ÿ

i

viapeiq “
ÿ

i

viλiu “ pv·λqu, (11.478)

et
akl “ apekql “ λkul. (11.479)

Avec tout ça,
T pv, wq “

ÿ

kl

aklvkwl “ pλ· vqpu·wq. (11.480)

Donc nous avons T “ f1 b f2 avec

f1 : Rn Ñ R

x ÞÑ λ·x
(11.481)

et f2pxq “ u·x.

79. Définition 11.181.
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11.183.
Il est dit dans [319] que l’étude de la décomposabilité devient très compliquée à partir des 3-
tenseurs, et que c’est lié à l’intrication quantique. Personnellement je ne suis pas sûr de ce que ça
veut dire, mais si ça vous parle, c’est sans doute intéressant.

11.12.6 Contraction

Définition 11.184.
Un pl, kq-tenseur sur V est une application k ` l-multilinéaire sur pV ˚ql ˆ V k.

Proposition-Définition 11.185 ([1]).
Soit un pl, kq-tenseur 80 T sur V . Soient une base teiu, et sa base duale tαiu. Nous considérons
une bijection linéaire A : V Ñ V , la base tAeiu et la duale tβiu.

Nous considérons l’application d’insertion ι : V n Ñ V n`1 donnée par

ιkpvqpv1, . . . , vnq “ pv1, . . . , vk´1, v, vk, . . . , vnq. (11.482)

Alors :
(1) Pour tout r ď l, pour tout s ď k, pour tout ξi P V ˚ et vj P V nous avons

ÿ

i

T pιrpαiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspeiqpv1, . . . , vk´1qq “
ÿ

i

T pιrpβiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspAeiqpv1, . . . , vk´1qq.
(11.483)

(2) En posant

Crs : pV ˚ql´1 ˆ V k´1 Ñ R

pξ1, . . . , ξl´1, v1, . . . , vk´1q ÞÑ
ÿ

i

T pιrpαiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspeiqpv1, . . . , vk´1qq, (11.484)

l’application Crs pT q est un pl ´ 1, k ´ 1q-tenseur.
Ce Crs pT q est la pr, sq-contraction de T .

Démonstration. Le point (2) est facile parce que c’est juste la multilinéarité. Nous faisons le point
(2). Nous partons du lemme 4.125 qui dit que βi “ ř

j A
´1
ij αj . Remarquez que

T
`
ιrpσqpξ1, . . . , ξl´1q, . . . ˘ (11.485)

est linéaire en σ. Cela nous permet de sortir plein de sommes de T dans le calcul suivant :
ÿ

i

T
´
ιrpβiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspAeiqpv1, . . . , vk´1q

¯
(11.486a)

“
ÿ

i

T
´
ιrp

ÿ

j

A´1
ij αjqpξ1, . . . , ξl´1q, ιsp

ÿ

l

Alielqpv1, . . . , vk´1q
¯

(11.486b)

“
ÿ

ijl

A´1
ij AliT

`
ιrpαjqp. . .q, ιspelqp. . .q˘ (11.486c)

“
ÿ

i

T
`
ιrpαiqp. . .q, ιspelqp. . .q˘ (11.486d)

Proposition 11.186 ([319]).
Soient v, w P V ainsi que β, γ, σ P V ˚. Nous avons

C1
2 pv b w b w b β b γ b σq “ γpvqw b β b σ. (11.487)

80. Définition 11.184.
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Démonstration. Nous choisissons une base teiu de V et sa base duale tαiu. Ensuite allons appliquer
C1

2 pvbwbβbγbσq à pξ, v1, v2q avec ξ P V ˚, v1, v2 P V . Remarquons d’abord que si nous adoptons
la décomposition v “ ř

k vkek et γ “ ř
l γlαl, nous avons αipvq “ vi et γpeiq “ γi. Voici le calcul :

C1
1 pv b w b β b γ b σqpξ, v1, v2q “

ÿ

i

pv b w b β b γ b σqpαi, ξ, v1, ei, v2q (11.488a)

“
ÿ

i

αipvqξpwqβpv1qγpeiqσpv2q (11.488b)

“
ÿ

i

viγiξpwqβpv1qσpv2q (11.488c)

“ γpvqpw ˆ β b σqpξ, v1, v2q. (11.488d)

Pour la dernière ligne,
ř
i viγi “ γpvq parce que

γpvq “
ÿ

kl

γlαlpvkekq “
ÿ

kl

γlvkδlk “
ÿ

k

γkvk. (11.489)

11.12.7 Tenseurs symétriques et alternés

Si T est une application k-multilinéaire sur V , et si σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku est une permua-
tion, nous notons T σ l’application k-multilinéaire donnée par

T σ : V k Ñ R

pv1, . . . , vkq ÞÑ T pvσp1q, . . . , vσpkqq.
(11.490)

Définition 11.187 ([319]).
Un k-tenseur 81 T sur V est symétrique si pour toute permutation σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku,
nous avons

T pv1, . . . , vkq “ T pvσp1q, . . . , vσpkqq, (11.491)
c’est-à-dire T σ “ T .

Définition 11.188 ([319]).
Un k-tenseur T est alterné si T σ “ p´1qσT . L’espace vectoriel des k-tenseurs alternés est noté
ΛkV ˚. Par soucis de cohérence, nous notons aussi Λ0V ˚ “ R.

Lemme 11.189.
Si T est un k-tenseur, et si σ et π sont des permutations, alors

(1) L’application T ÞÑ T σ est linéaire en T .
(2) pT πqσ “ T π˝σ.
(3) p´1qπp´1qσ “ p´1qπ˝σ.

Lemme 11.190.
Si V est un espace vectoriel réel de dimension n, et si B est une base de V , alors le déterminant 82

detB : V n Ñ R est un n-tenseur alterné.

Définition 11.191.
Si T est un k-tenseur, nous définissons

AltpT q “ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.492)

où la somme porte sur le groupe symétrique 83.
81. C’est à dire une application k-multilinéaire T : V k

Ñ R.
82. Définition 9.5.
83. Groupe symétrique, définition 1.267.
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Lemme 11.192 ([319]).
L’application Alt : LkpV q Ñ ΛkV ˚ est une projection linéaire, c’est-à-dire

(1) Alt
`
LkpV q˘ Ă ΛkV ˚

(2) Alt |ΛkV ˚ “ Id.
(3) L’application Alt est linéaire

Démonstration. Pour (1), nous prouvons que
`

AltpT q˘σ “ p´1qσ AltpT q. Pour cela nous utilisons
les formules du lemme 11.189. Nous avons

AltpT qσ “
˜

1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π
¸σ

(11.493a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π˝σ (11.493b)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qσp´1qπT π˝σ (11.493c)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπ˝σT π˝σ (11.493d)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.493e)

“ p´1qσ AltpT q. (11.493f)

Pour (11.493e), nous avons utilisé le fait que π ÞÑ π ˝ σ est une bijection de Sk et la proposition
1.303.

Pour le point (2), nous considérons un tenseur alterné T . Il vérifie donc T π “ p´1qπT . Nous
avons alors le calcul suivant :

AltpT q “ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.494a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπp´1qπT (11.494b)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

T (11.494c)

“ T (11.494d)

parce que Sk contient exactement k! éléments par le lemme 1.270.
Pour le point (3), il s’agit de la linéarité de T ÞÑ T π donnée par le lemme 11.189.

Lemme 11.193 ([1]).
Si T P LkpV q et S P aLlpV q, nous avons

AltpT b Sq “ p´1qkl AltpS b T q. (11.495)

Démonstration. Nous introduisons la permutation σ P Sk`l qui permute t1, . . . , ku avec tk `
1, . . . , k ` lu ; par exemple pour k “ 3 et l “ 1, ce serait 12345 Ñ 45123.

Nous avons

pT b Sqpv1, . . . , vk, u1, . . . , ulq “ T pv1, . . . , vkqSpu1, . . . , ulq (11.496a)
“ pS b T q`σpv1, . . . , vk, u1, . . . , ulq

˘
. (11.496b)

Donc T b S “ pS b T q ˝ σ.
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Passons au calcul de AltpT b Sq. Nous avons

AltpT b Sq “ 1
k!

ÿ

πPSk`l

p´1qπpT b Sq ˝ π (11.497a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk`l

p´1qπpS b T q ˝ σ ˝ π (11.497b)

“ 1
k!

ÿ

sPSk`l

p´1qσ´1˝spS b T q ˝ s (11.497c)

“ 1
k!p´1qkl

ÿ

s

p´1qspS b T q ˝ s (11.497d)

“ p´1qkl AltpS b T q. (11.497e)
Justifications :

— Pour (11.497c), nous avons changé de variables dans la somme : s “ σ ˝ π.
— Pour (11.497d), nous avons utilisé le fait que p´1qσ “ p´1qkl parce que qu’il faut kl trans-

positions pour réaliser σ.

Lemme 11.194 ([1]).
Soient T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Nous avons

ÿ

πPSk`l

p´1qπpT σ b Sqπ “ p´1qσ
ÿ

πPSk`k

p´1qπpT b Sqπ. (11.498)

Démonstration. Dans un premier temps, nous fixons un π, nous oublions le p´1qπ, et nous ne
faisons pas la somme. Nous appliquons à pv1, . . . , vk`lq P V k`l :

pT σ b Sqπpv1, . . . , vk`lq “ pT σ b Sqpvπp1q, . . . , vπpk`lqq (11.499a)
“ T σpvπp1q,...,vπpkq

qSpvπpk`1q,...,vπpk`lq
q (11.499b)

“ T
`
vπpσp1qq, . . . , vπpσpkqq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.499c)

Arrêtez vous un moment pour vous assurer d’avoir bien compris pourquoi ce qui arrive dans T
sont bien des vπpσpiqq et non des vσpπpiqq. Une fois que c’est fait, nous définissons σ1 P Sk`l par

σ1pxq “
#
σpxq si 1 ď x ď k

x si k ` 1 ď x ď k ` l.
(11.500)

Avec ça nous pouvons continuer le calcul :
pT σ b Sqπpv1, . . . , vk`lqT

`
vpπ˝σ1qp1q, . . . , vpπ˝σ1pkqq

˘
S
`
vpπ˝σ1qpk`1q, . . . , vpπ˝σ1pk`lqq

˘
(11.501a)

“ pT b Sqπ˝σ1pv1, . . . , vk`lq. (11.501b)
(11.501c)

En résumé, jusqu’ici nous avons prouvé que
pT σ b Sqπ “ pT b Sqπ˝σ1 (11.502)

où σ1 est donné en fonction de σ par la formule (11.500).
Nous faisons maintenant le calcul avec la somme et tout (en notant ϵ la signature) :

ÿ

π

ϵpπqpT σ b Sqπ “
ÿ

π

ϵpπqpT b Sqπ˝σ1 (11.503a)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpσ1qϵpπqpT b Sqπ˝σ1 (11.503b)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpπ ˝ σ1qpT b Sqπ˝σ1 (11.503c)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpπqpT b Sqπ. (11.503d)
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La dernière ligne est la proposition 1.303 et le fait que π ÞÑ π ˝ σ1 est une bijection de Sk`l.

Lemme 11.195 ([1]).
Soient T P ΛkV ˚, S P ΛlV ˚ et R P ΛmV ˚. Nous avons 84

Alt
`

AltpT b Sq bR
˘ “ AltpT b S bRq “ Alt

`
T b AltpS bRq˘. (11.504)

Démonstration. Nous prouvons la première égalité 85. Nous avons :

Alt
`

AltpT b Sq bR
˘ “ 1

pk ` l `mq!
ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ`AltpT b Sq bR
˘π (11.505a)

“ 1
pk ` l ` lq!

ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ
´ 1

pk ` lq!
ÿ

σPSk`k

p´1qσpT b Sqσ bR
¯π

(11.505b)

“ 1
pk ` l `mq!

1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`l

p´1qσ
ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ`pT b Sqσ bR
˘π
.

(11.505c)

C’est le moment d’utiliser le lemme 11.194. Nous continuons :

Alt
`

AltpT b Sq bR
˘ “ 1

pk ` l ` lq!
1

pk ` lq!
ÿ

σPSk`l

p´1qσp´1qπ`pT b Sq bR
˘π (11.506a)

“ 1
pk ` l `mq!

1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`l

ÿ

π

`pT b Sq bR
˘π
. (11.506b)

Notez que ce qui est dans la somme sur σ ne dépend pas de σ. Nous avons donc |Sk`l| “ pk ` kq!
termes identiques, et nous continuons

Alt
`

AltpT b Sq bR
˘ “ 1

pk ` l `mq!
ÿ

πPSk`l`m

pT b S bRqπ (11.507a)

“ AltpT b S bRq. (11.507b)

Et voilà.

Définition 11.196 (Produit extérieur).
Pour T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚ nous définissons

T ^ S “ pk ` lq!
k!l! AltpT b Sq. (11.508)

Cette opération est le produit extérieur.

Lemme 11.197 ([319]).
Propriétés du produit extérieur.

(1) L’opération ^ est une application ^ : ΛkV ˚ ˆ ΛlV ˚ Ñ Λk`lV ˚.
(2) L’application ^ : ΛkV ˚ ˆ ΛlV ˚ Ñ Λk`lV ˚ est linéaire en ses deux arguments.
(3) Nous avons T ^ S “ p´1qklS ^ T .
(4) Le produit extérieur est associatif : pT ^ Sq ^R “ T ^ pS ^Rq.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) Nous savons que T b S P Lk`lpV q. Le lemme 11.192 conclut.

84. Nous avons le droit d’écrire T b S bR parce que le produit tensoriel est associatif, lemme 11.168.
85. Je vous conseille d’essayer de prouver la seconde ; je ne l’ai pas vérifiée.
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(ii) Pour (2) C’est la bilinéarité du produit tensoriel b et celle de l’antisymétrisation Alt donnée
dans le lemme 11.192(3).
Notez que la bilinéarité du produit tensoriel b remonte à la définition d’un produit tensoriel
pT, hq 11.154 qui demande à h d’être bilinéaire. La proposition 11.174 prouve que le produit
T bS entre applications multilinéaires donne bien un produit tensoriel. Bref. Tout cela pour
nous rappeler que ce que nous notons T b S pourrait tout aussi bien se noter hpT, Sq.

(iii) Pour (3) Conséquence du lemme 11.193.
(iv) Pour (4) Soient T P ΛkV ˚, S P ΛlV ˚ et R P ΛmV ˚. En déballant les définitions,

pT ^ Sq ^R “ pk ` l `mq!
pk ` lq!m! Alt

`pT ^ Sq bR
˘

(11.509a)

“ pk ` l `mq!
pk ` lq!m! Alt

ˆpk ` lq!
k!l! AltpT ˆ Sq bR

˙
(11.509b)

“ pk ` l `mq!
k!l!m! Alt

`
AltpT b Sq bR

˘
(11.509c)

“ pk ` l `mq!
k!l!m! Alt

`
T b pS bRq˘ lem. 11.195 (11.509d)

“ T ^ pS ^Rq. (11.509e)

Lemme 11.198 ([1]).
Si ξi P Źni V ˚, alors nous avons

ξ1 ^ . . .^ ξk “ přk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq. (11.510)

Démonstration. Nous y allons par récurrence. Pour k “ 1, l’égalité à prouver se réduit à

ξ1 “ Altpξ1q, (11.511)

qui est vraie par le lemme 11.192(2).
Pour la récurrence nous faisons ceci :

pξ1 ^ . . .^ ξkq ^ ξk`1 “ přk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq ^ ξk`1 (11.512a)

“ přk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

přk`1
i“1 niq!

přk
i“1 niq!nk`1!

Altpξ1 b . . .b ξk`1q (11.512b)

“ přk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq. (11.512c)

Proposition 11.199 ([319]).
Soient ξ1, . . . , ξk P V ˚ et v1, . . . , vk P V . Nous avons

pξ1 ^ . . .^ ξkqpv1, . . . , vkq “ det
`
ξipvjq

˘
. (11.513)

Démonstration. Nous pouvons utiliser le lemme 11.198 dans lequel ni “ 1 pour tout i : pξ1 ^ . . .^
ξkq “ k! Altpξ1 b . . .b ξkq. Cela donne le calcul suivant :

pξ1 ^ . . .^ ξkqpv1, . . . , vkq “ k! Altpξ1 b . . .b ξkqpv1, . . . , vkq (11.514a)

“ k! 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπpξ1 b . . .b ξkqπpv1, . . . , vkq (11.514b)

“
ÿ

πPSk

p´1qπ
nź

i“1
ξipvπpiqq (11.514c)

“ det
`
ξipvjq

˘
(11.514d)
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où nous avons reconnu la formule de la définition 4.76 du le déterminant.

Proposition 11.200 ([319]).
Si tαiui“1,...,n est une base de V ˚, alors

tαi1 ^ . . .^ αik tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (11.515)

est une base de
Źk V ˚.

Nous avons

dimp
kľ
V ˚q “

ˆ
n

k

˙
. (11.516)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Partie libre Nous notons teiui“1,...,n la base (pré-)duale de V . Pour I “ pi1, . . . , ikq avec

i1 ă . . . ă ik, nous notons ΩI “ αi1 ^ . . .^αik . Soit J “ pj1, . . . , jkq avec j1 ă . . . ă jk. Nous
avons

ΩIpeIq “ pαi1 ^ . . .^ αik qpej1 , . . . , ejk q (11.517a)
“ Altpαi1 b . . .b αik qpej1 , . . . , ejk q lem. 11.198 (11.517b)

“ k! 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπαi1peπpj1qq . . . αik peπpjkqq (11.517c)

“
ÿ

π

p´1qπδIπpJq. (11.517d)

Vu que les indices I et J sont ordonnées, si π ‰ Id, nous aurons forcément un des πpjlq ‰ il.
Donc la somme sur π se réduit au terme π “ Id :

ΩIpeJq “ δIJ . (11.518)

Cela prouve que les ΩI sont linéairement indépendants.
(ii) Partie génératrice Nous devons encore prouver qu’ils sont générateurs de

Źk V ˚.
Soit T P Źk V ˚ ; en particulier nous avons T P LkpV,Rq, et le théorème 11.177 nous permet
d’écrire T “ ř

I TIhpeIq où la somme porte sur les I “ pi1, . . . , ikq avec 1 ď ij ď n pour tout
j, et hpeIq “ ei1 b . . .b eik .
En utilisant encore le lemme 11.198, nous avons

ΩI “ k! Alt
`
hpeIq˘, (11.519)

et donc
T “ AltpT q “

ÿ

I

TI Alt
`
hpeIq˘ “

ÿ

I

TI
1
k!ΩI . (11.520)

Il est temps de noter que si I et I 1 sont les mêmes indices, mais ordonnés différemment,
ΩI “ ˘ΩI 1 . Si I est un multiindice, nous notons rpIq le multiindice contenant les mêmes
indices que I, mais ordonné. Ensuite nous notons

spIq “
#

1 si ΩrpIq “ ΩI

´1 si ΩrpIq “ ´ΩI .
(11.521)

Avec ça nous avons toujours ΩI “ spIqΩrpIq, et donc

T “ 1
k!

ÿ

I

TIspIqΩrpIq. (11.522)

Donc T est bien une combinaison linéaire des ΩrpIq.
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(iii) Cardinal Nous posons

A “ tI tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (11.523a)
B “ tΩI tel que I P Au (11.523b)
C “ ␣

parties de cardinal k dans t1, . . . , nu(. (11.523c)

Nous devons prouver que CardpBq “ `
n
k

˘
. Le lemme 3.40 donne déjà CardpCq “ CardpAq “`

n
k

˘
. Nous prouvons à présent que

ψ : A Ñ B

I ÞÑ ΩI
(11.524)

est une bijection. Cette application est surjective par définition de B. En ce qui concerne
l’injectivité, si ΩI “ ΩJ , alors pour tout multiindice L nous avons ΩIpeLq “ ΩJpeLq. En
vertu de (11.518), cela donne δIL “ δJL pour tout multiindice L. En prenant en particulier
L “ I, nous trouvons 1 “ δIJ et donc I “ J .

11.12.8 Règle de Leibnitz pour le produit extérieur

Dans la suite nous allons intensément étudier la partie

Spk,lq “ tπ P Sk`l tel que πp1q ă . . . ă πpkq, πpk ` 1q ă . . . ă πpk ` lqu. (11.525)

Nous commençons avec k “ 1. Dans ce cas, le lemme 11.201 donnera la forme générale d’un
élément de Sp1,lq. En ce qui concerne l’intuition, si τp1q “ m, toutes les autres valeurs de τ sont
fixées à cause de la croissance de j ÞÑ τpjq. Nous avons forcément que, lorsque j va de 2 à l` 1, le
nombre τpjq prend dans l’ordre toutes les valeurs entre 1 et l ` 1, en sautant m.

Autrement dit, un élément de Sp1,lq doit prendre cette forme :

j 1 2 3 4 5
τpjq 3 1 2 4 5. (11.526)

La première colonne est séparée parce qu’elle joue un rôle spécial : les nombres sont ordonnés de
chacun des deux côtés. À droite, nous avons simplement l’énumération 1, 2, 3, 4, 5 en sautant 3.

En ce qui concerne la signature, pour tout remettre en ordre, il suffit de bouger le 3 vers sa
place. Pour cela il faut 2 transpositions.

Lemme 11.201 ([1, 334]).
À propos de Sp1,lq.

(1) L’application ϕ : t1, . . . , l ` 1u Ñ Sp1,lq donnée par

ϕpmqj “

$
’&
’%

m si j “ 1
j ´ 1 si j ď m

j si j ą m

(11.527)

est une bijection.
(2) En ce qui concerne la signature, nous avons ϵ

`
ϕpmq˘ “ p´1qm´1.

(3) Pour l’inverse de ϕ nous avons τ “ ϕ
`
τp1q˘ pour tout τ P Sp1,lq.

(4) Pour tout τ P Sp1,lq nous avons
ϵpτq “ ´p´1qτp1q (11.528)

Démonstration. Le fait que ϕ prenne effectivement ses valeurs dans Sp1,lq est une simple vérification
de la croissance.

(i) Injective Si ϕpmq “ ϕpnq, alors en particulier m “ ϕpmq1 “ ϕpnq1 “ n et donc m “ n.
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(ii) Surjective Soit τ P Sp1,lq. Nous posons m “ τp1q et nous prouvons que τ “ ϕpmq.
Par croissance, si k ě 2, nous avons τpkq ď k. En effet nous avons τpl`1q ě τpkq`pl`1´kq.
Au cas où nous aurions τpkq ą k, nous aurions τpl` 1q ě τpkq ` l´ 1 ´ k ą l` 1, ce qui est
impossible.
D’autre part, pour tout k ě 2 nous avons

τpkq “ min
´

t1, . . . , l ` 1uzτt1, . . . , k ´ 1u
¯
. (11.529)

Cela étant dit, commençons doucement en supposant m1 “ 1. Dans ce cas l’équation (11.529)
donne tout de suite τp2q “ 2. Une récurrence montre qu’alors τpkq “ k pour tout k. Autre-
ment dit, si τp1q “ 1, nous avons τ “ Id. Simple vérification que php1q “ Id aussi.
Passons au cas général τp1q “ m ą 1. Nous avons

τp2q “ min
´

t1, . . . , l ` 1uztmu
¯

“ 1 (11.530)

parce que m ‰ 1. Nous faisons une récurrence en supposant τpjq “ j ´ 1 pour un certain
j ă m. Nous prouvons que τpj ` 1q “ j. Pour cela,

τpj ` 1q “ min
´

t1, . . . , l ` 1uzt1, . . . , j ´ 1,mu
¯
. (11.531)

Étant donné que j ă m, nous avons j ´ 1 ă m et donc le nombre j est encore dans la
différence dont nous prenons le minimum. Donc τpj ` 1q “ j. Cela prouve que τpjq “ ϕpmqj
pour tout j ă m.
En ce qui concerne τpmq, nous avons

τpmq “ min
´

t1, . . . , l ` 1uzt1, . . . ,m´ 2,mu
¯

“ m´ 1. (11.532)

De même nous voyons que τpm ` 1q “ m ` 1. De là, la croissance en tenant compte de
τpkq ď k fait le reste.

(iii) Pour (2) Nous montrons que

m´1ź

i“1
pm, iq ˝ ϕpmq “ Id . (11.533)

(i) Pour j “ 1 Nous avons

m´1ź

i“1
pm, iqϕpmq1 “

m´1ź

i“1
pm, iqm (11.534a)

“
m´1ź

i“2
pm, iq ˝ pm, 1qm (11.534b)

“
m´1ź

i“2
pm, iq1 (11.534c)

“ 1 (11.534d)

(ii) Si j ď m´ 1 Dans ce cas nous avonns ϕpmqj “ j ´ 1. Nous avons alors le calcul

m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqj “

m´1ź

i“1
pm, iqpj ´ 1q “

m´1ź

i“j
pm, iq ˝ pm, j ´ 1qpj ´ 1q (11.535a)

“
m´1ź

i“j
pm, iqm “

m´1ź

i“j`1
pm, iqpm, jqm “

m´1ź

i“j`1
pm, iqj “ j. (11.535b)
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(iii) Pour j “ m Même type de calculs :

m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqm “ pm,m´ 1qpm´ 1q “ m. (11.536)

(iv) Pour j ą m Nous avons
m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqj “

m´1ź

i“1
pm, iqj “ j (11.537)

parce que j ą m, de telle sorte qu’il n’est atteint par aucune des transpositions.
Nous avons donc prouvé que

śm´1
i“1 pm, iq ˝ ϕpmq “ Id. Vu que ϵ est un morphisme 86 et que

ϵpIdq “ 1, nous déduisons que

ϵ
`
ϕpmq˘ “ ϵ

´m´1ź

i“1
pm, iq

¯
“ p´1qm´1. (11.538)

(iv) Pour (3) Soit τ P Sp1,lq. Vu que ϕ est une bijection, il existe un unique m P t1, . . . , l`1u tel
que τ “ ϕpmq. En appliquant cette égalité à 1 nous avons τp1q “ ϕpmq1. Mais la définition
(11.527) de ϕ donne ϕpmq1 “ m. Nous avons donc prouvé que

τp1q “ ϕpmq1 “ m, (11.539)

c’est-à-dire m “ τp1q et donc τ “ ϕ
`
τp1q˘.

(v) Pour (4) Soit τ P Sp1,lq. En utilisant les points (3) et (2), nous avons

ϵpτq “ ϵ
´
ϕ
`
τp1q˘

¯
“ p´1qτp1q´1 “ ´p´1qτp1q. (11.540)

Lemme 11.202 ([1]).
L’application

φ : Bp1,lq Ñ Sp1,l´1q
π ÞÑ ϕ

`
πp1q ´ 1

˘ (11.541)

est une bijection et vérifie
ϵ
`
φpπq˘ “ ´ϵpπq. (11.542)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Surjectif Lorsque π parcours Bp1,lq, la valeur de πp1q parcours les valeurs de 2 à l ` 1, et

donc πp1q ´ 1 va de 1 à l. Le lemme 11.201 dit que ϕ
`t1, . . . , lu˘ “ S1,l´1.

(ii) Injectif Si φpπq “ φpσq, alors par injectivité de ϕ (le ϕ de Sp1,l´1q) nous avons πp1q “ σp1q.
Or nous avons Bp1,lq Ă Sp1,lq. L’injectivié du ϕ de Sp1,lq dir que si πp1q “ σp1q, alors π “ σ.

(iii) Signature Il s’agit d’abord le lemme 11.201(2). Soit π P Bp1,lq. En posant m “ πp1q ´ 1
nous avons

ϵ
`
φpπq˘ “ ϵ

´
ϕ
`
πp1q ´ 1

˘¯ “ p´1qm´1 “ p´1qπp1q. (11.543)

Ensuite le lemme 11.201(4) nous donne ϵpπq “ ´p´1qπp1q.

11.203.
Si I est une partie de t1, . . . , nu, nous notons OpIq l’élément de Nk donné par l’ordonnement des
éléments de I. Si E est un ensemble, nous notons PkpEq l’ensemble des parties de cardinal k de E.

86. Proposition 1.293.
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Lemme 11.204 ([1]).
Nous notons E “ t1, . . . , k ` lu.

(1) L’application ϕ : PkpEq Ñ Spk,lq donnée par

ϕpIqp1, . . . , l ` kq “ `
OpIq,OpEzIq˘ (11.544)

est une bijection.
(2) Pour τ P Spk,lq nous avons

ϵpτq “ p´1q
řk

n“1

`
τpnq´n

˘
. (11.545)

Démonstration. Le fait que ϕpIq soit dans Spk,lq est visible dans la définition : les k premiers
éléments de

`
ϕpIq1, . . . , ϕpIqpk ` lq˘ et les l suivants sont ordonnés.

(i) Injective Soient I, J P PkpEq tels que ϕpIq “ ϕpJq. En particulier pour j “ 1, . . . , k nous
avonsϕpIqj “ ϕpJqj, et donc OpIqj “ OpJqj . Cela prouve que OpIq “ OpJq et donc que
I “ J .

(ii) Surjective Soit τ P Spk,lq. Nous notons I “ τt1, . . . , ku, et nous prouvons que τ “ ϕpIq. Vu
que τ P Spk,lq, le vecteur

`
τp1q, . . . , τpkq˘. Étant donné que τ est une bijection de E, nous

avons aussi
τtk ` 1, . . . , k ` lu “ EzI, (11.546)

et comme
`
τpk ` 1q, . . . , τpk ` lq˘ est ordonné, il est égal à OpEzIq.

Nous devons déterminer combien de transpositions sont nécessaires pour transformer
`
τp1q, . . . , τpk`

lq˘ en p1, . . . , k ` lq. Étant donné que τ P Spk,lq, le plus grand parmi
`
τp1q, . . . , τpkq˘ est τpkq, il il

faut τpkq ´ kq permutations pour l’amener en k. Ce sont les transpositions

τpkqź

j“k`1

`
τpkq, τpjq˘. (11.547)

Il faut ensuite τpk ´ 1q ´ pk ´ 1q transpositions pour ramener τpk ´ 1q en position k ´ 1, etc.
Il faut donc bien composer τ avec

řk
n“1

`
τpnq ´ n

˘
transpositions pour obtenir l’identité.

Lemme 11.205 ([1]).
Bijection entre Bpk,lq et Spk,l´1q.

(1) L’application
φ : Bpk,lq Ñ Spk,l´1q

π ÞÑ ϕ
`
πt1, . . . , ku ´ 1

˘ (11.548)

est une bijection.
(2) Pour tout π P Bpk,lq, nous avons

ϵ
`
φpπq˘ “ p´1qkϵpπq. (11.549)

Démonstration. D’abord notons que φ est bien définie. En vu que πpk` 1q “ 1, aucun élément de
πt1, . . . , ku n’est égal à 1. Et comme πpjq ď k ` l, les éléments de πt1, . . . , ku ´ 1 sont entre 1 et
k`l´1. L’ensemble πt1, . . . , ku´1 est donc un argument valable pour l’application ϕ : Pkt1, . . . , k`
l ´ 1u Ñ Spk,l´1q.

(i) φ est injective Soient π, σ P Bpk,lq tels que φpπq “ φpσq. Nous notons Iπ “ πt1, . . . , ku et
Iσ “ σt1, . . . , ku. Pour tout j “ 1, . . . , k nous avons

φpπqj “ OpIπ ´ 1qj “ OpIπqj ´ 1, (11.550)

et similairement pour σ. Nous en déduisons que OpIπq “ OpIσq, et donc que Iπ “ Iσ.
Vu que π “ ϕpIπq, nous en déduisons que π “ σ.
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(ii) Surjectif Soit τ P Spk,l´1q. Nous posons Iτ “ τt1, . . . , ku, et nous considérons l’élément
π P Bpk,lq donné par

πpjq “

$
’&
’%

τpjq ` 1 si j ď k

1 si j “ k ` 1
O
`
EzpIτ Y t1uq˘

j
si j ą k ` 1.

(11.551)

La dernière ligne signifie « pour les autres, vous prenez ce qui reste, dans l’ordre ». Nous
montrons à présent que τ “ φpπq. Nous avons

φpπq “ ϕ
`
πt1, . . . , ku ´ 1

˘ “ ϕ
`
τt1, . . . , ku˘. (11.552)

Cela prouve que φpπq “ ϕpIτ q “ τ .
En ce qui concerne la signature, il s’agit de manipuler la formule (11.545). Vu que Bpk,lq Ă Spk,lq,

elle peut être utilisée tant pour π que pour τpπq. Pour π nous avons 87

|π| “
kÿ

n“1

`
τpnq ´ n

˘
. (11.553)

En ce qui concerne φpπq nous avons

|φpπq| “
kÿ

n“1

`
φpπqn´ n

˘ “
kÿ

n“1

`
πpnq ´ 1 ´ n

˘ “
kÿ

n“1

`
πpnq ´ n

˘ ´
kÿ

n“1
1 “ |π| ´ k. (11.554)

Lemme 11.206 ([1]).
Soient des vecteurs v1, . . . , vk`l. Si π P Sk`l, si T P LkpV q et si σ P Sk, alors nous avons

T σpvπp1q, . . . , vπpkqq “ T
`
vπσp1q, . . . , vπσpkq

˘
. (11.555)

Démonstration. Poser wj “ vπpjq. Nous avons

T σpvπp1q, vπpkqq “ T σpw1, . . . , wkq “ T pwσp1q, . . . , wσpkqq “ T pvπσp1q, . . . , vπσpkqq. (11.556)

Lemme 11.207 ([61, 1]).
Soient des tenseurs alternés T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Alors nous avons

pT ^ Sqpv1, . . . , vk`lq “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.557a)

“
ÿ

πPSpk,lq

pT b Sqπpv1, . . . , vk`lq. (11.557b)

où
Spk,lq “ tπ P Sk`l tel que πp1q ă . . . ă πpkq, πpk ` 1q ă . . . ă πpk ` lqu, (11.558)

et ϵpπq est la signature 88 de π, c’est-à-dire ce que nous notons souvent p´1qπ.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Une relation d’équivalence Nous considérons la relation d’équivalence suivante sur Sk`l.

Nous posons π1 „ π2 si tπ1p1q, . . . , π1pkqu “ tπ2p1q, . . . , π2pkqu. Pour π0 P Sk`l nous notons

Apπ0q “ tπ P Sk`l tel que tπp1q, . . . , πpkqu “ tπ0p1q, . . . , π0pkquu (11.559)

la classe d’équivalence de π0.
87. Nous notons |π| le nombre de transpositions avec lequel il faut composer π pour obtenir l’identité. C’est à dire

ϵpπq “ p´1q
|π|. Sinon l’expression est trop lourde.

88. Signature, définition 1.290.
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(ii) Permutations partielles Lorsque π „ π0 nous notons σpπ,π0q la permutation qui permet
de « remettre dans l’ordre π0 les éléments mélangés par π ». Plus précisément :

σpπ,π0q : t1, . . . , k ` lu Ñ t1, . . . , k ` lu

i ÞÑ
#

pπ0 ˝ π´1qpiq si i P π`t1, . . . , ku˘

i sinon.
(11.560)

Notez que σpπ,π0q est une bijection de t1, . . . , k` lu, c’est-à-dire que σpπ,π0q P Sk`l. De même
nous considérons τ pπ,π0q donné par

τ pπ,π0q : t1, . . . , k ` lu Ñ t1, . . . , k ` lu

i ÞÑ
#

pπ0 ˝ π´1qpiq si i P π`tk ` 1, . . . , k ` lu˘

i sinon.
(11.561)

Ces deux permutations vérifient

π0 “ τ pπ,π0q ˝ σpπ,π0q ˝ π. (11.562)

En effet, si i “ 1, . . . , k, nous avons σpπ,π0qπpiq “ π0piq et donc

τ pπ,π0qσpπ,π0qπpiq “ π0piq (11.563)

parce que π0piq R π`tk ` 1, . . . , k ` lu˘. Même raisonnement pour prouver (11.562) pour les
i “ k ` 1, . . . , k ` l.

(iii) Apπ0q » Sk ˆ Sl Soit π0 P Sk`l. Nous notons P “ π0
`t1, . . . , ku˘ et Q “ π0

`tk ` 1, . . . , k `
lu˘. Nous montrons que

ψ : Apπ0q Ñ SP ˆ SQ

π ÞÑ `
σpπ,π0q|P , τ pπ,π0q|Q

˘ (11.564)

est une bijection.
(i) Injective Soient π1, π2 P Apπ0q. Nous supposons que σpπ1,π0q|P “ σpπ2,π0q|P . Vu que σpπ1,π0q|Q

et σpπ2,π0q|Q sont l’identité, nous avons en réalité σpπ1,π0q “ σpπ2,π0q. Le même raisonne-
ment est valable pour τ pπ1,π0q “ τ pπ2,π0q.
En utilisant (11.562) pour π1 et pour π2, nous écrivons

τ pπ1,π0q ˝ σpπ1,π0q ˝ π1 “ π0, (11.565)

et
τ pπ2,π0q ˝ σpπ2,π0q ˝ π2 “ π0, (11.566)

et donc π1 “ π2. L’injectivité est prouvée.
(ii) Surjective Soient σ1 P SP et τ 1 P SQ. Nous les prolongeons par l’identité pour créer

σ, τ P Sk`l. Nous posons
π1 “ σ´1 ˝ τ´1 ˝ π0. (11.567)

Nous voulons prouver que ψpπ1q “ pσ, τq, mais d’abord nous devons rapidement vérifier
que π1 „ π0. Pour i “ 1, . . . , k nous avons

pσ´1 ˝ τ´1 ˝ π0qpiq “ σ´1`π0piq˘ P π0t1, . . . , ku. (11.568)

Même raisonnement pour i “ k ` 1, . . . , k ` l, et nous déduisons que π1 „ π0.
En utilisant la définition 11.560, pour i P π0t1, . . . , ku nous avons

σpπ1,π0qpiq “ pπ0π
´1
1 qpiq (11.569a)

“ pπ0π
´1
0 τσqpiq (11.569b)

“ pτσqpiq (11.569c)
“ σpiq. (11.569d)

Pour la dernière ligne, nous savons que σ P SP et donc que σpiq P P , ce qui permet de
dire que τ

`
σpiq˘ “ σpiq.
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Nous avons donc une bijection Apπ0q Ñ SP ˆ SQ. Vu que P contient k élément et que Q en
contient l, nous avons aussi une bijection Apπ0q Ñ Sk ˆ Sl.

(iv) Cardinal de Apπ0q Par ce que nous venons de dire, nous pouvons écrire

Cardpπ0q “ k!l!, (11.570)

et je vous prie de remarquer que cela ne dépend pas de π0. Toutes les classes d’équivalence
ont même cardinal.

(v) Développer le produit extérieur Développons le produit extérieur. Nous avons

pT ^ Sq “ 1
k!l!

ÿ

πPSl`k

ϵpπqpT b Sqπ “ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπqpT b Sqπ. (11.571)

Nous sélectionnons π0 P Sk`l et nous regardons plus en détail la somme sur Apπ0q. Nous
allons montrer que tous les éléments de la somme

ÿ

πPApπ0q
ϵpπqpT b Sqπ (11.572)

sont égaux, et qu’il y a k!l! tels éléments.
(vi) Un élément de la somme Soient π0 P Sk`l et π P Apπ0q. Nous utilisons encore (11.562) :

π0 “ τ pπ,π0q ˝ σpπ,π0q ˝ π. Nous allons provisoirement arrêter d’écrire les exposant ; nous
écrivons σ pour σpπ,π0q. Donc

pT b Sqπ0pv1, . . . , vk`lq “ T
`
vτσπp1q, . . . , vτσπpkq

˘
S
`
vτσπpk`1q, . . . , vτσπpk`lq

˘
(11.573a)

“ T
`
vσπp1q, . . . , vσπpkq

˘
S
`
vτπpk`1q, . . . , vτπpk`lq

˘
. (11.573b)

Pour le premier facteur i “ 1, . . . , k, nous avons pτσπqpiq “ pσπqpiq. Nous introduisons
σ1 “ π´1 ˝ σ ˝ π|t1,...,ku. Avec tout ce que nous avons fait, σ1 P Sk, et il est donc légitime de
regarder ce que fait T σ1 . Notez qu’il n’est pas légitime de regarder T σ ; bref. Nous avons, par
la formule (11.555) :

T σ
1pvπp1q, . . . , vπpkqq “ T

`
vπσ1p1q, . . . , vπσ1pkq

˘ “ T
`
vσπp1q, vσπpkq

˘
. (11.574)

Cela nous permet de réexprimer le premier facteur de (11.573b). Pour le second nous faisons
le même genre de choses en introduisant τ 1 :

pT b Sqπ0pv1, . . . , vk`lq “ T σ
1pvπp1q,...,vπpkq

qSτ 1`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.575a)

“ ϵpσ1qϵpτ 1qT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.575b)

“ ϵpσ1qϵpτ 1qpT b Sqπpv1, . . . , vk`lq. (11.575c)

(vii) Signature Vu que σ est l’identité sur πtk ` 1, . . . , k ` lu, et vu que σ1 “ π´1 ˝ σ ˝ π, nous
avons

ϵpσ1q “ ϵpπ´1σπq “ ϵpσq (11.576)

parce que ϵ est un morphisme.
Comme toujours, nous avons ϵpτ 1q “ ϵpτq pour la même raison.
Nous avons π0 “ τ ˝ σ ˝ π, et donc

ϵpπ0q “ ϵpτqϵpσqϵpπq, (11.577)

et en repartant de (11.575),

ϵpπ0qpT b Sqπ0 “ ϵpπ0qϵpσqϵpτqpT b Sqπ “ ϵpπqpT b Sqπ. (11.578a)
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(viii) Résumé Jusqu’à présent nous avons prouvé que pour tout π P Apπ0q,
ϵpπqpT b Sqπ “ ϵpπ0qpT b Sqπ0 . (11.579)

(ix) Utilisation des classes Nous repartons de (11.571). Pour chaque classe A P Sk`l{ „,
nous choisissons un représentant πA P A. Pour tout π P A nous avons ϵpπqpT b Sqπ “
ϵpπAqpT b SqπA . Nous avons alors

pT ^ Sq “ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπqpT b Sqπ (11.580a)

“ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπAqpT b SqπA (11.580b)

“ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„
k!l!ϵpπAqpT b SqπA (11.580c)

“
ÿ

APSk`l{„
ϵpπAqpT b SqπA . (11.580d)

(x) Conclusion Chaque classe A P Sk`l{ „ contient un unique élément de Spk,lq. Il suffit de
prendre celui-là comme choix de πA. Et nous avons finalement

T ^ S “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqpT b Sqπ, (11.581)

comme annoncé.

11.12.9 Produit intérieur

Définition 11.208.
Si v P V et si T P Źk V ˚, nous définissons le produit intérieur iv :

Źk V ˚ Ñ Źk´1 V ˚ par

pivT qpX1, . . . , Xk´1q “ T pv,X1, . . . , Xk´1q. (11.582)

Proposition 11.209 (Règle de Leibnitz pour le produit extérieur[61, 1]).
Soient T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Pour tout v P V nous avons

ivpT ^ Sq “ pivT q ^ S ` p´1qkT ^ pivSq. (11.583)

Démonstration. Pour des soucis de lisibilité nous notons v1 pour v et nous calculons en utilisant
l’expression du lemme 11.207 pour le produit extérieur :

iv1pT ^ Sqpv2, . . . , vk`lq “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.584)

Vu que les éléments de π P Spk,lq ordonnent séparément tπp1q, . . . , πpkqu et tπpk` 1q, . . . , πpk` lqu,
la valeur de π´1p1q est soit 1 soit k ` 1. Nous définissons donc deux parties :

Apk,lq “ tπ P Spk,lq tel que πp1q “ 1u (11.585a)
Bpk,lq “ tπ P Spk,lq tel que πpk ` 1q “ 1u. (11.585b)

Ces parties ont déjà été introduites et étudiées dans la définition 1.296 et le lemme 1.297. Nous
poursuivons (11.584) :

iv1pT ^ Sqpv2, . . . , vk`lq “
ÿ

πPA
ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘

`
ÿ

πPB
ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘ (11.586)
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(i) Première somme, sur Ak,l Nous nous concentrons maintenant sur la première somme,
c’est-à-dire les termes avec πp1q “ 1.

ÿ

πPA
ϵpπqT pvπp1q, . . . , vπpkqqSpvπpk`1q, . . . , vπpk`lqq

“
ÿ

πPA
ϵpπqpiv1T qpvπp2q, . . . , vπpkqqS

`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
.

(11.587)

C’est le moment de profiter des lemmes 1.296 et 1.304 pour changer la somme. Nous notons

fpπq “ ϵpπqpiv1T qpvπp2q,...,vπpkq
qS`vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
, (11.588)

et nous considérons la bijection φ : Apk,lq Ñ Spk´1,lq. Nous avons aussi φ´1pτqi “ τpi´ 1q ` 1.
Et donc, en posant wj “ vj`1 pour y voir plus clair :

f
`
φ´1pτq˘ “ ϵ

`
φ´1pτq˘piv1T q`vτp1q`1, . . . , vτpk´1q`1

˘
S
`
vτpkq`1, . . . , vτpk`l´1q`1

˘
(11.589a)

“ ϵpτqpiv1T q`wτp1q, . . . , wτpk´1q
˘
S
`
wτpkq, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.589b)

“ `
iv1T b S

˘`
wτp1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.589c)

“ `
iv1T b S

˘τ pw1, . . . , wk`l´1q (11.589d)
“ `

iv1T b S
˘τ pv2, . . . , vk`lq (11.589e)

En remettant dans la somme et en utilisant le lemme 1.304,
ÿ

πPA
fpπq “

ÿ

τPSpk´1,lq

f
`
φ´1pτq˘ (11.590a)

“
ÿ

τPSpk´1,lq

`
iv1T b S

˘τ pv2, . . . , vl`lq (11.590b)

“ piv1T ^ Sqpv2, . . . , vk`lq (11.590c)

Cela est déjà le premier terme de (11.583).
(ii) Seconde somme, sur Bpk,lq Nous étudions maintenant la somme sur Bpk,lq dans (11.586).

Nous posons encore

fpπq “ ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.591)

Nous utilisons la bijection φ : Bpk,lq Ñ Spk,l´1q du lemme 11.205
ÿ

πPBpk,lq

fpπq “
ÿ

τPSpk,l´1q

f
`
φ´1pτq˘. (11.592)

Nous avons d’abord ϵ
`
φ´1pτq˘ “ p´1qkϵpτq. Ensuite, pour j “ 1, . . . , k nous avons φ´1pτqj “

τpjq ` 1. Donc
T
`
vφ´1pτq1, . . . , vφ´1pτqk

˘ “ T
`
vτp1q`1, . . . , vτpkq`1

˘
. (11.593)

Ça, c’était la partie pas très subtile. Nous devons maintenant voir la partie avec S, c’est-à-dire
déterminer en termes de τ les valeurs de

`
φ´1pτqpk ` 1q, . . . , φ´1pτqpk ` lq˘.

Pour la suite, soyez attentifs à la distinction entre des égalités d’ensembles du type ta, bu “
tc, du qui signifie que a est c ou d et que b est l’autre et les égalités de vecteurs du type
pa, bq “ pc, dq qui signifie a “ c et b “ d.
Vu que φ´1pτq est une bijection, nous avons φ´1pτqt1, . . . , k ` lu “ t1, . . . , k ` lu. Et nous
avons déjà vu que

φ´1pτqp1, . . . , kq “ `
τp1q ` 1, . . . , τpkq ` 1

˘
. (11.594)

Mais par ailleurs, vu que τ prend ses valeurs dans t1, . . . , k ` l ´ 1u, nous avons

t1, . . . , k ` 1u “ t1, τp1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1u. (11.595)
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Nous avons donc

φ´1pτqtk ` 1, . . . , k ` lu “ t1, τpk ` 1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1u, (11.596)

et comme les valeurs de τ sont ordonnées, nous avons même l’égalité de vecteurs

φ´1pτqpk ` 1, . . . , k ` lq “ `
1, τpk ` 1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1

˘
. (11.597)

En utilisant cela,

S
`
vφ´1pτqpk`1q, . . . , vφ´1pτqpk`lq

˘ “ S
`
v1, vτpk`1q`1, . . . , vτpk`l´1q`1

˘
(11.598a)

“ piv1Sq`wτpk`1q, . . . , wτpk`l´1q
˘

(11.598b)

où nous avons posé wj “ vj`1.
En écrivant aussi (11.593) en termes de w, nous avons

f
`
φ´1pτq˘ “ p´1qkϵpτqT `wτp1q, . . . , wτpkq

˘piv1Sq`wτpk`1q, . . . , wτpk`l´1q
˘

(11.599a)
“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sq`wτp1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.599b)

“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sqτ pw1, . . . , wk`l´1q (11.599c)
“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sqτ pv2, . . . , vk`lq. (11.599d)

Et au final, en utilisant l’expression (11.557b) du produit extérieur,

ÿ

πPBpk,lq

fpπq “ p´1qk
ÿ

τPSpk,l´1q

ϵpτqpT b iv1Sqτ pv2, . . . , vk`lq (11.600a)

“ p´1qkpT ^ iv1Sqpv2, . . . , vk`lq. (11.600b)

(iii) Conclusion Les deux termes de (11.586) sont (11.590) et (11.600). Nous avons donc fina-
lement

iv1pT ^Sqpv2, . . . , vk`lq “ piv1T ^Sqpv2, . . . , vk`lq ` p´1qkpT ^ iv1Sqpv2, . . . , vk`lq, (11.601)

comme demandé.

11.12.10 Pull back

Définition 11.210.
Si f : W Ñ V est linéaire, nous définissons le pull bakc f˚ :

Źk V ˚ Ñ ŹkW ˚ par

pf˚ ˚ T qpw1, . . . , wkq “ T
`
fpw1q, . . . , fpwkq˘. (11.602)

Proposition 11.211 ([61]).
Pour toute application linéaire f : W Ñ V nous avons

f˚pT ^ Sq “ pf˚T q ^ pf˚Sq. (11.603)
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Démonstration. Soient T P Źk V ˚ et S P Źl V ˚. En déballant les définitions, nous avons

f˚pT ^ Sqpv1, . . . , vkq “ pT ^ Sq`fpv1q, . . . , fpvk`kq˘ (11.604a)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

p´1qπpT b Sqπ`fpv1q, . . . , fpvk ` lq˘ (11.604b)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k! (11.604c)

ÿ

πPSk`k

p´1qπT `fpvπp1qq, . . . , fpvπpkqq
˘
S
`
fpvπpk`1qq, . . . , fpvπpk`lqq

˘

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

pf˚T qpvπp1q, . . . , vπpkqqpf˚Sqpvπpk`1q, . . . , vπpk`lqq

(11.604d)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

pf˚T q b pf˚Sqpvπp1q, . . . , vπpk`lqq (11.604e)

“ pf˚T q ^ pf˚Sqpv1, . . . , vk`lq. (11.604f)
(11.604g)

11.12.11 Norme

Nous considérons des espaces vectoriels V et W de dimension finie. L’application (11.450)
donne un isomorphisme d’espaces vectoriels

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

α ÞÑ αpvqw˘. (11.605)

Et ça, c’est très bien, parce que nous connaissons une norme sur LpV ˚,W q : la norme opérateur
11.51.

Définition 11.212 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés de dimension finie V et W . Sur V b W nous définissons,
pour t P V bW

}t} “ }ψptq}LpV ˚,W q. (11.606)

Lemme 11.213 ([1]).
La norme sur V bW vérifie

}v b w} “ }v}}w} (11.607)
pour tout v P V et w P W .

Démonstration. C’est un simple( ?) calcul :

}v b w} “ }ψpv b wq} “ }α ÞÑ αpvqw} “ sup
}α}“1

}αpvqw} “ sup
}α}“1

|αpvq|}w}. (11.608)

Étant donné que V est de dimension finie, sup}α}“1 |αpvq| “ }v} 89. Nous avons donc

}v b w} “ }v}}w}. (11.609)

Le lemme suivant montre que RbR n’est pas du tout RˆR “ R2. Au contraire, RbR est
isomorphe à R.

89. Cela est une des raisons pour lesquelles nous sommes en dimension finie : je ne sais pas si cette égalité est vraie en
dimension inifinie.
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Lemme 11.214 ([1]).
L’application

φ : RbR Ñ R

1 b 1 ÞÑ 1
(11.610)

prolongée par linéarité est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. D’abord une base de R est t1u ; donc une base de R b R est t1 b 1u par la
proposition 11.166. Donc l’application proposée se prolonge par linéarité à tout RbR.

Le fait que φ soit une bijection provient du fait que φ transforme une base en une base ; si vous
n’y croyez pas, la vérification de l’injectivité et de la surjectivité est facile.

Pour que φ soit isométrique, nous faisons le calcul

}φpxb yq} “ }xyp1 b 1q} “ |xy|}1 b 1} “ |xy| “ }xb y}. (11.611)

Nous avons utilisé la propriété 7.146(3) d’une norme ainsi que le lemme 11.213 pour la norme sur
RbR.

11.12.12 Applications bilinéaires, matrices et produit tensoriel

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie. Si α et β sont deux formes linéaires sur un
espace vectoriel E, nous définissons α b β comme étant la 2-forme donnée par

pα b βqpu, vq “ αpuqβpvq. (11.612)

Si a et b sont des vecteurs de E, ils sont vus comme des formes sur E via le produit scalaire et
nous avons

pab bqpu, vq “ pa·uqpb· vq. (11.613)
Cette dernière équation nous incite à pousser un peu plus loin la définition de abb et de simplement
voir cela comme la matrice de composantes

pab bqij “ aibj . (11.614)

Cette façon d’écrire a l’avantage de ne pas demander de se souvenir qui est un vecteur ligne, qui
est un vecteur colonne et où il faut mettre la transposée. Évidemment pab bq est soit abt soit atb
suivant que a et b soient ligne ou colonne.

11.12.13 Application d’opérateurs

Lemme 11.215.
Soient x, y P E et A,B deux opérateurs linéaires sur E vus comme matrices. Alors

pAxbByq “ Apxb yqBt. (11.615)

Démonstration. Calculons la composante ij de la matrice pAxbByq. Nous avons

pAxbByqij “ pAxqipByqj (11.616a)
“
ÿ

kl

AikxkBjlyl (11.616b)

“ Aikpxb yqklBjl (11.616c)
“ `

Apxb yqBt
˘
ij
. (11.616d)

Le fait que les applications linéaires soient continues 90 est valable dans une assez large gamme
d’espaces vectoriels[335]. Nous voyons ici dans le cas des espaces vectoriels normés de dimension
finies.

90. Proposition 11.62.
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Proposition 11.216.
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Si f : E Ñ F est une application linéaire et si E est
de dimension finie, alors f est continue.

Démonstration. La proposition 11.51(1) nous dit que }f} ă 8, c’est-à-dire que f est borné. Donc
la proposition 11.62 conclut.

Lemme 11.217.
Soit F un espace de Banach et deux suites Ak Ñ A et Bk Ñ B dans LpF, F q. Alors Ak˝Bk Ñ A˝B
dans LpF, F q, c’est-à-dire

lim
kÑ8pAkBkq “

ˆ
lim
kÑ8Ak

˙ˆ
lim
kÑ8Bk

˙
. (11.617)

Démonstration. Il suffit d’écrire

}AkBk ´AB} ď }AkBk ´AkB} ` }AkB ´AB}. (11.618)

Le premier terme tend vers zéro pour k Ñ 8 parce que

}AkBk ´AkB} “ }AkpBk ´Bq} (11.619a)
ď }Ak}}Bk ´B} Ñ }A} · 0 (11.619b)
“ 0 (11.619c)

où nous avons utilisé la propriété fondamentale de la norme opérateur : la proposition 11.62. Le
second terme tend également vers zéro pour la même raison.

11.12.14 Convergence en norme et par composante

En dimension infinie, la convergence en norme et la convergence composante par composante
ne s’impliquent ni dans un sens ni dans l’autre.

L’exemple suivant devrait être formalisé dans l’espace ℓ2 des suites de carré sommable, mais
vous voyez l’idée.

Exemple 11.218.
Nous considérons l’ensemble des suites réelle munie de la norme }x} “ ař8

k“0 |xk|2. Dedans nous
considérons les vecteurs de base ei donnés par

peiqn “ δin. (11.620)

Ensuite nous considérons la base
fi “ e1 ` 1

2i ei. (11.621)

La suite xn “ fn ´ f1, dans cette base a toujours ´1 comme première composante 91. Et pourtant
elle converge en norme vers 0. △

11.13 Calcul différentiel dans un espace vectoriel normé

Quelques motivations pour la notion de différentielle sont données dans 12.22.1.

91. N’essayez pas de faire un dessin : ça ne fonctionne qu’en dimension infinie.
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11.13.1 Définition de la différentielle

Proposition-Définition 11.219 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés 92 E et F ainsi qu’une fonction f : U Ñ F où U est un
ouvert de E. Si il existe une une application linéaire T P LpE,F q satisfaisant

lim
hÑ0
hPE

fpa` hq ´ fpaq ´ T phq
}h}E “ 0, (11.622)

alors il en existe une seule.
Dans ce cas nous disons que f est différentiable au point a et l’application T ainsi définie

est appelée différentielle de f au point a, et nous la notons dfa.

Démonstration. Soient deux applications linéaires T1, T2 satisfaisant la condition (11.622). Nous
avons

}T1phq ´ T2phq}F
}h}E ď }T1phq ´ fpa` hq ` fpaq}

}h} ` }fpa` hq ´ fpaq ´ T2phq}
}h} Ñ 0. (11.623)

Nous avons donc
lim
hÑ0

}pT1 ´ T2qphq}F
}h}E “ 0. (11.624)

Soit ϵ ą 0. Ce que signifie la limite est qu’il existe un r ą 0 tel que pour tout u P BEp0, rq, nous
ayons

}pT1 ´ T2qpuq}F
}u}E ă ϵ. (11.625)

Soit v P E. Nous considérons λ P R tel que λv P Bp0, rq, par exemple λ ă r{}v}. Nous avons

ϵ ą }pT1 ´ T2qpλvq}F
}λv}E “ }pT1 ´ T2qpvq}

}v} . (11.626)

Cela donne
}pT1 ´ T2qpvq} ă }v}ϵ. (11.627)

Nous avons donc }pT1 ´ T2qpvq} “ 0, soit T1pvq “ T2pvq.
L’application différentielle

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ dfa

(11.628)

est également très importante.

11.13.2 Quelques mots à propos des différentielles d’ordre supérieur

Soient deux espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une application f : V Ñ W . La diffé-
rentielle est une application df : V Ñ LpV,W q. Pour être clair, la différentielle seconde consiste
à différentier dfx par rapport à x. C’est-à-dire que la différentielle seconde est une application
dpdfq : V Ñ L

`
V,LpV,W q˘.

Et c’est là que commencent les problèmes. Les différentielles successives font intervenir des
emboîtements de plus en plus profonds d’espaces comme d3f : V Ñ L

´
V,L

`
V,LpV,W q˘

¯
.

Nous introduisons quelques notations pour traiter ces espaces.

Définition 11.220 ([336, 1]).
Soient deux espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une application f : V Ñ W . Nous disons
que f est

— de classe C0 si elle est continue,

92. Définition 7.146.
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— de classe C1 si l’application différentielle df : V Ñ LpV,W q est continue,
— de classe Ck si sa différentielle est de classe Ck´1.
— de classe C8 si elle est de classe Ck pour tout k.

Lorsque nous demandons que la différentielle de f soit continue, nous entendons bien la conti-
nuité de df : V Ñ LpV,W q, c’est-à-dire la continuité de dfx par rapport à x. SurLpV,Eq, nous
considérons la topologie de la norme opérateur 11.51.

Le lien entre classe Ck et dérivées partielles d’ordre k sera le théorème 12.341.

Définition 11.221.
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Nous définissons les espaces emboîtés par récurrence :

"
E0 “ E (11.629a)
Ek`1 “ LpV,Ekq. (11.629b)

Définition 11.222.
Si teiu est une base d’un espace vectoriel V , nous allons noter

ωi : V Ñ R

x ÞÑ xi.
(11.630)

Ce ωi est ce qu’on appelle souvent ei̊ . Plus généralement, si I est le multiindice pi1, . . . , ilq nous
notons ωI P LlpV,Rq par

ωI : V l Ñ R

pxp1q, . . . , xplqq ÞÑ x
p1q
i1
. . . x

plq
il
.

(11.631)

Ce seront nos formes multilinéaires de base.

Afin de garder des notations très explicites, nous ne pouvons pas écrire des formules comme

dfa “
ÿ

i

Bf
Bxi paqωi

parce que si f prend ses valeurs dans LpV,Rq, lorsqu’on écrit dfapvq, il n’y a aucune raison à priori
de vouloir que v soit pris par ωi au lieu de Bifpaq.

Nous introduisons donc un produit fait exprès pour dire que « c’est celui de droite qui prend ».

Définition 11.223 ([1]).
Si W est un espace vectoriel, nous définissons le produit ˆn par

ˆ1 : W ˆ LpV,Rq Ñ LpV,W q
pw ˆ1 αqpvq “ αpvqw (11.632)

et par 93

ˆn : W ˆRn Ñ Wn

pw ˆn αqpvq “ w ˆn´1 αpvq (11.633)

Cette notation sera utilisée dans la proposition 12.304 pour écrire correctement dfa. Pour
l’instant nous n’en avons pas besoin.

Définition 11.224 (difféomorphisme).
Soient U et V , deux ouverts d’un espace vectoriel normé. Une application f de U dans V est un
difféomorphisme si elle est bijective, différentiable 94 et dont l’inverse f´1 : V Ñ U est aussi
différentiable.

Un Ck-difféomorphisme est un difféomorphisme qui est Ck et dont l’inverse est Ck.
93. Définition 11.221 pour les espaces En et Rn.
94. Différentiables, définition 11.219.
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11.225.
Truc marrant : un C1-difféomorphisme n’est pas seulement un difféomorphisme qui est C1. L’inverse
doit également être C1. Comment nommer un difféomorphisme qui est par ailleurs un application
de classe C1 ? Je ne sais pas.

Remarque 11.226.
L’application norme étant continue, le critère du théorème 7.136 est en réalité assez général. Par
exemple à partir d’une application différentiable 95 f : X Ñ Y nous pouvons considérer la fonction
réelle

a ÞÑ }dfa} (11.634)

où la norme est la norme opérateur 96. Si f est de classe C1 alors cette application est continue et
donc bornée sur un compact K de X.

11.13.3 Différentielle d’applications linéaires

Lemme 11.227 (Différentielle d’une application linéaire).
Soient deux espaces vectoriels normés E et F . Soit une application linéaire f : E Ñ F .

(1) Si f : E Ñ F est linéaire, alors sa différentielle est

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f.

(11.635)

(2) Si f : E Ñ F est linéaire, toutes les différentielles d’ordre supérieures sont nulles.
(3) Toute application linéaire est de classe C8.
(4) Toute application affine est de classe C8.

Démonstration. Pour rappel, toujours bon à avoir en tête : df : E Ñ LpE,F q. Soit a P E ; nous
avons

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ fphq}F
}h}E “ 0 (11.636)

parce que le numérateur est nul pour tout h. Donc h ÞÑ fphq est la différentielle de f au point a
parce que elle vérifie la condition (11.219).

Nous avons prouvé que la différentielle de f est l’application constante

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f

(11.637)

En ce qui concerne la différentielle seconde, nous prouvons que dpdfqa “ 0 pour tout a P E. En
effet,

lim
hÑ0

}dfa`h ´ dfa}LpE,F q
}h}E “ 0 (11.638)

parce que le numérateur vaut f ´ f “ 0.
Maintenant il n’est pas compliqué de faire une récurrence : si f est de classe Ck et si dkpfq “ 0,

alors dkpfq est de classe C1 et dkf “ 0.

Lemme 11.228.
Soient a ă b dans R. L’application

f : ra, bs Ñ r0, 1s
x ÞÑ x´ a

b´ a

(11.639)

est un C8-difféomorphisme 97.
95. Définition 11.219.
96. Définition 11.51.
97. Définition 11.220.
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Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Valeurs dans r0, 1s Nous devons prouver que pour tout x P ra, bs, nous avons fpxq P r0, 1s.

D’une part si x P ra, bs, alors x´ a ě 0 et donc px´ aq{pb´ aq ě 0.
Dans l’autre sens, si px ´ aq{pb ´ aq ą 1, alors x ´ a ą b ´ a et donc x ą b. Donc fpxq ą 1
n’arrive jamais pour x P ra, bs.

(ii) Injectif Si fpxq “ fptq, alors en simplifiant par b ´ a ‰ 0, nous trouvons x ´ a “ t ´ a
et donc x “ t (ne citez le lemme 1.433 que si vous êtes capables de le prouver, sinon faites
comme si c’était évident et il ne vous arrivera rien).

(iii) Surjectif Il est vite vérifié que

f´1ptq “ tpb´ aq ` a, (11.640)

et en procédant de même qu’au point i, nous voyons que pour tout t P r0, 1s, f´1ptq P ra, bs.
(iv) De classe C8 C’est le lemme 11.227 qui fait le travail parce que (11.639) est affine.
(v) Inverse de classe C8 Encore le lemme 11.227 parce que (11.640) est affine.

11.13.4 Accroissements finis

Lemme 11.229.
Soit une fonction f : E Ñ V (espaces vectoriels normés) différentiable en a P E. Alors il existe
une fonction α : E Ñ V telle que

$
&
%

lim
hÑ0

αphq
}h} “ 0 (11.641a)

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq. (11.641b)

Démonstration. Il s’agit seulement de poser

αphq “ fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq. (11.642)

Le fait que αphq{}h} Ñ 0 est alors la définition de la différentiabilité de f .

11.13.5 Notations pour les applications linéaires

Définition 11.230 ([337]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

(1) Si E et F sont deux espaces vectoriels (pas spécialement normés) nous notons LpE,F q l’en-
semble des applications linéaires de E vers F .

(2) Un morphisme d’espaces vectoriels normés est une application linéaire E Ñ F continue
pour la topologie de la norme opérateur.
L’ensemble des applications linéaires bornées 98 entre E et F est noté LpE,F q.

(3) Un isomorphisme est un morphisme continu inversible dont l’inverse est continu. Nous
notons GLpE,F q l’ensemble des isomorphismes entre E et F .

11.13.6 (non ?) Différentiabilité des applications linéaires

Lemme 11.231.
Soit une application linéaire f .

(1) Si f est continue, alors elle est différentiable et dfapuq “ fpuq pour tout a et u.
(2) Si f n’est pas continue, alors elle n’est pas différentiable.
98. Nous avons vu dans la proposition 11.62 que la continuité était équivalente à être bornée pour la norme

opérateur de la définition 11.51.
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Démonstration. La linéarité de f donne :

fpa` hq ´ fpaq ´ fphq “ 0, (11.643)

et donc prendre T “ f dans la définition 11.219 fait fonctionner la limite. De plus T est alors
continue par hypothèse ; elle est donc bien la différentielle de f .

Supposons que f ne soit pas continue, prenons une application linéaire continue T , et calculons
fpa` hq ´ fpaq ´ T phq

}h} “ pf ´ T qphq
}h} “ pf ´ T qpehq (11.644)

où eh est le vecteur unitaire dans la direction de h. Vu que f n’est pas continue et que T l’est,
l’application f ´ T n’est pas continue. Elle n’est pas pas bornée par la proposition 11.62. Il existe
alors un vecteur h tel que }pf ´ T qpehq} ą 1 (et même plus grand que ce qu’on veut).

Donc la limite de (11.644) pour h Ñ 0 ne peut pas être nulle.

Lemme 11.232.
Une application linéaire continue est de classe C8.

Démonstration. Soit a P E. Étant donné que f est linéaire et continue, elle est différentiable et

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f

(11.645)

est une fonction constante et en particulier continue ; nous avons donc f P C1. Pour la différentielle
seconde nous avons dpdfqa “ 0 parce que dfpa ` hq ´ dfpaq “ f ´ f “ 0. Toutes les différentielles
suivantes sont nulles.

11.13.7 Dérivation en chaine et formule de Leibnitz

Proposition 11.233.
Soient fi : U Ñ Fi, des fonctions de classe Cr où U est ouvert dans l’espace vectoriel normé E et
les Fi sont des espaces vectoriels normés. Alors l’application

f “ f1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ fn : U Ñ F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fn

x ÞÑ `
f1pxq, . . . , fnpxq˘ (11.646)

est de classe Cr et
drf “ drf1 ˆ . . . drfn. (11.647)

Démonstration. Soit x P U et h P E. La différentiabilité des fonctions fi donne

fipx` hq “ fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq (11.648)

avec limhÑ0 αiphq{}h} “ 0. Par conséquent

fpx` hq “ `
. . . , fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq, . . . ˘ (11.649a)

“ `
. . . , fipxq, . . . ˘ ` `

. . . , pdfiqxphq, . . . ˘ ` `
. . . , αiphq, . . . ˘. (11.649b)

Mais la définition 7.202 de la norme dans un espace produit donne

lim
hÑ0

}`α1phq, . . . , αnphq˘}
}h} “ 0, (11.650)

ce qui nous permet de noter αphq “ `
α1phq, . . . , αnphq˘ et avoir limhÑ0 αphq{}h} “ 0. Avec tout ça

nous avons bien
fpx` hq “ fpxq ` `pdf1qxphq, . . . , pdfnqxphq˘ ` αphq, (11.651)

ce qui signifie que f est différentiable et

dfx “ `
df1, . . . , dfn

˘
. (11.652)
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Théorème 11.234.
Soient des espaces vectoriels normés E, V et W . Nous considérons deux fonctions f : E Ñ V et
g : V Ñ W . Nous supposons que :

(1) f est différentiable en a P E
(2) g est différentiable en fpaq P V
(3) dfa est de norme finie 99.

Alors g ˝ f : E Ñ W est différentiable en a et

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq˘, (11.653)

ou encore
dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (11.654)

Démonstration. En utilisant le lemme 11.229 pour les fonctions f et g, nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq (11.655)

et
g
`
fpaq ` k

˘ “ g
`
fpaq˘ ` dgfpaqpkq ` βpkq. (11.656)

L’application dgfpaq ˝dfa est une application linéaire, et est notre candidat différentielle. En suivant
la définition 11.219, nous allons calculer

lim
hÑ0

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdgfpaq ˝ dfaqphq
}h} . (11.657)

Si cette limite existe et vaut zéro, alors nous aurons prouvé que le candidat différentielle est correct.
Pour cela, nous emboîtons les formules (11.655) et (11.656) l’une dans l’autre pour avoir :

pg ˝ fqpa` hq “ g
`
fpaq ` dfaphq ` αphq˘ (11.658a)

“ g
`
fpaq˘ ` dgfpaq

`
dfaphq ` αphq˘ ` β

`
dfaphq ` αphq˘. (11.658b)

Vu que dgfpaq est linéaire, le deuxième terme peut être coupé en deux et après recombinaisons,

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdgfpaq ˝ dfaqphq “ dgfpaq
`
αphq˘ ` β

`
dfaphq ` αphq˘. (11.659)

Étant donné que dgfpaq est linéaire,

dgfpaq
`
αphq˘

}h} “ dgfpaq
ˆ
αphq
}h}

˙
Ñ 0. (11.660)

Il nous reste à voir que

lim
hÑ0

β
`
dfaphq ` αphq˘

}h} (11.661)

existe au vaut zéro. Vu que dfa est linéaire, il existe M ą 0 tel que 100 }dfaphq} ď M}h}. D’autre
part, vu que αphq{}h} Ñ 0, nous avons }αphq} ď }h} pour tout h suffisamment petit.

Donc si h est assez petit, nous avons

}dfaphq ` αphq} ď pM ` 1q}h}. (11.662)

Soit ϵ ą 0. Soit δ ą 0 tel que }h} ď δ implique βphq{}h} ď ϵ et (11.662) en même temps. Soit r tel
que pM ` 1qr ă δ ; et notons que r ă δ. Nous considérons alors h P Bp0, rq et nous calculons :

β
`
dfaphq ` αphq˘

}h} “ β
`
dfaphq ` αphq˘

}dfaphq ` αphq}
}dfaphq ` αphq}

}h} ď pM ` 1qϵ. (11.663)

La limite (11.661) existe donc et vaut zéro.
99. Je ne suis pas totalement certain que cette hypothèse soit nécessaire, mais en tout cas, elle est utilisée.

100. Ce M est par exemple la norme opérateur de dfa, comme nous l’assure le lemme 11.59. C’est pour ce passage-ci
que nous avons supposé que dfa était de norme finie.
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Théorème 11.235 (Différentielle de fonctions composées[338]).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et V ouvert dans F . Soient des
applications de classe Cr (r ě 1)

f : U Ñ V (11.664a)
g : V Ñ G. (11.664b)

Nous supposons que dfx et dgfpxq sont de norme finie.
Alors l’application g ˝ f : U Ñ G est de classe Cr et

dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (11.665)

Démonstration. Nous nous fixons x P U . La fonction f est différentiable en x P U et g en fpxq,
donc nous pouvons écrire

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` αphq (11.666)

et
g
`
fpxq ` u

˘ “ g
`
fpxq˘ ` dgfpxqpuq ` βpuq (11.667)

où la fonction α a la propriété que
lim
hÑ0

}αphq}
}h} “ 0; (11.668)

et la même chose pour β. La fonction composée en x` h s’écrit donc

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq ` dfxphq ` αphq˘ “ g

`
fpxq˘ ` dgfpxq

`
dfxphq ` αphq˘ ` β

`
dfxphq ` αphq˘.

(11.669)
Nous montrons que tous les « petits » termes de cette formule peuvent être groupés. D’abord si h
est proche de 0, nous avons 101

}dfxphq ` αphq}
}h} ď }dfx}}h}

}h} ` }αphq}
}h} . (11.670)

Si h est petit, le second terme est arbitrairement petit, donc en prenant n’importe que M ą }dfx}
nous avons }dfxphq ` αphq}

}h} ď M. (11.671)

Par ailleurs, nous avons

}β`dfxphq ` αphq˘}
}h} “ }β`dfxphq ` αphq˘}

}dfxphq ` αphq}
}dfxphq ` αphq}

}h} ď M
}β`dfxphq ` αphq˘}

}dfxphq ` αphq} . (11.672)

Vu que la fraction est du type βpfphqq
fphq avec limhÑ0 fphq “ 0, la fraction tend vers zéro lorsque

h Ñ 0. En posant
γ1phq “ β

`
dfxphq ` αphq˘ (11.673)

nous avons limhÑ0 γ1phq{}h} “ 0.
L’autre candidat à être un petit terme dans (11.669) est traité en utilisant le lemme 11.61 :

}dgfpxq
`
αphq˘} ď }dgfpxq}}αphq}. (11.674)

Donc
}dgfpxq

`
αphq˘}

}h} ď }dgfpxq}}αphq}
}h} , (11.675)

ce qui nous permet de poser
γ2phq “ dgfpxq

`
αphq˘ (11.676)

101. Ici nous utilisons l’hypothèse de norme finie pour la différentielle.
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avec γ2 qui a la même propriété que γ1. Avec tout cela, en posant γ “ γ1 ` γ2 nous récrivons

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq˘ ` dgfpxq

`
dfxphq˘ ` γphq (11.677)

avec limhÑ0
γphq
}h} “ 0. Tout cela pour dire que

lim
hÑ0

pg ˝ fqpx` hq ´ pg ˝ fqpxq ´ `
dgfpxq ˝ dfx

˘phq
}h} “ 0, (11.678)

ce qui signifie que
dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (11.679)

Nous avons donc montré que si f et g sont différentiables, alors g ˝ f est différentiable avec
différentielle donnée par (11.665).

Nous passons à la régularité. Nous supposons maintenant que f et g sont de classe Cr et nous
considérons l’application

φ : LpF,Gq ˆ LpE,F q Ñ LpE,Gq
pA,Bq ÞÑ A ˝B. (11.680)

Montrons que l’application φ est continue en montrant qu’elle est bornée 102. Pour cela nous écri-
vons la norme opérateur

}φ} “ sup
}pA,Bq}“1

}φpA,Bq} “ sup
}pA,Bq}“1

}A ˝B} ď sup
}pA,Bq}“1

}A}}B} ď 1. (11.681)

Justifications : d’une part la norme opérateur est une norme algébrique 103, et d’autre part la
définition 7.202 de la norme sur un espace produit pour la dernière majoration. L’application φ
est donc continue et donc C8 par le lemme 11.232. Nous considérons également l’application

ψ : U Ñ LpF,Gq ˆ LpE,F q
x ÞÑ `

dgfpxq, dfx
˘
.

(11.682)

Vu que f et g sont C1, l’application ψ est continue. Ces deux applications φ et ψ sont choisies
pour avoir

pφ ˝ ψqpxq “ φ
`
dgfpxq, dfx

˘ “ dgfpxq ˝ dfx, (11.683)

c’est-à-dire φ ˝ ψ “ dpg ˝ fq. Les applications φ et ψ étant continues, l’application dpg ˝ fq est
continue, ce qui prouve que g ˝ f est C1.

Si f et g sont Cr alors dg P Cr´1 et dg˝f P Cr´1 où il ne faut pas se tromper : dg : F Ñ LpF,Gq
et f : U Ñ F ; la composée est dg ˝ f : x ÞÑ dgfpxq P LpF,Gq.

Pour la récurrence nous supposons que f, g P Cr´1 implique g ˝f P Cr´1 pour un certain r ě 2
(parce que nous venons de prouver cela avec r “ 1 et r “ 2). Soient f, g P Cr et montrons que
g ˝ f P Cr. Par la proposition 11.233 nous avons

ψ “ dg ˝ f ˆ df P Cr´1, (11.684)

et donc dpg ˝ fq “ φ ˝ ψ P Cr´1, ce qui signifie que g ˝ f P Cr.
Proposition 11.236 ([1]).
Soit une application f : E Ñ V de classe Cp. Soit une application linéaire φ : V Ñ W . Alors φ ˝ f
est de classe Cp.

Démonstration. Toute la preuve est un grand jeu de cohérence des espaces en présence, alors soyez
attentifs et capable de dire précisément à quel espace appartient chacun de objets entrant en jeu.

102. Proposition 11.62.
103. Lemme 11.61.
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Nous posons V0 “ V et Vk`1 “ LpE, Vkq. Idem pour les espaces Wk. Ensuite nous posons

φ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q
α ÞÑ φ ˝ α. (11.685)

et
φk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

α ÞÑ φk´1 ˝ α. (11.686)

Notez la cohérence : si a P E, αpaq P Vk´1 “ LpE, Vk´2q, et donc

pφk´1 ˝ αqpaq “ φk´1
`
αpaq˘. (11.687)

À droite nous avons φk´1
`
αpaq˘ P LpE,Wk´2q “ Vk´1.

De plus, φ est linéaire ; ça se prouve par récurrence en partant de φ1 et en se basant sur le fait
que φ est linéaire.

C’est parti pour une récurrence.

(i) Énoncé Nous allons prouver par récurrence que

dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf. (11.688)

pour tout k ď p.
(ii) Initialisation D’abord, f est de classe Cp, donc différentiable et φ est linéaire donc différen-

tiable. Donc la composée est différentiable et le théorème 11.234 nous donne la différentiabilité
de φ ˝ f ainsi que la formule

dpφ ˝ fqapuq “ dφfpaq
`
dfapuq˘ “ pφ ˝ dfaqpuq “ φ1pdfaqpuq. (11.689)

Donc dpφ ˝ fqa “ φ1pdfaq, ce qui signifie

dpφ ˝ fq “ φ1 ˝ df. (11.690)

C’est bon pour k “ 1.
(iii) La pas de récurrence Vu que f est de classe Cp, dkf est encore différentiable. Vu que

φk est encore linéaire, nous pouvons encore utiliser la règle de différentiation de fonctions
composées sur l’application φk ˝ dkf . Nous avons :

dk`1pφ ˝ fqapuq “ d
`
dkpφ ˝ fq˘

a
puq “ dpφk ˝ dkfqapuq. (11.691)

C’est le moment d’utiliser la formule de différentiation en chaine :

dk`1pφ ˝ fqapuq “ `pdφkqdkfa
˝ dk`1fa

˘puq. (11.692)

Mais φk étant linéaire, pdφkqdkfa
“ φk, donc

dk`1pφ ˝ fqapuq “ pφk ˝ dk`1faqpuq. (11.693)

Donc, en oubliant l’application au vecteur u,

dk`1pφ ˝ fqa “ φk ˝ dk`1fa “ φk`1
`
dk`1fa

˘ “ pφk`1 ˝ dk`1fqpaq. (11.694)

Nous avons donc bien
dk`1pφ ˝ fq “ φk`1 ˝ dk`1f. (11.695)
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Lemme 11.237.
Si f : U Ñ V est un difféomorphisme 104 alors pour tout a P U , l’application dfa est inversible et

pdfaq´1 “ pdf´1qfpaq. (11.696)

Démonstration. Il suffit d’apercevoir qu’en vertu de la règle de différentiation en chaine (11.665),

pdfaqpdf´1qfpaq “ dpf ˝ f´1qfpaq “ Id . (11.697)

Proposition 11.238.
Soient des ouverts A de Rp et B de Rm. Si il existe un difféomorphisme f : A Ñ B, alors p “ m.

Démonstration. Vu que f est un difféomorphisme, le lemme 11.237 fait son travail : l’application
linéaire dfa : Rp Ñ Rm est inversible d’inverse df´1

fpaq : Rm Ñ Rp.
Or une application linéaire ne peut pas être bijective entre espaces de dimensions différentes

(finies). Donc p “ m.

11.13.8 Différentiation de produit

Si nous avons deux application f : E Ñ V et g : E Ñ W , alors nous voudrions considérer la
fonction

f b g : E Ñ V bW

a ÞÑ fpaq b gpaq. (11.698)

Le problème avec cette notation est que très souvent, les applications f et g sont des éléments
d’espaces vectoriels. Si par exemple f P LpE, V q et g P LpE,W q, nous avons f b g P LpE, V q b
LpE,W q. Dans le Frido nous ne nous permettons pas de dire calmement que LpE, V qbLpE,W q “
LpE, V b W q. Et je ne vous dit même pas à quel point il n’est pas évident, si f P C8pE, V q et
g P C8pE,W q que nous aurions f b g P C8pE, V q b C8pE,W q “ C8pE, V bW q.

Tout cela pour dire que nous n’allons pas nous lancer dans des abus de notations. Non. Au
lieu de cela, nous introduisons une notation. Pour rappel, dans tout le Frido, FunpA,Bq désigne
l’ensemble de toutes les application de A vers B sans suppositions de régularité. Pour les puristes,
nous précisions que si f P FunpA,Bq, nous supposons que f est définie sur tout A. hum . . .sauf
mention du contraire.

Définition 11.239.
Si f P FunpE, V q et g P FunpE,W q, alors nous définissons

fb̃g : E Ñ V bW

a ÞÑ fpaq b gpaq. (11.699)

Proposition 11.240.
Soient des applications continues f : E Ñ V et g : E Ñ W entre espaces vectoriels de dimension
finies. Alors la fonction fb̃g : E Ñ V bW est continue.

Démonstration. Soient a P E ainsi qu’une suite xk Ñ a dans E. Nous voulons prouver que
fb̃gpxkq V bWÝÑ fpaq b gpaq. Nous avons :

}fpxkqbgpxkq´fpaqbgpaq} ď }fpxkqbgpxkq´fpxkqbgpaq}`}fpxkqbgpaq´fpaqbgpaq}. (11.700)

Ensuite en utilisant la classe d’équivalence (11.419b),

fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq “ fpxkq b `
gpxkq ´ gpaq˘, (11.701)

104. Définition 11.224
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et en ce qui concerne les normes,

}fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq} “ }fpxkq}}`gpxkq ´ gpaq˘}. (11.702)

Mais par hypothèse, fpxkq Ñ fpaq et gpxkq Ñ gpaq. Donc le tout tend vers zéro lorsque k Ñ 8.
Le même raisonnement fonctionne avec le second terme de (11.700).

Lorsque nous parlons de différentielle de produit de fonctions, nous voulons étudier la différen-
tiabilité de fb̃g sous l’hypothèse de différentiabilité de f et g. Et aussi, si f et g sont de classe Cp,
est-ce que fb̃g est également de classe Cp ?

Nous voudrions avoir une formule du type

dpfb̃gq “ dfb̃g ` fb̃dg, (11.703)

mais ça ne colle pas au niveau des espaces. En effet, en évaluant cela en a P E, nous avons à
gauche dpfb̃gqa P LpE, V b W q, tandis qu’à droite nous avons dfa b gpaq P LpE, V q b W et
fpaq b dga P V b LpE,W q.

Nous pourrions bien entendu dire que V b LpE,W q est isomorphe à LpE, V bW q et hop voilà,
on n’en parle plus. Ce serait passer sur deux points importants. D’abord est-ce que V b LpE,W q
est vraiment isomorphe à LpE, V b W q ? Et ensuite, l’isomorphisme implique une utilisation du
théorème 11.234 qui est tout sauf une trivialité.

Bref, fidèle au principe fridesque de ne pas cacher des difficultés techniques sous des abus de
notations, nous allons écrire les choses explicitement.

Lemme 11.241.
Si E, V et W sont de dimension finie, les applications

ψ : LpE, V q bW Ñ LpE, V bW q
f b w ÞÑ

´
u ÞÑ fpuq b w

¯ (11.704)

et
φ : V b LpE,W q Ñ LpE, V bW q

v b g ÞÑ `
a ÞÑ v b gpaq˘. (11.705)

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Dans le meilleur des mondes, ces applications devraient être affublés d’indices V et W .

Démonstration. Nous donnons des détails à propos de ψ. Pour φ c’est la même chose.
(i) Linéaire La formule (11.704) définit ψ en particulier sur une base de LpE, V q b W par la

proposition 11.166(1). Ce que signifie réellement la formule (11.704) est que ψ est ainsi définie
sur la base et est prolongée par continuité.

(ii) Injective Si pour un f et un w fixé nous avons ψpf b wq “ 0, alors il y a deux cas : soit
w “ 0 soit w ‰ 0. Dans le premier cas, f b w “ 0, et dans le second cas, nous remarquons
que

0 “ ψpf b wqpaq “ fpaq b w (11.706)

pour tout a P E. Cela implique fpaq “ 0 pour tout a et donc f “ 0, ce qui signifie que
f b w “ 0.

(iii) Bijective En utilisant la proposition 11.166 et le lemme 4.41(2), nous avons égalité des
dimensions entre LpE, V q bW et LpE, V bW q.
Une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même dimension (finie) est
une bijection.
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Proposition 11.242.
Soient des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient f : E Ñ V et g : E Ñ W des
fonctions de classe C1. Alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe C1 nous avons les formules

dpfb̃gqapuq “ dfapuq b gpaq ` fpaq b dgapuq (11.707)

ainsi que
dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` φ ˝ pfb̃dgq. (11.708)

Démonstration. Nous commençons par prouver que fb̃g est différentiable en injectant le candidat
(11.707) dans la définition. Au numérateur nous avons :

pfb̃gqpa` hq ´ pfb̃gqpaq ´ dfaphq b gpaq ´ fpaq b dgaphq. (11.709)

Le lemme 11.229 assure qu’il existe une fonction α : E Ñ V telle que limhÑ0 αphq{}h} “ 0 et
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq. Même chose pour g. Nous avons donc

pfb̃gqpa` hq “ fpa` hq b gpa` hq “ `
fpaq ` dfaphq ` αphq˘ b `

gpaq ` dgaphq ` βphq˘ (11.710)

qui se développe en 9 termes. En effectuant les différences dans (11.709), nous nous retrouvons
avec un numérateur qui vaut

fpaqbβphq`dfaphqbdgaphq`dfaphqbβphq`αphqbgpaq`αphqbdgaphq`αphqbβphq. (11.711)

Nous pouvons prouver terme à terme qu’en divisant par }h} nous avons une limite qui vaut zéro.
Par exemple,

lim
hÑ0

fpaq b βphq
}h} (11.712)

se calcule en prenant la norme du numérateur et en utilisant le lemme 11.213 :

}fpaq b βphq}
}h} “ }fpaq}}βphq}

}h} Ñ 0. (11.713)

Tous les termes contenant αphq ou βphq se traitent de la même manière. Le dernier terme à traiter
est

lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} . (11.714)

En prenant la norme du numérateur, en utilisant encore le lemme 11.213 et en utilisant le lemme
11.59, nous avons

}dfaphq b dgaphq} “ }dfaphq}}dgaphq} ď }dfa}}dga}}h}2, (11.715)

donc
lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} “ 0. (11.716)

Notons que l’utilisation du lemme 11.59 requière que dfa soit continue, ce qui n’est pas évident
en dimension infinie : une application linéaire n’est pas spécialement continue. C’est donc ici que
nous utilisons le fait que E, V et W sont de dimension finie 105.

Ceci prouve que fb̃g est différentiable et nous donne la formule (11.707) pour appliquer sa
différentielle à un élément de E. La formule (11.708) est un corolaire : elle se vérifie en l’appliquant
à a puis à u.

Pour terminer nous devons prouver que dpfb̃gq est continue. Vu que f et g sont de classe C1,
les applications f , g, df et dg sont continues. Les applications ψ et φ sont également continues
parce que linéaires sur des espaces de dimension finie. La proposition 11.240 appliquée à df et g
montre que dfb̃g est continue. La composition avec ψ qui est linéaire conserve la continuité.

Donc le membre de droite de (11.708) est continu et fb̃g a une différentielle continue. Elle est
donc de classe C1.
105. Il y a surement moyen de paufiner, et d’affaiblir cette hypothèse, mais je ne me lance pas là-dedans.
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Il est temps de démontrer le truc difficile, à savoir que si f et g sont de classe Cp, alors fb̃g
est également de classe Cp.

Proposition 11.243.
Nous appelons Pk la propriété suivante :

Pour tout espaces vectoriels normés E, V , W de dimension finies et pour toutes appli-
cations f : E Ñ V et g : E Ñ W de classe Ck, la fonction fb̃g est de classe Ck.

(1) La propriété Pk est vraie pour tout k.
(2) Si f : E Ñ V et g : E Ñ W sont de classe Cp, alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe Cp.

Démonstration. Il est compliqué de prouver le point (2) directement par récurrence pour des f , g,
E, V et W fixés. La raison de cette difficulté est que les espaces en jeu dans les différentielles de
f et g aux différents ordres sont tous différents. Il faut donc, pour chaque ordre de différentielle,
repartir sur de tout nouveaux espaces vectoriels. C’est pour cela que nous incluons « pour tout
espaces vectoriels » dans la propriété de récurrence.

Bref, une fois que (1) sera démontrée, le point (2) sera immédiat.
(i) Pour k “ 0 Pour k “ 0. Nous supposons que f et g sont de classe C0, c’est-à-dire continues.

La proposition 11.240 montre alors que fb̃g est continue, c’est-à-dire de classe C0.
(ii) Pour k “ 1 Bien que ce ne soit pas tout à fait nécessaire, nous prouvons que P1 est également

vraie avant de passer à la récurrence. Si f et g sont de classe C1, alors la proposition 11.242
s’applique : fb̃g est de classe C1.

(iii) Pour k ` 1 Nous faisons la récurrence en supposant que Pk est vraie, et en prouvant que
Pk`1 est vraie. Nous considérons des applications f : E Ñ V et g : E Ñ W de classe Ck`1.
La proposition 11.242 dit que fb̃g est de classe C1 et que

dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` φ ˝ pfb̃dgq. (11.717)

À droite, df et g sont de classe Ck parce que f et g sont de classe Ck`1. Donc dfb̃g est de
classe Ck par l’hypothèse de récurrence appliquée aux espaces LpE, V q et W . La proposition
11.236 nous assure alors que ψ ˝ pdfb̃gq est de classe Ck également.
Nous avons prouvé que dpfb̃gq est de classe Ck, donc fb̃g est de classe Ck`1. Cela nous fait
la récurrence.

11.13.9 Formule des accroissements finis

Proposition 11.244.
Soient a ă b dans R et deux fonctions

f : ra, bs Ñ E (11.718a)
g : ra, bs Ñ R (11.718b)

continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br. Si pour tout t P sa, br nous avons }f 1ptq} ď g1ptq alors

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (11.719)

Démonstration. Soit ϵ ą 0 et la fonction

φϵ : ra, bs Ñ R

t ÞÑ }fptq ´ fpaq} ´ gptq ´ ϵt.
(11.720)

Cela est une fonction continue réelle à variable réelle. En particulier pour tout u P sa, br la fonction
φϵ est continue sur le compact ru, bs et donc y atteint son minimum en un certain point c P ru, bs ;
c’est le bon vieux théorème de Weierstrass 7.136. Nous commençons par montrer que pour tout u,
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ledit minimum ne peut être que b. Pour cela nous allons montrer que si t P ru, br, alors φϵpsq ă φϵptq
pour un certain s ą t. Par continuité si s est proche de t nous avons

››››
fpsq ´ fptq

s´ t

›››› ´ ϵ

2 ă }f 1ptq} ă g1ptq ` ϵ

2 “ gpsq ´ gptq
s´ t

` ϵ

2 . (11.721)

Ces inégalités proviennent de la limite

lim
sÑt

fpsq ´ fptq
s´ t

“ f 1ptq, (11.722)

donc si s et t sont proches, ››››
fpsq ´ fptq

s´ t
´ f 1ptq

›››› (11.723)

est petit. Si s ą t nous pouvons oublier des valeurs absolues et transformer l’inégalité en

}fpsq ´ fptq} ă gpsq ´ gptq ` ϵps´ tq. (11.724)

Utilisant cela et l’inégalité triangulaire,

φϵpsq ď }fpsq ´ fptq} ` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ ϵs (11.725a)
ď gpsq ´ gptq ` ϵs´ ϵt` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ ϵs (11.725b)
“ φϵptq. (11.725c)

Donc nous avons bien φϵpsq ă φϵptq avec l’inégalité stricte. Par conséquent pour tout u P sa, br
nous avons φϵpbq ă φϵpuq et en prenant la limite u Ñ a nous avons

φϵpbq ď φϵpaq. (11.726)

Cette inégalité donne immédiatement

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq ` ϵpb´ aq (11.727)

pour tout ϵ ą 0 et donc
}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (11.728)

Théorème 11.245 (Théorème des accroissements finis).
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application différentiable
f : U Ñ F . Pour tout segment ra, bs Ă U nous avons

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}dfx}
¸

}b´ a}. (11.729)

Démonstration. Nous prenons les applications

k : r0, 1s Ñ E

t ÞÑ f
`p1 ´ tqa` tb

˘ (11.730)

et
g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ t sup
xPra,bs

}dfx}}b´ a}. (11.731)
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Pour tout t nous avons g1ptq “ M}b ´ a} où il n’est besoin de dire ce qu’est M . D’un autre côté
nous avons aussi

k1ptq “ lim
ϵÑ0

f
`p1 ´ t´ ϵqa` pt` ϵqb˘ ´ f

`p1 ´ tqa` tb
˘

ϵ

“ d

dϵ

”
f
`p1 ´ tqa` tb` ϵpb´ aq˘

ı
ϵ“0

“ dfp1´tqa`tbpb´ aq

(11.732)

où nous avons utilisé l’hypothèse de différentiabilité de f sur ra, bs et donc en p1 ´ tqa ` tb. Nous
avons donc

}k1ptq} ď }b´ a}}dfp1´tqa`tb} ď M}b´ a} “ g1ptq (11.733)
La proposition 11.244 est donc utilisable et

}kp1q ´ kp0q} ď gp1q ´ gp0q, (11.734)

c’est-à-dire
}fpbq ´ fpaq} ď M}b´ a} (11.735)

comme il se doit.

Proposition 11.246.
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application f : U Ñ F .
Soient a, b P U tels que ra, bs Ă U . Nous posons u “ pb ´ aq{}b ´ a} et nous supposons que pour
tout x P ra, bs, la dérivée directionnelle

Bf
Bu pxq “ d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(11.736)

existe. Nous supposons de plus que Bf
Bupxq est continue en x “ a. Alors

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}Bf
Bu pxq}

¸
}b´ a}. (11.737)

Démonstration. Nous posons évidemment

M “ sup
xPra,bs

}Bf
Bu pxq} (11.738)

et nous considérons les fonctions
kptq “ f

`p1 ´ tqa` tb
˘

(11.739)
et

gptq “ tM}b´ a}. (11.740)
Pour alléger les notations nous posons x “ p1´ tqa` tb et nous calculons avec un petit changement
de variables dans la limite :

k1ptq “ d

dϵ

”
f
`
x` ϵpb´ aq˘

ı
ϵ“0

“ }b´ a} d
dϵ

”
f
`
x` ϵ

}b´ a}pb´ aq˘
ı
ϵ“0

“ }b´ a}Bf
Bu pxq, (11.741)

et donc encore une fois nous avons
}k1ptq} ď g1ptq, (11.742)

ce qui donne
}kp1q ´ kp0q} “ gp1q ´ gp0q, (11.743)

c’est-à-dire
}fpbq ´ fpaq} ď sup

xPra,bs
}Bf

Bu pxq}}b´ a}. (11.744)
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Théorème 11.247.
Soient E, V deux espaces vectoriels normés, une application f : E Ñ V , un point a P E tel que
pour tout u P E, la dérivée

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(11.745)

existe pour tout x P Bpa, rq et est continue (par rapport à x) en x “ a. Nous supposons de plus
que

Bf
Bu paq “ 0 (11.746)

pour tout u P E. Alors f est différentiable en a et

dfa “ 0 (11.747)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Pourvu que }h} soit assez petit pour que a ` h P Bpa, rq, la proposi-
tion 11.246 nous donne

}fpa` hq ´ fpaq} ď sup
xPra,a`hs

}Bf
Bu pxq}|h| (11.748)

où u “ h{}h}. Par continuité de Bufpxq en x “ a et par le fait que cela vaut 0 en x “ a, il existe
un δ ą 0 tel que si }h} ă δ alors

}Bf
Bu pa` hq} ď ϵ. (11.749)

Pour de tels h nous avons
}fpa` hq ´ fpaq} ď ϵ}h}, (11.750)

ce qui prouve que l’application linéaire T puq “ 0 convient parfaitement pour faire fonctionner la
définition 11.219.

11.13.10 Applications multilinéaires

Nous avons déjà parlé d’applications multilinéaires dans la définition 11.74.

Lemme 11.248 (Leibnitz pour les formes bilinéaires[338]).
Si B : E ˆ F Ñ G est bilinéaire et continue, elle est C8 et

dBpx,yqpu, vq “ Bpx, vq `Bpu, yq. (11.751)

Démonstration. D’abord le membre de droite de (11.751) est une application linéaire et continue,
donc c’est un bon candidat à être différentielle. Nous allons prouver que ça l’est, ce qui prouvera la
différentiabilité de B. Avec ce candidat, le numérateur de la définition (11.219) s’écrit dans notre
cas

B
`px, yq ` pu, vq˘ ´Bpx, yq ´Bpx, vq ´Bpu, yq “ Bpu, vq. (11.752)

Il reste à voir que
lim

pu,vqÑp0,0q
Bpu, vq
}pu, vq} “ 0 (11.753)

Par l’équation (11.216) nous avons

}Bpu, vq}
}pu, vq} ď }B}}u}}v}

}u} “ }B}}v} (11.754)

parce que }pu, vq} ě }u}. À partir de là il est maintenant clair que

lim
pu,vqÑp0,0q

}Bpu, vq}
}pu, vq} “ 0, (11.755)

ce qu’il fallait.



858 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Proposition 11.249 (Règle de Leibnitz[338]).
Soient E,F1, F2 des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et des applications de classe Cr
(r ě 1)

f1 : U Ñ F1 (11.756a)
f2 : U Ñ F2 (11.756b)

(11.756c)

et B P LpF1 ˆ F2, Gq. Alors l’application

φ : U Ñ G

x ÞÑ B
`
f1pxq, f2pxq˘ (11.757)

est de classe Cr et
dφxpuq “ φ

`pdf1qxpuq, f2pxq˘ ` φ
`
f1pxq, pdf2qxpuq˘. (11.758)

Démonstration. Par hypothèse B est continue (c’est la définition de l’espace L), et donc C8 par
le lemme 11.248. Par ailleurs la fonction f1 ˆ f2 est de classe Cr parce que f1 et f2 le sont et parce
que la proposition 11.233 le dit. L’application composée B ˝ pf1 ˆ f2q est donc également de classe
Cr par le théorème 11.235.

Il ne nous reste donc qu’à prouver la formule 11.758. En utilisant la différentielle du produit
cartésien 106 nous avons

f
`
B ˝ pf1 ˆ f2q˘

x
phq “ dBpf1ˆf2qpxq

`pdf1qxphq, pdf2qxphq˘. (11.759)

Nous développons cela en utilisant le lemme 11.248 :

d
`
B ˝ pf1 ˆ f2q˘

x
phq “ dB`

f1pxq,f2pxq
˘`pdf1qxphq, pdf2qxphq˘ (11.760a)

“ B
`
f1pxq, pdf2qxphq˘ `B

`pdf1qxphq, f2pxq˘, (11.760b)

comme souhaité.

11.13.11 Différentielle partielle

Définition 11.250 (Différentielle partielle).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés et une fonction f : E ˆ F Ñ G. Nous définissons
sa différentielle partielle sur l’espace E par

d1fpx0,y0q : E Ñ G

u ÞÑ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0q

ı
t“0

.
(11.761)

La différentielle d2 se définit de la même façon.

Proposition 11.251 ([338]).
Soient E1, E2 et F des espaces vectoriels normés, soit un ouvert U Ă E1 ˆ E2 et une fonction
f : U Ñ F .

(1) Si f est différentiable alors les différentielles partielles existent et

d1fpx0,y0qpuq “ dfpx0,y0qpu, 0q (11.762a)
d2fpx0,y0qpvq “ dfpx0,y0qp0, vq (11.762b)

où u P E1 et v P E2.

106. Proposition 11.233.
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(2) Si f est différentiable alors

dfpx0,y0qpu, vq “ d1fpx,y0qpuq ` d2fpx0,y0qpvq. (11.763)

Démonstration. Nous posons α “ px0, y0q P U et

jp1q
α : E1 Ñ E1 ˆ E2

x ÞÑ px, y0q. (11.764)

C’est une fonction de classe C8 et

pdjp1q
α qx0puq “ d

dt

”
jp1q
α px0 ` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
px0 ` tu, y0q

ı
t“0

“ pu, 0q. (11.765)

D’autre part

pd1fqαpuq “ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0q

ı
t“0

(11.766a)

“ d

dt

”
pf ˝ jp1q

α qpx0 ` tuq
ı
t“0

(11.766b)

“ `
dpf ˝ jp1q

α q˘
x0

puq. (11.766c)

À ce moment nous utilisons la règle des différentielles composées 11.235 pour dire que

pd1fqαpuq “ df
j

p1q
α px0q ˝ pdjp1q

α qx0puq “ dfαpu, 0q. (11.767)

Voilà qui prouve déjà le point (1).
Pour la suite nous considérons les fonctions

P1px, yq “ x, J1puq “ pu, 0q,
P2px, yq “ y, J2pvq “ p0, vq (11.768)

et nous avons l’égalité évidente
J1 ˝ P1 ` J2 ˝ P2 “ 1 (11.769)

sur E1 ˆ E2. En appliquant dfα à cette dernière égalité, en appliquant à pu, vq et en utilisant la
linéarité de dfα nous trouvons

dfαpu, vq “ dfα
`pJ1 ˝ P1qpu, vq˘ ` dfα

`pJ2 ˝ P2qpu, vq˘ (11.770a)
“ dfαpu, 0q ` dfαp0, vq (11.770b)
“ pd1fqαpuq ` pd2fqαpvq (11.770c)

où nous avons utilisé le point (1) pour la dernière égalité.

11.13.12 L’inverse, sa différentielle

Si E est un espace de Banach, nous sommes intéressés à l’espace GLpEq des endomorphismes
inversibles de E sur E. Cet ensemble est métrique par la formule usuelle

}T } “ sup
}x}“1

}T pxq}E . (11.771)

Proposition 11.252 (Thème 40).
Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé complet). Si A est un endomorphisme de E
satisfaisant }A} ă 1 pour la norme opérateur, alors p1´Aq est inversible et son inverse est donné
par

p1´Aq´1 “
8ÿ

k“0
Ak. (11.772)
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Démonstration. Étant donné que la norme opérateur est une norme algébrique (lemme 11.61),
nous avons }Ak} ď }A}k. Par conséquent la série }Ak} est majorée par la série géométrique qui
converge 107. Par conséquent

ř
k A

k est une série absolument convergente et donc convergente par
la proposition 11.87 et le fait que LpEq est complet (proposition 11.90).

Montrons à présent que la somme est l’inverse de 1´ A en utilisant le produit terme à terme
autorisé par la proposition 11.96 :

nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1. (11.773)

Par conséquent

}1´
nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} ď }A}n`1 Ñ 0. (11.774)

Théorème 11.253 (Inverse dans GLpEq[339, 338]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés.

(1) L’ensemble GLpEq est ouvert dans EndpEq.
(2) L’application inverse

i : GLpE,F q Ñ GLpF,Eq
u ÞÑ u´1 (11.775)

est de classe C8 et
diu0phq “ ´u´1

0 ˝ h ˝ u´1
0 (11.776)

pour tout h P EndpEq

Démonstration. Nous supposons que GLpE,F q n’est pas vide, sinon ce n’est pas du jeu.
(i) Cas de dimension finie Si la dimension de E et F est finie, elles doivent être égales, sinon

il n’y a pas de fonctions inversibles E Ñ F . L’ensemble GLpE,F q est donc naturellement
GLpn,Rq. Un élément de Mpn,Rq est dans GLpn,Rq si et seulement si son déterminant
est non nul. Le déterminant étant une fonction continue (polynomiale) en les entrées de la
matrice, l’ensemble GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq.
Même idée pour la régularité de la fonction i : GLpn,Rq Ñ GLpn,Rq, X ÞÑ X´1. Les entrées
de X´1 sont les cofacteurs de X divisé par detpXq, et donc des polynômes en les entrées de
X divisés par un polynôme qui ne s’annule pas sur GLpn,Rq, et donc sur un ouvert autour
de X et de X´1. Bref, tout est C8.
Le reste de la preuve parle de la dimension infinie.

(ii) Ouvert autour de l’identité Nous commençons par prouver que Bp1, 1q Ă GLpEq. Pour
cela il suffit de remarquer que si }u} ă 1 alors le lemme 11.252 nous donne un inverse de
p1 ` uq en la personne de

ř8
k“0p´uqk.

(iii) Ouvert en général Soit maintenant u0 P GLpEq. Si }u} ă 1
}u´1

0 } alors }u´1
0 u} ă 1, ce qui

signifie que
1` u´1

0 u (11.777)

est inversible. Mais u0 ` u “ u0p1` u´1
0 uq, donc u0 ` u P GLpEq ce qui signifie que

B

ˆ
u0,

1
}u´1

0 }
˙

Ă GLpEq. (11.778)

107. Proposition 11.124.
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(iv) Différentielle en l’identité Nous commençons par prouver que di1puq “ ´u. Pour cela
nous posons

αphq “
8ÿ

k“2
p´1qkhk (11.779)

et nous calculons

di1puq “ d

dt

”
ip1` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
1´ tu` αptuq

ı
t“0

. (11.780)

Il suffit de prouver que d
dt

”
αptuq

ı
t“0

“ 0 pour conclure que di1puq “ ´u. Pour cela, nous
remarquons que αp0q “ 0 et donc que

d

dt

”
αptuq

ı
t“0

“ lim
tÑ0

αptuq ´ αp0q
t

(11.781a)

“ lim
tÑ0

8ÿ

k“2
p´1qk ptuqk

t
(11.781b)

“ ´ lim
tÑ0

u
8ÿ

k“1
p´1qktkuk. (11.781c)

La norme de ce qui est dans la limite est majorée par

}u}
8ÿ

k“1
}tu}k “ }u}

ˆ
1

1 ´ }tu} ´ 1
˙
, (11.782)

et cela tend vers zéro lorsque t Ñ 8. Nous avons utilisé la somme 11.318 de la série géomé-
trique. Nous avons bien prouvé que di1puq “ ´u.

(v) Différentielle en général Soit maintenant u0 P GLpEq et h P EndpEq tel que u0 ` h P
GLpEq ; par le premier point, il suffit de prendre }h} suffisamment petit. Vu que u0 ` h “
u0p1` u´1

0 hq nous avons
pu0 ` hq´1 “ p1` u´1

0 hq´1u´1
0 . (11.783)

Nous pouvons donc calculer

pu0 ` hq´1 “ `
1´ u´1

0 h` αpu´1
0 hq˘u´1

0 “ u´1
0 ´ u´1

0 hu´1
0 ` αpu´1

0 hqu´1
0 , (11.784)

et ensuite

diu0phq “ d

dt

”
ipu0 ` thq

ı
t“0

“ d

dt

”
u´1

0 ´ tu´1
0 hu´1

0 ` αptu´1
0 hqu´1

0

ı
t“0

, (11.785)

mais nous avons déjà vu que
d

dt

”
αpthq

ı
t“0

“ 0, (11.786)

donc
diu0phq “ ´u´1

0 hu´1
0 (11.787)

Cela donne la différentielle de l’application inverse.
(vi) Continuité de l’inverse L’application i est continue parce que différentiable.
(vii) L’inverse est C8 Nous allons écrire la fonction inverse comme une composée. Soient les

applications
B : LpF,Eq ˆ LpF,Eq Ñ L

`
LpE,F q, LpF,Eq˘

Bpψ1, ψ2qpAq “ ´ψ1 ˝A ˝ ψ2
(11.788)

et
∆: LpF,Eq Ñ LpF,Eq ˆ LpF,Eq

φ ÞÑ pφ,φq (11.789)
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Nous avons alors
di “ B ˝ ∆ ˝ i. (11.790)

L’application ∆ est de classe C8. Nous devons voir que B l’est aussi. Pour le voir nous
commençons par prouver qu’elle est bornée :

}B} “ sup
}ψ1},}ψ2}“1

}Bpψ1, ψ2q}
L
`
LpE,F q,LpF,Eq

˘

“ sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1 ˝A ˝ ψ2}LpF,Eq

ď sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1}}A}}ψ2}

ď 1.

(11.791)

Donc B est bien bornée et par conséquent continue. Une application bilinéaire continue est
C8 par le lemme 11.248. La décomposition di “ B ˝ ∆ ˝ i nous donne donc que i P C8 dès
que i est continue, ce que nous avions déjà montré.

11.14 Exponentielle de matrice

Proposition 11.254.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. La série

exppAq “ 1`A` A2

2! ` A3

3! ` . . . “
8ÿ

k“0

Ak

k! . (11.792)

converge normalement 108 dans
`

EndpV q, }.}op
˘
. L’exponentielle de la matrice A est cette ma-

trice.

Démonstration. Vu que la norme opérateur est une norme d’algèbre par le lemme 11.61, nous
avons pour tout k la majoration }Ak} ď }A}k. Nous avons donc

8ÿ

k“0

}Ak}
k! ď

ÿ

k

}A}k
k! . (11.793)

La dernière somme converge en vertu de la convergence de la série exponentielle donnée en le
lemme 11.126.

Étant donné que c’est une limite, il y a une question de convergence et donc de topologie. C’est
pour cela que nous ne pouvions pas introduire l’exponentielle de matrice avant d’avoir introduit la
norme des matrices. La convergence de la série pour toute matrice sera prouvée au passage dans
la proposition 11.255.

La fonction exponentielle x ÞÑ ex n’est pas un polynôme en x, mais nous avons le résultat
marrant suivant.

Proposition 11.255.
Si u est un endomorphisme, alors exppuq est un polynôme en u 109.

Démonstration. Nous considérons l’application

φu : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P puq (11.794)

108. Convergence normale, définition 11.84.
109. Nan, mais j’te jure : exp n’est pas un polynôme, mais exppuq est un polynôme de u.
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Étant donné que l’image de φu est un fermé dans EndpEq, il suffit de montrer que la série

8ÿ

k“0

φupXqk
k! (11.795)

converge dans EndpEq pour qu’elle converge dans Imagepφuq. Pour ce faire nous nous rappelons
de la norme opérateur 110 et de la propriété fondamentale }Ak} ď }A}k. En notant A “ φupXq,

›››››
mÿ

k“n

Ak

k!

››››› ď
mÿ

k“n

}Ak}
k! ď

mÿ

k“n

}A}k
k! , (11.796)

ce qui est une morceau du développement de e}A}. La limite n Ñ 8 est donc zéro par la convergence
de l’exponentielle réelle. La suite des sommes partielles de eA est donc de Cauchy. La série converge
donc parce que nous sommes dans un espace vectoriel réel de dimension finie (EndpEq).
11.256.
Pourquoi exppuq est-il un polynôme d’endomorphisme alors que exp n’est pas un polynôme ?
Lorsque nous disons que la fonction x ÞÑ exppxq n’est pas un polynôme, nous sommes en train de
localiser la fonction exp à l’intérieur de l’espace de toutes les fonctions R Ñ R, c’est-à-dire à l’inté-
rieur d’un espace de dimension infinie. Au contraire lorsqu’on parle de exppuq et qu’on le compare
aux endomorphismes P puq, nous sommes en train de repérer exppuq à l’intérieur de l’espace des
matrices qui est de dimension finie. Il n’est donc pas étonnant que l’on parvienne moins à faire la
distinction.

Si par contre nous considérons exp en tant qu’application exp: EndpEq Ñ EndpEq, ce n’est
pas un polynôme.

Si u et v sont des endomorphismes, nous aurons des polynômes P et Q tels que eu “ P puq
et ev “ Qpvq ; mais nous n’aurons en général évidemment pas P “ Q. En cela, exp n’est pas un
polynôme.

11.15 Espace dual

Définition 11.257.
Soit un espace vectoriel normé pV, }.}q sur le corps C ou R (que nous nommons K). Son dual
topologique, noté V 1 est l’ensemble des applications linéaires continues V Ñ K.

11.15.1 Topologies

Il est possible de mettre sur V 1 (au moins) deux topologies distinctes. La première est la
topologie de la norme opérateur ; rien de nouveau pour elle. La seconde est la topologie ˚-faible
dont nous avons déjà un peu parlé dans la définition 7.313.

En termes de notations, nous allons noter les seminormes de la topologie faible par

pxpφq “ |φpxq| (11.797)

pour x P V et φ P V 1. À droite, les barres dénotent soit la valeur absolue (si K “ R), soit le
module (si K “ C).

Lemme 11.258.
Soit φ P V 1 et x P V . Alors

pxpφq ď }x}}φ}. (11.798)

Si φ0 P V 1, si r ą 0 et si x P V nous avons aussi :

Bpφ0, rq Ă Bxpφ0, }x}rq. (11.799)
110. Définition 11.51.
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Démonstration. En posant x1 “ x{}x}, le vecteur x1 est de norme 1 et nous avons

pxpφq “ |φpxq| “ }x}|φpx1q| ď }x}}φ}. (11.800)

En ce qui concerne la seconde affirmation, si φ P Bpφ0, rq alors en notant x1 “ x{}x} nous
avons :

pxpφ0 ´ φq “ |φ0pxq ´ φpxq| “ |pφ0 ´ φqpxq| ď }x}}φ0 ´ φ} ď r}x}. (11.801)

Donc φ P Bx
`
φ0, r}x}˘.

Proposition 11.259.
Si une suitepφkq dans V 1 vérifie

φk
}.}ÝÑ φ (11.802)

alors elle vérifie aussi
φk Ý̊Ñ φ. (11.803)

Démonstration. Soit une suite pφkq dans V 1, convergente vers φ pour la topologie de la norme.
Soit x P V , et x1 “ x{}x}. Nous avons

pxpφk ´ φq “ }x}|φkpx1q ´ φpxq| ď }x}}φk ´ φ} Ñ 0. (11.804)

Lemme 11.260.
La translation dans V 1 est une opération continue pour la topologie de la norme opérateur et pour
celle de la topologie ˚.

Démonstration. Soit une suite φk tendant vers 0 ; nous devons prouver que τσpφkq Ñ τσp0q “ σ.
Et ce, pour chacune des deux topologies.

(i) Norme opérateur L’hypothèse φk
}.}ÝÑ 0 signifie que }φk} Ñ 0, c’est-à-dire que

sup
}v}“1

|φkpvq| Ñ 0. (11.805)

Nous avons alors

}τσpφkq ´ σ} “ sup
}v}“1

|τσpφkqv ´ σpvq| “ sup
}v}“1

|φkpvq| Ñ 0. (11.806)

Donc d’accord pour τσpφq Ñ σ.
(ii) Topologie ˚ Nous supposons maintenant que φk Ý̊Ñ 0. Pour tout v P V nous avons

pv
`
τσpφkq ´ σ

˘ “ ˇ̌
τσpφkqv ´ σpvqˇ̌ “ |φkpvq| “ pvpφkq. (11.807)

Mais par hypothèse, pvpφkq Ñ 0.

Pour la suite, nous allons préfixer par N les concepts liés à la topologie de V 1 associée à la
norme opérateur et par ˚, les concepts de la topologie ˚.

Proposition 11.261.
Soit un espace vectoriel normé V . Un ˚-ouvert est toujours un N -ouvert.

Démonstration. Soit un ˚-ouvert O de V 1. Il existe donc x P V et r ą 0 tels que Bxpφ, rq Ă O.
Nous avons alors, en utilisant le lemme 11.258,

Bpφ, r}x}q Ă Bxpφ, rq Ă O. (11.808)

Donc O est un N -ouvert.
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Corolaire 11.262.
Soit un espace topologique X. Si f : pV 1, ˚q Ñ X est continue, alors f : pV 1, }.}q Ñ X est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de X. Vu que f est ˚-continue, la partie f´1pOq est un ˚-ouvert
de V 1. Il est onc un N -ouvert de V 1 par la proposition 11.261.

11.15.2 Module de continuité

Définition 11.263.
Soient deux espaces topologiques normés X et Y , ainsi qu’une application f : X Ñ Y . Le module
de continuité de f est la fonction

ωf : R` Ñ R` Y t8u
h ÞÑ sup

x,yPX
dX px,yqăh

dY
`
fpxq, fpyq˘. (11.809)

Écrite de façon plus compacte,

ωf phq “ sup
|x´y|ăh

}fpxq ´ fpyq}. (11.810)

Nous définissons aussi ωf phq “ 0 pour h ď 0 parce que le lemme 11.265 fera grand cas de la
continuité en zéro du module de continuité.

Notons que le module de continuité est une fonction croissante.

Lemme 11.264.
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et ω son module de continuité. Si λ et h sont strictement positifs avec
λh P r0, 1s alors

ωpλhq ď pλ` 1qωphq. (11.811)

Démonstration. La fonction ω est croissante, et pour h, k ą 0 nous avons ωph` kq ď ωphq `ωpkq.
Par récurrence pour tout k P N nous avons

ωpkhq ď kωphq. (11.812)

En écrivant cela pour k “ rλs, nous avons

ωpλhq ď ωpkhq ď kωphq ď pλ` 1qωphq. (11.813)

Lemme 11.265.
Une fonction f : X Ñ Y est uniformément continue 111 si et seulement si son module de continuité
vérifie

lim
hÑ0

ωf phq “ 0. (11.814)

Autrement dit, si et seulement si sont module de continuité est continu en zéro. 112.

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est uniformément continue. Soit ϵ ą 0. Par
uniforme continuité, il existe δ ą 0 tel que d

`
fpxq, fpyq˘ ď ϵ dès que dpx, yq ď δ. Si h P Bp0, δq,

alors
ωf phq ď ωf pδq “ sup

x,yPX
dpx,yqďδ

d
`
fpxq, fpyq˘ ď ϵ. (11.815)

Cela prouve que limhÑ0 ωf phq “ 0.
Dans l’autre sens, si ϵ ą 0 est fixé, il suffit de prendre δ tel que ωf phq ď ϵ pour tout h ď δ pour

faire fonctionner la définition de l’uniforme continuité.
111. Définition 7.295.
112. Dans ce lemme, nous avons deux espaces métriques, mais nous allons noter d la distance des deux côtés.
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Lemme 11.266 ([340]).
Soient des espaces métriques E et E1 et une suite de fonctions pfiqiě0 qui converge uniformément
vers f . Alors pour chaque δ ą 0 nous avons

lim sup
iÑ8

ωfi
pδq ď ωf pδq. (11.816)

Démonstration. Soient δ ą 0 ainsi que x, y P E tels que dpx, yq ď δ. Pour chaque i nous avons

|fipxq ´ fipyq| ď |fipxq ´ fpxq| ` |fpxq ´ fpyq| ` |fpyq ´ fipyq| (11.817a)
ď |fpxq ´ fpyq| ` 2}fi ´ f}8 (11.817b)
ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (11.817c)

Nous prenons le supremum de cela sur tx, y P E tel que }x´ y} ď δu pour obtenir :

ωfi
pδq ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (11.818)

La tentation est grande à ce point de prendre la limite des deux côtés pour i Ñ 8. Cependant, rien
ne nous permet de dire que la suite i ÞÑ ωfi

pδq ait une limite. Nous pouvons cependant prendre la
limite supérieure 113 et obtenir

lim sup
iÑ8

ωfi
pδq ď ωf pδq. (11.819)

11.16 Mini introduction aux nombres p-adiques

11.16.1 La flèche d’Achille

C’est un grand classique que je donne ici juste comme introduction pour montrer que des séries
infinies peuvent donner des nombres finis de manière tout à fait intuitive.

Achille tire une flèche vers un arbre situé à 10 m de lui. Disons que la flèche avance à une
vitesse constante de 1 m{s. Il est clair que la flèche mettra 10 s pour toucher l’arbre. En 5 s, elle
aura parcouru la moitié de son chemin. On le note :

temps “ 5s` . . .

Reste 5 m à faire. En 2.5 s, elle aura fait la moitié de ce chemin, soit 2.5m “ 10
4 m. On le note :

temps “ 10
2 s` 10

4 s`

Reste 2.5m à faire. La moitié de ce trajet, soit 10
8 m, est parcouru en 10

8 s ; on le note encore, mais
c’est la dernière fois !

temps “ 10
2 s` 10

4 s` 10
8 s`

En continuant ainsi à regarder la flèche qui parcourt des demi-trajets puis des moitiés de demi-
trajets et encore des moitiés de moitiés de demi-trajets, et en sachant que le temps total est 10s,
on trouve :

10
ˆ

1
2 ` 1

4 ` 1
8 ` 1

16 ` . . .

˙
“ 10.

On doit donc croire que la somme jusqu’à l’infini des inverses des puissances de deux vaut 1 :
8ÿ

n“1

1
2n “ 1.

Cela peut être démontré à la loyale.
113. Définition 10.40.



11.16. MINI INTRODUCTION AUX NOMBRES P -ADIQUES 867

11.16.2 La tortue et Achille

Maintenant qu’on est convaincu que des sommes infinies peuvent représenter des nombres tout
à fait normaux, passons à un truc plus marrant.

Achille, qui marche peinard à 10 m{h, part avec 1m d’avance sur une tortue qui avance à 1 m{h.
Le temps que la tortue arrive au point de départ d’Achille, Achille aura parcouru 10m, et le temps
que la tortue mettra pour arriver à ce point, eh bien, Achille ne sera déjà plus là : il sera à 100m.
Si la tortue tient bon pendant un temps infini, et si l’on est confiant en le genre de raisonnements
faits à la section 11.16.1, elle rattrapera Achille dans

1m` 10m` 100m` 1000m` . . .

Autant dire que ça ne risque pas d’arriver. Et pourtant, mettons en équations :
"
xAchileptq “ 1 ` 10t (11.820a)
xtortueptq “ t. (11.820b)

La tortue rejoint Achille au temps t tel que xAchilleptq “ xtortueptq. Un mini calcul donne t “ ´1{9.
Physiquement, c’est une situation logique. Peut-on en déduire une égalité mathématique du style
de

1 ` 10 ` 100 ` 1000 ` . . . “ ´1
9 ???

Là où les choses deviennent jolies, c’est quand on cherche à voir ce que peut bien être la valeur
d’un hypothétique x “ 1 ` 10 ` 100 ` 1000 ` . . .. En effet, logiquement on devrait avoir

x

10 “ 1
10 ` 1 ` 10 ` 100 ` . . .

“ 1
10 ` x.

Reste à résoudre l’équation du premier degré : x
10 “ x` 1

10 . Ai-je besoin de donner la solution ?

11.16.3 Dans les nombres p-adiques, c’est vrai

Nous nous proposons d’apprendre sur les nombres p-adiques juste ce qu’il faut pour montrer
que l’égalité

8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 (11.821)

est vraie dans les nombres 5-adiques. Tout ce qu’il faut est sur wikipedia.
Soit a P N et p, un nombre premier. La valuation p-adique de a est l’exposant de p dans la

décomposition de a en nombres premiers. On la note vppaq. Pour un rationnel on définit

vp

´a
b

¯
“ vppaq ´ vppbq (11.822)

La valeur absolue p-adique de r P Q est

|r|p “ p´vpprq. (11.823)

Nous posons |0|p “ 0. De là nous considérons la distance

dppx, yq “ |x´ y|p. (11.824)

Lemme 11.267.
L’espace pQ, dpq est un espace métrique 114.

114. Définition 7.106

http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_p-adique
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Nous considérons maintenant p “ 5. Étant donné que a “ 5 · 2 nous avons v5p10q “ 1 et

v5

ˆ
1
9

˙
“ v5p1q ´ v5p9q “ 0. (11.825)

Nous avons
Nÿ

k“0
10k ` 1

9 “ 10N`1

9 (11.826)

mais
vp

ˆ
10N`1

9

˙
“ v5p10N`1q ´ v5p9q “ N ` 1. (11.827)

Par conséquent

d5
` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ |10N`1

9 |p “ p´pN`1q. (11.828)

En passant à la limite,

lim
NÑ8 d5

` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ 0, (11.829)

ce qui signifie que 115
8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 . (11.830)

115. Voir la définition 11.80 de la convergence d’une série dans un espace métrique.



Chapitre 12

Analyse réelle : limites et dérivation

12.1 Limite de fonctions

12.1.1 Définition

La définition générale de la limite est 7.101. Dans le cas de fonctions R Ñ R, elle peut s’écrire
de façon plus efficace. La proposition suivante montre comment fonctionne la limite pour une
fonction définie sur tout R.

Proposition 12.1 (Caractérisation de la limite).
Soit une fonction f : R Ñ R définie sur R et a P R. La fonction f admet la limite ℓ pour x Ñ a
si et seulement si il existe un réel ℓ tel que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă |x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.1)

Démonstration. Il s’agit de montrer l’équivalence avec la définition 7.101. Nous allons faire un
usage intensif de la proposition 7.109.

(i) Sens direct Soient ϵ ą 0 et V “ Bpℓ, ϵq. Alors il existe un voisinage W de a dans R tel que

f
`
W ztau˘ Ă V. (12.2)

Soit δ tel que Bpa, δq Ă W . Nous avons encore

f
`
Bpa, δqztau˘ Ă V. (12.3)

Soit maintenant x P R tel que 0 ă |x ´ a| ă δ. Cela signifie x P Bpa, δqztau. Pour un tel x
nous avons donc fpxq P Bpℓ, ϵq, c’est-à-dire |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.

(ii) Dans l’autre sens Soient un voisinage V de ℓ et ϵ ą 0 tel que Bpℓ, ϵq Ă V . Nous considérons
δ tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour tout x satisfaisant 0 ă |x´ a| ă δ.
Avec tout cela nous posons W “ Bpx, δq, et nous avons

f
`
W ztau˘ Ă Bpℓ, ϵq Ă V. (12.4)

Si aucun nombre ℓ ne vérifie la condition de la définition, alors on dit que la fonction n’admet
pas de limite en a. Lorsque f possède la limite ℓ en a, nous notons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ. (12.5)

La proposition suivante a déjà été démontrée dans la proposition 7.104. Nous en donnons ici
une démonstration adaptée au cas R Ñ R.

Proposition 12.2.
Soit une fonction f : D Ñ R. Si a est un point d’accumulation de D et si il existe une limite de f
en a, alors il en existe une seule.

869
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Démonstration. Nous prouvons qu’il ne peut pas exister deux nombres ℓ ‰ ℓ1 vérifiant tous les
deux la condition (12.1).

Soient ℓ et ℓ1 deux limites de f au point a. Par définition, pour tout ϵ nous avons des nombres
δ et δ1 tels que

|x´ a| ă δ ñ ˇ̌
fpxq ´ ℓ

ˇ̌ ă ϵ

|x´ a| ă δ1 ñ ˇ̌
fpxq ´ ℓ1 ˇ̌ ă ϵ

(12.6)

Pour fixer les idées, supposons que δ ă δ1 (le cas δ ě δ1 se traite de la même manière).
Étant donné que a est un point d’accumulation du domaine D de f , il existe un x P D tel que

|x ´ a| ă δ. Évidemment, nous avons aussi |x ´ a| ă δ1. Les conditions (12.6) signifient alors que
ce x vérifie en même temps

|fpxq ´ ℓ| ă ϵ, (12.7)

et
|fpxq ´ ℓ1| ă ϵ. (12.8)

Afin de prouver que ℓ “ ℓ1, nous allons maintenant calculer |ℓ ´ ℓ1| et montrer que cette distance
est plus petite que tout nombre. Nous avons (voir remarque 12.3)

|ℓ´ ℓ1| “ |ℓ´ fpxq ` fpxq ´ ℓ1| ď |ℓ´ fpxq| ` |fpxq ´ ℓ1| ă ϵ` ϵ. (12.9)

En résumé, pour tout ϵ ą 0 nous avons

|ℓ´ ℓ1| ă 2ϵ, (12.10)

et donc |ℓ´ ℓ1| “ 0, ce qui signifie que ℓ “ ℓ1.

Remarque 12.3.
Les inégalités (12.9) utilisent deux techniques très classiques en analyse qu’il convient d’avoir bien
compris. La première est de faire

|A´B| “ |A´ C ` C ´B|. (12.11)

Il s’agit d’ajouter ´C ` C dans la norme. Évidemment, cela ne change rien.
La seconde technique est l’inégalité

|A`B| ď |A| ` |B|. (12.12)

Exemple 12.4.
Considérons la fonction fpxq “ 2x, et calculons la limite limxÑ3 fpxq. Vu que fp3q “ 6, nous nous
attendons à avoir ℓ “ 6. C’est ce que nous allons prouver maintenant. Pour chaque ϵ ą 0 nous
devons trouver un δ ą 0 tel que |x ´ 3| ă δ implique |fpxq ´ 6| ă ϵ. En remplaçant fpxq par sa
valeur en fonction de x et avec quelques manipulations nous trouvons :

|fpxq ´ 6| ă ϵ

|2x´ 6| ă ϵ

2|x´ 3| ă ϵ

|x´ 3| ă ϵ

2

(12.13)

Donc dès que |x´ 3| ă ϵ
2 , nous avons |fpxq ´ 6| ă ϵ. Nous posons donc δ “ ϵ

2 .
Plus généralement, nous avons limxÑa fpxq “ 2a, et cela se prouve en étudiant |fpxq ´ 2a|

exactement de la même manière. △
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12.1.2 Quelques règles de calcul

Les opérations simples passent à la limite, sauf la division pour laquelle il faut faire attention
au dénominateur.

Proposition 12.5.
Soient deux fonctions f, g : R Ñ R. Nous supposons que limxÑa fpxq “ α et limxÑa gpxq “ β.
Alors

(1) La fonction f ` g a une limite x Ñ a qui vaut limxÑapf ` gqpxq “ α ` β,
(2) La fonction fg a une limite en a, qui vaut limxÑapfgqpxq “ αβ,
(3) si il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas, et si β ‰ 0, alors la fonction f{g

a une limite en a qui vaut limxÑa
fpxq
gpxq “ α

β .

Démonstration. En plusieurs points.
(i) La somme Soit ϵ ą 0. Soient δ1 ą 0 et δ2 ą 0 tels que

0 ă |x´ a| ă δ1 ñ |fpxq ´ α| ă ϵ (12.14a)
0 ă |x´ a| ă δ2 ñ |gpxq ´ β| ă ϵ. (12.14b)

En prenant δ ď mintδ1, δ2u, si 0 ă |x´ a| ď δ alors

|fpxq ` gpxq ´ α ´ β| ď |fpxq ´ α| ` |gpxq ´ β| ď 2ϵ. (12.15)

(ii) Le produit Nous prenons ϵ, δ1 et δ2 dans les mêmes conditions que pour la somme. Nous
majorons comme ceci :

|fpxqgpxq ´ αβ| ď |fpxqgpxq ´ αgpxq| ` |αgpxq ´ αβ| (12.16a)
“ |gpxq||fpxq ´ α| ` |α||gpxq ´ β| (12.16b)
ď ϵ

`|gpxq| ` |α|˘ (12.16c)
ď ϵ

`|β| ` ϵ` |α|˘. (12.16d)

La dernière ligne majore |gpxq| ď |β| ` ϵ.
(iii) Le quotient Soit ϵ ą 0. Nous considérons δ ą 0 tel que nous ayons simultanément |fpxq ´

α| ă ϵ, |gpxq ´ β| ă ϵ et gpxq ‰ 0 pour tout x P Bpa, δq. Nous avons alors le calcul

|fpxq
gpxq ´ α

β
| ď |fpxq

gpxq ´ α

gpxq | ` | α

gpxq ´ α

β
| (12.17a)

ď | 1
gpxq ||fpxq ´ α| ` |α|| 1

gpxq ´ 1
β

| (12.17b)

Nous avons la majoration
1

|gpxq| ď 1
|β| ´ ϵ

, (12.18)

et comme β ‰ 0, nous pouvons supposer que ϵ est assez petit pour que le dénominateur ne
s’annule pas. En ce qui concerne le second terme de (12.17b),

1
gpxq ´ 1

β
“ β ´ gpxq

gpxqβ . (12.19)

Ici aussi nous pouvons majorer 1{gpxq. Le numérateur se majore par ϵ. En remettant tout ça
dans (12.17b), nous avons une majoration qui tend vers zéro lorsque ϵ Ñ 0.

Le résultat suivant est pratique pour le calcul des limites.
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Proposition 12.6.
Quand la limite existe, nous avons

lim
xÑa

fpxq “ lim
ϵÑ0

fpa` ϵq,
ce qui correspond à un « changement de variables » dans la limite.

Démonstration. Si A “ limxÑa fpxq, par définition,

@ϵ1 ą 0, Dδ tel que |x´ a| ď δ ñ |fpxq ´A| ď ϵ1. (12.20)

La seule subtilité de la démonstration est de remarquer que si |x ´ a| ď δ, alors x peut être écrit
sous la forme x “ a` ϵ pour un certain |ϵ| ď δ. En remplaçant x par a` ϵ dans la condition 12.20,
nous trouvons

@ϵ1 ą 0, Dδ tel que |ϵ| ď δ ñ |fpa` ϵq ´A| ď ϵ1, (12.21)
ce qui signifie exactement que limϵÑ0 fpa` ϵq “ A.

Il y a une petite différence de point de vue entre limxÑa fpxq et limϵÑ0 fpa`ϵq. Dans le premier
cas, on considère fpxq, et on regarde ce qu’il se passe quand x se rapproche de a, tandis que dans
le second, on considère fpaq, et on regarde ce qu’il se passe quand on s’éloigne un tout petit peu
de a. Dans un cas, on s’approche très près de a, et dans l’autre on s’en éloigne un tout petit peu.
Le contenu de la proposition 12.6 est de dire que ces deux points de vue sont équivalents.

En plus d’être linéaire, la limite possède les deux propriétés suivantes.

Proposition 12.7.
Si f et g sont deux fonctions qui admettent une limite en a, alors

lim
xÑa

pfgqpxq “ lim
xÑa

fpxq · lim
xÑa

gpxq. (12.22)

Si de plus limxÑa gpxq ‰ 0, alors

lim
xÑa

ˆ
f

g

˙
pxq “ limxÑa fpxq

limxÑa gpxq . (12.23)

Théorème 12.8.
Si

lim
xÑa

fpxq “ b, (12.24)

alors
lim
xÑa

pλfqpxq “ λb (12.25)

pour n’importe quel λ P R.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Afin de prouver la propriété (12.25), il faut trouver un δ tel que pour
tout x dans ra ´ δ, a ` δs, on ait |pλfqpxq ´ λb| ď ϵ. Cette dernière inégalité est équivalente à
|λ||fpxq ´ b| ď ϵ. Nous devons donc trouver un δ tel que

|fpxq ´ b| ď ϵ

|λ| . (12.26)

soit vraie pour tout x dans ra´ δ, a` δs. Mais l’hypothèse (12.24) dit précisément qu’il existe un
δ tel que pour tout x dans ra´ δ, a` δs on ait cette inégalité.

Théorème 12.9.
Si

lim
xÑa

fpxq “ b1 (12.27a)

lim
xÑa

gpxq “ b2, (12.27b)

alors
lim
xÑa

pf ` gqpxq “ b1 ` b2. (12.28)
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Démonstration. Soit ϵ ą 0. Par hypothèse, il existe δ1 tel que

|fpxq ´ b1| ď ϵ

2 (12.29)

dès que |x´ a| ď δ1. Il existe aussi δ2 tel que

|gpxq ´ b2| ď ϵ

2 . (12.30)

dès que |x ´ a| ď δ2. Notons l’astuce de prendre ϵ{2 dans la définition de limite pour f et g.
Maintenant, ce qu’on voudrait c’est un δ tel que l’on ait |pf`gqpxq´pb1`b2q| ď ϵ dès que |x´a| ď δ.
Constatons que δ “ mintδ1, δ2u fonctionne. En effet, en utilisant l’inégalité |a` b| ď |a| ` |b|, nous
trouvons :

|pf ` gqpxq ´ pb1 ` b2q| “ |pfpxq ´ b1q ` pgpxq ´ b2q| ď |fpxq ´ b1| ` |gpxq ´ b2|. (12.31)

Comme on suppose que |x´a| ď δ, on a évidemment |x´a| ď δ1, et donc l’équation (12.29) tient.
Mais si |x´ a| ď δ, on a aussi |x´ a| ď δ2, et donc l’équation (12.30) tient également. Chacun des
deux termes de (12.31) est donc plus petits que ϵ{2, et donc, le tout, est plus petit que ϵ, ce qu’il
fallait montrer.

Proposition 12.10.
La limite est linéaire : pour toutes fonctions f et g admettant une limite en a et pour tout réels λ
et µ.

lim
xÑa

pλf ` µgqpxq “ λ lim
xÑa

fpxq ` µ lim
xÑa

gpxq. (12.32)

Démonstration. Il s’agit seulement des deux propriétés des théorèmes 12.8 et 12.9.

Lemme 12.11.
Soient un espace vectoriel normé E ainsi qu’une fonction f : R Ñ E telle que limtÑ0 fptq “ v.
Alors pour tout λ P R nous avons

lim
tÑ0

fpλtq “ v. (12.33)

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation (12.1) de la limite. Soit ϵ ą 0. Soit δ ą 0 tel que
}fptq ´ v} ă ϵ pour tout |t| ă δ. Nous considérons alors δ1 “ δ{|λ|.

Si |t| ă δ1, alors |λt| ă δ et nous avons bien }fpλtq ´ v} ă ϵ.

Proposition 12.12 ([313]).
Soient des fonctions f, g : R Ñ R telles que limxÑa fpxq “ ℓ et limxÑa gpxq “ ℓ1 ‰ 0. Alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “ ℓ

ℓ1 . (12.34)

Démonstration. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´ ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ “ |ℓ1fpxq ´ gpxqℓ|

|gpxqℓ1| . (12.35)

Soit s, un minorant de |gpxq| sur un voisinage de a ; puisque la limite en a est ℓ1 ‰ 0, nous
pouvons prendre par exemple s “ |ℓ1|{2 : |gpxq| ą |ℓ1|{2 sur Bpa, δq dès que δ est assez petit. Nous
considérons x P Bpa, δq. Avec cela nous avons :

ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´ ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ “ |ℓ1fpxq ´ gpxqℓ|

|gpxqℓ1| (12.36a)

ď 2
|ℓ1|

ˆ |ℓ1fpxq ´ gpxqℓ|
|ℓ1|

˙
(12.36b)

ď 2
|ℓ1|2

`|ℓ1fpxq ´ ℓℓ1| ` |ℓℓ1 ´ gpxqℓ|˘ (12.36c)

“ 2
|ℓ1|2

`|ℓ1||fpxq ´ ℓ| ` |ℓ||ℓ1 ´ gpxq|˘. (12.36d)
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Nous avons utilisé la règle du produit de valeurs absolues du lemme 1.371(7).
Soient ϵ ą 0 et δ tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ et |gpxq ´ ℓ1| ă ϵ pour tout x P Bpa, δq. Avec cela nous

avons ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´ ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

|ℓ1|2`|ℓ1| ` |ℓ|˘ϵ. (12.37)

D’où la limite attendue.

Lemme 12.13.
Si limxÑa fpxq “ b avec a, b P R, alors il existe un δ ą 0 et un M ą 0 tels que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq| ď M.

Ce que signifie ce lemme, c’est que quand la fonction f admet une limite finie en un point,
alors il est possible de majorer la fonction sur un intervalle autour du point.

Démonstration. Cela va être démontré par l’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de δ ni de M
qui vérifient la condition. Dans ce cas, pour tout δ et pour tout M , il existe un x tel que |x´a| ď δ
et |fpxq| ą M . Ceci est valable pour tout M , donc, prenons par exemple, b` 1000. Ainsi

@δ ą 0, Dx tel que |x´ a| ď δ et |fpxq| ą b` 1000. (12.38)

Cela signifie qu’aucun δ ne peut convenir dans la définition de limxÑa fpxq “ b, ce qui contredit
les hypothèses.

Dans le même ordre d’idée, on peut prouver que si la limite de la fonction en un point est
positive, alors elle est positive autour de ce point. Plus précisément, nous avons la proposition
suivante.

Proposition 12.14.
Si f est une fonction telle que limxÑa fpxq ą 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel f est
positive.

Démonstration. Supposons que limxÑa fpxq “ y0. Par la définition de la limite, nous avons pour
tout x dans un voisinage autour de a, |fpxq ´ a| ă ϵ. Ceci est valable pour tout ϵ, pourvu que le
voisinage soit assez petit. Si nous choisissons un voisinage pour lequel |fpxq ´ a| ă y0

2 , alors, sur
ce voisinage, f est positive.

Théorème 12.15.
Si

lim
xÑa

fpxq “ b1 et lim
xÑa

gpxq “ b2, (12.39)

alors
lim
xÑa

pfgqpxq “ b1b2. (12.40)

Démonstration. Soit ϵ ą 0, et tentons de trouver un δ tel que |fpxqgpxq ´ b1b2| ď ϵ dès que
|x´ a| ď δ. Nous avons

|fpxqgpxq ´ b1b2| “ |fpxqgpxq ´ b1b2 ` fpxqb2 ´ fpxqb2|
“ ˇ̌

fpxq`gpxq ´ b2
˘ ` b2

`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

ď ˇ̌
fpxq`gpxq ´ b2

˘ˇ̌ ` ˇ̌
b2
`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

“ |fpxq||gpxq ´ b2| ` |b2||fpxq ´ b1|.
(12.41)

Maintenant, nous savons par le lemme 12.13 que pour un certain δ1, la quantité |fpxq| peut être
majorée par un certain M dès que |x´a| ď δ1. Prenons donc un tel δ1, et supposons que |x´a| ď δ1.
Nous savons aussi que pour n’importe quel choix de ϵ2 et ϵ3, il existe des nombres δ2 et δ3 tels que



12.2. LIMITES POINTÉES ET ÉPOINTÉES 875

|fpxq ´ b1| ď ϵ2 et |gpxq ´ b1| ď ϵ3 dès que |x ´ a| ď δ2 et |x ´ a| ď δ3. Dans ces conditions, la
dernière expression (12.41) se réduit à

|fpxqgpxq ´ b1b2| ď Mϵ2 ` |b2|ϵ3. (12.42)

Pour terminer la preuve, il suffit de choisir ϵ2 et ϵ3 tels que Mϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ, et puis prendre
δ “ mintδ1, δ2, δ3u.

Remettons les choses dans l’ordre. On se donne un ϵ au départ. La première chose est de trouver
un δ1 qui permette de majorer |fpxq| par M selon le lemme 12.13, et puis, choisissons ϵ2 et ϵ3 tels
que Mϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ. Ensuite, nous prenons, en vertu des hypothèses de limites pour f et g, les
nombres δ2 et δ3 tels que |fpxq ´ b1| ď ϵ2 et |gpxq ´ b2| ď ϵ3 dès que |x´ a| ď δ2 et |x´ a| ď δ3.

Si avec tout ça on prend δ “ mintδ1, δ2, δ3u, alors la majoration et les deux inégalités sont
valables en même temps, et au final

|fpxqgpxq ´ b1b2| ď Mϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ,

ce qu’il fallait prouver.

À l’aide de ces petits résultats, nous pouvons déjà calculer pas mal de limites. Nous pouvons
déjà par exemple, calculer les limites de tous les polynômes en tous les nombres réels. En effet,
nous connaissons la limite de la fonction fpxq “ x. La fonction x ÞÑ x2 n’est rien d’autre que le
produit de f par elle-même. Donc

lim
xÑa

x2 “ `
lim
xÑa

x
˘

·
`

lim
xÑa

x
˘ “ a2.

De la même façon, nous trouvons facilement que

lim
xÑa

xn “ an. (12.43)

Lemme 12.16.
Soit t P R. Nous avons

lim
xÑ8

1
x

intpxtq “ t (12.44)

où int est la fonction partie entière définie en 1.457.

Démonstration. En vertu du lemme 1.457, nous avons y “ intpyq ` fracpyq avec fracpyq P r0, 1r.
Nous avons donc

1
x

intpxtq “ 1
x

`
xt´ fracpxtq˘ (12.45a)

“ xt

x
` fracpxtq

x
(12.45b)

“ t` fracpxtq
x

. (12.45c)

Puisque fracpxtq P r0, 1r, nous avons

lim
xÑ8

fracpxtq
x

“ 0. (12.46)

D’où la limite demandée.

12.2 Limites pointées et épointées

La limite d’une fonction en un point a déjà été définie en 7.101. Nous introduisons maintenant
une notion très ressemblante.
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Définition 12.17 (limite pointée[341]).
Soient X et Y deux espaces topologiques, A une partie de X, f une application de A dans Y , a un
point de X adhérent à A et ℓ un point de Y . On dit que ℓ est une limite pointée de f au point a
si pour tout voisinage V de ℓ, il existe un voisinage W de a tel que pour tout point x de W X A,
l’image fpxq appartient à V .

Quelques notations et vocabulaire.
(1) Nous allons limiter notre discussion au cas des fonctions R Ñ R.
(2) La limite de la définition 7.101 sera provisoirement nommée limite épointée, pour ne pas

causer de confusion.
(3) Pour bien distinguer la limite pointée de la limite épointée, nous allons noter LP xÑafpxq

pour la limite pointée et LExÑafpxq pour la limite épointée.
(4) Nous allons utiliser la caractérisation 10.78 de la continuité de f en un point.
(5) Nous allons utiliser la caractérisation 12.1 de la limite épointée.

Lemme 12.18.
Si une fonction f : R Ñ R vérifie LP xÑafpxq “ ℓ, alors elle vérifie LExÑafpxq “ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’existence de la limite pointée dit qu’il existe δ ą 0 tel que |x´a| ă δ
implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. À fortiori, si 0 ă |x´a| ă δ nous avons aussi |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. Donc la limite
épointée, par la caractérisation 12.1.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 12.19 ([342]).
Soit la fonction

f : R Ñ R

x ÞÑ
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(12.47)

Nous avons
(1) LExÑ0fpxq “ 0.
(2) La limite pointée de f en 0 n’existe pas.

Démonstration. En deux parties.
(i) Pour (1) Pour tout x P Bp0, δqzt0u nous avons fpxq “ 0. Donc la limite épointée suit.
(ii) Pour (2) Soit δ ą 0. Le lemme 1.424 nous assure qu’il existe x P s´δ, 0r. Ce x est dans

Bp0, δq et vérifie fpxq “ 0. Nous avons aussi x “ 0 dans la même boule. Donc f
`
Bp0, δq˘

contient au moins les nombres 1 et 0.
Il n’existe donc pas de ℓ tel que tout f

`
Bp0, δq˘ soit dans Bpℓ, ϵq.

Lemme 12.20.
Soit une fonction f : Rztau Ñ R. Alors la limite pointée de f en a existe si et seulement si la
limite épointée existe. Dans ce cas, elles sont égales.

Démonstration. En trois parties. Nous notons Ω “ Rztau le domaine de f .
(i) Si la limite pointée existe, alors l’épointée existe Soit ϵ ą 0. L’existence de la limite

pointée dit qu’il existe δ ą 0 tel que f
`
Bpa, δq X Ω

˘ Ă Bpℓ, ϵq. Comme Bpa, δq X Ω “
Bpa, δqztau, nous avons la condition épointée.

(ii) Si la limite épointée existe, alors la pointée existe Du même tonneau.
(iii) Égalité Le jeu des boules du premier point prouve l’égalité au passage.
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Que faut-il donc ajouter à la limite épointé pour obtenir une limite pointée ? Réponse dans le
lemme suivant.

Lemme 12.21.
Soit une fonction f : R Ñ R. Nous avons

LP xÑafpxq “ ℓ (12.48)

si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :
(1) LExÑafpxq “ ℓ

(2) Soit f n’existe pas en a, soit f est continue en a.

Démonstration. En deux parties.
(i) ñ L’existence d’une limite pointée implique celle de la limite épointée, et l’égalité entre les

deux. Donc LExÑafpxq “ ℓ. Supposons que f existe en a. Soit ϵ ą 0. L’existence d’une
limite pointée signifie qu’il existe δ ą 0 tel que |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.
En particulier avec x “ a nous avons |fpaq ´ ℓ| ă ϵ pour tout ϵ. Donc fpaq “ ℓ.

(ii) ð Nous supposons que LExÑafpxq “ ℓ. Si f n’existe pas en a, alors les limites pointée et
épointée coïncident 1. Si par contre f existe en a et fpaq “ ℓ, alors nous travaillons.
Soit ϵ ą 0. Il existe δ ą 0 tel que x P Bpa, δqztau implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. Mais si x “ a nous
avons |fpxq ´ ℓ| “ 0 ă ϵ. Au final nous avons |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour tout x P Bpa, δq. Donc
LP xÑafpxq “ ℓ.

Lemme 12.22 (limite et continuité).
Supposons que LExÑafpxq “ ℓ et que f est continue en a. Alors fpaq “ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’hypothèse sur la limite dit qu’il existe δ1 ą 0 tel que 0 ă |x´a| ă δ1
implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.

L’hypothèse de continuité, avec la caractérisation 10.78, dit qu’il existe δ2 ą 0 tel que |x´a| ă δ2
implique |fpxq ´ fpaq| ă ϵ.

Nous considérons un δ ą 0 plus petit que δ1 et que δ2. Soit aussi un x satisfaisant 0 ă |x´a| ă δ.
Nous avons

|fpaq ´ ℓ| ď |fpaq ´ fpxq| ` |fpxq ´ ℓ| ď 2ϵ. (12.49)

Puisque cela est valide pour tout x, nous déduisons que fpaq “ ℓ.

12.2.1 Théorèmes de composition de limites

La proposition suivante formalise le fait que la limite pointée soit stable par composition.

Théorème 12.23.
Soient des fonctions g : R Ñ R et f : Ω Ñ R avec Ω Ă R telles que

(1) LP xÑagpxq “ ℓ

(2) LP yÑℓfpyq “ b.
(3) gpRq Ă Ω

Alors
LP xÑapf ˝ gqpxq “ b. (12.50)

1. Lemme 12.20.
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Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’hypothèse de limite pour f donne η ą 0 tel que

|y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.51)

Soit δ ą 0 tel que |x´ a| ă δ implique |gpxq ´ ℓ| ă η.
Avec tout ça, si |x ´ a| ă δ nous avons |gpxq ´ ℓ| ă η et en appliquant l’implication (12.51) à

y “ gpxq nous trouvons |f`gpxq˘ ´ b| ă ϵ.

Le théorème suivant, qui traite de la composition de limites pointées, montre que la limite
épointée ne passe pas gratuitement à la composition.

Théorème 12.24.
Soient des fonctions g : R Ñ R et f : Ω Ñ R avec Ω Ă R telles que

(1) LExÑagpxq “ ℓ

(2) LEyÑℓfpyq “ b.
(3) gpRq Ă Ω
(4) Soit ℓ R Ω, soit f est continue en ℓ.

Alors
LExÑapf ˝ gqpxq “ b. (12.52)

Démonstration. Nous notons Ω le domaine de f . Ce sera R ou Rztℓu selon le cas traité dans (4).
Soit ϵ ą 0. L’hypothèse de limite épointée pour f nous dit qu’il existe η ą 0 tel que

y P Ω XBpℓ, ηqztℓu (12.53)

implique |fpyq ´ b| ă ϵ.
L’hypothèse de limite épointée pour g, appliquée à ce η dit qu’il existe δ ą 0 tel que 0 ă

|x´ a| ă δ implique |gpxq ´ ℓ| ă η.

(i) Si f n’existe pas en ℓ Supposons avoir 0 ă |x ´ a| ă η. Alors nous avons |gpxq ´ ℓ| ă δ.
Notons qu’il est impossible d’avoir gpxq “ ℓ parce que nous avons supposé gpRq Ă Ω et que
ℓ n’est pas dans Ω.
Nous avons quand même 0 ă |gpxq ´ ℓ| ă δ. La condition de limite pour f appliquée à
y “ gpxq donne alors |f`gpxq˘ ´ b| ă ϵ, ce qui signifie la limite épointée (12.52).

(ii) Si f est continue en ℓ Le lemme 12.22 dit qu’alors fpℓq “ b. L’hypothèse de limite époin-
tée sur f dit que

0 ă |y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.54)

Mais puisque fpℓq “ b, nous avons en réalité

|y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.55)

Supposons donc que 0 ă |x´ a| ă δ. Alors |gpxq ´ ℓ| ă η. En appliquant (12.55) à y “ gpxq
nous trouvons

|fpyq ´ b| ă ϵ. (12.56)

12.25.
Les deux théorèmes sont incomplets. En effet, le théorème « pointé » 12.23 ne traite pas le cas où
seules des limite épointées existent. Il est donc moins général que le théorème « épointé » 12.24. En
contrepartie, le théorème « épointé » ne parvient pas à conclure à l’existence d’une limite pointée
dans le cas où elle existe. Sa conclusion est donc moins forte.
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Nous devons donc nous atteler à écrire un théorème qui traite tous les cas en obtenant la
conclusion la plus forte possible dans chaque cas. Nous allons supposer que

"
LExÑagpxq “ ℓ (12.57a)
LEyÑℓfpyq “ b. (12.57b)

Ensuite, les différents cas seront divisés selon quatre critères :
(1) g existe en a ou pas.
(2) f existe en ℓ ou pas.
(3) g est continue ou pas en a.
(4) f est continue ou pas en ℓ.

Cela fait 24 “ 16 combinaisons. Heureusement certaines sont impossibles : si une fonction n’existe
pas en un point, elle ne peut pas y être continue.

Nous avons donc 9 cas résumés dans le théorème suivant.

gpaq 1 1 1 1 1 1 0 0 0
fpℓq 1 1 1 1 0 0 1 1 0
g P C0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
f P C0 1 0 1 0 0 0 1 0 0

(12.58)

Théorème 12.26 ([1]).
Soient des fonctions f et g telles que

"
LExÑagpxq “ ℓ (12.59a)
LEyÑℓfpyq “ b. (12.59b)

(1) Si f est continue en ℓ et si g est continue en a, alors f ˝ g est continue en a.
(2) Nous supposons :

(2a) g définie en a

(2b) f définie en ℓ

(2c) g continue en a

(2d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien.
(3) Nous supposons :

(3a) g définie en a

(3b) f définie en ℓ

(3c) g non continue en a

(3d) f continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
(4) Nous supposons :

(4a) g définie en a

(4b) f définie en ℓ

(4c) g non continue en a

(4d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien.
(5) Nous supposons :

(5a) g définie en a

(5b) f non définie en ℓ

(5c) g continue en a

(5d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
(6) Nous supposons :
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(6a) g définie en a

(6b) f non définie en ℓ

(6c) g non continue en a

(6d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
(7) Nous supposons :

(7a) g non définie en a

(7b) f définie en ℓ

(7c) g non continue en a

(7d) f continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
(8) Nous supposons :

(8a) g non définie en a

(8b) f définie en ℓ

(8c) g non continue en a

(8d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien.
(9) Nous supposons :

(9a) g non définie en a

(9b) f non définie en ℓ

(9c) g non continue en a

(9d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.

Démonstration. Cas par cas.

(i) Cas (1) C’est le théorème 10.83 de composition de la continuité.
(ii) Cas (2) l’exemple du lemme 12.19.
(iii) Cas (3) Théorème 12.24.
(iv) Cas (4) Le contre-exemple dans ce cas est g “ 10 et f “ 10.
(v) Cas (5) Théorème 12.24.
(vi) Cas (6) Théorème 12.24.
(vii) Cas (7) Théorème 12.24.

(viii) Cas (8) Contre-exemple, un peu artificiel, avec gpxq “ 10pxq
x . C’est une fonction qui vaut

0 partout sauf en 0 où elle n’existe pas. Ensuite pour f , nous prenons l’indicatrice de t0u :
f “ 10. Pour tout x ‰ 0 nous avons

pf ˝ gqpxq “ 10

ˆ
10pxq
x

˙
“ 10p0q “ 1. (12.60)

Donc LExÑ0pf ˝ gqpxq “ 1.
Mais nous avons pourtant

"
LExÑ0gpxq “ 0 (12.61a)
LEyÑ0fpxq “ 0. (12.61b)

(ix) Cas (9) Théorème 12.24.
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12.2.2 Discussion pointée Vs épointée

Résumé :
(1) Dans l’éducation nationale et dans les programmes en France, c’est la limite pointée qui est

donnée.
(2) Dans le Frido ce sera la limite épointée. Autrement dit, nous réserverons la notation lim et

le mot « limite » pour la limite épointée.
(3) De toutes façons, ça ne change pratiquement rien nulle part. Vous pourriez terminer l’agré-

gation sans vous en rendre compte. Vous pouvez sauter toute la discussion et reprendre une
vie normale.

Le débat pour savoir quelle est la « meilleure » notion a déjà fait couler de nombreux octets[343,
344, 342, 345, 346].

12.2.2.1 La limite pointée est plus simple au départ

Il est vrai que la limite pointée est plus simple de premier abord.

12.2.2.2 Le théorème de composition

Le théorème de composition des limites pointées 12.23 est plus propre que le théorème de
composition épointé 12.24. Intuitivement, on voudrait que la limite d’une fonction composée soit
la composée des limites. Et ça c’est vrai pour la limite pointée, pas pour l’épointée.

12.2.2.3 Limite d’une fonction discontinue mais qui existe

Que pensez-vous que la limite en l’infini de la fonction suivante « devrait » être ?

f : r0,8s Ñ R

x ÞÑ
#
x2 si x ‰ 8
0 si x “ 8

(12.62)

Là, tant que x s’approche de 8 sans l’atteindre, il n’y a vraiment que de la croissance à perte de
vue ; jusqu’à l’horizon et au-delà.

On pourrait faire la même remarque avec la fonction indicatrice de t0u. Qu’est-ce que la limite
en zéro « devrait » être ?

12.2.2.4 Point d’étape

Aucune des deux limites ne donne le résultat « attendu » dans les deux cas. Toutes deux font
une chose bien, et une chose pas bien.

12.2.2.5 Limite d’une fonction discontinue mais qui existe

Prenons la fonction indicatrice de t0u :

f : R Ñ R

x ÞÑ
#

1 si x “ 0
0 sinon.

(12.63)

En utilisant la limite pointée, on peut exprimer deux choses :
— la limite pointée en zéro n’existe pas
— la fonction n’est pas continue en zéro.
En utilisant la limite épointée, on peut exprimer deux choses :

— la limite épointée en zéro existe et vaut zéro.
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— la fonction n’est pas continue en zéro.
La première paire d’informations est compatible avec la fonction 1{x. Autrement dit, la valeur

« inattendue » que prend f en zéro casse tout ce qu’on aurait pu dire sur un voisinage de zéro.
La seconde paire d’informations donne au moins une idée de ce qu’il se passe autour de zéro.

On peut en déduire, par exemple, que f est intégrable sur un voisinage de zéro parce qu’elle y est
bornée et que la valeur en un point ne fait rien à l’intégrabilité 2.

12.2.2.6 L’enseignement du cas précédent

La limite épointée donne une information sur ce qu’il se passe « autour » du point sans rien dire
de ce qu’il se passe « sur » le point. Si nécessaire, la continuité complète l’information en précisant
ce qu’il se passe « sur » le point.

Certaines questions n’ont pas besoin de savoir ce qu’il se passe en un seul point.
La limite épointée « refuse » de dire ce qu’il se passe autour du point parce qu’il y a un problème

juste sur ledit point. Un seul point se comporte mal et tout le voisinage passe sous le radar.

12.2.2.7 La limite épointée est plus riche

La classe des fonction admettant une limite pointée est plus grande que celle admettant une
limite épointée (lemme 12.18). L’utilisation de la limite épointée permet de décrire quelques cas
supplémentaires par rapport à ce que l’on peut faire seulement avec la limite pointée.

Pour être plus précis, comme je le disait précédemment, en 12.25, aucune des deux notions
n’est satisfaisante seule :

— mettez de la limite pointée dans les hypothèses, vous aurez un théorème moins général ;
— mettez de la limite pointée dans la thèse, vous aurez un résultat plus fort.
Le vrai intérêt de la limite épointée est que en combinaison avec la notion de continuité permet

d’être plus général et plus précis que ce qu’on peut obtenir avec la limite pointée. Dit autrement,
le couple (limite épointée, continuité) est plus fort que le couple (limite pointée, continuité).

D’un certain point de vue, oui, la limite pointée est plus simple, mais elle est plus simple parce
qu’elle donne moins d’informations.

12.2.2.8 Retour sur le théorème de composition

Le vrai théorème de composition est le théorème 12.26. Lui, il passe en revue tous les cas
possibles et donne le plus de conclusions possibles dans chaque cas.

Ce théorème s’exprime de façon à peu près convenable à l’aide de limite épointée et de conti-
nuité. J’attends de voir le même avec une limite pointée et la continuité.

Je suis très ouvert à la discussion si c’est pour avoir quelque chose de plus simple produisant
les mêmes résultats. Je ne suis par contre pas très ouvert pour avoir quelque chose de plus simple,
mais donnant moins de résultats. C’est toujours facile d’avoir des résultats plus courts, plus simples
et plus intuitifs quand on se contente de moins.

12.2.2.9 En français

La limite épointée rend l’idée de « s’approcher sans atteindre ». En français l’expression « être
à la limite de tel résultat » signifie le plus souvent être très proche du résultat, mais ne pas y être.

12.2.2.10 La question est pédagogique

Tant qu’on ne m’a pas montré comment on exprime le théorème de composition 12.26 avec des
limites pointées, je resterai sur cette idée : la limite pointée est plus simple, mais elle dit moins.

2. Peut-être qu’il faut ajouter que f est mesurable ? Mais peut-être que l’existence de la limite implique la mesurabilité ?
Dites-moi ce que vous en pensez.
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Cela n’est cependant pas spécialement bloquant. Après tout, ça dépend de ce qu’on veut. D’un
point de vue pédagogique, la limite pointée introduit autant de ϵ et de δ qu’on le veut, et permet
d’introduire tous les concepts utiles en analyse.

La question est de savoir à quel point on est prêt à se compliquer la vie pour avoir des théorèmes
un micro-cheveu plus complets. Le choix du Frido est de recevoir la difficulté avec résignation et
de l’endurer avec courage, pour le plaisir d’avoir des théorèmes qui donnent un peu plus d’infor-
mation 3.

12.2.2.11 En fait ça ne change presque rien

Certains craignent qu’utiliser la limite pointée demande d’ajuster beaucoup de résultats un
peu partout[347]. Le Frido contient à ma connaissance seulement deux théorèmes dont l’énoncé
contient une subtilité due au choix épointé. Le fameux théorème de composition 12.24, et le lemme
12.218.

Le fait est que l’on ne calcule presque jamais de limites en une valeur où la fonction existe. Si
on calcule une limite, c’est précisément parce qu’on regarde un point où la fonction n’existe pas.

Exemples :

— Quand on calcule une dérivée, on calcule

lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

. (12.64)

Cette fonction de ϵ n’existe pas lorsque ϵ “ 0. Donc les limites pointées et épointées sont
identiques.

— De même, l’étude du sinus cardinal fpxq “ sinpxq{x (lemme 20.214) est une fonction dont
ça ne viendrait à l’idée de personne de calculer la limite pour x Ñ 4. Et ça tombe bien : la
seule limite que ça donne envie de calculer est

lim
xÑ0

sinpxq
x

. (12.65)

Et encore une fois, la fonction dans le limite n’existe pas au point limite.

— Beaucoup de conditions d’intégrabilité demandent des limites à l’infini. Là encore, ce sont
des limites vers des points où la fonction n’existe pas. Franchement, qui va vouloir définir

f : r0,8s Ñ R

x ÞÑ
#
x2 si x ‰ 8
0 si x “ 8

(12.66)

sans rigoler ? OK. Pour cette fonction, il y a une différence entre la limite pointée et épointée.
Mais franchement, c’est bien la limite épointée qui donne le résultat « intuitif ».

12.2.2.12 Si vous avez quand même envie de discuter

Essayez de garder votre salive pour des sujets importants.

— L’intégrale de Kurzweil-Henstock[348] contre Lebesgue. Là au moins, il y a des choses non
triviales à dire, et des vrais résultats mathématiques à la clef.

— L’utilisation de τ au lieu de π.

3. C’est une de mes citation préférées. Comme nous sommes entre adultes, je vous donne la référence : [347]. Si
vous n’avez pas 18 ans, on peut vraiment se demander si le Frido est vraiment une lecture de votre âge.
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12.2.2.13 En très résumé

Si vous ne voulez pas lire toute ma prose, voici ce dont vous devez être conscient :
(1) La limite épointée est celle utilisée partout sauf en France.
(2) La limite épointée est un peu plus compliquée que la limite pointée, mais elle permet de

prouver plus de choses. En témoigne le théorème « complet » de composition 12.26 que je
doute être facile à exprimer à l’aide des limites pointées et de la continuité 4.

(3) La limite pointée « cache » l’information sur tout le voisinage de a si la fonction se comporte
mal juste en a.

Une fois que vous êtes conscients de ces quelque points, vous faites comme vous voulez ; ça n’a
pratiquement aucune importance. La seule position indéfendable est celle de prendre la limite
pointée et de ne pas prévenir la lectrice que les sources autres que françaises donnent une définition
différente.

12.3 Limites en l’infini
Non, sur R nous n’allons pas ajouter 8 avec la topologie d’Alexandrov de la définition 7.97.

Nous n’allons pas considérer R̂ “ RY t8u.

Définition 12.27 (Droite réelle achevée[350]).
Nous considérons l’ensemble

R̄ “ RY t`8,´8u (12.67)

où `8 et ´8 ne sont pas des éléments de R.
Nous mettons sur R̄ la relation d’ordre en prenant celle de R à laquelle nous ajoutons les règles

(1) ´8 ă x pour tout x P RY t`8u
(2) `8 ą x pour tout x P RY t´8u.

Nous mettons une topologie sur R̄ en donnant la base 5 suivante :
— sa, br,
— sa,`8s,
— r´8, br

pour tous réels a et b.

12.28.
La notation « 8 » peut désigner l’unique élément ajouté dans du compactifié d’Alexandrov 6 aussi
bien que l’élément infini positifs dans la droite réelle achevée. Si vous faites attention au contexte 7,
ça ne devrait pas poser de problèmes.

Certaines autrices réservent « 8 » pour Alexandrov et écrivent toujours « `8 » et « ´8 »
pour la droite réelle achevée.

Lemme 12.29 ([1]).
La topologie sur R induite de celle sur R̄ est la topologie usuelle.

Démonstration. Nous notons τR la topologie de R, τR̄ celle de R̄ et τi celle induite de R̄ sur R.
Nous devons prouver que τi “ τR.

(i) τi Ă τR Un élément de τi est de la forme O “ RX A où A est un élément de τR̄. Vu que A
est un ouvert de R̄, il est une réunion d’éléments de la base de topologie 8 ; donc A “ Ť

iPI Ai
où les Ai sont des trois types listés dans la définition 12.27.

4. Il y a bien entendu moyen. Voir par exemple [349]. Sans ironie, je trouve ce théorème fascinant.
5. Base de topologie, définition 7.2.
6. Le compactifié d’Alexandrov R̂, définition 7.97.
7. Vous devez toujours avoir parfaitement clairement en tête la topologie que vous manipulez.
8. C’est la proposition 7.2 qui dit ça.
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(1) Si Ai “ sa, br alors RXA “ sa, br est un ouvert de R.
(2) Si Ai “ sa,`8s, alors RXAi “ sa,`8r est un ouvert de R.
(3) Si Ai “ r´8, br, même chose.

Donc RXA “ Ť
iPIpRXAiq est une union d’ouverts de R.

(ii) τR Ă τi Comme les sa, br forment une base de topologie de R, l’ensemble τi contient une
base de topologie de R et donc contient tout τR.

Proposition 12.30 ([1]).
Soit une suite pxkq dans R̄ “ R Y t˘8u. Nous avons xk R̄ÝÑ `8 si et seulement si pour tout
M ą 0 il existe un N ą 0 tel que n ě N implique xn ą M .

Démonstration. En deux parties.
(i) ñ Pour tout voisinage A de `8, il existe un N tel que n ě N implique xn P A. Soit donc le

voisinage sM,`8s, et le N correspondant. Nous avons alors, pour tout n ě N , xn P sM,`8s
et donc xn ě M .

(ii) ð Soit un ouvert A contenant `8. Nous avons A “ Ť
iPI Ai où les Ai sont des trois types

listés dans la définition 12.27. Comme `8 P A, pour au moins un des i, nous avons Ai “
sa,`8r.
Prenons N tel que n ě N implique xn ą a. Alors pour n ě N nous avons xn P A.

Lemme 12.31 ([1]).
Soient x ą 1 dans R et n ě 1 dans N. Alors xn ě x.

Démonstration. Pour n “ 1, nous avons xn “ x donc d’accord. Supposons que xn ě x pour un
certain n P N, et prouvons que xn`1 ě x.

Calcul avec justifications en-dessous :

xn`1 “ xxn (12.68a)
ě xx (12.68b)
ě x. (12.68c)

Justifications :
— Pour (12.68b) hypothèse de récurrence.
— Pour (12.68c), lemme 1.418.

Lemme 12.32.
Nous considérons l’espace topologique de la droite réelle achevée 9 R̄. Si n ě 1 nous avons

lim
xÑ`8x

n “ `8 (12.69)

et
lim

xÑ`8
1
xn

“ 0. (12.70)

Démonstration. Si V est un voisinage de `8, alors nous devons montrer qu’il existe un voisinage
W de `8 tel que xn P V pour tout x P W .

Un ouvert est une union d’éléments de la base de topologie 10. Nous voyons que V contient au
moins une partie de la forme sR,`8s. Nous supposons que R ą 1.

9. Définition 12.27.
10. C’est la définition 7.2.
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Si x ą R ą 1, alors nous avons xn ě x (lemme 12.31) et donc

xn ě x ą R, (12.71)

ce qui signifie x P V .
En prenant W “ sR,`8s, nous avons bien Wn Ă V . Cela prouve (12.69).
En ce qui concerne la seconde limite, la démonstration est du même type. Remarquez seulement

que vous n’avez pas formellement le droit d’utiliser la proposition 12.12 en invoquant 1
`8 “ 0.

12.3.1 Limite en des nombres

Nous posons la définition suivante.

Définition 12.33.
Lorsque a P R, on dit que la fonction f tend vers l’infini quand x tend vers a si

@M P R, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ fpxq ě M quand x P dom f.

Cela signifie que l’on demande que dès que x est assez proche de a (c’est-à-dire dès que |x´a| ď
δ), alors fpxq est plus grand que M , et que l’on peut trouver un δ qui fait ça pour n’importe quel
M . Une autre façon de le dire est que pour toute hauteur M , on peut trouver un intervalle de
largeur δ autour de a 11 tel que sur cet intervalle, la fonction f est toujours plus grande que M .

Montrons sur un dessin pourquoi je disais que la fonction x Ñ 1{x n’est pas de ce type.
Le problème est qu’il n’existe par exemple aucun intervalle autour de 0 sur lequel f serait

toujours plus grande que 10. En effet n’importe quel intervalle autour de 0 contient au moins un
nombre négatif. Or quand x est négatif, f n’est certainement pas plus grande que 10. Nous y
reviendrons.

Pour l’instant, montrons que la fonction fpxq “ 1{x2 est une fonction qui vérifie la défini-
tion 12.33. Avant de prendre n’importe quel M , prenons par exemple 100. Nous avons besoin
d’un intervalle autour de zéro sur lequel f est toujours plus grande que 100. C’est vite vu que
fp0.1q “ fp´0.1q “ 100, donc l’intervalle r´ 1

10 ,
1
10 s convient. Partout dans cet intervalle, f est plus

grande que 100. Partout ? Ben non : en x “ 0, la fonction n’est même pas définie, donc c’est un
peu dur de dire qu’elle est plus grande que 100. C’est pour cela que nous avons ajouté la condition
« quand x P dom f » dans la définition de la limite.

Prenons maintenant un M P R arbitraire, et trouvons un intervalle autour de 0 sur lequel f est
toujours plus grande que M . La réponse est évidemment l’intervalle de largeur 1{?

M , c’est-à-dire
„

´ 1?
M
,

1?
M

ȷ
.

12.3.2 Limites quand tout va bien

D’abord définissons ce qu’on entend par la limite d’une fonction en un point quand il n’y a
aucun infini en jeu.

Définition 12.34.
On dit que la fonction f tend vers b quand x tend vers a si

@ϵ ą 0, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ b| ď ϵ quand x P dom f.

Dans ce cas, nous notons
lim
xÑa

fpxq “ b. (12.72)

Commençons par un exemple très simple : prouvons que limxÑ0 x “ 0. C’est donc a “ b “ 0
dans la définition. Prenons ϵ ą 0, et trouvons un intervalle autour de zéro tel que partout dans
l’intervalle, x ď ϵ. Bon ben c’est clair que δ “ ϵ fonctionne.

Plus compliqué maintenant, mais toujours sans surprises.
11. C’est-à-dire un intervalle de la forme ra´ δ, a` δs.
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Proposition 12.35.

lim
xÑ0

x2 “ 0.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. On veut un intervalle de largeur δ autour de zéro tel que x2 soit plus
petit que ϵ sur cet intervalle. Cette fois-ci, le δ qui fonctionne est δ “ ?

ϵ. En effet un élément de
l’intervalle r´δ, δs est un r de valeur absolue plus petite ou égale à δ :

|r| ď δ “ ?
ϵ.

En prenant le carré de cette inégalité on a :

r2 ď ϵ,

ce qu’il fallait prouver.

Calculer et prouver des valeurs de limites, mêmes très simples, devient vite de l’arrachage de
cheveux à essayer de trouver le bon δ en fonction de ϵ si on n’a pas quelques théorèmes généraux.
Heureusement nous en avons déjà quelques uns : 12.10, 12.7, 12.8, 12.9, 12.12.

Proposition 12.36 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R une application continue dont la variable y varie dans un compact I de R. Alors
la fonction

d : R Ñ R

x ÞÑ sup
yPI

fpx, yq (12.73)

est continue.

Démonstration. Soit x0 fixé. Prouvons que d est continue en x0. Nous notons y0 la valeur de y qui
réalise le maximum (par le théorème 10.52 et le fait que les fonctions projection soient continues,
lemme 7.190). Soit aussi ϵ ą 0 tellement fixé que même avec un tournevis hydraulique, il ne
bougerait pas. Nous considérons δ tel que si }px, yq ´ px0, y0q} ď δ alors }fpx, yq ´ fpx0, y0q} ă ϵ.

Si |x ´ x0| ă δ alors pour y assez proche de y0 nous avons }px, yq ´ px0, y0q} ď δ, et donc
}fpx, yq ´ fpx0, y0q} ď ϵ. Cela montre qu’il existe δ tel que |x´ x0| ď δ implique dpxq ě dpx0q ´ ϵ.

Nous devons encore trouver un δ tel que si |x´ x0| ď δ alors dpxq ď dpx0q ` ϵ. Supposons que
non. Alors pour tout δ il existe un x tel que |x´ x0| ď δ et dpxq ą dpx0q ` ϵ. Cela nous donne une
suite xi Ñ x0.

Pour chaque xi nous notons yi la valeur de y qui réalise le supremum correspondant. La suite
pyiq étant contenue dans un compact nous supposons prendre une sous-suite de pxiq telle que la
suite pyiq converge. Nous nommons a la limite (et non y0 parce que nous ne savons pas si yi Ñ y0).
Pour chaque i nous avons

fpxi, yiq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ϵ. (12.74)

En prenant la limite et en utilisant la continuité de f ,

fpx0, aq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ϵ, (12.75)

ce qui est impossible.

12.3.3 Limites de fonctions

Tentons de comprendre ce que signifie qu’un nombre ℓ ne soit pas la limite de f lorsque x Ñ a.
Il s’agit d’inverser la condition de la proposition 9.249(2). Le nombre ℓ n’est pas une limite de f
pour x Ñ a lorsque

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx tel que 0 ă }x´ a} ă δ et }fpxq ´ ℓ} ą ε, (12.76)

c’est-à-dire qu’il existe un certain seuil ε tel qu’on a beau s’approcher aussi proche qu’on veut de
a (distance δ), on trouvera toujours un x tel que fpxq n’est pas ε-proche de ℓ.
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Lemme 12.37 (Unicité de la limite).
Si ℓ et ℓ1 sont deux limites de fpxq lorsque x tend vers a, alors ℓ “ ℓ1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons δ tel que }fpxq´ℓ} ă ε pour tout x tel que }x´a} ă δ.
De la même manière, nous prenons δ1 tel que }x´ a} ă δ1 implique }fpxq ´ ℓ1} ă ε. Pour les x tels
que }x´ a} est plus petit que δ et δ1 en même temps, nous avons

}ℓ´ ℓ1} “ }ℓ´ fpxq ` fpxq ´ ℓ1} ď }ℓ´ fpxq} ` }fpxq ´ ℓ1} ă 2ε, (12.77)

et donc }ℓ´ ℓ1} “ 0 parce que c’est plus petit que 2ε pour tout ε.

Proposition 12.38 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé pV, }.}q et a P V . Soient encore un voisinage A de a et deux
fonctions f, g : Aztau Ñ R qui admettent une limite en a.

Si fpxq ď gpxq pour tout x P Aztau alors

lim
xÑa

fpxq ď lim
xÑa

gpxq. (12.78)

Proposition 12.39.
Si f : R Ñ RY t˘8u est continue et croissante, alors il existe ℓ P RY t˘8u tel que

lim
xÑ8 fpxq “ ℓ. (12.79)

12.3.4 Limite à gauche et à droite

Si a est à l’intérieur du domaine de f , nous savons ce que signifie limxÑa fpxq. Nous donnons
également une définition des limites à gauche et à droite.

Définition 12.40.
Soient D Ă R et une fonction f : D Ñ R. Si a P AdhpDq nous définissons la limite à droite de
f en a par

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa

f̃pxq (12.80)

où f̃ est la fonction f restreinte à DX tx tel que x ą au. La limite (12.80) est souvent écrite sous
la forme condensée

lim
xÑa
xąa

fpxq. (12.81)

Pour la limite à gauche c’est un peu la même chose :

lim
xÑa´

fpxq “ lim
xÑa
xăa

fpxq. (12.82)

Lemme 12.41.
Soient D Ă R et une fonction f : D Ñ R. Si a P AdhpDq nous avons limxÑa` fpxq “ ℓ si et
seulement si pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que x P sa, a` δr XD implique fpxq P Bpℓ, ϵq.
Démonstration. Nous avons les équivalences entre les propriétés suivantes, en utilisant la définition
7.101 de la limite :

(1) limxÑa` fpxq “ ℓ

(2) limxÑa f̃pxq “ ℓ

(3) Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que si x P Bpa, δq XD X tx ą au alors fpxq P Bpℓ, ϵq
(4) Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que si x P sa, a` δr XD alors fpxq P Bpℓ, ϵq
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Proposition 12.42 ([351]).
Soit une fonction f : D Ñ R où D est une partie de R. Si a P AdhpDq alors la limite limxÑa fpxq
existe si et seulement si les limites à gauche et à droite existent et sont égales. Dans ce cas nous
avons égalité :

lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa´

fpxq. (12.83)

Démonstration. En deux parties.

(i) ñ Nous disons que limxÑa fpxq “ ℓ. Si V est un voisinage de ℓ, il existe un voisinage U de
a tel que f

`
U X Dztau˘ Ă V . En particulier il existe un δ ą 0 tel que si x P sa, a ` δr X D,

alors |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. Cela est la limite à droite (lemme 12.41).
(ii) ð Soit ϵ ą 0. Par la limite à droite, il existe δ1 ą 0 tel que f

`sa, a` δ1r XD
˘ Ă Bpℓ, ϵq. Par

la limite à gauche, il existe δ2 tel que f
`sa´ δ2, ar XD

˘ Ă Bpℓ, ϵq
En prenant δ “ mintδ1, δ2u nous avons bien f

`
Bpa, δqXDztau˘ Ă Bpℓ, ϵq comme le demande

la définition de la limite.

12.43.
Quelques remarques à propos de la proposition 12.42.

(1) Cette proposition ne se généralise pas aux dimensions supérieures. Dans R2 par exemple, il
ne faudrait pas croire que si les limites suivant toutes les directions existent alors la limite
existe.

(2) Cette proposition est souvent utilisée pour calculer des limites dans lesquelles interviennent
des valeurs absolues. Par exemple, durant la démonstration de la proposition 12.356.

12.4 Limite en compactifié d’Alexandrov

Nous considérons l’espace topologique localement compact R, et son compactifié d’Alexandrov
défini en 7.97. Nous avons donc un point supplémentaire noté 8. Ce point n’est ni du côté des
grands nombres positifs, ni du côté des grands nombres négatifs. Il n’est ni `8 ni ´8.

Proposition 12.44.
Dans cet espace topologique R̂ “ RY t8u,

lim
xÑ0

1
x

“ 8. (12.84)

Démonstration. Soit un voisinage V de 8 dans R̂. Il s’écrit V “ KcYt8u pour un certain compact
de R. Le théorème 10.24 nous assure que K est borné. Donc il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Pour x P Bp0, 1{Rq nous avons ˇ̌

ˇ̌1
x

ˇ̌
ˇ̌ ą R, (12.85)

et donc 1{x P Kc. Donc aussi 1
x P V .

De la même façon, dans CY t8u nous avons

lim
zÑ0

1
z

“ 8. (12.86)

12.45.
Je vous laisse deviner la topologie à considérer sur R̄ “ RYt`8,´8u. Dans cet espace topologique
la limite limxÑ0

1
x n’existe pas.
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12.4.1 Prolongement par continuité

12.4.1.1 Discussion avec mon ordinateur

Voici un extrait de ce que peut donner Sage. Nous lui donnons la fonction

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 . (12.87)

Cette fonction est inventée exprès pour que le dénominateur s’annule en ´4. En fait 3x2 `10x´8 “
px` 4qp3x´ 2q, et la fraction peut se simplifier en

fpxq “ 1
3x´ 2 . (12.88)

Et avec cela nous écririons fp´4q “ ´ 1
14 . Voyons comment cela passe dans Sage.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.2, Release Date: 2012-07-25 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=(x+4)/(3*x**2+10*x-8)
sage: f(-4)
---------------------------------------------------------------------------
ValueError Traceback (most recent call last)
ValueError: power::eval(): division by zero

Il produit donc une erreur de division par zéro. Cela n’est pas étonnant. Pourtant si on lui demande,
il est capable de simplifier. En effet :

sage: f.simplify_full()
x |--> 1/(3*x - 2)
sage: f.simplify_full()(-4)
-1/14

Nous considérons la question suivante : étant donné une fonction f définie sur Iztx0u, est-il
possible de définir f en x0 de telle façon à ce qu’elle soit continue ?

Exemple 12.46.
La fonction

f : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x

(12.89)

n’est pas définie pour x “ 0 et il n’y a pas moyen de définir fp0q de telle sorte que f soit continue
parce que limxÑ0

1
x n’existe pas. △

12.4.1.2 Limite et prolongement

Reprenons l’exemple de la fonction (12.87) que mon ordinateur refusait de calculer en zéro :

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 “ x` 4

px` 4qp3x´ 2q . (12.90)

Cette fonction a une condition d’existence en x “ ´4. Et pourtant, tant que x ‰ ´4, cela a un
sens de simplifier les px` 4q et d’écrire

fpxq “ 1
3x´ 2 .
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Étant donné que pour toute valeur de x différente de ´4, la fonction f s’exprime de cette façon,
nous avons

lim
xÑ´4

fpxq “ lim
xÑ´4

ˆ
1

3x´ 2

˙
.

Oui, mais la fonction 12 gpxq “ 1{p3x´2q est continue en ´4 et donc sa limite vaut sa valeur. Nous
en déduisons que

lim
xÑ´4

fpxq “ ´ 1
14 .

Que dire maintenant de la fonction ainsi définie ?

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ ´4
´1{14 si x “ ´4.

(12.91)

Cette fonction est continue en ´4 parce qu’elle y est égale à sa limite. Les étapes suivies pour
obtenir ce résultat sont :

— Repérer un point où la fonction n’existe pas,
— calculer la limite de la fonction en ce point, et en particulier vérifier que cette limite existe,

ce qui n’est pas toujours le cas,
— définir une nouvelle fonction qui vaut partout la même chose que la fonction originale, sauf

au point considéré où l’on met la valeur de la limite.
C’est ce qu’on appelle prolonger la fonction par continuité parce que la fonction résultante
est continue. La prolongation de f par continuité est donc en général définie par

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ y

limyÑx fpyq si x “ y
(12.92)

Dans le cas que nous regardions,
fpxq “ x` 4

3x2 ` 10x´ 8 ,

le prolongement par continuité est donné par

f̃ “ 1
3x´ 2 . (12.93)

Remarquons que cette fonction n’est toujours pas définie en x “ 2{3.

12.4.2 Prolongement par continuité

Proposition-Définition 12.47 (Prolongement par continuité).
Soit f : Iztx0u Ñ R telle que limxÑx0 fpxq “ ℓ P R. La fonction

f̃ : I Ñ R

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ x0

ℓ si x “ x0

(12.94)

est une fonction continue sur I et est appelée le prolongement par continuité de f en x0.

Vous noterez que dans cet énoncé nous demandons ℓ P R. Les cas ℓ “ ˘8 sont donc exclus.

12.48.
Le lemme 12.64 donnera un autre gros morceau de prolongement par continuité. Là, ce ne sera pas
juste une valeur qui manquera, mais carrément la majorité des valeurs ; mais par contre, ce ne sera
pas vraiment de la prolongation par continuité, mais de la prolongation par Cauchy-continuité.

12. Cette fonction g n’est pas f parce que g a en plus l’avantage d’être définie en ´4.
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Exemple 12.49.
La fonction

f : Rzt´3, 2u Ñ R

x ÞÑ x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q

(12.95)

admet pour limite limxÑ´3 fpxq “ 4
5 . Son prolongement par continuité en x “ ´3 est donné par

f̃pxq “ x´ 1
x´ 2 . (12.96)

Notons que les fonctions f et f̃ ne sont pas identiques : l’une est définie pour x “ ´3 et l’autre
pas. Lorsqu’on fait le calcul

x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q “ px´ 1qpx` 3q

px` 3qpx´ 2q “ x´ 1
x´ 2 , (12.97)

la simplification n’est pas du tout un acte anodin. Le dernier signe « “ » est discutable parce que
les deux dernières expressions ne sont pas égales pour tout x ; elles ne sont égales « que » pour les
x pour lesquels les deux expressions existent. △

Les fonctions trigonométriques donneront quelques exemples intéressants de prolongements par
continuité. Voir l’exemple 18.242. Et une avec la fonction logarithme dans l’exemple 15.112.

12.4.3 Théorème de la bijection

À propos de la continuité de l’application réciproque dans divers cas, voir le thème 34.

Lemme 12.50 ([1]).
Si I est un intervalle de R, et si x P AdhpIq, alors x est dans une des trois situations suivantes 13 :

(1) x P IntpIq
(2) x “ infpIq
(3) x “ suppIq

Démonstration. Soit a P AdhpIq. Nous supposons que a n’est pas dans l’intérieur de I, et nous
prouvons que nous sommes dans un des deux autres cas. Soit ϵ ą 0.

(i) a` ϵ n’est pas un minorant Vu que a est dans l’adhérence de I, pour tout n, il existe xn
dans Bpa, 1{nq X I. En choisissant n assez grand, nous avons

xn ă a` 1
n

ă a` ϵ, (12.98)

de telle sorte que a` ϵ ne soit pas un minorant de I.
(ii) a´ ϵ n’est pas un majorant De même nous avons xn ą a´ 1

n ą a´ ϵ.
(iii) a ě x ou a ď x pour tout x P I Nous devons encore prouver que soit a ě x pour tout

x P I, soit que a ď x pour tout x P I. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe x´, x` P I
tels que

x´ ă a ă x`. (12.99)

Vu que I est un intervalle nous avons rx´, x`s Ă I. Alors en prenant r ă px` ´ x´q{2 nous
avons

Bpa, rq Ă sx´, x`r Ă I, (12.100)

ce qui signifierait que a est dans l’intérieur de I.

13. Définitions de suprémum et d’infimum 1.442.
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Lemme 12.51 ([352]).
Soient un intervalle I et une application continue f : I Ñ R. Elle est injective si et seulement si
elle est strictement monotone.

Démonstration. En deux parties.
(i) Si f est injective Nous prouvons que f est strictement monotone par l’absurde en suppo-

sant qu’elle ne l’est pas. Si f n’est pas strictement monotone sur I, il existe x1, x2, x3 et x4
dans I tels que

x1 ă x1 x3 ă x4

fpx1q ď fpx2q fpx3q ě fpx4q. (12.101)

Vu que I est un intervalle, tous les points entrex1, x2, x3 et x4 sont dans I. Nous pouvons
donc définir

g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ f
`
tx1 ` p1 ´ tqx2

˘ ´ f
`
tx2 ` p1 ´ tqx4

˘
.

(12.102)

Nous avons
gp0q “ fpx3q ´ fpx4q ě 0
gp1q “ fpx1q ´ fpx2q ď 0.

(12.103)

Le théorème des valeurs intermédiaires 10.87 nous indique qu’il existe t0 P r0, 1s tel que
gpt0q “ 0. Nous posons alors u “ t0x1 ` p1 ´ t0qx3 et v “ t0x2 ` p1 ´ t0qx4, de telle sorte que

0 “ gpt0q “ fpuq ´ fpvq. (12.104)

Mais u ‰ v parce que x1 ă x2 et x3 ă x4. Nous avons contredit l’injectivité de f .
(ii) Si f est strictement monotone Supposons que f soit strictement croissante. Nous de-

vons prouver que f est injective. Pour cela supposons que fpuq “ fpvq avec u, v P I. Nous
avons alors

"
fpuq ď fpvq (12.105a)
fpuq ě fpvq. (12.105b)

Par stricte monotonie nous en déduisons que u ď v et que u ě v, autrement dit, que u “ v.

Proposition 12.52 ([353, 1]).
Une surjection monotone d’une partie X de R vers un intervalle est continue 14. Nous sommes
dans une des trois situations du lemme 12.50.

Démonstration. Soit une application monotone g : X Ñ I où I est un intervalle. Nous supposons
dans un premier temps que g est croissante. Soit un ouvert V dans I. Nous allons montrer que
g´1pV q est ouvert dans X.

Pour cela nous considérons x P g´1pV q et nous posons y “ gpxq. Nous allons prouver qu’il
existe un voisinage U de x vérifiant gpUq Ă V .

Le nombre y est dans un des trois cas du lemme 12.50.
(i) y est à l’intérieur de I Il existe r ą 0 tel que Bpy, rq Ă V . Nous posons alors 0 ă α ă r,

et choisissons x´ P g´1py´αq et x` P g´1py`αq. Vu que g est surjective sur I, ces nombres
existent dans X. Par croissance de g, nous avons

x´ ă x ă x`. (12.106)

Enfin nous considérons la partie U “ sx´, x`r XX. Ce U est un ouvert contenant x.
Avec tout ça nous avons gpUq Ă V .

14. Pour les topologies induites de X et de I. Dans le cas de I, si il est ouvert, c’est la topologie usuelle.
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(ii) Si y “ suppIq Il existe r tel que sy ´ r, ys Ă V . Nous considérons x´ P g´1py ´ rq, et nous
posons U “ sx´,8r XX. Avec cela nous avons

gpUq Ă sy ´ ϵ, ys Ă V. (12.107)

(iii) Si y “ infpIq Dans ce cas nous avons un r tel que ry, y ` rr Ă V . Nous considérons x` P
g´1py ` rq et l’ouvert s´8, x`r XX. Nous avons encore gpUq Ă V .

Nous devons encore prouver le cas où g est décroissante. Dans ce cas la fonction hpxq “ ´gpxq
est croissante et surjective sur l’intervalle ´I. Elle est donc continue. Si h est continue, alors g est
continue.

Proposition 12.53.
Soient f : I Ñ J une bijection et f´1 : J Ñ I sa réciproque. Alors pour tout x0 P I nous avons

f´1`fpx0q˘ “ x0 (12.108)

et pour tout y0 P J nous avons
f
`
f´1py0q˘ “ y0. (12.109)

Démonstration. Nous prouvons la relation (12.108) et nous laissons (12.109) comme exercice au
lecteur.

Soit x0 P I. Posons y0 “ fpx0q. La définition de l’application réciproque est que pour y P J ,
f´1pyq est l’unique élément x de I tel que fpxq “ y. Donc f´1py0q est l’unique élément de I dont
l’image est y0. C’est donc x0 et nous avons f´1py0q “ x0, c’est-à-dire

f´1`fpx0q˘ “ x0. (12.110)

Théorème 12.54 (Théorème de la bijection).
Soit I un intervalle et f une fonction continue et strictement monotone de I dans R. Nous avons
alors :

(1) fpIq est un intervalle de R ;
(2) La fonction f : I Ñ fpIq est bijective
(3) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est strictement monotone de même sens que f ;
(4) La fonction f : I Ñ fpIq est un homéomorphisme, c’est-à-dire que f´1 : fpIq Ñ I est conti-

nue.

Démonstration. Prouvons les choses point par point.
(1) Supposons pour fixer les idées que f est monotone croissante 15.

Soient a ă b dans fpIq. Par définition il existe x1, x2 P I tels que a “ fpx1q et b “ fpx2q.
La fonction f est continue sur l’intervalle rx1, x2s et vérifie fpx1q ă fpx2q. Donc le théorème
des valeurs intermédiaires 10.87 nous dit que pour tout t dans rfpx2q, fpx2qs, il existe un
x0 P rx1, x2s tel que fpx0q “ t. Cela montre que toutes les valeurs intermédiaires entre a et
b sont atteintes par f et donc que fpIq est un intervalle.

(2) Nous prouvons maintenant que f est bijective en prouvant séparément qu’elle est surjective
et injective.

(i) f est surjective Une fonction est toujours surjective depuis un intervalle I vers l’ensemble
Image f .

(ii) f est injective Soit x ‰ y dans I ; pour fixer les idées nous supposons que x ă y. La
stricte monotonie de f implique que fpxq ă fpyq ou que fpxq ą fpyq. Dans tous les cas
fpxq ‰ fpyq.

15. Traitez en tant qu’exercice le cas où f est décroissante.
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La fonction f est donc bijective.
(3) Comme d’accoutumée nous supposons que f est croissante. Soient y1 ă y2 dans fpIq ; nous

devons prouver que f´1py1q ď f´1py2q. Pour cela nous considérons les nombres x1, x2 P I
tels que fpx1q “ y1 et fpx2q “ y2. Nous allons en prouver la contraposée en supposant que
f´1py1q ą f´1py2q. En appliquant f (qui est croissante) à cette dernière inégalité il vient

f
`
f´1py1q˘ ě f

`
f´1py2q˘, (12.111)

ce qui signifie
y1 ě y2 (12.112)

par l’équation (12.109).
(4) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est une fonction monotone et surjective, donc continue par la

proposition 12.52.

Exemple 12.55.
La fonction

f : r2, 3s Ñ r4, 9s
x ÞÑ x2 (12.113)

est une bijection. Sa réciproque est la fonction

f´1 : r4, 9s Ñ r2, 3s
x ÞÑ ?

x.
(12.114)

△

12.5 Limite et continuité
Voir les remarques dans l’index thématique 29 pour comprendre la place et la portée de ce qui

va venir à propos de limite et de continuité.

Théorème 12.56 (Limite et continuité).
La fonction f est continue au point a si et seulement si limxÑa fpxq “ fpaq.
Démonstration. Nous commençons par supposer que f est continue en a, et nous prouvons que
limxÑa fpxq “ fpaq. Soit ϵ ą 0 ; ce qu’il nous faut c’est un δ tel que |x ´ a| ď δ implique
|fpxq ´ fpaq| ď ϵ. La caractérisation 10.78 de la continuité donne l’existence d’un δ comme il nous
faut.

Dans l’autre sens, c’est-à-dire prouver que f est continue au point a sous l’hypothèse que
limxÑa fpxq “ fpaq, la preuve se fait de la même façon.

Nous en déduisons que si nous voulons gagner quelque chose à parler de limites, il faut prendre
des fonctions non continues. En effet, si une fonction est continue en un point, la limite ne donne
aucune nouvelle information que la valeur de la fonction elle-même en ce point.

Prenons une fonction qui fait un saut. Pour se fixer les idées, prenons celle-ci :

fpxq “
#

2x si x Ps ´ 8, 2r
x{2 si x P r2,`8r (12.115)

Essayons de trouver la limite de cette fonction lorsque x tend vers 2. Étant donné que f n’est pas
continue en 2, nous savons déjà que limxÑ2 fpxq ‰ fp2q. Donc ce n’est pas 1. Cette limite ne peut
pas valoir 4 non plus parce qu’en prenant n’importe quel ϵ, la valeur de fp2 ` ϵq est très proche
de 2, et donc, ne peut pas s’approcher de 4. En fait, on peut facilement vérifier que aucun nombre
ne vérifie la condition de limite pour f en 2. Nous disons que la limite n’existe pas.
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Il ne faudrait pas en déduire trop vite que si une fonction n’est pas continue en a, alors la limite
x Ñ a n’existe pas. Ce que dit le théorème 12.56 est que si une fonction n’est pas continue en a,
alors sa limite (si elle existe) ne vaut pas fpaq.
Exemple 12.57 (Un exemple de continuité ; Thème 29).
Soit la fonction

fpxq “
#
x si x ‰ 0
4 si x “ 0.

(12.116)

Cette fonction n’est pas continue en x “ 0, et pourtant la limite existe : limxÑ0 fpxq “ 0. Etudions
cela en détail, pour nous assurer de ce qu’il se passe.

Considérons l’ouvert s3, 5r. L’image réciproque de cet ouvert par f est la partie s3, 5r Y t0u qui
n’est pas ouvert. Donc la fonction f n’est pas continue comme fonction R Ñ R.

Considérons pour comprendre la restriction f : r´1, 1s Ñ R. L’image inverse de s3, 5r par cette
fonction est t0u qui n’est pas un ouvert.

Plus généralement tant qu’on considère des restrictions de f sur des parties contenant un
voisinage de 0, la fonction ne peut pas être continue 16.

Voyons ce qu’il en est de la continuité ponctuelle de f en x “ 0. La définition 7.32 est celle de
la continuité en un point ; elle dit que f sera continue en 0 si fp0q “ 4 est une limite de f . Nous
voilà parti vers la définition 7.101.

Soit le voisinage V “ s3, 5r de fp0q. Quel que soit le voisinage W de 0 dans R, il existe un
ϵ ą 0 tel que W Ă Bp0, ϵq. Nous avons alors

f
`
W zt0u˘ Ă f

`
Bp0, ϵqzt0u˘. (12.117)

Mais le nombre ϵ{2 fait partie de f
`
Bp0, ϵqzt0u˘ et n’est pas dans V . Donc fp0q n’est pas une

limite de f en zéro. Cette fonction n’est donc pas continue en zéro. △

Exemple 12.58 (Même exemple, limite).
Nous avons vu que, pour la fonction (12.116), le nombre 4 n’est pas une limite de f en zéro. Nous
montrons à présent que 0 est une limite (et même la seule par la proposition 7.104 que nous ne
rappellerons plus à chaque fois) de f .

Montrons que 0 est une limite de f en zéro, c’est-à-dire que limxÑ0 fpxq “ 0.
Nous suivons la définition 7.101. Soit un voisinage V de 0 dansR. Il existe δ tel que Bp0, δq Ă V .

En posant ϵ “ δ et en définissant W “ Bp0, ϵq nous avons

f
`
Bp0, ϵqzt0u˘ “ Bp0, ϵqzt0u Ă Bp0, δq Ă V. (12.118)

Donc 0 est une limite de f en zéro. △

Nous avons déjà vu par le corolaire 10.54 qu’une suite croissante et bornée était convergente.
Il en va de même pour les fonctions.

Proposition 12.59 ([1]).
Si la fonction réelle f : I “ ra, brÑ R est croissante et bornée, alors la limite

lim
xÑb

fpxq (12.119)

existe et est finie.

Démonstration. Commençons par prouver que si pxnq est une suite dans I convergeant vers b, alors
fpxnq est une suite convergente. Dans un second temps, nous allons prouver que si pxnq et px1

nq
sont deux suites qui convergent vers b, alors les suites convergentes fpxnq et fpx1

nq convergent vers
la même limite. Alors le critère séquentiel de la limite d’une fonction conclura (proposition 7.225).

16. Les plus acharnés se demanderont ce qu’il se passe pour la restriction de f à la partie t0u munie de la topologie
induite de R.
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Nous pouvons extraire de xn une sous-suite croissante pxαpnqq. Alors la suite f
`
xαpnq

˘
est une

suite croissante et majorée, donc convergente par le corolaire 10.54 17. Nommons ℓ la limite et
montrons qu’elle est aussi limite de f sur la suite originale.

Pour tout ϵ ą 0, il existe K tel que si n ą K alors
ˇ̌
f
`
xαpnq

˘´ ℓ
ˇ̌ ă ϵ. Soit K 1 tel que pour tout

n ą K 1 nous ayons xn ą xαpKq. Cela est possible parce que la suite est bornée par b et converge
vers b : il suffit de prendre K 1 de telle sorte que |xn ´ b| ď |xαpnq ´ b|. Si n ą K 1 alors xn ą xαpKq
et

fpxnq ě fpxαpnqq ě ℓ´ ϵ; (12.120)
en résumé si n ą K alors |fpxnq ´ ℓ| ă ϵ. Cela prouve que fpxnq Ñ ℓ.

Soit maintenant une autre suite px1
nq qui converge également vers b. Comme nous venons de

le voir la suite fpx1
nq est convergente et nous nommons ℓ1 la limite. Si nous considérons px2

nq la
suite « alternée » (x1, x1

1, x2, x1
2, ¨ ¨ ¨) alors nous avons encore une suite qui converge vers b et donc

fpx2
nq Ñ ℓ1.
Mais étant donné que fpxnq et fpx1

nq sont des sous-suites, elles doivent converger vers la même
valeur. Donc ℓ “ ℓ1 “ ℓ2.

Proposition 12.60 ([1]).
L’ensemble R Y t8u muni de la topologie de la compactification en un point 18 est connexe par
arcs.

Démonstration. Nous allons montrer que le chemin

γ : r0, 1s Ñ r0,8s

x ÞÑ
#

1
x si x ‰ 0
8 si x “ 0

(12.121)

est continu au sens de la définition 7.32(2) (qui est le seul sens possible au mot « continu »).
Soit un ouvert O dans RY t8u. Si cet ouvert ne contient pas 8, alors γ´1pOq est ouvert dans

R parce que la fonction x ÞÑ 1{x est continue 19.
Si 8 P O, alors O “ t8u Y O1 où O1 est un ouvert de R ayant la propriété que RzO1 est

compact.
Nous avons γ´1pOq “ t0u Y γ´1pO1q. Et aussi que γ´1pO1q est un ouvert de R contenu dans

r0, 1s.
Puisque le complémentaire de O1 est compact, il existe a P R tel que sa,8r Ă O1. Donc

O1 “ sa,8r Y O2 où O2 est un ouvert.
Nous avons :

γ´1pOq “ tγ´1p8qu Y γ´1`sa,8r˘ Y γ´1pO2q (12.122a)

“ t0u Y s0, 1
a

r Y γ´1pO2q (12.122b)

“ r0, 1
a

r Y γ´1pO2q. (12.122c)

Vous noterez le point essentiel où la topologie de la compactification agit : comme t0u n’est pas
un ouvert de r0, 1s, nous devons nous assurer que la partie γ´1pO1q vienne se coller à t0u pour
compléter en un ouvert.

L’ensemble γ´1pO2q est un ouvert de R contenu dans r0, 1s. Nous avons donc

γ´1pOq “
´

s´1, 1
a

r Y γ´1pO2q
¯

X r0, 1s. (12.123)

Cela est un ouvert de r0, 1s par définition de la topologie induite 20.
17. En gros nous sommes en train de dire que toute la théorie des fonctions convexes est un vulgaire corolaire de

Bolzano-Weierstrass.
18. Définition 7.97.
19. Voir par exemple la proposition 12.5.
20. Définition 7.24.
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12.5.1 Prolongement des rationnels vers les réels

Si f : Q Ñ R est une fonction continue pour la topologie induite, est-ce qu’on peut la prolonger
en une fonction continue sur R ? La réponse est hélas non.

Exemple 12.61 ([354]).
Puisque

?
2 est irrationnel 21, ceci définit bien une fonction sur Q :

f : Q Ñ R

q ÞÑ
#

0 si q ă ?
2

1 si q ą ?
2.

(12.124)

C’est une fonction continue sur Q. En effet, soient q P Q et ϵ ą 0. Nous prenons δ ą 0 tel que
?

2
ne soit pas dans Bpq, δq. Alors si p P BQpq, δq nous avons fpqq “ fppq et donc

|fppq ´ fpqq| ă ϵ. (12.125)

Il n’est cependant pas possible de la prolonger en une fonction continue sur R. △

Pour qu’une fonction sur Q puisse être prolongée en une fonction continue sur R, il faut
un peu plus que la continuité. Il faut la Cauchy-continuité, que nous définissons pas plus tard
qu’immédiatement.

Définition 12.62 ([354]).
Soient X et Y deux espaces métriques. Une application f : X Ñ Y est dite Cauchy-continue si
pour toute suite de Cauchy pxnq dans X, la suite

`
fpxnq˘ est de Cauchy dans Y .

Proposition 12.63 ([355]).
Soient X et Y des espaces métriques 22. Nous supposons que Y est complet 23. Nous considérons
A Ă X et une application Cauchy-continue f : A Ñ Y .

Alors :
(1) Il existe un unique prolongement continu g : Ā Ñ Y de f .
(2) Ce prolongement est lui-même Cauchy-continu.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Une suite Soit x P Ā. Nous considérons une suite panq dans A telle que an XÝÑ x. Alors panq
est de Cauchy 24 et donc

`
fpanq˘ est de Cauchy dans Y . Vu que Y est complet,

`
fpanq˘ est

une suite convergente.
(ii) Indépendance Montrons que si pbnq est une autre suite dans A convergeant vers x, alors

limn fpanq “ limn fpbnq. Pour cela nous considérons la suitepa0, b0, a1, b1, . . . , q. Cela est une
suite qui converge vers x. Elle est donc de Cauchy et son image par f est encore de Cauchy.
Toutes les sous-suites de la suite image sont dont convergentes vers la même limite. En
prenant les sous-suites paires et impaires, nous avons limn fpanq “ limn fpbnq.

(iii) Définition de g Nous pouvons donc définir

g : Ā Ñ Y

x ÞÑ lim
n
fpanq (12.126)

où panq est une quelconque suite dans A convergeant vers x.

21. Proposition 1.393. Le fait que
?

2 existe dans R est la proposition 1.455.
22. Il a une distance, définition 7.106.
23. Définition 7.239.
24. Proposition 7.245.
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(iv) g est séquentiellement continue Soit une suite pxnq dans Ā. Nous devons prouver que
gpxnq YÝÑ gpxq.
Nous pouvons choisir an P A tel que dpan, xnq ă 1{n. Si nous considérons une suite de Cauchy
dans A convergeant vers xn, et que nous prenons an assez loin dans cette suite, alors nous
pouvons même choisir an tel que d

`
fpanq, gpxnq˘ ă 1{n. Nous choisissons panq de telle sorte

à vérifier les deux en même temps.
Nous avons

dpan, xq ď dpan, xnq ` dpxn, xq Ñ 0. (12.127)

Donc panq est de Cauchy et par définition de g, nous avons

gpxq “ lim
nÑ8 fpanq. (12.128)

À partir de là nous avons la majoration

d
`
gpxnq, gpxq˘ ď d

`
gpxnq, fpanq˘ ` d

`
fpanq, gpxq˘. (12.129)

Le premier terme tend vers zéro par choix de la suite panq et le second tend vers zéro par
(12.128).

(v) g est continue La proposition 7.231 donne l’équivalence entre la continuité et la continuité
séquentielle.

(vi) Unicité Soient g1 et g2, deux prolongations continues de f sur Ā. Si an Ñ x dans A, alors
nous avons, par continuité de g1 et g2 : g1panq Ñ g1pxq et g2panq Ñ g2pxq.
Mais g1panq “ g2panq “ fpanq ; donc les limites sont égales.

(vii) g est Cauchy continue

En terme de prolongement continu, nous avons ce lemme qui demande à une fonction d’être
Cauchy-continue. Vous pouvez comparer avec le principe de prolongement analytique 17.141 qui
donne un énoncé similaire pour un prolongement analytique.

Lemme 12.64 ([1, 356, 355]).
Soit une fonction Cauchy-continue 25 f : Q Ñ R.

(1) La limite limqÑx fpqq existe pour tout x P R.
(2) Il existe un unique prolongement continu f̃ : R Ñ R.
(3) Ce prolongement est donné par

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(12.130)

Démonstration. C’est tout dans la proposition 12.63 en sachant que
— Q est dense dans R, proposition 10.16.
— R est complet, théorème 7.258.

Proposition 12.65.
Soient des fonctions continues f, g : R Ñ R. Si f et g sont égales sur Q, alors elles sont égales
sur R.

25. Définition 12.62 ; nous en avons discuté dans l’exemple 12.61.
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Démonstration. Nous pouvons utiliser les propriétés fondamentales des réels et de la continuité.
Soit x P R ; nous voulons montrer que fpxq “ gpxq. En prenant par exemple le lemme 1.435, il
existe une suite qi de rationnels telle que qi RÝÑ x.

Par ailleurs, f et g sont continues sur R et donc en chaque point de R (théorème 7.180). Par
la caractérisation séquentielle 7.127 de la continuité, nous avons

fpxq “ lim
iÑ8 fpqiq “ lim

iÑ8 gpqiq “ gpxq. (12.131)

Proposition 12.66 ([1]).
Soit une fonction strictement croissante f : Q Ñ R. Alors la prolongation continue f̃ : R Ñ R est
également strictement croissante.

Démonstration. Soient x, y P R avec x ă y. Notons d “ y ´ x. Nous considérons des suites de
rationnels xk Ñ x et yl Ñ y telles que pour tout k, xk P Bpx, d{3q et yk P Bpy, d{3q. En particulier,
xk ă yl pour tout k et l.

Soient des rationnels q et q1 tels que pour tout k,

xk ă q ă q1 ă yk. (12.132)

Pour trouver de tels rationnels, il suffit de les chercher dans sx` d
3 , y ´ d

3 r. Cet intervalle étant de
longueur d{3, il contient des rationnels.

Vue la croissance de f sur Q, nous avons, pour tout k :

fpxkq ă fpqq ă fpq1q ă fpykq, (12.133)

et à la limite :
f̃pxq ď fpqq ă fpq1q ď f̃pyq. (12.134)

Notez que les inégalités strictes se changent en inégalités larges au passage à la limite. D’où l’utilité
de prendre deux rationnels entre xk et yk pour maintenir une inégalité stricte entre f̃pxq et f̃pyq.

12.6 Espace des fonctions continues
Définition 12.67.
Soit I, un intervalle de R. L’oscillation sur I est le nombre

ωf pIq “ sup
xPI

fpxq ´ inf
xPI fpxq. (12.135)

Pour chaque x fixé, la fonction
x ÞÑ ωf

`
Bpx, δq˘ (12.136)

est une fonction positive, croissante et a donc une limite (pour δ Ñ 0). Nous notons ωf pxq cette
limite qui est l’oscillation de f en ce point. Une propriété immédiate est que f est continue en
x0 si et seulement si ωf px0q “ 0.

Lemme 12.68.
L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f : R Ñ R est une réunion dénombrable de
fermés.

Démonstration. Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f . Nous avons

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (12.137)

Il nous suffit donc de montrer que pour tout ϵ, l’ensemble

tx tel que ωf pxq ă ϵu (12.138)



12.6. ESPACE DES FONCTIONS CONTINUES 901

est ouvert. Soit en effet x0 dans cet ensemble. Il existe δ tel que ωf
`
Bpx0, δq˘ ă ϵ. Si x P Bpx0, δq,

alors si on choisit δ1 tel que Bpx, δ1q Ă Bpx0, δq, nous avons ωf
`
Bpx, δ1q˘ ă ϵ, ce qui justifie que

ωf pxq ă ϵ et donc que x est également dans l’ensemble considéré.

Théorème 12.69.
L’ensemble des points de discontinuité d’une limite simple de fonctions continues est de première
catégorie.

Démonstration. Soit pfnq une suite de fonctions qui converge simplement vers f . Nous devons
écrire l’ensemble des points de discontinuité de f comme une union dénombrable d’ensembles tels
que sur tout intervalle I, aucun de ces ensembles n’est dense. Nous savons déjà par le lemme 12.68
que l’ensemble des points de discontinuité de f est donné par

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (12.139)

Nous essayons donc de prouver que pour tout ϵ, l’ensemble

F “ tx tel que ωf pxq ě ϵu (12.140)

est nulle part dense. Soit

En “
č

i,jąn
tx tel que |fipxq ´ fjpxq| ă ϵu. (12.141)

Nous montrons que cet ensemble est fermé en étudiant le complémentaire. Soit x R En ; alors il
existe un couple pi, jq tel que

|fipxq ´ fjpxq| ą ϵ. (12.142)

Par continuité, cette inégalité reste valide dans un voisinage de x. Donc il existe un voisinage de x
contenu dans AEn et En est donc fermé.

De plus nous avons En Ă En`1 et
Ť
nEn “ R. Ce dernier point est dû au fait que pour tout x,

il existe N tel que i, j ą N implique |fipxq ´ fjpxq| ď ϵ. Cela est l’expression du fait que la suite`
fnpxq˘

nPN est de Cauchy.
Soit I, un intervalle fermé de R. Nous voulons trouver un intervalle J Ă I sur lequel f est

continue. Nous écrivons I sous la forme

I “
8ď

n“1
pEn X Iq. (12.143)

Tous les ensembles Jn “ En X I ne peuvent être nulle part dense en même temps (à cause du
théorème de Baire 7.297). Il existe donc un n tel que Jn contienne un ouvert J . Le but est de
montrer que f est continue sur J . Pour ce faire, nous n’allons pas simplement majorer |fpxq´fpx0q|
par ϵ lorsque |x ´ x0| est petit. Nous allons majorer l’oscillation de f sur Bpx0, δq lorsque δ est
petit. Pour cela nous prenons x0 et x dans J et nous écrivons

|fpxq ´ fpx0q| ď |fpxq ´ fnpxq| ` |fnpxq ´ fnpx0q|. (12.144)

À ce niveau nous rappelons que n est fixé par le choix de J , dans lequel ϵ est déjà inclus. Nous
choisissons évidemment |x ´ x0| ď δ de telle sorte que le second terme soit plus petit que ϵ en
vertu de la continuité de fn. Pour le premier terme, pour tout i, j ě n nous avons

|fipxq ´ fjpxq| ă ϵ. (12.145)

Si nous posons j “ n et i Ñ 8, en tenant compte du fait que fi Ñ f simplement,

|fpxq ´ fnpxq| ď ϵ. (12.146)
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Nous avons donc obtenu |fpxq´fnpx0q| ď 2ϵ. Cela signifie que dans un voisinage de rayon δ autour
de x0, les valeurs extrêmes prises par fpxq sont fnpx0q ˘ 4ϵ. Nous avons donc prouvé que pour tout
ϵ, il existe δ tel que

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs˘ ď 4ϵ. (12.147)

De là nous concluons que
lim
δÑ0

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs˘ “ 0, (12.148)

ce qui signifie que f est continue en x0.

Exemple 12.70.
Une fonction discontinue sur Q et continue ailleurs. La fonction

fpxq “
#

0 si x R Q
1
q si x “ p{q (12.149)

où par « x “ p{q » nous entendons que p{q est la fraction irréductible 26.
Cette fonction est discontinue sur Q parce que si q P Q alors fpqq ‰ 0 alors que dans tous

voisinage de q il existe un irrationnel sur qui la fonction vaudra zéro.
Montrons que f est continue sur les irrationnels. Si x0 R Q alors fpx0q “ 0. Mais si on prend un

voisinage suffisamment petit de x0, nous pouvons nous arranger pour que tous les rationnels aient
un dénominateur arbitrairement grand. En effet si nous nous fixons un premier rayon r0 ą 0 alors
il existe un nombre fini de fractions de la forme 1, k

2 , k
3 ,. . ., k

N dans Bpx0, r0q. Il suffit maintenant
de choisir 0 ă r ď r0 tel que ces fractions soient toutes hors de Bpx0, rq. Dans cette boule nous
avons f ă 1

N . Du coup f est continue en x0. △

Définition 12.71 (Point périodique[357]).
Soit f : I Ñ I une application d’un ensemble I dans lui-même. Si x P I vérifie fnpxq “ x et
fkpxq ‰ x pour k “ 1, . . . , n´ 1 alors on dit que x est un point n-périodique.

Lemme 12.72.
Soit I un segment 27 de R et une fonction continue f : I Ñ I. Si K est un segment fermé avec
K Ă fpIq alors il existe un segment fermé L Ă I tel que K “ fpLq.
Démonstration. Mentionnons immédiatement que f est continue sur I qui est compact 28. Par
conséquent tous les nombres dont nous allons parler sont finis parce que f est bornée par le
théorème 10.52.

Soit K “ rα, βs. Si α “ β alors le segment L “ tau convient. Nous supposons donc que α ‰ β
et nous considérons a, b P I tels que α “ fpaq et β “ fpbq. Puisque a ‰ b nous supposons a ă b (le
cas a ą b se traite de façon similaire).

Nous posons
A “ tx P ra, bs tel que fpxq “ αu. (12.150)

C’est un ensemble borné par a et b. De plus il est fermé ; ce dernier point n’est pas tout à fait
évident parce que f n’est pas définie sur R, mais sur I, qui est fermé. Le corolaire 10.84 n’est donc
pas immédiatement utilisable. Prouvons donc que Z “ tx P R tel que fpxq “ αu est fermé. Si x0
est hors de Z alors, soit x0 est dans I, soit il est hors de I. Dans ce second cas, le complémentaire de
I étant ouvert, on a un voisinage de x0 hors de I, et par conséquent hors de Z. Si au contraire x0 P I
alors il y a (encore) deux cas : soit x0 P IntpIq, soit x0 est sur le bord de I. Dans le premier cas, le
théorème des valeurs intermédiaires 29 fonctionne. Pour le second cas, nous supposons x0 “ maxpIq
(le cas x0 “ minpIq est similaire). Le théorème des valeurs intermédiaires dit que sur rx0 ´ ϵ, x0s,
f ‰ α et en même temps, sur sx0, x0 ` ϵs, nous sommes en dehors du domaine. Au final tfpxq “ αu
est fermé et A est alors fermé en tant que intersection de deux fermés.

26. Proposition 3.33.
27. définition 10.49. Un segment est un intervalle fermé borné.
28. Par le lemme 10.20.
29. Théorème 10.87.
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L’ensemble A étant non vide (a P A), il possède donc un maximum que nous nommons u :

u “ maxpAq. (12.151)

Nous posons aussi
B “ tx P ru, bs tel que fpxq “ βu (12.152)

qui est encore fermé, borné et non vide. Nous pouvons donc définir

v “ minpBq. (12.153)

Nous prouvons maintenant que f
`ru, vs˘ “ rα, βs. D’abord f

`ru, vs˘ est un intervalle compact 30

contenant fpuq “ α et fpvq “ β. Par conséquent rα, βs Ă f
`ru, vs˘. Pour l’inclusion inverse

supposons t P ru, vs tel que fptq ą β. Vu que fpaq “ α et α ă β, par le théorème des valeurs
intermédiaires, il existe t0 P ra, ts tel que fpt0q “ β. Cela donne t0 ă v et donc contredit la
minimalité de v dans B. Nous en déduisons que f

`ru, vs˘ ne contient aucun élément plus grand
que β. Même jeu pour montrer que l’intervalle ne contient aucun élément plus petit que α.

En définitive, le segment L “ ru, vs satisfait toutes les exigences.

Lorsque I2 Ă fpI1q nous notons I1 Ñ I2 ou, si une ambiguïté est à craindre, I1
fÝÑ I2. Cette

flèche se lit « recouvre ».

Lemme 12.73 ([358, 357]).
Soient les segments I0, . . . , In´1 tels que nous ayons le cycle

I0 Ñ I1 Ñ . . . Ñ In´1 Ñ I0. (12.154)

Alors fn admet un point fixe x0 P I0 tel que fkpx0q P Ik pour tout k “ 0, . . . , n´ 1.

Démonstration. Nous prouvons les cas n “ 1 et n “ 2 séparément.
(i) n “ 1 Nous avons I0 Ñ I0, c’est-à-dire que I0 Ă fpI0q. Si I0 “ ra, bs alors nous posons

a “ fpαq et b “ fpβq pour certains α, β P I0. Nous posons ensuite gpxq “ fpxq ´ x.
Dans un premier temps, gpαq “ a ´ α ď 0 parce que a “ minpI0q et α P I0. Pour la même
raison, gpβq “ b´ β ě 0. Le théorème des valeurs intermédiaires donne alors t0 P rα, βs Ă I0
tel que gpt0q “ 0. Nous avons donc fpt0q “ t0.

(ii) n “ 2 Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Puisque I1 Ă fpI0q, le lemme 12.72 donne un segment
J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mézalors

J1 Ă I0 Ă fpI1q “ f2pJ1q. (12.155)

Nous avons donc J1
f2ÝÑ J1 et par le cas n “ 1 traité plus haut, la fonction f2 a un point

fixe x0 dans J1. De plus
fpx0q P fpJ1q “ I1, (12.156)

le point x0 est donc bien celui que nous cherchions.
(iii) Cas général Nous avons

I0 Ñ I1 Ñ . . . Ñ In´1 Ñ I0. (12.157)

Puisque I1 Ă fpI0q, il existe J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mais

I2 Ă fpI1q “ f2pJ1q, (12.158)

donc il existe J2 Ă J1 tel que I2 “ f2pJ2q. En procédant ainsi aussi longtemps qu’il le faut,
nous construisons les ensembles J1, . . . , Jn´1 tels que

Jn´1 Ă Jn´2 Ă . . . Ă J1 Ă J0 (12.159)

30. Corolaire 10.89 et théorème 7.195.
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tels que Ik “ fkpJkq pour tout k “ 1, . . . , n ´ 1. La dernière de ces inclusions est In´1 “
fn´1pJn´1q, mais In´1 Ñ I0, c’est-à-dire que

I0 Ă fpIn´1q “ fnpJn´1q, (12.160)

et il existe Jn Ă Jn´1 tel que I0 Ă fnpJnq. Mais comme Jn Ă J0 nous avons en particulier
Jn Ă fnpJnq.
Cela donne un point fixe x0 P Jn pour fn. Par construction, nous avons Jn Ă Jn´1 Ă . . . Ă
J1 Ă J0 et donc x0 P Jk pour tout k. En particulier

fkpx0q P fkpJkq “ Ik (12.161)

pour tout k.

Théorème 12.74 (Théorème de Sarkowski[358, 357]).
Soit I, un segment de R et une application continue f : I Ñ I. Si f admet un point 3-périodique,
alors f admet des points n-périodiques pour tout n ě 1.

Démonstration. Soit a P I un point 3-périodique pour f et notons b “ fpaq, c “ fpbq. Les points
b et c sont également des points 3-périodiques. Quitte à renommer, nous pouvons supposer que a
est le plus petit des trois. Il reste deux possibilités : a ă b ă c et a ă c ă b. Nous traitons d’abord
le premier cas.

Supposons a ă b ă c. Nous posons I0 “ ra, bs et I1 “ rb, cs. Nous avons immédiatement
I1 Ă fpI0q et comme fpbq “ c et fpcq “ a, fpI1q recouvre ra, cs et donc recouvre en même temps
I1 et I2. Nous avons donc I0 Ñ I1, I1 Ñ I0 et I1 Ñ I1.

(i) Un point 1-périodique Nous avons I1 Ñ I1 qui prouve que f a un point fixe dans I1. C’est
le cas n “ 1 du lemme 12.73. Voilà un point 1-périodique.

(ii) Un point 2-périodique Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Par conséquent, le lemme 12.73 dit que
f2 a un point fixe x0 P I0 tel que fpx0q P I1. Montrons que fpx0q ‰ x0. Pour avoir x0 “ fpx0q,
il faudrait x0 P I0 XI1 “ tbu. Mais b est un point 3-périodique, donc ne vérifiant certainement
pas f2pbq “ b. Nous en déduisons que fpx0q ‰ x0 et donc que x0 est 2-périodique.

(iii) Un point 3-périodique On en a par hypothèse.
(iv) Un point n-périodique pour n ě 4 Nous avons le cyle

I0 Ñ I1 Ñ I1 Ñ . . . Ñ I1looooooooooomooooooooooon
n-1fois

Ñ I0. (12.162)

Le lemme donne alors un point fixe x P I0 pour fn tel que fkpxq P I1 pour k “ 1, . . . , n´ 1.
Est-ce possible que x “ b ? Non parce que f2pbq “ a P I0 alors que f2pxq P I1. Mais
I0 X I1 “ tbu.
Par conséquent la relation fkpxq P I1 exclut d’avoir fkpxq “ x, et le point x est bien n-
périodique.

Passons au cas a ă c ă b. Alors nous posons I0 “ ra, cs et I1 “ rc, bs. Encore une fois fpI0q
contient a et b, donc I0 Ñ I0 et I0 Ñ I1. Mais en même temps fpI1q contient a et c, donc I1 Ñ I0.

Nous pouvons donc refaire comme dans le premier cas, en inversant les rôles de I0 et I1. En
particulier nous pouvons considérer le cycle

I1 Ñ I0 Ñ I0 Ñ . . . Ñ I0 Ñ I1. (12.163)
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12.7 Uniforme continuité
L’uniforme continuité est la définition 7.295.

Définition 12.75.
Une partie A Ă Rm est dite bornée si il existe un M ą 0 tel que A Ă Bp0,Mq. Le diamètre de
la partie A est le nombre

DiampAq “ sup
x,yPA

}x´ y} P r0,8s. (12.164)

Lorsque A est bornée, il existe un M tel que }x} ď M pour tout x P A.

Lemme 12.76.
Si A est une partie non vide de Rm, alors DiampAq “ DiampĀq.
Exemple 12.77.
Prenons la fonction fpxq “ 1

x , et demandons nous pour quel δ nous sommes sûr d’avoir

|fpa` δq ´ fpaq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
a` δ

´ 1
a

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (12.165)

Pour simplifier, nous supposons que a ą 0. Nous calculons
1
a

´ 1
a` δ

ă ε

δ

apa` δq ă ε

δ ă εa2 ` εaδ

δp1 ´ εaq ă εa2

δ ă εa2

1 ´ εa
.

(12.166)

Notons que, à ε fixé, plus a est petit, plus il faut choisir δ petit. La fonction x ÞÑ 1
x n’est donc pas

uniformément continue. Cela correspond au fait que, proche de zéro, la fonction monte très vite.
Une fonction uniformément continue sera une fonction qui ne montera jamais très vite. △

Proposition 12.78.
Quelques propriétés des fonctions uniformément continues.

(1) Toute application uniformément continue est continue ;
(2) la composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément continue ;

Nous verrons qu’une application lipschitzienne est uniformément continue (proposition 12.332).
Une fonction peut être uniformément continue sur un domaine et pas sur un autre. Le théorème

suivant donne une importante indication à ce sujet.

Théorème 12.79 (Heine).
Soit K un compact de Rn. Une fonction continue f : Rn Ñ Rm est uniformément continue sur K.

Démonstration. Nous allons prouver ce théorème par l’absurde. Nous commençons par écrire la
condition qui exprime que f n’est pas uniformément continue sur le compact K :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P K tels que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (12.167)

En particulier (en prenant δ “ 1
n pour tout n), pour chaque n nous pouvons trouver xn et yn dans

K qui vérifient simultanément les deux conditions suivantes :
$
&
%

}xn ´ yn} ă 1
n

(12.168a)
ˇ̌
fpxnq ´ fpynqˇ̌ ą ε. (12.168b)
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Nous insistons que c’est le même ε pour chaque n. L’ensemble K étant compact, l’ensemble KˆK
est compact (théorème 7.286) et nous pouvons trouver une sous-suite convergente du couple pxn, ynq
dans K ˆK. Quitte à passer à ces sous-suites, nous supposons que pxn, ynq converge dans K ˆK
et en particulier, que les suites pxnq et pynq sont convergentes. Étant donné que pour chaque n
elles vérifient }xn ´ yn} ă 1

n , les limites sont égales :

lim xn “ lim yn “ x. (12.169)

L’ensemble K étant fermé, la limite x est dans K. Par continuité de f , nous avons finalement

lim fpxnq “ lim fpynq “ fpxq, (12.170)

mais alors
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxnq ´ fpynqˇ̌ “ 0, (12.171)

ce qui est en contradiction avec le choix (12.168b).
Tout ceci prouve que fpKq est bornée supérieurement et que f atteint son supremum (qui

est donc un maximum). Le fait que fpKq soit bornée inférieurement se prouve en considérant la
fonction ´f au lieu de f .

Remarque 12.80.
Nous pouvons ne pas utiliser le fait que le produit de compacts est compact.

Pour choisir les sous-suites pxnq et pynq, il suffit de prendre une sous-suite convergente de pxnq
et d’invoquer le fait que }xn ´ yn} ď 1

n . Les suites pxnq et pynq étant adjacentes 31, la convergence
de pxnq implique la convergence de pynq vers la même limite.

Il est donc un peu superflu de parler de la convergence du couple pxn, ynq.
Proposition 12.81 (Heine[359]).
Toute application continue d’un espace métrique compact dans un espace métrique quelconque est
uniformément continue 32.

Démonstration. Soient un espace métrique compact X et un espace métrique quelconque E. Nous
considérons une application continue f : X Ñ E.

(i) Un ensemble Soit ϵ ą 0. Nous considérons l’ensemble

K “ tpx, yq P X ˆX tel que d
`
fpxq, fpyq˘ ě ϵu. (12.172)

(ii) Il est compact L’espace X étant compact, X ˆX est également compact par le théorème
7.286. Les fonctions f et d étant continues, l’application

φ : X ˆX Ñ R`

px, yq ÞÑ d
`
fpxq, fpyq˘ (12.173)

est continue, de telle sorte que la partie φ ě ϵ est fermée. Un fermé dans un compact est
compact par le lemme 7.90.

(iii) Une borne atteinte Nous considérons l’application distance d : K Ñ R`. C’est une appli-
cation continue sur le compact K ; donc elle atteint ses bornes (théorème des bornes atteintes,
10.52). Elle a un minimum que nous notons δ.
Comme px, xq R K, nous avons dpx, yq ą 0 pour tout px, yq P K. Et donc δ ą 0.

(iv) Conclusion Si x, y P X sont tels que dpx, yq ă δ, alors px, yq R K. De ce fait nous avons

d
`
fpxq, fpyq˘ ă ϵ. (12.174)

D’où l’uniforme continuité de f sur X.

31. Définition 10.37.
32. Uniforme continuité, définition 7.295.
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Lemme 12.82 ([1]).
Soit une fonction continue f : ra, bs ˆ rc, ds Ñ R. Pour chaque x P ra, bs nous définissons

fx : rc, ds Ñ R

y ÞÑ fpx, yq. (12.175)

Alors l’application
g : ra, bs Ñ R

x ÞÑ }fx}8
(12.176)

est continue.

Démonstration. Soit α P ra, bs, et prouvons la continuité de g en α.
(i) Le décor Nous considérons l’espace vectoriel normé

`
C0pra, bsq, }.}8

˘
des fonctions continues

sur ra, bs muni de la norme uniforme. Prouvons que si xk
ra,bsÝÑ α, alors fxk

unifÝÑ fα.
(ii) Module de continuité Pour cela nous avons le calcul suivant, avec justifications juste en-

dessous :

}fxk
´ fα}8 “ sup

yPrc,ds
}fpxk, yq ´ fpα, yq} (12.177a)

ď sup
yPrc,ds

ˇ̌
ωf

`}pxk, yq ´ pα, yq}˘ˇ̌ (12.177b)

“ sup
yPrc,ds

|ωf p|xk ´ α|q| (12.177c)

“ ωf p|xk ´ α|q. (12.177d)

Justifications.
— Pour (12.177b). Utilisation du module de continuité, définition 11.263.
— Pour (12.177c). La norme dans R2 de pxk, yq ´ pα, yq.

(iii) Uniforme continuité La fonction f est continue sur le compact ra, bsˆrc, ds. Elle est donc
uniformément continue par le théorème de Heine 12.81, et donc son module de continuité
vérifie limhÑ0 ωf phq “ 0 par 11.265.
Nous avons donc

}fxk
´ fα}8 ď ωf p|xk ´ α|q RÝÑ 0. (12.178)

Nous avons donc prouvé que si xk RÝÑ α, alors fxk

}.}8ÝÑ fα.
(iv) Conclusion La norme étant une application continue, nous en déduisons que si xk Ñ α,

alors }fxk
}8 Ñ }fα}8.

Ceci est la continuité séquentielle de la fonction g, et donc la continuité tout court.

12.8 Fonctions sur un compact

Par le théorème des valeurs intermédiaires 10.87, l’image d’un intervalle par une fonction conti-
nue est un intervalle, et nous avons l’importante propriété suivante des fonctions continues sur un
compact.

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 10.52.

Théorème 12.83.
Si f est une fonction continue sur l’intervalle compact ra, bs. Alors f est bornée sur ra, bs et elle
atteint ses bornes.
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Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, son image est également un inter-
valle compact, et donc est de la forme rm,M s. Ceci découle du théorème 7.195 et le corolaire 10.89.
Le maximum de f sur ra, bs est la borne M qui est bien dans l’image (parce que rm,M s est fermé).
Idem pour le minimum m.

12.9 Polynômes, théorème de d’Alembert

L’algèbre des polynômes sur un anneau est définie en 1.352. Si P P ArXs et si α P A nous
avons également défini l’évaluation de P en α ; c’est la définition 1.355. Dans le cadre de l’analyse,
lorsque nous considérons des polynômes, nous allons complètement confondre le polynôme avec la
fonction qu’il définit.

12.9.1 Polynômes sur les réels

Proposition 12.84.
Tout polynôme à coefficients réels de degré impair possède une racine réelle.

Démonstration. Nous mettons le plus haut degré en facteur :

P pxq “
nÿ

k“0
akx

k “ xn
nÿ

k“0

ak
xn´k . (12.179)

Le terme en k “ n vaut anxn tandis que les autres sont de la forme (à un coefficient près) 1
xl pour

un l ě 1. Lorsque x Ñ 8, chacun de ces termes s’annule (lemme 12.32). Nous avons donc

lim
xÑ8P pxq “ 8, (12.180)

et de même, n étant impair, limxÑ´8 P pxq “ ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.87
nous donne alors l’existence d’un réel sur lequel P s’annule.

12.9.2 Polynômes sur les complexes

Nous allons parler de comportement asymptotique de polynômes définis sur C. La topologie
que nous considérons est celle de la compactification en un point, décrite en 7.97.

Le lemme suivant donne une caractérisation de la limite en l’infini dans le compactifié Ĉ. Dans
beaucoup de cas, cette caractérisation est prise comme la définition de la limite. Hélas, dans le
Frido nous sommes des extrémistes et nous ne parvenons pas à dire le mot « limite » si il n’y a pas
une topologie.

Lemme 12.85 ([1]).
Nous considérons la compactification en un point d’Alexandrov 33. Soit une fonction f : C Ñ C.
Nous avons limzÑ8 fpzq “ 8 si et seulement si pour tout M ą 0, il existe R ą 0 tel que |z| ą R
implique |fpzq| ą M .

Démonstration. Souvenons-nous que, en général 34, nous avons

lim
xÑa

fpxq “ b (12.181)

si pour tout voisinage V de b, il existe un voisinage W de a tel que z P W ztau implique fpzq P V .
Précisons encore un point de notation. Si K est une partie de C, nous notons Kc son complé-

mentaire dans C, pas dans Ĉ.
Ceci étant dit, nous passons à la preuve.

33. Définition 7.97.
34. Définition 7.101.
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(i) Sens direct Nous supposons que limzÑ8 fpzq “ 8. Soit M ą 0 ; nous considérons le voisi-
nage V “ Bp0,Mqc Y t8u. Par définition de la limite, il existe un voisinage W de 8 tel que
z P W ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc. Ce voisinage est de la forme Kc Y t8u. Puisque K est
compact, il est borné, et il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Avec tout cela nous avons la chaine suivante d’implications :

|z| ą R ñ z P Kc ñ z P W ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc ñ |fpzq| ą M. (12.182)

C’est bien la propriété que nous voulions.
(ii) Sens réciproque Soit un voisinage V de 8. Nous avons V “ Kc Y t8u où K est compact

dans C. Il existe M ą 0 tel que K Ă Bp0,Mq.
Par hypothèse, il existe R tel que |z| ą R ñ |fpzq| ą M . Soit W “ Bp0, Rqc Y t8u. Nous
avons la chaine

z P W ñ |z| ą R ñ |fpzq| ą M ñ fpzq P Kc ñ fpzq P V. (12.183)

Proposition 12.86 ([1]).
Soit le polynôme

P : C Ñ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i (12.184)

où nous sous-entendons que an ‰ 0. La fonction z ÞÑ |P pzq| est équivalente 35 en l’infini à la
fonction

w : C Ñ R`

z ÞÑ |anzn|. (12.185)

Démonstration. Nous voudrions prouver qu’il existe une fonction α : C Ñ R telle que
$
’&
’%

|
nÿ

i“0
aiz

i| “ `
1 ` αpzq˘|anzn|. (12.186a)

lim
zÑ8αpzq “ 0. (12.186b)

Nous trouvons un candidat pour être une telle fonction en isolant simplement αpzq de cette égalité.
Nous trouvons

αpzq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“0

ai
an
zi´n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ´ 1. (12.187)

Elle vérifie immédiatement (12.186). Le point qui fait intervenir la topologie de Ĉ est de vérifier
que limzÑ8 αpzq “ 0. Le terme i “ n de la somme vaut 1. Il suffit donc de montrer que pour i ‰ n
nous avons

lim
zÑ8

1
zn´i “ 0. (12.188)

Soit ϵ ą 0. Nous devons prouver qu’il existe un voisinage V de 8 dans Ĉ tel que
ˇ̌
ˇ̌ 1
zn´i ´ 0

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.189)

pour tout z P V .
En utilisant la proposition 10.99 nous avons déjà

ˇ̌
ˇ̌ 1
zn´i

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

|zn´i| “ 1
|z|n´i . (12.190)

35. Définition 7.61.
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Soit R ą 0 tel que 1
R ă ϵ. Nous considérons le voisinage t|z| ą Ru Y t8u de 8. Dans ce voisinage,

nous avons
1

|z|n´i ď 1
|z| ď 1

R
ă ϵ. (12.191)

Et voilà.

Le lemme suivant parle de polynôme sur C. Vous pouvez l’adapter à R̂ et R̄.

Lemme 12.87.
Si P : C Ñ C est un polynôme, alors |P | atteint une borne inférieure globale.

Démonstration. Nous savons, par l’équivalence de fonctions prouvée dans la proposition 12.86
que limzÑ8 P pzq “ 8. Soit a ą 0 dans R. Par le lemme 12.85 il existe un R ą a tel que
|z| ą R ñ |fpzq| ą |fpaq|.

La fonction |P | est continue sur le compact Bp0, Rq. Soit z0 le point de minimum 36 de |P | sur
Bp0, Rq.

Nous devons prouver que z0 donne même un minimum global. Comme a P Bp0, Rq nous avons

|P pz0q| ď |P paq|. (12.192)

Si z P Bp0, Rqc, nous avons
|P pzq| ą |P paq| ě |P pz0q|. (12.193)

Donc ce z0 est un minimum sur Bp0, Rq et sur Bp0, Rqc. Bref, un minimum global.

Lemme 12.88.
Soit le polynôme

P : C Ñ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i.
(12.194)

À part si a0 “ a1 “ 0, la fonction P est équivalente à a0 ` a1z en z “ 0.

Note : si a0 “ a1 “ 0, alors évidemment P devrait être équivalente à 0, ce qui est évidemment
faux : la fonction identiquement nulle tend vers zéro plus vite que n’importe quoi.

Démonstration. En posant gpzq “ a0 ` a1z, nous devons trouver une fonction α telle que

P pzq “ `
1 ` αpzq˘gpzq. (12.195)

Si a0 ‰ 0, il existe un voisinage épointé de z “ 0 sur lequel la fonction

αpzq “ z2 řn
i“2 aiz

i´2

a0 ` a1z
(12.196)

existe. Il n’y a aucun problème à ce que αpzq Ñ 0 pour z Ñ 0 37, et un simple calcul 38 donne
(12.196).

Si par contre a0 “ 0, nous faisons le calcul intermédiaire suivant :

αpzqgpzq “ P pzq ´ gpzq “ z2
nÿ

i“2
aiz

i´2, (12.197)

et donc, en isolant αpzq et en simplifiant par z, nous voyons que la fonction α définie par

αpzq “ z

a1

nÿ

i“2
aiz

i´2 (12.198)

convient.
36. Théorème de Weierstrass 7.136.
37. En remarquant toutefois que c’est une limite à deux dimensions. Sachez la définir.
38. En fait, la formule (12.196) est obtenue en isolant αpzq dans (12.195).
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Proposition 12.89 ([360, 1]).
Soient a, b P R.

(1) L’équation z2 “ a` bi a une solution dans C.
(2) Pour tout l, l’équation z2l “ a` bi a une solution dans C.

Nous ne disons pas que ces solutions sont uniques 39.

Démonstration. Pour prouver (1), l’équation z2 “ a` bi a pour solution ˘ξ où 40

ξ “
c

1
2a` 1

2
a
a2 ` b2 ` i sgnpbq

c
´1

2a` 1
2
a
a2 ` b2. (12.199)

Nous n’avons en fait pas besoin de montrer que ˘ξ sont toutes deux des solutions, ni que ce sont
les seules. Un calcul direct montre que ξ2 “ a` bi et nous sommes contents.

Pour (2), nous faisons une récurrence sur l. Nous savons que

z2k`1 “ pz2k q2. (12.200)

Soit ξ P C tel que ξ2k “ a` bi ; un tel ξ existe par hypothèse de récurrence. Alors si z est tel que
z2 “ ξ, nous avons

z2k`1 “ a` bi. (12.201)

Le théorème de d’Alembert possède de nombreuses démonstrations. En voici une qui à ma
connaissance est celle demandant le moins d’analyse ; une démonstration à base de théorie de
Galois peut être trouvée dans [98, 361]. Si vous lisez ces lignes pour savoir qu’un polynôme de
degré n possède au maximum n racines, ce n’est pas ici qu’il faut regarder, mais le corolaire 3.126.

Théorème 12.90 (d’Alembert[360]).
Le corps C est algébriquement clos : tout polynôme non constant à coefficients complexes admet
au moins une racine complexe 41.

Démonstration. Nous effectuons une preuve tout à la fois par l’absurde et par récurrence en sup-
posant que le polynôme

f : C Ñ C

z ÞÑ zn ` a1z
n´1 ` . . .` an

(12.202)

n’a pas de racine dans C, et que n soit le plus petit entier pour lequel un tel polynôme existe.
Nous notons

n “ 2km (12.203)

où m est impair.
Le lemme 12.87 donne un point z0 qui réalise le minimum global de |f | sur C. Nous posons

gpzq “ fpz0 ` zq et nous définissons ses coefficients Ai par

gpzq “
nÿ

i“0
Aiz

i. (12.204)

Nous avons An “ 1 et |A0| “ |fpz0q|. Soit Ar le premier à être non nul parmi les A1, A2, . . ..
(i) Si r ă n Par hypothèse de récurrence, il existe ξ P C tel que ξr “ ´A1{Ar. Nous avons

gptξq “ A0 ` ´ArtrA0
Ar

` tr`1
nÿ

i“r`1
Aiξ

iti´r´1. (12.205)

39. Comme vous en conviendrez en pensant à z2
“ 1 qui a déjà les solutions 1 et ´1.

40. Si vous vous demandez où sont définies les racines carrés, c’est 10.90.
41. C’est la définition 6.74 d’être algébriquement clos.
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En notant P ptq le dernier polynôme, nous pouvons écrire cela sous forme compacte :

gptξq “ A0 ´ trA0 ` tr`1P ptq. (12.206)

Puisque

lim
tÑ0

tr`1P ptq
tr|A0| “ lim

tÑ0
tP ptq “ 0, (12.207)

il existe t0 ą 0 tel que
|tr`1

0 P pt0q| ă |A0t
r
0|. (12.208)

Nous choisissons de plus t0 ă 1, de telle sorte que 1 ´ tr ą 0. Avec cela nous avons

|gptξq| ď |A0|p1 ´ trq ` |tr`1P ptq| “ |A0| ´tr|A0| ` |tr`1P ptq|loooooooooooomoooooooooooon
ă0

ă |A0|. (12.209)

Or |A0| était un minimum global de |g|. Contradiction.
(ii) Si r “ n Dans ce cas,

gpzq “ fpz0 ` zq “ A0 ` zn, (12.210)

et nous rappelons que n “ 2km où m est impair. Nous allons trouver une contradiction dans
les quatre cas RepA0q ą 0, RepA0q ă 0, ImpA0q ą 0 et ImpA0q ă 0. Bien entendu ces cas se
recouvrent largement, mais en toute généralité, nous avons besoin des quatre.

(i) Si RepA0q ą 0 La proposition 12.89 nous permet de considérer v P C tel que v2k “ ´1.
Nous avons alors

gptvq “ A0 ` ptvqn “ A0 ` tnpv2k qm “ A0 ` tnp´1qm “ A0 ´ tn (12.211)

parce que m est impair. Nous avons Im
`
gptvq˘ “ ImpA0q. Si t est assez petit pour que

tn ă | RepA0q| nous avons aussi | Re
`
gptvq˘| ă | RepA0q|. Donc

|gptvq|2 “ | Re
`
gptvq˘|2 ` | Im

`
gptvq˘|2 ă | RepA0q|2 ` | ImpA0q|2 “ |A0|2. (12.212)

Donc |gptvq| ă |A0|. Contradiction.
(ii) Si RepA0q ă 0 Nous prenons v “ 1, et même histoire.
(iii) Si ImpA0q ă 0 Nous prenons w P C tel que

w2k “ ip´1q 1
2 pm´1q. (12.213)

Là, il y a un peu d’arrachage de cheveux pour bien voir les cas. La difficulté est que les
puissances de i alternent entre 1, ´1, i et ´i. Puisque m est impair, nous avons un l tel
que m “ 2l ` 1. Nous subdivisons les cas l pair et l impair.

(i) Si l est pair Alors d’une part 1
2pm´ 1q “ l est pair et donc

p´1q 1
2 pm´1q “ 1. (12.214)

Et d’autre part, i2l`1 “ p´1qli “ i. En tout,

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (12.215)

(ii) Si l est impair Alors 1
2pm ´ 1q “ l et p´1q 1

2 pm´1q “ ´1. Mais en même temps,
i2l`1 “ ´i, ce qui donne encore une fois

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (12.216)

Bref, que l soit pair ou impair, nous avons imp´1q 1
2 pm´1q “ i.
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Nous avons donc Re
`
gptwq˘ “ RepA0q et Im

`
gptwq˘ ă ImpA0q. Encore contradiction.

(iv) Si ImpA0q ą 0 Même chose que ce que nous venons de faire, mais avec

w2k “ ´ip´1q 1
2 pm´1q. (12.217)

Corolaire 12.91 ([1]).
Tout polynôme de degré 3 à coefficients réels possède au moins une racine réelle.

Démonstration. Soient les racines λ1, λ2 et λ3 du polynôme en question. Toutes trois sont dans
C. Supposons que λ1 ne soit pas réelle. Alors λ2 ou λ3 doit être égale à λ̄1. Disons λ2. Nous avons
donc les racines λ1, λ̄1 et λ3. Le polynôme se factorise alors en

apX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ λ3q. (12.218)

Le coefficient a doit être réel parce qu’il est le coefficient du terme en X3 (réel par hypothèse). Si
λ3 n’est pas réel, alors ce polynôme ne peut pas avoir des coefficients réels. Entre autres parce que
le terme indépendant est a|λ1|2λ3, qui est réel si et seulement si λ3 est réel 42.

Tant que vous y êtes, vous pouvez voir que le polynôme (12.218) est à coefficients réels si et
seulement si a P R et λ3 P R.

Exemple 12.92.
Toute application linéaire R3 Ñ R3 a un vecteur propre. En effet si R : R3 Ñ R3 est linéaire, son
polynôme caractéristique χR est de degré 3. Le corolaire 12.91 indique qu’un tel polynôme possède
au moins une racine réelle. Une telle racine est une valeur propre de R par le théorème 9.111. △

Définition 12.93.
Si λ P K est une racine de χu, l’ordre de l’annulation est la multiplicité algébrique de la valeur
propre λ de u. À ne pas confondre avec la multiplicité géométrique qui sera la dimension de
l’espace propre.

Lemme 12.94.
Si α P C n’est pas réel, alors les polynômes X ´ α et X ´ ᾱ sont premiers entre eux dans CrXs.
Démonstration. Un polynôme diviseur commun de X ´ α et X ´ ᾱ doit être de la forme aX ` b
parce qu’un diviseur ne peut pas être de degré plus haut. Si nous voulons que le diviseur commun
soit non inversible, il faut a ‰ 0.

Dire que aX ` b divise X ´α signifie qu’il existe s P C tel que paX ` bqs “ X ´α. Cela donne
s “ 1{a et b “ ´α{s. En substituant la première dans la seconde, nous trouvons b “ ´αa.

En recommençant avec X ´ ᾱ, nous trouvons également la relation b “ ´ᾱa. En égalisant,

´αa “ ´ᾱa. (12.219)

En simplifiant, α “ ᾱ. Cela contredit l’hypothèse que α n’est pas réel.

Proposition 12.95.
Un polynôme irréductible à coefficients réels est, soit de degré un, soit de degré 2 avec un discri-
minant négatif.

Démonstration. Soit un polynôme P à coefficients réels de degré plus grand que 1. Alors le théorème
de d’Alembert-Gauss (théorème 12.90) implique l’existence d’une racine α P C. Si α est un réel,
P est réductible. Si α n’est pas réel, alors son conjugué complexe ᾱ est également une racine. Par
conséquent les polynômes pX ´ αq et pX ´ ᾱq divisent P dans CrXs..

42. Notez l’utilisation du lemme 10.100.
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Ces deux polynômes sont premiers entre eux par le lemme 12.94. Par conséquent le produit

X2 ´ pα ` ᾱqX ` αᾱ (12.220)

divise également P . Ce dernier est un polynôme à coefficients réels de degré 2. Donc tout polynôme
de degré 3 ou plus est réductible.

Proposition 12.96.
Si E est un espace vectoriel sur C, tout endomorphisme possède au moins une valeur propre.

Démonstration. Soit un endomorphisme u sur E. Le théorème 9.111 dit que λ P C est une valeur
propre si et seulement si λ est une racine du polynôme caractéristique χu. Or ce polynôme possède
au moins une racine dans C par le théorème de d’Alembert 12.90.

12.10 Trigonalisation

12.10.1 Trigonalisation : généralités

Définition 12.97 ([362]).
Une matrice dans Mpn,Kq est trigonalisable lorsqu’elle est semblable 43 à une matrice triangu-
laire supérieure.

Proposition 12.98 (Trigonalisation et polynôme caractéristique scindé).
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K. Les points suivants sont équiva-
lents.

(1) L’endomorphisme u est trigonalisable (auquel cas les valeurs propres sont sur la diagonale).
(2) Le polynôme caractéristique de u est scindé 44.

Démonstration. En deux parties.
(i) (2)ñ(1) Nous avons par hypothèse

χupXq “
rź

i“1
pX ´ λiqαi (12.221)

où les λi sont les valeurs propres de u. Le théorème de Cayley-Hamilton 9.115 dit que χupuq “
0, ce qui permet d’utiliser le théorème de décomposition des noyaux 9.86 :

E “ kerpX ´ λ1qα1 ‘ . . .‘ kerpX ´ λrqαr . (12.222)

Les espaces Fλi
puq “ kerpu ´ λiqαi sont les espaces caractéristiques de u, ce qui fait que

u´λi1 est nilpotent sur Fλi
puq. L’endomorphisme u´λi1 est donc strictement trigonalisable

supérieur sur son bloc 45. Cela signifie que u est triangulaire supérieure avec les valeurs propres
sur la diagonale.

(ii) (1)ñ(2) C’est immédiat parce que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit
des éléments de sa diagonale.

Remarque 12.99.
La méthode des pivots de Gauss 46 certes permet de trigonaliser n’importe quelle matrice, mais
elle ne correspond pas à un changement de base. Autrement dit, les pivots de Gauss ne sont pas
des similitudes.

43. Définition 9.194.
44. Définition 6.39.
45. Proposition 9.204.
46. Le lemme 4.109.
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C’est là qu’il faut bien avoir en tête la différence entre équivalence et similarité 47. Lorsqu’on
parle de changement de base, de matrice trigonalisable ou diagonalisable, nous parlons de similarité
et non d’équivalence.

12.10.2 Trigonalisation : cas complexe

La proposition 12.98 dit déjà que tous les endomorphismes sont trigonalisables sur C. Nous
allons aller plus loin et montrer que la trigonalisation peut être effectuée à l’aide d’une matrice
unitaire.

Une démonstration alternative passant par le polynôme caractéristique sera présentée dans la
remarque 12.108 utilisant la proposition 12.98.

Lemme 12.100 (Lemme de Schur complexe, trigonalisation[363]).
Si A P Mpn,Cq, il existe une matrice unitaire 48 U telle que UAU´1 soit triangulaire supérieure 49.
La diagonale de la matrice triangulaire contient alors les valeurs propres de A.

Démonstration. Étant donné que C est algébriquement clos 50, nous pouvons toujours considérer
un vecteur propre v1 de A, de valeur propre λ1. Nous pouvons utiliser un procédé de Gram-Schmidt
pour construire une base orthonormée tv1, u2, . . . , unu de Cn, et la matrice (unitaire)

Q “
¨
˝

Ò Ò Ò
v1 u2 ¨ ¨ ¨ un
Ó Ó Ó

˛
‚. (12.223)

Nous avons Q´1AQe1 “ Q´1Av1 “ λQ´1v “ λ1e1, par conséquent la matrice Q´1AQ est de la
forme

Q´1AQ “
ˆ
λ1 ˚
0 A1

˙
(12.224)

où ˚ représente une ligne quelconque et A1 est une matrice de Mpn ´ 1,Cq. Nous pouvons donc
répéter le processus sur A1 et obtenir une matrice triangulaire supérieure (nous utilisons le fait
qu’un produit de matrices orthogonales est une matrice orthogonale 51).

Définition 12.101.
Un endomorphisme est normal si il commute avec son conjugué hermitien 52.

Les opérateurs normaux comprennent évidemment les opérateurs hermitiens, mais également
les anti-hermitiens, et ça c’est bien parce que c’est le cas de l’algèbre associée à SUp2q.
Théorème 12.102 (Théorème spectral pour les matrices normales[290, 364, 365]).
Soit A P Mpn,Cq une matrice de valeurs propres λ1, . . . , λn (non spécialement distinctes). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est normale 53,
(2) A se diagonalise par une matrice unitaire,
(3)

řn
i,j“1 |Aij |2 “ řn

j“1 |λj |2,
(4) il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A.

Démonstration. En plusieurs parties.

47. Définition 4.108.
48. Définition 9.173.
49. « triangulaire supérieure » ne signifie pas « strictement triangulaire supérieure ». Ici, il est possible que la

diagonale soit non nulle ; non seulement possible, mais même très probable en pratique.
50. Algébriquement clos, définition 6.74. Le fait que C le soit est le théorème de d’Alembert 12.90.
51. Proposition 9.40(1).
52. Définition 9.171.
53. Définition 12.101.
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(i) (1) ñ (2) Soit Q la matrice unitaire donnée par la décomposition de Schur (lemme 12.100) :
A “ QTQ´1. Étant donné que A est normale nous avons

QTT ˚Q´1 “ QT ˚TQ´1, (12.225)

ce qui montre que T est également normale. Or une matrice triangulaire supérieure normale
est diagonale. En effet nous avons Tij “ 0 lorsque i ą j et

pTT ˚qii “ pT ˚T qii “
nÿ

k“1
|Tki|2 “

nÿ

k“1
|Tik|2. (12.226)

Écrivons cela pour i “ 1 en tenant compte de |Tk1|2 “ 0 pour k “ 2, . . . , n,

|T11|2 “ |T11|2 ` |T12|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |T1n|2, (12.227)

ce qui implique que T11 est le seul non nul parmi les T1k. En continuant de la sorte avec
i “ 2, . . . , n nous trouvons que T est diagonale.

(ii) (2) ñ (1) Si A se diagonalise par une matrice unitaire, UAU˚ “ D, nous avons

DD˚ “ UAA˚U˚ (12.228)

et
D˚D “ UA˚AU˚, (12.229)

qui ce prouve que A est normale.
(iii) (2) ñ (3) Il existe une matrice unitaire U et une diagonale D telles que D “ U :AU . La

proposition 9.208 nous dit que la diagonale de D contient les valeurs propres de A, c’est-à-dire
Dkl “ δklλk.
Nous avons D: “ U :A:U , et donc

D:D “ U :A:UU :AU “ U :A:AU, (12.230)

c’est-à-dire que D:D est semblable à A:A. La proposition 9.199 implique que leurs traces
sont donc égales. Petit calcul en utilisant le lemme 9.172 (A:

ij “ Aj̊i) :

TrpA:Aq “
ÿ

k

pA:Aqkk “
ÿ

kl

Al̊kAlk “
ÿ

kl

|Alk|2. (12.231)

Deuxième calcul :

TrpD:Dq “
ÿ

kl

D:
klDlk “

ÿ

kl

δlkλk̊δlkλk “
ÿ

k

|λk|2. (12.232)

Nous avons le résultat en égalisant (12.232) avec (12.231).
(iv) (3) ñ (2) Le lemme de Schur complexe 12.100 nous indique qu’il existe une matrice uni-

taire U et une matrice triangulaire supérieure T telles que T “ UAU : et telle que Tii “ λi.
Le lemme 9.201 nous indique que

ř
ij |Tij |2 “ ř

ij |Aij |2. Donc
ÿ

ij

|Aij |2 “
ÿ

ij

|Tij |2 “
ÿ

j

|λj |2 `
ÿ

jąi
|Tij |2. (12.233)

Mais l’hypothèse nous dit que
ř
ij |Aij |2 “ ř

j |λj |2. Nous en déduisons que
ř
jąi |Tij |2 “ 0,

et donc que T est diagonale.
(v) (2)ñ (4) Soit une base teiu de Cn. Soit A “ UDU :. Il suffit de poser fi “ Uei pour avoir

Afi “ UDU :Uei “ UDei “ λiUei “ λifi. (12.234)

Donc fi est un vecteur propre de A. Le fait que tfiu soit une base de Cn est dû au fait que
U est inversible.
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(vi) (4) ñ (2) Soit la base canonique teiu de Cn. Si tfiu est une base de vecteurs propres
normalisés de A, alors il existe une matrice unitaire U telle que fi “ Uei. Alors la matrice
UAU : est diagonale.

Tant que nous en sommes à parler de spectre de matrices hermitiennes. . .Soit une matrice
inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 54 et le théorème 11.18 nous assure que
ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.19, ses valeurs propres sont même positives.

Lemme 12.103 ([366]).
Si A est une matrice carrée et inversible,

SpecpA˚Aq “ SpecpAA˚q (12.235)

Démonstration. Nous allons montrer l’égalité des polynômes caractéristiques. D’abord une simple
multiplication montre que

pA˚A´ λ1qA´1 “ A´1pAA˚ ´ λ1q. (12.236)

Nous prenons le déterminant de cette égalité en utilisant les propriétés 9.10(1) et (3) :

detpA˚A´ λ1q detpA´1q “ detpA´1q detpAA˚ ´ λ1q. (12.237)

En simplifiant par detpA´1q (qui est non nul parce que A est inversible) nous obtenons l’égalité
des polynômes caractéristiques et donc l’égalité des spectres.

En particulier les matrices hermitiennes, anti-hermitiennes et unitaires sont trigonalisables par
une matrice unitaire, qui peut être choisie de déterminant 1.

Lemme 12.104.
Soient A P Mpn,Cq et une matrice unitaire U telle que A “ UTU´1 où T est triangulaire.

(1) En ce qui concerne les polynômes caractéristiques, χA “ χT .
(2) Pour les spectres, SpecpAq “ SpecpT q.
(3) Les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T .

Démonstration. Puisque U commute évidemment avec 1, nous avons

χApλq “ detpA´ λ1q “ detpUTU´1 ´ λ1q “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘. (12.238)

À ce niveau nous utilisons le fait que le déterminant soit multiplicatif 9.10 pour conclure :

χApλq “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘ “ detpUq detpT ´ λ1q detpU´1q “ detpT ´ λ1q “ χT pλq. (12.239)

Pour les spectres, l’égalité des polynômes caractéristiques implique l’égalité des spectres parce
que les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique par le théorème 9.111.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les valeurs sur la diagonale.

Lemme 12.105 (Trigonalisation simultanée).
Une famille de matrices de GLpn,Cq commutant deux à deux est simultanément trigonalisable.

Démonstration. Commençons par enfoncer une porte ouverte par la proposition 12.98 : toutes les
matrices de GLpn,Cq sont trigonalisables parce que tous les polynômes sont scindés.

Nous effectuons la démonstration par récurrence sur la dimension. Si n “ 1 alors toutes les
matrices sont triangulaires et nous ne nous posons pas de questions. Nous supposons donc n ą 1.

54. Définition 9.173.
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Soit la famille pAiqiPI dans GLpn,Cq et A0 un de ses éléments. Nous nommons λ1, . . . , λr les
valeurs propres distinctes de A0. Le théorème de décomposition primaire 9.255 nous donne la
somme directe d’espaces caractéristiques 55

E “ Fλ1pA0q ‘ . . .‘ Fλr pA0q. (12.240)

Nous pouvons supposer que cette somme n’est pas réduite à un seul terme. En effet si tel était
le cas, A0 serait un multiple de l’identité parce que A0 n’aurait qu’une seule valeur propre et les
sommes dans la décomposition de Dunford 9.257(3) se réduisent à un seul terme (et pi “ Id). En
particulier les dimensions des espaces FλpA0q sont strictement plus petites que n.

Puisque tous les Ai commutent avec A0, les espaces FλpA0q sont stables par les Ai et nous
pouvons trigonaliser les Ai simultanément sur chacun des FλpA0q en utilisant l’hypothèse de ré-
currence.

Théorème 12.106 (Lie-Kolchin[358, 367]).
Tout sous-groupe connexe et résoluble 56 de GLpn,Cq est conjugué à un groupe de matrices trian-
gulaires.

Démonstration. Soit G un sous-groupe connexe et résoluble de GLpn,Cq. Nous faisons une récur-
rence sur n.

(i) Si sous-espace non trivial stable par G Nous commençons par voir ce qu’il se passe si
il existe un sous-espace vectoriel non trivial V de Cn stabilisé par G. Pour cela nous consi-
dérons une base de Cn dont les premiers éléments forment une base de V (base incomplète,
théorème 4.13). Les éléments de G s’écrivent, dans cette base,

ˆ
g1 ˚
0 g2

˙
. (12.241)

Les matrices g1 et g2 sont carrées. Nous considérons alors l’application ψ définie par

ψ : G Ñ GLpV q
g ÞÑ g1.

(12.242)

Cela est un morphisme de groupes parce que
ˆ
g1 ˚
0 g2

˙ˆ
h1 ˚
0 h2

˙
“
ˆ
g1h1 ˚

0 g2h2

˙
, (12.243)

de telle sorte que ψpghq “ ψpgqψphq.
Le groupe ψpGq est connexe et résoluble. En effet ψpGq est connexe en tant qu’image d’un
connexe par une application continue (lemme 7.193). Et il est résoluble en tant qu’image
d’un groupe résoluble par un morphisme par la proposition 2.25.
Nous avons prouvé que ψpGq est un sous-groupe résoluble et connexe de GLpV q. Vu que V
est de dimension strictement plus petite que Cn, nous utilisons l’hypothèse de récurrence
et nous déduisons que ψpGq est conjugué à un groupe de matrices triangulaire, c’est-à-dire
qu’il existe une base de V dans laquelle toutes les matrices g1 (avec g P G) sont triangulaires
supérieures.
On fait de même avec l’application g ÞÑ g2, ce qui donne une base du supplémentaire de V
dans laquelle les matrices g2 sont triangulaires supérieures.
En couplant ces deux bases, nous obtenons une base de Cn dans laquelle toutes les matrices
(12.241) (c’est-à-dire toutes les matrices de G) sont triangulaires supérieures.

55. Définition 9.251.
56. Définition 2.22.
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(ii) Sinon Nous supposons à présent que Cn n’a pas de sous-espaces non triviaux stables sous
G. Nous posons m “ mintk tel que DkpGq “ teuu, qui existe parce que G et résoluble et que
sa suite dérivée termine sur e (proposition 2.24).

(iii) Si m “ 1 Si m “ 1 alors G est abélien et il existe une base de G dans laquelle toutes les
matrices de G sont triangulaires (lemme 12.105). Le premier vecteur d’une telle base serait
stable par G, mais comme nous avons supposé qu’il n’y avait pas de sous-espaces non triviaux
stabilisés par G, ce vecteur tout seul forme un sous-espace trivial, c’est-à-dire que n “ 1.
Dans ce cas, le théorème est démontré.

(iv) Si m ą 1 Nous devons maintenant traiter le cas où m ą 1. Nous posons H “ Dm´1pGq ;
cela est un sous-groupe normal et abélien de G. Encore une fois le résultat de trigonalisation
simultanée 12.105 donne une base dans laquelle tous les éléments de H sont triangulaires.
En particulier le premier élément de cette base est un vecteur propre commun à toutes les
matrices de H.
Soit V le sous-espace engendré par tous les vecteurs propres communs de H. Nous venons de
voir que V n’est pas vide. Nous allons montrer que V est stable par G. Soient h P H, v P V
et g P G :

h
`
gpvq˘ “ g g´1hgloomoon

PH
pvq “ gpλvq “ λgpvq (12.244)

parce que v est vecteur propre de g´1hg. Ce que le calcul (12.244) montre est que gpvq est
vecteur propre de h pour la valeur propre λ. Donc gpvq P V et V est stabilisé par G. Mais
comme il n’existe pas d’espaces non triviaux stabilisés par G, nous en déduisons que V “ Cn.
Donc tous les vecteurs de Cn sont vecteurs propres communs de H. Autrement dit on a une
base de diagonalisation simultanée de H.

(v) H est dans le centre de G Montrons à présent que H est dans le centre de G, c’est-à-dire
que pour tout g P G et h P H il faut ghg´1 “ h. D’abord ghg´1 est une matrice diagonale
(parce qu’elle est dans H) ayant les mêmes valeurs propres que h. En effet si λ est valeur
propre de ghg´1 pour le vecteur propre v, alors

pghg´1qpvq “ λv (12.245a)
h
`
g´1v

˘ “ λ
`
g´1v

˘
, (12.245b)

c’est-à-dire que λ est également valeur propre de h, pour le vecteur propre g´1v. Mais comme
h a un nombre fini de valeurs propres, il n’y a qu’un nombre fini de matrices diagonales ayant
les mêmes valeurs propres que h. L’ensemble AdpGqh est donc un ensemble fini. D’autre part,
l’application g ÞÑ g´1hg est continue, et G est connexe, donc l’ensemble AdpGqh est connexe.
Un ensemble fini et connexe dans GLpn,Cq est nécessairement réduit à un seul point. Cela
prouve que ghg´1 “ h pour tout g P G et h P H.

(vi) Espaces propres stables pour tout G Soit h P H et W un espace propre de h (ça existe
non vide, parce que H est triangularisé, voir plus haut). Alors nous allons prouver que W est
stable pour tous les éléments de G. En effet si w P W avec hpwq “ λw alors en permutant g
et h,

hgpwq “ gphwq “ λgpwq, (12.246)
donc gpwq est aussi vecteur propre de h pour la valeurs propre λ, c’est-à-dire que gpwq P
W . Comme nous supposons que Cn n’a pas d’espaces invariants non triviaux, nous devons
conclure que W “ Cn, c’est-à-dire que H est composé d’homothéties. C’est-à-dire que pour
tout h P H nous avons h “ λh1.

(vii) Contradiction sur la minimalité de m Les éléments d’un groupe dérivé sont de déter-
minant 1 parce que detpg1g2g

´1
1 g´1

2 q “ 1. Par conséquent pour tout h, le nombre λh est une
racine nede l’unité. Vu qu’il n’y a qu’une quantité finie de racines ne de l’unité, le groupe
H est fini et connexe et donc une fois de plus, réduit à un élément, c’est-à-dire H “ teu.
Cela contredit la minimalité de m et donc produit une contradiction. Nous devons donc avoir
m “ 1.
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(viii) Conclusion Nous avons vu que si Cn avait un sous-espace non trivial fixé par G alors le
théorème était démontré. Par ailleurs si Cn n’a pas un tel sous-espace, soit m “ 1 (et alors
le théorème est également prouvé), soit m ą 1 et alors on a une contradiction.
Bref, le théorème est prouvé sous peine de contradiction.

Remarque 12.107.
Le lemme mentionne le fait que les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T . Mais
attention : ceci ne dit rien au niveau des multiplicités géométriques. Un nombre peut être cinq fois
sur la diagonale de T alors que l’espace propre correspondant pour A n’est que de dimension 1.
Exemple : la matrice

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
(12.247)

a deux 1 sur la diagonale. Le nombre 1 est bien une valeur propre de A, mais le système

A

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
x
y

˙
(12.248)

donne y “ 0 et donc un espace propre de dimension seulement 1.

Remarque 12.108.
Si K est algébriquement clos (comme C par exemple), alors tous les polynômes sont scindés et
toutes les matrices sont trigonalisables 57. Un exemple un peu simple de cela est la matrice

u “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
. (12.249)

Le polynôme caractéristique est χupXq “ X2 ` 1 et les valeurs propres sont ˘i. Il est vite vu que
dans la base

t
ˆ
i
1

˙
,

ˆ
1
i

˙
u (12.250)

de C2, la matrice u se note
ˆ
i 0
0 ´i

˙
.

Remarque 12.109.
Cela nous donne une autre façon de prouver qu’une matrice nilpotente de Mpn,Cq ou Mpn,Rq est
trigonalisable[368]. D’abord dans Mpn,Cq, toutes les matrices sont trigonalisables 58, et les valeurs
propres arrivent sur la diagonale. Mais comme les valeurs propres d’une matrice nilpotente valent
zéro, elle est triangulaire stricte. Par ailleurs, son polynôme caractéristique est alors Xn.

Ensuite si u P Mpn,Rq nous pouvons voir u comme une matrice dans Mpn,Cq et y calculer son
polynôme caractéristique qui sera tout de même Xn. Ce polynôme étant scindé, la proposition 12.98
nous assure que u est trigonalisable. Une fois de plus, les valeurs propres étant sur la diagonale,
elle est triangulaire supérieure stricte.

Corolaire 12.110.
Le polynôme caractéristique 59 sur C d’une matrice s’écrit sous la forme

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (12.251)

où les λi sont les valeurs propres distinctes de A et mi sont les multiplicités correspondantes.

57. La proposition 12.98 montre cela, et le lemme de Schur complexe 12.100 va un peu plus loin, et précise que la
trigonalisation peut être obtenue par une matrice unitaire.

58. Parce que le polynôme caractéristique est scindé, voir la proposition 12.98.
59. Définition 9.107.
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Démonstration. Le lemme 12.100 nous donne l’existence d’une base de trigonalisation ; dans cette
base les valeurs propres de A sont sur la diagonale et nous avons

χApXq “ detpA´X1q “ det

¨
˚̋
X ´ λ1 ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 X ´ λr

˛
‹‚, (12.252)

qui vaut bien le produit annoncé.

Corolaire 12.111.
Si A P Mpn,Cq et k P N alors

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (12.253)

Démonstration. Par le lemme 12.100 nous avons une matrice unitaire U et une triangulaire T telles
que A “ UTU´1. En passant à la puissance k nous avons aussi

Ak “ UT kU´1. (12.254)

Donc le spectre de Ak est celui de T k (lemme 12.104 et le fait qu’une puissance d’une matrice
triangulaire est encore triangulaire). Or les éléments diagonaux de T k sont les puissances ke des
éléments diagonaux de T , qui sont les valeurs propres de A.

Pour le cas complexe, c’est le lemme 11.18 et le théorème 12.102.

12.11 Matrices, spectre et norme

Le lien entre la norme opérateur d’une matrice et son spectre sera entre autres utilisé pour
étudier le conditionnement de problèmes numériques. Voir la définition 34.107 et par exemple son
lien avec la résolution numérique de systèmes linéaires dans la proposition 34.112.

Proposition 12.112 ([316]).
Soit une matrice A P Mpn,Cq de rayon spectral ρpAq. Soit une norme }.} sur Cn et la norme
opérateur correspondante. Alors

ρpAq ď }Ak}1{k (12.255)

pour tout k P N.

Démonstration. Soit v P Cn et λ P C un couple vecteur-valeur propre. Nous avons }Av} “ |λ|}v}
et aussi

|λ|k}v} “ }λkv} “ }Akv} ď }Ak}}v}. (12.256)

La dernière inégalité est due au fait que nous avons choisi sur Mpn,Cq la norme subordonnée à
celle choisie sur Cn, via le lemme 11.59. Nous simplifions par }v} et obtenons |λ| ď }Ak}1{k. Étant
donné que ρpAq est la maximum de tous les λ possibles, la majoration passe au maximum :

ρpAq ď }Ak}1{k. (12.257)

Proposition 12.113.
Soient deux espaces vectoriels normés E et V . Soient des applications continues f, g : E Ñ EndpV q.
Alors l’application

ψ : E Ñ EndpV q
x ÞÑ fpxq ˝ gpxq (12.258)

est continue.
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Démonstration. Soit une suite xk EÝÑ x. Nous devons montrer que ψpxkq EndpV qÝÑ ψpxq. Pour cela
nous utilisons le lemme 11.61 qui indique que la norme opérateur est une norme d’algèbre. Nous
avons :

}ψpxkq ´ ψpxq} “ }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.259a)
ď }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxkq ˝ gpxq} ` }fpxkq ˝ gpxq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.259b)
“ }fpxkq ˝ `gpxkq ´ gpxq˘} ` }`fpxkq ´ fpxq˘ ˝ gpxq} (12.259c)
ď }fpxkq}}gpxkq ´ gpxq} ` }fpxkq ´ fpxq}}gpxq}. (12.259d)

Pour k Ñ 8 nous avons }fpxkq} Ñ }fpxq}, }fpxkq ´ fpxq} Ñ 0 (parce que f est continue) et
similaire avec g. Donc le tout tend vers zéro.

12.11.1 Rayon spectral

La chose impressionnante dans la proposition suivante est que ρpAq est défini indépendamment
du choix de la norme sur Mpn,Kq ou sur K. Lorsque nous écrivons }A}, nous disons implicitement
qu’une norme a été choisie sur K, et que nous avons pris la norme subordonnée sur Mpn,Kq.
Proposition 12.114 ([369]).
Soit A une matrice de Mpn,Rq ou Mpn,Cq. Alors

ρpAq ď }A}. (12.260)

Démonstration. Nous devons séparer les cas, suivant que le corps de base soit R ou C.

(i) Pour A P Mpn,Cq Soit λ une valeur propre de A telle que |λ| soit la plus grande. Nous avons
donc ρpAq “ |λ|. Soit un vecteur propre u P Cn pour la valeur propre λ. En prenant la norme
sur l’égalité Au “ λu, et en utilisant le lemme 11.59,

|λ|}u} “ }Au} ď }A}}u}. (12.261)

Donc |λ| ď }A} et ρpAq ď }A}.
(ii) Pour A P Mpn,Rq L’endroit qui coince dans le raisonnement effectué pourMpn,Cq est que,

certes A P Mpn,Rq possède une plus grande valeur propre en module et qu’un vecteur propre
lui est associé. Mais ce vecteur propre est, à priori, dans Cn, et non dans Rn. Nous pouvons
donc écrire Au “ λu, mais pas }Au} “ |λ|}u} parce que nous ne savons pas quelle norme
prendre sur Cn.
Il n’est pas certain que nous ayons une norme sur Cn qui se réduit sur Rn à celle choisie
implicitement dans l’énoncé. Nous allons donc ruser un peu.
Soit une norme N sur Cn 60. Nous nommons également N la norme subordonnée surMpn,Cq
et la norme restreinte sur Mpn,Rq. Vu que N est une norme sur Mpn,Rq et que ce dernier
est de dimension finie, le théorème 11.46 nous indique que N est équivalente à }.}. Il existe
donc C ą 0 tel que

NpBq ď C}B} (12.262)

pour tout B P Mpn,Rq. Nous avons maintenant

ρpAqm ď NpAmq ď C}Am} ď C}A}m. (12.263)

Justifications
— Par la proposition 12.112.
— Parce que Am P Mpn,Rq et la relation (12.262).
— Par itération du lemme 11.61.

60. Il y en a plein, par exemple celle du produit scalaire xx, yy “
ř

k xkȳk.
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Nous avons donc ρpAq ď C1{m}A} pour tout m P N. En prenant m Ñ 8 et en tenant compte
de C1{m Ñ 1 nous trouvons ρpAq ď }A}.

Lemme 12.115 ([369]).
Soit A P Mpn,Kq avec K “ R ou C. Soit ϵ ą 0. Il existe une norme algébrique sur Mpn,Kq telle
que

NpAq ď ρpAq ` ϵ. (12.264)

Démonstration. Soit par le lemme 12.100 une matrice inversible U telle que T “ UAU´1 soit
triangulaire supérieure, avec les valeurs propres sur la diagonale. Notons que même si A P Mpn,Rq,
les matrices U et T sont, à priori, complexes.

Soit s P R ainsi que les matrices

Ds “ diagp1, s´1, s´2, . . . , s1´nq (12.265)

et Ts “ DsTD
´1
s . Nous fixerons un choix de s plus tard.

La norme que nous considérons est :

NpBq “ }pDsUqBpDsUq´1}8 (12.266)

où }.}8 est la norme sur Mpn,Kq subordonnée à la norme }.}8 sur Kn dont nous avons déjà parlé
dans l’exemple 11.54. Cela est bien une norme parce que

— Nous avons }B}8 “ 0 si et seulement si B “ 0, et comme pDsUq est inversible, nous avons
pDsUqBpDsUq´1 “ 0 si et seulement si B “ 0.

— NpλBq “ |λ|NpBq.
— Pour l’inégalité triangulaire :

NpB ` Cq “ }pDsUqBpDsUq´1 ` pDsUqCpDsUq´1}8 (12.267a)
ď }pDsUqBpDsUq´1}8 ` }pDsUqCpDsUq´1}8 (12.267b)
“ NpBq `NpCq. (12.267c)

En ce qui concerne la matrice A elle-même, nous avons

NpAq “ }pDsUqApDsUq´1}8 “ }Ts}8. (12.268)

C’est le moment de se demander comment se présente la matrice Ts. En tenant compte du fait que
pDsqik “ δiks

1´i nous avons

pTsqij “
ÿ

kl

pDsqikTklpD´1
s qlj “ Tijs

j´i. (12.269)

La matrice T est encore triangulaire supérieure avec les valeurs propres de A sur la diagonale. Les
éléments au-dessus de la diagonale sont tous multipliés par au moins s. Il est donc possible de
choisir s suffisamment petit pour avoir 61

nÿ

j“i`1
|pTsqij | ă ϵ (12.270)

Avec ce choix, la formule 11.163 donne

NpTsq ď max
i

ÿ

k

|pTsqik| ď ϵ` ρpAq. (12.271)

61. Il me semble qu’il manque un module dans [369].
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En effet le ϵ vient de la somme sur toute la ligne sauf la diagonale (c’est-à-dire la partie k ‰ i) et du
choix (12.270) pour s. Le ρpAq provient du dernier terme de la somme (le terme sur la diagonale)
qui est une valeur propre de A, donc majorable par ρpAq.

Nous devons encore prouver que N est une norme algébrique. Pour cela nous allons montrer
qu’elle est subordonnée à la norme

n : Kn Ñ R`

v ÞÑ }pUDsqv}8.
(12.272)

Cela sera suffisant pour avoir une norme algébrique par le lemme 11.61. La norme n surKn produit
la norme suivante sur Mpn,Kq :

npBq “ sup
v‰0

npBq
npvq “ sup

v‰0

}pUDsqBv}8
}UDsv}8

. (12.273)

Puisque UDs est inversible, nous pouvons effectuer le changement de variables v ÞÑ pUDsq´1v
pour écrire

npBq “ sup
v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}pUDsqpUDsq´1v}8

“ sup
v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}v}8

“ }pUDsqBpUDsq´1}8 “ NpBq.
(12.274)

Proposition 12.116.
Si A P Mpn,Rq alors ρpAqm “ ρpAmq pour tout m P N.

Démonstration. La matrice A peut être vue dans Mpn,Cq et nous pouvons lui appliquer le coro-
laire 12.111 :

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (12.275)

À noter qu’il n’y a pas de magie : le spectre de la matrice réelle A est déjà défini en voyant A
comme matrice complexe. Le spectre dont il est question dans (12.275) est bien celui dont on parle
dans la définition du rayon spectral.

Nous avons ensuite :

ρpAkq “ maxt|λ| tel que λ P SpecpAkqu (12.276a)
“ maxt|λk| tel que λ P SpecpAqu (12.276b)
“ maxt|λ|k tel que λ P SpecpAqu (12.276c)
“ ρpAqk. (12.276d)

Proposition 12.117.
Soient des espaces vectoriels normés V de dimension n et W de dimension m sur K (corps normé).
Nous considérons une base tesus“1,...,n de V et tfαuα“1,...,m de W .

Alors l’application
ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpV,W q

ψpAqv “
ÿ

sα

Asαvsfα
(12.277)

est un isomorphisme d’espaces topologiques.
Pour rappel, la topologie sur Mpn,Kq est donnée par la définition 7.199.

Démonstration. Nous savons déjà que ψ est une bijection. De plus, elle est linéaire et donc continue
par la proposition 11.216. En ce qui concerne son inverse, c’est également une application linéaire
(lemme 4.34) ; elle est alors également continue.
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Proposition 12.118.
Soit un espace vectoriel normé V de dimension finie. Soit une suite d’opérateurs Tn P EndpV q. Si
teiu est une base de V et si Tnpeiq VÝÑ ei pour tout i, alors Tn

EndpV qÝÑ Id.

Démonstration. Nous utilisons l’application ψ : Mpn,Kq Ñ EndpV q définie en 4.67. Elle nous
permet d’écrire

Tnpxq “
ÿ

kl

ψ´1pTiqklxlek, (12.278)

que nous allons particulariser à x “ ej . Nous avons

ej “ lim
nÑ8Tnpejq (12.279a)

“ lim
nÑ8

ÿ

kl

ψ´1pTnqklδjlek (12.279b)

“
ÿ

k

`
lim
nÑ8ψ

´1pTnqkj
˘
ek (12.279c)

En identifiant les coefficients de ej , on trouve

lim
nÑ8ψ

´1pTnqkj “ δkj . (12.280)

Pour chaque k et l, à gauche nous avons une limite dans K. Vue la topologie sur Mpn,Kq 62, nous
pouvons écrire cela comme une limite dans Mpn,Kq :

lim
nÑ8ψ

´1pTnq “ 1. (12.281)

Nous savons que ψ´1 est continue (proposition 12.117) de telle sorte que nous pouvons la commuter
avec la limite :

1 “ lim
nÑ8ψ

´1pTnq “ ψ´1` lim
nÑ8Tn

˘
. (12.282)

Appliquant maintenant ψ des deux côtés, ψp1q “ Id et

Id “ lim
nÑ8Tn. (12.283)

Le point important de la définition 11.230 est la continuité. En dimension infinie, la continuité
n’est par exemple pas équivalente à l’inversibilité (penser à ek ÞÑ kek).

Si V est un espace vectoriel normé, nous avons déjà défini son dual topologique V 1 comme
étant l’ensemble des applications linéaires continues V Ñ C ou V Ñ R selon le corps de base de
V . C’est la définition 4.123.

Proposition 12.119.
Soient un espace vectoriel normé V et un élément v P V vérifiant }v} “ 1. Il existe une forme
φ P V 1 telle que }φ} “ 1 et φpvq “ 1.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de la base incomplète 4.24. Pour cela nous consi-
dérons I “ V et la partie clairement génératrice G “ tei “ iuiPI (si vous avez bien suivi, G “ V en
fait ; rien de bien profond). Nous considérons ensuite I0 “ tvu. Le théorème de la base incomplète
nous donne l’existence de I1 tel que I0 Ă II Ă I et tel que B “ teiuiPI1 est une base.

Tout cela pour dire que B “ teiuiPI1 est une base contenant v. Nous allons aussi éventuellement
redéfinir la norme de ei pour avoir }ei} “ 1. Cette renormalisation n’affecte pas le fait que v P B.

Nous passons maintenant à la définition de φ : V Ñ K. Pour x P V nous commençons par
écrire

x “
ÿ

jPJ
xjej (12.284)

62. Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes (théorème 11.46). Sur Mpn,Kq,
nous avons convenu dans la définition 7.199 de considérer la norme maximum.
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et nous posons

φpxq “
#
xv si v P J
0 sinon.

(12.285)

Cette définition a un sens par la partie unicité de la proposition 4.7 de décomposition d’un élément
dans une base.

Nous devons calculer la norme de φ. Par la proposition 11.51(3) nous avons

}φ} “ sup
}x}“1

|φpxq|. (12.286)

Avec x “ v nous avons φpxq “ 1 et donc }φ} ě 1.
Nous devons encore montrer que }φ} ď 1. Un élément x P V s’écrit toujours sous la forme

x “
ÿ

iPJ
xjej (12.287)

pour un certain J fini dans I1 et pour certains xj P K. Pour un tel x nous avons φpxq “ xv. Si
|φpxq| ě 1, alors |xv| ě 1, mais alors

}x} ď
ÿ

jPJ
|xj |}ej} “

ÿ

jPJ
|xj | ě |xv| ą 1, (12.288)

ce qui fait que ce x ne participe pas au supremum (12.286).
Notons que φ est continue (et donc bien dans V 1) parce qu’elle est bornée (proposition 11.62).

12.11.2 Normes de matrices et d’applications linéaires

Théorème 12.120 (Norme matricielle et rayon spectral[370]).
La norme 2 d’une matrice est liée au rayon spectral de la façon suivante :

}A}2 “ a
ρpAtAq (12.289)

ou plus généralement par }A}2 “ a
ρpA˚Aq.

Lemme 12.121.
Soit une matrice A P Mpn,Rq qui est symétrique, strictement définie positive. Soient λmin et λmax
les plus petites et plus grandes valeurs propres. Alors

}A}2 “ λmax et }A´1}2 “ 1
λmin

. (12.290a)

Démonstration. Soient les vecteurs v1, . . . , vn formant une base orthonormée de vecteurs propres 63

de A. Nous notons vmax celui de λmax. Nous avons :

}A}2 ě }Avmax} “ |λmax|}vmax} “ |λmax| “ λmax. (12.291)

Voilà l’inégalité dans un sens. Montrons l’inégalité dans l’autre sens. Soit x “ ř
i xivi avec }x}2 “ 1.

Alors

}Ax} “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

i

xiλivi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

dÿ

i

x2
iλ

2
i ď λmax

dÿ

i

x2
i “ λmax. (12.292)

En ce qui concerne l’affirmation pour la norme de A´1, il suffit de remarquer que ses valeurs
propres sont les inverses des valeurs propres de A.

63. Possible par le théorème spectral 9.219.
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Lemme 12.122 ([1, 371]).
Soit une matrice diagonale D P Mpn,Cq dont nous notons λi P C les éléments diagonaux. Alors
la norme opérateur 64 de D est donnée par

}D}2 “ max
i

t|λi|u. (12.293)

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Le compact Puisque la partie tx P Cn tel que }x}2 “ 1u est compacte, nous pouvons utiliser

un maximum au lieu d’un supremum dans la définition de la norme opérateur (théorème de
Weierstrass 7.136.).

(ii) Notations pour Cn Pour se mettre d’accord sur les notations, si x P Cn, alors x “ ř
i xiei

où e1 P Cn est le vecteur p1, 0, . . . , 0q. C’est un vecteur de base de Cn comme espace vectoriel
sur C. Et d’ailleurs teiui“1,...,n est une base orthonormée de Cn.

(iii) Norme dans Cn Lorsque A est un opérateur sur Cn, nous avons

}Ax}2 “
˜ÿ

i

|pAxqi|2
¸1{2

“
¨
˝ÿ

i

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

j

Aijxj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2
˛
‚

1{2

. (12.294)

Nous avons utilisé les conventions (4.87).
(iv) Le calcul Si c’est bon pour vous, je me lance dans le calcul :

}D}2 “ max
}x}2“1

}Dx}2 (12.295a)

“ max
}x}2“1

˜
nÿ

i“1
λixi

¸
(12.295b)

ď max
}x}2“1

max
i

|λi|
˜

nÿ

i“1
x2
i

¸1{2

loooooomoooooon
“}x}2

“ max
i

|λi|. (12.295c)

L’inégalité }D}2 ď maxi |λi| est prouvée. Nous démontrons à présent l’inégalité dans l’autre sens.
Appliquons D au vecteur de base ei : Dei “ λiei. Donc

}D}2 ě }Dei}2 “ |λiei| “ |λi|. (12.296)

Cela étant valable pour tout i, nous avons }D}2 ě maxi |λi|.
Proposition 12.123.
La fonction

f : Mpn,Rq ˆMpn,Rq Ñ R

pX,Y q ÞÑ TrpXtY q (12.297)

est un produit scalaire sur Mpn,Rq.

Démonstration. Il faut vérifier la définition 9.162.
— La bilinéarité est la linéarité de la trace.
— La symétrie de f est le fait que TrpAtq “ TrpAq.
— L’application f est définie positive parce que si X P Mpn,Rq, alors XtX est symétrique

définie positive, donc diagonalisable avec des nombres positifs sur la diagonale. La trace étant
un invariant de similitude, nous avons fpX,Xq “ TrpXtXq ě 0. De plus si TrpXtXq “ 0,
alors XtX “ 0 (pour la même raison de diagonalisation). Mais alors }Xu} “ 0 pour tout
u P E, ce qui signifie que X “ 0.

64. Norme opérateur, définition 11.51. La notation }D}2 signifie la norme opérateur de D : Cn
Ñ Cn où l’on a

mis la norme euclidienne sur Cn, c’est-à-dire la norme de la définition 10.105.
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Exemple 12.124.
Soient m “ n, un point λ dans R et Tλ l’application linéaire définie par Tλpxq “ λx. La norme de
Tλ est alors

}Tλ}L “ sup
}x}Rm ď1

}λx}Rn “ |λ|.

Notez que Tλ n’est rien d’autre que l’homothétie de rapport λ dans Rm. △

Exemple 12.125.
Toutes les isométries de Rn ont norme 1. En effet si T est une isométrie, }Tx} “ }x}. En ce qui
concerne la norme de T nous avons alors

}T } “ sup
xPRn

}T pxq}
}x} “ sup

xPRn

}x}
}x} “ 1. (12.298)

△

Lemme 12.126.
Soit b P Rm. Nous considérons l’application

Tb : Rm Ñ R

x ÞÑ b·x.
(12.299)

(1) L’application Tb est linéaire.
(2) Sa norme est }Tb}L “ }b}Rm.

Démonstration. La norme de Tb satisfait les inégalités suivantes

}Tb}L “ sup
}x}Rm ď1

|b·x| ď sup
}x}Rm ď1

}b}Rm}x}Rm ď }b}Rm ,

}Tb}L “ sup
}x}Rm ď1

}b·x}Rn ě
ˇ̌
ˇ̌b· b

}b|
ˇ̌
ˇ̌ “ }b}2

}b} “ }b}Rn ,

donc }Tb}L “ }b}Rn .

Proposition 12.127.
Une application linéaire de Rm dans Rn est continue.

Démonstration. Soit x un point dans Rm. Nous devons vérifier l’égalité

lim
hÑ0m

T px` hq “ T pxq. (12.300)

Cela revient à prouver que limhÑ0m T phq “ 0, parce que T px ` hq “ T pxq ` T phq. Nous pouvons
toujours majorer }T phq}n par }T }LpRm,Rnq}h}Rm (lemme 11.59). Quand h s’approche de 0m sa
norme }h}m tend vers 0, ce que nous permet de conclure parce que nous savons que de toutes
façons, }T }L est fini.

Note : dans un espace de dimension infinie, la linéarité ne suffit pas pour avoir la continuité :
il faut de plus être borné (ce que sont toutes les applications linéaires Rm Ñ Rn). Voir la propo-
sition 11.62.

Proposition 12.128 ([1]).
Soit A P GLpn,Cq. La suite 65 pAkqkPZ est bornée 66 si et seulement si A est diagonalisable 67 et
SpecpAq Ă S1.

65. Oui, c’est avec k P Z. Vu que A est dans GL, elle est inversible, donc pas de soucis à considérer A´1.
66. Nous considérons sur GLpn,Cq la norme opérateur dérivant de la norme hermitienne sur Cn donnée par la

formule (10.147).
67. Définition 9.207.
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Démonstration. Nous commençons par supposer que A est diagonalisable et que SpecpAq Ă S1.
Nous nommons λi ses valeurs propres. Par hypothèse λi P S1. Nous avons donc |λi| “ 1 et, par la
proposition 10.95(4), nous avons |λi|k “ 1.

La proposition 9.208 permet de considérer une matrice inversible Q telle que A “ Q´1DQ où
D est la matrice diagonale Dii “ λi. Nous avons donc aussi

Ak “ Q´1DkQ. (12.301)

La matrice Dk est diagonale et Dk
ii “ λki .

(i) Pour k ě 0 La norme matricielle étant une norme d’algèbre 68,

}Ak}2 “ }Q´1DkQ}2 ď }Q´1}2}Dk}2}Q}2. (12.302)

En ce qui concerne la norme }D}2, nous avons le lemme 12.122 qui nous annonce que }D}2 “
maxit|λi|u “ 1. Dans notre cas, nous avons donc }D}2 “ 1 et

}Ak}2 ď }Q´1}2}Q}2. (12.303)

Autrement dit, la suite pAkqkPN est majorée en norme par le nombre }Q´1}2}Q}2.
(ii) Pour k ď 0 Alors il suffit de poser B “ A´1. La matrice B est autant diagonalisable que A

et le même raisonnement s’applique : il existe une matrice inversible P telle que

}Bk}2 ď }P´1}2}P }2. (12.304)

(iii) Pour tous les k La suite pAkqkPZ est donc majorée par le maximum entre }P´1}2}P } et
}Q´1}2}Q}.

Dans l’autre sens, maintenant.

Puisque nous travaillons sur C, le polynôme caractéristique de A est scindé et la réduction de
Jordan 69 s’applique. Nous considérons une matrice inversible Q telle que A “ Q´1MQ avec

M “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚, (12.305)

où les Ni sont nilpotents. Notez qu’ici les « 1 » sont de différentes tailles.
(i) Juste un bloc Nous considérons un bloc de Jordan λ1 ` N . Nous supposons que la suite

pλ1`Nqk est bornée, et nous allons montrer que |λ| “ 1 et N “ 0.
Nous nommons s la borne, et r le plus petit entier tel que N r “ 0. En utilisant la formule
du binôme 70, pour k ą r nous avons

pλ1`Nqk “
r´1ÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
λk´lN l ă s. (12.306)

Le lemme 9.205 indique que la partie tNku est libre. En utilisant le lemme 7.156, nous en
déduisons que ˇ̌

ˇ̌
ˆ
k

l

˙
λk´lN l

ˇ̌
ˇ̌ ă s (12.307)

pour tout k ą r et pour tout l ď k.
En particulier, pour tout k nous pouvons considérer le terme l “ 0. Cela donne

|λ|k ă s (12.308)

68. Lemme 11.61.
69. Théorème 9.287.
70. Proposition 3.41.
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qui implique |λ| ď 1.
Nous avons donc deux possibilités : |λ| ă 1 et |λ| “ 1. Supposons |λ| “ 1, et considérons
l’inéquation (12.307) avec l “ 1 : }kλk´1N} ă s. Cela implique que

k}N} ă s (12.309)

pour tout k. Cela n’est possible que si }N} “ 0 parce que R est archimédien (théorème
1.423). Nous restons donc avec les deux possibilités

— |λ| ă 1
— |λ| “ 1 et N “ 0.

Nous nous tournons maintenant sur la contrainte que pλ1 ` Nqk doive rester borné pour
k ă 0. Nous avons

λ1`N “ λp1` λ´1Nq, (12.310)

et nous pouvons appliquer la proposition 9.206 à l’opérateur nilpotent ´λ´1N pour avoir

`
1´ p´λ´1Nq˘´1 “

8ÿ

l“0
p´λq´lN l (12.311a)

“ 1`
8ÿ

l“1
p´λq´lN l (12.311b)

“ 1`
r´1ÿ

l“1
p´λq´lN l. (12.311c)

Ceci pour dire que pλ1 ` Nq´1 “ λ´1p1 ` λ´1N 1q pour une autre matrice nilpotente 71

N 1 “ řr´1
l“1 p´λq´lN l. Le travail déjà fait, appliqué à λ´1 et N 1, nous donne deux possibilités :

— |λ´1| ă 1
— |λ´1| “ 1 et N 1 “ 0.

La possibilité |λ´1| ă 1 est exclue parce qu’elle impliquerait |λ| ą 1 qui avait déjà été exclu.
Il ne reste donc que la possibilité |λ| “ 1 et N “ N 1 “ 0.

(ii) Pour la matrice M Nous supposons que tMku est borné : }Mk} ď s pour tout s. En
utilisant le lemme 11.52 et la proposition 11.53, pour tout n et pour tout i nous avons :

}p1` λiNiqk} ă s. (12.312)

Nous appliquons ce que nous venons de montrer pour les blocs et nous obtenons |λi| “ 1 et
Ni “ 0.

(iii) La matrice A Nous pouvons enfin parler de la matrice A “ Q´1MQ. Nous avons Ak “
Q´1MkQ, et donc aussi

Mk “ QAkQ´1. (12.313)

En ce qui concerne la norme, si la suite pAkq est bornée par le réel s, alors

}Mk} “ }QAkQ´1} ď }Q}}Q´1}}Ak} ď s}Q}}Q´1}. (12.314)

Donc la suite pMkq est bornée et nous pouvons appliquer à Mk ce que nous avons fait sur
M . Nous avons donc

A “ Q´1MQ “ Q´1

¨
˚̋
λ1

. . .
λs

˛
‹‚Q (12.315)

avec |λi| “ 1. Nous avons prouvé que A est diagonalisable et que SpecpAq Ă S1.

71. Notez que la somme part de l “ 1, sinon ce serait raté pour la nilpotence de N 1.
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12.12 Géométrie dans l’espace

12.129.
Les notions de droites, plans et parallélisme sont des notions vectorielles qui auraient pu être
traitées beaucoup plus haut. La chose qui rend la géométrie un peu piquante est la notion de
perpendicularité. Cette notion demande un produit scalaire et fait intervenir ici et là des polynômes
du second degré. Travailler avec le second degré demande la connaissance des racines carrés 72 et
donc d’un peu de topologie réelle et de continuité. La résolution dans R du polynôme du second
degré est la proposition 10.108.

12.12.1 Droites dans l’espace

La notion d’application affine entre espaces vectoriels est la définition 9.154.
Une application affine n’est pas linéaire, mais presque au sens où des increments égaux dans le

paramètre donne des increments égaux dans la valeur.

Lemme 12.130.
Si f est affine alors pour tout a, b, v P V nous avons

fpa` vq ´ fpaq “ fpb` vq ´ fpbq. (12.316)

Démonstration. Simple calcul :

fpa` vq ´ fpaq “ upa` vq ` α ´ upaq ´ α “ upaq ` upvq ´ upaq “ upvq. (12.317)

Le même calcul partant de fpb` vq donnera évidement aussi upvq.
Définition 12.131.
Soit un espace vectoriel E.

(1) Une droite vectorielle dans E est un sous-espace vectoriel de dimension 1.
(2) Une droite affine est une partie de E de la forme a` V où a P E et V est un sous-espace

vectoriel de dimension 1 de E.
(3) Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel de dimension 2.
(4) Une partie P est un plan affine si il existe un v P E tel que P ´ v soit un plan vectoriel.

Le plus souvent, nous parlerons de « droite » et « plan » sans préciser « vectoriel » ou « affine ».
Dans ces cas, le plus souvent, ce sera « affine ».

Définition 12.132 (Perpendiculaires et parallèles).
Deux notions importantes.

(1) Nous disons que les droites a` V et b`W sont parallèles lorsque V “ W .
(2) Nous disons que les droites a ` V et b ` W sont perpendiculaires si pour tout v P V et

w P W nous avons v·w “ 0.
Vous noterez que le parallélisme est une notion vectorielle alors que la perpendicularité dépend du
produit scalaire ; c’est une notion comme qui dirait « métrique ».

Proposition 12.133.
Les propriétés usuelles.

(1) Deux droites parallèles ayant une intersection sont confondues.
(2) Le parallélisme est une relation d’équivalence sur l’ensemble des droites de E.
(3) Si la droite d1 est parallèle à la droite d2, alors une droite est perpendiculaire à d1 si et

seulement si elle est perpendiculaire à d2.
72. Définition 10.90.
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Lemme 12.134.
Deux droites perpendiculaires ont un unique point d’intersection.

Proposition 12.135.
Soient une droite d et un point p.

(1) Il existe une unique droite parallèle à d contenant p.
(2) Il existe une unique droite perpendiculaire à d contenant p.

Lemme 12.136.
Si D est une droite et si a, b P D, alors D ´ a “ D ´ b et D ´ a est une droite vectorielle.

Démonstration. Vu que D est une droite, il existe v P V tel que D ´ v soit une droite vectorielle
que nous notons L. Nous allons montrer que D ´ a “ D ´ v. Comme a est arbitraire, cela suffit.

(i) D ´ a Ă D ´ v Un élément de D ´ a est de la forme x ´ a avec x P D. Nous écrivons x ´ a
sous la forme y ´ v et nous espérons que y P D. Allons-y : d’abord nous isolons y dans
x´ a “ y ´ v :

y “ x´ a` v “ px´ vq ´ pa´ vq ` v. (12.318a)

Puisque x´v et a´v sont des éléments de L, la somme est dans L et donc y “ l`v pour un
certain élément de l P L. Nous avons donc prouvé que y P D et donc que x´a “ y´v P D´v.

(ii) D ´ v Ă D ´ a Nous notons x ´ v un élément générique de D ´ v (x P D). En posant
y ´ a “ x´ v, nous trouvons

y “ x´ v ` a “ x´ vloomoon
PL

` pa´ vqloomoon
PL

`v (12.319)

Donc y P D et x´ v “ y ´ a P D ´ a.

Proposition 12.137.
L’image d’une droite par une application affine 73 est une droite.

Lemme 12.138.
Soit un espace vectoriel V sur le corps K.

(1) Si L est une droite vectorielle, alors pour tout a ‰ 0 dans L, nous avons L “ Imagepfq où f
est l’application linéaire donnée par

f : K Ñ V

λ ÞÑ λa.
(12.320)

(2) Si D est une droite affine, alors pour tout a ‰ b sur D nous avons D “ Imagepfq où f est
l’application affine donnée par

f : K Ñ V

λ ÞÑ a` λpb´ aq. (12.321)

(3) Une partie D Ă V est une droite (affine) si et seulement si il existe a, v P V tels que

D “ ta` λvuλPK. (12.322)

Démonstration. En deux parties.

73. Définition 9.154.
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(i) Pour (1) Comme L est un sous-espace de dimension 1, il possède une base contenant un
unique élément, disons tbu. En particulier a “ µb pour un certain µ P K. Si x P L nous avons
x “ λxb pour un certain λx, et donc

x “ λx
µ
a. (12.323)

Donc x “ fpλx{µq. Cela prouve que L Ă Imagepfq.
L’inclusion inverse est simplement le fait que λa P L dès que a P L parce que L est vectoriel.

(ii) Pour (2) Le lemme 12.136 nous indique qu’il existe une droite vectorielle L telle que D´x “
L pour tout x P D.

(i) D Ă Imagepgq Nous nommons f : K Ñ V l’application linéaire qui donne L. Puisque b´a P
L nous avons

fpλq “ λpb´ aq, (12.324)
et tout élément de L est de la forme fpλq. Nous avons aussi D “ L`a ; donc un élément
de D est de la forme fpλq ` a et donc de la forme λpb´ aq ` a “ gpλq.

(ii) Imagepgq Ă D Un élément de Imagepgq est de la forme a ` λpb ´ aq avec λ P K. Mais
b´ a P L, donc λpb´ aq P L et

gpλq “ a` λpb´ aq P a` L “ D. (12.325)

Proposition 12.139.
Si a et b sont deux points distincts de Rn, alors il existe une unique droite contenant a et b.

Proposition 12.140.
Soient deux droites d1 et d2 dans Rn. Alors nous sommes dans une des trois situations suivantes :

(1) d1 X d2 “ H.
(2) Cardpd1 X d2q “ 1
(3) d1 “ d2.

Exemple 12.141.
Les exemples les plus courants d’applications affines sont les droites et les plans ne passant pas
par l’origine.
Les droites Une droite dans R2 (ou R3) qui ne passe pas par l’origine est l’image d’une fonction

de la forme sptq “ ut` v, avec t P R, et u et v dans R2 ou R3 selon le cas.
En choisissant des coordonnées adéquates, les droites peuvent être aussi vues comme graphes
de fonctions affines. Dans le cas de R2, on retrouve la fonction de l’exemple 4.32, pour
n “ m “ 1.

Les plans De la même façon nous savons que tout plan qui ne passe pas par l’origine dans R3 est
le graphe d’une application affine, P px, yq “ pa, bqT · px, yqT `pc, dqT , lorsque les coordonnées
sont bien choisies.

△

12.12.2 Projection orthogonale

Le théorème suivant n’est pas indispensablissime parce qu’il est le même que le théorème de la
projection sur les espaces de Hilbert 74. Cependant la partie existence est plus simple en se limitant
au cas de dimension finie.

Théorème-Définition 12.142 (Théorème de la projection).
Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, x P E, et C un sous-ensemble
fermé convexe de E.

74. Théorème 25.7



934 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

(1) Les deux conditions suivantes sur y P E sont équivalentes :
(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.

(2) Il existe un unique y P E, noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.

(i) Existence Soit z0 P C et r “ }x´z0}. La boule fermée Bpx, rq est compacte 75 et intersecte C.
Vu que C est fermé, l’ensemble C 1 “ CXBpx, rq est compact. Tous les points qui minimisent
la distance entre x et C sont dans C 1 ; la fonction

C 1 Ñ R

z ÞÑ dpx, zq (12.326)

est continue sur un compact et donc a un minimum qu’elle atteint 76. Un point P réalisant
ce minimum prouve l’existence d’un point vérifiant la première condition.

(ii) Unicité Soient y1 et y2, deux éléments de C minimisant la distance avec x, et soit d ce
minimum. Nous avons par l’identité du parallélogramme (11.3) que

}y1 ´ y2}2 “ ´4
››››
y1 ` y2 ´ x

2

››››
2

` 2}y1 ´ x}2 ` 2}y2 ´ x}2 ď ´4d` 2d` 2d “ 0. (12.327)

Par conséquent y1 “ y2.
(iii) (1a)ñ (1b) Soit z P C et t P s0, 1r ; nous notons P “ projC x. Vu que y et P sont dans C

et que C est convexe 77, le point z “ ty ` p1 ´ tqP est également dans C, et par conséquent,

}x´ P }2 ď }x´ tz ´ p1 ´ tqP }2 “ }px´ P q ´ tpz ´ P q}2. (12.328)

Nous sommes dans un cas }a}2 ď |a´ b|2, qui implique 2 Rexa, by ď }b}2. Dans notre cas,

2 Rexx´ P, tpz ´ P qy ď t2}z ´ P }2. (12.329)

En divisant par t et en faisant t Ñ 0 nous trouvons l’inégalité demandée 78 :

2 Rexx´ P, z ´ P y ď 0. (12.330)

(iv) (1b)ñ (1a) Soit un point P P C vérifiant

Rexx´ P, z ´ P y ď 0 (12.331)

pour tout z P C. Alors en notant a “ x´ P et b “ P ´ z,

}x´ z}2 “ }x´ P ` P ´ z}2 “ }a` b}2

“ }a}2 ` }b}2 ` 2 Rexa, by
“ }a}2 ` }b}2 ´ 2 Rexx´ P, z ´ P y
ě }b}2,

(12.332)

ce qu’il fallait.

75. C’est ceci qui ne marche plus en dimension infinie.
76. Théorème 10.52.
77. Définition 7.144.
78. Ici nous utilisons la proposition 12.38, et c’est une des choses qui font que cette partie sur la « géométrie

élémentaire » demande en réalité d’être placée après déjà une partie de l’analyse réelle.
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Proposition 12.143.
Soient une droite d dans R3 ainsi qu’un point p. La projection 79 projdppq est le point d’intersec-
tion 80 entre d et la perpendiculaire à d passant par p.

Démonstration. Nous considérons la droite d “ ta ` λvuλPR et un point p P R3. Nous notons
xpλq “ a ` λv le point courant dans d. Conformément à la définition 12.142 de la projection
orthogonale, nous allons minimiser la distance }p´ xpλq} par rapport à λ.

Puisque }p´ xpλq} est toujours positif, nous pouvons chercher à minimiser le carré :

}p´ xpλq}2 “ }p}2 ´ 2p· a´ 2λp· v ` }a}2 ` |λ|2}v}2 ` 2λa· v. (12.333)

Quitte à minimiser ça par rapport à λ, nous pouvons oublier les termes ne contenant pas λ. Nous
posons donc

fpλq “ }v}2λ2 ` 2pa´ pq · vλ (12.334)

Comme le coefficient de λ2 est positif, la proposition 10.108 nous dit que cette fonction aura
un minimum (et non un maximum). La valeur λ0 pour laquelle f est minimal se découvre grâce à
10.108(2) :

λ0 “ ´2pa´ pq · v

2}v}2 . (12.335)

Cela est la valeur de λ pour laquelle

projdppq “ xpλ0q; (12.336)

nous avons donc

xpλ0q “ a´ pa´ pq · v

}v}2 v. (12.337)

Nous devons voir maintenant que
`
p´ xpλ0q˘· v “ 0. Il suffit d’un peu déballer :

`
p´ xpλ0q˘· v “ p· v ´ a· v ` pa´ pq · v

}v}2 }v}2 “ p· v ´ a· v ` pa´ pq · v “ 0. (12.338)

Lemme 12.144.
Soit v1 P R3. Il existe des vecteurs v2 et v3 tels que les vi sont deux à deux perpendiculaires.

Démonstration. Nous considérons w ‰ v dans R3 et nous profitons de la proposition 11.34 pour
poser v2 “ v1 ˆ w. Enfin nous définissons v3 “ v1 ˆ v2.

Lemme 12.145.
Soient trois éléments v1, v2, v3 P R3 deux à deux perpendiculaires. Si x K v1, alors x P Spantv2, v3u.

Démonstration. Il faut se rappeler de la proposition 11.14 qui fait de tv1, v2, v3u une partie libre.
Elle est donc une base par la proposition 4.18(2).

Soit x K v1. Nous le décomposons dans la base tv1, v2, v3u : x “ λ1v1 `λ2v2 `λ3v3. En prenant
le produit scalaire par v1, et en tenant compte du fait que v1 · v2 “ v2 · v3 “ 0 nous trouvons
0 “ v1 ·x “ λ1}v1}2. Donc λ1 “ 0 et x P Spantv2, v3u.

79. Définition 12.142.
80. Lemme 12.134.
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12.12.3 Plan médiateur

Proposition 12.146 (plan médiateur[1]).
Soient un espace euclidien V ainsi que deux points distincts a, b P V . Si m “ pa` bq{2, nous avons

tx P V tel que x´m K b´ au “ tx P V tel que }x´ a} “ }x´ b}u. (12.339)
Dans le cas de V “ R3, alors cet ensemble est un plan 81.

Ce plan est le plan médiateur du segment ra, bs.
Démonstration. Nous notons

M “ tx P V tel que x´m K b´ au, (12.340a)
N “ tx P V tel que }x´ a} “ }x´ b}u. (12.340b)

(i) M Ă N Soit x P M . Nous avons px ´ mq · pb ´ aq “ 0, et nous pouvons utiliser Pythagore
11.22 dans les triangles xbm et xma :

}x´ a}2 “ }x´m}2 ` }a´m}2 (12.341a)
}x´ b}2 “ }x´m}2 ` }m´ b}2. (12.341b)

Vu que m est le milieu, nous avons a´m “ m´b et donc }a´m} “ }m´b}. Nous voyons donc
que les membres de droites des deux équations (12.341) sont égaux. Donc }x´a}2 “ }x´b}2.
Comme une norme est toujours positive, les carrés peuvent être simplifiés : }x´a} “ }x´ b}.
Donc x P N .

(ii) N Ă M Soit x P N . Nous posons h “ projpabqpxq, la projection de x sur la droite pabq. La
proposition 12.143 nous dit que h est l’unique point de pabq tel que x´ h K b´ a.
Le théorème de Pythagore 11.22 dans le triangle ahx donne

}x´ a}2 “ }a´ h}2 ` }x´ h}2 (12.342)
et dans le triangle bhx il donne :

}b´ x}2 “ }b´ h}2 ` }h´ x}2. (12.343)
Par hypothèse nous avons }x´ a}2 “ }x´ b}2 et donc

}a´ h} “ }b´ h}. (12.344)
Nous cherchons à présent quel(s) point(s) h de la droite pabq vérifie(nt) cette condition, et
nous espérons que ce sera pa` bq{2.
Nous cherchons h sous la forme h “ a`λpb´aq. D’une part nous avons }a´h}2 “ }λpb´aq}2 “
λ2}b´ a}2, et d’autre part

}b´ h}2 “ }b´ a´ λpb´ aq}2 “ |1 ´ λ|2}b´ a}2 (12.345)
Nous en déduisons que |λ| “ |1 ´ λ|. Cela laisse deux possibilités : la première est λ “ 1 ´ λ
qui donne λ “ 1{2 et la seconde est λ “ ´p1 ´ λq qui est impossible. Donc λ “ 1{2 et

h “ a` b´ a

2 “ a` b

2 . (12.346)

Donc en posant m “ pa` bq{2 nous avons bien b´ a K x´m.
(iii) C’est un plan Nous nous mettons maintenant dans le cas où V est l’espace R3 muni de

sa norme usuelle. Posons f1 “ b´ a et considérons deux vecteurs f2, f3 tels que les fi soient
deux à deux perpendiculaires (lemme 12.144).
Nous allons prouver que M “ Spantf2, f3u `m.

(i) Une inclusion Si x P Spanpf2, f3q ` m, alors x “ αf2 ` βf3 ` m et nous avons bien
x´m K b´ a.

(ii) L’autre inclusion Soit x P M . Donc x ´ m K b ´ a. Le lemme 12.145 nous indique alors
que x´m P Spantf2, f3u, ce qu’il fallait.

81. Définition 12.131.
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12.12.4 Tétraèdre

Définition 12.147 ([1]).
Un tétraèdre régulier est un ensemble de 4 points A, B, C et D de R3 deux à deux équidistants.

Nous allons nommer taiu les segments entre les points, tdiu les droites sur ces segments, et
tsiu les sommets.

Lemme 12.148.
Un tétraèdre régulier existe.

Démonstration. Prenez un triangle équilatéral ABC dans le plan p., ., 0q, et prenez ensuite un point
D à la verticale du centre, placé à la bonne hauteur pour que les longueurs }AD}, }BD} et }CD}
soient égales à }AB}.

Lemme 12.149.
Si T est un tétraèdre régulier, nous avons di X T “ ai.

Lemme 12.150.
Les droites tdiui“1,...,6 ne sont pas confondues ni parallèles.

Démonstration. Si trois points A, B, C sont alignés, il n’est pas possible d’avoir }AB} “ }AC} “
}BC}. Donc il n’y a pas deux droites parmi les tdiu qui sont confondues.

Supposons que deux des droites AB et CD sont parallèles. En particulier, les points A, B, C
et D sont dans un même plan : le plan A ` SpantB ´ A,C ´ Au. Il n’est pas possible d’avoir 4
points dans un plan, tous équidistants deux à deux.

Dans la suite, quand nous parlerons du « tétraèdre », nous parlerons de ses six points et six
segments les joignant. L’ensemble T Ă R3 ne contient pas les surfaces et les volumes.

Lemme 12.151.
Soit un tétraèdre régulier T . Un point de R3 est un sommet si et seulement si il est l’intersection
de deux des droites tdiu différentes.

Démonstration. En deux parties.
(i) Sens direct Par définition les sommets sont les points A, B, C, D ; et les droites di sont

les droites pABq, pACq, pADq, pBCq, pDBq et pCDq. Donc oui, les sommets sont à des
intersections de ces droites.

(ii) Sens inverse Soit un point X P R3 à l’intersection entre deux des di. Nous avons déjà vu
dans le lemme 12.150 que ces droites ne sont ni parallèles ni confondues. Donc elles ont au
plus un point d’intersection. Voyons les couples possibles de droites.
On a une série de possibilités comme pABq X pACq. Dans ce cas, l’intersection entre ces deux
droits est A qui est un des sommets. Ensuite nous avons une série de possibilités comme
pABq X pCDq. Ces deux droites n’ont pas d’intersection parce que si elles en avaient, les
points A, B, C et D seraient dans le même plan, ce qui est impossible. Donc deux droites di
ont soit, pas d’intersection, soit, une intersection qui est un sommet.

12.13 Géométrie dans le plan

Lemme 12.152 (Équation de droite).
Si D est une droite 82 dans R2, alors D est d’une des deux formes suivantes :

— Soit il existe a P R tel que

D “ tpx, yq P R2 tel que x “ au, (12.347)
82. Définition 12.131, mais c’est surtout la caractérisation du lemme 12.138(3) que nous devons avoir en tête.
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— soit il existe a, b P R tels que

D “ tpx, yq P R2 tel que y “ ax` bu. (12.348)

Le premier cas correspond aux droites verticales.

Proposition 12.153.
Si D est une droite dans R2, il existe une application affine 83 f : R2 Ñ R telle que

D “ tx P R2 tel que fpxq “ 0u. (12.349)

Nous disons qu’une telle application affine est une application associée à D.

Si f est une application affine quelle que fpxq “ 0 donne la droite D, alors pour tout réel non
nul λ, l’application affine λf donnent également D. Il n’y a donc pas d’unicité.

Définition 12.154.
Soit une application affine f : R2 Ñ R. Nous appelons demi-plans associés à f les parties

H`
f “ tx P R2 tel que fpxq ą 0u (12.350)

et
H´
f “ tx P R2 tel que fpxq ă 0u. (12.351)

Lemme 12.155 ([1]).
Les demi-plans sont convexes 84.

Démonstration. Soit une applications affine f : R2 Ñ R ainsi que a, b P R2 tels que fpaq ą 0 et
fpbq ą 0. Vu que f est affine, il existe une application linéaire l : R2 Ñ R ainsi que α P R tels que
fpxq “ lpxq ` α pour tout x.

Nous considérons
γ : R Ñ R2

t ÞÑ a` tpb´ aq. (12.352)

Nous devons prouver que pf ˝ γqptq ą 0 pour tout t P r0, 1s.
Nous avons pf ˝ γqp0q ą 0 et pf ˝ γqp1q ą 0. Nous avons d’abord

pf ˝ γqptq “ l
`
a` tpb´ aq˘ ` α (12.353a)

“ lpaq ` flpbq ´ tlpaq ` α (12.353b)
“ p1 ´ tqlpaq ` tlpbq ` tα ` p1 ´ tqα (12.353c)
“ p1 ´ tqfpaq ` tfpbq. (12.353d)

Les nombres fpaq et fpbq sont strictement positifs. Les nombres p1 ´ tq et t sont positifs, mais ne
s’annulent pas en même temps. Donc dans (12.353d), au moins un des deux termes est strictement
positifs tandis que l’autre est positif ou nul. Bref, pf ˝ γqptq ą 0.

Cela prouve que le demi-plan fpxq ą 0 est convexe. Le même raisonnement tient pour le
demi-plan fpxq ă 0.

Lemme 12.156 ([1]).
Si f, g : R2 Ñ R sont affines et si kerpfq “ kerpgq, alors

tH`
f , H

´
f u “ tHg̀ , Hǵ u. (12.354)

Démonstration. Il existe un a P R2 tel que fpaq ą 0. En effet fpxq “ lpxq ` α où l : R2 Ñ R est
linéaire et α P R. Il suffit de prendre x tel que lpxq ă ´α. Soit a P R2 tel que fpaq ą 0. Il y a
deux possibilités : gpaq ą 0 ou gpaq ă 0 parce que gpaq “ 0 n’est pas possible du fait que f et g
s’annulent aux mêmes points..

83. Définition 9.154.
84. Définition 7.144.
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(i) Si gpaq ą 0 Nous allons prouver qu’alors H`
f “ Hg̀ et H´

f “ Hǵ . Soit b P H`
f . Nous savons

que H`
f est convexe (lemme 12.155), de telle sorte que f

`ra, bs˘ ą 0. En particulier f ne
s’annule pas sur le segment ra, bs, et g non plus. Autrement dit, la fonction

s : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ g
`p1 ´ tqa` tb

˘ (12.355)

ne s’annule pas. Vu que sp0q “ gpaq ą 0, le théorème des valeurs intermédiaires 85 nous
indique que gpbq “ sp1q ą 0. Donc b P Hg̀ .
Nous avons prouvé que H`

f Ă Hg̀ . En inversant les rôles de f et g nous prouvons que
Hg̀ Ă H`

f .
(ii) Si gpaq ă 0 Il se prouve de même que H`

f “ Hǵ et H´
f “ Hg̀ .

Proposition 12.157.
Si f : R2 Ñ R est une application affine non constante, alors kerpfq est une droite 86.

Démonstration. Posons fpxq “ lpxq ` α où l : R2 Ñ R est linéaire et α P R.
Commençons avec α “ 0. Considérons a P kerpfq et prouvons que kerpfq “ tλauλPR. D’abord

fpλaq “ lpλaq “ λlpaq “ 0. Donc tλauλPR Ă kerpfq. D’autre part si fpxq “ 0 alors que x n’est pas
de la forme λa. Dans ce cas, tx, au forment une base de R2 et nous concluons que kerpfq “ R2, ce
qui est contraire à l’hypothèse comme quoi f ‰ 0.

Nous ne supposons plus que α “ 0. Soit a P R2 tel que lpaq “ ´α. Nous allons prouver que
kerpfq “ a` kerplq.

(i) a` kerplq Ă kerpfq Soit z P kerplq. Nous avons fpa` zq “ lpaq ` lpzq ` α “ ´α` 0 ` α “ 0.
Donc a` z P kerpfq.

(ii) kerpfq Ă a` kerplq . Soit b P kerpfq. Nous prouvons que b ´ a P kerplq. Nous avons 0 “
fpbq “ lpbq ` α et donc lpbq “ ´α. Donc

lpb´ aq “ lpbq ´ lpaq “ ´α ` α “ 0. (12.356)

parce que lpaq “ ´α.
La conclusion est que kerpfq “ a` kerplq. La première partie ayant déjà montré que kerplq est une
droite, nous avons fini.

Lemme 12.158 ([1, 159]).
Soit une fonction affine f : R2 Ñ R. Soient a, b P R2 tels que fpaq, fpbq ‰ 0.

(1) L’intersection ra, bs X kerpfq contient 0 ou 1 point.
(2) Si ra, bs X kerpfq “ H alors fpaq et fpbq ont même signe.
(3) Si ra, bs X kerpfq ‰ H alors fpaq et fpbq sont de signe opposés.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Nous savons que kerpfq est une droite (proposition 12.157). Vu que fpaq ‰ 0,

l’unique droite passant par a et b (proposition 12.139) n’est pas la droite kerpfq. Donc
parmi les trois possibilités de la proposition 12.139, nous sommes forcément dans le cas
où l’intersection est vide ou réduite à un unique point.

(ii) Pour (2) Nous supposons que kerpfq X ra, bs “ H. Considérons la fonction

s : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ f
`p1 ´ tqa` tb

˘
.

(12.357)

85. Théorème 10.87.
86. La caractérisation 12.138(3) est plus pratique que la définition.
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La fonction s est continue et ne s’annule pas parce que les points p1 ´ tqa ` tb sont ceux de
ra, bs. Si sp0q et sp1q étaient de signe différents, le théorème des valeurs intermédiaires 10.87
donnerait un t0 P s0, 1r tel que spt0q “ 0. Donc sp0q et sp1q ont le même signe.

(iii) Pour (3) Nous prouvons la contraposée. Supposons que fpaq et fpbq aient le même signe
(strict), et disons que fpaq, fpbq ą 0 pour fixer les idées. Cela signifie que a et b sont dans le
demi-plan H`

f . Par convexité de ce dernier (lemme 12.155), nous avons fpxq ą 0 pour tout
x P ra, bs.

Lemme 12.159 ([1]).
Soient une application affine f . Soient a P kerpfq et v P R2 tels que 87 kerpfq “ ta` λvuλPR. Soit
un vecteur non nul w P R2 non parallèle à v.

(1) tv, wu est une base de R2.
(2) Nous considérons l’application

p : R2 Ñ R

λv ` µw ÞÑ µ.
(12.358)

Alors l’application
g : R2 Ñ R

x ÞÑ ppx´ aq (12.359)

est affine.
(3) Les demi-plans de f et de g sont les mêmes.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Les vecteurs v et w ne sont pas colinéaire et forment donc une base par le lemme

4.9(1).
(ii) Pour (2) L’application p est linéaire. Nous avons

gpxq “ ppx´ aq “ ppxq ´ ppaq. (12.360)

L’application g est donc bien affine.
(iii) Pour (3) Les applications f et g sont affines. Si x P kerpgq, alors ppx´ aq “ 0, c’est-à-dire

que x´ a “ λv et donc x “ λv ` a P kerpfq. Donc kerpgq Ă kerpfq. De même nous trouvons
que kerpfq Ă kerpgq.
Deux applications affines ayant le même noyau ont les mêmes demi-plans par le lemme 12.156.

Lemme 12.160 ([1]).
Soit une application affine f ainsi qu’une application continue g : R2 Ñ R telles que kerpfq “
kerpgq. Supposons l’existence de a, b P R2 tels que gpaq ą 0 et gpbq ă 0.

Alors les demi-plans de f sont les parties tx tel que gpxq ą 0u et tx tel que gpxq ă 0u.

Proposition 12.161 ([1]).
Soit une droite d dans R2 et une chemin dérivable γ : R Ñ R2. Nous supposons que γpt0q P d et
que γ1pt0q est non nul et non parallèle à d.

Alors il existe δ tel que pour tout ϵ ă δ, γpt0 ` ϵq est dans un demi-plan de d et γpt0 ´ ϵq est
dans l’autre demi-plan de d.

Démonstration. Posons a “ γpt0q. Nous considérons un vecteur b1 P R2 tel que d “ ta` λb1uλPR,
ainsi que b2 tel que tb1, b2u soit une base de R2.

Tout élément de R2 peut être écrit de façon unique sous la forme

x “ a` x1b1 ` x2b2. (12.361)

87. Si on en croit la proposition 12.157, ça existe parce que le noyau d’une application affine est une droite.
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Cela nous donne des fonctions continues σi : R Ñ R telles que

γptq “ a` σ1ptqb1 ` σ2ptqb2, (12.362)

et que
γ1ptq “ σ1

1ptqb1 ` σ1
2ptqb2. (12.363)

Vu que γ1pt0q n’est pas parallèle à la droite d, nous avons σ1
2pt0q ‰ 0. De plus γpt0q “ a, de telle

sorte que σ1pt0q “ σ2pt0q “ 0.
Que dites-vous ? La fonction dérivable σ2 : R Ñ R vaut zéro en t0 et sa dérivée y est non nulle ?

Supposons pour fixer les idées que σ1
2pt0q ą 0. Il existe donc un ϵ ą 0 tel que σ2 est strictement

positive sur rt0 ´ ϵ, t0r et strictement négative sur st0, t0 ` ϵs.
En vertu du lemme 12.159, les points de γ tels que σ2 ą 0 sont dans un demi-plan de d et les

points de γ avec σ2 ă 0 sont dans l’autre demi-plan.

Théorème 12.162 (Théorème de Thalès[372]).
Soient trois points A, B, C non alignés dans R2. Soient D P pABq et E P pACq. Nous supposons
que pDEq est parallèle à BC.

Alors
(1)

}D ´A}
}B ´A} “ }E ´A}

}C ´A} “ }E ´D}
}C ´B} (12.364)

(2) Il existe une homothétie ϕ : R2 Ñ R2 centrée en A telle que ϕpBq “ D et ϕpCq “ E.

Théorème 12.163 (Théorème de Thalès dans le cercle[373]).
Soient des points O, A, B, C dans R2 tels que

(1) }A´O} “ }B ´O} “ }C ´O}.
(2) A, O et B sont alignés.

Alors le triangle ABC est rectangle en C.

12.14 Dérivée : exemples introductifs

12.14.1 La vitesse

Lorsqu’un mobile se déplace à une vitesse variable, nous obtenons la vitesse instantanée en
calculant une vitesse moyenne sur des intervalles de plus en plus petits. Si le mobile a un mouvement
donné par xptq, la vitesse moyenne entre t “ 2 et t “ 5 sera

vmoyp2 Ñ 5q “ xp5q ´ xp2q
5 ´ 2 .

Plus généralement, la vitesse moyenne entre 2 et 2 ` ∆t est donnée par

vmoyp2 Ñ 2 ` ∆tq “ xp2 ` ∆tq ´ xp2q
∆t .

Cela est une fonction de ∆t. Oui, mais rappellons qu’on a dans l’idée de calculer une vitesse
instantanée, c’est-à-dire de voir ce que vaut la vitesse moyenne sur un intervalle très très très très
petit. La notion de limite semble toute indiquée pour décrire mathématiquement l’idée physique de
vitesse instantanée.

Nous allons dire que la vitesse instantanée d’un mobile est la limite quand ∆t tend vers zéro
de sa vitesse moyenne sur l’intervalle de temps ∆t, ou en formule :

vpt0q “ lim
∆tÑ0

xpt0q ´ xpt0 ` ∆tq
∆t . (12.365)
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12.14.2 La tangente à une courbe

Passons maintenant à tout autre chose, mais toujours dans l’utilisation de la notion de limite
pour résoudre des problèmes intéressants. Comment trouver l’équation de la tangente à la courbe
y “ fpxq au point px0, fpx0qq ?

Essayons de trouver la tangente au point P donné de la courbe donnée à la figure 12.1.

‚P

Figure 12.1 – Comment trouver la tangente à la courbe au point P ?

La tangente est la droite qui touche la courbe en un seul point sans la traverser. Afin de la
construire, nous allons dessiner des droites qui touchent la courbe en P et un autre point Q, et
nous allons voir ce qu’il se passe quand Q est très proche de P . Cela donnera une droite qui,
certes, touchera la courbe en deux points, mais en deux points tellement proches que c’est comme
si c’étaient les mêmes. On sent que la notion de limite va encore intervenir.

‚P

‚
a

‚fpaq

‚
Q

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 12.2 – Traçons d’abord une corde entre le point P et un point Q un peu plus loin.

Nous avons placé le point, sur la figure 12.2, le point P en a et le point Q un peu plus loin, en
x. En d’autres termes leurs coordonnées sont

P “ `
a, fpaq˘ Q “ `

x, fpxq˘. (12.366)
En regardant par exemple la figure 12.2, le coefficient directeur de la droite qui passe par ces deux
points est donné par

fpxq ´ fpaq
x´ a

, (12.367)

et bang ! Encore le même rapport que celui qu’on avait trouvé à l’équation (12.365) en parlant
de vitesses. En regardant la figure 12.3, on constate réellement qu’en faisant tendre x vers a, on
obtient la tangente.

12.14.3 L’aire en dessous d’une courbe

Encore un exemple. Nous voudrions bien pouvoir calculer l’aire en dessous d’une courbe. Nous
notons Sf pxq l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la
figure 12.4.
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‚
Q0‚P

(a) Pas très bon . . .

‚
Q1‚P

(b) . . .de mieux en mieux . . .

‚
Q2‚P

(c) . . .de mieux en mieux . . .

‚
Q3‚P

(d) . . .presque parfait

Figure 12.3 – Recherche de la tangente par approximations successives.

‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 12.4 – L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime l’aug-
mentation de l’aire lorsqu’on passe de x à x` ∆x.

Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x
et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px` ∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (12.368)

c’est-à-dire

fpxq “ lim
∆xÑ0

Sf px` ∆xq ´ Sf pxq
∆x . (12.369)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire en dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

Nous avons déjà vu que calculer la dérivée d’une fonction n’est pas très compliqué. Aussi
étonnant que cela puisse paraitre, il se fait que le processus inverse est très compliqué : il est en
général extrêmement difficile (et même souvent impossible) de trouver une fonction dont la dérivée
est une fonction donnée.

Une fonction dont la dérivée est la fonction f s’appelle une primitive de f , et la fonction qui
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donne l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x est notée

Sf pxq “
ż x

0
fptqdt. (12.370)

Nous pouvons nous demander si, pour une fonction f donnée, il existe une ou plusieurs primitives,
c’est-à-dire si il existe une ou plusieurs fonctions F telles que F 1 “ f . La réponse viendra par le
corolaire 12.202.

12.15 Dérivation de fonctions réelles
On considère dans la suite une fonction f : A Ñ R, où a P A Ă R ; cependant, les notions

de continuité et de dérivabilité se généralisent immédiatement au cas de fonctions à valeurs vec-
torielles ; la notion de continuité se généralise au cas des fonctions à plusieurs variables (la notion
de dérivabilité est remplacée par celle de différentiabilité dans ce cadre).

Définition 12.164.
La fonction f est dérivable en a si a P IntA et si

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

existe. On note alors cette quantité f 1paq, c’est le nombre dérivé de f en a. La fonction dérivée
de f est

f 1 : A1 Ñ R

a ÞÑ f 1paq (12.371)

définie sur l’ensemble noté A1 des points a où f est dérivable.

Exemple 12.165.
Montrons que la fonction f : R Ñ R : x ÞÑ x est continue et dérivable. Exceptionnellement (bien
qu’on sache que la dérivabilité implique la continuité), montrons ces deux assertions séparément.
Continuité Pour prouver la continuité au point a P R nous devons montrer que

lim
xÑa

x “ a (12.372)

c’est-à-dire
@ϵ ą 0, Dδ ą 0 : @x P R |x´ a| ă δ ñ |x´ a| ă ϵ (12.373)

ce qui est clair en prenant δ “ ϵ.
Dérivabilité Soit a P R. Calculons la limite du quotient différentiel

lim
xÑa
x‰a

x´ a

x´ a
“ lim

xÑa
x‰a

1 “ 1 (12.374)

ce qui prouve que f est dérivable et que sa dérivée vaut 1 en tout point a de R.
On a donc montré que la fonction x ÞÑ x est continue, dérivable, et que sa dérivée vaut 1 en

tout point a de son domaine.
△

Proposition 12.166.
Une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Démonstration. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est dérivable, et soit x0 P I. Nous
allons prouver la continuité de f en x0. Le fait que la limite

f 1px0q “ lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q
h

(12.375)
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existe implique a fortiori que
lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q “ 0. (12.376)

Cela signifie la continuité de f en vertu du critère 12.56.

Théorème 12.167.
Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Démonstration. Soient f : R Ñ R et a P R. Nous supposons que f n’est pas continue en a et nous
allons en déduire qu’elle n’est pas non plus dérivable en a. Pour cela nous considérons le lien entre
limite et continuité donné dans le théorème 12.56. Nier que f est continue en a revient à dire qu’il
existe un voisinage V de fpaq tel que

@r ą 0, Dϵ ă r tel que fpa` ϵq R V. (12.377)

Si B
`
fpaq, R˘ Ă V 88, et si r “ 1{n, nous construisons une suite ϵn Ñ 0 telle que

|fpa` ϵnq ´ fpaq| ą R. (12.378)

Avec cela nous avons
|fpa` ϵnq ´ fpaq|

ϵn
ą R

ϵn
Ñ 8. (12.379)

Donc la fonction f ne peut pas être dérivable en a.

Remarque 12.168.
La réciproque du théorème précédent n’est pas vraie : il existe bien des fonctions qui sont continues
en un point x0, mais qui ne sont pas dérivables en x0. La fonction valeur absolue, x ÞÑ |x|, par
exemple est continue sur tout R mais elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est une fonction dérivable, il peut arriver que la fonction dérivée f 1 soit elle-même dérivable.
Dans ce cas nous notons f2 ou f p2q la dérivée de la fonction f 1. Cette fonction f2 est la dérivée
seconde de f . Elle peut encore être dérivable ; dans ce cas nous notons f p3q sa dérivée, et ainsi de
suite. Nous définissons f pnq “ pf pn´1qq1 la dérivée ne de f . Nous posons évidemment f p0q “ f .

12.15.1 Exemples

Exemple 12.169.
Commençons par la fonction fpxq “ x. Dans ce cas nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a

“ x´ a

x´ a
“ 1. (12.380)

La dérivée est donc 1. △

Proposition 12.170.
La dérivé de la fonction x ÞÑ x vaut 1, en notations compactes : pxq1 “ 1.

Démonstration. D’après la définition de la dérivée, si fpxq “ x, nous avons

fpxq “ lim
ϵÑ0

px` ϵq ´ x

ϵ
“ lim

ϵÑ0

ϵ

ϵ
“ 1, (12.381)

et c’est déjà fini.

88. Existence par la définition de la topologie métrique 7.108.



946 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

12.15.1.1 La fonction carré

Prenons ensuite fpxq “ x2. En utilisant le produit remarquable px2 ´a2q “ px´aqpx`aq nous
trouvons

fpxq ´ fpaq
x´ a

“ x` a. (12.382)

Lorsque x Ñ a, cela devient 2a. Nous avons par conséquent

f 1pxq “ 2x. (12.383)

Lemme 12.171.
Si fpxq “ x2, alors f 1pxq “ 2x.

Démonstration. Utilisons la définition, et remplaçons f par sa valeur :

f 1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

(12.384a)

“ lim
ϵÑ0

px` ϵq2 ´ x2

ϵ
(12.384b)

“ lim
ϵÑ0

x2 ` 2xϵ` ϵ2 ´ x2

ϵ
(12.384c)

“ lim
ϵÑ0

ϵp2x` ϵq
ϵ

(12.384d)

“ lim
ϵÑ0

p2x` ϵq (12.384e)

“ 2x, (12.384f)

ce qu’il fallait prouver.

12.15.1.2 La fonction racine carré

Considérons maintenant la fonction fpxq “ ?
x. Nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a

“
?
x´ ?

a

x´ a

“ p?
x´ ?

aqp?
x` ?

aq
px´ aqp?

x` ?
aq

“ 1?
x` ?

a
.

(12.385)

Lorsque x Ñ a, nous obtenons
f 1paq “ 1

2
?
a
. (12.386)

Notons que la dérivée de fpxq “ ?
x n’existe pas en x “ 0. En effet elle serait donnée par le

quotient

f 1p0q “ lim
xÑ0

?
x´ ?

0
x

“ lim
xÑ0

?
x

x
“ lim

xÑ0

1?
x
. (12.387)

Mais si x devient très petit, la dernière fraction tend vers l’infini.

12.15.2 Interprétation géométrique de la dérivée : tangente

Considérons le graphe de la fonction f sur I, c’est-à-dire l’ensemble
␣`
x, fpxq˘ tel que x P I(. (12.388)

Le nombre
fpxq ´ fpaq

x´ a
(12.389)
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‚

‚
a

‚fpaq

‚

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 12.5 – Le coefficient directeur de la corde entre a et x.

est la pente de la droite qui joint les points
`
x, fpxq˘ et

`
a, fpaq˘, voir la figure 12.5.

Étant donné que f 1paq est le coefficient directeur de la tangente au point
`
a, fpaq˘, l’équation

de la tangente est
y ´ fpaq “ f 1paqpx´ aq. (12.390)

12.15.3 Interprétation géométrique de la dérivée : approximation affine

Le fait que la fonction f soit dérivable au point a P I signifie que

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

“ ℓ (12.391)

pour un certain nombre ℓ. Cela peut être réécrit sous la forme

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

´ ℓ “ 0, (12.392)

ou encore
lim
xÑa

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq
x´ a

“ 0. (12.393)

Introduisons la fonction
αptq “ fpa` tq ´ fpaq ´ tℓ

t
. (12.394)

Cette fonction est faite exprès pour que

αpx´ aq “ fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq
x´ a

; (12.395)

par conséquent limxÑa αpx´ aq “ 0. Nous récrivons l’équation (12.395) sous la forme

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq “ px´ aqαpx´ aq. (12.396)

Le second membre tend vers zéro lorsque x tend vers a avec une « vitesse au carré » : c’est le
produit de deux facteurs tous deux tendant vers zéro. Si x n’est pas très loin de a, il n’est donc
pas une mauvaise approximation de dire

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq » 0, (12.397)
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c’est-à-dire
fpxq » fpaq ` f 1paqpx´ aq. (12.398)

Nous avons retrouvé l’équation (12.390). La manipulation que nous venons de faire revient donc à
dire que la fonction f , au voisinage de a, est bien approximée par sa tangente.

L’équation (12.398) peut être aussi écrite sous la forme

fpx` ∆xq » fpxq ` f 1pxq∆x (12.399)

qui est une approximation d’autant meilleure que ∆x est petit.

12.15.4 Développement limité au premier ordre

Si une fonction est dérivable en a alors elle peut être approximée « au premier ordre » par une
formule simple qui sera généralisée pour des dérivées d’ordre supérieurs avec les séries de Taylor,
théorème 12.452. Pour trouver des versions avec des dérivations partielles, voir le thème 54.

Proposition 12.172 (Développement limité au premier ordre).
Si f : R Ñ R est une fonction dérivable, alors il existe une fonction α : R Ñ R telle que

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (12.400)

et

lim
hÑ0

αphq
h

“ 0. (12.401)

Il existe aussi une fonction β : R Ñ R telle que

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` hβphq (12.402)

telle que limhÑ0 βphq “ 0.

Démonstration. La fonction f étant dérivable en a nous avons l’existence de la limite suivante :

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

, (12.403)

ce qui revient à dire qu’en définissant la fonction β par

f 1paq “ fpa` hq ´ fpaq
h

´ βphq (12.404)

alors βphq Ñ 0 lorsque h Ñ 0. En réduisant au même dénominateur, et en multipliant par h, nous
avons la formule (12.402).

En nommant αphq “ hβphq nous trouvons la fonction α de la formule (12.400) :

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (12.405)

avec

lim
hÑ0

αphq
h

“ lim
hÑ0

βphq “ 0. (12.406)
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12.16 Règles de calcul

D’abord une dérivée facile, qui sera utile pour démontrer la formule de dérivation d’un quotient.

Lemme 12.173.
Nous avons : ˆ

1
x

˙1
“ ´ 1

x2 . (12.407)

Démonstration. En posant fpxq “ 1{x, nous avons le calcul

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

“
1
x`ϵ ´ 1

x

ϵ
“ x´ px` ϵq

ϵxpx` ϵq “ ´1
xpx` ϵq . (12.408)

Nous trouvons le résultat en passant à la limite et en tenant compte de la proposition 12.12 sur la
limite d’un quotient.

Proposition 12.174 ([374, 375, 376]).
Nous avons les règles suivantes.

(1) Si f, g : R Ñ R sont dérivables en a P R, alors f ` g est dérivable en a et

pf ` gq1paq “ f 1paq ` g1paq. (12.409)

(2) Si f : R Ñ R est dérivable en a P R et si λ P R, alors pλfq est dérivable en a et

pλfq1paq “ λf 1paq. (12.410)

(3) Si f, g : R Ñ R sont dérivables en a P R, alors fg est dérivable en a et

pfgq1paq “ f 1paqgpaq ` fpaqg1paq. (12.411)

Cette formule est appelée règle de Leibnitz.
(4) Soient deux intervalles I, J dans R. Soient des fonctions f : I Ñ J et g : J Ñ R. Soit encore

a P I. Si f est dérivable en a et si g est dérivable en fpaq, alors g ˝ f est dérivable en a et

pg ˝ fq1paq “ g1`fpaq˘f 1paq. (12.412)

(5) Soient f, g : I Ñ R des fonctions sur un intervalle ouvert I. Soit a P I ; supposons que
gpaq ‰ 0. Alors la fonction f

g est dérivable en a et

ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 . (12.413)

En particulier, la dérivation est une opération linéaire sur l’espace des fonctions infiniment déri-
vables.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Soit ϵ ą 0. Nous avons

pf ` gqpa` ϵq ´ pf ` gqpaq
ϵ

“ fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

` gpa` ϵq ´ gpaq
ϵ

. (12.414)

Par hypothèse, les deux termes de droite ont une limite lorsque ϵ Ñ 0. Donc le membre de
gauche a une limite qui vaut la somme des deux limites 89, c’est-à-dire f 1paq ` g1paq.

89. Limite de sommes, proposition 12.5(1).
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(ii) Pour (2) Écrivons la définition de la dérivée avec pλfq au lieu de f , et calculons un petit
peu :

pλfq1pxq “ lim
ϵÑ0

pλfqpx` ϵq ´ pλfqpxq
ϵ

(12.415a)

“ lim
ϵÑ0

λ
`
fpx` ϵq˘ ´ λfpxq

ϵ
(12.415b)

“ lim
ϵÑ0

λ
fpx` ϵq ´ fpxq

ϵ
(12.415c)

“ λ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

(12.415d)

“ λf 1pxq. (12.415e)

(iii) Pour (3), règle de Leibnitz La définition de la dérivée dit que

pfgq1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵqgpx` ϵq ´ fpxqgpxq
ϵ

. (12.416)

La subtilité est d’ajouter au numérateur la quantité ´fpxqgpx` ϵq ` fpxqgpx` ϵq, ce qui est
permis parce que cette quantité est nulle 90. Le numérateur de (12.416) devient donc

fpx` ϵqgpx` ϵq ´ fpxqgpx` ϵq ` fpxqgpx` ϵq ´ fpxqgpxq
“ gpx` ϵq`fpx` ϵq ´ fpxq˘ ` fpxq`gpx` ϵq ´ gpxq˘, (12.417)

où nous avons effectué deux mises en évidence. Étant donné que nous avons deux termes,
nous pouvons couper la limite en deux :

pfgq1pxq “ lim
ϵÑ0

gpx` ϵqfpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

` lim
ϵÑ0

fpxqgpx` ϵq ´ gpxq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

gpx` ϵq lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

` fpxq lim
ϵÑ0

gpx` ϵq ´ gpxq
ϵ

,

(12.418)

où nous avons utilisé le théorème 12.15 pour scinder la première limite en deux, ainsi que la
propriété (12.25) pour sortir le fpxq de la limite dans le second terme. Maintenant, dans le
premier terme, nous avons évidemment 91 limϵÑ0 gpx` ϵq “ gpxq. Les limites qui restent sont
les définitions classiques des dérivées de f et g au point x :

pfgq1pxq “ gpxqf 1pxq ` fpxqg1pxq, (12.419)

ce qu’il fallait démontrer.
(iv) Pour (4) Nous posons b “ fpaq et nous considérons la fonction suivante :

u : J Ñ R

y ÞÑ upyq “
$
&
%

gpyq ´ gpbq
y ´ b

si y ‰ b

g1pbq si y “ b.

(12.420)

Vu que g est dérivable en b, la seconde ligne existe et u est continue en y “ b “ fpaq. C’est
la définition de la dérivée.
Mais f est continue en a, donc u ˝ f est également continue en a, et nous avons

lim
xÑa

pu ˝ fqpxq “ u
`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (12.421)

90. Nous avons déjà fait le coup d’ajouter et enlever la même chose durant la démonstration du théorème 12.15.
C’est une technique assez courante en analyse.

91. Pas tout à fait évidemment : selon le théorème 12.56, limite et continuité, il faut que g soit continue.
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En réécrivant la définition de u en fpxq, l’expression suivante est une fonction continue de
x :

u
`
fpxq˘ “

$
’&
’%

g
`
fpxq˘ ´ gpbq
fpxq ´ b

si fpxq ‰ b

g1pbq si y “ b.

(12.422)

Si fpxq ‰ b nous avons :

g
`
fpxq˘ ´ gpbq “ u

`
fpxq˘`fpxq ´ b

˘
. (12.423)

Si par contre fpxq “ b, en réalité, l’égalité (12.423) est encore valable parce qu’elle se résume
à 0 “ 0. Nous divisons par x´ a et nous avons l’égalité

g
`
fpxq˘ ´ g

`
fpaq˘

x´ a
“ u

`
fpxq˘fpxq ´ fpaq

x´ a
(12.424)

qui est valable sur Iztau.
Il ne s’agit pas maintenant de prendre la limite x Ñ a des deux côtés, parce que la limite
du membre de gauche est précisément ce que ce théorème s’efforce de prouver exister. Nous
montrons que la limite du membre de gauche existe en montrant que celle de droite existe.
D’une part, u ˝ f est continue et

lim
xÑa

u
`
fpxq˘ “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (12.425)

D’autre part, f est dérivable en a, donc

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

“ f 1paq. (12.426)

Tout cela pour dire qu’à droite, la limite existe et vaut g1pbqf 1paq. Donc nous avons l’existence
de la limite que nous définissons pg ˝ fq1paq, et la valeur

lim
xÑa

g
`
fpxq˘ ´ g

`
fpaq˘

x´ a
“ g1`fpaq˘f 1paq. (12.427)

Le résultat est prouvé.
(v) Pour (5) Nous considérons la fonction

i : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x
.

(12.428)

La fonction g est dérivable en a, la fonction i est dérivable en gpaq. Donc par le théorème de
dérivation des fonctions composées 92, la fonction i ˝ g est dérivable en a et

pi ˝ gq1paq “ i1
`
gpaq˘g1paq “ ´ g1paq

gpaq2 . (12.429)

Pour le quotient, nous utilisons la formule de la dérivée du produit sur f
g pxq “ fpxq 1

gpxq pour
dire que f{g est dérivable en a et

ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paq 1

gpaq ` fpaq
ˆ

1
g

˙1
paq “ f 1paq

gpaq ´ fpaqg1paq
gpaq2 “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 ,

(12.430)
ce qu’il fallait démontrer.

92. Proposition 12.174(4).
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Remarque 12.175.
Nous ne pouvons pas dire que la dérivée est une opération linéaire sur l’espace des fonctions déri-
vables. Certes la proposition 12.174 implique entre autres que l’ensemble des fonctions dérivables
est un espace vectoriel. Mais la dérivée d’une fonction dérivable n’est pas spécialement dérivable.

Remarque 12.176.
La formule p1{uq1 “ ´u1{u2 ne peut pas être vue comme un cas particulier de puαq1 “ αuα´1

(proposition 12.442) parce que cette formule est utilisée dans la démonstration de la formule
générale.

Pour les fonctions à valeurs dant Rn, nous posons la définition suivante.

Définition 12.177.
Soit une fonction f : R Ñ Rn dont les composantes fi : R Ñ R sont dérivables. Nous définissons
la fonction f 1 par

f 1pxq “
ÿ

i

f 1
ipxqei, (12.431)

c’est-à-dire une dérivation composante par composante.

Cette définition est celle pour une fonction R Ñ Rn, et elle est facile. Très différente est la
situation d’une fonction Rn Ñ R dans laquelle il faudra introduire la notion de différentielle 93.

Lemme 12.178.
Soit une fonction dérivable f : R Ñ R. Nous posons

g : R Ñ R

t ÞÑ fpa` λtq (12.432)

où a P R. Alors g est dérivable et g1p0q “ λf 1paq.
Démonstration. Nous devons prouver que la limite

lim
ϵÑ0

gpϵq ´ gp0q
ϵ

(12.433)

existe et vaut λf 1paq. Nous y allons avec les accroissements finis 12.172 :

gpϵq ´ gp0q “ fpa` λϵq ´ fpaq “ fpaq ` λϵf 1paq ´ fpaq “ λϵf 1paq. (12.434)

Le quotient différentiel devient donc

gpϵq ´ gp0q
ϵ

“ λϵf 1paq
ϵ

“ λf 1paq. (12.435)

Il n’y a donc pas de problème à passer à la limite et nous avons g1p0q “ f 1paq.

Par rapport à la dérivation, les produits scalaire et vectoriel vérifient une règle de Leibnitz.

Proposition 12.179.
Soit I un intervalle de R. Si u et v sont dans C1pI,R3q, alors

d

dt

`
uptq · vptq˘ “ `

u1ptq · vptq˘ ` `
uptq · v1ptq˘

d

dt

`
uptq ˆ vptq˘ “ `

u1ptq ˆ vptq˘ ` `
uptq ˆ v1ptq˘.

(12.436)

93. Ce sera pour la définition 11.219.
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Démonstration. Nous considérons des fonctions dérivables f, g : R Ñ R3, et nous posons φptq “
fptq · gptq. En ce qui concerne la dérivée de la fonction f · g : R Ñ R, nous devons étudier la
limite

lim
ϵÑ0

φpt` ϵq ´ φptq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

fpt` ϵq · gpt` ϵq ´ fptq · gptq
ϵ

. (12.437)

La fonction f étant dérivable, la proposition 12.172 nous donne une fonction α : R Ñ R3 telle que

fpt` ϵq “ fptq ` ϵf 1ptq ` ϵαpϵq (12.438)

et limϵÑ0 αpϵq “ 0. En substituant cela dans le numérateur de (12.437) nous calculons un peu :

fpt` ϵq · gpt` ϵq ´ fptq · gptq “ `
fptq ` ϵf 1ptq ` ϵαpϵq˘·

`
gptq ` ϵg1ptq ` ϵβpϵq˘ (12.439a)

´ fptq · gptq (12.439b)
“ ϵfptq · g1ptq ` ϵfptq ·βpϵq (12.439c)

` ϵf 1ptq · gptq ` ϵ2f 1ptq · g1ptq ` ϵ2f 1ptq ·βpϵq (12.439d)
` ϵαpϵq · gptq ` αpϵqϵ2 · g1ptq ` ϵ2αpϵq ·βpϵq. (12.439e)

En divisant cela par ϵ et en prenant la limite ϵ Ñ 0, il nous reste

fptq · g1ptq ` f 1ptq · gptq. (12.440)

12.16.1 Dérivée de la réciproque

Proposition 12.180 ([377]).
Soit f : I Ñ J une fonction bijective, continue et dérivable 94. Soient x0 P I et y0 “ fpx0q. Si
f 1px0q ‰ 0 alors la fonction réciproque f´1 est dérivable en y0 et sa dérivée est donnée par

pf´1q1py0q “ 1
f 1px0q . (12.441)

Démonstration. Pour rappel, une fonction dérivable est toujours continue (proposition 12.166).
Prouvons que f´1 est dérivable au point b “ fpaq P J . Étant donné que f est dérivable en a,

nous avons
f 1paq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

. (12.442)

Par ailleurs, étant donnée la continuité de f´1 donnée par la proposition 12.54(4), nous avons

lim
ϵÑ0

f´1pb` ϵq “ f´1pbq “ a. (12.443)

Nous pouvons donc remplacer dans (12.442) tous les x par f´1pb ` ϵq et prendre la limite ϵ Ñ 0
au lieu de x Ñ a :

f 1paq “ lim
ϵÑ0

f
`
f´1pb` ϵq˘ ´ fpaq
f´1pb` ϵq ´ a

“ lim
ϵÑ0

b` ϵ´ fpaq
f´1pb` ϵq ´ f´1pbq

“ lim
ϵÑ0

ϵ

f´1pb` ϵq ´ f´1pbq
“ 1

limϵÑ0
f´1pb`ϵq´f´1pbq

ϵ

“ 1
pf´1q1pbq .

(12.444)

Nous avons utilisé le fait que fpaq “ b et a “ f´1pbq.
94. Définition 12.164.
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Exemple 12.181 (difféomorphisme entre R et un ouvert borné).
Nous cherchons à construire une application dérivable et d’inverse dérivable entre R (en entier) et
un ouvert borné de R. Il serait tentant de prendre l’application arc tangente

arctan : R Ñ
ı
´π

2 ,
π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
, (12.445)

mais elle ne sera définie que dans le théorème 18.38.
Nous posons

fpxq “
#

2 ` 1
x´2 si x ď 1

1
x si x ą 1.

(12.446)

Cette fonction est continue en x “ 1 : il suffit de calculer les deux valeurs. En ce qui concerne la
dérivabilité en x “ 1, nous devons étudier

lim
ϵÑ0

fp1 ` ϵq ´ fp1q
ϵ

. (12.447)

La limite à gauche est égale à la dérivée de x ÞÑ 2 ` 1
x´2 en x “ 1 et la limite à droite est égale à

la dérivée de x ÞÑ 1{x en x “ 1. Dans les deux cas nous trouvons ´1.

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

1

2

Nous voyons vite que cette fonction est strictement décroissante ; et un calcul de limite nous
dit qu’il s’agit d’une bijection dérivable

f : R Ñ s0, 2r. (12.448)

La proposition 12.180 s’applique et la bijection réciproque est également dérivable (donc continue
aussi). △

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 12.182
Si vous connaissez un autre exemple, plus simple, de difféomorphisme f : R Ñ sa, br, faites-le moi
savoir. Ne pas utiliser d’exponentielle (vous pensiez à bricoler quelque chose à partir de la primitive
de x ÞÑ e´x2 ?) ni de fonctions trigonométriques.

Exemple 12.183.
Nous aimerions donner le logarithme comme exemple, mais l’exponentielle ne sera définie que
dans longtemps, à partir des séries entières. Allez voir l’exemple 15.91 pour le logarithme comme
réciproque de l’exponentielle. △

12.16.2 Dérivée de fonction composée

Proposition 12.184 ([378]).
Soient des intervalles I et J dans R ainsi que des fonctions f : I Ñ R et g : J Ñ R tels que
gpJq Ă I. Soit a P J . Nous supposons que f est dérivable en gpaq et g est dérivable en a.

Alors f ˝ g est dérivable en a et

pf ˝ gq1paq “ f 1`gpaq˘g1paq. (12.449)
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Démonstration. Nous considérons la formule des accroissements finis sous la forme (12.402). Pour
la fonction g, nous écrivons

gpa` ϵq “ gpaq ` ϵg1paq ` ϵαpϵq (12.450)

avec αpϵq Ñ 0. Et de même pour f
`
gpaq˘ :

f
`
gpa` ϵq˘ “ f

`
gpaq ` ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ (12.451a)

“ f
`
gpaq˘ ` `

ϵg1paq ` ϵαpϵq˘f 1`gpaq˘ ` ϵβ
`
ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ (12.451b)

avec βpϵq Ñ 0. Nous avons donc, pour ϵ assez petit pour que tout reste dans I et J 95, que

pf ˝ gqpa` ϵq ´ pf ˝ gqpaq
ϵ

“ `
g1paq ` αpϵq˘f 1`gpaq˘ ` β

`
ϵg1paq ` ϵαpϵq˘. (12.452)

En ce qui concerne la limite ϵ Ñ 0, nous avons entre autres,

lim
ϵÑ0

β
`
ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ “ 0, (12.453)

et donc bien pf ˝ gq1paq “ g1paqf 1`gpaq˘.

12.16.3 Dérivée de fonction périodique

Définition 12.185.
Une fonction f : R Ñ R est périodique si il existe T ą 0 P R tel que

fpx` T q “ fpxq (12.454)

pour tout x P R. Un tel T est une période de f . Nous disons que T est la période de f si il est le
minimum vérifiant la propriété.

Lemme 12.186 ([1]).
Si f est une fonction périodique de période T , alors toutes les périodes sont de la forme kT avec
k P N˚.

Démonstration. Considérons une période t. Nous avons t ą T par hypothèse. Si t n’est pas un
multiple de T , la division euclidienne 1.215 permet d’écrire t “ kT ` l avec l ă T . Nous avons
alors, pour tout x P R :

fpxq “ fpx` tq “ fpx` kT ` lq “ fpx` lq. (12.455)

Donc l est une période de f . Cela n’est pas possible parce que T est la plus petite.

Lemme 12.187.
Si f : R Ñ R est périodique et si T est une période de f , alors f 1 est périodique et T en est une
période.

Démonstration. Soit a P R. Par hypothèse f est dérivable en a et les limites qui suivent existent :

f 1pa` T q “ lim
ϵÑ0

fpa` T ` ϵq ´ fpa` T q
ϵ

“ lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“ f 1paq. (12.456)

Nous avons utilisé la condition de périodicité en a et en a` ϵ.

95. Et c’est là qu’on utilise la continuité de f et g garantie par la proposition 12.166.
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12.17 Dérivation et croissance
Supposons une fonction dont la dérivée est positive. Étant donné que la courbe est « collée »

à ses tangentes, tant que les tangentes montent, la fonction monte. Or, une tangente qui monte
correspond à une dérivée positive, parce que la dérivée est le coefficient directeur de la tangente.

Ce résultat très intuitif peut être prouvé rigoureusement. C’est la tache à laquelle nous allons
nous atteler maintenant.

Proposition 12.188.
Si f et f 1 sont des fonctions continues sur l’intervalle ra, bs et si f 1 est strictement positive sur
ra, bs, alors f est strictement croissante sur ra, bs.

De la même manière, si f 1 est strictement négative sur ra, bs, alors f est strictement décrois-
sante sur ra, bs.
Démonstration. Nous n’allons prouver que la première partie. La seconde partie se prouve en
considérant ´f et en invoquant alors la première 96. Prenons x1 et x2 dans ra, bs tels que x1 ă x2.
Par hypothèse, pour tout x dans rx1, x2s, nous avons

f 1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

ą 0. (12.457)

Maintenant, la proposition 12.14 dit que quand une limite est positive, alors la fonction dans la
limite est positive sur un voisinage. En appliquant cette proposition à la fonction

rpϵq “ fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

, (12.458)

dont la limite en zéro est positive, nous trouvons que rpϵq ą 0 pour tout ϵ pas trop éloigné de zéro.
En particulier, il existe un δ ą 0 tel que ϵ ă δ implique rpϵq ą 0 ; pour un tel ϵ, nous avons donc

rpϵq “ fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

ą 0. (12.459)

Étant donné que ϵ ą 0, nous avons que fpx ` ϵq ´ fpxq ą 0, c’est-à-dire que f est strictement
croissante entre x et x` ϵ.

Jusqu’ici, nous avons prouvé que la fonction f était strictement croissante dans un voisinage
autour de chaque point de ra, bs. Cela n’est cependant pas encore tout à fait suffisant pour conclure.
Ce que nous voudrions faire, c’est de prendre un voisinage sa,m1r autour de a sur lequel f est
croissante. Donc, fpm1q ą fpaq. Ensuite, on prend un voisinage sm1,m2r de m1 sur lequel f est
croissante. De ce fait, fpm2q ą fpm1q ą fpaq. Et ainsi de suite, nous voulons construire des m3,
m4,. . ., jusqu’à arriver en b. Hélas, rien ne dit que ce processus va fonctionner. Il faut trouver une
subtilité. Le problème est que les voisinages sur lesquels la fonction est croissante sont peut-être
de plus en plus petits, de telle sorte à ce qu’il faille une infinité d’étapes avant d’arriver à bon port
(en b).

Heureusement, nous pouvons drastiquement réduire le nombre d’étapes en nous souvenant du
théorème de Borel-Lebesgue 10.19. Nous notons par Ox, un ouvert autour de x tel que f soit
strictement croissante sur Ox. Un tel voisinage existe. Cela fait une infinité d’ouverts tels que

ra, bs Ď
ď

xPra,bs
Ox. (12.460)

Ce que le théorème dit, c’est qu’on peut en choisir un nombre fini qui recouvre encore ra, bs. Soient
tOx1 , . . . ,Oxnu, les heureux élus, que nous supposons pris dans l’ordre : x1 ă x2 ă . . . ă xn. Nous
avons

ra, bs Ď
nď

i“1
Oi. (12.461)

96. Méditer cela.
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Quitte à les rajouter à la collection, nous supposons que x1 “ a et que xn “ b. Maintenant nous
allons choisir encore un sous-ensemble de cette collection d’ouverts. On pose A1 “ Ox1 . Nous
savons que A1 intersecte au moins un des autres Oxi . Cette affirmation vient du fait que ra, bs est
connexe (proposition 10.50), et que si Ox1 n’intersectait personne, alors

Ox1 et
nď

i“2
Oxi (12.462)

forment une partition de ra, bs en deux ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible parce que ra, bs
est connexe. Nous nommons A2, un des ouverts Oxi qui intersecte A1. Disons que c’est Ok. Notons
que A1 Y A2 est un intervalle sur lequel f est strictement croissante. En effet, si y12 est dans
l’intersection, fpaq ă fpy12q parce que f est strictement croissante sur A1, et pour tout x ą y12
dans A2, fpxq ą fpy12q parce que f est strictement croissante dans A2.

Maintenant, nous éliminons de la liste des Oxi tous ceux qui sont inclus dans A1 Y A2. Dans ce
qu’il reste, il y en a automatiquement un qui intersecte A1 YA2, pour la même raison de connexité
que celle invoquée plus haut. Nous appelons cet ouvert A3, et pour la même raison qu’avant, f est
strictement croissante sur A1 Y A2 Y A3.

En recommençant suffisamment de fois, nous finissons par devoir prendre un des Oxi qui
contient b, parce qu’au moins un des Oxi contient b. À ce moment, nous avons fini la démons-
tration.

Proposition 12.189 (Dérivée et croissance).
Soit un intervalle I Ă R. Une fonction dérivable f : I Ñ R est

(1) Si f 1 ą 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I.
(2) Si f 1 ě 0 sur I, alors f est croissante sur I.
(3) Si f 1 ă 0 sur I, alors f est strictement décroissante sur I.
(4) Si f 1 ď 0 sur I, alors f est décroissante sur I.

Proposition 12.190 ([379]).
Soient des intervalles I et J dans R. Soit f : I Ñ J une fonction dérivable et strictement monotone.
Si f 1 ne s’annule pas sur I alors

(1) la fonction f est injective de I vers J ,
(2) la fonction f´1 est dérivable sur J ,
(3) et nous avons la formule

pf´1q1 “ 1
f 1 ˝ f´1 . (12.463)

Démonstration. Nous supposons que f est strictement croissante sur I. Les adaptations à faire en
cas de fonction strictement décroissante sont laissées au lecteur. En plusieurs points.

(i) Pour (1) Une fonction strictement croissante est injective.
(ii) Pour (2) Vu que f 1 ne s’annule pas, la la proposition 12.180 dit que f´1 est dérivable.
(iii) Pour (3) Formule 12.441.

12.191.
Très souvent on préfère retenir la formule

pf´1q1py0q “ 1
f 1 ppf´1qpy0qq (12.464)

Elle est très simple à retrouver : il suffit d’écrire
f´1`fpxq˘ “ x (12.465)

puis de dériver les deux côtés par rapport à x en utilisant la règle de dérivation des fonctions
composées de la proposition 12.184 :

pf´1q1`fpxq˘f 1pxq “ 1. (12.466)
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12.17.1 Théorèmes de Rolle et des accroissements finis

Théorème 12.192 (Théorème de Rolle[380, 381]).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. Si fpaq “ fpbq, alors il existe un
point c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, l’image de ra, bs par f est un
intervalle compact, soit rm,M s (théorème 7.195). Si m “ M , alors le théorème est évident : c’est
que la fonction est constante, et la dérivée est par conséquent nulle. Supposons que M ą fpaq (il
se peut que M “ fpaq, mais alors si f n’est pas constante, il faut avoir m ă fpaq et le reste de la
preuve peut être adaptée).

Comme M est dans l’image de ra, bs par f , il existe c Psa, br tel que fpcq “ M . Considérons
maintenant la fonction

τpxq “ fpc` xq ´ fpcq
x

. (12.467)

Par définition, limxÑ0 τpxq “ f 1pcq. Par hypothèse, si u ă c,

τpu´ cq “ fpuq ´ fpcq
u´ c

ą 0 (12.468)

parce que u ´ c ă 0 et fpuq ´ fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ě 0. Nous avons aussi, pour
v ą c,

τpv ´ cq “ fpvq ´ fpcq
v ´ c

ă 0 (12.469)

parce que v´c ą 0 et fpvq´fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ď 0. Mettant les deux ensemble,
nous avons f 1pcq “ limxÑ0 τpxq “ 0, et c est le point que nous cherchions.

Voici une généralisation du théorème de Rolle, dans le cas où nous n’aurions pas deux points
sur lesquels la fonction est identique, mais deux points en lesquels la limite de la fonction est
identique. Typiquement, lorsque les points en question sont ˘8.

Théorème 12.193 (Généralisation du théorème de Rolle[380]).
Soient ´8 ď a ă b ď `8. Soit une fonction dérivable f : sa, br Ñ R telle que

lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑb

fpxq “ ℓ (12.470)

avec ℓ P R̄. Alors il existe x P sa, br tel que f 1pxq “ 0.

Démonstration. Soit un difféomorphisme 97 strictement croissant φ : R Ñ sα, βr. Pour cela vous
pouvez bricoler à partir de l’exemple 12.181. Mais n’utilisez pas la fonction arc tangente, parce
qu’elle n’est définie qu’au théorème 18.38.

Nous posons ã “ φpaq, b̃ “ φpbq et

g “ φ ˝ f ˝ φ´1 : sã, b̃r Ñ sα, βr. (12.471)

Cela est une fonction dérivable et continue sur rã, b̃s en posant gpãq “ gpb̃q “ φpℓq.
Donc il existe c̃ P sã, b̃r tel que g1pc̃q “ 0. En posant c “ φ´1pc̃q nous avons c P sa, br et, en

utilisant de nombreuses fois la règle de dérivation des fonctions composées 12.174(4),

f 1pcq “ f 1`φ´1pc̃q˘ (12.472a)

“ pφ´1q1
´

pg ˝ φq`φ´1pc̃q˘
¯

pg ˝ φq1`φ´1pc̃q˘ (12.472b)

“ pφ´1q1`gpc̃q˘ g1pc̃qloomoon
“0

φ1`φ´1pc̃q˘ (12.472c)

“ 0. (12.472d)

97. Définition 11.224.
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Une autre généralisation du théorème de Rolle, avec des dérivées d’ordre supérieur :

Proposition 12.194 ([382]).
Soit un intervalle ouvert I Ă R contenant a, b (a ‰ b). Soit une fonction f P Cn`1pI,Rq. Si
fpaq “ fpbq et si f pjqpaq “ 0 pour j “ 1, . . . , n, alors il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Démonstration. Le théorème de Rolle 12.192 nous dit qu’il existe c1 P sa, br tel que f 1pc1q “ 0.
Mais alors f 1paq “ f 1pc1q “ 0, et le théorème de Rolle appliqué à f 1 donne c2 P sa, c1r tel que
f2pc2q “ 0. Continuant ainsi n fois, il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Le théorème suivant est le théorème des accroissements finis. Une version avec des dérivées
partielles sera la proposition 12.249.

Théorème 12.195 (Accroissements finis).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.

(1) Il existe au moins un réel c Psa, br tel que

f 1pcq “ fpbq ´ fpaq
b´ a

(12.473)

Autrement dit, la tangente en c est parallèle à la corde entre a et b.
(2) Nous avons la majoration

ˇ̌
ˇ̌fpbq ´ fpaq

b´ a

ˇ̌
ˇ̌ ď sup

xPsa,br
|f 1pxq||b´ a|. (12.474)

Démonstration. Considérons la fonction

τpxq “ fpxq ´
´fpbq ´ fpaq

b´ a
x` fpaq ´ a

fpbq ´ fpaq
b´ a

¯
, (12.475)

c’est-à-dire la fonction qui donne la distance entre f et le segment de droite qui lie pa, fpaqq à
pb, fpbqq. Par construction, τpaq ´ τpbq “ 0, donc le théorème de Rolle s’applique à τ pour laquelle
il existe donc un c Psa, br tel que τ 1pcq “ 0.

En utilisant les règles de dérivation, nous trouvons que la dérivée de τ vaut

τ 1pxq “ f 1pxq ´ fpbq ´ fpaq
b´ a

, (12.476)

donc dire que τ 1pcq “ 0 revient à dire que fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq, ce qu’il fallait démontrer.
La majoration est une conséquence immédiate, parce que le supremum de |f 1pxq| est forcément

plus grand que |f 1pcq|.

Une généralisation pour une fonction sur un intervalle sa, br où a et b peuvent être infinis.

Théorème 12.196 (Généralisation des accroissements finis).
Soient ´8 ď a ă b ď `8 et f, g des fonctions continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br.

Si a “ ´8 :

— Nous demandons la continuité sur s´8, bs et la dérivabilité sur s´8, br.
— Nous notons fpaq la limite limxÑ´8 fpxq, et nous supposons qu’elle est finie.

Mêmes conventions si b “ `8.
Alors il existe c P sa, br tel que

`
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (12.477)
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Démonstration. Nous posons

hptq “ `
gpbq ´ gpaq˘fptq ´ `

fpbq ´ fpaq˘gptq. (12.478)

Nous avons limtÑa hptq “ limtÑb hptq, de telle sorte que le théorème de Rolle généralisé 12.193
s’applique et il existe c P sa, br tel que h1pcq “ 0. Pour ce c nous avons

0 “ h1pcq “ `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq ´ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq, (12.479)

et donc `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (12.480)

12.17.2 Règle de l’Hospital

Proposition 12.197 (Règle de l’Hospital pour 0
0 [383]).

Soient des fonctions f, g dérivables sur sa, br et dont la limite en a est nulle. Si g1 ne s’annule pas
sur sa, br et si

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ (12.481)

alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓ. (12.482)

Ici ℓ P R̄, et les hypothèses garantissent l’existence de la limite (12.482).

Démonstration. Soit x P sa, br. Les fonctions f et g sont dérivables sur sa, xr et continues sur ra, xs,
de telle sorte que le théorème 12.196 s’applique et nous avons cx P sa, xr tel que

`
fpxq ´ fpaq˘g1pcxq “ `

gpxq ´ gpaq˘f 1pcxq. (12.483)

Nous nous souvenons de ce que signifient les notations dans le théorème : les notations fpaq, fpxq,
gpaq et gpxq désignent en réalité les limites. Donc dans (12.483), nous avons fpaq “ gpaq “ 0.

D’autre part nous avons gpxq ‰ gpaq, sinon le théorème de Rolle 12.193 annulerait g1 quelque
part dans sa, xr. Nous pouvons donc réécrire (12.483) sous la forme

fpxq
gpxq “ f 1pcxq

g1pcxq . (12.484)

Mais limxÑa` cx “ a parce que cx P sa, xr. Donc la limite du membre de droite de (12.484) lorsque
x Ñ a` existe et vaut ℓ. La même limite à gauche doit alors exister et valoir la même valeur.

Proposition 12.198 (L’Hospital pur 8
8).

Soient f et g deux fonctions
(1) dérivables sur sa, br,
(2) dont les limites en a sont toutes deux 8,
(3) g1 ‰ 0 sur sa, br.
(4)

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ P R̄. (12.485)

Alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓ. (12.486)

Cette dernière égalité signifie « la limite existe et vaut ℓ ».
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Démonstration. Soit un intervalle sx, yr strictement inclus dans sa, br avec x, y P R. Par le théorème
des accroissements finis généralisés 12.196 il existe c P sx, yr tel que

fpxq ´ fpyq
gpxq ´ gpyq “ f 1pcq

g1pcq . (12.487)

Notons que le dénominateur à gauche n’est pas nul à cause du théorème de Rolle et de l’hypothèse
que g1 ne s’annule pas sur rx, ys. Nous isolons fpxq :

fpxq “ f 1pcq
g1pcq

´
gpxq ´ gpyq

¯
` fpyq. (12.488)

Avant de diviser par gpxq nous devons prendre quelques précautions. Soit V , un voisinage de ℓ 98.
Vu la limite (12.485), il existe y P sa, br tel que

f 1ptq
g1ptq P V (12.489)

pour tout t P sa, yr. Nous utilisons ici avec subtilité le fait que ces intervalles sont une base de
la topologie autour de 8. Maintenant fpyq et gpyq sont fixés et sont des nombres réels. Vu que
limxÑa gpxq “ 8 nous pouvons choisir r ă y tel que nous ayons simultanément

(1) gpxq ‰ 0 sur sa, rr,
(2) ˇ̌

ˇ̌gpyq
gpxq

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.490)

et ˇ̌
ˇ̌fpyq
gpxq

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.491)

pour tout x P sa, rr.
Nous sommes maintenant armés de y et r satisfaisant tout cela et nous pouvons traiter avec la
formule (12.488) en ne la considérant que pour x P sa, rr. Soit x P sa, rr ; il existe cx P sa, xr tel que

fpxq
gpxq “ f 1pcxq

g1pcxq
ˆ

1 ´ gpyq
gpxq

˙
` fpyq
gpxq . (12.492)

Nous avons :
(1) limxÑa` cx “ a,
(2)

lim
xÑa`

f 1pcxq
g1pcxq “ lim

xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ, (12.493)

(3)

lim
xÑa`

ˆ
1 ´ gpyq

gpxq
˙

“ 1, (12.494)

(4) limxÑa`
fpyq
gpxq “ 0.

Donc chaque partie du membre de droite de (12.492) a une limite bien déterminée pour x Ñ a`.
Les règles de calcul s’appliquent et nous avons

lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓˆ 1 ` 0 “ ℓ. (12.495)

98. Vous savez ce que signifie un « voisinage de 8 » ? Allez voir la définition 12.27.
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12.17.3 Dérivée et primitive

Corolaire 12.199.
Soit f une fonction dérivable sur ra, bs telle que f 1pxq “ 0 pour tout x P ra, bs. Alors f est constante
sur ra, bs.
Démonstration. Si f n’était pas constante sur ra, bs, il existerait un x1 Psa, br tel que fpaq ‰ fpx1q,
et dans ce cas, il existerait, par le théorème des accroissements finis 12.195, un c Psa, x1r tel que

f 1pcq “ fpx1q ´ fpaq
x1 ´ a

‰ 0, (12.496)

ce qui contredirait les hypothèses.

Corolaire 12.200.
Soient f et g, deux fonctions dérivables sur ra, bs telles que

f 1pxq “ g1pxq (12.497)

pour tout x P ra, bs. Alors il existe un réel C tel que fpxq “ gpxq ` C pour tout x P ra, bs.
Démonstration. Considérons la fonction hpxq “ fpxq ´ gpxq, dont la dérivée est, par hypothèse,
nulle. L’annulation de la dérivée entraine par le corolaire 12.200 que h est constante. Si hpxq “ C,
alors fpxq “ gpxq ` C, ce qu’il fallait prouver.

Définition 12.201.
Soient I un intervalle ouvert de R et une fonction f : I Ñ R. La fonction F : I Ñ R est une
primitive de f si F est dérivable sur I et si F 1pxq “ fpxq pour tout x dans I.

Exprimé en termes des primitives, le corolaire 12.200 signifie que

Corolaire 12.202.
Si F et G sont deux primitives de la même fonction f sur un intervalle, alors il existe une constante
C pour laquelle F pxq “ Gpxq ` C.

Cela signifie qu’il n’y a, en réalité, pas des milliards de primitives différentes à une fonction. Il
y en a essentiellement une seule, et puis les autres, ce sont juste les mêmes, mais décalées d’une
constante.

Remarque 12.203.
L’hypothèse de se limiter à un intervalle est importante parce que si on considère la fonction sur
deux intervalles disjoints, nous pouvons choisir la constante indépendamment dans l’un et dans
l’autre. Par exemple la fonction

F pxq “
#

lnpxq ` 1 si x ą 0
lnpxq ´ 7 si x ă 0

(12.498)

est une primitive de 1
x sur l’ensemble Rzt0u.

Certains ne s’en privent pas. Le logiciel Sage par exemple fait ceci :

sage: f(x)=1/x
sage: F=f.integrate(x)
sage: A=F(x)-F(-x)
sage: A.full_simplify()
I*pi

En réalité lorsque x ą 0, Sage définit lnp´xq “ lnpxq ` iπ. Cela a une certaine logique parce que
lnp´1q “ iπ (du fait que eiπ “ ´1), mais si on ne le sait pas, ça peut étonner.

https://www.sagemath.org
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12.204.
Il existe plusieurs primitives à une fonction donnée. En physique, la constante arbitraire est souvent
fixée par une condition initiale, comme nous le verrons dans la section 42.1.

12.18 Fonctions de plusieurs variables

La physique, et les sciences en général, regorgent de fonctions à plusieurs variables.
Accélération centripète 99 Si une masse m tourne sur un cercle, elle subira une accélération

dirigée vers l’intérieur égale à

F pv, rq “ mv2

r
(12.499)

où r est le rayon du cercle et v est la vitesse.
Pression dans un gaz Si on a n moles de gaz dans un volume V a une température T , alors la

pression sera donnée par la fonction de trois variables

p “ nRT

V
(12.500)

où R est la constante des gaz parfaits.
En mathématique, on peut inventer de nombreuses fonctions de plusieurs variables. La fonction

fpx, yq “ x2 ` xy cospx2 ` y3q (12.501)

est définie sur R2. La fonction

fpx, y, zq “ x` y ´ 2z
1 ´ x2 ´ y2 ´ z2 (12.502)

est définie sur R3 moins la sphère unité tx2 ` y2 ` z2 “ 1u.
Consacrons nous à l’étude des fonctions de plusieurs variables, en donnant tout d’abord quelques

indications sur comment «dessiner» une telle fonction. Vous connaissez déjà la définition de graphe
pour une fonction f d’une seule variable à valeurs dans R : c’est l’ensemble des points du plan de
la forme px, fpxqq. Vous voyez que cet ensemble n’est pas vraiment un gros morceau de R2 parce
que son intérieur est vide : il y a une seule valeur de f qui correspond au point x, donc une boule
de R2 centrée en px, fpxqq de n’importe quel rayon contient toujours des points qui ne font pas
partie du graphe de f .

Nous voulons donner une définition assez générale pour le graphe d’une fonction.

Définition 12.205.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le graphe de f est la partie de Rm ˆRn de la forme

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆRn | y “ fpxqu. (12.503)

Cette définition se spécialise de la façon suivante dans les cas communs. Soit f une fonction de
Rm dans R. Le graphe de f est la partie de Rm ˆR donné par

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆR | y “ fpxqu. (12.504)

Et pour les fonctions R2 Ñ R :

Graph f “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (12.505)

C’est cette définition qu’il faut garder à l’esprit lorsqu’on travaille sur des dessins en trois dimen-
sions.

99. Appelez la « centrifuge » si vous voulez ; ça ne me fait ni chaud ni froid.
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Si f est une fonction de deux variables indépendantes x et y à valeurs dans R, alors un point
dans le graphe de f est un point px, y, zq P R3 tel que

z “ fpx, yq, (12.506)

ou encore, un point de la forme `
x, y, fpx, yq˘. (12.507)

Nous avons parfois besoin de donner des représentations graphiques d’une fonction. Nous pou-
vons, par exemple, penser à la fonction qui associe à un point de la Terre, son altitude. Lorsqu’on
part pour une promenade en montagne on a envie de connaitre le graphe de cette fonction qui
correspond en fait à la surface de la montagne. Bien sûr, nous ne voulons pas amener avec nous
un modèle en 3D de la montagne, donc il nous faut une méthode efficace pour projeter le graphe
de f sur le plan x-y tout en gardant les informations fondamentales. Pour cela nous avons besoin
de deux définitions (à ne pas confondre !)

Définition 12.206.
Soit f une fonction de R2 dans R et soit c dans R. La z-section de Graph f à la hauteur c est
donné par

Szc “ tpx, y, cq P R3 | fpx, yq “ cu.
Définition 12.207.
Soit f une fonction de Rn dans R et soit c dans R. La courbe de niveau de f à la hauteur c est
l’ensemble

Nc “ tpx1, . . . , xnq P Rn | fpx1, . . . , xnq “ cu. (12.508)

On peut représenter la fonction f d’une façon très précise en traçant quelques-unes de ses
courbes de niveau. Dans la suite, on pourra considérer aussi les x-sections et les y-sections du
graphe d’une fonction de deux variables. La x-section de Graph f à la hauteur a est

Sxa “ tpa, y, zq P R3 | fpa, yq “ zu.
Comme vous avez peut être déjà compris, Sxa est le graphe de la fonction de y qu’on obtient de f
en fixant x “ a. Cette fonction est appelée x-section de f pour x “ a.

Certaines surfaces dans R3 sont le graphe d’une fonction.

Exemple 12.208.
Quelques graphes importants.
Un plan non vertical Tout plan dans R3 peut être décrit par une équation de la forme

apx´ x0q ` bpy ´ y0q ` cpz ´ z0q “ r,

où, px0, y0, z0q est vecteur dans R3, et a, b, c et r sont des nombres réels. Si c ‰ 0 alors le
plan n’est pas vertical et on peut dire qu’il est le graphe de la fonction

P px, yq “ r ` cz0 ´ apx´ x0q ´ bpy ´ y0q
c

,

quitte à choisir des nouvelles constantes s, t, q,

P px, yq “ sx` ty ` q.

Un paraboloïde elliptique Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PE1px, yq “ x2

α2 ` y2

β2

ou de la fonction
PE2px, yq “ ´x2

α2 ´ y2

β2

sont des paraboloïdes elliptiques. Le premier est contenu dans le demi-espace z ě 0, l’autre
dans z ď 0. Le nom de cette surface vient de la forme de ses sections. En fait toutes sections
Szc sont des ellipses, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.
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Un paraboloïde hyperbolique (selle) Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PH1px, yq “ x2

α2 ´ y2

β2

ou de la fonction

PH2px, yq “ ´x2

α2 ` y2

β2

sont des paraboloïdes hyperboliques. Remarquez que les sections Szc de ce graphe sont des
hyperboles, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Une demi-sphère La fonction S`px, yq “ a
R2 ´ x2 ´ y2 a pour graphe la demi-sphère supé-

rieure centrée en l’origine et de rayon R. Le dernier de ces exemples nous signale une chose
très importante : une sphère entière n’est pas le graphe d’une fonction de x et y. Par contre,
une demi-sphère est bien le graphe de la fonction fpx, yq “ a

1 ´ x2 ´ y2.
L’équation que nous utilisons pour décrire une sphère de rayon R centrée en l’origine est

x2 ` y2 ` z2 “ R2

Donc, à chaque point px, yq dans le disque x2 ` y2 ď R2 (notez que ce disque est contenu
dans la section Sz0), on peut associer deux valeurs de z : z1 “ a

R2 ´ x2 ´ y2 et z2 “
´a

R2 ´ x2 ´ y2. Par définition, une fonction n’associe qu’une seule valeur à chaque point
de son domaine, d’où l’impossibilité de décrire cette sphère comme le graphe d’une fonction
de x et y.

△

Considérons la fonction Sp : R3 Ñ R qui associe à px, y, zq la valeur x2 ` y2 ` z2. La sphère
de rayon R centrée en l’origine est l’ensemble de niveau NR2 de Sp. L’ensemble de niveau N0 de
Sp est l’origine, et tous les ensembles de niveau de hauteur négative sont vides. La même chose
est vraie pour les ellipsoïdes centrées en l’origine avec les axes x, y et z comme axes principaux et
comme longueurs de demi-axes a, b et c. Voici la fonction dont il sont les ensembles de niveau

Elpx, y, zq “ x2

a2 ` y2

b2 ` z2

c2 .

Exemple 12.209.
Des ensembles de niveau importants.

Tout graphe Le graphe de toute fonction f de R2 dans R peut être considéré comme l’ensemble
de niveau zéro de la fonction F px, y, zq “ z ´ fpx, yq.

Hyperboloïdes Les hyperboloïdes, comme les ellipsoïdes, sont une famille d’ensemble de niveau.
En particulier, nous considérons des hyperboloïdes dont l’axe de symétrie est l’axe des z et
qui sont symétriques par rapport un plan x-y. Une fois que les paramètres a, b et c sont fixés
la fonction que nous intéresse est

Hyppx, y, zq “ x2

a2 ` y2

b2 ´ z2

c2 .

Les ensembles de niveau Nd pour d ą 0 sont connexes, on les appelle hyperboloïdes à une
feuille. L’ensemble de niveau N0 est un cône (elliptique), les deux moitiés du cône se touchent
en l’origine. Enfin, les ensembles de niveau Nd pour d ă 0 ne sont pas connexes et pour cette
raison on les appelle hyperboloïdes à deux feuilles.

△
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12.18.1 Graphes de fonctions à plusieurs variables

Le graphe d’une fonction de deux variables f : D Ă R2 Ñ R est l’ensemble
!`
x, y, fpx, yq˘ tel que px, yq P D

)
Ă R3. (12.509)

Ce graphe est une surface dans R3.

Exemple 12.210.
Tracer le graphe de la fonction

px, yq ÞÑ x2 ` y2. (12.510)
Le plus simple est de demander à Sage de nous fournir une représentation 3D

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2+y**2
sage: plot3d(f,(x,-3,3),(y,-3,3))

Voici ce que cela donne 100 : (à regarder avec des lunettes bleues et rouges) :

À part que l’ordinateur l’a dit, est-ce qu’on peut comprendre pourquoi le graphe de la fonction
x2 ` y2 ressemble à un bol ? En coordonnées cylindriques, le graphe s’écrit

z “ r2. (12.511)

Donc il apparaît que plus on s’éloigne du point p0, 0q dans le plan XY , plus le graphe va monter.
Et il monte à quelle vitesse ? Il monte à la vitesse r2. Il s’agit donc de dessiner la fonction z “ r2

dans le plan et de la « faire tourner ». △

12.18.2 Courbes de niveau

Une technique utile pour se faire une idée de la forme d’une fonction en trois dimensions est
de tracer les courbes de niveau. La courbe de niveau de hauteur h est la courbe dans le plan
donnée par l’équation

fpx, yq “ h. (12.512)
100. En vrai, ce que Sage donne est un objet qu’on peut même faire bouger.
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Exemple 12.211.
Dessinons par exemple les courbes de niveau de la fonction

fpx, yq “ x` y ` 2. (12.513)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x` y ` 2 “ h, c’est-à-dire

ypxq “ ´x` h´ 2. (12.514)

Par conséquent la courbe de niveau de hauteur 0 est y “ ´x´2, celle de hauteur 5 est y “ ´x`3,
etc.

Nous pouvons également nous aider de Sage pour ce faire :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x+y+2
sage: var(’h’)
h
sage: niveau(h,x)=solve(f(x,y)==h,y)[0].rhs()
sage: g1(x)=niveau(1,x)
sage: g1
x |--> -x - 1

Ici la fonction g1 est la courbe de niveau 1.
Si on veut faire tracer une courbe de niveau, Sage peut le faire :

sage: implicit_plot(f(x,y)==1,(x,-3,3),(y,-4,4))

Cela tracera la courbe de niveau h “ 1 dans la partie du plan x P r´3, 3s et y P r´4, 4, s.
△

Il est bien entendu possible de créer automatiquement 50 courbes de niveau et de demander
de les tracer toutes sur le même graphe.

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x , y ’)
7 f=x**2+y**2
8 G= Graphics ()
9 a=3

10 for i in range (0 ,5):
11 G=G+ implicit_plot (f==i,(x,-a,a) ,(y,-a,a))
12 show(G)

tex/frido/courbeNiveau.py

Le résultat est :
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Notez que les courbes sont censées être des cercles : les axes X et Y n’ont pas la même échelle.

Exemple 12.212.
Un exemple plus riche en enseignements est celui de la fonction

fpx, yq “ x2 ´ y2. (12.515)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x2 ´ y2 “ h.
Commençons par h “ 0. Dans ce cas nous avons px ` yqpx ´ yq “ 0 et par conséquent les

courbes de niveau de hauteur zéro sont les deux droites x` y “ 0 et x´ y “ 0.
Voyons ensuite la courbe de niveau h “ 1. Cela est l’équation x2 ´ y2 “ 1, c’est-à-dire

ypxq “ ˘
a
x2 ´ 1. (12.516)

C’est une fonction qui n’est définie que pour |x| ě 1. Avec x “ 1 nous avons y “ 1. Ensuite, lorsque
x grandit, y grandit également, mais la courbe ne peut pas croiser la courbe de niveau h “ 0. Donc,
suivant les notations de la figure 12.6, la courbe de niveau « part » de P et doit monter sans croiser
les diagonales.

‚P‚Q

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 12.6 – La courbe de niveau h “ 1 de x2 ´ y2. Notez qu’elle est en deux morceaux.

En ce qui concerne la courbe de niveau h “ ´1, elle correspond à la courbe y “ ˘?
1 ` x2

qui est définie pour tous les x P R. Le même raisonnement que précédemment nous amène à la
figure 12.7. △

Une autre façon de voir les courbes de niveau est de dire que la courbe de niveau de hauteur
h est la projection dans le plan XY de la section du graphe de f par le plan z “ h.
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‚
R

‚S

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 12.7 – La courbe de niveau x2 ´ y2 “ ´1.

On peut également définir le graphe de fonctions de trois (ou plus) variables. Le graphe de la
fonction f : D Ă R3 Ñ R est l’ensemble

␣`
x, y, z, fpx, y, zq˘ tel que px, y, zq P D( Ă R4. (12.517)

De tels graphes ne peuvent pas être représentés sur une feuille de papier. Il est toutefois possible
de définir les ensembles de niveaux :

Eh “ ␣px, y, zq P D tel que fpx, y, zq “ h
(
. (12.518)

Ce sont des surfaces dans R3 que l’on peut dessiner.

Exemple 12.213.
Les surfaces de niveau de la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 sont des sphères. Il n’y a pas de
surfaces de niveau pour les « hauteurs » négatives. △

Exemple 12.214.
Considérons la fonction fpx, y, zq “ x2 `y2 ´z2. En coordonnées cylindriques, cette fonction s’écrit

fpr, θ, zq “ r2 ´ z2. (12.519)

La surface de niveau 0 est donnée par l’équation r “ |z|. Cela fait un cercle à chaque hauteur, dont
le rayon grandit linéairement avec la hauteur ; le tout est donc un cône. C’est d’ailleurs le cône
obtenu par rotation de la courbe de niveau h “ 0 que nous avions obtenu pour la fonction x2 ´ y2.

En ce qui concerne les ensembles de niveau positifs, ils sont donnés par

z “ ˘
a
x2 ` y2 ´ h. (12.520)

Notez qu’ils ne sont pas définis pour r ě h. Cela pose un petit problème quand on veut le tracer
à l’ordinateur :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
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sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: F+G

Le résultat est 101 :

On voit qu’il y a un grand trou au centre correspondant aux z proches de zéro. Or d’après l’équation,
il n’en est rien : en z “ 0 il y a bel et bien tout un cercle. Afin d’obtenir une meilleur image, il
faut demander de tracer avec un maillage plus fin :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: F+G

Le temps de calcul est un peu plus long, mais le résultat est meilleur :

△
101. Encore une fois : ça donne mieux à l’écran, et vous pouvez le faire bouger ; je vous encourage à le faire !
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12.19 Limites à plusieurs variables
Prenons une fonction f : Rn Ñ R. Nous disons que

lim
xÑx0

fpxq “ l P R (12.521)

lorsque @ϵ ą 0, Dδ tel que }x´ x0} ď δ implique |fpxq ´ l| ď ϵ.
Remarquez qu’ici, x P Rn, et sachez distinguer }.}, la norme dans Rn de |.| qui est la valeur

absolue dans R. Une autre façon d’exprimer cette définition est que l’ensemble des valeurs atteintes
par f dans une boule de rayon δ autour de x0 n’est pas très loin de l. Nous définissons donc

Eδ “ tfpxq tel que x P Bpx0, δqu. (12.522)

Notez que si f n’est pas définie en x0, il n’y a pas de valeurs correspondantes au centre de la boule
dans Eδ. Ceci est évidemment la situation générique lorsqu’il y a une indétermination à lever dans
le calcul de la limite. Nous avons alors

lim
xÑx0

fpxq “ l (12.523)

lorsque @ϵ ą 0, Dδ tel que
supt|v ´ l| tel que v P Eδu ď ϵ. (12.524)

Une façon classique de montrer qu’une limite n’existe pas, est de prouver que, pour tout δ, l’en-
semble Eδ contient deux valeurs constantes. Si par exemple 0 P Eδ et 1 P Eδ pour tout δ, alors
aucune valeur de l (même pas l “ ˘8) ne peut satisfaire à la condition (12.524) pour toute valeur
de ϵ.

Nous laissons à la sagacité de l’étudiant le soin d’adapter tout ceci pour le cas limxÑx0 fpxq “
˘8.

La proposition suivante semble évidente, mais nous sera tellement utile qu’il est préférable de
l’expliciter :

Proposition 12.215.
Soient f : D Ñ R une fonction de domaine D, a P AdhpDq et un voisinage V de a. Nous supposons
que V XD s’écrive comme une intersection finie :

V XD “
kč

i“1
Ai

telle que a P AdhAi pour tout i ď k. Alors, la limite

lim
xÑa

fpxq (12.525)

existe et vaut b P R si et seulement si chacune des limites

lim
xÑa
xPAi

fpxq (12.526)

existe et vaut b.

Démonstration. On sait déjà que si la limite de f : D Ñ R existe, alors toute restriction à Ai
admet la même limite 102. Il suffit donc de prouver la réciproque.

Fixons provisoirement un entier i entre 1 et k ainsi que ϵ ą 0. Vu que limxÑa
xPAi

fpxq “ b, il existe
δi ą 0 tel que si x P Ai et si 0 ă |x´ a| ă δi, alors

|fpxq ´ fpaq| ă ϵ. (12.527)

Quitte à prendre δi un peu plus petit, nous supposons que V Ă Bpa, δiq.
Nous posons δ “ mintδiui“1,...,k, et nous considérons x P D tel que 0 ă |x´ a| ă δ. Nous avons

alors
102. C’est une conséquence de la caractérisation séquentielle de la continuité 7.185.
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(1) x P V XD,
(2) il existe i tel que x P Ai.

Ce x est donc un élément de Ai vérifiant 0 ă |x´a| ă δ ď δi. Il vérifie donc (12.527) : |fpxq´fpaq| ă
ϵ.

Cela prouve la limite (12.525).

Exemple 12.216. (1) Pour qu’une fonction f : R Ñ R admette une limite en a P R, il faut et
il suffit qu’elle y admette une limite à droite et une limite à gauche qui soient égales.
Cela est une application de la proposition 12.215 avec R “ s´8, ar Y sa,8r.

(2) Une suite pxkq admet une limite si et seulement si les sous-suites px2kq et px2k`1q convergent
vers la même limite. Ceci n’est pas une application directe de la proposition, mais la teneur
est la même.

△

Lemme 12.217 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Soit une fonction f : R Ñ F telle que limtÑ0 fptq “ y P F .
Nous posons

φ : E Ñ F

h ÞÑ fp}h}q. (12.528)

Alors φ admet une limite pour h Ñ 0 et elle est donnée par

lim
hÑ0

φphq “ lim
tÑ0

fptq. (12.529)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Il existe δ tel que si t ă δ alors }fptq ´ y}F ă ϵ. Si }h} ă δ nous avons

}φphq ´ y} “ }fp}h}q ´ y} ă ϵ. (12.530)

Donc c’est bon.

Voici, dans le même ordre d’idée, un autre résultat qui permet de réduire le nombre de variables
dans une limite lorsque la fonction ne dépend pas de certaines variables.

Lemme 12.218 ([1]).
Soit une fonction g : R Ñ R vérifiant

lim
tÑa

gptq “ ℓ. (12.531)

Alors pour tout b P R, la fonction
f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq (12.532)

vérifie
lim

px,yqÑpa,bq
x‰a

fpx, yq “ ℓ. (12.533)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Par hypothèse sur la limite de g en a, il existe δ ą 0 tel que 0 ă
|t´ a| ă δ implique |gptq ´ ℓ| ă ϵ.

Attention : passage subtil 103. Si 0 ă }px, yq ´ pa, bq} ă δ, alors nous avons évidemment aussi
|x´ a| ă δ, mais pas spécialement 0 ă |x´ a| ă δ comme le requis pour utiliser la limite de g.

Dans le calcul de la limite restreinte à x ‰ a, les points qui interviennent sont les valeurs de
px, yq dans B

`pa, bq, δ˘ztx “ au. Or pour celles-là nous avons bien 0 ă |x´a| ă δ. Le calcul suivant
fonctionne donc :

|fpx, yq ´ ℓ| “ |gpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.534)

103. Je rejette déjà en bloc et d’un revers de main toute tentative de dire « la limite épointée, c’est mieux ». Voir
aussi l’exemple 12.219.
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Exemple 12.219.
Pourquoi prendre la limite px, yq Ñ pa, bq avec x ‰ a dans l’énoncé du lemme 12.218 ? Imaginons
la fonction

gpxq “
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(12.535)

Dans ce cas, le graphe de la fonction fpx, yq “ gpxq est tout plat sauf la ligne x “ 0 qui est en
hauteur. Nous avons donc fp0, tq “ 1 pour tout t et donc nous n’avons pas limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0 :
tout voisinage de p0, 0q contient des points px, yq tels que fpx, yq “ 1 et des points px, yq tels que
fpx, yq “ 0. △

12.220.
Il existe de nombreuses façons de calculer des limites à plusieurs variables. Plus nous connaîtrons
de mathématiques, plus nous aurons de techniques à notre disposition. Nous allons tout de suite
voir quelques méthodes. Voir le thème 66 pour plus de techniques et d’exemples.

12.19.1 Caractérisation de la limite par les suites

Exemple 12.221.
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 , (12.536)

et remarquons que, quelle que soit la valeur de y, cette fonction est nulle lorsque x “ 0. De la
même manière, nous voyons que si x “ y, alors la fonction vaut 104 1

2 .
Il est impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q parce qu’on ne peut pas trouver un ℓ

dont on s’approche à la fois en suivant la ligne x “ 0 et la ligne x “ y.
Deux autres chemins avec encore deux autres valeurs sont dessinés sur la figure 12.8.
Cet exemple pourra être formalisé en utilisant le théorème 12.222. Voir l’exemple 12.223. △

Théorème 12.222 (Caractérisation de la limite par les suites).
Une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn admet une limite ℓ en un point d’accumulation a de D si
et seulement si pour toute suite pxnq dans Dztau convergente vers a, la suite

`
fpxnq˘ dans Rn

converge vers ℓ.

Démonstration. Supposons d’abord que la fonction ait une limite ℓ lorsque x Ñ a, et considérons
une suite pxnq dans Dztau convergente vers a. Nous devons montrer que la suite yn “ fpxnq
converge vers ℓ, c’est-à-dire que si nous choisissons ε ą 0 nous devons montrer qu’il existe un N
tel que n ą N implique }yn ´ ℓ} “ }fpxnq ´ ℓ} ă ε.

Nous avons deux hypothèses. La première est la convergence de la fonction et la seconde est la
convergence de la suite pxnq. L’hypothèse de convergence de la fonction nous dit que (le ε a déjà
été choisi dans le paragraphe précédent)

Dδ tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ }fpxq ´ ℓ} ă ε. (12.537)

Une fois choisi ce δ qui « va avec » le ε qui a été choisi précédemment, la définition de la convergence
de la suite nous enseigne que

DN tel que n ą N ñ }xn ´ a} ă δ. (12.538)

Récapitulons ce que nous avons fait. Nous avons choisi un ε, et puis nous avons construit un
N . Lorsque n ą N , nous avons }xn ´ a} ă δ. Mais alors, par construction de ce δ, nous avons
}fpxnq ´ ℓ} ă ε. Au final, n ą N implique bien }yn ´ ℓ} ă ε, ce qu’il nous fallait.

Nous supposons maintenant que la fonction f ne converge pas vers ℓ, et nous allons construire
une suite d’éléments xn qui converge vers a sans que pynq “ pfpxnqq ne converge vers ℓ. La fonction

104. En fait ce que nous sommes en train de faire est de poser θ “ π{2 et θ “ π{4 dans (18.819).
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f vérifie la condition (12.76). Nous prenons donc un ε tel que @δ, il existe un x qui vérifie en même
temps les deux conditions

" 0 ă }x´ a} ă δ (12.539a)
}fpxq ´ ℓ} ą ε. (12.539b)

Un tel x existe pour tout choix de δ. Choisissons un n arbitraire et δ “ 1
n . Nous nommons xn le x

correspondant à ce choix de n. La suite pxnq ainsi construite converge vers a parce que

}xn ´ a} ă δn “ 1
n
, (12.540)

donc dès que n est grand, }xn ´ a} est petit. Mais la suite yn “ fpxnq ne converge pas vers ℓ parce
que

}fpxnq ´ ℓ} ą ε (12.541)
pour tout n. La suite yn ne s’approche donc jamais à moins d’une distance ε de ℓ.

Exemple 12.223.
Reprenons l’exemple 12.221. Considérons les deux suites xn “ p0, 1

nq et yn “ p 1
n ,

1
nq. Ce sont deux

suites dans R2 qui tendent vers p0, 0q. Si la fonction f convergeait vers ℓ, alors nous aurions au
moins

lim fpxnq “ ℓ (12.542a)
lim fpynq “ ℓ, (12.542b)

mais nous savons que pour tout n, fpxnq “ fp0, 1
nq “ 0 et fpynq “ fp 1

n ,
1
nq “ 1

2 . Il n’y a donc aucun
nombre ℓ qui vérifie les deux équations (12.542) parce que lim fpxnq “ 0 et lim fpynq “ 1

2 . △

12.19.2 Règle de l’étau

Une première façon de calculer la limite d’une fonction est de la « coincer » entre deux fonctions
dont nous connaissons la limite.

Théorème 12.224 (Règle de l’étau[384]).
Soit O, un ouvert de Rm contenant le point a. Soient f , g et h, trois fonctions définies sur Oztau.
Supposons que

(1)
gpxq ď fpxq ď hpxq. (12.543)

pour tout x P Oztau
(2)

lim
xÑa

gpxq “ lim
xÑa

hpxq “ ℓ. (12.544)

Alors la limite limxÑa fpxq existe et vaut ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous devons trouver un voisinage V de a tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour
tout x P V ztau. Étant donné que limxÑa gpxq “ limxÑa hpxq “ ℓ, il existe un voisinage ouvert V
de a tel que 105

|gpxq ´ ℓ| ă ϵ (12.545a)
|hpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.545b)

pour tout x P V ztau. Pour tout x ‰ a dans V , nous avons

ℓ´ ϵ ď gpxq ď fpxq ď hpxq ď ℓ` ϵ. (12.546)

Donc |fpxq ´ ℓ| ă ϵ, comme nous l’avions annoncé.

105. Si vous ne voyez pas comment avoir les deux conditions en même temps, prenez V1 pour g et V2 pour h, et
considérez V “ V1 X V2 qui sera encore un ouvert.
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Cette méthode est très pratique lorsqu’on a des fonctions trigonométriques qui se factorisent
parce qu’elles sont toujours majorables par 1 ; voir l’exemple 18.75.

Exemple 12.225.
Prouver la continuité en p0, 0q de la fonction

fpx, yq “
$
&
%

x|y|?
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.
(12.547)

Considérons une suite pxn, ynq P R2 qui tend vers p0, 0q. Étant donné que |y|?
x2`y2 ă 1 pour tout x

et y, nous avons

0 ď |fpxn, ynq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
xn|yn|a
x2
n ` y2

n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď |xn| Ñ 0. (12.548)

Donc nous avons
lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0 “ fp0, 0q, (12.549)

ce qui prouve que la fonction est continue en p0, 0q par la proposition 7.127. Nous avons utilisé la
règle de l’étau (théorème 12.224). △

12.226.
Nous notons f „ g pour x Ñ a lorsque limxÑa

fpxq
gpxq “ 1.

Cela signifie que f et g tendent vers la même limite, à la même vitesse.

12.19.3 Méthode des chemins

Lorsque la limite n’existe pas, il y a une façon en général assez simple de le savoir, c’est la
méthode des chemins.

y “ ´x

y “ x{2

Figure 12.8 – Sur toute la droite y “ ´x, la fonction vaut ´1{2, tandis que sur toute la droite
y “ x{2, elle vaut 2

5 . Il est donc impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q, parce que dans
toute boule autour de zéro, il y aura toujours un point de chacune de ces deux droites.

C’est la proposition suivante qui va faire une grosse partie du travail.

Proposition 12.227 ([1]).
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’adhérence de D. Alors nous avons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ (12.550)

si et seulement si pour toute fonction γ : R Ñ Rm telle que limtÑ0 γptq “ a, nous avons

lim
tÑ0

pf ˝ γqptq “ ℓ. (12.551)

Démonstration. En deux parties.
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(i) Sens direct Soit une fonction γ : R Ñ Rm telles que limtÑ0 γptq “ a. Par le théorème
12.222, il suffit de montrer que pf ˝ γqptnq Ñ ℓ pour toute suite tn Ñ 0 dans R.
Nous savons que la suite n ÞÑ γptnq est une suite qui converge vers a. Mais l’hypothèse
limxÑa fpxq “ ℓ implique que pour toute suite xn Ñ a nous avons fpxnq Ñ ℓ. Cela est en
particulier vrai pour la suite n ÞÑ γptnq. Donc :

lim
nÑ8 f

`
γptnq˘ “ ℓ, (12.552)

ce qu’il fallait prouver.
(ii) Réciproque Pour les mêmes raisons de caractérisation séquentielle que précédemment, il

faut prouver que limnÑ8 fpxnq “ ℓ pour tout suite xn Ñ a.

(i) Un chemin Soit la fonction γ : R Ñ Rm affine par morceaux et telle que

γ

ˆ
1
n

˙
“ xn. (12.553)

Nous prolongeons γ par γptq “ a pour t ď 0.
(ii) γptq Ñ a Nous montrons que limtÑ0 γptq “ a. Soient ϵ ą 0 et N tel que xn P Bpa, ϵq pour

tout n ě N . Si t ă 1
N alors t P r 1

k`1 ,
1
k s pour un certain k ą N . Donc

γptq P rγp 1
k ` 1q, γp 1

k
qs (12.554)

et donc γptq P rxk`1, xks parce que γ est formé de ces segments de droites. Mais comme
Bpa, ϵq est convexe 106, nous avons

γptq P rxk`1, xks Ă Bpa, ϵq. (12.555)

Nous avons donc bien limtÑ0 γptq “ a.
(iii) Conclusion L’hypothèse nous donne alors limtÑ0pf ˝ γqptq “ ℓ. En particulier le critère

de la caractérisation séquentielle de la limite dit que

lim
nÑ8 f

`
γp 1
n

q˘ “ ℓ, (12.556)

ce qui signifie limnÑ8 fpxnq “ ℓ.

Corolaire 12.228.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si nous avons deux fonctions
γ1, γ2 : R Ñ Rm telles que

lim
tÑ0

γ1ptq “ lim
tÑ0

γ2ptq “ a (12.557)

tandis que
lim
tÑ0

pf ˝ γ1qptq ‰ lim
tÑ0

pf ˝ γ2qptq, (12.558)

ou bien que l’une des deux limites n’existe pas, alors la limite de fpxq lorsque x Ñ a n’existe pas.

Corolaire 12.229.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si il existe une fonction γ : R Ñ Rm

avec γp0q “ a telle que la limite limtÑ0pf ˝ γqptq n’existe pas, alors la limite limxÑa fpxq n’existe
pas.

En ce qui concerne le calcul de limites, la méthode des chemins peut être utilisé de trois façons :

106. C’est la proposition 8.28.
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(1) Dès que l’on trouve une fonction γ : R Ñ Rm telle que limtÑ0pf ˝γqptq “ ℓ, alors nous savons
que si la limite limxÑa fpxq existe, alors cette limite vaut ℓ.

(2) Dès que l’on a trouvé deux fonctions γi qui tendent vers a, mais dont les limites de limtÑ0pf ˝
γiqptq sont différentes, alors la limite limxÑa fpxq n’existe pas.

(3) Dès qu’on trouve une chemin le long duquel il n’y a pas de limite, alors la limite n’existe pas
(corolaire 12.229).

La méthode des chemins ne permet donc pas de calculer une limite quand elle existe. Elle permet
uniquement de la « deviner », ou bien de prouver que la limite n’existe pas.

Exemple 12.230.
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y

x` y
. (12.559)

Si nous prenons le chemin γ1ptq “ pt, tq, nous avons bien limtÑ0 γ1ptq “ p0, 0q, et nous avons

lim
tÑ0

pf ˝ γ1qptq “ lim
tÑ0

t´ t

t` t
“ 0. (12.560)

Donc si la limite (12.559) existait, elle vaudrait obligatoirement 0. Mais si nous considérons γ2ptq “
p0, tq, nous avons

pf ˝ γ2qptq “ ´t
t

“ ´1, (12.561)

donc si la limite existe, elle doit obligatoirement valoir ´1. Ne pouvant être égale à 0 et à ´1 en
même temps, la limite (12.559) n’existe pas. △

12.20 Dérivée directionnelle

Nous sommes capables de dériver une fonction de deux variables fpx, yq par rapport à x et par
rapport à y. C’est-à-dire que nous sommes capables de donner la variation de la fonction lorsqu’on
bouge le long des axes horizontal et vertical. Il est évidemment souhaitable de parler de la variation
de la fonction lorsqu’on se déplace le long d’autre droites.

Soit donc u “
ˆ
u1
u2

˙
un vecteur unitaire (c’est-à-dire u2

1 ` u2
2 “ 1), et considérons la fonction

de une variable
φ : R Ñ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q. (12.562)

La fonction φ n’est rien d’autre que la fonction f vue le long de la droite de direction donnée par
le vecteur u. Nous pouvons aussi l’écrire φptq “ fpp` tuq.

Soit f : R2 Ñ R une fonction de deux variables et soit pa, bq P R2. La façon la plus naturelle
de définir une dérivée à deux variables est de considérer les dérivées partielles définies par

Bf
Bx pa, bq “ lim

xÑa

fpx, bq ´ fpa, bq
x´ a

Bf
By pa, bq “ lim

yÑb

fpa, yq ´ fpa, bq
y ´ b

.

(12.563)

Ces nombres représentent la façon dont le nombre fpx, yq varie lorsque soit seul x varie soit seul y
varie. Les dérivées partielles se calculent de la même façon que les dérivées normales. Pour calculer
Bxf , on fait « comme si » y était une constante, et pour calculer Byf , on fait comme si x était une
constante.
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12.20.1 Dérivée partielle et directionnelles

Soit une fonction f : A Ă Rn Ñ Rm. Si n ‰ 1, la notion de dérivée de la fonction f n’a plus
de sens puisqu’on ne peut plus parler de pente de la tangente au graphe de f en un point. On
introduit alors quelques notions qui feront, en dimension quelconque, le même travail que la dérivée
en dimension un : les dérivées directionnelles et la différentielle. Nous allons voir qu’en dimension
un, la différentielle coïncide avec la dérivée.

Définition 12.231.
Soit une fonction f : V Ñ W où V et W sont des espaces vectoriels normés. Soient a P V et v P V .
Nous posons φ : R Ñ W donnée par

φptq “ fpa` tvq. (12.564)

Nous disons que f admet une dérivée suivant le vecteur v au point a si la fonction φ est
dérivable en 0. Nous notons alors

Bf
Bv paq “ φ1p0q, (12.565)

ou alors

Bvfpaq “ lim
tÑ0

fpa` tvq ´ fpaq
t

. (12.566)

Si une base teiu de V est donnée, nous notons Bif la dérivée de f dans la direction de ei. La
fonction Bif est la dérivée partielle de f . Dans le cas de V “ Rn, cela est souvent noté

Bf
Bxi paq “ d

dt

”
fpa` teiq

ı
t“0

. (12.567)

Si m “ 2, 3 on peut utiliser la notation fx, Bx ou B1 pour la dérivée partielle suivant e1, fy, By
ou B2 pour la dérivée partielle suivant e2 et fz, Bz ou B3 pour la dérivée partielle suivant e3. En
général, nous écrivons Bi pour noter la dérivée partielle suivant ei.

Des exemples faisant intervenir les fonctions trigonométriques, exponentielles et logarithme
sont les exemples 18.252, 15.92.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant les p ´ 1 variables
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée
xi-ème section de f en x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp. L’i-ème dérivée partielle de f au point a “
px1, . . . , xmq est la dérivée de l’i-ème section de f au point xi. En pratique, pour calculer les dérivées
partielles d’une fonction on fait une dérivation par rapport à la variable choisie en considérant les
autres variables comme des constantes.

Géométriquement, il s’agit du taux de variation instantané de f en a dans la direction du
vecteur u, c’est-à-dire de la pente de la tangente dans la direction du vecteur u au graphe de f au
point pa, fpaqq.
Remarque 12.232.
De nombreuses sources parlent de dérivée dans la direction du vecteur v en définissant (avec
une certaine raison) une direction dans Rm comme étant un vecteur de norme 1.

Ces personnes ne définissent alors Buf que pour }u} “ 1. Pourquoi ? Le but de la dérivée
directionnelle dans la direction u est de savoir à quelle vitesse la fonction monte lorsque l’on se
déplace en suivant la direction u. Cette information n’aura un caractère « objectif » que si l’on
avance à une vitesse donnée. En effet, si on se déplace deux fois plus vite, la fonction montera deux
fois plus vite. Par convention, on demande alors d’avancer à vitesse 1.

Ici, pour être plus souple en termes de notations et de manipulations, nous définissons Buf
pour tout u (non nul). Nous devons cependant garder en tête que le nombre pBvfqpaq ne peut pas
être interprété comme étant une « vitesse de croissance de f en a » de façon trop sérieuse.
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Cas particulier où n “ 2 :

a “ pa1, a2q, u “ pu1, u2q et

Bf
Bu pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` tu1, a2 ` tu2q ´ fpa1, a2q
t

(12.568)

Un cas particulier des dérivées directionnelles est la dérivée partielle. Si nous considérons la
base canonique ei de Rn, nous notons

Bf
Bxi “ Bf

Bei . (12.569)

Dans le cas d’une fonction à deux variables, nous avons donc les deux dérivées partielles
Bf
Bx paq et Bf

By paq (12.570)

qui correspondent aux dérivées directionnelles dans les directions des axes. Ces deux nombres
représentent de combien la fonction f monte lorsqu’on part de a en se déplaçant dans le sens des
axes X et Y .

12.20.1.1 Quelques propriétés et notations

(1) Si on prend u “ ej le j-ème vecteur de la base canonique de Rn, alors

Bf
Bej paq “ Bf

Bxj paq (12.571)

c’est-à-dire que la dérivée de f au point a dans la direction ej est la dérivée partielle de f
par rapport à sa j-ème variable.

(2) Une fonction peut être dérivable dans certaines directions mais pas dans d’autres (rappelez
vous que si la limite à droite est différente de la limite à gauche, la limite n’existe pas).

(3) Même si une fonction est dérivable en un point dans toutes les directions, on n’est pas sûr
qu’elle soit continue en ce point. La dérivabilité directionnelle n’est donc pas une notion suf-
fisante pour assurer la continuité. C’est pourquoi on introduit le concept de différentiabilité.

Lemme 12.233.
Nous notons K le corps R ou C. Soient deux espaces vectoriels E et F sur K. Soient une appli-
cation f : E Ñ F ainsi que a, u P E tels que Bf

Bupaq existe.
Alors pour tout λ P K, pBλufqpaq existe et

Bf
Bpλuqpaq “ λ

Bf
Bu paq. (12.572)

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme 12.11. D’abord nous avons, pour tout t, λ et a :

fpa` tλuq ´ fpaq
t

“ λ
fpa` tλuq ´ fpaq

λt
. (12.573)

En posant gptq “ fpa`tuq´fpaq
t (t est une variable dans R), l’hypothèse est que limtÑ0 gptq existe et

vaut Bf
Bupaq. Le lemme 12.11 indique que limtÑ0 gpλtq existe aussi et vaut la même chose. Donc

lim
tÑ0

fpa` λtuq ´ fpaq
λt

“ Bf
Bu paq. (12.574)

En prenant la limite dans (12.573), nous avons le résultat.

Exemple 12.234.
Considérons la fonction fpx, yq “ 2xy2. Lorsque nous calculons Bxfpx, yq, nous faisons comme si
y était constant. Nous avons donc Bxfpx, yq “ 2y2. Par contre lors du calcul de Byfpx, yq, nous
prenons x comme une constante. La dérivée de y2 par rapport à y est évidemment 2y, et par
conséquent, Byfpx, yq “ 4xy. △
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Définition 12.235.
Soient f une application de U Ă Rm dans R et u un vecteur de Rm. La fonction f est dérivable
sur U suivant le vecteur u, si f est dérivable suivant le vecteur u en tout point de U .

Pour les fonctions d’une seule variable, la dérivabilité en un point a implique la continuité en
a. Cela n’est pas vrai pour les fonctions de plusieurs variables : il existe des fonctions f qui sont
dérivables suivant tout vecteur au point a sans pour autant être continue en a.

Exemple 12.236.
Considérons la fonction f : R2 Ñ R

fpx, yq “
$
&
%

x2y

x4 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q,
0 sinon.

(12.575)

Pour voir que f n’est pas continue en p0, 0q il suffit de calculer la limite de f restreinte à la parabole
y “ x2

lim
xÑ0

fpx, x2q “ 1
2 ‰ 0.

Pourtant la fonction f est dérivable en p0, 0q dans toutes les directions. En effet, soit v “ pv1, v2q.
Si v2 ‰ 0, alors

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

t3v2
1v2

t5v4
1 ` t3v2

2
“ v2

1
v2
, (12.576)

tandis que si v2 “ 0, alors la valeur de fptv1, 0q est 0 pour tout t et v1, donc la dérivée partielle de
f par rapport à x en l’origine existe et est nulle. △

Exemple 12.237.
Pour une fonction réelle à variable réelle, la dérivabilité entraine la continuité. Il n’en va pas de
même pour les fonctions à plusieurs variables, comme le montre l’exemple suivant :

fpx, yq “
$
&
%

0 si x “ 0
y

x

a
x2 ` y2 sinon.

(12.577)

Nous avons tout de suite Bf
By p0, 0q “ 0. (12.578)

De plus si ux ‰ 0 nous avons
Bf
Bu p0, 0q “ uy

ux
}u}. (12.579)

Donc toutes les dérivées directionnelles de f en p0, 0q existent alors que la fonction n’y est mani-
festement pas continue. En effet sous forme polaire,

fpr, θq “ r sinpθq
cospθq , (12.580)

et quelle que soit la valeur de r, en prenant θ suffisamment proche de π{2, la fraction peut être
arbitrairement grande.

Nous verrons par la proposition 12.265 que la différentiabilité d’une fonction implique sa conti-
nuité. △

Théorème 12.238 (Accroissements finis pour les dérivées suivant un vecteur).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction. Soient a et b deux points distincts
dans U , tels que le segment 107 ra, bs soit contenu dans U . Soit u le vecteur

u “ b´ a

}b´ a}m .

107. Définition 10.49.
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Si Bufpxq existe pour tout x dans ra, bs on a

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}Bufpxq}n}b´ a}m.

Démonstration. Nous considérons la fonction gptq “ f
`p1 ´ tqa ` tb

˘
. Elle décrit la droite entre a

et b parce que gp0q “ a et gp1q “ b. En ce qui concerne la dérivée,

g1ptq “ lim
hÑ0

gpt` hq ´ gptq
h

“ lim
hÑ0

f
`p1 ´ t´ hqa` pt` hqb˘ ´ f

`p1 ´ tqa` tb
˘

h

“ lim
hÑ0

f
`
a` pt` hqpb´ aq˘ ´ f

`
a` tpb´ aq˘

h

“ Bf
Bu

`
a` tpb´ aq˘}b´ a}.

(12.581)

Le dernier facteur }b ´ a} apparaît pour la normalisation du vecteur u. En effet dans la limite, il
apparaît hpb´ aq, ce qui donnerait la dérivée le long de b´ a, tandis que u vaut pb´ aq{}b´ a}.

Par le théorème des accroissements finis pour g, il existe t0 P s0, 1r tel que

gp1q “ gp0q ` g1pt0qp1 ´ 0q. (12.582)

Donc
}gp1q ´ gp0q} ď sup

t0
}g1pt0q} “ sup

t0Ps0,1r

››››
Bf
Bu pa` t0pb´ aqq

›››› }b´ a}. (12.583)

Mais lorsque t0 parcourt s0, 1r, le point a` t0pb´aq parcourt le segment sa, br, d’où le résultat.

Corolaire 12.239.
Dans les mêmes hypothèses, si n “ 1, alors il existe x̄ dans sa, br tel que

fpbq ´ fpaq “ Bufpx̄q}b´ a}m.
Définition 12.240.
Le nombre

lim
tÑ0

f
`
a` tu1, b` tu2

˘ ´ fpa, bq
t

(12.584)

est la dérivée directionnelle de f dans la direction de u au point pa, bq. Il sera noté

Bf
Bu pa, bq, (12.585)

ou plus simplement Bufpa, bq.
Lorsque f est différentiable, la dérivée directionnelle est donnée par

Bf
Bu ppq “ ∇fppq ·u. (12.586)

Lemme 12.241.
Les projections canonniques sont des applications différentiables.

Lemme 12.242.
Toute fonction polynômiale à n variables est différentiable comme applucation de Rn vers R.

Lemme 12.243.
Toute fonction rationnelle, du type fpxq “ P pxq

Qpxq où P et Q sont des polynômes, est différentiable
en tout point a tel que Qpaq ‰ 0.
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Lemme 12.244.
Pour une fonction d’une variable f : D Ă R Ñ R, le caractère différentiable et le caractère
dérivable coïncident. De plus, on a

dfapuq “ f 1paqu. (12.587)

12.245.
En pratique, ayant une formule pour la fonction f , nous la dérivons par rapport à la variable xi
en utilisant les règles usuelle de dérivation en considérant que les autres (xj avec j ‰ i) sont des
constantes.

Exemple 12.246.
Pour fpx, yq “ xy ` x2, les dérivées partielles s’écrivent

Bf
Bx “ y ` 2x et Bf

By “ x

△

12.20.2 Gradient : direction de plus grande pente

Étant donné que u est de norme 1, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

ˇ̌
∇fpa, bq ·

ˆ
u1
u2

˙ ˇ̌ ď }∇fpa, bq}. (12.588)

Donc
´}∇fppq} ď ∇fppq ·u ď }∇fppq}. (12.589)

La norme de la dérivée directionnelle (qui est la valeur absolue du nombre au centre) est donc
« coincée » entre ´}∇fppq} et }∇fppq}. Prenons par exemple

u “ ∇fppq
}∇fppq} . (12.590)

Dans ce cas, nous avons exactement

∇fppq ·u “ }∇fppq}, (12.591)

qui est la valeur maximale que la dérivée directionnelle peut prendre.
La direction du gradient est donc la direction suivant laquelle la dérivée directionnelle est la

plus grande. Pour la même raison, la dérivée directionnelle est la plus petite dans le sens opposé
au gradient.

En termes bien clairs : lorsqu’on veut aller le plus vite possible au ski, on prend la direction
du gradient de la piste de ski. C’est dans cette direction que ça descend le plus vite. Dans quelle
direction vont les débutants ? Ils vont perpendiculairement à la pente (ce qui ennuie tout le monde,
mais c’est un autre problème). Les débutants vont donc dans la direction perpendiculaire au
gradient. Prenons donc u K ∇fppq et calculons la dérivée directionnelle de f dans la direction u
en utilisant la formule 12.586 : Bf

Bu ppq “ ∇fppq ·u “ 0 (12.592)

parce que nous avons choisi u K ∇fppq. Nous voyons donc que les débutants en ski ont eu la bonne
intuition que la direction dans laquelle la piste ne descend pas, c’est la direction perpendiculaire
au gradient.

C’est aussi pour cela que l’on a tendance à faire du zig-zag à vélo lorsqu’on monte une pente très
forte et qu’on est fatigué. C’est toujours pour cela que les routes de montagne font de longs lacets.
La montée est moins rude en suivant une direction proche d’être perpendiculaire au gradient !
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Théorème 12.247.
Le gradient des fonctions suit à peu près les mêmes règles que les dérivées. Soient f et g deux
fonctions différentiables. Nous avons entre autres

(1) ∇pf ` gq “ ∇f ` ∇g ;
(2) ∇pfgqpa, bq “ gpa, bq∇fpa, bq ` fpa, bq∇gpa, bq ;
(3) Dès que gpa, bq ‰ 0, nous avons

∇f

g
“ gpa, bq∇fpa, bq ´ fpa, bq∇gpa, bq

gpa, bq2 . (12.593)

12.20.3 Gradient : orthogonal au plan tangent

Vu que le gradient d’une fonction est la direction de plus grande pente et que le plan tangent
est le plan de plus petite pente, quoi de plus naturel que de penser que le gradient est orthogonal
au plan tangent ?

Lemme 12.248.
Soit ϕ : Rn Ñ R une fonction de classe C1 et la partie

Γ “ tx P Rn tel que ϕpxq “ Cu (12.594)

pour une certaine constante C.
Soit x0 P Γ. Le gradient de ϕ en x0 est orthogonal au plan tangent à Γ en x0.

Démonstration. Un vecteur tangent à Γ en x0 est de la forme γ1p0q où γ : R Ñ Γ vérifie γp0q “ x0.
Puisque ϕ est constante sur Γ nous avons

d

ds

”
ϕ
`
γpsq˘

ı
s“0

“ 0, (12.595)

ce qui donne ÿ

i

Bϕ
Bxi

`
γp0q˘γ1

ip0q “ 0, (12.596)

ce qui signifie exactement xp∇ϕqpx0q, γ1p0qy “ 0. Le vecteur p∇ϕqpx0q est donc perpendiculaire à
tout vecteur tangent de Γ en x0.

12.20.4 Mise en bouche en dimension 2

Nous savons déjà comment dériver les fonctions composées de R dans R. C’est la proposition
12.184. Si nous avons deux fonctions f : R Ñ R et u : R Ñ R, nous formons la composée φ “
f ˝ u : R Ñ R dont la dérivée vaut

φ1paq “ f 1`upaq˘u1paq. (12.597)

Considérons maintenant le cas un peu plus compliqué des fonctions f : R Ñ R et u : R2 Ñ R,
et de la composée

φ : R2 Ñ R

φpx, yq “ f
`
upx, yq˘. (12.598)

Afin de calculer la dérivée partielle de φ par rapport à x, nous admettons que pour tout a, b et t,
il existe c P ra, a` ts tel que

upa` t, bq “ upa, bq ` t
Bu
Bxpc, bq. (12.599)

Cela est une généralisation immédiate du théorème 12.195. Nous devons calculer

Bφ
Bx pa, bq “ lim

tÑ0

φpa` t, bq ´ φpa, bq
t

“ lim
tÑ0

f
`
upa` t, bq˘ ´ f

`
upa, bq˘

t
. (12.600)
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Étant donné l’hypothèse que nous avons faite sur u, nous avons

f
`
upa` t, bq˘ “ f

`
upa, bq ` t

Bu
Bxpc, bq˘. (12.601)

En utilisant le théorème des accroissements finis pour f , nous avons un point d entre upa, bq et
upa, bq ` tBu

Bxpc, bq tel que

f
`
upa, bq ` t

Bu
Bxpc, bq˘ “ f

`
upa, bq˘ ` t

Bu
Bxpc, bqf 1pdq. (12.602)

Le numérateur de (12.600) devient donc

t
Bu
Bxpc, bqf 1pdq. (12.603)

Certes les points c et d sont inconnus, mais nous savons que c est entre a et a ` t ainsi que d se
situe entre upa, bq et upa, bq ` tBu

Bxpc, bq. Lorsque nous prenons la limite t Ñ 0, nous avons donc
limtÑ0 c “ a et limtÑ0 d “ upa, bq. Nous avons alors

lim
tÑ0

tBu
Bxpc, bqf 1pdq

t
“ Bu

Bxpa, bqf 1`upa, bq˘. (12.604)

La formule que nous avons obtenue (de façon pas très rigoureuse) est

B
Bxf

`
upx, yq˘ “ Bu

Bxpx, yqf 1`upx, yq˘. (12.605)

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué où nous voudrions connaître les dérivées
partielles de la fonction φ donnée par

φpx, y, zq “ f
`
upx, yq, vpx, y, zq˘ (12.606)

où f : R2 Ñ R, u : R2 Ñ R et v : R3 Ñ R.
Commençons par la dérivée partielle par rapport à z. Étant donné que φ ne dépend de z que

via la seconde entrée de f , il est normal que seule la dérivée partielle de f par rapport à sa seconde
entrée arrive dans la formule :

Bφ
Bz px, y, zq “ Bf

Bv
`
upx, yq, vpx, y, zq˘Bv

Bz px, y, zq. (12.607)

La dérivée partielle par rapport à y demande de tenir compte en même temps de la façon dont f
varie avec sa première entrée et la façon dont elle varie avec sa seconde entrée ; cela nous fait deux
termes :

Bφ
By px, y, zq “ Bf

Bu
`
upx, yq, vpx, y, zq˘Bu

By px, yq ` Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘Bv

By px, y, zq. (12.608)

Cette formule a une interprétation simple. Lançons un caillou du sommet d’une falaise. Son
mouvement est une chute libre avec une vitesse initiale horizontale :

$
&
%
xptq “ v0t (12.609a)

yptq “ h0 ´ gt2

2 (12.609b)

où v0 est la vitesse initiale horizontale et h0 est la hauteur de la falaise. Si nous sommes intéressés
à la distance entre le caillou et le bas de la falaise (point p0, 0q), le théorème de Pythagore nous
dit que

dptq “ a
x2ptq ` y2ptq. (12.610)

Pour trouver la variation de la distance par rapport au temps il faut savoir de combien la distance
varie lorsque x varie et multiplier par la variation de x par rapport à t, et puis faire la même chose
avec y.
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12.20.5 Accroissements finis et dérivées partielles

Proposition 12.249 (Accroissements finis).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soit une application f : V Ñ W . Soient des points
a, b P V tels que f est continue sur le segment ra, bs et partiellement dérivable dans la direction
b´ a sur sa, bs. Alors il existe c P sa, br tel que

fpbq “ fpaq ` pBβfqpcq (12.611)

où c P ra, bs et β “ b´ a.

Démonstration. Nous considérons la fonction

φ : r0, 1s Ñ W

t ÞÑ f
`
a` tpb´ aq˘. (12.612)

Par le théorème des accroissements finis 12.195, il existe s P r0, 1s tel que 108

φp1q “ φp0q ` φ1psqp1 ´ 0q. (12.613)

Autrement dit,
fpbq “ fpaq ` pBβfq`a` spb´ aq˘. (12.614)

Nous avons le résultat en posant c “ a` spb´ aq.
Lemme 12.250 (Accroissements finis[1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soit une fonction f : V Ñ W qui est différentiable
sur un voisinage O de a P V . Soient v P V et ϵ ą 0 tels que a` ϵv reste dans O.

Nous considérons une base de V pour donner un sens aux dérivées partielles Bkf . Alors il existe
une fonction α : V Ñ W telle que

fpa` ϵvq “ fpaq `
nÿ

k“1
ϵvkpBkfq`a`

nÿ

i“k`1
ϵviei

˘ ` ϵαpϵq (12.615)

où la somme sur i est nulle dans le cas k “ n.

Démonstration. Nous commençons par nous attaquer à la dérivation par rapport à la première
variable. La définition 12.231 de la dérivation partielle nous invite à poser

φptq “ f
`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek ` tv1e1

˘
. (12.616)

Nous avons :
φ1p0q “ v1pB1fq`a`

nÿ

k“2
ϵvkek

˘
. (12.617)

Nous appliquons les accroissements finis 12.172 à la fonction φ en t “ 0. Nous avons une fonction
α : R Ñ W telle que limtÑ0 α1ptq “ 0 et

φptq “ φp0q ` tφ1p0q ` tα1ptq. (12.618)

Nous écrivons cette égalité pour t “ ϵ, tout en rappelant que φpϵq “ fpa` ϵvq :

fpa` ϵvq “ φpϵq “ f
`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek

˘ ` ϵv1pB1fq`a`
nÿ

k“2
ϵvkek

˘ ` ϵα1pϵq. (12.619)

Pour la suite, il suffit de recommencer en écrivant
řn
k“2 ϵvkek “ ϵv2e2 ` řn

k“3 ϵvkek dans le
second terme.
108. Les a et b dans l’énoncé de 12.195 sont les valeurs s “ 0 et s “ 1 ici. Rien à voir avec les a et b d’ici qui sont

des éléments de V .
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Voici une version un peu moins technologique.

Proposition 12.251.
Soit une fonction f : V Ñ R où V est un espace vectoriel métrique. Soit a P V tel que pBifqpaq
existe. Alors il existe une fonction α : R Ñ R tel que

fpa` ϵeiq “ fpaq ` ϵpBifqpaq ` ϵαpϵq (12.620)

et limϵÑ0 αpϵq “ 0.

Démonstration. Nous posons
φ : R Ñ R

t ÞÑ fpa` teiq. (12.621)

Par hypothèse (et définition 12.231 de la dérivée partielle), la fonction φ est dérivable et

φ1p0q “ pBifqpaq. (12.622)

Nous appliquons le théorème des accroissements finis 12.172 sur la fonction φ :

φptq “ φp0q ` tφ1p0q ` tαptq (12.623)

pour une certaine fonction α : R Ñ R qui vérifie limtÑ0 αptq “ 0. En remplaçant φ par sa valeur
en termes de f dans (12.623),

fpa` teiq “ fpaq ` pBifqpaq ` tαptq. (12.624)

12.21 Formes différentielles
Nous parlerons de formes différentielles exactes et fermées dans la section 20.88.

12.21.1 Décomposition dans la base duale

Définition 12.252.
Soit U , un ouvert dans Rn. Une 1-forme différentielle ω sur U est une application

ω : U Ñ pRnq˚

x ÞÑ ωx.
(12.625)

Remarque 12.253.
L’ensemble des 1-formes différentielles devient un espace vectoriel avec les définitions

pλωqxpvq “ λωxpvq
pω ` µqxpvq “ ωxpvq ` µxpvq. (12.626)

Nous connaissons la base de pRnq˚ définie en 4.124. Nous allons noter ces formes par dxi :

e1̊ “ dx1 : v ÞÑ v1
...

en̊ “ dxn : v ÞÑ vn

(12.627)

Toute forme différentielle s’écrit
ωx “

nÿ

i“0
aipxqdxi (12.628)

où a1, . . . , an sont les composantes de ω dans la base usuelle, et sont des fonctions à valeurs réelles.
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Lemme 12.254.
Une 1-forme différentielle est continue si les fonctions ai sont continues. La forme sera Ck quand
les ai seront Ck.

Pour un vecteur v “ pv1, . . . , vnq on a donc par définition de dxi

ωxpvq “
nÿ

i“0
aipxqvi. (12.629)

Ces fonctions ai peuvent être trouvées en appliquant ω aux éléments de la base canonique de Rn :

ajpxq “ ωxpejq (12.630)

parce que ωxpejq “ ř
i aipxqdxipeiq “ ř

i aipxqδij “ ajpxq.

12.21.2 L’isomorphisme musical

Si G est un champ de vecteurs sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons définir

G5
x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (12.631)

Pour chaque x, l’application G5
x est une forme sur Rn, c’est-à-dire une application linéaire de

Rn vers R. Nous écrivons que
G5
x P `

Rn
˘˚
. (12.632)

Nous pouvons ainsi déterminer le développement de G5 dans la base des dxi en faisant le calcul

G5
xpeiq “ xGpxq, eiy “ Gipxq, (12.633)

donc les composantes de G5 dans la base dxi sont exactement les composantes de G dans la base
ei :

G5
x “ G1pxqdx1 ` ¨ ¨ ¨ `Gnpxqdxn. (12.634)

La construction inverse existe également. Si ω est une 1-forme différentielle, nous pouvons
définir le champ de vecteurs ω7 par la formule (implicite)

ωxpvq “ xω7pxq, vy (12.635)

pour tout v P Rn. Par définition, pω7q5 “ ω.

Lemme 12.255.
En composantes nous avons :

ω7pxq “ `
a1pxq, . . . , anpxq˘. (12.636)

Si G est un champ de vecteurs, alors pG5q7 “ G.

12.22 Différentielle

Nous avons déjà donné une définition abstraite de la différentielle dans la définition 11.219.
Nous en voyons maintenant quelques motivations dans le cas de fonctions sur R2 ou Rn.
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12.22.1 Exemples introductifs

La notion de dérivée est associée à la recherche de la droite tangente à une courbe. Reprenons
rapidement le cheminement. La dérivée de f : R Ñ R au point a est un nombre f 1paq, qui définit
donc une application linéaire dont le coefficient angulaire est f 1paq, et que nous notons dfa :

dfa : R Ñ R

u ÞÑ f 1paqu. (12.637)

La droite donnée par l’équation
ypa` uq “ f 1paqu (12.638)

est parallèle à la tangente en a. Pour trouver la tangente, il suffit de la décaler de la hauteur qu’il
faut. L’équation de la droite tangente au graphe de f au point

`
a, fpaq˘ devient

ypxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq “ fpaq ` dfapx´ aq. (12.639)

Nous nous proposons de généraliser cette formule au cas de la recherche du plan tangent à une
surface.

Exemple 12.256.
Considérons fpx, yq “ x2y ` y2ex. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ 2xy ` y2ex

Bf
By “ x2 ` 2yex.

(12.640)

△

Cet exemple était l’exemple facile où tout se passe bien.

Exemple 12.257.
Les choses sont moins simples lorsqu’on considère la fonction suivante :

fpx, yq “
#

xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q. (12.641)

On voit que pour tout x et tout y, nous avons fpx, 0q “ fp0, yq “ 0. Donc cette fonction est nulle
sur les axes horizontaux et verticaux. Nous avons en particulier

Bf
Bx p0, 0q “ 0
Bf
By p0, 0q “ 0.

(12.642)

Donc ces dérivées partielles existent.
Il n’est par contre pas question de dire que cette fonction « va bien » autour du point p0, 0q.

En effet si nous regardons sa valeur sur la droite diagonale y “ x, nous avons

fpx, xq “ x2

2x2 “ 1
2 . (12.643)

Par conséquent si nous suivons la fonction le long de la droite y “ x, la hauteur vaut 1
2 en

permanence, sauf juste en p0, 0q où la fonction fait un grand plongeon !

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=(x*y)/(x**2+y**2)
sage: plot3d(f,(x,-2,2),y(-2,2))
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D’ailleurs elle fait un plongeon le long de toutes les droites (sauf verticale et horizontale). En
effet si nous regardons la fonction le long de la droite y “ mx, nous avons

fpx,mxq “ mx2

x2 `m2x2 “ m

1 `m2 . (12.644)

La fonction est donc constante sur chacune de ces droites. Il n’est donc pas question de dire que
cette fonction est « dérivable » en p0, 0q, vu qu’elle fait des grands sauts dans presque toutes les
directions. △

Nous devons donc trouver mieux que les dérivées partielles pour étudier le comportement des
fonctions un peu problématiques.

12.22.2 Différentielle

Nous nous souvenons de l’équation (12.396) qui nous dit que pour une fonction d’une variable
la dérivabilité signifiait qu’il existait un nombre ℓ et une fonction α tels que

fpxq “ fpaq ` ℓpx´ aq ` px´ aqαpx´ aq (12.645)

et limtÑ0 αptq “ 0.
En nous inspirant de cela, nous comprenons peut-être un peu le pourquoi de la définition 11.219.

12.258.
L’objet dfa est en soi une application dfa : Rm Ñ Rn. Nous notons dfapuq la valeur de dfa sur le
vecteur u P Rm. En particulier, l’application df est une forme différentielle au sens de la défini-
tion 12.252.

12.259.
Les propositions 12.269 et 12.272 vont montrer qu’en étudiant bien les dérivées partielles, nous
pouvons conclure à la différentiabilité d’une fonction. Attention cependant, nous verrons dans
l’exemple 12.278 que l’existence des dérivées directionnelles partielles ne permettait pas de conclure
à la différentiabilité.

12.22.3 Matrice de la différentielle

La différentielle est une application linéaire. Elle possède donc une matrice lorsque des bases
sont fixées.

Proposition 12.260.
Soient une application différentiable f : Rm Ñ Rn et a P Rm. Dans les bases canoniques de Rm et
Rn, la matrice de dfa est

pdfaqij “ Bfi
Bxj paq. (12.646)

Démonstration. Le lien entre matrice et application linéaire est vu dans la proposition 4.70. Dans
le cas des bases canoniques de Rm et Rn nous savons qu’extraire une composante revient à prendre
le produit scalaire. Nous avons donc

pdfaqij “ `
dfapejq

˘
i

“ dfapejq · ei. (12.647)

La linéarité de la dérivation donne alors

pdfaqij “ dfapejq · ei “ d

dt

”
fpa` tejq

ı
t“0

· ei “ d

dt

”
fipa` tejq

ı
t“0

“ Bfi
Bxj paq. (12.648)
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Lemme 12.261 ([1]).
Soit une fonction g : R Ñ R de classe C8. Nous posons

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq. (12.649)

Alors f est de classe C8 sur R2.

Démonstration. Le problème lorsqu’il faut démontrer qu’une fonction est de classe C8, c’est que
dkf sera une application de R2 vers un espace qui est un terrible emboîtement de LpR2, . . .q.
Pour traiter cette difficulté, nous considérons les espaces suivants : V0 “ R et par récurrence
Vk`1 “ LpR2, Vkq.

Et nous considérons également les éléments

α1 : R2 Ñ R

pu, vq ÞÑ u
(12.650)

et plus généralement αk P Vk donné par

αk : R2 Ñ Vk´1

pu, vq ÞÑ uαk´1.
(12.651)

Notons que dans l’expression uαk´1, il s’agit d’un produit entre un scalaire u P R et un vecteur
αk`1 P Vk´1.

Nous prouvons maintenant par récurrence que dkfpa,bq “ gpkqpaqαk, en utilisant directement la
définition.

(i) Initialisation Pour k “ 1, nous calculons

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

}h} (12.652)

Notre but est de calculer la limite de cela lorsque h R2ÝÑ 0 avec h ‰ 0. L’hypothèse sur la
dérivabilité de g nous indique que si 0 ă |t| ă δ, alors

|gpa` tq ´ gpaq ´ tg1paq|
|t| ă ϵ. (12.653)

Nous considérons donc la boule épointée de R2 de rayon δ : B “ B
`p0, 0q, δ˘ztp0, 0qu, et nous

considérons h P B. Deux cas sont à distinguer : h1 “ 0 et h1 ‰ 0.
Si h1 “ 0, alors

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} “ 0. (12.654)

Sinon nous avons 0 ă h1 ď }h} ă δ et donc

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} ď |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

|h1| ă ϵ (12.655)

par la relation (12.653). Nous avons donc bien

lim
hÑ0

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ 0. (12.656)

(ii) Récurrence Nous supposons que dkfa,b “ gpkqpaqαk, et nous devons prouver que dkf est
différentiable et que dk`1fpa,bq “ gpk`1qpaqαk`1. Pour cela nous introduisons tout dans la
définition de la différentielle pour voir ce qui arrive.
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Nous avons :
dkfpa`h1,b`h2q ´ dkfpa,bq ´ gpk`1qpaqαk`1ph1, h2q

}h}
“ gpkqpa` h1qαk ´ gpkqpaqαk ´ gpk`1qpaqh1αk

}h} .

(12.657)

Cela est, pour chaque h ‰ 0, un élément Vk, mais le coefficient αk se factorise de telle sorte
que nous devons seulement calculer la limite (si elle existe)

lim
hÑ0

gpkqpa` h1q ´ gpkqpaq ´ h1gpk`1qpaq
}h} . (12.658)

Le même jeu de séparation entre h1 “ 0 et h1 ‰ 0 que dans le cas k “ 1 nous permet de
déduire que cette limite existe et vaut zéro, grace à la définition de gpk`1q.

Nous avons donc prouvé que f est différentiable autant que fois que souhaité. Elle est donc de
classe C8 comme annoncé.

12.22.4 Différentielle, dual et forme différentielle

12.22.4.1 Dans la base duale

Nous avons déjà parlé en (12.627) de la base tdxiui“1,...,n des formes différentielles sur Rn.

Proposition 12.262.
La forme de base dxi est la différentielle de la fonction de projection

proji : Rn Ñ R

v ÞÑ vi.
(12.659)

Autrement dit nous avons
dpprojiqa “ dxi (12.660)

pour tout i et pour tout a.

Démonstration. Le quotient

projipa` hq ´ projipaq ´ dxiphq
}h} (12.661)

est toujours nul. La limite est a fortiori nulle.

Nous avons donc pd projiqa “ dxi pour tout a. Notons que les fonctions dxi et proji sont les
mêmes. Cela justifie la notation « dxi » pour les formes différentielles de base, parce que ce sont
les différentielles des fonctions « coordonnées » que nous pouvons noter xi.

Étant donnée une fonction f , il est légitime de nous demander comment (si elle existe) la
différentielle se décompose en chaque point dans la base duale. C’est-à-dire fixer les fonctions ai
en termes des dérivées de f pour avoir

dfa “
nÿ

i“1

Bf
Bxi paqdxi. (12.662)

C’est ce que nous allons faire dans le corolaire 12.267.

Exemple 12.263.
Si F : R2 Ñ R est une fonction C2, sa différentielle est la forme

dF “ BF
Bx dx` BF

By dy. (12.663)



992 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Si nous nommons f et g les fonctions BxF et ByF , nous avons donc

Df “ fdx` gdy, (12.664)

qui vérifie
Byf “ Bxg, (12.665)

parce que Bf
By “ B2F

BxBy “ B2F
ByBx “ Bg

Bx . Ce que nous avons donc prouvé, c’est que △

Lemme 12.264.
Si fdx` gdy est la différentielle d’une fonction de classe C2 sur R2, alors Byf “ Bxg.

12.22.5 Ce n’est pas la différentielle extérieure

Il existe une notion de différentielle extérieure, mais ce n’est pas celle-là que nous utilisons la
majorité du temps. En particulier si E et F sont des espaces vectoriels normés, lorsque f : E Ñ F
est une fonction, df est une application

df : E Ñ LpE,F q (12.666)

et la différentielle seconde est la différentielle de cette application-là. Chose faisable parce que
LpE,F q est un espace vectoriel on ne peut plus respectable.

Soit D Ă Rn. Par définition de la différentielle extérieure d’une 1-forme, nous avons une formule
de Leibnitz

dpfωq “ df ^ ω ` fdω. (12.667)

En particulier,
dpfdxq “ df ^ dx` f dpdxqloomoon

“0

“ Bf
Bx dx^ dxlooomooon

“0

`Bf
By dy ^ dx. (12.668)

Attention : la différentielle extérieure n’est pas la différentielle usuelle. Certes dans le cas d’une
0-forme (c’est-à-dire d’une fonction), les deux notions coïncident, mais ça ne va pas plus loin. La
différentielle extérieure vérifie d2ω “ 0 pour tout ω, y compris pour les fonctions : si ω “ df alors
dω “ 0.

Nous mentionnerons la différentielle extérieure dans le cas de
(1) Théorème de Stockes 20.75.

12.22.6 Continuité, dérivabilité et différentiabilité

Le théorème suivant reprend les principales propriétés d’une fonction différentiable. Il est à ne
pas confondre avec le théorème 12.306 qui dira que si les dérivées partielles sont continues sur un
voisinage de a, alors f est différentiable en a.

Proposition 12.265.
Soit un espace vectoriel normé V et une fonction f : Rn Ñ V . Si f est différentiable au point
a P Rn alors

(1) elle est continue en a,
(2) elle admet une dérivée dans toutes les directions de Rn,
(3) toutes les dérivées directionnelles Bufpaq existent et nous avons l’égalité

dfa : Rn Ñ Rm

u ÞÑ dfapuq “ Bf
Bu paq “

ÿ

i

Bf
Bxi paqui, (12.669)

si les ui sont les composantes de u dans la base canonique Rn.
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La dernière égalité sera de temps en temps utilisée sous la forme

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

. (12.670)

Démonstration. La limite

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n
}h}m “ 0,

implique que
lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n “ 0.

Comme T est dans LpRm,Rnq, on a limhÑ0 T phq “ 0, d’où la continuité de f au point a.
Si u est un vecteur non nul, la différentiabilité de f au point a implique

lim
tÑ0

}fpa` tuq ´ fpaq ´ T ptuq}n
}tu}m “ 0,

par la linéarité de T et par l’égalité }tu}m “ |t|}u}m on obtient

lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq
|t| “ T puq.

Donc f est dérivable suivant le vecteur u et Bufpaq “ T puq “ dfapuq.
Corolaire 12.266 (Différentielle et dérivée).
Soit une application différentiable f : R Ñ V où V est un espace vectoriel normé. Alors f 1puq “
dfup1q.
Démonstration. En vertu de la proposition 12.265, nous avons

dfup1q “ d

dt

”
fpu` t1q

ı
t“0

“ f 1puq. (12.671)

Nous avons utilisé le fait que pour une fonction sur R, l’unique dérivée partielle est la dérivée
normale.

Corolaire 12.267.
Si f est différentiable, alors la forme différentielle dfa se décompose en

dfa “
ÿ

i

pBifqpaqdxi. (12.672)

Démonstration. Vue la définition des formes dxi nous pouvons remplacer ui par dxipuq dans l’éga-
lité (12.669) et écrire

dfapuq “
ÿ

i

pBifqpaqdxipuq (12.673)

et donc écrire l’égalité demandée.

Le lemme suivant regroupe quelques égalités avec lesquelles nous allons souvent travailler. Il
explique comment sont liées les dérivées directionnelles, les dérivées partielles et la différentielle.

Lemme 12.268.
Si f : Rm Ñ Rn est une fonction différentiable, alors

dfapuq “ Bf
Bu paq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui

Bf
Bxi paq “ ∇fpaq ·u (12.674)

pour tout vecteur u P Rm
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Démonstration. La première égalité est la proposition 12.265, et la seconde est seulement la défi-
nition de la dérivée directionnelle avec des notations un peu plus snob. En particulier nous avons

dfapeiq “ Bf
Bxi paq. (12.675)

Pour le reste c’est la linéarité de la différentielle qui joue : le vecteur u peut être écrit de façon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de base

u “
mÿ

i“1
uiei, ui P R, @i P t1, . . . ,mu.

Alors, la linéarité de dfa nous donne

dfapuq “ dfa

˜
mÿ

i“1
uiei

¸
“

mÿ

i“1
ui pdfaeiq “

mÿ

i“1
ui

Bf
Bxi paq. (12.676)

Le lien avec le gradient est la définition du produit scalaire (9.167).

La formule dfapuq “ d
dt

”
fpa ` tuq

ı
t“0

est bien utile pour calculer des différentielles, mais
elle ne permet pas de prouver que f est différentiable. Autrement dit, même si le calcul de la
dérivée d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

donne un résultat pour tout u, nous ne pouvons pas en déduire que f est
différentiable au point a.

Proposition 12.269.
Soient f une fonction de x et y et un point pa, bq P R2. Si les nombres Bxfpa, bq et Byfpa, bq existent
et si il existe une fonction α : R Ñ R telle que

fpx, yq “ fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqpx´ aq ` Bf

By pa, bqpy ´ bq

` }px, yq ´ pa, bq}α
´

}px, yq ´ pa, bq}
¯ (12.677)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0, (12.678)

alors f est différentiable en pa, bq.
12.270.
Dans cet énoncé nous avons écrit d

`px, yq, pa, bq˘ la distance entre px, yq et pa, bq, c’est-à-dire le
nombre

apx´ aq2 ` py ´ bq2. Afin d’écrire l’équation (12.677) sous forme plus compacte, nous
introduisons le vecteur

∇fpa, bq “

¨
˚̊
˝

Bf
Bxpa, bq
Bf
Bypa, bq.

˛
‹‹‚ (12.679)

L’équation (12.677) devient alors

fpXq “ fpP q ` ∇fpa, bq · pX ´ P q ` }X ´ P }α`}X ´ P }˘. (12.680)

Le vecteur p∇fqpa, bq est appelé le gradient de f au point pa, bq.
Remarque 12.271.
Nous avons introduit la notation ∇f pour le gradient d’une fonction f . Nous allons par la suite
introduire ∇ ·F pour la divergence du champ de vecteurs F et ∇ ˆ F pour son rotationnel.

Toutes les formules pour ∇f , ∇ ·F et ∇ ˆ F peuvent facilement être mémorisées en pensant
à ∇ comme étant le vecteur

∇ “
¨
˝

Bx
By
Bz

˛
‚. (12.681)
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Nous allons ici cependant seulement penser à (12.681) comme un moyen mnémotechnique ; nous
ne donnons pas de définition à « ∇ » tout seul.

Proposition 12.272.
Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles Bxfpx, yq et Byfpx, yq qui
sont elles-mêmes des fonctions continues de x et y. Alors la fonction f est différentiable partout.

Proposition 12.273.
Si f est différentiable en pa, bq alors pour tout vecteur u, la fonction

φ : R Ñ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q (12.682)

est dérivable en 0 et on a
φ1p0q “ ∇fppq ·u (12.683)

où nous avons noté p “ pa, bq.
Démonstration. Réécrivons la formule (12.680) sous la forme

fpxq “ fppq ` ∇fppq · px´ pq ` }x´ p}αp}x´ p}q. (12.684)

Cela étant vrai pour tout x, nous l’écrivons en particulier pour x “ p` tu où t est un réel et u est
le vecteur unitaire choisi. Nous avons donc

fpp` tuq “ fppq ` t∇fppq ·u` }tu}αp}tu}q. (12.685)

En utilisant le fait que u est unitaire, }tu} “ |t|}u} “ |t|. La dérivée de φ en 0 est alors donnée par

lim
tÑ0

fpp` tuq ´ fppq
t

“ lim
tÑ0

∇fppq ·u` αp|t|q. (12.686)

Lorsque nous prenons la limite, le membre de gauche devient φ1p0q tandis que dans le membre de
droite, le second terme disparaît. Nous avons finalement

φ1p0q “ ∇fppq ·u (12.687)

12.22.7 Calcul de valeurs approchées

Si nous remplaçons les accroissements x ´ a et y ´ b par h et k, le critère de différentiabilité
s’écrit

fpa` h, b` kq “ fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqh` Bf

By pa, bqk

`
a
h2 ` k2α

`a
h2 ` k2

˘
.

(12.688)

Le dernier terme du membre de droite tend vers zéro à une vitesse double lorsque h et k tendent
vers zéro : d’une part parce que

?
h2 ` k2 tend vers zéro et d’autre part parce que α

`?
h2 ` k2

˘

tend vers zéro. Nous avons donc la « bonne » approximation

fpx, yq » fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqpx´ aq ` Bf

By pa, bqpy ´ bq. (12.689)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cette expression est évidemment une généralisation
immédiate de l’équation (12.399). Elle exprime que l’on peut obtenir des informations sur la valeur
d’une fonction en px, yq si on peut calculer la fonction et ses dérivées en un point pa, bq non loin
de px, yq.

Cette formule peut aussi être vue sous la forme suivante, plus pratique dans certains calculs :

fpa` ∆x, b` ∆yq » fpa, bq ` ∆xBf
Bx pa, bq ` ∆yBf

By pa, bq. (12.690)
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Exemple 12.274.
Prenons la fonction fpx, yq “ cospxq sinpyq et calculons une approximation de

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘
. (12.691)

D’abord les dérivées partielles sont

Bf
Bx px, yq “ ´ sinpxq sinpyq
Bf
By px, yq “ cospxq cospyq.

(12.692)

Nous allons utiliser l’approximation

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » f

`π
3 ,
π

2
˘ ` 0.01Bf

Bx
`π

3 ,
π

2
˘ ` 0.03Bf

By
`π

3 ,
π

2
˘
. (12.693)

Nous avons
Bf
Bx

`π
3 ,
π

2
˘ “ ´ sin π3 sin π2 “ ´

?
3

2
Bf
By

`π
3 ,
π

2
˘ “ cos π3 cos π2 “ 0.

(12.694)

Par conséquent

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » 1

2 ´ 0.01
?

3
2 “ 1

2 ´
?

3
200 . (12.695)

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=cos(x)*sin(y)
sage: a=f(pi/3+0.01,pi/2+0.03)
sage: numerical_approx(a)
0.491093815387986
sage: b=1/2-sqrt(3)/200
sage: numerical_approx(b)
0.491339745962156
sage: numerical_approx(a-b)
-0.000245930574169814

Cela fait une erreur de l’ordre du dix millième.
△

Remarque 12.275.
Les esprits les plus critiques diront que cette vérification par Sage n’en est pas une parce que Sage
a certainement utilisé un algorithme d’approximation qui se base sur la même idée que ce que nous
venons de faire, et que par conséquent le fait qu’il obtienne le même résultat que nous est un peu
tautologique.

Ils n’auront pas tort. Cependant, le code source de Sage est disponible publiquement 109 ; vous
pouvez aller le lire et vérifier qu’il y a effectivement une preuve que le résultat fourni par Sage
possède une bonne dizaine de décimales correctes.

Cette disponibilité publique du code source est une des nombreuses différences fondamentales
entre Sage et votre calculatrice 110. Dois-je vous rappeler qu’un des principes fondamentaux de
l’éthique scientifique est que les résultats et les méthodes utilisés doivent être absolument ouverts
à la vérification et à la critique de tous ?
109. Voir http://www.sagemath.org
110. et les autres logiciels de type fenêtre, pomme ou feuille d’érable.

http://www.sagemath.org
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12.22.8 Différentielle et tangente

La notion de dérivée partielle (ou de dérivée suivant un vecteur) pour une fonction de plusieurs
variables n’est pas une généralisation de la notion de dérivée en une variable d’espace. En fait, du
point de vue géométrique, la dérivée de la fonction g : R Ñ R au point a est la pente de la ligne
droite tangente au graphe de g au point pa, gpaqq. Cette ligne, d’équation rpxq “ g1paqx` gpaq, est
la meilleure approximation affine du graphe de g au point a, comme à la figure 12.9.

‚

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6 7

´2

´1

1

2

Figure 12.9 – Tangentes au graphe d’une fonction d’une variable

Le graphe d’une fonction f de R2 dans R est une surface de deux paramètres dans R3. Si l’ap-
proximation affine d’une telle surface au point px, y, fpx, yqq existe, alors elle est un plan tangent.
En dimension plus haute, le graphe de la fonction f : Rm Ñ R est une surface de m paramètres
dans Rm`1 et son approximation affine (si elle existe) est un hyperplan de Rm.

Nous allons voir que si f prend ses valeurs dans Rn l’approximation affine de f au point a est
l’élément de fpaq ` LpRm,Rnq qui ressemble le plus à f au voisinage de a. Plus précisément, on
utilise les définitions suivantes.

Définition 12.276.
Soient f et g deux applications d’un ouvert U de Rm dans Rn. On dit que g est tangente à f au
point a P U si fpaq “ gpaq et

lim
xÑa
x‰a

}fpxq ´ gpxq}n
}x´ a}m “ 0.

La relation de tangence est une relation d’équivalence. Nous sommes particulièrement intéressés
par le cas où f admet une application affine tangente au point a.

εphq
T phq

h

‚
fpaq

‚

‚
fpxq

‚

‚
a

‚
x

Figure 12.10 – Interprétation géométrique de la différentielle.

En ce qui concerne l’interprétation géométrique, si nous regardons la figure 12.10, et d’ailleurs
aussi en voyant la définition 11.622, la fonction est différentiable et la différentielle est T si il existe
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une fonction α telle que
fpa` uq ´ fpaq ´ T puq “ αpuq (12.696)

où la fonction α satisfait
lim
uÑ0

}αpuq}
}u} “ 0 (12.697)

C’est cela qui fait écrire fpa`uq ´ fpaq ´ dfapuq “ op}u}q à ceux qui n’ont pas peur de la notation
o.

La différentielle dfa est donc la partie linéaire de l’application affine qui approxime au mieux
la fonction f autour du point a. La notion de différentielle est la vraie généralisation du concept
de dérivée pour fonctions de plusieurs variables, en outre elle nous permet d’expliciter la relation
qui associe au vecteur u la dérivée Bufpaq, pour f et a fixés.

Remarque 12.277.
Si on remplace les normes } · }m et } · }n par d’autres normes, l’existence et la valeur de la
différentielle de f au point a ne sont pas remises en cause. En effet, soient } · }M une norme sur
Rm et } · }N une norme sur Rn. Par le théorème 11.46, ces normes sont équivalentes à }.}m et
}.}n respectivement ; il existe donc des constantes k, K, l, L ą 0 telles que pour tout vecteur u de
Rm et tout vecteur v de Rn

k}u}M ď }u}m ď K}u}M ,
l}v}N ď }v}n ď L}v}N .

Les éléments de LpRm,Rnq sont les mêmes et on a

l

K

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M ď }fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n

}h}m ď

ď L

k

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M .

(12.698)

Il est donc possible, pour démontrer la différentiabilité ou pour calculer la différentielle, d’utiliser
le critère (11.622) avec une norme au choix. Parfois c’est utile.

12.22.9 Prouver qu’une fonction n’est pas différentiable

Chacun des points du théorème 12.265 est en soi un critère pour montrer qu’une fonction n’est
pas différentiable en un point.

12.22.9.1 Continuité

Le premier critère à vérifier est donc la continuité. Si une fonction n’est pas continue en un
point, alors elle n’y sera pas différentiable. Pour rappel, la continuité en a se teste en vérifiant si
limxÑa fpxq “ fpaq.

12.22.9.2 Linéarité

Un second test est la linéarité de la dérivée directionnelle par rapport à la direction : l’appli-
cation u ÞÑ Bf

Bupaq doit être linéaire, sinon dfa n’existe pas.

Exemple 12.278.
Examinons la fonction

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ
$
&
%

xy2

x2 ` y4 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(12.699)
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Prenons u “ pu1, u2q et calculons la dérivée de f dans la direction de u au point p0, 0q :

Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

1
t

ˆ
tu1t2u2

2
t2u2

1 ` t4u4
2

˙

“ lim
tÑ0

ˆ
u1u2

2
u2

1 ` t2u4
2

˙

“
$
&
%

u2
2
u1

si u1 ‰ 0

0 si u1 “ 0.

(12.700)

Cette application n’est pas linéaire par rapport à u. En effet, notons

A : Rn Ñ R

u ÞÑ Bf
Bu p0, 0q, (12.701)

et vérifions que pour tout u et v dans Rn et λ P R, nous ayons Apλuq “ λApuq et Apu ` vq “
Apuq `Apvq. La première égalité est vraie, parce que

Apλuq “ Apλu1, λu2q “ λ2u2
2

λu1
“ λ

u2
2
u1

“ λApuq. (12.702)

Mais nous avons par exemple

A
`p0, 1q ` p2, 3q˘ “ Ap2, 4q “ 16

2 “ 8, (12.703)

tandis que
Ap0, 1q `Ap2, 3q “ 0 ` 9

2 ‰ 8. (12.704)

La fonction f n’est donc pas différentiable en p0, 0q, parce que la candidate différentielle, dfp0,0qpuq “
Bf
Bup0, 0q, n’est même pas linéaire.

△

Voici une autre façon de traiter la fonction de l’exemple 12.278.

Exemple 12.279.
La figure 12.11 représente le domaine d’une fonction f : R2 Ñ R, et sur chacune des parties, elle
est définie différemment.

L’expression de f est ici

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ă 0 et y ą 0
x´ y si x ě 0 et y ě 0
x2y si x ą 0 et y ă 0
x` y sinon.

(12.705)

On note que les deux axes forment une zone à problèmes. La zone hors des axes est un ouvert
sur lequel f est différentiable car composée de polynômes. Analysons chacun des points de la forme
pa, bq dans la zone à problèmes (c’est-à-dire si ab “ 0).

(i) Si a “ 0 et b ą 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe vertical, dans la moitié supérieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ą 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

x´ y “ 0 ´ b “ ´b
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xy x ´ y

x ` y x2y

Figure 12.11 – La fonction de l’exemple 12.279.

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yą0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xă0

xy “ 0b “ 0

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ą 0.

(ii) Si a “ 0 et b ă 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe vertical, dans la moitié inférieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ă 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

x2y “ 02b “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yă0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xă0

x` y “ 0 ` b “ b

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ă 0.

(iii) Si a ą 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié droite. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ą 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

x´ y “ a´ 0 “ a

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xą0
yă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yă0

x2y “ a20 “ 0

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ą 0.

(iv) Si a ă 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié gauche. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ă 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

xy “ a0 “ 0
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avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xă0
yď0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yď0

x` y “ a` 0 “ a

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ă 0.

(v) Si a “ 0 et b “ 0 Le cas du point p0, 0q est particulier, puisque il est adhérent aux quatre
composantes du domaine où la fonction est définie différemment. Pour étudier la continuité,
il faut donc étudier quatre limites. Ces limites ont déjà été étudiées ci-dessus et valent toutes
0, ce qui prouve la continuité de f en p0, 0q.
En ce qui concerne la différentiabilité, on sait qu’il est nécessaire que toutes les dérivées
directionnelles existent. Calculons la dérivée dans la direction p0, 1q (au point p0, 0q) :

lim
tÑ0
t‰0

fpp0, 0q ` tp0, 1qq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“ . . .

qu’on sépare en deux cas, car fp0, tq possède une formule différente si t ă 0 ou si t ě 0 :

lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“
$
&
%

limtÑ0
tă0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tă0
0`t
t “ 1

limtÑ0
tě0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tě0
0´t
t “ ´1

ce qui prouve que la limite n’existe pas, donc que la dérivée directionnelle n’existe pas, et
finalement que la fonction n’est pas différentiable.
Conclusion : La fonction donnée est continue hors des axes et au point p0, 0q, mais discontinue
partout ailleurs sur les axes. Elle est différentiable hors des axes, mais ne l’est pas sur les
axes.

△

12.22.9.3 Cohérence des dérivées partielles et directionnelle

Dans la pratique, nous pouvons calculer Bufpaq pour une direction u générale, et puis en déduire
Bxf et Byf comme cas particuliers en posant u “ p1, 0q et u “ p0, 1q. Une chose incroyable, mais
pourtant possible est qu’il peut arriver que

Bf
Bu paq ‰

ÿ

i

Bf
Bxi paqui. (12.706)

Ceci se produit lorsque f n’est pas différentiable en a.

12.22.9.4 Un candidat dans la définition (marche toujours)

Lorsqu’une fonction est donnée, un candidat différentielle au point pa1, a2q est souvent assez
simple à trouver en un point :

T pu1, u2q “ Bf
Bx pa1, a2qu1 ` Bf

By pa1, a2qu2. (12.707)

L’application T est la candidate différentielle en ce sens que si la différentielle existe, alors elle est
égale à T . Ensuite, il faut vérifier si

lim
px,yqÑpa1,a2q

fpx, yq ´ fpa1, a2q ´ T
`px, yq ´ pa1, a2q˘

}px, yq ´ pa1, a2q} “ 0 (12.708)

ou non. Si oui, alors la différentielle existe et dfpa,bqpuq “ T puq, sinon 111, la différentielle n’existe
pas.
111. y compris si la limite (12.708) n’existe même pas.
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Attention : dans la ZAP, les dérivées partielles Bxf et Byf ne peuvent en général pas être
calculées en utilisant les règles de calcul (c’est bien pour ça que la ZAP est une zone à problèmes).
Il faut d’office utiliser la définition

Bf
Bx pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` t, a2q ´ fpa1, a2q
t

, (12.709)

et la définition correspondante pour Byf .

Conclusion

Soient f : A Ă Rn Ñ Rm, et a P IntpAq. Si f est différentiable en a,

pdfapejqqi “ dpfiqapejq “ Bfi
Bxj paq “ rJacpfq|asij (12.710)

et la matrice de l’application linéaire dfa est la matrice jacobienne mˆn de f en a notée Jacpfq|a.

12.22.10 Gradient

Définition 12.280.
Soit f une fonction différentiable de Rm dans R. On appelle gradient de f la fonction ∇f :
Rm Ñ Rm de composantes

B1f, . . . , Bmf.
Soit f une fonction de Rm dans Rn, fpaq “ pf1paq, . . . , fnpaqqT . On appelle matrice jacobienne
de f la fonction Jpfq : Rm Ñ Rm ˆRn définie par

a ÞÑ

¨
˚̋

B1f1paq . . . Bmf1paq
... . . . ...

B1fnpaq . . . Bmfnpaq

˛
‹‚ (12.711)

12.22.11 Linéarité

La proposition suivante signifie que la différentiation est une opération linéaire sur l’ensemble
des fonctions différentiables.

Proposition 12.281.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U , et soit λ dans R.
Alors les fonctions f ` g et λf sont différentiables au point a et on a

dpf ` gqpaq “ dfpaq ` dgpaq,
dpλfqpaq “ λdfpaq, (12.712)

Démonstration.

lim
hÑ0m

}pfpa` hq ` gpa` hqq ´ pfpaq ` gpaqq ´ dfpaq.h´ dgpaq.h}n
}h}m ď

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h}n
}h}m ` lim

hÑ0m

}gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h}n
}h}m “ 0.

(12.713)

De même on démontre la propriété dpλfqpaq “ λdfpaq.
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12.23 Produit
Soient f et g deux fonctions de Rm dans Rn. Nous notons f · g la fonction de Rn dans R

donnée par le produit scalaire point par point, c’est-à-dire

pf · gqpxq “ fpxq · gpxq (12.714)

pour tout x P Rm. Le point dans le membre de droite est le produit scalaire dans Rn. Le cas
particulier n “ 1 revient au produit usuel de fonctions :

pfgqpxq “ fpxqgpxq. (12.715)

Lemme 12.282.
Si f et g sont des fonctions différentiables sur Rm à valeurs dans R, alors la fonction produit fg
est également différentiable et

pdfgqa “ gpaqdfa ` fpaqdga (12.716)

au sens où pour chaque u dans Rm,

pdfgqapuq “ gpaqdfapuq ` fpaqdgapuq. (12.717)

Démonstration. Ce que nous devons faire pour vérifier la formule 12.716, c’est de vérifier le critère
(11.622) en remplaçant f par fg et T phq par gpaqdfpaq.h` fpaqdgpaq.h.

Ce que nous avons au numérateur est

♣ “ pfgqpa` hq ´ pfgqpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h
“ fpa` hqgpa` hq ´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h. (12.718)

Maintenant, nous allons faire apparaitre
`
fpa`hq´fpaq´dfpaq˘gpa`hq en ajoutant et soustrayant

ce qu’il faut pour conserver ♣ :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq

` fpaqgpa` hq ` gpa` hqdfpaq.h
´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h.

(12.719)

Nous mettons maintenant fpaq et dfpaq.h en évidence là où c’est possible :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq

` fpaq`gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

` `
gpa` hq ´ gpaq˘dfpaq.h.

(12.720)

Nous devons maintenant considérer la limite

lim
hÑ0

}♣}
}h} . (12.721)

Étant donné que f et g sont différentiables, les deux premiers termes sont nuls :

lim
hÑ0

`
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘

}h} gpa` hq “ 0

lim
hÑ0

fpaq
`
gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

}h} “ 0.
(12.722)

En ce qui concerne le troisième terme, en utilisant la norme d’une application linéaire, nous avons

lim
hÑ0

}dfpaq.h}
}h} ď sup

hPRm

}dfpaq.h}
}h} “ }dfpaq}, (12.723)
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et par conséquent
0 ď lim

hÑ0
}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq.h}}h}

}h}
ď lim

hÑ0
}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq} “ 0

(12.724)

parce que g est continue (la limite du premier facteur est nulle tandis que la norme de dfpaq est
un nombre constant). Nous avons donc bien prouvé que la formule (12.716) est la différentielle de
fg au point a.

Ce résultat se généralise pour des fonctions f et g de Rm dans Rn dans la proposition suivante
qui généralise tout en même temps la proposition 12.179.

Proposition 12.283.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U . Alors la fonction
f · g est différentiable au point a et on a

dpf · gqpaq “ gpaq · dfpaq ` fpaq · dgpaq (12.725)

au sens où
dpf · gqapuq “ gpaq ·

`
dfapuq˘ ` fpaq ·

`
dgapuq˘ (12.726)

pour tout u P Rm.

Démonstration. La preuve du cas n “ 1 est déjà faite ; c’est la formule (12.716). Pour le cas général
n ě 2, nous passons aux composantes en nous rappelant que

pf · gqpaq “
nÿ

i“1
fipaqgipaq “

nÿ

i“1
pfigiqpaq. (12.727)

En utilisant la linéarité de la différentiation, nous nous réduisons donc au cas des produits figi qui
sont des fonctions de Rm dans R :

dpf · gqpaq “ d

˜
nÿ

i“1
figi

¸
paq

“
nÿ

i“1

`
dfipaqgipaq ` fipaqdgipaq˘

“ gpaq · dfpaq ` fpaq · dgpaq.

(12.728)

Ceci termine la preuve.

12.23.1 Difficulté d’ordre supérieur

12.284.
Il serait tentant de faire une récurrence sur le lemme 12.282 pour dire que si f et g sont de classe
Cp, alors le produit fg est également de classe Cp, parce que la formule de dpfgq contient des
produits de fonctions de classe Cp et Cp´1.

Le problème est que le lemme 12.282 est énoncé et prouvé pour des fonctions à valeurs dans
R, alors que déjà la formule

dpfgq “ gdf ` fdg (12.729)

contient le produit de g : E Ñ R par df : E Ñ LpE,Rq. Lorsque nous montons dans les diffé-
rentielles, la situation empire, et les produits dont sont composés les formules sont réellement à
définir. . .

Oublions un instant les questions de régularité, et calculons sans ménagement, pour voir ce qu’il
se passe. Nous considérons un espace vectoriel E ainsi que des fonctions f : E Ñ R et g : E Ñ V
où V est un autre espace vectoriel.
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Nous avons
dpfgqapuq “ dfapuqgpaq ` fpaqdgapuq. (12.730)

Les deux termes sont des produits Rˆ V Ñ R. Montons un coup :

dpgdfqapuq “ d

dt

”
pgdfqpa`tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
gpa`tuqdfa`tu

ı
t“0

“ dgapuqdfa`gpaqpd2fqapuq. (12.731)

Un autre pour voir comment ça se passe plus haut :

dpdfdgqapuq “ d

dt

”
pdfdgqpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
dfa`tudga`tu

ı
t“0

“ pd2fqapuqdga ` dfapd2gqapuq.
(12.732)

Là déjà vous noterez que nous sommes passés par le produit

dfa`tudfa`tu (12.733)

qui pour chaque t est un produit LpE,Rq ˆ LpE, V q que nous n’avons pas réellement défini.
En continuant le calcul ainsi nous trouvons par exemple

pd3fgqapuq “ d3fapuqgpaq ` d2fadgapuq
` d2fapuqdga ` dfad

2gapuq
` d2fapuqdga ` dfapd2gqapuq
` dfapuqd2ga ` fpaqpd3gqapuq.

(12.734)

Vous noterez que cette formule contient trois termes que nous aurions eu envie de noter d2fdg. Or
ces trois termes ne sont pas identiques : deux sont d2fapuqdga et un est pd2fqadgapuq.

12.23.2 Solution : produit tensoriel

Afin de donner un sens à tous les produits, nous allons passer par les produits tensoriels. Nous
avons déjà le théorème 11.243 qui fait pratiquement tout.

Proposition 12.285 ([1]).
Soient des fonctions f : Rn Ñ R et g : Rn Ñ R de classe Cp. Alors fg est de classe Cp.

Démonstration. Nous considérons l’application

φ : RbR Ñ R

1 b 1 ÞÑ 1
(12.735)

dont nous avons déjà parlé dans le lemme 11.214. En utilisant la notation b̃ de la définition 11.239,
nous avons

fg “ φ ˝ pfb̃gq. (12.736)
La proposition 11.243 nous dit que fb̃g : Rn Ñ R b R est de classe Cp. Vu que φ est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels, la proposition 11.236 nous dit que φ ˝ pfb̃gq est encore de classe
Cp.

Et voilà.

12.23.3 Formes bilinéaires

Nous avons aussi une formule importante pour la différentielle des formes bilinéaires.

Lemme 12.286.
Toute application bilinéaire

B : Rm ˆRn Ñ Rp

Bpa1, a2q “ a1 ‹ a2
(12.737)

est différentiable en tout point pa1, a2q de Rm ˆRn, et on a

dBpa1, a2q.ph1, h2q “ h1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2.
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Démonstration.
}Bpa1 ` h1, a2 ` h2q ´Bpa1, a2q ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p

}ph1, h2q}RmˆRn
“

“ }pa1 ` h1q ‹ pa2 ` h2q ´ a1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn

“ ♠
(12.738)

on rajoute et on enlève la quantité pa1 ` h1q ‹ a2 dans le numérateur, et on obtient

♠ “ }pa1 ` h1q ‹ h2 ` h1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn

“

“ }h1 ‹ h2}p
}ph1, h2q}RmˆRn

ď C
}h1}m}h2}n

}ph1, h2q}RmˆRn

ď C
}ph1, h2q}2

RmˆRn

}ph1, h2q}RmˆRn
“ C}ph1, h2q}RmˆRn .

(12.739)

Si on prend la limite de cette expression pour ph1, h2q Ñ p0m, 0nq on obtient 0, donc la preuve
est complète. À noter, que dans l’avant-dernier passage on a utilisé la continuité des applications
linéaires projm : Rm ˆ Rn Ñ Rm et projn : Rm ˆ Rn Ñ Rn qui à chaque point pa1, a2q de
Rm ˆRn associent a1 et a2 respectivement.

Proposition 12.287.
Soit V et W deux espaces vectoriels et φ : V Ñ W un isomorphisme. Soit f : C Ñ V une application
telle que φ ˝ f : C Ñ W soit différentiable.

Alors f est différentiable et df “ φ´1 ˝ dpφ ˝ fq.
Démonstration. Si T est la différentielle de φ ˝ f au point z nous avons

0 “ lim
hÑ0
hPC

pφ ˝ fqpz ` hq ´ pφ ˝ fqpzq ` T phq
h

(12.740a)

“ lim
hÑ0
hPC

pφ ˝ fqpz ` hq ´ pφ ˝ fqpzq ` φ
`pφ ˝ T qphq˘

h
(12.740b)

“ lim
hÑ0
hPC

φ

ˆ
fpz ` hq ´ fpzq ` pφ ˝ T qphq

h

˙
(12.740c)

“ φ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq ` φ´1T phq
h

. (12.740d)

Pour la dernière ligne, nous avons permuté φ avec la limite (parce que φ est continue). Nous avons
prouvé que f est différentiable et que df “ φ´1 ˝ T “ φ´1 ˝ dpφ ˝ fq.

12.24 Différentielle de fonction composée
Une importante règle de différentiation est la règle de différentiation d’une fonction composée

(chain rule dans les livres anglais et américains). Cette règle généralise la règle de dérivation pour
fonctions de R dans R.

Cette règle a déjà été donnée dans le théorème 11.234, mais si vous avez seulement envie
d’entendre parler de Rn, vous pouvez lire le lemme 12.288 suivi de la proposition 12.290.

Le lemme suivant est essentiellement une reformulation du lemme 11.229.

Lemme 12.288.
Soit U un ouvert de Rm. La fonction f : U Ñ Rn est différentiable au point a dans U , si et
seulement si il existe une fonction σf : U ˆ U Ñ Rn telle que

σf pa, aq “ lim
xÑa

σf pa, xq “ 0 (12.741a)

fpxq “ fpaq ` T px´ aq ` σf pa, xq}x´ a}m, (12.741b)

pour une certaine application linéaire T P LpRm,Rnq.
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Démonstration. Si les conditions (12.741) sont satisfaites alors T est la différentielle de f en a. En
effet, dans ce cas nous avons

fpa` hq “ fpaq ` T phq ` σf pa, a` hq}h}, (12.742)

et la condition (11.622) devient

lim
hÑ0

}σf pa, a` hq}}h}
}h} “ lim

hÑ0
}σf pa, a` hq} “ 0 (12.743)

Si f est différentiable au point a il suffit de prendre T “ dfpaq et

σf pa, xq “ fpxq ´ fpaq ´ dfpaq.px´ aq
}x´ a}m .

Remarque 12.289.
La fonction σf pa, xq}x´ a}m est ce qui avait été appelé ϵphq sur la figure 12.10.

Proposition 12.290.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V et g : V Ñ Rp deux fonctions
différentiables respectivement au point a dans U et b “ fpaq dans V . Alors la fonction composée
g ˝ f : U Ñ Rp est différentiable au point a et

dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (12.744)

Démonstration. En tenant compte du lemme 12.288 on peut écrire

fpa` hq ´ fpaq “ dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m, @h P Uzt0u, (12.745a)
gpb` kq ´ gpbq “ dgbpkq ` σgpb, b` kq}k}n, @k P V zt0u. (12.745b)

On sait que fpaq “ b et que fpa ` hq est un élément de V et fpa ` hq “ fpaq ` k pour k “
dfpaq.h` σf pa, a` hq}h}m. Par substitution dans la deuxième équation on obtient

g
`
fpa` hq˘ ´ g

`
fpaq˘

“ dgfpaq
´
dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m

¯

` σg pfpaq, fpa` hqq }dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m}n
“ g ˝ fpa` hq ´ g ˝ fpaq
“ dgfpaq ˝ dfaphq

` }h}m
”
dgfpaqσf pa, a` hq

` σg pfpaq, fpa` hqq ››dfa h

}h}m ` σf pa, a` hq››
n

ı
,

(12.746)

donc
pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq “ dgf paq ˝ dfaphq ` Spa, a` hq}h}m (12.747)

où S représente le contenu du dernier grand crochet. Il ne reste plus qu’à prouver que Spa, a` hq
est op}h}mq. En tenant compte du fait que σf pa, a` hq et σg pfpaq, fpa` hqq sont op}h}mq,

lim
hÑ0m

Spa, a` hq
}h}m “ lim

hÑ0m

dgfpaqσf pa, a` hq
}h}m `

` lim
hÑ0m

σg pfpaq, fpa` hqq
›››dfa h

}h}m
` σf pa, a` hq

›››
n

}h}m “ 0.

(12.748)
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Remarque 12.291.
Note : la formule (12.744) est à comprendre de la façon suivante. Si u P Rm, alors

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaqloomoon
PLpRn,Rpq

´
dfapuqloomoon

PRn

¯
P Rp. (12.749)

Le lemme suivant sert à prouver les théorèmes 15.9 et 20.76. Il est fondamentalement la raison
de la formule définissant l’intégrale d’une forme sur un chemin (définition 20.51).

Lemme 12.292 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé F de dimension finie, ainsi que E, un espace vectoriel normé.
Nous considérons un chemin de classe C1

γ : ra, bs Ñ E (12.750)

et une application de classe C1

f : E Ñ F. (12.751)

Si g “ f ˝ γ, alors
g1ptq “ pdfqγptq

`
γ1ptq˘ (12.752)

pour tout t P ra, bs.
Démonstration. Nous écrivons la dérivée de g de la façon suivante :

g1ptq “ d

ds

”
gpt` sq

ı
s“0

(12.753a)

“ d

ds

”
pf ˝ γqpt` sq

ı
s“0

(12.753b)

“ dpf ˝ γqtp1q (12.753c)
“ pdfqγptq

`
dγtp1q˘ (12.753d)

(12.753e)

Justifications :
— Pour (12.753c) : les formules (12.268). Notez que le 1 à qui s’applique la différentielle de f ˝γ

est le vecteur de R qui est multiplié par s dans l’expression pf ˝ γqpt` sq.
— Pour (12.753d) : la différentiation de fonctions composées de la proposition 12.290.

Mais
dγtp1q “ d

ds

”
γpt` sq

ı
s“0

“ γ1ptq. (12.754)

En remettant au bout de (12.753), nous obtenons le résultat.

12.24.1 Fonctions composées

Cette façon de voir la différentielle nous permet de jeter un nouveau regard sur la formule de
différentiation des fonctions composées. Soient

f : Rp Ñ Rn

g : Rn Ñ R,
(12.755)

et h : Rp Ñ R définie par
hpuq “ g

`
fpuq˘ “ pg ˝ fqpuq. (12.756)

Nous allons noter x les coordonnées de Rp, a un point de Rp et u, un vecteur de Rp accroché au
point a. Pour Rn, les notations seront y pour les coordonnées, b pour un point de Rn et v, un
vecteur « accroché » au point b.
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Nous avons
dgbpvq “

nÿ

i“1

Bg
Byi pbqdyipvq. (12.757)

Ici dyipvq signifie la ième composante de v. C’est simplement vi. Cette formule étant valable pour
tout point b P Rn et pour tout vecteur v, nous pouvons l’écrire en particulier pour

"
b “ fpaq (12.758a)
v “ dfapuq. (12.758b)

Cela donne
dgfpaq

`
dfapuq˘ “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘dyi

`
dfapuq˘. (12.759)

Mais
dfapuq “

pÿ

j“1

Bf
Bxj paqdxjpuq, (12.760)

donc la ième composante de ce vecteur est

`
dfapuq˘

i
“

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (12.761)

En remplaçant dyi
`
dfapuq˘ par cela dans l’expression (12.759), nous trouvons

dgfpaq
`
dfapuq˘ “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (12.762)

Nous pouvons vérifier que c’est la différentielle de g ˝f au point a, appliquée au vecteur u. En effet

dpg ˝ fqapuq “
pÿ

j“1

Bpg ˝ fq
Bxj paqdxjpuq, (12.763)

tandis que, par la dérivation de fonctions composées,

Bpg ˝ fq
Bxj paq “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘ Bfi

Bxj paq. (12.764)

Au final, ce que nous avons prouvé est que

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq˘. (12.765)

12.25 Autres trucs sur la différentielle

12.25.1 Différentielle et dérivées partielles

Étant donné que pour tout vecteur u dans Rm on a Bufpaq “ ∇fpaq ·u, le gradient de f nous
donne la direction dans laquelle la croissance de f est maximale.

La matrice jacobienne calculée au point a est la matrice associée canoniquement à l’application
linéaire dfa : Rm Ñ Rn.

12.25.2 Plan tangent

On a dit au début de cette section que si f est une fonction de R2 dans R alors le graphe de
f est une surface à deux paramètres et que l’application affine tangente au graphe de f au point
pa, fpaqq est un plan. Maintenant on sait que ce plan est celui d’équation

Tapx, yq “ fpa1, a2q ` Bf
Bx pa1, a2qpx´ a1q ` Bf

By pa1, a2qpy ´ a2q. (12.766)

Le plan tangent au graphe de f au point a est le graphe de cette fonction Ta.
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Proposition 12.293.
Il existe des fonctions différentiables dont les dérivées partielles ne sont pas continues.

Retenez que si vous obtenez que les dérivées partielles d’une fonction ne sont pas continues,
vous ne pouvez pas immédiatement en conclure que la fonction ne sera pas différentiable.

12.25.3 Notes idéologiques quant au concept de plan tangent

Notons G, le graphe d’une fonction f , c’est-à-dire

G “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (12.767)

Première affirmation : si γ : R Ñ G est une courbe telle que γp0q “ `
a, fpaq˘, alors γ1p0q P Rn est

dans le plan tangent à G au point
`
a, fpaq˘.

Plus fort : tous les éléments du plan tangent sont de cette forme.
Le plan tangent à G en un point x P G est donc constitué des vecteurs vitesse de tous les

chemins qui passent par x.
Prenons maintenant S, une courbe de niveau de G, c’est-à-dire

S “ tpx, yq P R2 tel que fpx, yq “ Cu. (12.768)

Si nous prenons un chemin dans G qui est, de plus, contraint à S, c’est-à-dire tel que γptq P S,
alors γ1p0q sera tangent à G (ça, on le savait déjà), mais en plus, γ1p0q sera tangent à S, ce qui est
logique.

La morale est que si vous prenez un chemin qui se ballade dans n’importe quoi, alors la dérivée
du chemin sera un vecteur tangent à ce n’importe quoi.

En outre, si γptq P S et γp0q “ a, alors

x∇fpaq, γ1p0qy “ 0, (12.769)

c’est-à-dire que le vecteur tangent à la courbe de niveau est perpendiculaire au gradient. Cela est
intuitivement logique parce que la tangente à la courbe de niveau correspond à la direction de
moins grande pente.

12.25.4 Gradient et recherche du plan tangent

Nous avons maintenant en main les concepts utiles pour trouver l’équation du plan tangent à
une surface.

De la même manière que la tangente à une courbe était la droite de coefficient directeur donné
par la dérivée, maintenant, le plan tangent à une surface est le plan dont les vecteurs directeurs
sont les dérivées partielles :

La généralisation de l’équation (12.639) est

Tapxq “ fpaq `
ÿ

k

Bf
Bxk paqpx´ aqk (12.770)

Nous introduisons aussi souvent l’opérateur différentiel abstrait nabla, noté ∇ et qui est donné
par le vecteur

∇ “
ˆ B

Bx1
, . . . ,

B
Bxn

˙
. (12.771)

Les égalités suivantes sont juste des notations, sommes toutes logiques, liées à ∇ :

∇f “
ˆ Bf

Bx1
, . . . ,

Bf
Bxn

˙
, (12.772)

et
∇fpaq “

ˆ Bf
Bx1

paq, Bf
Bx2

paq, . . . , Bf
Bxn paq

˙
. (12.773)

Ce dernier est un élément de Rn : chaque entrée est un nombre réel.
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Définition 12.294.
Le vecteur gradient de f au point a est le vecteur donné par la formule (12.773).

La notation ∇ permet d’écrire la différentielle sous forme un peu plus compacte. En effet, la
formule (12.669) peut être notée

dfapuq “ x∇fpaq, uy. (12.774)

En utilisant ce produit scalaire, l’équation (12.770) peut se réécrire

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aqi “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ay. (12.775)

Afin d’éviter les confusions, il est souhaitable de bien mettre les parenthèses et noter p∇fqpaq
au lieu de ∇fpaq.

12.25.4.1 Plan tangent en dimension deux

Le plan Ta avec a “ pa1, a2q a pour équation dans R3 :

z “ fpa1, a2q ` Bf
Bx pa1, a2q px´ a1q ` Bf

By pa1, a2q py ´ a2q. (12.776)

Définition 12.295.
Soit f : Rn Ñ R une fonction différentiable en un point a. Le plan tangent au graphe de f en
pa, fpaqq est l’ensemble des points

Taf “ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` dfapx´ aqu
“ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ayu

Exemple 12.296.
Étudiez la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée de chacune des fonctions sui-
vantes :

(1) x ÞÑ
"

0 si x “ 0
1 sinon

(2) x ÞÑ
"

sinp 1
xq si x “ 0

0 sinon

(3) x ÞÑ
"
x sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

(4) x ÞÑ
"
x2 sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

Dans ces exercices, les fonctions données sont dérivables et à dérivée continue sur R0 car pour
a P R0, il existe toujours une boule autour de a dans laquelle la fonction est composée de fonctions
dérivables (sin, 1

x , . . .). L’intérêt de l’exercice est donc d’établir (ou réfuter) la continuité et la
dérivabilité en 0.

(1) Notons f cette fonction. f n’est pas continue en 0 car

lim
xÑ0
x‰0

fpxq “ lim
xÑ0
x‰0

0 “ 0 ‰ fp0q

En particulier f n’est pas dérivable en 0 (et donc la continuité de sa dérivée n’a pas de sens
en 0).

(2) Dans ce cas-ci, la limite « restreinte »

lim
xÑ0
x‰0

fpxq “ lim
xÑ0
x‰0

sin
ˆ

1
x

˙
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n’existe pas puisque, par exemple, pour la suite de terme général

xk “ 1
π
2 ` 2kπ

on a bien limkÑ8 xk “ 0 mais
lim
kÑ8 fpxkq “ 1 ‰ fp0q

puisque pour tout k P N, fpxkq “ 1. Donc la fonction n’est pas continue.
(3) Montrons que la fonction, notée f , est continue en 0. Pour tout x réel, nous avons

0 ď |fpxq| “ |x|
ˇ̌
ˇ̌sin

ˆ
1
x

˙ˇ̌
ˇ̌ ď |x|

ce qui montre que limxÑ0 fpxq “ 0 par la règle de l’étau.
Par ailleurs, f n’est pas dérivable en 0 car la limite

lim
xÑ0
x‰0

fpxq ´ fp0q
x´ 0 “ lim

xÑ0
x‰0

sin
ˆ

1
x

˙

n’existe pas, comme on l’a vu précédemment.
(4) Montrons que cette fonction, notée f , est dérivable en 0 (ce qui prouvera qu’elle y est conti-

nue). Calculons

lim
xÑ0
x‰0

fpxq
x

“ lim
xÑ0
x‰0

x sin
ˆ

1
x

˙
“ 0

où la dernière égalité a été montrée à l’exercice précédent. Nous avons donc f 1p0q “ 0.
Par ailleurs, en utilisant les règles de calcul usuelles sur les dérivées, nous obtenons pour
x ‰ 0

f 1pxq “ sin
ˆ

1
x

˙
´ 1
x

cos
ˆ

1
x

˙

qui est une fonction ne possédant pas de limite en 0 puisque, par exemple, si xk est tel que
1
xk

“ π

4 ` 2kπ

alors la suite pxkqkPN tend vers 0, mais f 1pxkq tend vers `8 lorsque k Ñ `8. La dérivée
n’est donc pas continue en zéro.

△

Exemple 12.297.
Dessiner les courbes de niveaux des fonctions suivantes. Représenter ensuite leur graphe dans
l’espace. Donner l’équation du plan tangent en l’origine.

(1) fpx, yq “ a
x2 ` y2.

(2) fpx, yq “ a
1 ´ x2 ´ y2.

(3) fpx, yq “ px2 ` y2q2 ´ 8xy.
Les courbes de niveau de l’exercice (3) sont les ovales de Cassini ; en particulier, la courbe de
niveau 0 est la lemniscate de Bernouilli.

(1) fpxq “ a
x2 ` y2. Les courbes de niveau fpxq “ C sont des cercles (sauf fpxq “ 0 qui se réduit

à un point). Les sections horizontales étant des cercles, et le rayon de ces cercles augmentant
linéairement, le graphe est une cône. Nous pouvons nous en convaincre en vérifiant par
exemple que la droite t ÞÑ pt, 0, tq est bien entièrement contenue dans z “ fpx, yq.
Afin de déterminer la différentielle, nous calculons les dérivées partielles

Bf
Bx “ 1

2px2 ` y2q´1{2 · 2x “ xa
x2 ` y2

, (12.777)
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et Bf
By “ ya

x2 ` y2
. (12.778)

Pour le plan tangent, nous essayons d’utiliser la formule (12.776). Pour cela, nous devons
trouver les dérivées partielles en zéro.
Il est vite vu que la formule (12.777) n’a pas de limite pour px, yq Ñ p0, 0q. Ceci ne prouve
pas que la différentielle de f n’existe pas en p0, 0q. L’existence de la différentielle implique
la continuité de la fonction, et non de la différentielle elle-même. En effet, une différentielle
peut exister en un point sans qu’elle soit la limite de la différentielle aux autres points. Nous
avons vu par exemple, dans l’exercice 12.296(4), un exemple de fonction dérivable 112 en 0,
mais dont la dérivée n’est pas continue en zéro.
Il ne suffit donc pas de calculer les limites de 12.777 et de 12.778 pour trouver la différentielle
de f en p0, 0q. Il n’est par contre pas très compliqué de remarquer que les dérivées partielles
n’existent pas en p0, 0q, par exemple parce que

lim
tÑ0

fpt, 0q ´ fp0, 0q
t

(12.779)

n’existe pas pour cause de limite différente pour t ą 0 et t ă 0. Il n’y a donc pas de plan
tangent. Ceci est conforme à l’intuition : il n’y a pas de plan tangent à un cône en son
sommet.
Nous pouvons faire une petite vérification du fait que le graphe est bien un cône : la droite
reliant p0, 0, 0q à px, y,ax2 ` y2q est entièrement contenue dans le graphe de f . En effet si
nous posons

γptq “ ptx, ty, t
a
x2 ` y2q, (12.780)

pour tout t, nous avons γzptq “ f
`
γxptq2 ` γyptq2˘.

(2) fpx, yq “ a
1 ´ x2 ´ y2. Les courbes de niveau fpx, yq “ C n’existent que pour C ď 1, et ce

sont des cercles
x2 ` y2 “ 1 ´ C. (12.781)

Cette fois, le graphe est une coupole ce sphère. Nous allons en effet vérifier que l’arc de cercle
centré en p0, 0, 0q joignant se sommet p0, 0, 1q à p1, 0, 0q dans le plan y “ 0 est entièrement
contenu dans le graphe de f . La symétrie de f sous les rotations dans le plan x ´ y fait le
reste. L’arc de cercle en question est le chemin

γptq “ `
1 ´ t, 0,

a
1 ´ p1 ´ tq2

˘
. (12.782)

Chaque point de ce chemin vérifie bien la relation

f
`
γxptq, γyptq˘ “ γzptq. (12.783)

Le plan tangent à la coupole de sphère en p0, 0, 1q est évidement horizontal. Nous nous
attendons donc à trouver que la différentielle de f en p0, 0q est nulle. Simple calcul :

Bf
Bx px, yq “ 1

2
´2xa

1 ´ x2 ´ y2
, (12.784)

et Bf
By px, yq “ 1

2
´2ya

1 ´ x2 ´ y2
. (12.785)

Évaluées en p0, 0q, ce deux dérivées partielles sont nulles. Donc si la différentielle existe en
p0, 0q, elle sera nulle (voir l’expression (12.669)). Afin de voir qu’elle existe, il faut juste
montrer que dfp0,0qpx, yq “ 0 fonctionne dans la définition 11.219.

112. Pour rappel, en dimension un, la dérivée est exactement la notion de différentielle.
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(3) fpx, yq “ px2 ` y2q2 ´ 8xy. La courbe de niveau zéro, en coordonnées polaires est donnée par

r “ 2
a

sinp2θq. (12.786)

Les dérivées partielles sont données par
Bf
Bx px, yq “ 4px2 ` y2qx´ 8y
Bf
By px, yq “ 4px2 ` y2qy ´ 8x

(12.787)

△

12.25.4.2 Plan tangent en dimension trois

Nous avons vu que, de la même façon qu’en deux dimensions nous avions l’approximation
(12.398) d’une fonction par sa tangente, en trois dimensions nous avons l’approximation suivante
d’une fonction de deux variables :

fpx, yq » fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqpx´ aq ` Bf

By pa, bqpy ´ bq (12.788)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cela signifie que le graphe de f ressemble au graphe de
la fonction Tpa,bq donnée par

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqpx´ aq ` Bf

By pa, bqpx´ aq. (12.789)

En notations compactes :
Tppxq “ fppq ` ∇fppq · px´ pq. (12.790)

Le graphe de la fonction Tp sera le plan tangent au graphe de f au point p. L’équation du plan
tangent sera donc

z ´ fppq “ ∇fppq · px´ pq. (12.791)

Remarque 12.298.
Lorsque nous utilisons la notation vectorielle, la lettre « x » désigne le vecteur px, yq. Il faut être
attentif. Dans un cas x est un vecteur dans l’autre c’est une composante d’un vecteur.

12.26 Jacobienne

12.26.1 Rappels et définitions

Dans cette section nous considérons des fonctions f : D Ñ Rm où D Ă Rn, et un point
a P IntD où f est différentiable.

Remarque 12.299.
La définition de continuité (resp. différentiabilité) pour une fonction à valeurs vectorielles est celle
introduite précédemment, et on remarque que pour avoir la continuité (resp. différentiabilité) de f
en un point, il faut et il suffit que chacunes des composantes de f “ pf1, . . . , fmq, vues séparément
comme fonctions à n variables et à valeurs réelles, soient continues (resp. différentiables) en ce
point.

Définition 12.300.
La jacobienne de f en a est la matrice de l’application linéaire donnée par la différentielle. Elle
a de nombreuses notations

Jf paq “ Bpf1, . . . , fmq
Bx1, . . . , xm

“

¨
˚̋

Bf1
Bx1

paq . . . Bf1
Bxn

paq
...

...
Bfm

Bx1
paq . . . Bfm

Bxn
paq

˛
‹‚ (12.792)
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Autrement dit, c’est la matrice composée de l’ensemble des dérivées partielles de f . Le jacobien
de f au point a est le déterminant de cette matrice.

Si m “ 1, cette matrice ne contient qu’une ligne ; c’est donc un vecteur appelé le gradient de
f au point a et noté ∇fpaq.
Remarque 12.301. (1) Si la fonction est supposée différentiable, calculer la jacobienne revient

à connaitre la différentielle. En effet, par linéarité de la différentielle et par définition des
dérivées partielles, nous avons

dfapuq “

¨
˚̋

Bf1
Bx1

paq . . . Bf1
Bxn

paq
...

...
Bfm

Bx1
paq . . . Bfm

Bxn
paq

˛
‹‚

¨
˚̋
u1
...
un

˛
‹‚

où u “ pu1, . . . , unq et où le membre de droite est un produit matriciel
(2) Remarquons que la jacobienne peut exister en un point donné sans que la fonction soit

différentiable en ce point !

12.302.
Le théorème de différentiation de fonctions composées 12.290 peut également se lire au niveau des
matrices jacobiennes. La matrice jacobienne de g˝f au point a est le produit matriciel des matrices
jacobiennes de g et de f . Plus précisément, nous avons

Jg˝f paq “ Jg
`
fpaq˘Jf paq. (12.793)

Remarquez que nous considérons la matrice jacobienne de g au point fpaq.
Dans le cas particulier où m “ 1 et f est une fonction d’un intervalle I dans Rn, dérivable au

point a, on trouve que la fonction composée g ˝ f est dérivable au point a si g est différentiable, et
alors

pg ˝ fq1paq “ dg pfpaqq .f 1paq.
En fait, pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité coïncide avec la différentiabilité.

12.27 Fonctions de classe C1

La définition des fonctions de classe Ck est la définition 11.220.
Soit f une fonction différentiable de U , ouvert de Rm, dans Rn. L’application différentielle de

f est une application de Rm dans LpRm,Rnq
df : Rm Ñ LpRm,Rnq

a ÞÑ dfa
(12.794)

Nous savons que LpRm,Rnq est un espace vectoriel normé avec la définition 4.30. Si T est un
élément dans LpRm,Rnq alors la norme de T est définie par

}T }LpRm,Rnq “ sup
xPRm

}T pxq}n
}x}m “ sup

xPRm

}x}mď1

}T pxq}n.

Lorsqu’il existe un M ą 0 tel que }dfpaq}LpRm,Rnq ă M pour tout a dans U , nous disons que
la différentielle de f est bornée sur U .

12.303.
Quelques précisions sur l’énoncé de la proposition 12.304. Lorsque nous parlons de Bif , nous
supposons donnée une base de V . Il n’y a aucune raison que la norme sur V soit adaptée à
cette base. Nous allons donc utiliser une norme « euclidienne » adaptée à la base, et invoquer
l’équivalence de toutes les normes pour dire que si une fonction est différentiable pour une norme
elle l’est pour toutes les normes.
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12.27.0.1 Différentielle et dérivées partielles

Proposition 12.304 ([313]).
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E ainsi qu’une application f : V Ñ
E. Nous supposons que les dérivées partielles Bf

Bxi
existent sur un voisinage de a P V et qu’elles

sont continues en a.
Alors

(1) l’application f est différentiable en a,
(2) la différentielle est donnée par 113

dfa “
nÿ

j“1

Bf
Bxj paq ˆ1 ωj . (12.795)

Démonstration. L’espace V a une norme que nous notons }.}V ; nous n’allons presque pas l’utiliser.
Nous nommons teiu la base de V sous-entendue lorsque nous parlons des dérivées partielles, et
nous considérons la norme }} sur V donnée par }v} “ ařn

i“1x
2
i pour x “ ř

i xiei. Toutes les
normes et boules dont nous allons parler dans la suite seront par rapport à cette norme.

Nous posons ϵ ą 0. La continuité des dérivées partielles en a nous permet de considérer δ ą 0
tel que

} Bf
Bxj psq ´ Bf

Bxj paq} ă ϵ (12.796)

pour tout s P Bpa, δq, et pour tous les j en même temps 114.
Soit x P Bpa, δq. Nous considérons les points

sj “ px1, . . . , xj , aj`1, . . . , anq. (12.797)

Précision : sn “ x.

(i) Un peu de convexité Nous montrons que le segment rsj , sj´1s est dans Bpa, δq. Nous avons
sj ´ a “ px1 ´ a1, . . . , xj ´ aj , 0, . . . , 0q, et donc

}sj ´ a} ď }x´ a} ă δ, (12.798)

et donc sj P Bpa, δq pour tout j. Vu que la sphère Bpa, δq est convexe 115, tout le segment
entre sj et sj´1 est dedans.

(ii) Accroissements finis En nous souvenant que x et a ont été fixés, nous considérons les
fonctions intermédiaires suivantes :

$
’&
’%

g1ptq “ fpt, a2, . . . , anq (12.799a)
gjptq “ fpx1, . . . , xj´1, t, aj`1, . . . , anq (12.799b)
gnptq “ fpx1, . . . , xn´1, tq. (12.799c)

Elles vérifient en particulier gjpxjq “ fpsjq et gjpajq “ fpsj´1q. Donc le théorème des ac-
croissements finis 12.195 nous donne l’existence de τj entre xj et aj tel que

fpsjq ´ fpsj´1q “ gjpxjq ´ gjpajq “ g1
jpτjqpxj ´ ajq. (12.800)

113. Voir la définition 11.223 pour ˆn.
114. Ce qui peut n’être pas possible en dimension infine. Je dis ça comme ça, juste pour faire remarquer que cette

proposition n’est peut-être pas vraie en dimension infine. Voir aussi l’exemple de la fonction (25.152).
115. Proposition 8.28.
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(iii) Dérivées partielles Les fonctions gj ont été construites de telle sorte à donner les dérivées
partielles de f via une simple dérivation :

g1
jpt0q “ Bf

Bxj px1, . . . , xj´1, t0, aj`1, . . . , anq. (12.801)

Or lorsque 116 t0 P rxj , ajs, le point px1, . . . , xj´1, t0, aj`1, . . . , anq est dans rsj , sj´1s. Cela est
le cas pour t0 “ τj . Nous notons

s̄j “ px1, . . . , xj´1, τj , aj`1, . . . , anq (12.802)

et nous avons
g1
jpτjq “ Bf

Bxj ps̄jq (12.803)

avec s̄j P rsj´1, sjs. Tout cela pour récrire (12.800) sous la forme

fpsjq ´ fpsj´1q “ Bf
Bxj ps̄jqpxj ´ ajq. (12.804)

(iv) Une belle somme télescopique En nous souvenant que s0 “ a et que sn “ x, nous avons
cette somme télescopique

fpxq ´ fpaq “
nÿ

j“1

`
fpsjq ´ fpsj´1q˘ (12.805a)

“
nÿ

j“1

Bf
Bxj ps̄jqpxj ´ ajq (12.805b)

“
nÿ

j“1

“pBjfqps̄jq ´ pBjfqpaq‰pxj ´ ajq `
nÿ

j“1
pBjfqpaqpxj ´ ajq. (12.805c)

Nous isolons les termes qui nous intéressent dans la définition de la différentielle :

fpxq ´ fpaq ´
nÿ

j“1
pBjfqpaqpxj ´ ajq “

nÿ

j“1

“pBjfqps̄jq ´ pBjfqpaq‰pxj ´ ajq. (12.806)

(v) Et enfin : le quotient différentiel En utilisant la majoration (12.796), et en remarquant
que }x´ a} majore |xj ´ aj | pour chaque j, nous avons l’inégalité

}fpxq ´ fpaq ´
nÿ

j“1

Bf
Bxj paqpxj ´ ajq} ď nϵ}x´ a}. (12.807)

Autrement dit, en posant T “ řn
j“1

Bf
Bxj

paqωj nous avons

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq} ď nϵ}h}, (12.808)

et donc
lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}
}h} “ 0. (12.809)

(vi) Et donc ? La limite (12.809) nous indique que f serait différentiable de différentielle T si
}.} était la norme sur V . C’est l’équivalence de toutes les normes 117 qui fait en sorte que la
norme sur V n’est pas importante.

116. Retournez éventuellement les intervalles sur aj ă xj .
117. Sur un espace de dimension finie, 11.46.
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Proposition 12.305.
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E ainsi qu’une application f : V Ñ
E. Nous supposons que les dérivées partielles Bf

Bxi
existent et sont continues sur un ouvert U de V .

Alors f est de classe C1 sur U .

Démonstration. Nous notons U le voisinage sur lequel les dérivées partielles de f existent et sont
continues. Il s’agit d’appliquer la proposition 12.304 en chaque point de U . Nous avons alors

dfx “
nÿ

j“1

Bf
Bxj pxq ˆ1 ωj (12.810)

pour tout x P U . Pour a P V et h P V supposé petit, nous avons

}dfa ´ dfa`h}LpV,Eq “ sup
}v}“1

}dfapvq ´ dfa`hpvq}E (12.811a)

“ sup
}v}“1

}
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´ Bf

Bxj pa` hq˘vj} (12.811b)

ď sup
}v}“1

}
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´ Bf

Bxj pa` hq˘}|vi| (12.811c)

ď }
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´ Bf

Bxj pa` hq˘} (12.811d)

Justifications :
— Pour (12.811d), nous avons majoré |vi| ď }v} “ 1.
— Pour (12.811c), nous avons utilisé le lemme 11.59.

La continuité de Bjf conclut que limhÑ0 }dfa ´ dfa`h} “ 0, ce qui signifie que df est continue et
donc que f est de classe C1.

Théorème 12.306.
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E. Soit un ouvert U de V . Une
application f : V Ñ E est de classe C1 sur U si et seulement si ses dérivées partielles existent et
sont continues sur U .

Dans ce cas, nous avons la formule

dfa “
ÿ

i

Bf
Bxi paq ˆ1 ωi. (12.812)

Démonstration. Le premier sens, y compris la formule (12.812), a été fait dans la proposition
12.305. Nous supposons maintenant que f est de classe C1 sur U et nous allons prouver que ses
dérivées partielles existent et sont continues. Pour tout t ‰ 0 nous avons l’égalité

fpa` teiq ´ fpaq
t

“ fpa` teiq ´ fpaq ´ dfapteiq
t

` dfapeiq. (12.813)

Par définition de la différentielle, prendre la limite t Ñ 0 à droite donne dfapeiq parce que la fraction
tend vers zéro. La limite définissant la dérivée partielle existe donc et vaut

Bf
Bxi paq “ dfapeiq. (12.814)

Il nous reste à prouver que les dérivées partielles sont continues :

} Bf
Bxi pa` hq ´ Bf

Bxi paq} “ }dfapeiq ´ dfa`hpeiq} (12.815a)

“ }pdfa`h ´ dfaqpeiq} (12.815b)
ď }dfa`h ´ dfa}}ei} (12.815c)
“ }dfa`h ´ dfa}. (12.815d)
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Vu que f est de classe C1, la limite h Ñ 0 de cela donne zéro.

Voici une version du même théorème, démontré dans le cas seulement de dimension deux. Il
rend peut-être aussi plus clairement pourquoi ça ne marche pas en dimension infinie.

Proposition 12.307.
Soit U un ouvert dans Rm et a un point dans U . Soit f une application de U dans Rn. Si toutes
les dérivées partielles de f existent sur U et sont continues au point a alors f est différentiable au
point a.

Démonstration. On se limite au cas m “ 2. Pour rendre les calculs plus simples on utilise ici la
norme } · }8 dans l’espace R2, mais comme on a vu plus en haut, cela ne peut pas avoir des
conséquences sur la différentiabilité de f . Si la différentielle de f au point a existe alors elle est
définie par la formule

dfapvq “ Bf
Bx paqv1 ` Bf

By paqv2

pour tout v dans Rm.
On commence par prouver le résultat en supposant que les dérivées partielles de f au point a

sont nulles. La différentiabilité de f signifie que pour toute constante ε ą 0 il y a une constante
δ ą 0 telle que si }v}8 ď δ alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n
}v}8

ď ε.

On écrit alors
}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n “
“ }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q ` fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď
ď }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ` }fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n.

(12.816)

Comme la dérivée partielle Bxf est nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il y a
une constante δ1 ą 0 telle que si |v1| ď δ1 alors

}fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1|.
Pour l’autre terme on a, par la proposition 12.238,

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ď supt}Byfpxq}n |x P Su|v2|. (12.817)

où S est le segment d’extrémités pa1 ` v1, a2q et pa1 ` v1, a2 ` v2q. Comme la dérivée partielle Byf
est continue et nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il existe une constante
δ2 ą 0 telle que si }pu1, u2q}8 ď δ2 alors }Byfpa1 `u1, a2 `u2q}n ď ε. Si on choisit δ “ mintδ1, δ2u
le segment S est contenu dans la boule de rayon δ centrée au point a et on obtient

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1| ` ε|v2| ď 2ε}v}8.

Cela prouve que f est différentiable en pa1, a2q et que la différentielle est nulle :

dfpa1,a2q “ 0. (12.818)

Dans le cas général, où les dérivées partielles de f au point a ne sont pas spécialement nulles,
on peut considérer la fonction 118

gpx, yq “ fpx, yq ´ B1fpaqx´ B2fpaqy, (12.819)

qui a dérivées partielles nulles au point a. La fonction g est donc différentiables. La fonction f est
maintenant la somme de g et de la fonction linéaire et continue px, yq ÞÑ B1fpaqx ´ B2fpaqy. On
verra dans la prochaine section que la somme de deux fonctions différentiables est une fonction
différentiable. Par conséquent, la fonction f est différentiable.
118. Vous verrez dans la discussion à propos de la fonction (25.152) pourquoi cette fonction ne fonctionne pas dans

le cas de la dimension infinie.
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Remarque 12.308.
En dimension infinie, il n’est pas vrai que l’existence et la continuité de toutes les dérivées partielles
en un point implique la différentiabilité en ce point. Pour donner un exemple, nous allons continuer
l’exemple 11.63 avec la fonction 25.152 sur un espace de Hilbert.

En dimension infinie nous aurons le théorème 11.247 qui donnera quelque chose de moins fort.

12.27.0.2 Dérivée partielle de fonctions composées

12.309.
Une petite note sur les notations du théorème de dérivation partielle de fonctions composées. La
formule (12.831) est plus souvent écrite sous la forme

Bpf ˝ gq
Bxi paq “

nÿ

k“1

Bf
Byk

`
gpaq˘Bgk

Bxi paq. (12.820)

Du point de vue du névrosé des notations précises que je suis, cette façon d’écrire est délicate à
exprimer parce qu’il faudrait décider ce que signifie « noter x les variables de Rn et y celles de
Rm ».

Et je ne vous parle même pas des problèmes que ça pose si x est justement le nom d’une
fonction quand on considère un changement de variable.

12.310.
À propos de changement de variables . . .J’ai une bonne nouvelle : il n’y a pas de notions de
« différentielle partielle » et de « différentielle totale ». Ces notions sont introduites par les personnes
qui utilisent de mauvaises notations pour distinguer deux notions différentes qu’ils sont incapables
de distinguer par des notations claires 119.

Les choses mal faites en une dimension Voici comment on présente (mal) les choses. Soit
une fonction ypxq. Si on effectue un changement de variables x “ xptq, on peut voir y comme une
fonction de t au lieu de x, et parler de la dérivée de y à travers x.

Si ypxq “ x2 et si xptq “ sinptq, on se retrouve à écrire

y1ptq “ 2 sinptq cosptq (12.821)

et
y1pxq “ 2x. (12.822)

Comment l’objet y1 peut dépendre du nom de la variable ? ! ? Notez qu’en substituant x “ sinptq
dans (12.822), le compte n’est pas bon : on n’a pas (12.821).

Pour résoudre ce problème, on peut dire que la bonne quantité à regarder n’est pas y1 mais
bien dy. Alors on doit en fait regarder non y1pxq mais y1pxqdx où dx “ cosptqdt. Avec ça, on a en
effet

dy “ dy

dx

dx

dt
dt “ 2 sinptq cosptqdt, (12.823)

et

dy “ dy

dt
dt “ 2 sinptq cosptqdt. (12.824)

Il faut alors bien comprendre que le « y » dans dy
dt n’est pas le même que le y dans dy

dx .

119. Là je vise la quasi totalité des sources parlant de changement de variable dans les équations différentielles et
les physiciens, en particulier les mécaniciens.
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Les choses bien faites en une dimension Soit une fonction y : R Ñ R. Nous considérons une
application (appelée « changement de variable » si on veut, mais surtout appelée « difféomorphisme
de R vers R ») x : R Ñ R.

Maintenant que la notation « x » est prise pour désigner une fonction, il n’est plus possible
d’écrire ypxq, parce que y est une application qui prend en argument un élément de R et non de
C8pRq.

On introduit donc une nouvelle fonction z “ y ˝ x. Donc zptq “ y
`
xptq˘ “ sinptq2. Le nom

de la variable importe peu tant que ce n’est pas un nom déjà utilisé. Nous avons alors aucune
ambigüité :

y1puq “ 2u (12.825)
et

z1puq “ 2 sinpuq cospuq. (12.826)
Notez que les égalités suivante sont parfaitement correctes et ne souffrent d’aucun problème d’in-
terprétation :

— yptq “ t2

— zpξq “ sinpξq2

— xpsq “ sinpsq
— x

`
ypuq˘ “ sin

`
ypuq˘ “ sinpu2q.

Si les fonctions y et x représentent des quantités physiques, certaines de ces formules sont peut-être
idiotes à écrire, mais elles sont correctes.

Les choses mal faites en dimension 2 Soit une fonction f de la position et du temps qu’on
note fpx, tq. Cette fonction vérifie une équation aux dérivées partielles, mettant en jeu Bf

Bx et Bf
Bt .

Coup de théâtre : on veut savoir la valeur de f le long d’une trajectoire xptq. Nous voici avec

f
`
xptq, t˘. (12.827)

Et là quand on veut parler de la dérivée de f par rapport à t, on doit distinguer la dérivée
partielle Bf

Bt qui consiste à ne dériver l’expression f
`
xptq, t˘ que par rapport aux t qui apparaissent

« vraiment », de la « dérivée totale » qui consiste à dériver par rapport à toutes les occurrences de
t, y compris à travers x.

Les choses bien faites en dimension 2 Soit une fonction f : R2 Ñ R. Prenons par exemple
fpx, tq “ x sinptq. Soit une trajectoire s : R Ñ R que nous nous gardons bien de noter « x ». Ce
qu’on entend par « voir f sur la trajectoire s » signifie en réalité considérer la fonction

φ : R Ñ R

t ÞÑ f
`
sptq, t˘. (12.828)

Ce qu’on aurait appelé la dérivée totale de f par rapport à t est simplement la dérivée usuelle
φ1 de φ en tant que bête fonction R Ñ R. Si par exemple sptq “ t2, nous avons

φptq “ t2 sinptq. (12.829)

Nous avons donc toutes les dérivées sans ambigüité :
Bf
Bx px, tq “ sinptq (12.830a)
Bf
Bt px, tq “ x cosptq (12.830b)

φ1ptq “ 2t sinptq ` t2 cosptq. (12.830c)

Le mieux serait même d’écrire B1f et B2f au lieu de Bf
Bx et Bf

Bt , parce que ce sont des fonctions
complètement déterminées par f et non par la notation x et t qu’on a choisie pour nommer les
variables au moment d’écrire fpx, tq “ x sinptq.
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12.311.
Et d’ailleurs en mathématique, il n’y a rien qui s’appelle « changement de variable ». Il y a seulement
des choses qui s’appellent « composition de fonction ».

Cela n’est pas limité à l’analyse. Il n’y a par exemple pas de concept de « choisir une base
dans laquelle une matrice est diagonale ». Si S est une matrice symétrique, il existe une matrice
diagonale D et une matrice orthogonale A telles que D “ ASA´1. Quand on veut démontrer une
théorème sur S, on commence par démontrer le théorème dans le cas particulier où S est diagonale,
puis on espère que le résultat se généralise facilement aux matrices de la forme ADA´1 où D est
diagonale et A est orthogonale.

12.312.
Tout cela pour dire que nous allons maintenant prouver le théorème de dérivation partielle de
fonctions composées. C’est ce théorème qui est utilisé chaque fois qu’on fait un « changement de
variables » dans une équation aux dérivées partielles.

Théorème 12.313 ([1, 385]).
Soient :

(1) trois espaces vectoriels normés U , V et W de dimension finie
(2) a P V , un voisinage Ω de a
(3) des applications g : Ω Ñ U et f : gpΩq Ñ W

(4) des bases de U , V et W de telle sorte que parler des dérivées partielles ait un sens. Toutes
les bases vont être notées teiu sans précisions. Sinon, on ne va pas s’en sortir.

Nous supposons que
(1) f est de classe C1 sur un voisinage de gpaq 120,
(2) g admet une dérivée partielle dans la direction de ei en a.

Alors
(1) La fonction f ˝ g a une dérivée partielle dans la direction de ei en a,
(2) nous avons la formule

Bipf ˝ gqpaq “
ÿ

k

pBkfq`gpaq˘pBigkqpaq. (12.831)

Démonstration. Vu que f est différentiable en gpaq, nous pouvons y utiliser le lemme 12.268 et
écrire

dfgpaq
ˆ Bg

Bxi paq
˙

“ d

dt

”
f
`
gpaq ` t

Bg
Bxi paq˘

ı
t“0

(12.832a)

“ lim
ϵÑ0

f
`
gpaq ` ϵ Bg

Bxi
paq˘ ´ f

`
gpaq˘

ϵ
. (12.832b)

Maintenant, le jeu est de travailler f
`
gpaq ` ϵBigpaq˘ de deux façons différentes. D’une part en

effectuant un développement de f autour de gpaq et d’autre part dé-développant gpaq ` ϵBigpaq
pour le changer en gpa` ϵeiq.

(i) Développer f En utilisant le lemme 12.250 pour f autour de gpaq, nous avons

f
`
gpaq ` ϵBigpaq˘ “ f

`
gpaq ` ϵ

ÿ

k

pBigkqpaqek
˘

(12.833a)

“ f
`
gpaq˘ ` ϵ

ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq`gpaq ` ϵuk
˘

(12.833b)

où uk “ řn
l“k`1pBiglqpaqel. La forme exacte de uk n’est pas importante pour notre histoire.

120. Classe C1, définition 11.220.
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En mettant cela dans la dernière fraction de (12.832),

f
`
gpaq ` ϵpBigqpaq˘ ´ f

`
gpaq˘

ϵ
(12.834a)

“ f
`
gpaq˘ ` ϵ

ř
kpBigkqpaqpBkfq`gpaq ` ϵuk

˘ ` ϵαpϵq ´ f
`
gpaq˘

ϵ
(12.834b)

“
ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq`gpaq ` ϵuk
˘ ` αpϵq. (12.834c)

Nous prenons la limite ϵ Ñ 0 en tenant compte du fait que limϵÑ0 αpϵq “ 0 et du fait que les
dérivées partielles de f sont continues en gpaq (théorème 12.306). Nous avons

dfgpaq
`pBigqpaq˘ “

ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq`gpaq˘. (12.835)

(ii) Développer g Nous développons maintenant g à l’intérieur de f . Pour cela nous utilisons
les accroissements finis 12.251 pour g :

gpaq ` ϵ
Bf
Bxi paq “ gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq. (12.836)

Pour avancer dans (12.832), nous considérons le terme

f
`
gpaq ` ϵ

Bg
Bxi paq˘ “ f

`
gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq˘ (12.837)

dans lequel nous allons développer f autour de gpa` ϵeiq. Vu que la fonction ϵ ÞÑ gpa` ϵeiq
est continue (elle est dérivable par hypothèse), pourvu que ϵ soit assez petit, le point gpa `
ϵeiq est encore dans le voisinage de gpaq sur lequel f est de classe C1, de telle sorte qu’un
développement de f ne pose pas de problèmes. Nous pouvons appliquer le lemme (12.250) :

f
`
gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq˘ “ f

`
gpa` ϵeiq

˘ ´
ÿ

k

ϵαpϵqkpBkfq`gpa` ϵeiq ` ϵuk
˘ ` ϵβpϵq. (12.838)

Ce que nous avons dans la limite dans (12.832) est

f
`
gpa` ϵeiq

˘ ´ ř
k ϵαpϵqkpBkfq`gpa` ϵeiq ` ϵuk

˘ ´ f
`
gpaq˘

ϵ
(12.839a)

“ pf ˝ gqpa` ϵeiq ´ pf ˝ gqpaq
ϵ

´
ÿ

k

αpϵqkpBkfq`fpa` ϵeiq ` ϵuk
˘
. (12.839b)

Nous allons passer à la limite. Vu que f est de classe C1, ses dérivées partielles sont continue.
Le vecteur uk ne dépendant pas de ϵ, toute la partie pBkfq`gpa`ϵeiq`ϵuk

˘
peut être majorée

uniformément en ϵ. Et comme αpϵq Ñ 0, tout le second terme disparait.
Ce qui reste à la limite est

dfgpaq
ˆ Bg

Bxi paq
˙

“ Bpf ˝ gq
Bxi paq. (12.840)

Donnons un exemple d’utilisation de cette formule. Si

g : R2 Ñ R3

f : R3 Ñ R,
(12.841)

nous avons φ : R2 Ñ R. Les dérivées partielles de φ sont données par les formules

Bφ
Bx px, yq “ Bf

Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

Bx px, yq ` Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

Bx px, yq ` Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

Bx px, yq (12.842)
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et
Bφ
By px, yq “ Bf

Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

By px, yq ` Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq ` Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

By px, yq (12.843)

Notez que les dérivées de φ et des composantes de g sont calculées en px, yq, tandis que celles de
f sont calculées en gpx, yq.

12.28 Différentielle et dérivée complexe
12.314.
Nous commençons par donner quelques éléments à propos de dérivée et de différentielle pour des
fonctions C Ñ C parce que les séries entières vont souvent être des fonctions complexes. Le gros
du chapitre sur les fonctions holomorphes est le chapitre 26.

Nous identifions R2 à C par l’application

φ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy.
(12.844)

Dans cette partie, nous désignons par Ω un ouvert de C.

Définition 12.315.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable si la limite

lim
hÑ0
hPC

fpa` hq ´ fpaq
h

(12.845)

existe. Dans ce cas, cette limite est la dérivée de f et est notée f 1.

Définition 12.316.
Soit Ω un ouvert dans C. Une fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si elle est C-dérivable sur Ω.

Une avalanche de conditions équivalentes à l’holomorphie est donnée dans le théorème 26.82.

Définition 12.317.
Si K est un compact de C, nous disons qu’une fonction est holomorphe sur K si il existe un
ouvert contenant K sur lequel f est holomorphe.

Et si f n’est réellement définie que sur K, elle est holomorphe sur K si il existe une extension
holomorphe de f vers un ouvert contenant K.

Définition 12.318.
Une matrice de la forme ˆ

α β
´β α

˙
(12.846)

avec α, β P R est une similitude.

Lemme 12.319.
En tant qu’application linéaire C Ñ C, l’opération de multiplication par α ` βi est la matrice

ˆ
α ´β
β α

˙
. (12.847)

Démonstration. Cela est vite remarqué en calculant explicitement pα ` βiqpu1 ` iu2q.
Lemme 12.320.
Une application A : C Ñ C est C-linéaire si et seulement si elle est une similitude en tant qu’ap-
plication R2 Ñ R2.

Dans ce cas, il existe z0 P C tel que Apzq “ z0z pour tout z P C.
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Démonstration. Commençons par considérer l’application A sur R2. Elle est en particulier une

application R-linéaire et par conséquent il existe une matrice
ˆ
α β
γ δ

˙
telle que

A

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
α β
γ δ

˙ˆ
x
y

˙
. (12.848)

Nous voulons maintenant imposer la C-linéarité, c’est-à-dire que nous voulons

A
`pa` biqpx` iyq˘ “ pa` biqApx` iyq (12.849)

pour tout a, b, x, y P R. À gauche nous avons

A
`
ax´ by ` ipbx` ayq˘ (12.850)

et à droite nous avons
pa` biq`αx` βy ` ipγx` δyq˘. (12.851)

En égalant les deux expressions nous obtenons les équations
$
’’’&
’’’%

βb “ ´bγ (12.852a)
´αb` βa “ aβ ´ bδ (12.852b)
δb “ bα (12.852c)
´γb` δa “ bβ ` aδ, (12.852d)

dont nous tirons immédiatement que γ “ ´β et δ “ α. La matrice de A est donc de la forme
demandée.

Inversement nous devons prouver que la fonction

fpx` iyq “ αx` βy ` ip´βx` αyq (12.853)

est C-linéaire, c’est-à-dire qu’elle vérifie fpz0zq “ z0fpzq pour tout z0, z P C. Cela est un simple
calcul que nous confions à Sage : le code suivant affiche « 0 ».

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 def f(z):
7 var( ’ alpha , beta ’)
8 x=z. real_part ()
9 y=z. imag_part ()

10 r e t u r n alpha*x+beta*y+I*( -beta*x+alpha*y )
11

12

13 var( ’a ,b ,x , y ’)
14

15 A=a+b*I
16 Z=x+y*I
17

18 z1=f( A*Z )
19 z2=A*f( Z )
20

21 rep=z1 -z2
22 print (rep. full_simplify ())

tex/frido/code_sage3.py
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Pour conclure, notons que la fonction (12.853) est la fonction de multiplication par α´ iβ.

12.321.
Soient une fonction f : C Ñ C et l’isomorphisme canonique φ : C Ñ R2. La fonction f définit la
fonction

F “ φ ˝ f ˝ φ´1 : R2 Ñ R2. (12.854)

Cela est la fonction R2 Ñ R2 associée à f . Il serait tentant de croire que tout ce qui est vrai pour
F est également vrai pour f . Eh bien non.

Par exemple, F peut être différentiable sans que f le soit. La proposition suivante donne une
condition sur dF pour que f soit différentiable.

La proposition suivante donne le lien entre df et la dérivée complexe f 1. Pour avoir le lien avec
Bzf , il faudra voir la proposition 26.4.

Proposition 12.322.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable en a P Ω si et seulement si elle est différentiable en a et
si dfa est une similitude.

Plus précisément avec les notations de 12.321, la fonction f est C-dérivable (donc holomorphe)
au point z0 “ x0 ` iy0 si et seulement si la fonction F est différentiable en px0, y0q et si la matrice
de dF est de la forme

dF “
ˆ
α β

´β α

˙
, (12.855)

c’est-à-dire si dFpx0,y0q fournit une application C-linéaire.
Dans ce cas, le lien entre C-dérivée et différentielle est donné par

pdfz0qpzq “ f 1pz0qz. (12.856)

Démonstration. Nous décomposons f en parties réelles et imaginaires :

fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq (12.857)

où P et Q sont des fonctions réelles. La jacobienne de F est la matrice
˜ BP

Bx
BP
ByBQ

Bx
BQ
By

¸
, (12.858)

et la condition dont nous parlons s’écrit comme le système
$
’’&
’’%

BP
Bx “ BQ

By (12.859a)

BP
By “ ´BQ

Bx . (12.859b)

Si F est différentiable en px0, y0q alors nous avons

F
`px0, y0q ` ph, kq˘ “ F px0, y0q ` dFpx0,y0q

ˆ
h
k

˙
` sp|h| ` |k|q (12.860)

où s est une fonction vérifiant limtÑ0
sptq
t “ 0. Soit

dFpx0,y0q “
ˆ
α β

´β α

˙
. (12.861)

Si nous posons σ “ α ´ iβ et w “ h` ik, l’équation (12.860) s’écrit dans C sous la forme

fpz0 ` wq “ fpz0q ` σw ` sp|w|q, (12.862)
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ce qui implique que f est C-dérivable en z0.
Supposons maintenant que f soit C-dérivable en z0. Alors nous avons

f 1pz0q “ lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q
w

“ σ P C, (12.863)

ce qui se récrit sous la forme

lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q ´ σw

w
“ 0. (12.864)

Si nous posons z0 “ x0 ` iy0, w “ h` ik et σ “ α ´ iβ nous avons

lim
ph,kqÑp0,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

F
`px0, y0q ` ph, kq˘ ´ F px0, y0q ´

ˆ
α β

´β α

˙ˆ
h
k

˙

|w|

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

“ 0, (12.865)

ce qui signifie que F est différentiable et que sa différentielle est la matrice
ˆ
α β

´β α

˙
. (12.866)

La matrice (12.866) est, vue dans R2, la matrice de multiplication dans C par α´ iβ “ f 1pz0q.
En d’autre termes, dans C nous avons

dfz0pzq “ f 1pz0qz, (12.867)

et en particulier la différentielle est donnée par

dfz0 “ f 1pz0qdz. (12.868)

Exemple 12.323 (Une application C8 mais pas C-dérivable).
Nous considérons la fonction

f : C Ñ C

x` iy ÞÑ x.
(12.869)

Vu que c’est une application linéaire, elle est différentiable une infinité de fois et sa différentielle
est elle-même. C’est donc une application C8.

Elle n’est cependant pas C-dérivable. En effet le quotient différentiel est, pour ϵ P C :

fpx` iy ` ϵx ` iϵyq ´ fpx` iyq
ϵ

“ ϵx
ϵ
. (12.870)

Cela n’a pas de limite lorsque ϵ Ñ 0. Pour voir cela nous invoquons la méthode des chemins du
corolaire 12.228 avec les chemins ϵ1ptq “ t et ϵ2ptq “ it. Dans le premier cas, le quotient différentiel
vaut 1 pour tout t, tandis que dans le second il vaut zéro pour tout t. △

12.28.1 Quelques règles de calcul

Lemme 12.324.
Si f et g sont deux fonctions holomorphes sur un ouvert Ω Ă C et si g ne s’annule pas sur Ω,
alors f{g est holomorphe sur Ω.
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12.29 Théorèmes des accroissements finis
Nous avons déjà démontré (lemme 12.268) que si f est différentiable au point x alors dfxpuq “

Bufpxq. Une importante conséquence est le théorème des accroissements finis

Théorème 12.325 (Accroissements finis, inégalité de la moyenne).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. Soient a et b deux points
dans U , a ‰ b, tels que le segment ra, bs soit contenu dans U . Alors

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfx}LpRm,Rnq}b´ a}m. (12.871)

Démonstration. On utilise le théorème 12.238 et le fait que

}Bufpxq}n ď }dfx}LpRm,Rnq}u}m,
pour tout u dans Rm.

La proposition suivante est une application fondamentale du théorème des accroissements fi-
nis 12.325.

Proposition 12.326.
Soit U un ouvert connexe par arcs de Rm et une fonction f : U Ñ Rn. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) f est constante ;
(2) f est différentiable et dfpaq “ 0 pour tout a P U ;
(3) les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont nulles sur U .

Démonstration. Nous allons démonter les équivalences en plusieurs étapes. D’abord (1) ñ (2),
puis (2) ñ (3), ensuite (3) ñ (2) et enfin (2) ñ (1).

Commençons par montrer que la condition (1) implique la condition (2). Si fpxq est constante,
alors la condition (11.622) est vite vérifiée en posant T phq “ 0.

Afin de voir que la condition (2) implique la condition (3), remarquons d’abord que la différen-
tiabilité de f implique que les dérivées partielles existent (proposition 12.265) et que nous avons
l’égalité dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq pour tout u P Rm (lemme 12.268). L’annulation de
ř
i uiBifpaq

pour tout u implique l’annulation des Bifpaq pour tout i.
Prouvons maintenant que la propriété (3) implique la propriété (2). D’abord, par le théorème

12.306, l’existence et la continuité des dérivées partielles Bifpaq implique la différentiabilité de f .
Ensuite, la formule dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq implique que dfpaq “ 0.
Il reste à montrer que (2) implique la condition (1), c’est-à-dire que l’annulation de la diffé-

rentielle implique la constance de la fonction. C’est ici que nous allons utiliser le théorème des
accroissements finis. En effet, si a et b sont des points de U , le théorème 12.325 nous dit que

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (12.872)

Mais }dfpxq} “ 0 pour tout x P U , donc ce supremum est nul et fpbq “ fpaq, ce qui signifie la
constance de la fonction.

12.30 Fonctions Lipschitziennes
Définition 12.327.
Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques 121, f : E Ñ F une application et un réel k

121. Pour rappel, les espaces métriques sont définis par la définition 7.106 et le théorème 7.108 ; je précise que nous
ne supposons pas que E soit vectoriel ; en particulier il peut être un ouvert de Rn.
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strictement positif. Nous disons que f est Lipschitzienne de constante k sur E si pour tout
x, y P E,

dF
`
fpxq, fpyq˘ ď kdEpx, yq. (12.873)

Soit f une fonction k-Lipschitzienne. Si y P Bpx, δq alors }x´y} ď δ et donc
››fpxq´fpyq›› ď kδ.

Cela signifie que la condition Lipschitz peut s’énoncer en termes de boules fermées par

f
`
Bpx, δq˘ Ă B

`
fpxq, kδ˘ (12.874)

tant que Bpx, δq est contenue dans le domaine sur lequel f est Lipschitz.

Proposition 12.328.
Soit U un ouvert convexe de Rm, et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. La fonction f
est Lipschitzienne sur U si et seulement si df est bornée sur U .

Démonstration. Le fait que l’application différentielle df soit bornée signifie qu’il existe un M ą 0
dans R tel que }dfa}LpRm,Rnq ď M , pour tout a dans U . Si cela est le cas, alors le théorème 12.325
et la convexité 122 de U impliquent évidemment que f est de Lipschitz de constante plus petite ou
égale à M .

Inversement, si f est Lipschitz de constante k, alors pour tout a dans U et u dans Rm on a
››››
fpa` tuq ´ fpaq

t

››››
n

ď k}u}m,

En passant à la limite pour t Ñ 0 on a

}Bufpaq}n “ }dfapuq}n ď k}u}m,
donc la norme de dfa est majorée par k pour tout a dans U .

Notez cependant qu’une fonction peut être Lipschitzienne sans être différentiable.

Proposition 12.329.
Une fonction Lipschitzienne f : R Ñ R est continue.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la continuité donnée par le théorème 7.180.
Prouvons donc la continuité en a P R. Pour tout x nous avons

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k|x´ a|. (12.875)

Si ϵ ą 0 est donné, il suffit de prendre δ ă ϵ
k pour avoir

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k

ϵ

k
“ ϵ. (12.876)

Donc f est continue en a.

Définition 12.330.
Une fonction

f : Rn ˆRm Ñ Rp

pt, yq ÞÑ fpt, yq (12.877)

est localement Lipschitz en y au point pt0, y0q si il existe des voisinages V de t0 et W de y0 et
un nombre k ą 0 tels que pour tout pt, yq P V ˆW on ait

››fpt0, y0q ´ fpt, yq›› ď k}y ´ y0}. (12.878)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U de Rn ˆRm si elle est localement Lipschitz
en chaque point de U .
122. La convexité de U sert à assurer que la droite reliant a à b est contenue dans U ; c’est ce que nous utilisons

dans la démonstration du théorème 12.325.



1030 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

12.331.
Autrement dit, une fonction est localement Lipschitzienne en sa deuxième variable lorsque tout
point admet un voisinage sur lequel elle est Lipschitzienne.

Proposition 12.332.
Toute application Lipschitz 123 est uniformément continue 124.

Démonstration. Soit une application k-lipschitzienne f : E Ñ F entre deux espaces métriques.
Soient ϵ ą 0 ainsi que a P E. Nous considérons δ “ ϵ{k. Si x P Bpa, δq nous avons

dF
`
fpaq, fpxq˘ ď kdEpa, xq ď kδ ď ϵ. (12.879)

Proposition 12.333.
Si f et g sont deux fonctions localement Lipschitz alors f ` g l’est.

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul avec une majoration standard :

}pf ` gqpt0, y0q ´ pf ` gqpt, yq} ď }fpt0, y0q ´ fpt, yq} ` }gpt0, y0q ´ gpt, yq} (12.880a)
ď kf }y ´ y0} ` kg}y ´ y0} (12.880b)
“ pkf ` kgq}y ´ y0}. (12.880c)

Lemme 12.334.
La fonction donnée par

fpt, px, yqq “ xy (12.881)

est localement Lipschitz en tout point.

Démonstration. Nous avons la majoration classique

|f`t, px0, y0q˘ ´ f
`
t, px, yq˘| “ |x0y0 ´ xy| ď |x0y0 ´ x0y| ` |x0y ´ xy| ď |x0||y0 ´ y| ` |y||x0 ´ x|.

(12.882)
Vu que nous parlons de fonction localement Lipschitzienne, nous pouvons majorer |y| et |x0| par
un même nombre k dans un voisinage de px0, y0q. Cela donne

|f`t, px0, y0q˘ ´ f
`
t, px, yq˘| ď k

`|y0 ´ y| ` |x0 ´ x|˘ ď ?
2k}

ˆ
x0 ´ x
y0 ´ y

˙
}. (12.883)

Nous avons utilisé l’équivalence de norme de la proposition 11.44(1).

12.31 Différentielles d’ordre supérieur

12.31.1 Différentielle et dérivées partielles

C’est le moment de relire les définitions 11.221 et 11.220.

Définition 12.335.
Une sorte de projection. Pour u P V nous définissons

proju : LnpV,Eq Ñ Ln´1pV,Eq
projupωqpv1, . . . , vn´1q “ ωpu, v1, . . . , vn´1q. (12.884)

123. Définition 12.327.
124. Définition 7.295.
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Lemme 12.336 ([1, 386]).
À propos de dimensions 125,

(1) dimpEnq “ dimpV qn dimpEq.
(2) dim

`
LnpV,Eq˘ “ dimpEq dimpV qn.

Lemme 12.337 ([1]).
Nous définissons les ϕk par récurrence. D’abord

ϕ1 : LnpV,Eq Ñ L
`
V,Ln´1pV,Eq˘

ϕ1pωqu “ projupωq, (12.885)

et ensuite
ϕk : LnpV,Eq Ñ Ln´kpV,Eqk

ϕkpωqu “ ϕk´1
`

projupωq˘. (12.886)

Les applications ϕk sont bijectives.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence.
(i) Injective, k “ 1 Soit ω P LnpV,Eq tel que ϕ1pωq “ 0. Pour tout u P V nous avons ϕ1pωqu “

0, ce qui signifie que projupωq “ 0 ou encore que pour tout v1, . . . , vn´1 P V nous avons
ωpu, v1, . . . , vn´1q “ 0. Nous avons donc bien ω “ 0.

(ii) Surjective, k “ 1 Soit α P L
`
V,Ln´1pV,Eq˘. Nous allons construire ω P LnpV,Eq tel que

ϕ1pωq “ α. Nous posons

ωpv0, . . . , vn´1q “ αpv0qpv1, . . . , vn´1q. (12.887)

Avec lui nous avons bien projv0pωq “ αpv0q.
(iii) Injective, k “ k Nous supposons que ϕkpωq “ 0, c’est-à-dire que pour tout u P V nous

avons
ϕk´1

`
projupωq˘ “ 0. (12.888)

Cela implique projupωq “ 0 parce que ϕk´1 est injective par hypothèse de récurrence. Nous
déduisons que ω “ 0, et que ϕk est injective.

(iv) Surjective, k “ k Nous allons montrer que ϕk : LnpV,Eq Ñ Ln´kpV,Eqk est une applica-
tion linéaire injective entre deux espaces de même dimension.
Il s’agit d’utiliser le lemme 12.336. D’abord

dim
`
Ln´kpV,Eqk

˘ “ dimpV qk dim
`
Ln´kpV,Eq˘ “ dimpV qn dimpEq. (12.889)

Ensuite dim
`
LnpV,Eq˘ “ dimpV qn dimpEq. Le compte est bon.

Le théorème du rang (formule (4.50)) avec dim
`

kerpϕkq˘ “ 0 nous dit que le rang de ϕk est
maximal et donc que ϕk est surjective.

Lemme 12.338.
Soit w P W . Nous avons

“
w ˆk ϕkpωIq

‰ ˆ1 ωl “ w ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq. (12.890)

Démonstration. Il s’agit d’appliquer les deux membres à un élément v P V . D’abord
“
w ˆk ϕkpωIq

‰ ˆ1 ωlpvq “ ωlpvqw ˆk ϕkpωIq (12.891a)
“ w ˆk

`
ϕkpωIqvl

˘
(12.891b)

125. En, définition 11.221.



1032 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Pour (12.891b) nous avons utilisé le fait que ωl,Ipvq “ vl P R et que le produit ˆk est linéaire. De
l’autre côté, en utilisant les définitions de ˆk et de ϕk, nous avons

“
w ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq

‰
v “ w ˆk

`
ϕk`1pωl,Iqv˘ (12.892a)

“ w ˆk ϕk
`

projvpωl,Iq
˘

(12.892b)
“ w ˆk ϕkpvlωIq (12.892c)

parce que projvpωl,Iq “ vlωI .

Proposition 12.339 ([1]).
Soit une application f : V Ñ E de classe Cn. Alors

(1) pour tout n-multiindice I, la dérivée partielle BnI f existe,
(2) nous avons la formule

pdnfqa “
ÿ

i1,...,in

Bnf
Bxi1 . . . Bxin

paq ˆn ϕnpωi1,...,inq (12.893)

où la somme porte sur tous les multiindices de taille n, le produit ˆn est la définition 11.223
et l’application ϕn est donnée dans l’énoncé du lemme 12.337.

Démonstration. Nous faisons tout cela par récurrence. Le cas n “ 1 est déjà fait par le théorème
12.306 parce que ϕ1pωq “ ω. Nous supposons que le résultat est démontré pour une valeur k, et
nous considérons f de classe Cn avec n ě k ` 1. L’hypothèse de récurrence dit que

pdkfqa “
ÿ

I

pBIfqpaq ˆk ϕkpωIq (12.894)

est continuement différentiable par rapport à a. Nous pouvons donc utiliser la formule (12.812)
pour calculer la différentielle de (12.894) :

pdk`1fqa “
ÿ

l

Bpdkfq
Bxl paq ˆ1 ωl (12.895a)

“
ÿ

l

ÿ

I

“pBlBIfqpaq ˆk ϕkpωIq‰ ˆ1 ωl (12.895b)

“
ÿ

l,I

pBl,Ifqpaq ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq (12.895c)

où nous avons utilisé le lemme 12.338 pour obtenir (12.895c).

Proposition 12.340.
Soit une application f : V Ñ E telle que les dérivées partielles Bf

Bxi1 ...Bxin
existent et sont continues

sur un ouvert U . Alors f est de classe Cn sur U .

Démonstration. Pour n “ 1, cette proposition est déjà contenue dans le théorème 12.306. Nous
pouvons donc directement passer au pas de récurrence. Nous définissons les objets

Tkpaq “
ÿ

I

pBIfqpaq ˆk ϕkpωIq (12.896)

où la somme porte sur tous les k-multiindices. Ces applications Tk existent et sont continues par
hypothèse.

Le théorème 12.306 nous indique que T1paq “ dfa. Nous supposons maintenant que pdkfqa “
Tkpaq et nous allons prouver que Tk`1 est la différentielle de dkf . Pour cela nous devons prouver
que

lim
hÑ0

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh
}h} “ 0. (12.897)
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En utilisant le lemme 12.338 nous pouvons dégrossir le terme Tk`1paqh :

Tk`1paqh “
ÿ

l,I

“pBl,Ifqpaq ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq
‰
h (12.898a)

“
ÿ

l,I

“pBl,Ifqpaq ˆk ϕkpωIq‰ ˆ1 ωlphq (12.898b)

“
ÿ

l,I

hlpBl,Ifqpaq ˆk ϕkpΩIq (12.898c)

“
ÿ

l

hl
“Bl

ÿ

I

pBIfqpaq‰ ˆk ϕkpωIq. (12.898d)

Vu que BIf est une fonction dont les dérivées partielles existent et sont continues, le théorème
12.306 (toujours lui) nous dit qu’elle est différentiable et que

dpBIfqaphq “
ÿ

l

hlBlpBIfqpaq. (12.899)

En mettant la somme sur I tout devant dans (12.898d), nous trouvons

Tk`1paqh “
ÿ

I

dpBIfqaphq ˆk ϕkpωIq. (12.900)

C’est pas beau la vie ? Nous pouvons écrire le numérateur du quotient différentiel (12.897) :

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh “
ÿ

I

“pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq‰ ˆk ϕkpωIq (12.901a)

´
ÿ

I

dpBIfqaphq ˆk ϕkpωIq (12.901b)

“
ÿ

I

“pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq ´ dpBIfqpaqh‰ ˆl ϕkpωIq. (12.901c)

Nous utilisons le fait que l’application w ÞÑ w ˆk ϕkpωIq est linéaire et commute avec la limite,
c’est-à-dire que

lim
hÑ0

`
wphq ˆk ϕkpωIq˘ “ `

lim
hÑ0

wphq˘ ˆk ϕkpωIq. (12.902)

Et bien sûr, la somme sur les multiindices I commute également avec la limite. Donc

lim
hÑ0

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh
}h} “

ÿ

I

ˆ
lim
hÑ0

pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq ´ dpBIfqah
}h}

˙
ˆk ϕkpωIq

(12.903a)
“ 0. (12.903b)

Cela prouve que Tk`1 est bien la différentielle de Tk. Par récurrence, la fonction f est bien n fois
continuement différentiable.

Maintenant que nous avons plein de lemmes et de résultats, il est facile de démontrer un très
gros résultat en peu de lignes.

Théorème 12.341.
Soit une application f : V Ñ E entre deux espaces vectoriels normés de dimension finies. Nous
avons équivalence entre

(1) f est de classe Cn

(2) les dérivées partielles Bif sont de classe Cn´1

(3) les dérivées partielles BnI f existent et sont continues pour tout multiiindice de longueur n.

Démonstration. En plusieurs implications.
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(i) (3) implique (1) C’est la proposition 12.340.
(ii) (1) implique (3) C’est la proposition 12.339.
(iii) (3) implique (2) En posant gi “ Bif , l’hypothèse est que les Bn´1

I gi existent et sont conti-
nues pour tout multiindices I de longueur n ´ 1. En appliquant « (3) implique (1) » à la
fonction gi, la fonction gi est de classe Cn´1.

(iv) (2) implique (3) Les fonctions gi déjà définies sont de classe Cn´1. Nous leur appliquons
« (1) implique (3) », nous savons que les fonctions Bn´1

I gi sont continues, c’est-à-dire que les
BIBif . Vu que tout multiiindice de longueur n peut être écrit sous la forme iI où I est de
longueur n´1, nous avons prouvé que les BnJf existent et sont continues pour tout multiindice
J de longueur n.

12.31.2 Espaces d’applications multilinéaires et identifications

Si V et E sont des espaces vectoriels de dimensions finies, la différentielle de f : V Ñ E
est une application df : V Ñ LpV,Eq. La différentielle seconde est une application dpdfq : V Ñ
L
`
V,LpV,Eq˘ et ainsi de suite.
Une grande difficulté de la manipulation des différentielles d’ordre supérieurs provient de cet

emboîtement d’espaces d’applications linéaires. Nous nous attaquons à présent à la description de
ces espaces emboîtés 126.

Pour la suite, nous considérerons des espaces vectoriels normés V et E de dimension finie. Nous
notons LnpV,Eq l’espace des applications multilinéaires V n Ñ E.

Nous introduisons le produit suivant[1] :

· : W ˆ L
`
V,LpV,Rq˘ Ñ L

`
V,LpV,W q˘`pw·ψqpuq˘v “ `

ψpuqv˘w. (12.904)

Dans la suite, pour économiser des parenthèses et des maux de tête, nous allons noter ψpu, vq le
nombre ψpuqv. Il n’est cependant pas question de dire que ψ est une application bilinéaire. En
effet, identifier L

`
V,LpV,W q˘ à l’espace des applications bilinéaires V ˆ V Ñ W ne sert pas à

grand chose pour l’instant parce qu’une telle identification a le prix de devoir prouver que toutes les
propriétés des différentielles passent à travers l’identification, tâche qui est à priori (conservation
de la difficulté) de la même nature que celle à laquelle nous nous attachons à présent.

Lemme 12.342 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés V et E ainsi que ψ P L

`
V,LpV,Rq˘. Pour tout a P E nous

avons
}a·ψ}

L
`
V,LpV,Eq

˘ “ }ψ}
L
`
V,LpV,Rq

˘}a}E . (12.905)

Démonstration. Il s’agit seulement d’un calcul :

}a·ψ} “ sup
}v}“1

}pa·ψqpvq}LpV,Eq (12.906a)

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

}pa·ψqpvqw}E (12.906b)

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

}`ψpvqw˘a}E (12.906c)

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

|ψpvqw| }a}E (12.906d)

“ sup
}v}“1

}ψpvq} }a} (12.906e)

“ }ψ}}a}. (12.906f)

126. Toutes les constructions, tous les énoncés et les preuves qui suivent sont de l’invention personnelle de l’auteur
de ces lignes. Je n’ai trouvé nulle part une source qui s’attaque réellement à le récurrence.
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Notez que dans (12.906c), |ψpvqw| est un simple réel ; c’est pourquoi nous le retrouvons hors de la
norme }.}E dans (12.906d), muni d’une simple valeur absolue.

Lemme 12.343 ([1]).
Soient ψ P L

`
V,LpV,Rq˘ et une fonction continue f : V Ñ E. Alors la fonction

g : V Ñ L
`
V,LpV,Eq˘

x ÞÑ fpxq ·ψ
(12.907)

est continue.

Démonstration. Pour des raisons de notations, nous allons écrire gx pour gpxq. Cela étant dit nous
considérons a P E, une suite xk EÝÑ a et nous calculons :

}ga ´ gxk
} “ sup

}u}“1
}gapuq ´ gxk

puq}LpV,Eq (12.908a)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}gapuqv ´ gxk
puqv}E (12.908b)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}fpaqψpuqv ´ fpxkqψpuqv} (12.908c)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}fpaq ´ fpxkq}ˇ̌ψpuqvˇ̌ (12.908d)

“ ››fpaq ´ fpxkq›› sup
u,v

|ψpuqv| (12.908e)

“ }fpaq ´ fpxkq} }ψ}. (12.908f)

En prenant la limite k Ñ 8, et en considérant que f est continue en a, nous obtenons

lim
kÑ8 }ga ´ gxk

} “ 0. (12.909)

Lemme 12.344 ([1]).
Soient une application différentiable f : V Ñ E ainsi que ψ P L

`
V,LpV,Rq˘. Soit

g : V Ñ L
`
V,LpV,Eq˘

x ÞÑ fpxq ·ψ.
(12.910)

Alors g est différentiable et pour tout a P V nous avons

dgaphq “ dfaphq ·ψ. (12.911)

Notons que nous n’avons pas dga “ dfa ·ψ. En effet, dfa P LpV,W q, de telle sorte que dfa ·ψ P
L
`
V,L

`
V,LpV,W q˘˘. Les espaces ne s’emboîtent pas dans le bon ordre.

Démonstration. Il s’agit de vérifier que h ÞÑ dfaphq ·ψ vérifie la condition de la définition 11.219.
En utilisant le fait que pa` bq ·ψ “ a·ψ ` b·ψ ainsi que le lemme 12.342 nous écrivons

}fpa` hq ·ψ ´ fpaq ·ψ ´ dfaphq ·ψ}
}h} “ }fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq

h
·ψ} (12.912a)

“ }fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq
h

}}ψ}. (12.912b)

Vu que f est différentiable en a et que dfa est la différentielle, nous avons bien

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq
h

}}ψ} “ 0. (12.913)
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Démonstration. Nous faisons (1) par récurrence. D’abord dimpE0q “ dimpEq et ensuite

dimpEk`1q “ dim LpV,Ekq “ dimpV q dimpEkq “ dimpV qn`1 dimpEq. (12.914)

Pour (2), si teiu est une base de V , un élément ω P LnpV,Eq est déterminé par les va-
leurs de ωpei1 , . . . , einq qui peuvent être n’importe quel vecteur de E. Donc la dimension est
dimpV qn dimpEq.
Lemme 12.345 ([1]).
Soit n P N nous définissons par récurrence

ψn,0 : En Ñ En

α ÞÑ α.
(12.915)

et
ψn,k : En Ñ LkpV,En´kq

ψn,kpαqpv1, . . . , vkq “ `
ψn,k´1pαqpv1, . . . , vk´1q˘vk.

(12.916)

L’application
ψn,n : En Ñ LnpV,Eq (12.917)

est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Nous allons démontrer par récurrence sur k que tous les ψn,k sont des isomor-
phismes isométriques. Pour k “ 0 c’est évident parce que ψn,0 est l’identité.

(i) Injective Soient α P En tels que ψn,k`1pαq “ 0. Cela signifie que pour tout v1, . . . , vk`1 nous
avons

ψn,kpαqpv1, . . . , vkqvk`1 “ 0. (12.918)
c’est-à-dire ψn,kpαqpv1, . . . , vkq “ 0. Vu que ψn,k est injective (hypothèse de récurrence), nous
avons α “ 0.

(ii) Surjective Soit ω P Lk`1pV,En´kq ; nous cherchons α P En tel que ψn,k`1pαq “ ω, c’est-à-
dire tel que

ψn,k`1pαqpv1, . . . , vk`1q “ ψn,kpαqpv1, . . . , vkqvk`1 “ ωpv1, . . . , vk`1q. (12.919)

Notez que
ψn,kpαq P LkpV,En´kq “ Lk

`
V,LpV,En´k´1q˘. (12.920)

En considérant σ P Lk
`
V,LpV,En´k´1q˘ donné par

σpv1, . . . , vkqvk`1 “ ωpv1, . . . , vk`1q, (12.921)

il existe (hypothèse de récurrence sur k) un α P En tel que ψn,kpαq “ σ.
Pour ce α, la condition (12.919) est satisfaite.

(iii) Isométrique Encore une fois par récurrence. Soit α P En. Nous avons

}ψn,kpαq}LkpV,En´kq “ sup
}vi}“1

}ψn,kpαqpv1, . . . , vkq}En´k
(12.922a)

“ sup
}vi}“1

}ψn,k´1pαqpv1, . . . , vk´1qvk}En´k
(12.922b)

“ sup
}vi}“1

i“1,...,k´1

}ψn,k´1pv1, . . . , vk´1q}LpV,En´k´1q (12.922c)

“ }ψn,k´1pαq} (12.922d)
“ }α}. (12.922e)

La dernière égalité est l’hypothèse de récurrence. Notez la subtile utilisation du lemme 7.137
qui permet de donner un sens aux supremums, grace au fait que tv P V tel que }v} “ 1u est
compact.
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Lemme 12.346.
Nous avons ψn,n “ ϕ´1

n .

Démonstration. Pour nous échauffer nous posons ω P LnpV,Rq, et nous calculons

ψn,2
`
ϕnpωq˘pv1, v2q “

´
ψn,1

`
ϕnpωq˘v1

¯
v2 (12.923a)

“ `
ϕnpωqv1

˘
v2 (12.923b)

“ ϕn´1
`

projv1pωq˘ (12.923c)
“ ϕn´2

`
projv2 projv1pωq˘. (12.923d)

Cela étant dit, nous allons prouver ceci par récurrence :

ψn,k
`
ϕnpωq˘pv1, . . . , vkq “ ϕn´k

´ kź

i“1
projvi

pωq
¯
. (12.924)

Notez l’ordre du produit des projections. En ce qui concerne cet ordre, pour fixer les idées voici
un exemple :

projv2 projv1pωq “ `
projv1pωq˘pv2q “ ωpv1, v2q. (12.925)

Faisons maintenant la récurrence.
(i) Pour k “ 2 C’est le calcul (12.923).
(ii) Pour k ` 1 C’est encore un calcul, en faisant attention à l’ordre dans lequel viennent les

projections :

ψn,k`1
`
ϕnpωq˘pv1, . . . , vk`1q “

´
ψn,k

`
ϕnpωq˘pv1, . . . , vkq

¯
vk`1 (12.926a)

“
´
ϕn´k

` kź

i“1
projvi

pωq˘
¯
vk`1 (12.926b)

“ ϕn´k´1
`

projvk`1

kź

i“1
projvi

pωq˘ (12.926c)

“ ϕn´pk`1q
` k`1ź

i“1
projvi

pωq˘. (12.926d)

Il ne reste qu’à écrire la formule démontrée avec k “ n :

ψn,n
`
ϕnpωq˘pv1, . . . , vnq “ ϕn´n

` nź

i“1
projvi

pωq˘ “ ωpv1, . . . , vnq. (12.927)

Donc nous avons bien que ψn,n
`
ϕnpωq˘ “ ω.

Lemme 12.347.
Soient deux espaces vectoriels normés V et E. Nous considérons une application linéaire A : V Ñ
E, une forme ω P LnpV,Rq ainsi que la forme

α : V Ñ En

u ÞÑ Apuqψ´1pωq. (12.928)

Alors
ψn`1,n`1pαqpv1, . . . , vn`1q “ Apv1qωpv2, . . . , vn`1q. (12.929)



1038 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Démonstration. Nous prouvons la formule suivante par récurrence :

ψn`1,kpωqpv1, . . . , vkq “ Apv1qϕn´k`1
` kź

i“2
projvi

pωq˘. (12.930)

Nous commençons la récurrence avec k “ 2, en tenant compte que ψ´1 “ ϕn (lemme 12.346) :

ψn`1,2pαqpv1, v2q “ `
ψn`1,1pαqv1

˘
v2 (12.931a)

“ αpv1qv2 (12.931b)
“ Apv1q`ψ´1pωqv2

˘
(12.931c)

“ Apv1q`ϕnpωqv2
˘

(12.931d)
“ Apv1qϕn´1

`
projv2pωq˘. (12.931e)

C’est bon pour k “ 2. Nous passons à la récurrence :

ψn`1,k`1pωqpv1, . . . , vk`1q “ `
ϕn`1,kpωqpv1, . . . , vkq˘vk`1 (12.932a)

“ Apv1q
´
ϕn´k`1

` kź

i“2
projvi

ω
˘¯
vk`1 (12.932b)

“ Apv1qϕn´k
`

projvk`1

kź

i“2
projvi

ω
˘

(12.932c)

“ Apv1qϕn´pk`1q
` k`1ź

i“2
projvi

ω
˘
. (12.932d)

La récurrence est terminée. Nous écrivons la formule pour k “ n` 1 en tenant compte de ϕ0 “ Id
pour terminer la preuve de ce lemme :

ψn`1,n`1pωqpv1, . . . , vn`1q “ Apv1qϕ0
` n`1ź

i“2
projvi

ω
˘ “ Apv1qωpv2, . . . , vn`1q. (12.933)

12.31.3 Fonctions différentiables plusieurs fois

Définition 12.348.
Un Ck-difféomorphisme est une application inversible de classe Ck dont l’inverse est également
de classe Ck.

Exemple 12.349.
Soit B : Rm ˆRm Ñ Rn une application bilinéaire. On définit f : Rm Ñ Rn par fpxq “ Bpx, xq.
Le lemme 12.286 nous dit que B est différentiable. Cela implique la différentiabilité de f . Pour
trouver la différentielle de la fonction f , nous écrivons f “ B ˝ s où s : Rm Ñ Rm ˆ Rm est
l’application spxq “ px, xq. En utilisant la règle de différentiation de fonctions composées,

dfpaq “ dB
`
spaq˘ ˝ dspaq. (12.934)

Mais dspaq.u “ pu, uq parce que spa` hq ´ spaq ´ ph, hq “ 0. Par conséquent,

dfpaq.u “ dB
`
spaq˘pu, uq “ Bpu, aq `Bpa, uq (12.935)

où nous avons utilisé la formule du lemme 12.286. La formule (12.935) peut être écrite sous la
forme compacte

dfpaq “ Bp · , aq `Bpa, · q (12.936)

La fonction dfpaq ainsi écrite est linéaire par rapport à a, donc différentiable. En outre elle coïncide
avec sa différentielle, comme on a vu dans le lemme 11.227, au sens que la différentielle de df au
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point a sera l’application que à chaque x dans Rm associe l’application linéaire Bpx, · q`Bp · , xq.
On voit bien que d2f au point a est une application de Rm vers l’espace des applications linéaires
LpRm,Rnq. On peut utiliser d’autre part l’isomorphisme des espaces LpRm,LpRm,Rnqq et LpRmˆ
Rm,Rnq et dire que, une fois que a est fixé, l’application d2fpaq est une application bilinéaire sur
Rm ˆRm. On écrit alors d2fpaqpx, yq “ Bpx, yq `Bpy, xq. △

12.31.4 Différentielle seconde, fonction de classe C2

La différentielle seconde dans l’exemple 12.349 est symétrique, c’est-à-dire que d2fpaqpx1, x2q “
d2fpaqpx2, x1q. En fait toute différentielle seconde est symétrique.

Théorème 12.350 (Schwarz).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction de classe C2. Alors, pour tout couple
i, j d’indices dans t1, . . . ,mu et pour tout point a dans U , on a

B2f

BxiBxj paq “ B2f

BxjBxi paq.

Démonstration. Pour simplifier nous nous limitons ici au cas m “ 2. Soit ph, gq un vecteur fixé
dans R2. Pour tout v “ px, yq dans R2 on note

∆hfpvq “ fpv ` he1q ´ fpvq “ fpx` h, yq ´ fpx, yq,
∆gfpvq “ fpv ` ge2q ´ fpvq “ fpx, y ` gq ´ fpx, yq, (12.937)

Nous avons
∆g∆hfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx, y ` gqq ´ pfpx` h, yq ´ fpx, yqq ,
∆h∆gfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx` h, yqq ´ pfpx, y ` gq ´ fpx, yqq , (12.938)

donc,
1
g

∆g

ˆ
1
h

∆hfpvq
˙

“ 1
h

∆h

ˆ
1
g

∆gfpvq
˙
. (12.939)

On utilise alors le théorème des accroissements finis 12.195
1
h

∆hfpvq “ 1
h

`
fpx` h, yq ´ fpx, yq˘ “ 1

h
B1fpx` t1h, yqh “ B1fpx` t1h, yq, (12.940)

pour un certain t1 dans s0, 1r. De même on obtient
1
g

∆gfpvq “ B2fpx, y ` t2gq,

pour un certain t2 dans s0, 1r. Alors
1
g

∆g

`B1fpx` t1h, yq˘ “ 1
h

∆h

`B2fpx, y ` t2gq˘. (12.941)

En appliquant encore une fois le théorème des accroissements finis on a

B2B1fpx` t1h, y ` s1gq “ B1B2fpx` s2h, y ` t2gq. (12.942)

Il suffit maintenant de passer à la limite pour ph, gq Ñ p0, 0q et de se souvenir du fait que f est C2

seulement si ses dérivées partielles secondes sont continues 127 pour avoir B2B1fpvq “ B1B2fpvq.
Si f est deux fois différentiable d2fpaq est l’application bilinéaire associée avec la matrice

symétrique

Hf paq “

¨
˚̋

B2
1fpaq . . . B1Bmfpaq

... . . . ...
B1Bmfpaq . . . B2

mfpaq,

˛
‹‚ (12.943)

Cette matrice est dite la matrice hessienne de f .
127. Théorème 12.341.
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Exemple 12.351.
Montrons qu’il n’existe pas de fonctions f de classe C2 telles que

" Bxfpx, yq “ 5 sin x (12.944a)
Bypx, yq “ 6x` y. (12.944b)

Ceci est vite fait en appliquant le théorème de Schwarz, 12.350 ; ce que nous trouvons est

BypBxfq “ 0

alors que
BxpByfq “ 6. (12.945)

Vu que BxpByfq ‰ BypBxfq, le théorème 12.350 dit que f ne peut pas être de classe C2. △

12.352.
Soit une fonction de classe C2 f : V Ñ R où V est un espace vectoriel de dimension n ă 8. Nous
avons

f : V Ñ R (12.946a)
df : V Ñ LpV,Rq (12.946b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,Rq

¯
, (12.946c)

avec, en suivant les différentes formules du lemme 12.268,

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

(12.947)

et
pd2fqapuq “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

(12.948)

pour tout a, u P V . Notons que dans le deuxième cas, il s’agit d’une limite dans LpV,Rq. Si
dimpV q “ n, alors dim LpV,Rq “ n et avec un choix de base, nous pouvons trouver une matrice
nˆ n pour pd2fqa.

Soit une base teiu de V et la base duale tei̊ u de LpV,Rq. Nous allons chercher la matrice de
pd2fqa pour ces bases. L’élément de matrice

“pd2fqa
‰
ij

(12.949)

est la composante ej̊ de pd2fqa appliqué à ei. Trouver cette composante ej̊ revient à appliquer
l’élément pd2fqaei de LpV,Rq à ej . Le calcul est donc :

“pd2fqa
‰
ij

“ `pd2fqaei
˘pejq (12.950a)

“ d

dt

”
dfa`teipejq

ı
t“0

(12.950b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tei ` sejq

ı
s“0

ı
t“0

(12.950c)

“ B2f

BxiBxj paq. (12.950d)

Attention : le passage à (12.950b) n’est pas une trivialité. Le fait est que si t ÞÑ Aptq est une
application continue R Ñ LpV,Rq alors

lim
tÑ0

`
Aptqv˘ “ `

lim
tÑ0

Aptq˘v. (12.951)

Donc la matrice de d2f est la matrice des dérivées secondes. Il s’agit d’une matrice symétrique
par le théorème de Schwarz 12.350.
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12.353.
Si a P V , nous pouvons aussi voir pd2fqa comme une forme bilinéaire sur V grâce à la proposi-
tion 11.79. Si u, v P V nous notons

pd2fqapu, vq “ pd2fqapuqv. (12.952)

À droite, il s’agit de la définition réelle de d2f sans abus de notations, et à gauche, il s’agit d’une
notation. Cette application bilinéaire pd2fqa P Lp2qpV,Rq a pour matrice symétrique la matrice des
dérivées secondes calculées en a.

Exemple 12.354.
Voyons comment la différentielle seconde fonctionne entre deux espaces vectoriels. Soient deux
espaces vectoriels de dimension finie V et W . Pour que les choses soient claires, nous avons :

f : V Ñ W (12.953a)
df : V Ñ LpV,W q (12.953b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,W q

¯
. (12.953c)

Si a P V , alors pd2fqa est une application V Ñ LpV,W q. Il faut donc l’appliquer à u P V et ensuite
à v P V pour obtenir un élément de W :

pd2fqapuqv “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

v (12.954a)

“ d

dt

”
dfa`tupvq

ı
t“0

(12.954b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tu` svq

ı
s“0

ı
t“0

(12.954c)

“ B2f

BuBv paq. (12.954d)

Par conséquent nous voyons
d2f : V Ñ Lp2qpV,W q

d2fapu, vq “ B2f

BuBv paq.
(12.955)

Dans le cas d’une fonction f : R Ñ R, nous avons une seule direction et par linéarité de (12.955)
par rapport à u et v, nous avons

d2fapu, vq “ f2paquv (12.956)

où les produits sont des produits usuels dans R et f2 est la dérivée seconde usuelle. △

Tout ceci est un peu résumé dans la proposition suivante.

Proposition 12.355.
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe C2. Alors en désignant par Haf sa matrice hessienne au
point a nous avons

pd2fqapu, vq “ B2f

BuBv paq “ xpHafqu, vy (12.957)

pour tout u, v P Rn.

Démonstration. La première égalité est l’équation (12.956) déjà faite. Pour la seconde, il faut se
rappeler du lien entre dérivée partielle et dérivée directionnelle, donné en le lemme 12.268. En
particulier ici nous avons

B2f

BuBv “
ÿ

kl

B2f

BxkBxl paqukvl “ xpHafqu, vy. (12.958)
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En particulier, la matrice hessienne Haf est symétrique et donc diagonalisable (théorème spec-
tral 9.219). Si ei est un vecteur propre unitaire pour la valeur propre λi nous avons

pd2fqapei, eiq “ xpHafqei, eiy “ λxei, eiy “ λ. (12.959)

Enfin pour celles qui aiment les notations matricielles de tout poil, il y a cette façon-ci d’écrire :

pd2fqapα, βq “ `
α β

˘ˆ B2
xfpaq B2

xyfpaq
B2
xyfpaq B2

yfpaq
˙ˆ

α
β

˙
. (12.960)

12.31.5 Ordre supérieur

Intuitivement, une fonction est de classe Cp si elle est p fois continûment différentiable. Cela
est la définition 11.220.

Ce qui est terrible avec les différentielles d’ordre supérieurs, c’est l’emboîtement des espaces.
Pour une fonction f : E Ñ F , nous allons souvent poser

V0 “ F (12.961a)
Vk`1 “ LpE, Vkq, (12.961b)

de telle sorte à avoir
df : E Ñ LpE,F q “ V1 (12.962)

et
d2f : E Ñ LpE, V1q “ V2, (12.963)

ce qui donne en général
dkf : E Ñ LpE, vk´1q “ Vk. (12.964)

La proposition suivante lie une bonne fois pour toute dérivée et différentielle dans le cadre de
fonctions R Ñ R.

Proposition 12.356 ([1]).
Une fonction f : R Ñ R est de classe Cp si et seulement si elle est p fois continûment dérivable.

Démonstration. Nous commençons par poser un certain nombre de notations. Comme souvent
nous posons V0 “ R et

Vk`1 “ LpR, Vkq. (12.965)

De plus nous considérons M1 P LpR,Rq donnée par M1ptq “ t. Et par récurrence

Mk`1ptq “ tMk. (12.966)

Nous avons M1 P V1 et Mk : R Ñ Vk´1, c’est-à-dire Mk P Vk.
Les formules que nous allons prouver sont que d’une part,

dfa “ f 1paqM1. (12.967)

et que d’autre part, plus généralement,

pdkfqa “ f pkqpaqMk. (12.968)

En plusieurs parties et par récurrence.
(i) Si f est continûment dérivable, alors f est C1 Nous montrons que l’application T don-

née par T phq “ hf 1paq vérifie la condition pour être la différentielle de f en a :

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ fpa` hq ´ fpaq

}h} ´ 1hf 1paq. (12.969)
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où nous avons noté 1h le vecteur unité dans la direction de h, c’est-à-dire 1h “ h{}h}. Vu
que h P R, c’est simplement

1h “
#

1 si h ą 0
´1 si h ă 0

(12.970)

et nous ne définissons pas 1h si h “ 0.
C’est le moment de prendre la limite de (12.969) pour h Ñ 0` et h Ñ 0´ séparément.
Lorsque h Ñ 0`, nous avons }h} “ h et 1h “ 1. Vu que f est supposée dérivable, la limite
du quotient existe et vaut f 1paq. Donc le tout a une limite nulle :

lim
hÑ0`

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ lim

hÑ0`

fpa` hq ´ fpaq
h

´ f 1paq “ 0. (12.971)

En ce qui concerne la limite h Ñ 0´, nous avons }h} “ ´h et 1h “ ´1, et à nouveau
une limite nulle. La proposition 12.42 nous permet alors de conclure que la limite existe et
est nulle. Les limites à gauche et à droite étant nulles, la limite existe et est nulle par la
proposition 12.42.

(ii) Si f ppq est continue alors dpf aussi Nous passons à la récurrence de notre preuve. Sous
l’hypothèse que f ppq existe et est continue, nous allons montrer que dpf existe, est continue
et vaut

pdpfqa “ f ppqpaqMp. (12.972)

Soit k ă p tel que ce soit bon (pour k “ 1 c’est déjà fait). Nous avons pdkfqa “ f pkqpaqMk,
et pour prouver que pdk`1fqa “ f pk`1qpaqMk`1 nous l’y mettons dans la définition de la
différentielle. Nous avons :

pdkfqa`h ´ pdkfqa ´ f pk`1qpaqMk`1phq
}h} “ f pkqpa` hqMk ´ f pkqpaqMk ´ hf pk`1qpaqMk

}h} .

(12.973)
La limite h Ñ 0 est une limite dans Vk, et elle se traite comme précédemment. Elle vaut zéro
parce que f pk`1q est la dérivée de f pkq. Cela justifie les faits que dkf est différentiable en a
et que la différentielle est donné par la formule voulue.
Par hypothèse, k ` 1 ď p, donc f pk`1q est continue. Par conséquent l’application a ÞÑ
f pk`1qpaqMk`1 est continue.

(iii) Si f est de classe C1 alors f 1 existe et est continue Dire que f est de classe C1 re-
vient à dire que la différentielle df : R Ñ LpR,Rq existe et est continue. Soyons conscient
que dfapϵq “ ϵdfap1q et calculons

fpa` ϵq ´ fpaq ´ dfapϵq
ϵ

“ fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

´ dfap1q. (12.974)

La définition de la différentielle est que la limite de cela pour ϵ Ñ 0 soit nulle. Cela implique
que la limite suivante existe et vaut

lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“ dfap1q. (12.975)

Nous avons prouvé que f 1paq “ dfap1q.
La fonction a ÞÑ dfa est continue. Pouvons-nous en déduire que f 1 est continue ? Nous avons

f 1 “ ev1 ˝ df (12.976)

où ev1 est l’application d’évaluation dont le lemme 11.60 a déjà donné la continuité. Donc f 1
est continue comme composée d’applications continues.



1044 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

(iv) f est Cp. Récurrence Nous supposons que f est de classe Cp, et nous allons montrer par
récurrence que f pkq existe et est continue pour tout k ď p. Posons exactement l’énoncé de
notre récurrence.
Pour k “ 1 c’est fait. Nous supposons que la formule soit correcte pour un certain k ă p et
nous y allons pour k ` 1. Nous avons

pdkfqpa` hq ´ pdkfqpaq ´ f pk`1qpaqMk`1phq
}h} “

“
f pkqpa` hq ´ fkpaq ´ hf pk`1qpaq‰Mk

}h}
(12.977a)

“ “f pkqpa` hq ´ f pkqpaq
}h} ´ 1hf pk`1qpaq‰Mk.

(12.977b)

où nous avons aussi tenu compte que Mk`1phq “ hMk.
C’est le moment de calculer séparément les limites h Ñ 0` et h Ñ 0´. Cela fonctionne
comme toutes les autres fois.

Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. L’application

dlf : Rn Ñ L
´
Rn,L

`
Rn,Lp. . . ˘

¯
(12.978)

au point x appliquée à vp1q appliquée au point vp2q, . . ., appliquée à vplq est notée

pdlfqxpvp1q, . . . , vplqq P R. (12.979)

Proposition 12.357.
Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. Avec la notation (12.979) nous avons

pdlfqxpvp1q, . . . vplqq “
ÿ

k1,...,kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

Blf
Bxk1 . . . Bxkl

pxq. (12.980)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l, en sachant que la formule est déjà vraie
pour l “ 1 et l “ 2. Si la formule est valable pour l, nous avons

pdl`1fqxpvp1q, . . . , vpl`1qq “ d

dt

”
pdlfqx`tvpl`1qpvp1q, . . . , vplqq

ı
t“0

(12.981a)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

d

dt

” Blf
Bxk1 . . . Bxkl

px` tvl`1q
ı
t“0

(12.981b)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

ÿ

i

B
Bxi

Blf
Bxk1 . . . Bxk

pxq. (12.981c)

Cela donne le résultat attendu.

12.358.
La formule de la proposition 12.357 nous permet d’écrire de jolies formules comme

pd3fqxph, h, hq “
ÿ

ijk

hihjhkpB3
ijkfqpxq. (12.982)

Proposition 12.359 ([1]).
Soient des espaces vectoriels E, V et W de dimension finie, et une fonction f : E Ñ V de classe
Cp. Si φ : V Ñ W est linéaire, alors

φ ˝ f : E Ñ W (12.983)

est de classe Cp.
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Démonstration. En utilisant le théorème de différentiation de fonctions composées 11.234,

dpφ ˝ fqapuq “ dφfpaqdfapuq, (12.984)

et donc, parce que φ est linéaire,
dpφ ˝ fqa “ φ ˝ dfa. (12.985)

Nous pouvons exprimer cela de façon un peu différente en posant φ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q,
φ1pαqpaq “ pφ ˝ αqpaq. (12.986)

Cela nous permet d’écrire φ ˝ dfa “ pφ1 ˝ dfqpaq et donc

dpφ ˝ fq “ φ1 ˝ df (12.987)

où φ1 est encore une application linéaire. Une récurrence semble possible. Nous posons V0 “ V et
W0 “ W puis

Vk`1 “ LpE, Vkq (12.988a)
Wk`1 “ LpE,Wkq (12.988b)

et
φk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

g ÞÑ φk´1 ˝ g. (12.989)

Avec tout cela, nous prétendons que dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf avec φk linéaire.
(i) φk est linéaire Soient α1, α2 P LpE, Vk´1q, ainsi que λ, µ P K. Nous avons, en utilisant la

linéarité de φk´1 :

φkpλα1 ` µα2qpaq “ φk´1
`pλα1 ` µα2qpaq˘ (12.990a)

“ φk´1
`
λα1paq˘ ` µφk´1

`
α2paq˘ (12.990b)

“ λφkpα1qa` µφkpα2qa. (12.990c)

Donc φk est linéaire pour tout k.
(ii) La relation La relation

dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf (12.991)

se démontre par récurrence, chaque pas étant justifié de la même manière que (12.987).

Proposition 12.360.
Tout polynôme P : Rn Ñ Rm est de classe C8.

12.32 Suites et séries : généralités

12.32.1 Norme suprémum

Définition 12.361 (norme suprémum[313]).
Soient un ensemble Ω, une partie A de Ω et un espace normé V . Lorsque g est une fonction
g : Ω Ñ V , nous notons

}g}A “ sup
xPA

}gpxq} (12.992)

C’est la norme suprémum limitée à la partie A.
Nous disons qu’une suite de fonctions pfnq définies sur un ensemble A converge uniformé-

ment sur A vers la fonction f si
lim
nÑ8 }fn ´ f}A “ 0. (12.993)
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Lemme 12.362.
Soient un espace compact K et une fonction continue f : K Ñ C qui se décompose en partie réelle
et complexe comme fpxq “ upxq ` ivpxq. Alors

(1) Les fonctions u et v sont continues sur K.
(2) }u}8 ď }f}8,
(3) }v}8 ď }f}8,

12.32.2 Convergence uniforme

12.32.2.1 Critère de Cauchy uniforme

Proposition 12.363 (Critère de Cauchy uniforme[387]).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace topologique complet. La suite de fonctions fn : X Ñ
Y converge uniformément sur A si et seulement si pour tout ϵ ą 0 il existe N P N tel que si k, l ą N
alors

d
`
fkpxq, flpxq˘ ď ϵ (12.994)

pour tout x P A.

Grosso modo, cela dit que si qu’une suite de Cauchy pour la norme uniforme est une suite
uniformément convergente. Le fait que la suite converge fait partie du résultat et n’est pas une
hypothèse. Ce critère sera utilisé pour montrer que

`
CpKq, }.}8

˘
est complet, proposition 12.366.

Démonstration. Si fn
unifÝÑ f alors le critère est satisfait ; c’est dans l’autre sens que la preuve est

intéressante.
Soit donc une suite de fonctions satisfaisant au critère et montrons qu’elle converge uniformé-

ment. Pour tout x P X la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans l’espace complet Y ; nous avons
donc convergence ponctuelle fn Ñ f . Nous devons prouver que cette convergence est uniforme.
Soit ϵ ą 0 et N P N tel que si k, l ą N alors

d
`
fkpxq, flpxq˘ ď ϵ (12.995)

pour tout x P X. Si nous nous fixons un tel k et un x P A nous considérons l’inégalité

d
`
fkpxq, flpxq˘ ď ϵ (12.996)

qui est vraie pour tout l. En passant à la limite l Ñ 8 (limite qui commute avec la fonction
distance par définition de la topologie) nous avons

d
`
fkpxq, fpxq˘ ď ϵ. (12.997)

Cette inégalité étant valable pour tout x P X, cela signifie que fn
unifÝÑ f .

Théorème 12.364 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit A, un ensemble mesuré et fn : A Ñ Rn, une suite de fonctions continues convergeant uni-
formément vers f . Si les fonctions fn sont toutes continues en x0 P A, alors f est continue en
x0.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Si x P A nous avons, pour tout n, la majoration

}fpxq ´ fpx0q} ď }fpxq ´ fnpxq} ` }fnpxq ´ fnpx0q} ` }fnpx0q ´ fpx0q} (12.998a)
ď }fnpxq ´ fnpx0q} ` 2}fn ´ f}8. (12.998b)

Grâce à l’uniforme convergence, nous considérons N P N tel que }fn ´ f} ď ϵ pour tout n ě N .
Pour de tels n, nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 2ϵ` }fnpxq ´ fnpx0q}. (12.999)
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La continuité de fn nous fournit un δ ą 0 tel que }fnpx0q ´ fnpxq} ă ϵ dès que }x´ x0} ă δ. Pour
ce δ, nous avons alors }fnpxq ´ fnpx0q} ă ϵ.

Donc lorsque n ě N (N est choisi en fonction de ϵ), et }x ´ x0} ă δ (δ est choisi en fonction
de N), nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 3ϵ, (12.1000)

ce qui prouve la continuité de f en x0.

12.32.2.2 Complétude avec la norme uniforme

Proposition 12.365 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace métrique. Si une suite de fonctions fn : X Ñ Y
continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue 128.

Démonstration. Soit a P X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous
considérons une suite xn Ñ a dans X. Nous savons que fpxnq YÝÑ fpxq. Pour tout k P N, tout
n P N et tout x P X nous avons la majoration

››fpxnq ´ fpxq›› ď ››fpxnq ´ fkpxnq›› ` ››fkpxnq ´ fkpxq›› ` ››fkpxq ´ fpxq›› (12.1001a)
ď 2}f ´ fk}8 ` ››fkpxnq ´ fkpxq››. (12.1001b)

Soit ϵ ą 0. Si nous choisissons k suffisamment grand la premier terme est plus petit que ϵ. Et par
continuité de fk, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus petit que ϵ.

Proposition 12.366.
Soit X un espace topologique métrique pY, dq un espace métrique complet. Alors les espaces

(1)
`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions continues et bornées X Ñ Y ,

(2)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘

des fonctions continues et s’annulant à l’infini
(3)

`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions de classe Ck et s’annulant à l’infini

sont complets.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans CpX,Y q, c’est-à-dire que pour tout ϵ ą 0 il
existe N P N tel que si k, l ą N nous avons }fk ´ fl}8 ď ϵ. Cette suite vérifie le critère de Cauchy
uniforme 12.363 et donc converge uniformément vers une fonction f : X Ñ Y . La continuité (ou
l’aspect Ck) de la fonction f découle de la convergence uniforme et de la proposition 12.365 (c’est
pour avoir l’équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité normale que nous avons
pris l’hypothèse d’espace métrique).

Si les fonctions fk sont bornées ou s’annulent à l’infini, la convergence uniforme implique que
la limite le sera également.

Notons que si X est compact, les fonctions continues sont bornées par le théorème 7.195 et nous
pouvons simplement dire que C0pX,Y q est complet, sans préciser que nous parlons des fonctions
bornées.

Lemme 12.367.
Soient un espace topologique compact A et un espace complet B. L’ensemble des fonctions continues
de A vers B muni de la norme uniforme est complet.

Dit de façon courte :
`
CpA,Bq, }.}8

˘
est complet.

Démonstration. Soit pfkq une suite de Cauchy de fonctions dans CpA,Bq. Pour chaque x P A nous
avons

}fkpxq ´ flpxq}B ď }fk ´ fl}8, (12.1002)

de telle sorte que la suite pfkpxqq est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément de
B. La suite de Cauchy pfkq converge donc ponctuellement vers une fonction f : A Ñ B. Nous

128. Si X est métrique, alors c’est la continuité usuelle par la proposition 7.127.
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devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera l’uniformité de la norme qui donnera
la continuité. En effet soit xn Ñ x une suite dans A qui converge vers x P A. Pour chaque k P N
nous avons

}fpxnq ´ fpxq} ď }fpxnq ´ fkpxnq} ` }fkpxnq ´ fkpxq} ` }fkpxq ´ fpxq}. (12.1003)

En prenant k et n assez grands, cette expression peut être rendue aussi petite que l’on veut ; le
premier et le troisième terme par convergence ponctuelle fk Ñ f , le second terme par continuité
de fk. La suite fpxnq est donc convergente vers fpxq et la fonction f est continue.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 12.368
Il serait sans doute bon de revoir cette preuve à la lumière du critère de Cauchy uniforme 12.363.

12.369 ([388]).
Le théorème de Stone-Weierstrass indique que les polynômes sont denses pour la topologie uniforme
dans les fonctions continues. Donc il existe des limites uniformes de fonctions C8 qui ne sont même
pas dérivables. Les espaces de type Cp munis de }.}8 ne sont donc pas complets sans quelques
hypothèses. Voir la proposition 12.366 et le thème 36.

Théorème 12.370 (Théorème de Dini[389]).
Soient un espace métrique complet D et une suite de fonctions fn P CpD,Rq telle que

(1) fn Ñ g ponctuellement,
(2) g P CpD,Rq,
(3) la suite pfnq est croissante, c’est-à-dire que pour tout x P D et pour tout n ě 0 nous avons

fn`1pxq ě fnpxq.
Alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Soit x P D et ϵ ą 0. Il existe Npxq P N tel que

gpxq ´ ϵ ď fNpxq ď gpxq. (12.1004)

De plus g et fNpxq sont des fonctions continues, donc il existe ηpxq tel que si y P B`x, ηpxq˘ alors

gpyq P B`gpxq, ϵ˘ (12.1005a)
fNpxqpyq P B`fNpxqpxq, ϵ˘. (12.1005b)

Si n ě Npxq et si y P Bpx, ηpxqq alors nous avons les majorations

gpyq ě fnpyq ě fNpxqpyq ě fNpxqpxq ´ ϵ ě gpxq ´ 2ϵ ě gpyq ´ 3ϵ. (12.1006)

Justifications :

(1) Les deux premières inégalités sont la crois-
sance de la suite.

(2) La suivante est (12.1005b).

(3) Ensuite il y a le choix de Npxq.

(4) Et enfin il y a (12.1005a).

Nous retenons que si x P D et si n ě Npxq alors

gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ϵ (12.1007)

pour tout y P Bpx, ηpxqq.
Nous utilisons maintenant la compacité de D. Pour chaque x P D nous pouvons considérer la

boule ouverte B
`
x, ηpxq˘ ; ces boules recouvrent D. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini,

c’est-à-dire un ensemble fini d’éléments x1,. . ., xK tels que

D “
Kď

k“1
B
`
xk, ηpxkq˘. (12.1008)



12.32. SUITES ET SÉRIES : GÉNÉRALITÉS 1049

Si à ce moment vous ne comprenez pas pourquoi c’est une égalité au lieu d’une inclusion, il faut
lire l’exemple 7.29. Considérons

n ě N “ maxtNpx1q, . . . , NpxKqu. (12.1009)

Pour tout y P D il existe k P t1, . . . ,Ku tel que y P B
`
xk, ηpxkq˘, et vu que n ě Npxkq nous

reprenons la majoration (12.1007) :

gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ϵ. (12.1010)

Pour le n choisi nous avons ces inégalités pour tout y P D, c’est-à-dire que nous avons }fn´g} ď 3ϵ
et donc la convergence uniforme.

Proposition 12.371 ([1]).
Soient une suite de fonctions continues ui : R Ñ R et une fonction continue u telle que ui Ñ u
simplement. Alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit un compact K ; nous notons }.} la norme uniforme sur K. Supposons que la
limite ne soit pas uniforme, c’est-à-dire qu’il existe un ϵ ą 0 tel que

}ui ´ u} ą 2ϵ (12.1011)

pour tout i. Cela permet de considérer pour tout i un élément xi P K tel que 129

}uipxiq ´ upxiq} ą ϵ. (12.1012)

Pour cela, il faut noter que K est compact et que la fonction x ÞÑ }uipxq ´ upxq} est continue sur
K. Elle est donc bornée et atteint son maximum (c’est le théorème de Weierstrass 7.136).

La suite i ÞÑ xi est une suite dans un compact, et quitte à prendre une sous-suite, nous
supposons qu’elle converge vers a P K (ça, c’est Bolzano-Weierstrass 7.133).

La convergence ponctuelle ui Ñ u, prise en a, dit qu’il existe un N tel que |uipaq ´ upaq| ă ϵ
pour tout i ě N . Pour un tel i, nous avons aussi

|uipxq ´ upxq| ă ϵ (12.1013)

sur un voisinage de a, parce que ui ´ u est continue. Mais tout voisinage de a contient un élément
xj pour lequel

|uipxjq ´ upxjq| ą ϵ. (12.1014)

Contradiction.

12.32.3 Série de fonctions

Les séries de fonctions sont des cas particuliers de suites.

Définition 12.372.
Si pfnq est une suite de fonctions, nous définissons la somme des fn de la façon suivante :

8ÿ

n“1
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“1
fn. (12.1015)

Le membre de droite est une définition de la notation introduite dans le membre de gauche.

Avant de vous lancer, relisez une bonne fois les définitions de convergence absolue (définition
11.83) et de convergence uniforme (équation 11.225).

Lemme 12.373.
Soient des fonctions un : Ω Ñ C. Si il existe une suite réelle positive panqnPN telle que

129. Notez l’inégalité stricte, obetenue en considérant 2ϵ plus haut.
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(1) pour tout z P Ω et pour tout n P N nous avons |unpzq| ď an (c’est-à-dire an ě }un}8),
(2) la somme

ř
n an converge,

alors la série de fonctions
ř8
n“0 un converge normalement 130.

Démonstration. Découle du lemme de comparaison 11.117.

Théorème 12.374.
Soit

ř8
k“1 gkpxq, une série de fonctions complexes où gkpxq “ φkpxqψkpxq. Supposons que

(1) φk : A Ñ C et |řK
k“1 φkpxq| ď M où M est indépendant de x et K,

(2) ψk : A Ñ R avec ψkpxq ě 0 et pour tout x dans A, ψk`1pxq ď ψkpxq, et enfin supposons que
ψkpxq converge uniformément vers 0.

Alors
ř8
k“1 gk est uniformément convergente.

Théorème 12.375.
Si la série de puissances (réelle) converge en x “ x0 ` R, alors elle converge uniformément sur
rx0 ´R ` ϵ, x0 `Rs (ϵ ą 0) vers une fonction continue.

Proposition 12.376.
Soient E et F , deux espaces vectoriels normés, Ω une partie ouverte de E et une suite de fonctions
continues un : Ω Ñ F convergeant normalement sur Ω, c’est-à-dire que

ř
n }un}8 converge, la

norme }.}8 devant être comprise comme la norme supremum sur Ω. Alors la fonction u “ ř
n un

est continue sur Ω.

Démonstration. Soit x, x1 P Ω en supposant que }x ´ x1} est petit. Soit encore ϵ ą 0. Nous allons
montrer la continuité en x. Pour cela nous savons que pour tout N l’inégalité suivante est correcte :

}upxq ´ upx1q} ď
›››››
Nÿ

n“0
unpxq ´

Nÿ

n“0
unpx1q

››››› `
8ÿ

n“N`1
}unpxq} `

8ÿ

n“N`1
}unpx1q}. (12.1016)

Les deux derniers termes sont majorés par
ř8
n“N`1 }un}8 qui, par hypothèse, peut être rendu

aussi petit que souhaité en choisissant N assez grand. Nous choisissons donc un N tel que ces deux
termes soient plus petits que ϵ. Ce N étant fixé, la fonction

řN
n“0 un est continue et nous pouvons

choisir x1 assez proche de x pour que le premier terme soit majoré par ϵ.

Théorème 12.377 (Série uniforme de fonctions continues[1]).
Soit un espace topologique X ainsi qu’un espace vectoriel normé V . Soient des fonctions conti-
nues fn : X Ñ V . Si la série

ř8
n“0 fn converge uniformément 131, alors la fonction somme est

séquentiellement continue.
Si X est métrisable, alors la somme est continue.

Démonstration. Nous notons f la somme (qui existe par hypothèse) et par psN q la suite des sommes
partielles. En tant que somme finie de fonctions continues, chacune des fonctions sN est continue.
Ce que dit la définition 11.85, c’est que la convergence des sommes partielles est uniforme :

sN
unifÝÑ f. (12.1017)

La proposition 12.365 dit alors que f est séquentiellement continue.
Nous en déduisons la continuité de f dans le cas d’un espace métrisable avec la proposition

7.231.

Le corolaire suivant permet de considérer des séries de fonctions indexées par exemple par Z
plutôt que par N.

130. Définition 11.84.
131. Définition 11.85.
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Corolaire 12.378.
Une famille dénombrable de fonctions continues convergeant normalement converge vers une fonc-
tion continue.

Démonstration. Soit I dénombrable. Considérons une famille de fonctions continues pfnqnPI telles
que la famille p}fi}8qiPI soit sommable. Le proposition 11.115 nous permet d’utiliser une bijection
entre I et N. La proposition 12.376 s’applique alors.

Théorème 12.379 (Critère de Weierstrass).
Soit une suite de fonctions fk : A Ñ C telles que |fkpxq| ď Mk P R, @x P A. Si

ř8
k“1Mk converge,

alors
ř8
k“1 fk converge absolument et uniformément.

Démonstration. La convergence normale est facile : l’hypothèse dit que }fk}8 ď Mk, et donc que
8ÿ

k“1
}fk}8 ď

ÿ

k

Mk ă 8. (12.1018)

La convergence uniforme est à peine plus subtile. Nous nommons F la fonction somme. Pour
tout x et pour tout N , nous avons

›››››
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq

››››› “ }
8ÿ

n“N
fnpxq} (12.1019a)

ď
8ÿ

n“N
}fkpxq} (12.1019b)

ď
8ÿ

n“N
}fn}8. (12.1019c)

La convergence normale étant assurée, la série
ř8
n1

}fn}8 est finie, ce qui implique que la queue
de somme

ř8
n“N }fn}8 tend vers zéro lorsque N Ñ 8. Pour tout ϵ, il existe donc un N (non

dépendant de x) tel que

}
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq} ď ϵ. (12.1020)

En prenant le supremum sur x P A nous trouvons la convergence uniforme.

Remarque 12.380.
Il n’y a pas de critère correspondant pour les suites. Il n’est pas vrai que si limnÑ8 }fn} existe,
alors limnÑ8 fn existe, comme le montre l’exemple

fnpxq “

$
’&
’%

1 si x P r0, 1s et n est pair
1 si x P r1, 2s et n est impair
0 sinon.

(12.1021)

12.33 Permuter limite et dérivée
Une version avec intégrales de la démonstration qui suit est dans 14.279. Le même pour les

dérivées partielles sera le théorème 12.384.

Théorème 12.381 ([313, 340, 1], thème 61).
Soient une suite de fonctions fi : R Ñ R, une fonction f : R Ñ R et une fonction g : R Ñ R telles
que

(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1

i Ñ g uniformément sur tout compact.
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Alors
(1) fi Ñ f uniformément sur tout compact.
(2) f 1 “ g,
(3) f est de classe C1,

Démonstration. Un point à la fois.
(i) Pour (1) Soit un compact K Ă R. Dans cette partie, toutes les fonctions en jeu sont res-

treintes à K. En particulier, lorsque nous parlerons du module de continuité 132 ωg pour g
ou ωi pour f 1

i , nous parlerons en réalité des fonctions g|K et f 1
i |K .

Ceci dit, nous allons montrer que pfiq est une suite de Cauchy pour la norme uniforme 133.
Soit ϵ ą 0. On note ωi le module de continuité de f 1

i . Soient y P K, n P N et posons αn “ y´x
n`1 .

Pour tout i ě 0, nous avons la somme télescopique

fipyq “ fipxq `
nÿ

k“0

”
fipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnq

ı
. (12.1022)

Par le théorème des accroissements finis 12.195, il existe pour tout 0 ď k ď n un réel un,i,k P
rkαn, pk ` 1qαns tel que

fipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnq “ |αn|f 1
ipx` un,i,kq, (12.1023)

de sorte que

fipyq “ fipxq ` |αn|
nÿ

k“0
f 1
ipx` un,i,kq. (12.1024)

Et pour tout i, j ě 0, on obtient

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| ` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

jpx` un,j,kqˇ̌ (12.1025a)

ď |fipxq ´ fjpxq| (12.1025b)

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kqˇ̌

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,j,kq ´ f 1

jpx` un,j,kqˇ̌

ď |fipxq ´ fjpxq| (12.1025c)

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kqˇ̌

` |αn|
nÿ

k“0
}f 1
i ´ f 1

j}

ď |fipxq ´ fjpxq| ` |αn|
nÿ

k“0
ωip|αn|q ` |αn|

nÿ

k“0
}f 1
i ´ f 1

j} (12.1025d)

ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y| `ωip|αn|q ` }f 1
i ´ f 1

j}K
˘

(12.1025e)

ď |fipxq ´ fjpxq| `M
´
ωi
` M

n` 1
˘ ` }f 1

i ´ f 1
j}K

¯
(12.1025f)

Justifications :
— Pour (12.1025c) La norme supremum est forcément plus grande que la valeur en un

point.

132. Définition 11.263.
133. Et si vous avez bien suivi l’avertissement, c’est bien de la norme uniforme sur K que nous parlons.
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— Pour (12.1025d) Remarquer que }x`un,i,k ´ px`un,j,kq} “ }un,i,k ´un,j,k} ď |αn|. Cela
est donc une bonne occasion de prendre la définition (11.810) du module de continuité :

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kqˇ̌ ď ωipαnq. (12.1026)

— Pour (12.1025e), il y a n` 1 termes dans les sommes et αn “ py ´ xq{pn` 1q.
— Pour (12.1025f), nous travaillons uniquement sur le compact K. En particulier x, y P K

et il existe un nombre M ne dépendant que de K tel que |y ´ x| ă M . De plus ωi est
décroissante. Donc en remplaçant |y ´ x| par M nous majorons.

Recopions notre dernière inéquation :

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| `M
´
ωi
` M

n` 1
˘ ` }f 1

i ´ f 1
j}K

¯
(12.1027)

Vu que fi est de classe C1, la fonction f 1
i est continue. Et vu que nous travaillons sur le

compact K, elle est même uniformément continue (proposition 12.81). Le lemme 11.265
dit qu’une fonction uniformément continue a un module de continuité continu en zéro :
limδÑ0 ωipδq “ 0. Nous pouvons donc prendre la limite n Ñ 0 pour nous supprimer le
module de continuité :

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| `M}f 1
i ´ f 1

j}K . (12.1028)

Nous prenons maintenant le supremum par rapport à y :

}fi ´ fj}K ď |fipxq ´ fjpxq| `M}f 1
i ` f 1

j}K . (12.1029)

Par hypothèse nous avons la convergence simple fi Ñ f , c’est-à-dire la convergence fipxq RÝÑ
fipxq pour tout x. Pour le x que nous nous sommes fixés, la suite i ÞÑ fipxq est donc une
suite de Cauchy dans R.
Soit ϵ ą 0. Il existe N P N tels que si i, j ą N nous avons |fipxq ´ fjpxq| ă ϵ. De même
la convergence uniforme f 1

i
}.}KÝÑ g implique que f 1

k est également de Cauchy pour la norme
uniforme. Donc pour un i, j ą N (éventuellement un autre N , mais on prend le maximum
entre les deux), nous avons }f 1

i ´ f 1
j} ă ϵ.

Donc si i, j ą N nous avons

}fi ´ fj}K ď ϵ`Mϵ “ pM ` 1qϵ. (12.1030)

Nous avons donc prouvé que pfiq est une suite de Cauchy pour la norme }.}K . Cela implique
que pfiq a une limite uniforme sur K. Vu que nous avons déjà fi Ñ f , nous en déduisons que
sur K, cette limite est uniforme :

fi
}.}KÝÑ f. (12.1031)

Voilà qui prouve la convergence uniforme sur tout compact.

(ii) Pour (2) Nous ne savons encore rien de la fonction limite f . Nous montrons qu’elle est
dérivable et que f 1 “ g.
Soient y P R et un voisinage compact K “ Bpy, δq de y avec δ ą 0. Pour tout i ą 0 nous
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avons :
ˇ̌
ˇfpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyq

ˇ̌
ˇ (12.1032a)

ď |fpyq ´ fipyq|
δ

` |fpy ` δq ´ fipy ` δq|
δ

` ˇ̌fipy ` δq ´ fipyq
δ

´ gpyqˇ̌ (12.1032b)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` ˇ̌fipy ` δq ´ fipyq
δ

´ gpyqˇ̌ (12.1032c)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` |f 1
ipuq ´ gpyq| (12.1032d)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` |f 1
ipuq ´ f 1

ipyq| ` |f 1
ipyq ´ gpyq| (12.1032e)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` |f 1
ipuq ´ f 1

ipyq| ` }f 1
i ´ g}K (12.1032f)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` ωip|u´ y|q ` }f 1
i ´ g}K (12.1032g)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` }f 1
i ´ g}K ` ωip2δq (12.1032h)

ď 2
δ

}fi ´ f}K ` }f 1
i ´ g}K ` ωgp2δq (12.1032i)

Justifications :
— Pour 12.1032d. Nous avons utilisé le théorème des accroissements finis 12.195, qui assure

l’existence de u P Bpy, δq tel que

fipy ` δq ´ fipyq
δ

“ f 1
ipuq. (12.1033)

— Pour 12.1032f. Nous faisons un supremum sur le y P K dans le dernier terme.
— Pour 12.1032h. Nous majorons |u´ y| par le diamètre 2δ du compact K “ Bpy, δq.
— Pour 12.1032i. Le lemme 11.266 et le fait que f 1

i
}.}KÝÑ g.

Recopions la dernière inégalité :
ˇ̌fpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyqˇ̌ ď 2

δ
}fi ´ f}K ` }f 1

i ´ g}K ` ωgp2δq. (12.1034)

Nous prenons la limite i Ñ 8. Par le point (1) nous savons que }fi´f}K Ñ 0. Par hypothèse
nous savons aussi que }f 1

i ´ g}K Ñ 0. Nous restons donc avec
ˇ̌fpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyqˇ̌ ď ωgp2δq. (12.1035)

Or, par uniforme continuité de g, nous avons limδÑ0 ωgpδq “ 0, donc la limite dans le membre
de gauche se passe bien et

lim
δÑδ

fpy ` δq ´ fpyq
δ

“ gpyq, (12.1036)

ce qui signifie que f est dérivable en y et que la dérivée est gpyq.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 12.382
Aussi incroyable que cela puisse paraitre, je n’ai pas trouvé d’énoncés du théorème 12.384. Donc
soyez prudente. C’est donc une adaptation personnelle du cas sur R. Écrivez-moi si vous avez un
problème ou un doute.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 12.383
De plus, l’énoncé de 12.384 demande la convergence uniforme des dérivées directionnelles dans
toutes les directions. Je ne serais pas étonné que la convergence uniforme seulement des dérivées
partielles dans les directions « de base » suffise.
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Théorème 12.384 ([313, 340, 1], thème 61).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient un ouvert U de V et des fonctions fk : U Ñ W ,
une autre fonction f : U Ñ W ainsi que, pout toute direction 134 α P V , des fonctions gα : U Ñ W .
Nous supposons que

(1) Les fk sont de classe C1.
(2) fk Ñ f simplement.
(3) Bαfk Ñ gα uniformément sur tout compact.

Alors
(1) Nous avons la convergence fi Ñ f uniformément sur tout compact.
(2) Pour toute direction α, nous avons Bαf “ gα.
(3) La fonction f est de classe C1 sur U .

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Uniforme convergence sur les boules fermées Soit a P U . Nous considérons r ą 0 tel

que Bpa, rq Ă U (ça existe parce que U est ouvert ; il suffit de prenre r plus petit qu’un qui fait
que Bpa, rq Ă U), et nous posons K “ Bpa, rq. Nous allons prouver l’uniforme convergence

fi
}.}

Bpa,rqÝÑ f , et nous verrons plus tard comment faire pour l’uniforme convergence sur un
compact général dans U .
Nous restreignons toutes les fonctions à K. Nous notons ωα,i le module de continuité 135 de
Bαfi. Pour chaque n P N nous définissons encore

αn : V Ñ V

x ÞÑ a´ x

n` 1 .
(12.1037)

Soit x P Bpa, rq. Nous écrivons la somme télescopique

fipxq “ fipaq `
nÿ

k“0

“
fi
`
a` pk ` 1qαnpxq˘ ´ fi

`
a` kαnpxq˘‰ (12.1038)

Notez que les points auxquels sont évalués fi sont dans Bpa, rq parce que, si l P r0, n ` 1s,
nous avons

}a` lαnpxq ´ a} “ }lαnpxq} “ l
}a´ x}
n` 1 ď }a´ x} ď r. (12.1039)

Ce point est important parce que rien ne nous dit que U est convexe ; pour la suite nous
avons besoin que tous les points sur les segments entre a et les différents points que nous
allons considérer restent dans Bpa, rq. C’est d’ailleurs pour cette convexité de la boule que
nous commençons notre preuve par le cas où K est une boule. Bref.
Le théorème des accroissements finis 12.249 nous assure l’existences d’éléments

yk,i P “
a` pk ` 1qαnpxq, a` kαnpxq‰ (12.1040)

tels que

fi
`
a` pk ` 1qαnpxq˘ ´ fi

`
a` kαnpxq˘ “ pBβfq`yk,ipxq˘αnpxq. (12.1041)

Notez que les yj,ipxq sont dans Bpa, rq.
134. Ici le mot « direction » n’a pas de sens particulier ; c’est juste un élément quelconque. Si nous faisions de la

géométrie différentielle hard-core, ce serait un vecteur tangent.
135. Définition 11.263.



1056 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Soit ϵ ą 0. Nous allons calculer }fipxq ´ fjpxq} en substituant les valeurs de fipxq et fjpxq
données par (12.1038). Nous avons :

♣ “ }fipxq ´ fjpxq} ď }fipaq ´ fjpaq} `
nÿ

k“0
}αnpxq}}pBβfiq

`
yk,ipxq˘ ´ pBβfjq

`
yk,jpxq˘}

(12.1042a)

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,ipxq˘ ´ pBβfjq

`
yk,jpxq˘} (12.1042b)

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,ipxq˘ ´ pBβfiq

`
yk,jpxq˘} (12.1042c)

` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,jpxq˘ ´ pBβfjq

`
yk,jpxq˘}

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0

››ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}˘›› (12.1042d)

` r

n` 1

nÿ

k“0
}Bβfi ´ Bβfj}

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0

››ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}˘›› ` r

n` 1

nÿ

k“0
ϵ (12.1042e)

Justifications :
— Pour (12.1042c). Majoration }αnpxq} ď r

n`1 . De plus nous considérons des i et j assez
grands pour que }fipaq ´ fjpaq}K ď ϵ. Cela est possible parce que pfiq est une suite de
Cauchy pour la norme uniforme sur K.

— Pour (12.1042d). Utilisation du module de continuité, définition 11.263.

— Pour (12.1042e). Nous avons la convergence uniforme Bβfi Bpa,rqÝÑ gβ, de sorte que i ÞÑ
Bβfi est une suite de Cauchy. Si i et j sont assez grands, nous pouvons majorer }Bβfi ´
Bβfj} ď ϵ.

Étudions deux minutes ce qui est dans le module de continuité de (12.1042e). Nous avons
yk,ipxq P “

a ` pk ` 1qαnpxq, a ` kαnpxqs, donc la différence }yk,ipxq ´ yk,jpxq} se majore par
la taille de cet intervalle :

}yk,ipxq ´ yk,jpxq} ď }a´ kαnpxq ´ `
a` pk ` 1qαnpxq˘} “ }αnpxq}. (12.1043)

Vu que le module de continuité est une fonction croissante,

ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}˘ ď ωβ,i

`}αnpxq}˘ ď ωβ,i

ˆ}a´ x}
n` 1

˙
ď ωβ,i

ˆ
r

n` 1

˙
. (12.1044)

En substituant tout ça dans (12.1042e), nous continuons :

♣ ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
ωβ,i

` r

n` 1
˘ ` rϵ ď ϵ` rωβ,i

ˆ
r

n` 1

˙
` rϵ (12.1045)

Résumons. Pour tout x P Bpa, rq, pour tout n P N, si i et j sont assez grands, nous avons la
majoration

}fipxq ´ fjpxq} ď ϵ` rωβ,i
` r

n` 1
˘ ` rϵ. (12.1046)

Nous pouvons prendre la limite n Ñ 8 de deux côtés. Vu que Bβfi est uniformément conti-
nue 136, le module de continuité tend vers zéro (lemme 11.265).

136. Elle est continue sur un compact, proposition 12.81.
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Si i et j sont assez grands, nous avons donc

}fipxq ´ fjpxq} ď ϵp1 ` rq, (12.1047)

et donc aussi
}fi ´ fj}Bpa,rq ď }fipxq ´ fjpxq} ď ϵp1 ` rq. (12.1048)

Cela prouve que pfiq est une suite de Cauchy pour }.}K . Donc fi converge uniformément vers
une certaine fonction. Vu qu’elle converge simplement vers f , elle converge uniformément
vers f .
Nous avons donc prouvé que

fi
}.}

Bpa,rqÝÑ f, (12.1049)
c’est-à-dire la convergence uniforme sur toute boule compacte.

(ii) Convergence uniforme sur tout compact Soient un compact K de U , et ϵ ą 0. L’en-
semble tBpx, rquxPK,rą0 est un recouvrement de K par des ouverts. On en extrait un sous-
recouvrent fini, et on ferme les boules sans changer le fait que ce soit un recouvrement :

K Ă
nď

i“1
Bpai, riq. (12.1050)

Vue la convergence uniforme sur toute boule fermée, pour chaque i, il existe Ni tel que n ą Ni

implique
}fn ´ f}

Bpai,riq ă ϵ. (12.1051)

En prenant N ą maxtNiu, nous avons

}fn ´ f}K ă ϵ (12.1052)

pour tout n ą N .
(iii) Pour (2) Soit a P U et un voisinage compact K “ Bpa, δq de a. Nous considérons une

direction u avec }u} “ 1. Nous calculons un peu :

♡ “ }fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď }fpa` δuq ´ fipa` δuq
δ

} (12.1053a)

` }fipa` δuq ´ fipaq
δ

´ gupaq}

` }fipaq ´ fpaq
δ

}

ď 2
δ

}fi ´ f} ` }fipa` δuq ´ fipaq
δ

´ gupaq} (12.1053b)

Ici, la norme }fi´f} est une norme supremum sur K (vous devriez l’avoir deviné du contexte).
C’est le moment d’utiliser le théorème des accroissements finis 12.249 : il existe y P ra`δu, as
tel que

fipa` δuq ´ fipaq
δ

“ pBifiqpyq (12.1054)

Nous continuons :

♡ ď 2
δ

}fi ´ f} ` }pBufiqpyq ´ gupaq} (12.1055a)

ď 2
δ

}fi ´ f} ` }pBufiqpyq ´ pBufiqpaq} ` }pBufiqpaq ´ gupaq} (12.1055b)

Nous introduisons le module de continuité 137 ωi,u de pBufiq pour traiter le premier terme :

}pBufiqpyq ´ pBufiqpaq} ď ωi,u
`}y ´ a}˘ ď ωi,upδq. (12.1056)

137. Définition 11.263.
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Nous utilisons aussi la convergence uniforme sur tout compact (point (1)) Bufi }.}KÝÑ gu pour
majorer le second terme de (12.1055b) par ϵ lorsque i est grand.
Nous continuons. Pour tout i assez grand, nous avons

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď 2
δ

}fi ´ f} ` ϵ` ωi,upδq. (12.1057)

Nous prenons la limite i Ñ 8 en tenant compte du lemme 11.266 : limiÑ8 ωi,upδq “ ωgpδq :

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď ϵ` ωgpδq. (12.1058)

Et enfin en prenant la limite δ Ñ 0 nous trouvons que pour tout ϵ,

lim
δÑ0

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď ϵ, (12.1059)

et donc nous avons prouvé que

lim
δÑ0

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} “ 0. (12.1060)

Cela prouve que pBufqpaq existe et vaut gupaq.
Vu que les gu sont continues, la fonction f est également de classe C1 par le théorème 12.306.

12.34 La fonction puissance

Si x et y sont des réels, définir xy n’est pas une mince affaire. Pour l’instant nous savons déjà
définir xn lorsque x P R et n P N. Voir la définition 1.200 et le thème 51.

Pour la suite nous notons
"
fαpxq “ xα (12.1061a)
gapxq “ ax (12.1061b)

pour autant que ces fonctions sont définies 138.

12.34.1 Sur les naturels

Définition 12.385.
La fonction puissance définie sur N s’étend à Z de la façon suivante :

x´n “ 1
xn

(12.1062)

pour n ě 0. Cela donne donne donc xn pour x P R et n P Z a l’exception de x “ 0 lorsque n ă 0.

Nous étudions quelques propriétés de cette fonction pour n ą 0 fixé.

12.386.
La limite

lim
xÑ8x

n “ 8 (12.1063)

demande la topologie sur la droite réelle achevée. C’est le lemme 12.32.

138. L’objet des pages suivantes est de déterminer pour quelles valeurs de a, α et x nous pouvons trouver des
définitions raisonnables pour ces fonctions.



12.34. LA FONCTION PUISSANCE 1059

Proposition 12.387.
Soit n P Nzt0u ; nous posons fnpxq “ xn.

Si n est pair,
fn : r0,8r Ñ r0,8r (12.1064)

est bijective.
Si n est impair,

fn : R Ñ R (12.1065)
est bijective.

Toutes les fonctions fn sont continues sur R.

Démonstration. En plusieurs morceaux, pas spécialement dans l’ordre auquel on s’attend.
(i) Continuité Soit x P R. En vertu de 12.56 nous allons prouver que limϵÑ0 fnpx` ϵq “ fnpxq.

Pour cela nous utilisons la formule du binôme 3.41 avec x, h ą 0 :

fnpx` hq “ px` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´khk. (12.1066)

Nous fixons x0 P R. Calcul :

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| “ |
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k

0 hk| (12.1067a)

ď
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k (12.1067b)

“ h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k´1 (12.1067c)

ď h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k. (12.1067d)

Justifications :
— Le terme k “ 0 est égal à xn “ fnpxq parce que

`
n
0
˘ “ 1.

— Dans la somme nous avons majoré |h| par 1, opération justifiée par le fait que nous
ayons dans l’idée de faire h Ñ 0.

Nous avons donc

lim
hÑ0

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| ď lim
hÑ0

h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k “ 0. (12.1068)

D’où la continuité de fn en tout point x0 P R.
(ii) Pour n pair ou impair, bijection sur les positifs Ceci sera déjà le résultat complet pour

les n pairs, et a moitié du résultat pour les n impairs.
(i) Stricte croissance Soit n ‰ 0 dans N. Nous commençons par prouver que fn est stric-

tement croissante sur r0,8r. Nous repartons de la formule du binôme, mais cette fois,
nous séparons les termes k “ 0 et k “ n des autres (si n “ 1, il y a un peu de réécriture)
en tenant compte de

`
n
0
˘ “ `

n
n

˘ “ 1 :

fnpx` hq “ xn ` hn `
n´1ÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´khk ą xn “ fnpxq. (12.1069)

Vous noterez que l’inégalité est stricte même si n “ 1.
Vu que nous avons stricte monotonie, le théorème 12.54(2) nous dit que

fn : r0,8r Ñ fn
`r0,8r˘ (12.1070)

est une bijection.
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(ii) Bijection Nous prouvons que fn
`r0,8r˘ “ r0,8r. Si x ą 0 alors fnpxq ą 0, cela prouve

une inclusion.
Pour l’autre inclusion nous savons que limxÑ8 fnpxq “ 8 par le lemme 12.32. Si y P
r0,8r, alors il existe x0 tel que fnpx0q ą y. Étant donné que fnp0q “ 0 et que nous
avons déjà prouvé que fn était continue (proposition 12.387), le théorème des valeurs
intermédiaires 10.87 nous indique l’existence de x1 P r0, x0r tel que fnpx1q “ y.

Nous avons prouvé que pour tout n, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r (12.1071)

est une bijection.
(iii) Pour n impair Nous montrons à présent que si n est impair, alors

fn : s´8, 0s Ñ s´8, 0s (12.1072)

est une bijection.
Tout se base sur le fait que si x ą 0 alors fnp´xq “ ´fnpxq. Le fait que (12.1071) soit
injective et surjective montre alors tout de suite le fait que (12.1072) soit également injective
et surjective.

Vous noterez que la continuité de fn démontrée dans la proposition 12.387 est indépendant de
la proposition 12.64 qui sera invoquée plus tard pour définir ax lorsque a ą 0 dans R.

12.34.2 Sur les rationnels, racines

L’existence, pour tout réel a ě 0, d’un réel r tel que r2 “ a est déjà faite en la proposition
1.455.

Définition 12.388 (Exposant rationnels).
La proposition 12.387 nous dit entre autres que pour tout n P N, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xn

(12.1073)

est bijective. Nous définissions alors, pour a P r0,8r,

a1{n “ f´1
n paq. (12.1074)

Autrement dit, le nombre a1{n est l’unique solution positive de

xn “ a. (12.1075)

12.389.
Nous ne définissons pas a1{n pour a ă 0, du moins pas encore. Vu que f3 est bijective sur R, il
serait tentant de définir p´1q1{3 “ f´1

3 p´1q “ ´1.
Cela causera un certain nombre de problèmes plus tard vu que nous aurons envie de deux

choses en même temps :
— d’une part lnp´1q “ iπ,
— d’autre part, ax “ ex lnpaq.

De cette façon, nous devrions avoir
p´1q1{3 “ eiπ{3, (12.1076)

qui est un nombre complexe non réel. Voici un exemple de ce que ça donne avec Sage :
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1 sage: a=( -1) **(1/3)
2 sage: a. real_part ()
3 1/2
4 sage: a. imag_part ()
5 1/2* sqrt (3)

tex/sage/sageSnip019.sage

Définition 12.390 (Racine).
Pour n P N nous définissons n

?
x “ f´1

n pxq. Lorsque n est pair, la fonction x ÞÑ n
?
x n’est définie

que sur R`, et lorsque n est impair, elle est définie sur tout R.

12.391.
Notons que les fonctions x ÞÑ 3

?
x et x ÞÑ x1{3 ne sont pas les mêmes : la première est définie sur

tout R et donne des valeurs réelles tandis que la seconde n’est (pour l’instant) définie que sur les
positifs, et donnera (quand on l’aura définie par l’exponentielle) des nombres complexes sur les
négatifs.

En suivant cette convention, c’est-à-dire en réservant la notation ? pour l’inverse de f2, nous
ne devrions pas écrire des choses comme «

?´1 “ i », mais plutôt « p´1q1{2 “ i ». En effet,
?´1

n’est pas défini et ne sera jamais défini alors que p´1q1{2 n’est pas encore défini, mais sera défini
par

p´1q1{2 “ e
1
2 lnp´1q “ eiπ{2 “ i. (12.1077)

En résumé, nous avons les fonctions suivantes :
(1) n

? : R Ñ R si n est impair,
(2) n

? : r0,8r Ñ r0,8r si n est pair,

(3) x1{n : r0,8r Ñ r0,8r pour tout n P N.
Cependant nous n’hésiterons pas à utiliser la notation

?
x pour x1{2 même lorsque x est négatif,

parce c’est une notation très pratique. Il faut garder en tête que cette façon de faire est incohérente
parce qu’elle inciterait à penser que 3

?´1 “ eiπ{3 au lieu de 3
?´1 “ ´1.

Pour toute la suite de cette section, nous allons considérer ax uniquement pour a ą 0.

Définition 12.392.
Pour m,n P N nous définissons (a1{n est la définition 12.388)

am{n “ pamq1{n, (12.1078)

ce qui définit la fonction puissance sur Q`. Enfin nous posons

a´q “ 1
aq

(12.1079)

lorsque q P Q`.
Et avec tout ça, lorsque a ą 0 nous avons défini aq pour tout q P Q.

Nous allons souvent noter la définition (12.1078) sous la forme

fm{npxqn “ xm. (12.1080)

Lemme 12.393 ([1]).
Si a, b ą 0, nous avons

(1) Pour n P N nous avons pabq1{n “ a1{nb1{n.
(2) Pour n,m P N nous avons pabq1{n “ a1{nb1{n.
(3) Pour q P N nous avons pabqq “ aqbq.
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Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Utilisant la formule pour les exposants entiers, nous avons

”
pa1{nqpb1{nq

ın “ pa1{nqnpb1{nqn “ ab. (12.1081)

Donc le nombre x “ a1{nb1{n vérifie xn “ ab. Autrement dit x “ f´1
n pabq “ pabq1{n

(ii) Pour (2)
(iii) Pour (3)

Lemme 12.394 ([1]).
Pour a ą 0 et p, q P Z nous avons :

ap{q “ papq1{q “ pa1{qqp. (12.1082)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction de la positivité du numérateur et du dénomi-
nateur.

(i) Numérateur et dénominateurs positifs Nous commençons avec p, q P N. La première
égalité est la définition 12.388. Pour la seconde, la définition de papq1{q est d’être le x ą 0 tel
que

xq “ ap. (12.1083)

La définition de a1{q est d’être le y ą 0 tel que

yq “ a. (12.1084)

Ce y vérifie donc aussi ypq “ ap et donc pypqq “ ap. Autrement dit, yp “ x, c’est-à-dire
exactement

pa1{qqp “ papq1{q. (12.1085)

Le lemme est prouvé dans le cas où p, q P N.
(ii) Numérateur et dénominateur négatifs Si p et q sont tous les deux négatifs, nous re-

marquons que p{q “ p´pq{p´qq et nous sommes dans le même cas qu’avant.
(iii) Numérateur négatif, dénominateur positif Pour simplifier les notations nous suppo-

sons toujours p, q P N mais nous considérons ap´pq{q. Nous avons d’une part :

ap´pq{q “ a´pp{qq “ 1
ap{q “ 1

pa1{qqp “ pa1{qq´p. (12.1086)

Dans ce calcul, nous avons utilisé au dénominateur le résultat dans le cas positif.
Le lemme 7.226(3) nous dit que p1{apq “ p1{aqp. Nous faisons le calcul suivant :

pa´pq1{q “
ˆˆ

1
a

˙p˙1{q
“
˜ˆ

1
a

˙1{q¸p

“
ˆ

1
a1{q

˙p
“ 1

pa1{qqp “ pa1{qq´p (12.1087)

où nous avons utilisé le résultat avec 1{a en guise de a.
(iv) Numérateur positif, dénominateur négatif Nous traitons maintenant ap{p´qq. Nous avons

d’une part

ap{p´qq “ a´pp{qq “ 1
ap{q “ 1

papq1{q “ papq´p1{qq “ papq1{p´qq. (12.1088)

Et d’autre part :

ap{p´qq “ 1
ap{q “ 1

pa1{qqp “
ˆ

1
a1{q

˙p
“
´
a´p1{qq

¯p “ pa1{p´qqqp. (12.1089)
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Le lemme suivant montre que la définition sur Q´ est cohérente avec celle sur Q`, au sens où
finalement nous retrouvons que am{n vérifie xn “ am quel que soient les signes de m et n.

Lemme 12.395 ([1]).
Le nombre y “ a´m{n vérifie l’équation y´n “ am

Démonstration. Nous posons x “ am{n, c’est-à-dire xn “ am. Nous avons, par définition y “
a´m{n “ 1

x . Alors

y´n “ 1` 1
x

˘n “ xn “ am, (12.1090)

donc c’est bon.

Lemme 12.396 ([1]).
Pour a ą 0 et q, q1 P Q nous avons

aqaq
1 “ aq`q1

. (12.1091)

Démonstration. Nous mettons q et q1 au même dénominateur. Soient q “ s{c et q1 “ r{c avec
s, r P Z et c P N. En utilisant les égalités du lemme 12.394 nous trouvons

as{car{c “ pa1{cqspa1{cqr “ pa1{cqs`r “ aps`rq{c “ aq`q1

. (12.1092)

Lemme 12.397 ([1]).
La fonction puissance prend les valeurs suivantes.

(1) Si a “ 1 alors aq “ 1 pour tout q P Q.
(2) Si a ą 1 alors

— aq ą 1 si q ą 0
— aq ă 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

(3) Si a ă 1 alors
— aq ă 1 si q ą 0
— aq ą 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

Démonstration. Si a “ 1 alors ak “ 1 pour tout k P N. Ensuite, pour m,n P N, an{m est solution
de xm “ an “ 1, donc x “ 1. En ce qui concerne les puissances négatives, 1{1 “ 1.

Si a ą 1 alors ak ą 1 pour tout k P N. De plus pour q ą 0 nous avons q “ m{n avec m,n P N.
Alors am{n est solution de xm “ an ą 1. Or pour x ď 1 nous avons xm ď 1, donc la solution à
xm “ an vérifie forcément x ą 1.

Toujours avec a ą 1, si q ă 0 nous posons q “ ´q1 avec q1 ą 0. Alors

aq “ q´q1 “ 1
aq1 . (12.1093)

Mais aq1 ą 1, donc l’inverse est inférieur à 1.
En ce qui concerne les cas a ă 1, ils sont obtenus en posant b “ 1{a et en calculant

aq “
ˆ

1
b

˙q
“ 1
bq

“ b´q. (12.1094)
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Proposition 12.398 ([1]).
Soit a ą 1. Alors

lim
nÑ8 a

n “ 8. (12.1095)

Démonstration. Soient a ą 1 et M ą 0. Nous devons prouver qu’il existe n P N tel que an ą M .
Nous posons a “ 1 ` h. Alors en utilisant la formule du binôme,

an “ p1 ` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
hn´k. (12.1096)

Tous les termes de la somme sont strictement positifs. Prenons le terme k “ n´ 1. Il vaut
ˆ

n

n´ 1

˙
h “ nh. (12.1097)

Donc an ě nh, donc oui, cela peut être rendu arbitrairement grand avec n sans toucher à a parce
que N est archimédien par la proposition 1.81.

Proposition 12.399 ([1]).
Pour a ą 0 nous considérons la fonction

ga : Q Ñ R

q ÞÑ aq.
(12.1098)

(1) Si a P s0, 1r alors ga est décroissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 0, lim

qÑ´8 gapqq “ 8. (12.1099a)

(2) Si a ą 1 alors ga est croissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 8, lim

qÑ´8 gapqq “ 0. (12.1100a)

Démonstration. Nous prouvons le cas a ą 1. L’autre cas s’en déduit en posant b “ 1{a. Pour la
croissance, soient q P Q et r ą 0 dans Q. En utilisant le lemme 12.396, nous avons

aq`r “ aqar ą aq (12.1101)

parce que ar ą 1 par le lemme 12.397.
En ce qui concerne la limite q Ñ 8, la fonction ga est croissante et non bornée par la proposition

12.398. Donc sa limite est 8.
Pour la limite q Ñ ´8, nous avons

lim
qÑ´8 a

q “ lim
qÑ8 a

´q “ lim
qÑ8

1
aq

“ 0. (12.1102)

Proposition 12.400 ([1]).
Soit a ą 0. Nous avons

lim
qÑ0

aq “ 1. (12.1103)

Notons que cette limite est une limite dans Q parce que nous n’avons même pas encore défini ax
lorsque x est irrationnel.

Démonstration. Nous notons, comme à l’accoutumée, gapxq “ ax. Nous allons prouver que pour
toute suite pxkq dans Q telle que xk Ñ 0, nous avons axk Ñ 1.
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(i) Suite positive Soit une suite de rationnels xk Ñ 0 avec xk ą 0. En définissant yk par
xk “ 1{yk nous savons que a1{yk est la solution de xyk “ a.
Nous posons tk “ axk et notre but est de prouver que tk Ñ 1. Pour tout k nous avons la
relation

tyk
k “ a. (12.1104)

Soit s ą 1. Il existe un M ą 0 tel que yk ą M implique syk ą a (proposition 12.398). Donc
dès que yk ą M nous avons tk ă s.
De la même manière, si r ă 1, il existe un R ą 0 tel que yk ą R implique ryk ă a. Donc dès
que yk ą R nous avons tk ą r.
Soit donc un voisinage sr, sr de 1 (avec r ă 1 et s ą 1). Nous avons les nombres M et R
correspondant et nous posons L “ maxtM,Ru. Soit K tel que k ą K implique yk ą L. Alors
pour k ą K nous avons aussi tk ă s et tk ą r, c’est-à-dire tk P sr, sr.
Cela prouve que tk Ñ 1.

(ii) Suite négative Supposons maintenant que pxkq est une suite de rationnels vérifiant xk Ñ 0
avec xk ă 0. En posant zk “ ´xk, la suite pzkq est dans le cas précédent et nous avons

axk “ a´zk “ 1
azk

Ñ 1. (12.1105)

(iii) Suite générale Si xk
QÝÑ 0 avec xk ‰ 0. Nous considérons la suite tk “ axk . Toute sous-

suite contient une sous-suite avec xk ą 0 ou une sous-suite avec xk ă 0. Dans les deux cas,
la sous-sous-suite converge vers 1. Le lemme 7.60 conclut que tk Ñ 1.

(iv) Conclusion Pour toute suite xk Ñ 0 nous avons gapxkq Ñ 1. Par le critère séquentiel de la
limite (proposition 7.225) nous avons limxÑ0 gapxq “ 1.

Lemme 12.401.
Soit a ą 0. La fonction

ga : Q Ñ R

x ÞÑ ax
(12.1106)

est continue.

Démonstration. Soient x P Q et une suite xk Ñ 0 (toujours dans Q) et utilisons le lemme 12.396 :

ax`xk “ axaxk . (12.1107)

Cela est, dans R, le produit entre une constante (ax) et une suite. La limite est donc le produit
de cette constante et la limite de la suite (si elle existe). Par la proposition 12.400 nous avons la
limite axk Ñ 1, et donc

lim
kÑ8 a

x`xk “ ax, (12.1108)

ce qui prouve la continuité (caractérisation séquentielle, proposition 7.127) de ga.

Proposition 12.402 ([1, 159]).
Soit a ą 0 dans R. La fonction

ga : Q Ñ R

q ÞÑ aq
(12.1109)

est Cauchy-continue.

Démonstration. En quelque étapes.



1066 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

(i) Pour a ą 1 Avant de nous lancer dans la preuve directe, nous prouvons une petite formule.
Soit ϵ ą 0. Vu que, par la proposition 12.400, limqÑ0 gapqq “ 1, il existe δ ą 0 tel que
0 ă q ă δ implique |1 ´ gapqq| ă ϵ.
Soient maintenant p, q P Q tels que |p ´ q| ă δ. En utilisant de plus la définition (12.1079)
et la formule du lemme 12.396,

|gapqq ´ gappq| “ |gapqq|
ˇ̌
ˇ̌1 ´ gappq

gapqq
ˇ̌
ˇ̌ (12.1110a)

“ |gapqq||1 ´ gapp´ qq| (12.1110b)
ď |gapqq|ϵ. (12.1110c)

Nous y allons pour la preuve directe. Soit une suite de Cauchy pqnq dans Q. Nous devons
prouver que la suite n ÞÑ gapqnq est de Cauchy dans R. Soit ϵ ą 0.
La suite pqnq étant de Cauchy dans Q, elle l’est également dans R, elle est bornée parce que
convergente vu que R est complet 139. Vu que ga est croissante 140 et que pqnq est bornée, il
existe M tel que |gapqnq| ď M pour tout n.
Nous considérons δ tel que 0 ă q ă δ implique |1 ´ gapqq| ď ϵ, ainsi que N tel que i, j ą N
implique |qi ´ qj | ď δ (là nous utilisons le fait que pqnq est de Cauchy). Pour de tels N, i, j
nous avons

|gapqiq ´ gapqjq| ď Mϵ. (12.1111)
Donc la suite gapqnq est de Cauchy.

(ii) Pour a “ 1 La fonction ga est constante.
(iii) Pour a “ 0 Dans ce cas aq “ 0 pour tout q, et l’image de toute suite de Cauchy est de

Cauchy.
(iv) Pour 0 ă a ă 1 Considérons une suite de Cauchy pqiq dans Q. Nous posons b “ 1{a, et

nous utilisons la définition 12.392 ainsi que le lemme 12.393 :

aqi “ 1
bqi

“ b´qi . (12.1112)

La suite p´qiq est de Cauchy et b ą 1, donc la suite i ÞÑ b´qi est de Cauchy par le point
précédent.

12.403.
L’ingrédient magique qui fait fonctionner la proposition 12.402 est le fait que gapx`yq “ gapxqgapyq
couplé au fait que limqÑ0 gapqq “ 1. C’est cela qui débloque la situation pour étendre la fonction
puissance de Q vers R en utilisant le lemme 12.64.

Le chemin suivi par [390] pour étendre la fonction puissance de Q vers R est un peu différent :
il définit ax “ suptaq tel que q ă x, q P Qu. La preuve que cette définition donne x ÞÑ ax continue
sur R repose, elle aussi, essentiellement sur le fait que limqÑ0 aq “ 1.

Il y a donc une certaine justice.

Proposition-Définition 12.404 (Fonction puissance[1]).
Si a ą 0 la fonction

ga : Q Ñ R

x ÞÑ ax.
(12.1113)

est Cauchy-continue par la proposition 12.402. Si x P R nous définissons

ax “ g̃apxq (12.1114)

où g̃a est l’extension de ga donnée par le lemme 12.64.
Nous allons la noter ga également, et écrire ax la valeur de ga même lorsque x n’est pas un

rationnel.
139. Théorème 7.258.
140. Proposition 12.399(2).
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Proposition 12.405 ([1]).
Quelques propriétés de la fonction puissance.

(1) Pour a ą 0, la fonction ga : x ÞÑ ax est continue sur R.
(2) Pour a ą 1, la fonction ga : x ÞÑ ax est croissante.
(3) Pour a ą 0 et x, y P R nous avons

axay “ ax`y. (12.1115)

En particulier,
a´x “ 1

ax
. (12.1116)

Démonstration. La continuité de x ÞÑ ax est par construction. Le point (1) est fait.
Pour le point (2), lorsque a ą 1, la fonction fa : Q Ñ R est croissante (proposition 12.399).

Donc par la proposition 12.66, la fonction x ÞÑ ax est croissante sur R.
Et enfin pour le point (3), il faut faire un peu plus attention. Soient des suites xi Ñ x et yi Ñ y

dans Q. Calculons :

axay “ plim
i
axiqay (12.1117a)

“ lim
i

`
axiay

˘
(12.1117b)

“ lim
i

`
lim
k
axiayk

˘
(12.1117c)

“ lim
i

`
lim
k
axi`yk

˘
(12.1117d)

“ lim
i
axi`y (12.1117e)

“ ax`y. (12.1117f)

Justifications :
— Pour 12.1117a. Définition de ax lorsque x P R.
— Pour 12.1117b. Nous entrons le nombre ay dans la limite. Entrer un facteur dans une limite

convergente dans R est un acte anodin.
— Pour 12.1117c. Définition de ay, et renter le nombre réel axi dans la limite sur k.
— Pour 12.1117d. Utilisation du lemme 12.396, valable pour xi, yk P Q.
— Pour 12.1117e. Pour i fixé, la suite k ÞÑ xi`xk est une suite de rationnels qui converge vers le

réel xi`y. Par définition 12.404 de la fonction puissance nous avons alors limk a
xi`yk “ axi`y.

— Pour 12.1117f. La suite de réels i ÞÑ xi`y converge dans R vers le réel x`y. Par la continuité
de t ÞÑ at (ça fait partie du lemme 12.64 définissant la fonction puissance sur R) nous avons
limi a

xi`y “ ax`y.
Vous remarquerez que les limites sur k et sur i ne s’enlèvent pas tout à fait avec la même

justification. Nous aurions pu invoquer la continuité sur R de t ÞÑ at pour les deux limites. Mais
cette continuité, dans le cas d’une suite purement constituée de rationnels, est la définition de la
prolongation vers R.

Lemme 12.406.
Soient a, b ą 0. Si 1 ă x ă y alors

a´ b ă ay ´ bx. (12.1118)

Démonstration. Nous posons y “ x` s avec s ą 0. Alors

ay ´ bx “ apx` sq ´ bx “ pa´ bqx` as ą pa´ bqx ą a´ b (12.1119)

parce que as ą 0 et x ą 1.
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Proposition 12.407 ([1]).
Pour q ą 0 dans Q, la fonction

fq : Q` Ñ R

x ÞÑ xq
(12.1120)

est strictement croissante.

Démonstration. Division selon la généralité de q.
(i) Si q est entier positif Soit q “ n P N. Si s ą 0 alors l’inégalité px ` sqn ą xn découle du

binôme de Newton de la proposition 3.41.
(ii) Si q est rationnel Soient un rationnel q “ m{n et un nombre strictement positif s. Nous

avons, par la définition 12.388 sous la forme (12.1080) :

fm{npx` sqn “ px` sqm ą xm “ fm{npxqn. (12.1121)

Nous avons utilisé la stricte croissance de x ÞÑ xm. Cela donne

fm{npx` sqn ą fm{npxqn. (12.1122)

En utilisant encore la stricte croissance de x ÞÑ xn, nous avons le résultat.

Corolaire 12.408.
Soient 1 ă b ă a dans R et des rationnels strictement positifs p ă q. Alors

ap ´ bp ă aq ´ bq (12.1123)

Démonstration. Nous notons q “ p` r avec r ą 0 dans Q. Par la proposition 12.407,

ar ą br. (12.1124)

Cela nous permet d’utilise le lemme 12.406 pour écrire

ap ´ bp ă apar ´ bpbr “ aq ´ bq. (12.1125)

Proposition 12.409 ([1]).
Soient a, b ą 0 et α P R. Nous avons :

aαbα “ pabqα. (12.1126)

Démonstration. Nous supposons que c’est bon pour α P N et α P Z. Pour les autres, nous donnons
plus de détails.

(i) Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Si am{n “ x et bm{n “ y, alors

xn “ am (12.1127a)
yn “ bm (12.1127b)

par (12.1080). Nous multiplions (12.1127a) par yn à gauche et par bm à droite : xnyn “ ambm.
En tenant compte du résultat pour N, nous avons

pxyqn “ pabqm, (12.1128)

ce qui signifie que le nombre xy est pabqm{n.
(ii) Pour Q´ Soit q P Q`, nous avons le calcul

a´qb´q “ 1
aqbq

“ 1
pabqq “ pabq´q. (12.1129)
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(iii) Pour R Soit une suite de rationnels αi Ñ α. Nous avons

aαbα “ `
lim
i
aαi

˘`
lim
j
bαj

˘ “ lim
i

`
aαibαi

˘ “ lim
i

pabqαi “ pabqα. (12.1130)

Justifications :
— la proposition 10.27 pour le produit des limites,
— le résultat dans Q que nous venons de prouver,
— la définition de pabqα comme limite de pabqαi .

Pour rappel, la proposition suivante, dans le cas de α P Q` est la proposition 12.407.

Proposition 12.410 ([1]).
Pour α ą 0, la fonction

fα : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xα
(12.1131)

est strictement croissante.

Démonstration. Nous rappellons que le cas α P Q` est déjà traité par la proposition 12.407. Soient
x P s0,8r et s ą 0. Nous allons montrer que fαpx ` sq ´ fαpxq ą 0. Pour cela nous décomposons
en plusieurs cas.

(i) x ą 1 Par la proposition 1.437, nous considérons une suite strictement croissante de rationnels
strictement positifs αi Ñ α. Pour tout i nous avons αi ą α0.
En utilisant la stricte croissance de fα0 et le lemme 12.397(2), nous avons les inégalités
1 ă xα0 ă px` sqα0 , et en particulier

0 ă px` sqα0 ´ xα0 . (12.1132)

De plus nous avons 1 ă x ă x` s et α0 ă αi pour tout i. Donc le corolaire 12.408 s’applique
et nous avons, pour tout i :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ă px` sqαi ´ xαi . (12.1133)

C’est le moment de passer à la limite i Ñ 8. La seconde inégalité devient non stricte, mais
la première reste :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ď px` sqα ´ xα. (12.1134)

Nous avons donc bien la stricte croissance de fα sur s1,8r.
(ii) 0 ă x ď 1 Nous choisissons encore αi Ñ α strictement croissante dans Q. Pour chaque i,

nous avons encore
px` sqαi ´ xαi ą 0. (12.1135)

Le passage à la limite change l’inégalité stricte en inégalité large, et ne permet donc pas de
conclure immédiatement. Nous devons donc ruser. Soit k P N tel que kpx` sq ą 1 et kx ą 1
(existence parce que R est archimédien, proposition 1.423). Nous avons :

`
kpx` sq˘α ´ pkxqα ą 0 (12.1136)

par la partie « x ą 1 » que nous venons de prouver. Grâce à la proposition 12.409 nous
pouvons factoriser kα :

0 ă `
kpx` sq˘α ´ pkxqα “ kα

`px` sqα ´ xα
˘
. (12.1137)

Vu que kα ą 0, cela implique px` sqα ´ xα ą 0, ce qu’il fallait.
Nous avons fini de prouver que la fonction fα était strictement croissante sur s0,8r.
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Lemme 12.411.
Si p ě 1 et si x P r0, 1s alors xp ď x.

Démonstration. Vu que p ě 1, nous avons p “ 1 ` α avec α ě 0. Nous pouvons donc écrire 141

xp “ x1`α “ xxα “ xfαpxq. (12.1138)

Vu que fα est croissante (proposition 12.410), que fαp0q “ 1 et que fαp1q “ 1, nous avons fαpxq P
r0, 1s dès lors que x P r0, 1s. Donc

xfαpxq ď x. (12.1139)

Nous prouvons à présent que fα est localement injective ; nous en avons besoin pour prouver la
continuité. Or cette continuité est nécessaire à prouver que fα est localement bijective. Donc nous
ne pouvons pas énoncer la bijectivité ici. Ce sera la proposition 12.417.

Proposition 12.412.
Soient α ‰ 0 et x P Rzt0u. Il existe un voisinage V de x sur lequel

fα : V Ñ fαpV q (12.1140)

est injective.

Démonstration. Soit x ą 0 ; nous considérons un voisinage V de x inclu à s0,8r. Soit y P V ; pour
fixer les idées nous supposons y ă x. Par la stricte croissance de fα sur s0,8r (proposition 12.410),
nous avons fαpyq ă fαpxq et en particulier fαpxq ‰ fαpyq.

Le cas x ă 0 se traite de façon analogue, avec la stricte décroissance de fα sur s´8, 0r.
Notons que les voisinages sur lesquels fα est injective sont assez grands. Ils peuvent être toute

une demi-droite, si l’on veut.

Lemme 12.413.
Soient α ą 0, une suite de rationnels strictement décroissante αi Ñ α ainsi que les fonctions

fαi : s1,8r Ñ R

x ÞÑ xαi .
(12.1141)

La famille tfαiuiPN est équicontinue 142.

Démonstration. Soient x ą 1, et α ą 0. Nous allons montrer que tfαiu est équicontinue en x. Soit
s tel que 1 ă x ă x` s ; le corolaire 12.408 nous enseigne que

px` sqp ´ xp ă px` sqq ´ xq (12.1142)

dès que p ă q. En particulier, fp étant croissante par la proposition 12.410,

0 ă px` sqαi ´ xαi ă px` sqα0 ´ xα0 . (12.1143)

Soit ϵ ą 0 et δ tel que s ă δ implique |px` sqα0 ´ xα0 | ă ϵ. Alors nous avons aussi, pour de tels δ
et s :

|px` sqαi ´ xαi | ă |px` sqα0 ´ xα0 | ă ϵ. (12.1144)
En procédant de même pour s ă 0, nous trouvons bien que

|yαi ´ xαi | ď ϵ (12.1145)

pour tout y P Bpx, δq.
Cela signifie que tfiu est équicontinue.

141. En utilisant la proposition 12.405(3).
142. Définition 7.289.
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Proposition 12.414 ([1]).
Soit α ą 0 dans R. La fonction

fα : R Ñ R

x ÞÑ xα
(12.1146)

est continue.

Démonstration. Nous allons subdiviser quelque cas.
(i) Pour α P N Nous supposons que ce cas va bien.
(ii) Pour α P Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Soit aussi ϵ ą 0. Nous avons :

fm{npxqn “ xm (12.1147a)
fm{npx` ϵqn “ px` ϵqm. (12.1147b)

L’équation (12.1147b) s’écrit aussi bien sous la forme

fn
`
fm{npx` ϵq˘ “ px` ϵqm. (12.1148)

En prenant la limite,
lim
ϵÑ0

“
fn
`
fm{npx` ϵq˘‰ “ xm “ fm{npxqn. (12.1149)

Vu que fn est continue, nous pouvons la permuter avec la limite dans le membre de gauche
tout en écrivant fm{npxqn “ fn

`
fm{npxq˘ dans le membre de droite :

fn
“

lim
ϵÑ0

fm{npx` ϵq‰ “ fn
`
fm{npxq˘. (12.1150)

La fonction fn étant injective dans un voisinage autour de x (proposition 12.412),

lim
ϵÑ0

fm{npx` ϵq “ fm{npxq, (12.1151)

ce qui est la continuité de fm{n en x.
(iii) Pour α P R` Nous prouvons séparément le cas x ă 1 et le cas x ě 1.

(i) Si x P s1,8r Commençons par x P s1,8r.
Soit une suite αi Ñ α strictement décroissante dans Q`. Le lemme 12.413 nous dit que
l’ensemble de fonctions tfαi : s1,8r Ñ RuiPN est équicontinu. La convergence simple
fαi Ñ fα étant par définition, la proposition 7.292 nous dit que la fonction fα : s1,8r Ñ
R est continue.

(ii) Si x P s0, 1s Soient maintenant x P s0, 1s, et ϵ ą 0. Il existe k P N tel que kx ą 1, et kα ą 1.
Soit δ1 ą 0 tel que Bpx, δ1q ą 0. Si y P Bpx, δ1q, alors

|yα ´ xα| ď kα|yα ´ xα| “ ˇ̌pkyqα ´ pkxqα ˇ̌. (12.1152)

Par ailleurs, vu que kx ą 1, la fonction fα est continue en kx. Il existe donc δ2 tel que

z P Bpkx, δ2q ñ ˇ̌
zα ´ pkxqα ˇ̌ ă ϵ. (12.1153)

Nous considérons δ ă minpδ1, δ2{kq. Si y P Bpx, δq, alors d’une part

|ky ´ kx| “ k|y ´ x| ď kδ ă δ2. (12.1154)

Pour un tel y nous avons donc ky P Bpkx, δ2q et donc

|yα ´ xα| ď ˇ̌pkyqα ´ pkxqα ˇ̌ ă ϵ. (12.1155)

Donc la continuité de fα en x.
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(iv) Pour α P R´ Si α ą 0, la fonction f´α est donnée par

f´αpxq “ 1
fαpxq (12.1156)

et est donc continue (sauf en x “ 0 où elle n’existe pas).

Proposition 12.415 ([1]).
Soient a ą 0 ainsi que x, y P R. Alors

paxqy “ payqx “ axy. (12.1157)

Démonstration. Nous découpons en fonction de la nature de x et y.

(i) x rationnel, y naturel Si q P Q et n P N alors la formule

paqqn “ anq (12.1158)

découle seulement d’une récurrence sur la formule 12.1115.
(ii) x, y P Q Soient y “ m{n avec n P Z, m P N et q P Q. Nous avons, en utilisant la partie

déjà démontrée et le lemme 12.394,

paqqy “ paqqm{n “ `paqqm˘1{n “ pamqq1{n “ amq{n “ ayq. (12.1159)

(iii) x, y irrationnels Soient des suites des rationnels xi Ñ x et yi Ñ y. En utilisant les défini-
tions,

paxqy “ lim
i

paxqyi “ lim
i

`
lim
j
axj

˘yi . (12.1160)

Fixons un i pour commencer. Nous avons, par la continuité de fyi (proposition 12.414)
`

lim
j
axj

˘yi “ fyi

`
lim
j
axj

˘ “ lim
j

`
fyipaxj q˘ “ lim

j
axjyi . (12.1161)

Nous avons utilisé le résultat déjà démontré dans le cas des rationnels. La suite j ÞÑ xjyi
est une suite dans Q qui converge vers le réel xyi, donc la limite sur j redonne la fonction
puissance : `

lim
j
axj

˘yi “ lim
j
axjyi “ axyi . (12.1162)

Le résultat découle maintenant de la prise de limite dans (12.1160) qui revient à prendre la
limite i Ñ 8 de l’expression dans (12.1162) :

paxqy “ lim
i

`
lim
j
axj

˘yi “ lim
i
axyi “ axy. (12.1163)

Proposition 12.416.
Soit α ą 0 dans R. Nous avons

lim
xÑ8x

α “ 8. (12.1164)

Démonstration. Nous séparons la preuve en fonction de la nature de α.
(i) Si α P N C’est le lemme 12.32.
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(ii) Si α “ 1{n Soit n ‰ 0 dans N, et prouvons que limxÑ8 x1{n “ 8. La proposition 12.405
nous indique que x ÞÑ x1{n “ f´1

n puq est croissante et continue. Elle possède donc une limite
ℓ éventuellement infinie par la proposition 12.39. Posons

lim
xÑ8 f

´1
n pxq “ ℓ. (12.1165)

Nous voulons appliquer fn des deux côtés et profiter de la continuité de fn pour permuter
avec la limite. Si vous avez peur du cas ℓ “ `8, supposez ℓ ‰ `8 et considérez ce qui suit
comme une preuve par l’absurde que ℓ “ `8. Nous avons :

fn
`

lim
xÑ8 f

´1
n pxq˘ “ lim

xÑ8 fn
`
f´1
n pxq˘ “ lim

xÑ8x “ 8. (12.1166)

donc fnpℓq “ 8, et nous concluons que ℓ “ 8.
(iii) Si α P Q Nous posons α “ p{q avec p, q P N. Alors

xα “ px1{qqp (12.1167)

par la proposition 12.415. Autrement dit,

lim
xÑ8x

α “ lim
xÑ8pfp ˝ f1{qqpxq “ 8 (12.1168)

parce que tant fp que f1{q ont une limite `8.
(iv) Le cas général Nous considérons enfin α ą 0 dans R. Le lemme 1.424 nous permet de

considérer q P Q tel que 0 ă q ă α. La proposition 12.405(2) nous dit que, pour chaque x,
xq ă xα. Donc

lim
xÑ8x

α ě lim
xÑ8x

q “ 8 (12.1169)

en utilisant le point précédent.

Proposition 12.417.
Soit α ą 0. La fonction

fα : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xα

(12.1170)

est bijective.

Démonstration. La proposition 12.410 nous dit que fα : s0,8r Ñ R est strictement croissante. Vu
que fαp0q “ 0, nous savons que fαpr0,8rq Ă r0,8r. La stricte croissance nous dit également que
fα est injective.

Il reste à voir que fα est surjective. Rappelons quelque faits.
— D’abord une facile : fαp0q “ 0.
— Nous avons limxÑ8 xα “ 8 par la proposition 12.416.
— La fonction fα est continue par la proposition 12.414.

Le théorème des valeurs intermédiaires 143 conclut que fα est surjective sur r0,8r.
Le lemme suivant montre en gros que xy croît plus rapidement en y qu’en x.

Lemme 12.418.
Pour tout α ą 0 et a ă 1 nous avons la limite

lim
nÑ8n

αan “ 0 (12.1171)

143. Voir 10.88.
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Démonstration. Soit k P N plus grand que α. Soit la suite numérique sn “ nkan. Tous ses termes
sont positifs et

sn
sn`1

“
ˆ

n

n` 1

˙k 1
a
. (12.1172)

Étant donné que n{n ` 1 Ñ 1 et que a ă 1, il existe un certain rang à partir duquel la suite psnq
est décroissante. Deux conclusions :

— Elle est majorée par une constante M .
— Elle est convergente par le lemme 10.33.

Soit l tel que kal ă 1 et n ą l alors

sn`l “ pn` lqkan`l ď knkanal “ kalsn ď kalM. (12.1173)

La majoration est due au fait que dans pn ` lqk nous avons k termes tous plus petits que nk. De
la même façon,

s2n`2l ď ka2ls2n ď ka2lM. (12.1174)

En posant φpiq “ in` il nous avons
sφpiq ď kaiM, (12.1175)

qui est une sous-suite convergente vers 0. Or si une suite est convergente (ce qui est le cas de psnq),
toutes les sous-suites convergent vers la même limite. Nous en concluons que sn Ñ 0.

12.419.
Une conséquence est que si vous voulez choisir un mot de passe fort, la longueur du mot est plus
importante que la taille de l’alphabet choisit : il est plus efficace de choisir une combinaison longue
qu’une combinaisons mélangeant des lettres, chiffres et symboles spéciaux.

Exemple : si vous choisissez un mot de passe contenant majuscules, minuscules, chiffres et
symboles spéciaux complètement mélangés (ne mentez pas, vous ne le faites pas), mais que vous
ne le choisissez que de taille 6, vous avez 726 possibilités (en supposant un jeu de 10 symboles
spéciaux).

Eh bien, en seulement 8 lettres minuscules, vous avez plus de possibilités : 268 ą 726.
De nombreux sites font l’erreur de considérer que

— « ggzxzheaiynshunxuydajkwyohgqxz » est un mot de passe faible,
— « azerty.2019A » est un mot de passe fort.

Il n’en est rien. Le premier est considérablement meilleur que le second, même si le second, très
superficiellement, mélange les lettres majuscules, minuscules, chiffres et symboles spéciaux.

Voilà voilà. La prochaine fois qu’un site vous refusera un mot de passe de 30 lettres minuscules
mélangées, vous saurez pourquoi il n’y a rien qui marche en informatique, et en particulier pourquoi
la sécurité générale de nos systèmes d’information est désastreuse.

Théorème 12.420.
Soit une matrice A P MpN,Cq. La suite pAnxq tend vers zéro pour tout x si et seulement si
ρpAq ă 1 où ρpAq est le rayon spectral de A

Démonstration. Dans le sens direct, il suffit de prendre comme x, un vecteur propre de A. Dans
ce cas nous avons Anx “ λnx. Mais λkx ne tend vers zéro que si λ ă 1. Donc toutes les valeurs
propres de A doivent être plus petites que 1 et ρpAq ă 1.

Pour l’autre sens nous utilisons la décomposition de Dunford (théorème 9.257) : il existe une
matrice inversible P telle que

A “ P´1pD `NqP (12.1176)

où D est diagonale, N est nilpotente et rD,N s “ 0. Étant donné que D `N est triangulaire, son
polynôme caractéristique est

χD`N pXq “
ź

i

pDii ´Xq. (12.1177)
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Par similitude, c’est le même polynôme caractéristique que celui de A et nous savons alors que la
diagonale de D contient les valeurs propres de A.

Vu que An “ P´1pD ` NqnP , nous allons montrer que }pD ` Nqn} Ñ 0, et ce sera suffisant.
Notons r l’ordre de nilpotence de N (c’est à dire N r “ 0), et prenons n ą r. En utilisant le fait
que D et N commutent, pour tout n ě r nous avons :

}pD `Nqn} ď }
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Dn´kNk} (12.1178a)

ď
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
}D}n´k}Nk} (12.1178b)

“
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
ρpDqn´k}N}k (12.1178c)

ď c
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
ρpDqn (12.1178d)

“ cρpDqn
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
(12.1178e)

ď cρpDqn
r´1ÿ

k“0

nk´1

k! (12.1178f)

ď cρpDqn
r´1ÿ

k“0
nr´2 (12.1178g)

“ crρpDqnnr´2. (12.1178h)

Justifications.
— Pour (12.1178d). Nous avons posé c “ maxk“1,...,r´1 }N}kρpDq´k.
— Pour (12.1178f). Lemme 3.42.
— Pour (12.1178g). On oublie le k! et on remplace k par r ´ 1.
Récapitulons ces inéquations :

}pD `Nqn} ď c1ρpDqnnr´2 (12.1179)

où c1 est une nouvelle constante. Du coup si ρpDq ă 1 alors }pD`Nqk} Ñ 0 par lemme 12.418.

12.35 Densité des polynômes

12.35.1 Théorème de Stone-Weierstrass

Voir le thème 33.
Note : le lemme 12.421 est utilisé dans la démonstration du théorème 12.425 ; c’est pour cela

que nous l’avons isolé.

Lemme 12.421.
Il existe une suite de polynômes sur r0, 1s convergeant uniformément vers la fonction racine carrée.

Démonstration. Nous donnons cette suite par récurrence :

P0ptq “ 0 (12.1180a)

Pn`1ptq “ Pnptq ` 1
2
`
t´ Pnptq2˘. (12.1180b)
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Nous commençons par montrer que pour tout t P r0, 1s, Pnptq P r0,?ts. Pour P0, c’est évident.
Ensuite nous avons

Pn`1ptq ´ ?
t “ Pnptq ´ ?

t` 1
2pt´ Pnptq2q (12.1181a)

“ `
Pnptq ´ ?

t
˘ˆ

1 ´ 1
2
t´ Pnptq2

Pnptq ´ ?
t

˙
(12.1181b)

“ `
Pnptq ´ ?

t
˘ˆ

1 ´
?
t` Pnptq

2

˙
(12.1181c)

ď 0 (12.1181d)

parce que
?
t ď 1 et Pnptq ď 1 par hypothèse de récurrence.

Nous savons au passage que Pnptq est une suite réelle croissante parce que t ´ Pnptq2 ě t ´
p?
tq2 “ 0. La suite Pnptq est donc croissante et majorée par

?
t ; elle converge donc. Les candidats

limites sont déterminés par l’équation

ℓ “ ℓ` 1
2pt´ ℓ2q, (12.1182)

dont les solutions sont ℓ “ ˘?
t. La suite étant positive, nous avons une convergence ponctuelle

de Pn vers la racine carrée. Cette suite étant une suite croissante de fonctions continues sur un
compact, convergeant ponctuellement vers une fonction continue, la convergence est uniforme par
le théorème de Dini 12.370.

Lemme 12.422.
Soit K, un compact de R et fn une suite de fonctions sur K convergeant uniformément vers f .
Soient un espace topologique X et une application g : X Ñ K. Alors fn ˝ g converge uniformément
vers f ˝ g.

Démonstration. En effet, pour tout x P X nous avons

}pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 “ sup
xPX

}fn
`
gpxq˘ ´ f

`
gpxq˘} ď }fn ´ f}8. (12.1183)

Par conséquent, si ϵ ą 0 est donné, il suffit de choisir n de telle sorte à avoir }fn ´ f}8 ă ϵ et nous
avons }pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 ď ϵ.

Définition 12.423.
Nous disons qu’une algèbre A de fonctions sur un espace X sépare les points de X si pour tout
x1 ‰ x2 il existe g P A telle que gpx1q ‰ gpx2q.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer une forme nettement plus générale du théorème
de Stone-Weierstrass. Le théorème 12.425 le donne pour CpX,Cq et le théorème 12.424 le donne
pour CpX,Rq.
Théorème 12.424 (Stone-Weierstrass[391]).
Soient X, un espace compact et Hausdorff. Soit A, une sous-algèbre de CpX,Rq contenant une
fonction constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Rq, }.}8

¯
si et seulement si A sépare

les points de X.

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration en plusieurs étapes (dont la première est le
lemme 12.421). Nous commençons par la première partie, sur les réels.

Première étape Pour tout x ‰ y P X et pour tout α, β P R, il existe une fonction f P A telle
que fpxq “ α et fpyq “ β.
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En effet, vu que A sépare les points nous pouvons considérer une fonction g P A telle que
gpxq ‰ gpyq et ensuite poser

fpzq “ α ´ α ´ β

gpyq ´ gpxq
`
gpzq ´ gpxq˘. (12.1184)

Les constantes faisant partie de A, cette fonction f est encore dans A.
Seconde étape Pour tout n-uples de fonctions f1, . . . , fn dans Ā, les fonctions minpf1, . . . , fnq et

maxpf1, . . . , fnq sont dans Ā.
Nous le démontrons pour n “ 2 ; le reste allant évidemment par récurrence. Soient f, g P Ā.
Étant donné que

maxpf, gq “ f ` g

2 ` |f ´ g|
2 (12.1185a)

minpf, gq “ f ` g

2 ´ |f ´ g|
2 , (12.1185b)

if suffit de montrer que si f P Ā alors |f | P Ā. Si f est nulle, c’est évident ; supposons que
f ‰ 0 et posons M “ }f}8 ‰ 0. Pour tout x P X nous avons

fpxq2

M2 P r0, 1s. (12.1186)

Nous considérons alors la suite
hn “ Pn ˝ f2

M2 (12.1187)

où Pn est une suite de polynômes convergent uniformément vers la racine carrée (voir
lemme 12.421). Le lemme 12.422 nous assure que hn converge uniformément vers |f |

M dans
CpX,Rq. Étant donné que Ā est également une algèbre, hn est dans Ā pour tout n et la limite
s’y trouve également (pour rappel, la fermeture Ā est celle de la topologie de la convergence
uniforme).

Troisième étape Soit ϵ ą 0, f P CpX,Rq et x P X. Il existe une fonction gx P Ā telle que
"
gxpxq “ fpxq (12.1188a)
gxpyq ď fpyq ` ϵ (12.1188b)

pour tout y P X.
Soit z P Xztxu et une fonction hz telle que hzpxq “ fpxq et hzpzq “ fpzq. Une telle fonction
existe par une des étapes précédentes. Étant donné que f et hz sont continues, il existe un
voisinage ouvert Vz de z sur lequel

hzpyq ď fpyq ` ϵ (12.1189)

pour tout y P Vz. Nous pouvons sélectionner un nombre fini de points z1, . . . , zn tels que les
ouverts Vz1 , . . . , Vzn recouvrent X (parce que X est compact, de tout recouvrement par des
ouverts, nous extrayons un sous recouvrement fini.). Nous posons

gx “ minphz1 , . . . , hznq P Ā. (12.1190)

Si y P X, nous sélectionnons le i tel que hzipyq ď fpyq ` ϵ et nous avons

gxpyq ď hzipyq ď fpyq ` ϵ. (12.1191)

Étape finale Soit ϵ ą 0 et f P CpX,Rq. Pour chaque x P X nous considérons une fonction gx P Ā
telle que

"
gxpxq “ fpxq (12.1192a)
gxpyq ď fpyq ` ϵ (12.1192b)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Final_Doom
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pour tout y P X. Les fonctions f et gx sont continues, donc il existe un voisinage ouvert Wx

de x sur lequel
gxpyq ě fpyq ´ ϵ. (12.1193)

De ces Wx nous extrayons un sous recouvrement fini de X : Wx1 , . . . ,Wxm et nous posons

φ “ maxpgx1 , . . . , gxnq P Ā. (12.1194)

Si y P X, il existe un i tel que

φpyq ě gxipyq ě fpyq ´ ϵ. (12.1195)

La première inégalité est le fait que φ est le maximum des gxk
, et la seconde est le choix de

i. Donc pour tout y P X nous avons

fpyq ´ ϵ ď φpyq ď fpyq ` ϵ. (12.1196)

La première inégalité est ce que l’on vient de faire. La seconde est le fait que pour tout i nous
ayons gxipyq ď fpyq ` ϵ ; le fait que φ soit le maximum sur les i ne change pas l’inégalité.
Le fait que les inégalités (12.1196) soient vraies pour tout y P X signifie que }φ ´ f}8 ď ϵ,
et donc que f P Adh

`
AdhpAq˘ “ AdhpAq.

Tout cela prouve que CpX,Rq Ă AdhpAq. L’inclusion inverse est le fait que CpX,Rq est fermé
pour la norme }.}8, étant donné qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Nous pouvons maintenant nous tourner vers l’énoncé concernant CpX,Cq.
Théorème 12.425 (Stone-Weierstrass[1]).
Soit X, un espace compact et Hausdorff. Soit une sous-algèbre 144 A stable par conjugaison 145 A

de CpX,Cq contenant une fonction constante non nulle. Alors A est dense dans
´
CpX,Cq, }.}8

¯

si et seulement si A sépare les points de X.
Entendons-nous bien : ici A et CpX,Cq sont des algèbres à coefficients dans C.

Démonstration. La preuve de cette version dans CpX,Cq va bien entendu fortement reposer sur
le cas dans CpX,Rq que nous venons de prouver. Soit donc A, une sous-algèbre vérifiant les
hypothèses.

(i) RepAq Ă A Nous prouvons que si f P A, alors Repfq P A. En effet, vu que A est stable par
conjugaison, si f P A, alors f̄ P A et f ` f̄ “ 2 Repfq P A.

Nous posons
A1 “ tRepgq tel que g P Au. (12.1197)

(i) A1 est une sous-algèbre de A Le fait que les élément de A1 soient dans A est déjà fait.
Pour le produit, si g1, h1 P A1, alors il existe g, h P A tels que g1 “ Repgq et h1 “ Rephq.
Nous avons

pg1 ` ig2qph1 ` ih2q “ g1h1 ´ g2h2 ` ipg1h2 ` g2h1q P A. (12.1198)

La partie réelle de cela est dans A1, donc

g1h2 ´ g2h1 P A1. (12.1199)

Mais comme g1 ` ig2 P A, nous avons aussi g1 ´ ig2 P A et donc

pg1 ´ ig2qph1 ` ih2q “ g1h1 ` g2h2 ` ipg1h2 ´ g2h1q P A. (12.1200)

La partie réelle de cela est dans A1. Donc

g1h1 ` g2h2 P A1. (12.1201)

En comparant avec (12.1199), nous avons g1h1 P A1.

144. Algèbre, définition 1.340.
145. Pour tout g P A, nous avons ḡ P A.
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(ii) A1 sépare les points de X Soient x, y P X ainsi que f P A séparant les points x et y,
c’est-à-dire

fpxq ‰ fpyq. (12.1202)
Supposons f1pxq “ f1pyq. Vu que f sépare, si ce ne sont pas les parties réelles, ce sont les
parties imaginaires. C’est-à-dire que f2pxq ‰ f2pyq. Mais d’autre part, if “ ´f2 ` if1 P A,
donc en réalité f2 P A1 également.

Le partie A1 dans CpX,Rq vérifie les hypothèses de Stone-Weierstrass réel 12.424, donc A1 est
dense dans CpX,Rq. Le même raisonnement montre que A2 est également dense dans CpX,Rq 146

Soit maintenant le vif de la preuve : f P CpX,Cq avec f “ u`iv, les fonctions u et v étant dans
CpX,Rq. Nous avons des suites uk

unifÝÑ u et vk
unifÝÑ v pour des suites pukq et pvkq dans CpX,Rq.

Par le même genre de raisonnements que nous avons déjà fait, nous nous convainquons que
uk ` ivk P A pour chaque k. Nous avons

}uk ` ivk ´ u´ iv}8 ď }uk ´ u}8 ` }vk ´ v}8 (12.1203)

En prenant k assez grand, les deux termes peuvent être rendus plus petit que ϵ.

Corolaire 12.426 ([1]).
Soit B, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans Rn. La partie C8pB,Rnq est dense dans`
CpB,Bq, }.}8

˘
.

Démonstration. Soit f P CpB,Bq et ϵ ą 0. La fonction donnant la composante i est une fonction
fi P CpB,Rq et il existe donc, par le théorème de Stone-Weierstrass 12.425, une fonction gi P
C8pB,Rq telle que }gi ´ fi}8 ď ϵ.

La fonction g dont les composantes sont les gi ainsi construits vérifie }g ´ f}8 ď nϵ.

Attention toutefois que rien n’assure que les fonctions construites par le corolaire 12.426
prennent leurs valeurs dans B.

Le théorème suivant est un des énoncés les plus classiques de Stone-Weierstrass. Il découle
évidemment du théorème général 12.425 (encore qu’il faut alors bien comprendre qu’il faut traiter
la fonction x ÞÑ ?

x séparément). Il en existe cependant une preuve indépendante via les polynômes
de Bernstein, dans le théorème 36.168. Par contre, n’allez pas croire que c’est plus simple.

Théorème 12.427 (Stone-Weierstrass).
Soit f , une fonction continue sur un compact K Ă R à valeurs dans R. Alors pour tout ϵ ą 0, il
existe un polynôme P tel que }P ´ f}8 ă ϵ.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans
`
C0pK,Rq, }.}8

˘
.

Démonstration. Nous allons prouver que les polynômes surR, restreins àK satisfont les hypothèses
du théorème de Stone-Weierstrass 12.424.

(i) Partie de C0pK,Rq Les polynômes sont des fonctions continues par la proposition 12.414.
(ii) Sous-algèbre Les produits et sommes de polynômes restent des polynômes.
(iii) Contient une fonction constante non nulle Les fonctions constantes sont des polynômes.

(iv) Sépare les points de K Le polynôme P pxq “ x sépare tous les points que vous voulez.

Théorème 12.428 (Stone-Weierstrass).
Soit f P C0pK,Rnq où K est un compact K Ă Rn à valeurs dans R. Alors pour tout ϵ ą 0, il
existe un polynôme P : Rn Ñ Rn tel que }P ´ f}K ă ϵ.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans
`
C0pK,Rnq, }.}K

˘
.

146. Il me semble même que A1 “ A2 et qu’il y a un raccourci possible dans cette preuve en exploitant ce fait. Écrivez-moi
pour dire ce que vous en pensez.
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12.36 Primitive de fonction continue

Proposition 12.429 ([392]).
Soit un intervalle compact K de R et une suite pfnq de fonctions continues sur K telles que
fn

unifÝÑ f . Si chacune des fonctions fn a une primitive sur K alors f également.

Démonstration. Soit x0 P K et les primitives Fn choisies 147 pour avoir F 1
n “ fn et Fnpx0q “ 0.

Nous allons voir que pFnq est une suite de Cauchy dans
`
K, }.}8

˘
. Soient n,m P N et x P K. Nous

avons

}Fn ´ Fm}8 “ sup
xPK

}Fnpxq ´ Fmpxq} (12.1204a)

“ sup
xPK

}pFn ´ Fmqpxq} (12.1204b)

ď sup
xPK

´
}F 1

n ´ F 1
m}rx,x0s}x´ x0}

¯
(12.1204c)

ď sup
xPK

´
}fn ´ fm} diampKq

¯
(12.1204d)

ď diampKq}fn ´ fm}K . (12.1204e)

Justifications.
— Pour (12.1204c). Théorème des accroissements finis 11.245.
— Pour (12.1204d). Parce que x P K et que K est borné, }x´ x0} est majoré par diampKq.

Vu que pfnq est de Cauchy, si n et m sont assez grands, cela tend vers zéro. La suite pFnq converge
donc vers une certaine fonction F .

Le théorème 12.381 nous permet de permuter la limite et la dérivée pour conclure que F 1 “ f
et donc que f a une primitive sur K.

Proposition 12.430 ([392]).
Soit un intervalle ouvert I de R et une fonction f : I Ñ R qui admet une primitive sur tout
compact de I. Alors f a une primitive sur I.

Démonstration. Nous considérons une suite exhaustive 148 de compacts Kn pour I et x0 P K0.
Nous considérons aussi Fn la primitive de f sur Kn telle que Fnpx0q “ 0 (possible parce que
x0 P Kn pour tout n). Les fonctions Fn sont des restrictions les unes des autres, et nous pouvons
définir

F : I Ñ R

x ÞÑ Fnpxq si x P Kn.
(12.1205)

Nous avons évidemment F px0q “ 0 et nous allons prouver que F est une primitive de f sur I.
Soit x P I vu que I est ouvert, nous pouvons choisir n0 tel que x P IntpKn0q. Les fonctions F et
Fn0 sont égales sur Kn et donc sur un ouvert autour de x. Par conséquent F est dérivable en x et
F 1pxq “ F 1

n0pxq “ fpxq.
Théorème 12.431.
Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction continue sur I admet une primitive 149 sur I.

Démonstration. Sur chaque compact de I, la fonction f est limite uniforme de polynômes 150

(théorème de Stone-Weierstrass 12.427). Donc f est primitivable sur tout compact de I (proposi-
tion 12.429) et donc sur I par la proposition 12.430.
147. Les fonctions Fn étant dérivables sont continues.
148. Voir le lemme 7.278.
149. Définition 12.201.
150. Si tu veux te passer de Stone-Weierstrass, tu peux prouver que toute fonction continue sur un compact est

limite uniforme de fonctions affines par morceaux, par exemple. Voir [392].
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12.36.1 Dérivation de la fonction puissance (première)

Nous n’allons pas complètement résoudre la question de la dérivation de la fonction x ÞÑ ax ;
il faudrait des logarithmes, et nous ne les avons pas encore défini. Le logarithme sera introduit
comme fonction inverse de l’exponentielle en 15.81.

Proposition 12.432 ([390]).
Soit la fonction puissance

ga : R Ñ R

x ÞÑ ax.
(12.1206)

(1) La fonction ga est dérivable.
(2) La dérivée vérifie l’équation

g1
apxq “ g1

ap0qgapxq. (12.1207)

Démonstration. La fonction ga est continue par 12.405(1). La proposition 12.431 nous dit donc
que la fonction ga admet une primitive sur R. Nous notons F une telle primitive.

Soit x P R. En posant Fxptq “ F px` tq, nous avons une primitive de t ÞÑ axat. En effet

F 1
xptq “ F 1px` tq d

dt

”
x` t

ı
t“0

“ ax`t “ axat. (12.1208)

Par ailleurs la fonction t ÞÑ axF ptq est également une primitive de t ÞÑ axat. Donc il existe un
nombre Cpxq tel que

Fxptq “ F px` tq “ axF ptq ` Cpxq. (12.1209)

Le nombre F p1q ´ F p0q est un nombre sans histoires. Nous avons :

gapxq`F p1q ´ F p0q˘ “ gapxqF p1q ´ gapxqF p0q (12.1210a)
“ Fxp1q ´ Cpxq ´ Fxp0q ` Cpxq (12.1210b)
“ Fxp1q ´ Fxp0q (12.1210c)
“ F p1 ` xq ´ F pxq. (12.1210d)

La fonction F étant dérivable, nous en déduisons que ga est dérivable.
Vu que nous n’avons aucune idée de la forme de F , nous ne pouvons pas tirer beaucoup

d’informations d’une dérivation des membres de gauche et de droite de (12.1210).
En ce qui concerne la formule, nous écrivons la fameuse équation fonctionnelle 151

gapx` yq “ gapxqgapyq (12.1211)

Nous fixons x et dérivons par rapport à y en y “ y0 :

g1
apx` y0q “ gapxqg1

apy0q. (12.1212)

En posant y0 “ 0 nous trouvons le résultat demandé.

12.433.
La démonstration donnée dans [390] s’assure d’abord de l’existence d’une intégrale (lemme 14.258),
pose ensuite A “ ş1

0 gaptqdt et fait le calcul suivant :

Agapxq “
ż 1

0
gapxqgaptqdt “

ż 1

0
gapx` tqdt “

ż x`1

x
gaptqdt. (12.1213)

Vu que le membre de droite est une fonction dérivable de x, nous concluons que ga est dérivable.
Cela demande donc toute la théorie de l’intégration pour prouver la dérivabilité d’une fonction.

La démonstration donnée ici est à peine mieux. Elle utilise l’existence d’une primitive et donc
tout le théorème de Stone-Weierstrass 12.427.
151. Pour rappel, proposition 12.405(3).
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Dans les deux cas, je trouve que la situation n’est pas fameuse. Si vous êtes capable de montrer
l’existence de la limite

lim
ϵÑ0

aϵ ´ 1
ϵ

(12.1214)

sans recourir à autre chose que des astuces sur les limites, je suis preneur. Ou, au contraire, si vous
avez un argument pour dire que c’est impossible, dites-le moi également. Écrivez-moi.

Nous posons une définition

Définition 12.434.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation fonctionnelle l’équation

"
fpx` yq “ fpxqfpyq (12.1215a)
fp1q “ a (12.1215b)

pour la fonction inconnue f : R Ñ R.

Note : une équation du même type, avec fpx` yq “ fpxq ` fpyq sera dans le lemme 17.142.

Définition 12.435.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation exponentielle l’équation

"
y1 “ y (12.1216a)
yp1q “ a (12.1216b)

pour la fonction inconnue y : R Ñ R.

Lemme 12.436 ([1]).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (12.1217a)
yp0q “ 1 (12.1217b)

vérifie ypxq “ 1{yp´xq.
En particulier une telle solution ne s’annule pas sur R.

Démonstration. Supposons que y soit une solution, et posons hpxq “ ypxqyp´xq. Une dérivation
montre que h1pxq “ 0. Vu que hp0q “ 1, nous avons hpxq “ 1 pour tout x. Par conséquent
ypxqyp´xq “ 1 pour tout x.

<++>

Proposition 12.437 (Unicité de l’exponentielle).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (12.1218a)
yp0q “ 1 (12.1218b)

est unique.

Démonstration. Soient y et g deux solutions et considérions la fonction hpxq “ gpxqyp´xq. Un
calcul immédiat donne

h1pxq “ 0 (12.1219)

et donc h est constante. Vu que hp0q “ 1 nous avons gpxqyp´xq “ 1 pour tout x, c’est-à-dire

gpxq “ 1
yp´xq “ ypxq. (12.1220)

La seconde égalité est le lemme 12.436.
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12.438.
Nous savons qu’il existe une unique solution de l’équation exponentielle avec a “ 1. Avec la relation

g1
apxq “ gapxqg1

ap0q, (12.1221)

de la proposition 12.432, nous n’en sommes pas loin. Il faut encore savoir si il existe un a ą 0 tel
que g1

ap0q “ 1. Notre culture générale nous dit qu’un tel réel existe et est la fameuse constante e.
Nous nous attelons maintenant à la tâche de montrer l’existence de la chose.

12.36.2 Équation fonctionnelle

Il n’est un secret pour personne (proposition 12.405(3)) que la fonction

ga : R Ñ R

x ÞÑ ax
(12.1222)

vérifie l’équation fonctionnelle (12.1215). Nous pouvons nous demander à quel point cette propriété
caractérise la fonction puissance.

Proposition 12.439 ([390]).
Encore plusieurs résultats sur la fonction ga avec a ą 0.

(1) La fonction ga vérifie l’équation fonctionnelle.
(2) La dérivée vérifie g1

ap0q ‰ 0.
(3) Pour tout a, en posant α “ 1{g1

ap0q nous avons

g1
aαp0q “ 1. (12.1223)

(4) Il existe un unique e ą 0 tel que
g1
e “ ge. (12.1224)

(5) Pour la valeur de e donnée en (4), la fonction ge vérifie l’équation exponentielle (12.1216)
"
g1
e “ ge (12.1225a)
gep1q “ e. (12.1225b)

Démonstration. Un point à la fois.
(i) Pour (1) Le fait que ga vérifie l’équation fonctionnelle est la proposition 12.405(3).
(ii) Pour (2) La formule (12.1207) de la proposition 12.432 nous assure que

g1
apxq “ gapxqg1

ap0q. (12.1226)

Donc g1
ap0q “ 0 impliquerait que ga est constante, ce qui n’est pas le cas.

(iii) Pour (3) Par ailleurs la proposition 12.415 nous permet d’écrire

gapαxq “ gaαpxq. (12.1227)

En dérivant des deux côtés,
αg1

apαxq “ g1
aαpxq. (12.1228)

En posant donc α “ g1
ap0q et en évaluant (12.1228) en x “ 0 nous trouvons le résultat.

(iv) Pour (4), existence Pour les valeurs de α données par le point (3), nous avons g1
aαp0q “ 1,

et l’équation (12.1226) nous donne alors

g1
aαpxq “ gaαpxq. (12.1229)

Comme de plus gaαp0q “ 1, cette fonction vérifie bien l’équation exponentielle.
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(v) Pour (4), unicité Si a et b font en sorte que g1
a “ ga et g1

b “ gb, alors nous avons aussi
g1
ap0q “ g1

bp0q “ 1 à cause de (12.1226). Donc ga et gb vérifient l’équation de la proposition
12.437 dont la solution est unique. Donc ga “ gb.
Pour tout x nous avons gapxq “ gbpxq. En particulier pour x “ 1 nous avons a “ b.

Proposition 12.440 ([390]).
Soit a ą 0. Nous considérons l’équation fonctionnelle 12.434 et l’équation exponentielle 12.435
pour une fonction f : R Ñ R.

(1) Si f vérifie l’équation fonctionnelle, alors

fpqq “ aq (12.1230)

pour tout q P Q.
(2) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est monotone, alors f “ ga.
(3) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est continue, alors f “ ga.

Démonstration. En beaucoup de parties. Nous commençons par prouver (1). Nous supposons que
f : R Ñ R est une fonction vérifiant l’équation fonctionnelle 152.

(i) fpxq ě 0 Quel que soit x P R nous avons

fpxq “ fpx2 ` x

2 q “ fpx2 q2 ě 0. (12.1231)

Vous noterez que cet argument ne fonctionne pas si f est à valeurs dans C au lieu de R.
(ii) Pour n P N Soit n P N. Je vous laisse rédiger la récurrence correctement, mais l’idée est

que fp1q “ a et ensuite que

fpn` 1q “ fpnqfp1q “ fp1qnfp1q “ fp1qn`1. (12.1232)

(iii) Pour m P Z Nous avons d’une part que fp´m ` mq “ fp0q “ 1, mais d’autre part que
fp´m`mq “ fp´mqfpmq. Donc 1 “ fp´mqfpmq ; et nous concluons que

fp´mq “ 1
fpmq . (12.1233)

(iv) Pour q “ 1{n Nous savons que fp1q “ a, mais 1 “ 1
n ` . . . 1

n (avec n termes), donc

a “ fp 1
n

` . . .
1
n

q “ fp 1
n

qn. (12.1234)

Cela implique que fp 1
nqn “ a. La proposition 12.387 indique qu’il existe un unique x ą 0

tel que xn “ a. Vu que nous savons déjà que f est partout positive 153, cette contrainte fixe
fp1{nq et la définition 12.388 nous permet d’écrire

fp 1
n

q “ a1{n. (12.1235)

152. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire ici, nous rappelons qu’une telle fonction existe par la proposition
12.439.
153. C’est ici que l’hypothèse de fonction à valeurs dans R est cruciale. Pour f : R Ñ C ceci ne fonctionne pas, et

de loin.
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(v) Pour q P Q Nous posons q “ m{n. Le nombre q peut être écrit sous la forme m
n “ 1

n`. . .` 1
n

avec m termes. Donc

fpm
n

q “ fp 1
n

` . . .
1
n

q “ fp 1
n

qm “ pa1{nqm “ am{n (12.1236)

où nous avons utilisé le lemme 12.394.
La preuve de (1) est terminée.

(i) Démonstration de (2) Nous faisons maintenant la preuve de (2). Nous supposons que f
vérifie l’équation fonctionnelle et qu’elle est monotone. Pour fixer les idées, nous supposons
qu’elle est monotone croissante 154.
Nous considérons les parties 155

A “ tq P Q tel que q ă xu (12.1237a)
B “ tq P Q tel que q ą xu. (12.1237b)

Vu que f est croissante, nous avons fpxq ě fpqq pour tout q P A et fpxq ď fpqq pour tout
q P B. En passant au supremum et à l’infimum,

sup
qPA

fpqq ď fpxq ď inf
qPB fpqq. (12.1238)

Mais il existe dans A une suite strictement croissante convergente qi vers x (parce que
x “ suppAq), donc

ax “ lim
i
aqi (12.1239)

par la définition 12.404. Et de même, il existe une suite ri décroissante dans B telle que
x “ lim ri. Cette suite donne aussi

ax “ lim
i
ari . (12.1240)

Nous avons donc l’encadrement
ax ď fpxq ď ax, (12.1241)

qui implique que fpxq “ ax.
(ii) Démonstration de (3) Nous ne supposons plus que f est monotone. Au lieu de cela nous

supposons qu’elle est continue. Nous avons déjà vu en (1) que f “ ga sur Q. Mais par
hypothèse f est continue et par la proposition 12.405, ga est continue. La proposition 12.65
conclut que f “ ga sur R.

Proposition 12.441 ([390]).
Si y vérifie l’équation exponentielle, alors elle est continue, monotone et vérifie l’équation fonc-
tionnelle.

12.36.3 Dérivation de la fonction puissance (seconde)

La proposition suivante donne la dérivée de x ÞÑ xq pour tout q P Q. La formule donnée est
encore valable pour x ÞÑ xα pour tout α P R, mais elle demandera plus de théorie pour être
démontrée, voir la proposition 14.280.

Proposition 12.442 ([1]).
Pour tout α P Q, si fαpxq “ xα alors

f 1
αpxq “ αxα´1. (12.1242)

En particulier, fα est de classe C8 sur Rzt0u.
154. Si f est monotone décroissante, soit vous adaptez la preuve, soit vous essayez de voir si on ne peut pas recycler

le cas croissant en l’appliquant à ´f .
155. Il du meilleur gout de citer le lemme 1.424 pour dire qu’ils sont non vides.
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Démonstration. Petit à petit.
(i) Naturel Nous prouvons que pxnq1 “ nxn´1 par récurrence en utilisant la règle de Leibnitz

de la propositon 12.174(3).
D’abord pour n “ 1 nous avons f1pxq “ x et donc

f 1
1pxq “ lim

ϵÑ0

px` ϵq ´ x

ϵ
“ 1. (12.1243)

Supposons que f 1
kpxq “ kxk´1 pour un certain k P N. Nous prouvons que f 1

k`1pxq “ pk`1qxk.
Nous avons

xk`1 “ xxk. (12.1244)
En utilisant la règle de Leibnitz et l’hypothèse de récurrence,

`
xk`1˘1 “ pxq1xk ` x

`
xk
˘1 “ xk ` x

`
kxk´1˘ “ xk ` kxk “ pk ` 1qxk, (12.1245)

ce qu’il fallait démontrer.
(ii) Rationnel positif Soit donc α “ p{q avec p, q P N. Le lemme 12.394 nous permet d’écrire

fp{qpxq “ xp{q “ pxpq1{q. Cela donne

fp{qpxqq “ xp. (12.1246)

Nous dérivons cette relation par rapport à x en utilisant à la fois la règle pour les entiers et
la règle des fonctions composées 156 :

qf 1
p{qpxqq´1fp{qpxq “ pxp´1. (12.1247)

En isolant f 1
p{qpxq dans cette expression et en utilisant le fait que xa

xb “ xa´b, nous trouvons
le résultat.

(iii) Rationnels négatifs Soit α “ ´p{q avec p, q P N. Nous avons x´p{q “ 1
fp{qpxq . En utilisant

la proposition 12.174(5) et le point déjà prouvé sur les rationnels positifs,

f 1
p{q “ ´f 1

´p{q
f2
p{q

“ ´p´p{qqx´p{q´1

x´2p{q “ pp{qqxp{q´1. (12.1248)

Notez l’utilisation de la proposition 12.415 au dénominateur.
(iv) Irrationnel Ah ah ! On vous a bien eu. Les irrationnels, c’est pour la proposition 14.280.

En ce qui concerne le fait que la fonction fα est de classe C8 sur Rzt0u, c’est simplement une
récurrence. Attention : si le rationnel α est négatif, fαp0q n’est pas défini. Mais, lorsque α est
positif non entier, à partir d’un certain ordre, les dérivées font intervenir xβ avec β ă 0. D’où la
restriction à Rzt0u du domaine sur lequel fα est de classe C8.

Si α est positif entier, alors fα est de classe C8 sur tout R parce que toutes les dérivées sont
nulles à partir d’un certain ordre.

12.36.4 Vers les complexes

Nous avons déjà vu la proposition 12.439 qui dit essentiellement que si une fonction continue
f : R Ñ R vérifie fpx ` yq “ fpxqfpyq, alors fpxq “ ax. Comme indiqué durant la preuve, cette
proposition (et en particulier sa preuve) ne fonctionne pas pour les fonctions à valeurs complexes.
L’endroit où cela coinçait est que la contrainte

fp 1
n

qn “ a (12.1249)

n’implique pas grand chose lorsque f est à valeurs complexes.
Nous allons maintenant attaquer ce problème.

156. Proposition 12.174(4).
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Lemme 12.443.
Soit α P C. Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ αy (12.1250a)
yp0q “ 1 (12.1250b)

pour y : R Ñ S1 est unique.

Démonstration. Soient deux solutions y1 et y2. Nous posons hpxq “ y1pxqy2p´xq. Une dérivation
donne

h1pxq “ y1
1pxqy2p´xq ´ y1pxqy1

2p´xq. (12.1251)

En y substituant y1
1pxq “ αy1pxq et y1

2p´xq “ αy2pxq nous trouvons h1pxq “ 0. Donc h est constante
et nous avons

y1pxqy2p´xq “ 1 (12.1252)

pour tout x. Notons que cette identité est encore valable avec y1 “ y2. Nous avons en particulier
les égalités y1pxqy1p´xq “ 1 et y2pxqy2p´xq “ 1, et nous notons au passage que y1pxq et y2pxq ne
s’annulent pas.

En substituant dans (12.1252) la valeur y2p´xq “ 1
y2pxq nous trouvons

y1pxq
y2pxq “ 1, (12.1253)

ce qui signifie y1pxq “ y2pxq.
Dans la proposition suivante, S1 désigne l’ensemble des nombres complexes de norme 1, dont

un paramétrage est donnée dans la proposition 18.61 :

S1 “ teix tel que x P Ru “ teix tel que x P r0, 2πru. (12.1254)

Proposition 12.444 ([1]).
Soit une fonction continue f : R Ñ S1 vérifiant

fpx` yq “ fpxqfpyq. (12.1255)

Alors
(1) f est dérivable,
(2) f satisfait au système

"
f 1pxq “ f 1p0qfpxq (12.1256a)
fp0q “ 1, (12.1256b)

(3) il existe m P R tel que fpxq “ eimx.

Démonstration. Pour chaque m P R, la fonction

gmpxq “ eimx (12.1257)

vérifie évidemment toutes les conditions. Le but de cette démonstration est de montrer que les
conditions imposées à f la déterminent de façon univoque (à part ce m).

La condition (12.1255) nous dit que fp0q “ 1. Soit une primitive F de f . Il existe s ą 0 tel que
F psq ą F p0q parce que F 1 “ f et fp0q “ 1.

Soit a P R. La fonction Ga donnée par Gapxq “ F px ` aq est une primitive de x ÞÑ fpxqfpaq.
Donc Gapxq “ fpaqF pxq. Cela dit nous avons

fpxq`F psq ´ F p0q˘ “ fpxqF psq ´ fpxqF p0q “ G1pxq ´G0pxq. (12.1258)
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Le membre de droite est évidemment dérivable, et F psq ´ F p0q ‰ 0. Donc f est dérivable.
Nous dérivons maintenant la relation fpx`yq “ fpxqfpyq par rapport à y en y “ 0. Cela donne

f 1pxq “ f 1p0qfpxq. (12.1259)

Donc il existe α P C tel que f 1pxq “ αfpxq.
Jusqu’ici nous avons prouvé qu’il existe α P C tel que

"
f 1pxq “ αfpxq (12.1260a)
fp0q “ 1. (12.1260b)

Or le lemme 12.443 donne l’unicité de la solution à ce système, et il ne faut pas chercher loin : la
solution est

fpxq “ eαx. (12.1261)

Pour avoir fpxq P S1, nous devons de plus imposer que α soit imaginaire pur. Donc, en posant
α “ im, nous avons m P R tel que fpxq “ eimx.

12.37 Polynômes de Taylor

Définition 12.445.
Soit un ouvert Ω Ă C. Une fonction f : Ω Ñ C est C-analytique sur Ω si pour tout z0 P Ω, il
existe une suite complexe pcnq et r ą 0 tels que

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ z0qn (12.1262)

pour tout z P Bpz0, rq.
Définition 12.446.
Soit une fonction f : R Ñ R. Si il existe, nous définissons le ne polynôme de Taylor de f au
point a P R par

Pnpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (12.1263)

Et la série de Taylor de f est la limite :

T pxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk (12.1264)

dans la mesure où la somme converge.

Tant que f est n fois dérivable, le polynôme Pn existe et vérifie Pnpaq “ fpaq. Nous ne pouvons
rien en dire de plus pour l’instant. En particulier, si f est de classe C8 il ne faudrait pas croire
que

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (12.1265)

pour tout x dans un voisinage de a. Autrement dit, même si toutes les dérivées de f existent, la
série entière T n’est pas garantie de

— un rayon de convergence 157 plus grand que zéro,
— et même avec un grand rayon de convergence, que la limite soit les valeurs de f .

157. Définition 15.12.
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12.447.
Il n’est pas très compliqué de construire une fonction f telles que fp0q “ 0 et telle que f pkqp0q “ 0
pour tout k, sans pour autant que f soit nulle partout (voir les fonctions plateaux 15.14.1). Les
polynômes de Taylor d’une telle fonction sont tous identiquement nuls.

Ceci pour dire qu’en posant

T pxq “
8ÿ

n“0

f pkqp0q
k! xk, (12.1266)

nous n’avons aucune garantie de T “ f , même pas sur le rayon de convergence de la série entière
définissant P . Et nous n’avons pas de garanties d’avoir un rayon de convergence plus grand que 0.

Notons toutefois que les polynômes étant denses pour la norme supremum parmi les fonctions
continues 158, pour tout compact, il existe une suite de polynômes qui converge uniformément
uniformément f . Mais ces polynômes ne sont pas spécialement ceux de Taylor.

12.448.
Ce que nous venons de dire en 12.447 n’est pas vrai pour les fonctions analytiques 159. Une fonction
analytique f : Ω Ñ R s’écrit, autour de 0, sous la forme

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n. (12.1267)

Demander f pkqp0q “ 0 pour tout k implique an “ 0 pour tout n, et donc f “ 0 sur un voisinage
de 0.

La condition d’analycité est donc très rigide.

Le théorème de Taylor que nous démontrons à présent n’est pas un résultat que va dans le sens
de limnÑ8 Pnpxq “ fpxq. C’est un résultat qui dit juste que limxÑa Pnpxq “ fpaq, et que la limite
va d’autant plus vite que n est grand.

Le théorème de Taylor généralise le développement limité au premier ordre de la proposition
12.172.

12.449.
Lorsque le contexte n’est pas ambigu, nous notons simplement Pn le polynôme d’ordre n de f au
point a. De même nous notons le reste

Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq. (12.1268)

Proposition 12.450 ([393]).
Soit une fonction f qui est n fois dérivable sur l’intervalle ouvert I Ă R contenant a. Alors

lim
xÑa

Rnpxq
px´ aqn “ lim

xÑa

fpxq ´ Pnpxq
px´ aqn “ 0 (12.1269)

où Pn est le ne polynôme de Taylor de f autour de x “ a.

Démonstration. Pour tout k “ 0, . . . , n nous avons f pkqpaq “ P
pkq
n paq et donc

Rpkq
n paq “ 0 (12.1270)

pour k “ 0, . . . , n. En posant d’autre part spxq “ px ´ aqn nous avons spkqpaq “ 0 pour tout
k “ 0, . . . , n ´ 1. Par conséquent la règle de l’Hospital de la proposition 12.197 s’applique au
quotient Rnpxq{spxqn. En l’utilisant n fois,

lim
xÑa

Rnpxq
spxq “ lim

xÑa

Rpkqpxq
k!px´ aq0 “ 0

k! “ 0. (12.1271)

158. Théorème 12.427.
159. Définition 12.445 qu’il faut écrire pour R au lieu de C
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Nous démontrons à présent que le polynôme de Taylor est le seul à avoir la propriété de la
proposition 12.450.

Proposition 12.451 ([393]).
Soit f , une fonction n fois dérivable sur l’intervalle I Ă R contenant 0. Soit un polynôme Q de
degré n (ou moins) tel que

lim
xÑa

fpxq ´Qpxq
px´ aqn “ 0. (12.1272)

Alors Q est le polynôme de Taylor de degré n pour f en a ci-après simplement noté Pn.

Démonstration. D’après la proposition 12.450, la fonction f ´Pn vérifie la même limite que f ´Q.
Donc Pn ´Q vérifie également la limite

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xn

“ 0. (12.1273)

Nous notons Pnpxq “ řn
k“0 akx

k et Qpxq “ řn
k“0 bkx

k. La relation (12.1273) donne en particulier

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq “ 0 (12.1274)

qui donne a0 ´ b0 “ 0. Nous continuons par récurrence en supposant que ai “ bi pour i “ 0, . . . , k.
Alors

0 “ lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xk`1 “ lim

xÑ0

nÿ

l“k`1
pal ´ blqxl´pk`1q. (12.1275)

Le seul terme non nul à droite est celui vérifiant l ´ pk ` 1q “ 0. Et ce terme donne l’équation

ak`1 ´ bk`1 “ 0, (12.1276)

c’est-à-dire ak`1 “ bk`1. La récurrence continue ainsi jusqu’à k “ n, et nous pouvons conclure que
Q “ Pn.

L’intérêt de cette proposition est que si l’on trouve, par n’importe quel moyen, un polynôme
Q vérifiant la condition (12.1272), alors nous savons que c’est le polynôme de Taylor.

Théorème 12.452 (Théorème de Taylor[313, 394]).
Soit I Ă R un intervalle non vide et non réduit à un point de R ainsi que a P I. Soit une fonction
f : I Ñ R telle que f pnqpaq existe. Alors il existe une fonction α définie sur I et à valeurs dans R
vérifiant les deux conditions suivantes :

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` αpxqpx´ aqn, (12.1277a)

lim
tÑa

αptq “ 0 (12.1277b)

pour tout x P I. Ici f pkq dénote la k-ième dérivée de f (en particulier, f p0q “ f , f p1q “ f 1).

Démonstration. Si Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq, il suffit de poser

αpxq “ Rnpxq
px´ aqn (12.1278)

et d’utiliser la proposition 12.450.

Remarque 12.453.
Quelque remarques.

(1) La formule (12.1277a) est une égalité, et non une approximation. Ce qui serait une approxi-
mation serait de réécrire la formule dans le terme contenant α.
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(2) Nous avons l’égalité (12.1277a) uniquement sur I. Pour les x hors de I, le polynôme existe
évidemment, mais nous n’avons pas spécialement de fonction α, et d’ailleurs la fonction f
n’est pas spécialement définie.

12.454.
Les conditions (12.1277) sont souvent aussi énoncées sous la forme qu’il existe une fonction α telle
que

$
’’&
’’%

lim
tÑ0

αptq
tn

“ 0 (12.1279a)

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` h2

2 f
2paq ` ¨ ¨ ¨ ` hn

n! f
pnqpaq ` αphq. (12.1279b)

Le théorème suivant donne une expression pas tout à fait explicite, mais pas mal quand même
pour le reste de Taylor.

Théorème 12.455.
Soient un intervalle ouvert I Ă R ainsi que a P I. Soit encore une fonction de classe Ck`1 sur I.

(1) Pour tout x P I, il existe un c P sa, xr tel que l’égalité

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aqn`1 (12.1280)

soit vérifiée.
(2) Soit h P R tel que Bpa, hq Ă I. Il existe θ P r0, 1s tel que

fpa` hq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! hk ` f pn`1qpa` θhq

pn` 1q! hn`1. (12.1281)

Démonstration. Pour les besoins de la preuve, nous allons démontrer la formule (12.1280) pour un
b P I au lieu de x. C’est juste que nous allons écrire b au lieu de x parce que nous aurons besoin
de la notation x dans le courant de la preuve.

Nous posons

Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (12.1282)

Cela vérifie Rpaq “ fpaq ´ fpaq “ 0 et même

Rpjqpaq “ 0 (12.1283)

pour tout j “ 1, . . . , n. Nous posons encore

F pxq “ Rpxq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 px´ aqn`1. (12.1284)

Nous avons F pjqpaq “ 0 pour tout j “ 0, . . . , n ainsi que

F pbq “ Rpbq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 pb´ aqn`1 “ 0. (12.1285)

et aussi
F paq “ Rpaq ´ 0 “ 0. (12.1286)

Bref, la fonction F vérifie les conditions de la généralisation 12.194 du lemme de Rolle. Il existe
donc c P sa, br tel que F pn`1qpcq “ 0. Mais vu que P pn`1q

n pxq “ 0, nous avons Rpn`1qpxq “ f pn`1qpxq,
de telle sorte que

f pn`1qpcq “ Rpbqpn` 1q!
pb´ aqn`1 . (12.1287)
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En injectant cela dans la définition de F

F pxq “ Rpxq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! px´ aqn`1. (12.1288)

En évaluant en x “ b, et en nous souvenant que F pbq “ 0, nous trouvons

0 “ Rpbq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! pb´ aqn`1 (12.1289)

qui est ce que nous voulions prouver.

Voici un énoncé pour les fonctions à plusieurs variables.

Théorème 12.456 ([395]).
Si f : E Ñ R est une application n fois différentiable en a P E alors il existe une fonction ϵ : R Ñ R

telle que
$
’’’’&
’’’’%

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd2fqaph, hq ` . . .` (12.1290a)

` . . .` 1
n!pdnfqaph, . . . , hq ` }h}nϵp}h}q (12.1290b)

lim
tÑ0

ϵptq “ 0. (12.1290c)

12.37.1 Fonctions « petit o »

Nous voulons formaliser l’idée d’une fonction qui tend vers zéro « plus vite » qu’une autre.
Nous disons que f P o`φpxq˘ si

lim
xÑ0

fpxq
φpxq “ 0. (12.1291)

En particulier, nous disons que f P opxq lorsque limxÑ0 fpxq{x “ 0.
En termes de notations, nous définissons l’ensemble opxq l’ensemble des fonctions f telles que

lim
xÑ0

fpxq
x

“ 0. (12.1292)

Plus généralement si g est une fonction telle que limxÑ0 gpxq “ 0, nous disons f P opgq si

lim
xÑ0

fpxq
gpxq “ 0. (12.1293)

De façon intuitive, l’ensemble opgq est l’ensemble des fonctions qui tendent vers zéro « plus vite »
que g.

Nous pouvons donner un énoncé alternatif au théorème 12.452 en définissant hpxq “ ϵpx`aqxn.
Cette fonction est définie exprès pour avoir

hpx´ aq “ ϵpxqpx´ aqn, (12.1294)

et donc
lim
xÑ0

hpxq
xn

“ lim
xÑ0

ϵpx´ aq “ lim
xÑa

ϵpxq “ 0. (12.1295)

Donc h P opxnq.
Le théorème dit donc qu’il existe une fonction α P opxnq telle que

fpxq “ T af,npxq ` αpx´ aq. (12.1296)

pour tout x P I.
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Remarque 12.457.
À titre personnel, l’auteur de ces lignes déconseille d’utiliser cette notation qui est un peu casse-
figure pour qui ne la maîtrise pas bien.

Exemple 12.458.
Le développement en série du cosinus sera traité dans la proposition 18.77. △

Proposition 12.459 (Ordre deux sur Rn[1]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω ainsi qu’une fonction f : Ω Ñ R de classe C2. Alors il existe une
fonction α : Rn Ñ R telle que

$
&
%
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1

2pd2fqaph, hq ` }h}2αphq (12.1297a)

lim
hÑ0

αphq “ 0. (12.1297b)

Ici, la notation pd2fqaph, hq réfère à ce qui est expliqué en 12.353.

Démonstration. Dans la suite nous considérons t et h tels que toutes les expressions suivantes aient
un sens, c’est-à-dire que tous les trucs comme a` th restent dans Ω. Pour h P Rn nous nommons
eh le vecteur unitaire dans la direction de h, c’est-à-dire eh “ h{}h} et nous posons

khptq “ fpa` tehq. (12.1298)

et nous lui appliquons Taylor 12.452 à l’ordre deux : il existe une fonction βh telle que

khpxq “ khp0q ` xk1
hp0q ` x2

2 k
2
hp0q ` x2βhpxq. (12.1299)

avec limxÑ0 βhpxq “ 0.
En ce qui concerne les dérivées de kh nous avons

k1
hp0q “ dfapehq (12.1300)

et
k2
hp0q “ pd2fqapeh, ehq. (12.1301)

Il est maintenant temps d’écrire fpa ` hq “ kp}h}q et de substituer les dérivées de k par les
différentielles de f dans (12.1299) :

fpa` hq “ kp}h}q “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd2fqaph, hq ` }h2}βhp}h}q. (12.1302)

Il reste à voir que la fonction α : h ÞÑ βhp}h}q tend vers zéro pour h Ñ 0. En prenant la limite
h Ñ 0 dans (12.1302), il est manifeste que la limite du membre de gauche existe et vaut fpaq.
Donc la limite du membre de droite doit exister et valoir également fpaq. Nous en déduisons que
la limite de

dfaphq ` 1
2pd2fqaph, hq ` }h}2βhp}h}q (12.1303)

existe et vaut zéro. La limite des deux premiers termes existe et vaut zéro, donc la limite du
troisième existe et vaut zéro :

lim
hÑ0

}h}2βhp}h}q “ 0. (12.1304)

Proposition 12.460.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R de classe C1 et deux fois différentiable sur
sx, x` hr. Alors il existe θ P s0, 1r tel que

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` 1
2pd2fqx`θhph, hq. (12.1305)
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12.37.2 Autres formulations

Exemple 12.461.
Une des façons les plus courantes d’utiliser les formules (12.1277) est de développer fpa` tq pour
des petits t en posant x “ a` t dans la formule :

fpa` tq “ fpaq ` f 1paqt` f2paq t
2

2 ` ϵpa` tqt2 (12.1306)

avec limtÑ0 ϵpa ` tq “ 0. Ici, la fonction T dont on parle dans le théorème est T af,2pa ` tq “
fpaq ` f 1paqt` f2paq t22 .

Lorsque x et y sont deux nombres « proches 160 », nous pouvons développer fpyq autour de
fpxq :

fpyq “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq ` f2pxqpy ´ xq2

2 ` ϵpy ´ xqpy ´ xq2, (12.1307)

et donc écrire

fpxq ´ fpyq “ ´f 1pxqpy ´ xq ´ f2pxqpy ´ xq2

2 ´ ϵpy ´ xqpy ´ xq2. (12.1308)

De cette manière nous obtenons une formule qui ne contient plus que y dans la différence y´x. △

12.37.3 Formule et reste

Proposition 12.462.
Soient f : I Ă R Ñ R et a P IntpIq. Soit un entier k ě 1. Si f est k fois dérivable en a, alors il
existe un et un seul polynôme P de degré ď k tel que

fpxq ´ P px´ aq P o`|x´ a|k˘ (12.1309)

lorsque x Ñ a, x ‰ a. Ce polynôme est donné par

P phq “ fpaq ` f 1paqh` f2paq
2! h2 ` ¨ ¨ ¨ ` f pkqpaq

k! hk. (12.1310)

Notons encore deux façons alternatives d’écrire le résultat. Si f P Ck il existe une fonction α telle
que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqnαpx´ aq. (12.1311)

Si f P Ck`1 alors

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqn`1ξpx´ aq (12.1312)

où ξ est une fonction telle que ξptq tend vers une constante lorsque t Ñ 0.

La proposition suivant donne une intéressante façon de trouver le reste d’un développement de
Taylor.

Proposition 12.463.
Soient I, un intervalle dans R et f : I Ñ R une fonction de classe Ck sur I telle que f pk`1q existe
sur I. Soient a P IntpIq et x P I. Alors il existe c P sx, ar tel que

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aqn`1. (12.1313)

160. par exemple dans une limite px, yq Ñ ph, hq.
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12.37.4 Reste intégral

Comme son nom l’indique, le « reste intégral » demande de savoir les intégrales. La formule du
reste intégral sera donc pour après la définition des intégrales, proposition 20.154.

12.38 Développement limité autour de zéro
Dans cette sections nous supposons toujours que les fonctions sont définies sur un intervalle

ouvert de R, I, contenant 0.

12.38.1 Généralités

Définition 12.464.
Soit f : I Ñ R une fonction définie sur un ouvert I autour de zéro. Nous disons que f admet un
développement limité autour de 0 à l’ordre n si il existe une fonction α : I Ñ R telle que

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq (12.1314a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0 (12.1314b)

où Pnpxq “ a0 `a1x`¨ ¨ ¨`anx
n est une polynôme de degré n. Le polynôme Pn est appelé la partie

régulière du développement.

La fonction α est appelé le reste du développement et sera parfois noté αf . Lorsque P est la
partie régulière d’un développement limité de f nous notons parfois f „ P .

Proposition 12.465 (Troncature).
Si f admet un développement limité d’ordre n alors il admet également un développement limité
d’ordre n1 pour tout n1 ă n. Ce dernier s’obtient en tronquant le polynôme d’ordre n à l’ordre n1.

Proposition 12.466 (Unicité).
Si f admet une développement limité alors ce dernier est unique : il existe un unique polynôme Pn
d’ordre n et une unique fonction α vérifiant simultanément les deux conditions

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq, (12.1315a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (12.1315b)

Exemple 12.467.
En ce qui concerne les séries géométriques de raison x nous savons les formules

1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1 ´ xn`1

1 ´ x
(12.1316)

et
1 ` x` x2 ` x3 ` ¨ ¨ ¨ “ 1

1 ´ x
(12.1317)

pour tout x P s´8, 1r. Comparant les deux, il est naturel d’essayer de prendre 1 `x`x2 ` ¨ ¨ ¨ `xn

comme développement limité de la fonction fpxq “ 1
1´x . Pour voir si cela fonctionne, il faut vérifier

si « le reste » est bien de la forme xnαpxq avec limxÑ0 αpxq “ 0.
Le reste en question est donné par

1
1 ´ x

´ 1 ´ x´ x2 ´ . . .´ xn “ 1
1 ´ x

´ 1 ´ xn`1

1 ´ x
“ xn`1

1 ´ x
“ xn

x

1 ´ x
. (12.1318)

En posant αpxq “ x
1´x nous avons donc bien

fpxq “ 1
1 ´ x

“ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn
x

1 ´ x
(12.1319)

et limxÑ0
x

1´x “ 0. Cela est le développement limité de f à l’ordre n autour de 0. △
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La formule des accroissements finis est un cas particulier de développement fini. Supposons que
f soit dérivable en 0. En effet nous pouvons facilement trouver la fonction α qui convient. Sachant
que fp0q ` xf 1p0q donne l’approximation affine de f autour de 0, nous cherchons α en écrivant

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq. (12.1320)

Cela nous pousse à définir
αpxq “ fpxq ´ fp0q

x
´ f 1p0q. (12.1321)

Notons que cette fonction n’est pas définie en x “ 0, mais cela n’a pas d’importance : seule la
limite limxÑ0 αpxq nous intéresse. Par définition de la dérivée,

lim
xÑ0

αpxq “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q
x

´ f 1p0q “ 0. (12.1322)

En conclusion si f est dérivable, son développement limité à l’ordre 1 est donné par

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq (12.1323)

où αpxq est donnée par la formule (12.1321).

12.38.2 Formule de Taylor-Young

Plus généralement nous avons la proposition suivante qui donne le développement limité de
toute fonction dérivable n fois.

Proposition 12.468 (Formule de Taylor-Young).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant 0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` f p3qp0q

3! x3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q
n! xn ` xnαpxq (12.1324)

et
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (12.1325)

Cette proposition nous permet de calculer facilement des développements limités tant que nous
sommes capables de calculer les dérivées successives de la fonction à développer. Dans l’exemple
12.467 nous avons dû utiliser des astuces et des formules pour déterminer le développement limité
de 1

1´x . Au contraire la formule (12.1324) nous permet de trouver le polynôme en appliquant
mécaniquement une formule simple.

Exemple 12.469.
Utilisation de la formule (12.1324) pour déterminer le développement limité de la fonction

fpxq “ 1
1 ´ x

. (12.1326)

Il faut calculer les dérivées successives de f :

fpxq “ 1
1 ´ x

(12.1327a)

f 1pxq “ 1
p1 ´ xq2 (12.1327b)

f2pxq “ 2
p1 ´ xq3 (12.1327c)

Avec ces résultats, nous devinons que

f pnqpxq “ n!
p1 ´ xqn`1 . (12.1328)
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Pour en être sûr nous le prouvons par récurrence. La dérivée de n!
p1´xqn`1 est donnée par

n!pn` 1qp1 ´ xqn
p1 ´ xq2n`2 “ pn` 1q!

p1 ´ xqn`2 . (12.1329)

Évaluées en x “ 0, les dérivées successives de f sont fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f2p0q “ 2,. . .,f pnqp0q “ n!.
Utilisant la formule (12.1324) nous avons

fpxq “ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xnαpxq, (12.1330)

conformément à ce que nous avions déjà trouvé. △

Exemple 12.470.
Soient r P Q et la fonction donnée par

fpxq “ p1 ` xqr. (12.1331)

Nous notons I le domaine de cette fonction : c’est R si r ą 0 ou r´1,8s si r ă 0. Si par contre
r “ 0, la fonction est constante et le domaine est I “ R.

En ce qui concerne les dérivées 161 : f 1pxq “ rp1 ` xqr´1 et plus généralement

f pkqpxq “ rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1qp1 ` xqr´k (12.1332)

si k ą 0. Pour k “ 0 nous avons f pkqp0q “ 1. Le développement de Taylor-Young est alors

p1 ` xqr “ 1 `
nÿ

k“1

rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq. (12.1333)

Notons que que si r est un entier, pour k “ r, le produit au numérateur s’annule et le dévelop-
pement s’arrête.

Dans le développement de p1 ` xqr, nous reconnaissons la formule de
`
r
k

˘
, sauf que nous ne

pouvons pas l’écrire avec cette notation lorsque r n’est pas entier. △

Cet exemple fonctionnera encore avec r P R au lieu de r P Q, mais il faudra la proposition
15.93 pour la dérivée

Remarque 12.471.
Pour alléger la notation et ne pas écrire . . .` xnαpxq nous pouvons aussi écrire

fpxq „ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn, (12.1334)

mais il est interdit d’écrire
fpxq “ 1 ` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn (12.1335)

en mettant un signe d’égalité entre une fonction et son développement limité 162.

Notons cependant que la proposition 12.468 ne donne pas de moyen simple de trouver la fonction
α. Si la fonction f est très régulière dans l’intervalle I on a le résultat suivant.

Proposition 12.472 (Reste dans la forme de Lagrange).
Si la fonction f est dérivable n` 1 fois dans I alors il existe x̄ dans l’intervalle r0, xs tel que

fpxq “ Pnpxq ` 1
pn` 1q!f

n`1px̄qxn`1. (12.1336)

161. Nous utilisons la proposition 12.442.
162. Il faut cependant être très prudents avec la notation abrégée. Elle pourrait nous faire oublier des informations

importantes, voir les développements des fonctions trigonométriques pour un exemple.
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12.38.3 Règles de calcul

Les règles suivantes permettent de calculer les développements limités des fonctions qu’on peut
écrire comme combinaison de fonctions dont nous savons déjà le développement.

Il est toujours possible de calculer le développement limité d’une fonction par la formule de
Taylor-Young (proposition 12.468). Les règles suivantes peuvent nous economiser de l’effort et du
temps.

12.38.3.1 Linéarité des développements limités

L’opération qui consiste à prendre le développement limité d’une fonction est une opération
linéaire : connaissant les développements limités de f et de g, il suffit de les sommer pour obtenir
celui de f`g. De même, si λ est une constante, le développement limité de λf est le développement
limité de f fois λ.

Proposition 12.473.
Soient λ et µ dans R. Si f et g sont deux fonctions acceptant des développements limités d’ordre
n

fpxq “ P pxq ` xnαf pxq (12.1337a)
gpxq “ Qpxq ` xnβpxq (12.1337b)

avec limxÑ0 αpxq “ limxÑ0 βpxq “ 0, alors la fonction λf ` µg admet le développement limité

pλf `mugqpxq “ pλP ` µQqpxq ` xnpλα ` µβqpxq. (12.1338)

Remarque 12.474.
La forme explicite du reste ne nous interesse pas. Dans la pratique on écrira toujours pf ` gqpxq “
pP `Qqpxq ` xnαpxq, où on appelle α une fonction opportune telle que limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. Vu les définitions (12.1337) des polynômes P , Q et des restes α et β, l’égalité
(12.1338) est une conséquence de la linéarité de la dérivation et de la proposition 12.468

De plus P `Q est un polynôme de degré n dès que P et Q sont des polynômes de degré n, et

lim
xÑ0

pλα ` µβqpxq “ lim
xÑ0

λαpxq ` lim
xÑ0

µβpxq “ 0. (12.1339)

Par conséquent λα ` µβ est la fonction de reste de λf ` µg.

Exemple 12.475.
Calculer le développement de la fonction

fpxq “ 3 3
?

1 ` x` e´2x. (12.1340)

Le développement de 3
?

1 ` x est donné par la formule de l’exemple 12.470 avec α “ 1
3 . Nous avons

donc dans un premier temps

3
?

1 ` x “ 1 ` 1
3x`

1
3
`1

3 ´ 1
˘

2 x2 `
1
3
`1

3 ´ 1
˘ `1

3 ´ 2
˘

6 x3 ` x3αpxq (12.1341a)

“ 1 ` 1
3x´ 1

9x
2 ` 5

81x
3 ` x3αpxq. (12.1341b)

Nous avons alors

3 3
?

1 ` x` e´2x “ 3
”
1 ` 1

3x´ 1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq
ı

` 1 ´ 2x` 2x2 ´ 4
3x

3 ` x3βpxq
(12.1342a)

“ 4 ´ x` 5
3x

2 ´ 31
27x

3 ` x3`αpxq ` βpxq˘. (12.1342b)

△
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La condition limxÑ0 αpxq “ 0 signifie que l’approximation qui consiste à remplacer fpxq par
le polynôme n’est pas une trop mauvaise approximation lorsque x est petit. Cela ne signifie rien
de plus. En particulier si x est grand, l’approximation polynomiale peut-être (et est souvent) très
mauvaise.

À ce propos, notez qu’un polynôme tend toujours vers ˘8 lorsque x est grand. Une approxima-
tion polynomiale d’une fonction bornée est donc toujours (très) mauvaise pour les grandes valeurs
de x.

À titre d’exemple nous avons tracé sur la figure 12.12 la fonction

fpxq “ 3 3
?
x` 1 ` e´2x (12.1343)

et ses développements limités d’ordre 1 à 3. Il est particulièrement visible que l’approximation
est assez bonne pour la partie gauche du graphe sur laquelle la fonction est bien croissante, alors
qu’elle est franchement mauvaise sur la droite où le graphe ressemble plutôt à une constante 163.

´1 1 2 3

2

4

6

(a) Polyôme d’ordre 1

´1 1 2 3

4

6

(b) Polyôme d’ordre 2

´1 1 2 3

2

4

6

(c) Polyôme d’ordre 3

´1 1 2 3

4

6

(d) Polyôme d’ordre 4

Figure 12.12 – Les développements limités d’ordre de plus en plus grand de la fonction de
l’exemple 12.475. La fonction est en bleu et les « approximations » sont en rouge.

12.38.3.2 Développement limité d’un quotient

Proposition 12.476.
Si Pf est le polynôme du développement limité de f à l’ordre n et Pg celui de g, alors nous obtenons
le développement limité de f{g à l’ordre n en effectuant la division selon les puissances croissantes
de Pf par Pg.

Attention : il s’agit bien de faire une division selon les puissances croissantes, et non une
divisions euclidienne. La division euclidienne de A par B consiste à écrire A “ BQ ` R avec
le reste R de degré le plus petit possible. Ici nous voulons avoir un reste de degré le plus grand
possible.

163. Pouvez-vous cependant dire que vaut limxÑ8 fpxq ?
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12.38.3.3 Développement limité d’une fonction composée

Proposition 12.477.
Soient f et g des fonctions admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0.
Nous supposons que limxÑ0 gpxq “ 0. Alors la composée f

`
gpxq˘ admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en substituant le développement de g à chaque «x» du
développement de f , et en supprimant tous les termes de degré plus élevé que n.

12.39 Développement ailleurs qu’à l’origine
Il est intéressant de développer une fonction au voisinage de zéro lorsque nous nous intéressons

à son comportement pour les x pas très grands. Il est toutefois souvent souhaitable de savoir le
comportement d’une fonction au voisinage d’autres valeurs que zéro.

Pour développer la fonction f autour de x0, nous considérons la fonction h ÞÑ fpx0 ` hq que
nous développons autour de zéro (pour h). L’objectif est de trouver une polynôme P et une fonction
α tels que

#
fpxq “ P pxq ` px´ x0qnαpxq (12.1344a)
lim
xÑx0

αpxq “ 0. (12.1344b)

En pratique, le développement limité à l’ordre n d’une fonction autour d’un point x0 quelconque à
l’intérieur de son domaine prend la forme suivante, qui généralise la formule de Taylor-Young vue
dans la proposition 12.468

Proposition 12.478 (Formule de Taylor-Young, cas général).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant x0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fpx0q`f 1px0qpx´ x0q ` f2px0q
2 px´ x0q2`

` f p3qpx0q
3! px´ x0q3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpx0q

n! px´ x0qn ` px´ x0qnαpx´ x0q
(12.1345)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (12.1346)

12.40 Développement au voisinage de l’infini
Il est souvent utile de connaitre le comportement d’une fonction pour les grandes valeurs de x

et de déterminer ses asymptotes éventuelles. La technique que nous allons utiliser consiste à poser
x “ 1

h et de développer la fonction “auxiliaire” gphq “ fp1{hq autour de h “ 0. La limite avec
h Ñ 0` donnera le comportement pour x Ñ 8 et la limite h Ñ 0´ donnera le comportement pour
x Ñ ´8.

Dans le cas d’une développement autour de ˘8 nous ne parlons plus de développement limité
mais de développement asymptotique.

12.40.1 La fonction puissance : remarques pour la suite

Il y a encore de nombreuses choses à dire sur la fonction puissance. Pour savoir lesquelles, voir
le thème 51.

12.41 Fonctions réelles de deux variables réelles
Une fonction réelle de 2 variables réelles est une fonction f : A Ă R2 Ñ R : px, yq ÞÑ z “

fpx, yq.
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Le graphe de f , noté Gr f , est un sous-ensemble de R3 :

Gr f “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A et z “ fpx, yqu
Les courbes de niveau de la fonction f sont obtenues en posant fpx, yq “ λ.

12.41.1 Limites de fonctions à deux variables

Ici nous n’allons pas entrer dans tous les détails, mais simplement mentionner les quelques
techniques les plus courantes.

Théorème 12.479.
Soient deux fonctions f : Rn Ñ Rp et g : Rp Ñ Rq. Si a est un point adhérent au domaine de g ˝f
et si

lim
xÑa

fpxq “ b

lim
yÑb

gpyq “ c,
(12.1347)

alors
lim
xÑa

pg ˝ fqpxq “ c. (12.1348)

Les techniques usuelles sont
(1) La règle de l’étau. Cette technique demande un peu plus d’imagination parce qu’il faut penser

à un « truc » différent pour chaque exercice. En revanche, la justification est facile : il y a un
théorème qui dit que ça marche.

(2) Lorsqu’on applique la règle de l’étau, penser à

|x| “
?
x2 ď

a
x2 ` y2. (12.1349)

Cela permet de majorer le numérateur. Attention : ce genre de majoration fonctionne seule-
ment au numérateur : agrandir le dénominateur ferait diminuer la fraction.

(3) Il n’est pas vrai que
|x| “

?
x2 ď

?
x4 ď

a
x4 ` 2y4. (12.1350)

En effet, si x est petit, alors x2 ą x4, et non le contraire.
Une technique très efficace pour les limites px, yq Ñ p0, 0q est le passage aux coordonnées

polaires. Il s’agit de poser
"
x “ r cospθq (12.1351a)
y “ r sinpθq (12.1351b)

et puis de faire la limite r Ñ 0.
Si la limite obtenue ne dépend pas de θ, alors c’est la limite cherchée. Voici quelque exemples.

Exemple 12.480.
Calculer la limite

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y

x` y
. (12.1352)

Ici la méthode des chemins pour est particulièrement éclairante. Regardons d’abord la fonction
sur la droite x “ y. Nous avons

fpx, yq “ x´ x

2x “ 0. (12.1353)

Donc la fonction est nulle sur toute la ligne.
Si nous regardons maintenant la ligne verticale x “ 0, nous avons

fp0, yq “ ´y
y

“ ´1, (12.1354)

donc la fonction vaut ´1 sur toute la ligne verticale. △

Beaucoup d’autres exemples seront donné en 18.235 lorsque nous aurons vu les coordonnées
polaires.
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12.41.2 Dérivées partielles

La dérivée partielle par rapport à x au point px, yq est notée

Bf
Bx px, yq (12.1355)

et se calcule en dérivant f par rapport à x en considérant que y est constante.
De la même manière, la dérivée partielle par rapport à y au point px, yq est notée

Bf
By px, yq (12.1356)

et se calcule en dérivant f par rapport à y en considérant que x est constante.
Pour les dérivées partielles secondes,

— f2
xxpx, yq “ pf 1

xq1
x “ B2f

Bx2 px, yq “ B
Bxp Bf

Bx q.
— f2

yypx, yq “ pf 1
yq1
y “ B2f

By2 px, yq “ B
By p Bf

By q.
— f2

xypx, yq “ pf 1
xq1
y “ pf 1

yq1
x “ f2

yxpx, yq ou B2f
BxBy px, yq “ B

Bxp Bf
By q “ B

By p Bf
Bx q “ B2f

ByBxpx, yq.

12.41.3 Différentielle et accroissement

La différentielle totale de f au point pa, bq est donnée, quand elle existe ( !), par la formule

dfpa, bq “ Bf
Bx pa, bqdx` Bf

By pa, bqdy. (12.1357)

De la même façon que la formule des accroissements finis disait que fpx` aq » fpxq ` af 1pxq,
en deux dimensions nous avons que l’accroissement approximatif de f au point pa, bq pour des
accroissements ∆x et ∆y est

fpx` ∆x, y ` ∆yq “ fpx, yq ` ∆xBf
Bx px, yq ` ∆yBf

By px, yq. (12.1358)

Le plan tangent au graphe de f au point
`
a, b, fpa, bq˘ est

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` Bf
Bx pa, bqpx´ aq ` Bf

By pa, bqpy ´ bq (12.1359)

essayez d’écrire l’équation de la droite tangente au graphe de fpxq au point x “ a en termes de la
dérivée de f , et comparez votre résultat à cette formule.

Un des principaux théorèmes pour tester la différentiabilité d’une fonction est le suivant.

Théorème 12.481.
Soit une fonction f : Rm Ñ Rp. Si les dérivées partielles existent dans un voisinage de a et donc
continues en a, alors f est différentiable en a.

Le plus souvent, nous prouvons qu’une fonction est différentiable en calculant les dérivées
partielles et en montrant qu’elles sont continues.

Dérivation implicite : Soit F px, fpxqq “ 0 la représentation implicite d’une fonction y “ fpxq
alors

y1 “ f 1pxq “ ´F 1
x

F 1
y

.
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12.42 Les fonctions à valeurs vectorielles

Jusqu’à présent nous avons vu des fonctions de plusieurs variables qui prenaient leurs valeurs
dans R. Nous allons maintenant voir ce qu’il se passe lorsque les fonctions prennent leurs valeurs
dans R3.

Une fonction d’une variable est dite à valeurs vectorielles lorsque

f : I Ă R Ñ R3

fpxq “
¨
˝
f1pxq
f2pxq
f3pxq

˛
‚.

(12.1360)

Les fonctions fi : R Ñ R sont les composantes de f . Ce que nous avons raconté à propos des
dérivées passe facilement :

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“

¨
˚̋
f1pa`ϵq´f1paq

ϵ
f2pa`ϵq´f2paq

ϵ
f3pa`ϵq´f3paq

ϵ

˛
‹‚. (12.1361)

En particulier dès que les fonctions fi sont dérivables, nous avons

f 1paq “
¨
˝
f 1

1paq
f 1

2paq
f 1

3paq

˛
‚ (12.1362)

comme dérivée de la fonction. Cette dérivée est un vecteur.

Exemple 12.482.
Si

f : x P R ÞÑ
¨
˝

x2ex

cospx2q
x3 ` x

˛
‚, (12.1363)

alors

f 1pxq “
¨
˝

2xex ` x2ex

´2x sinpx2q
3x2 ` 1

˛
‚. (12.1364)

△

12.43 Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Ce sont les fonctions de la forme

f : R3 Ñ R3
¨
˝
x
y
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
f1px, y, zq
f2px, y, zq
f3px, y, zq

˛
‚.

(12.1365)

En ce qui concerne les dérivées, tout se passe comme avant. Si les dérivées partielles des com-
posantes fi existent au point a P R3, alors

Bf
Bx paq “

¨
˝

Bxf1paq
Bxf2paq
Bxf3paq

˛
‚, Bf

By paq “
¨
˝

Byf1paq
Byf2paq
Byf3paq

˛
‚, Bf

Bz paq “
¨
˝

Bzf1paq
Bzf2paq
Bzf3paq

˛
‚. (12.1366)
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12.44 Limites à plusieurs variables
Proposition 12.483.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn. Nous avons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ (12.1367)

si et seulement si
lim
xÑa

fipxq “ ℓi (12.1368)

pour tout i P t1, . . . , nu où fipxq dénote la i-ème composante de fpxq et ℓi la i-ème composante de
ℓ P Rn.

Cette proposition revient à dire que la convergence d’une fonction est équivalente à la conver-
gence de chacune de ses composantes.

Démonstration. L’élément clef de la preuve est le fait que pour tout vecteur u P Rp, nous ayons
l’inégalité

|ui| ď
gffe

pÿ

k“1
|uk|2 “ }u}. (12.1369)

La norme (dans Rp) d’un vecteur est plus grande ou égale à la valeur absolue de chacune de ses
composantes.

Supposons que nous ayons une fonction dont chacune des composantes a une limite en a :
limxÑa fipxq “ ℓi. Montrons que dans ce cas la fonction f tend vers ℓ. Si nous considérons ε ą 0,
par définition de la limite de chacune des fonctions fi, il existent des δi tels que

}x´ a}Rm ă δi ñ |fipxq ´ ℓi| ă ε. (12.1370)

Notez que la norme à gauche est une norme dans Rm et que celle à droite est une simple valeur
absolue dans R. Considérons δ “ mintδiui“1,...n. Si }x´ a} ă δ, alors

}fpxq ´ ℓ} “
d

nÿ

i“1
|fipxq ´ ℓi|2 ă

d
nÿ

i“1
ε2 “

?
nε2 “ ?

nε. (12.1371)

Nous voyons qu’en choisissant les δi tels que |fipxq ´ ℓi| ă ε, nous trouvons }fpxq ´ ℓ} ă ?
nε. Afin

d’obtenir }fpxq ´ ℓ} ă ε, nous choisissons donc les δi de telle manière a avoir |fipxq ´ ℓi| ă ε{?
n.

Nous avons donc prouvé que la limite composante par composante impliquait la limite de la
fonction. Nous devons encore prouver le sens inverse.

Supposons donc que limxÑa fpxq “ ℓ, et prouvons que nous ayons limxÑa fipxq “ ℓi pour
chaque i. Soit ε ą 0 et δ ą 0 tel que }x ´ a} ă δ implique }fpxq ´ ℓ} ă ε. Avec ces choix, nous
avons

|fipxq ´ ℓi| ď }fpxq ´ ℓ} ă ε (12.1372)

où nous avons utilisé la majoration (12.1369) avec fpxq ´ ℓ en guise de u.

De même, pour la continuité nous avons la proposition suivante :

Proposition 12.484.
Soit une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn et a P D. La fonction f est continue en a si et seulement si
chacune de ses composantes l’est, c’est-à-dire si et seulement si chacune des fonctions fi : D Ñ R

est continue en a.

Essayez de prouver cette proposition directement par la définition de la continuité, en suivant
pas à pas la démonstration de la proposition 12.483.

Proposition 12.485.
Soit f : Rm Ñ R et a, un point du domaine de f telle que fpaq ą 0. Alors il existe un rayon r tel
que fpxq ą 0 pour tout x dans Bpa, rq.
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Cette proposition signifie que si la fonction est strictement positive en un point, alors elle
restera strictement positive en tous les points « pas trop loin ».

Démonstration. Prenons ε “ fpaq{2 dans la définition de la continuité. Il existe donc un rayon δ
tel que pour tout x dans Bpa, δq,

|fpxq ´ fpaq| ď fpaq
2 , (12.1373)

en d’autres termes, fpxq P B`fpaq, fpaq
2
˘
. évidemment aucun nombre négatif ne fait partie de cette

dernière boule lorsque fpaq est strictement positif.

Corolaire 12.486.
Si f : Rm Ñ R est une fonction continue, alors l’ensemble

A “ tx P Rm tels que fpxq ‰ 0u (12.1374)

est ouvert.

Démonstration. Soit x P A. Si x ą 0 (le cas x ă 0 est laissé en exercice), alors il existe une boule
autour de x sur laquelle f reste strictement positive (proposition 12.485). Cette boule est donc
contenue dans A. Étant donné qu’autour de chaque point de A nous pouvons trouver une boule
contenue dans A, ce dernier est ouvert.

Exemple 12.487.
Soit GLnpRq l’ensemble des matrices n ˆ n inversibles. Nous allons montrer que GLnpRq est un
ouvert de Rn2 . L’identification entre les vecteurs et les matrices consiste simplement à « déplier »
la matrice pour en faire un vecteur. Par exemple, en dimension deux,

ˆ
1 2
3 4

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
2
3
4

˛
‹‹‚P R4. (12.1375)

En dimension 3,

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
2
3
4
5
6
7
8
9

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P R9. (12.1376)

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant
est un polynôme en les composantes de la matrice. En dimension deux, nous avons

det
ˆ
a b
c d

˙
“ ad´ bc, (12.1377)

mais en écriture « dépliée », nous pouvons aussi bien écrire

det

¨
˚̊
˝

a
b
c
d

˛
‹‹‚“ ad´ bc. (12.1378)

En dimension 3, le déterminant est donc un polynôme des 9 variables qui apparaissent dans le
vecteur « déplié ». En général, dans Rn2 , nous considérons donc le polynôme det : Rn2 Ñ R qui
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à un vecteur X P Rn2 fait correspondre le déterminant de la matrice obtenue en « repliant » le
vecteur X.

Donc dans Rn2 , l’ensemble des matrices inversibles est donné par l’ensemble des vecteurs sur
lesquels le polynôme det ne s’annule pas, c’est-à-dire

tX P Rn2 tels que detpXq ‰ 0u. (12.1379)

Mais le déterminant est un polynôme, et donc une fonction continue. Cet ensemble est par consé-
quence ouvert par le corolaire 12.486. △

La proposition suivante montre que la limite peut « passer à travers » les fonctions continues.

Proposition 12.488 (limite de fonction composée).
Soit f : Rn Ñ Rq et g : Rm Ñ Rn telles que

lim
xÑa

gpxq “ p (12.1380a)

lim
yÑp

fpyq “ q (12.1380b)

Alors nous avons limxÑapf ˝ gqpxq “ q.

Démonstration. Comme presque toute preuve à propos de limite ou de continuité, nous commen-
çons par choisir ε ą 0. Nous devons montrer qu’il existe un δ tel que }x ´ a} ď δ implique
}f`gpxq˘ ´ q} ď ε.

La limite (12.1380b) impose l’existence d’un δ̃ tel que }y ´ p} ď δ̃ implique }fpyq ´ q} ď ε,
tandis que la limite (12.1380a) donne un δ tel que }x´a} ď δ implique }gpxq ´ p} ď δ̃ (nous avons
pris δ̃ en guise de ε dans la définition de la limite pour g).

Avec ces choix, si }x´ a} ď δ, alors }gpxq ´ p} ď δ̃, et par conséquent,

}f`gpxq˘ ´ q} ď ε, (12.1381)

ce que nous voulions.

De façon pragmatique, la proposition 12.488 nous fournit une formule pour les limites de
fonctions composée :

lim
xÑa

pf ˝ gqpxq “ lim
yÑlimxÑa gpxq

fpyq (12.1382)

lorsque f est continue.

Remarque 12.489.
La formule (12.1382) ne peut pas être utilisée à l’envers. Il existe des cas où limxÑapg ˝ fqpxq “ q,
et limxÑa fpxq “ p sans pour autant avoir limyÑq gpyq “ q. Par exemple

gpxq “
#

2 si x ě 0
0 si x ă 0

(12.1383a)

fpxq “ |x|. (12.1383b)

Nous avons pg ˝ fqpxq “ 2 pour tout x, ainsi que limxÑ0 fpxq “ 0, mais la limite limyÑ0 gpyq
n’existe pas.

En général, lorsqu’un ensemble est donné par des inégalités, prendre la fermeture consiste à
transformer les inégalités strictes en inégalités non strictes ; prendre l’intérieur consiste à rendre
stricte toutes les inégalités ; la frontière consiste en gros à transformer toutes les inégalités en
égalités (nous allons voir que pour la frontière, c’est un peu plus de travail). Comprenez bien que
cela n’est vrai que « en général ». Il faut toujours bien regarder sur chaque exemple si il n’y a pas
l’un ou l’autre point problématique.

La proposition 12.485 sera une des clefs pour dire que si une inégalité stricte est satisfaite en
un point, alors elle sera satisfaite en tout point dans un voisinage. Voir aussi l’exemple 12.490.
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Exemple 12.490.
Soit f : R Ñ R une fonction continue. Montrer que le sous-ensemble A de R2 défini par A “␣px, yq P R2; y ą fpxq( est ouvert.

Prouver que l’ensemble B “ tpx, yq P R2 tels que y ě fpxqu est fermé.
Nous considérons la fonction g : R2 Ñ R donnée par gpx, yq “ fpxq ´ y. Cela est une fonction

continue parce que c’est une différence de fonctions continues. Par définition,

A “ tpx, yq P R2 tel que gpx, yq ą 0u. (12.1384)

Par la proposition 12.485, autour de chaque point px, yq tel que gpx, yq ą 0 (c’est-à-dire autour de
chaque point de A), il existe une boule sur laquelle g reste strictement positive. L’ensemble A est
donc ouvert.

Pour prouver que l’ensemble B est fermé, prouver que le complémentaire est ouvert, c’est-à-dire
que les points tels que y ´ fpxq ă 0 forment un ouvert. Cela revient au même que ce que nous
avons fait pour A.

△

12.45 Champs de vecteurs

Un champ de vecteur est une fonction f : R3 Ñ R3. Géométriquement, il s’agit simplement de
mettre un vecteur en chaque point de l’espace. Cela arrive très souvent en physique.

Exemple 12.491.
Si un fluide (eau, gaz) coule dans un tube, en tout point le point a une vitesse, qui sera un vecteur
généralement dirigé le long du tube. △

Exemple 12.492.
La force d’attraction de la Terre sur une masse m située au point r “ px, y, zq est donnée par

F prq “ ´GMmr

}r}3 . (12.1385)

Dans cette expression, tant r que F prq sont des vecteurs. Nous l’avons représenté sur la figure 12.13.

Figure 12.13 – Le champ de gravitation de la Terre.
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L’application
F : R3 Ñ R3

r ÞÑ F prq (12.1386)

est le champ gravitationnel de la Terre.
△

12.45.1 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne de la fonction f : R3 Ñ R3 au point a P R3 est la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs Bf

Bx paq, Bf
By paq et Bf

Bz paq, c’est-à-dire

Jf paq “

¨
˚̋

Bf1
Bx paq Bf1

By paq Bf1
Bz paq

Bf2
Bx paq Bf2

By paq Bf2
Bz paq

Bf3
Bx paq Bf3

By paq Bf3
Bz paq

˛
‹‚. (12.1387)

Exemple 12.493.
Si

fpx, y, zq “
¨
˝

xyez

x2 ` cospyzq
xyz

˛
‚, (12.1388)

alors

Jf px, y, zq “
¨
˝
yez xez xyez

2x ´z sinpyzq ´y sinpyzq
yz xz xy

˛
‚. (12.1389)

△

12.46 Divergence, rotationnel et l’opérateur nabla

Nous avons déjà vu le gradient d’une fonction f : R3 Ñ R

∇fpx, y, zq “
¨
˝

Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚ (12.1390)

Afin de définir la divergence et le rotationnel, nous introduisons ∇ sous une forme un peu plus
abstraite comme le « vecteur »

∇ “
¨
˝

Bx
By
Bz

˛
‚. (12.1391)

Vue comme ça, la formule (12.1390) est claire.
Si F est un champ de vecteurs, nous introduisons la divergence de F par

∇ ·F “ BFx
Bx ` BFy

By ` BFz
Bz . (12.1392)

Cela est une fonction. Et nous introduisons le rotationnel du champ de vecteur F par

∇ ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣
“
ˆBFz

By ´ BFy
Bz

˙
ex ´

ˆBFz
Bx ´ BFx

Bz
˙
ey `

ˆBFy
Bx ´ BFx

By
˙
ez.

(12.1393)
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Cela est un champ de vecteur. En utilisant le symbole complètement antisymétrique ϵijk, le rota-
tionnel d’un champ de vecteur peut s’écrire

∇ ˆ F “
ÿ

ijk

ϵijkBiFjek. (12.1394)

Le gradient, la divergence et le rotationnel consistent à appliquer simplement à ∇ les trois
produits qu’on peut effectuer sur un vecteur :

(1) Le produit d’un vecteur par un scalaire multiplie chacune des composantes :
¨
˝

Bx
By
Bz

˛
‚f “

¨
˝

Bxf
Byf
Bzf

˛
‚. (12.1395)

(2) Le produit scalaire d’un vecteur avec un autre vecteur donne lieu à la divergence :
¨
˝

Bx
By
Bz

˛
‚·

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“ BFx

Bx ` BFy
By ` BFz

Bz . (12.1396)

(3) Le produit vectoriel de deux vecteurs :
¨
˝

Bx
By
Bz

˛
‚ˆ

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ . (12.1397)

Ces trois opérations joueront un rôle central en électromagnétisme dans les équations de Maxwell.

Exemple 12.494.
Soit F px, y, zq “ xex ` xyey ` ez, c’est-à-dire

F px, y, zq “
¨
˝
x
xy
1

˛
‚. (12.1398)

Son rotationnel est donné par

∇ ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B

Bx
B

By
B

By
x xy 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ p0 ´ 0qex ´ p0 ´ 0qey ` py ´ 0qez “ yez “
¨
˝

0
0
y

˛
‚. (12.1399)

△

Afin d’étudier comment se comporte la composition de ces opérateurs, nous aurons besoin de
ce lemme que nous n’énoncerons pas précisément.

Lemme 12.495.
Si f : R3 Ñ R est une fonction de classe C2, alors on peut permuter l’ordre des dérivées :

B
Bx

ˆBf
By

˙
“ B

By
ˆBf

Bx
˙

B
Bx

ˆBf
Bz

˙
“ B

Bz
ˆBf

Bx
˙

B
Bz

ˆBf
By

˙
“ B

By
ˆBf

Bz
˙

(12.1400)
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La fonction
px, y, zq ÞÑ B

Bx
ˆBf

By
˙

px, y, zq (12.1401)

sera notée
B2f

BxBy . (12.1402)

Il y a deux propriétés importantes :

Théorème 12.496.
Soit f : R3 Ñ R une fonction de classe C2. Alors

∇ ˆ p∇fq “ 0. (12.1403)

Si F : R3 Ñ R3 est un champ de vecteurs de classe C2, alors

∇ · p∇ ˆ F q “ 0. (12.1404)

Démonstration. Ce sont seulement deux calculs qui manipulent les définitions. Pour le premier, la
divergence de f est le champ de vecteurs

∇f “ Bf
Bxex ` Bf

By ey ` Bf
Bz ez. (12.1405)

En mettant ce champ dans la définition du rotationnel,

∇ ˆ p∇fq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B

Bx
B

By
B

BzBf
Bx

Bf
By

Bf
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
„ B

By
ˆBf

Bz
˙

´ B
Bz

ˆBf
By

˙ȷ
ex

´
„ B

Bx
ˆBf

Bz
˙

´ B
Bz

ˆBf
Bx

˙ȷ
ey

`
„ B

Bx
ˆBf

By
˙

´ B
By

ˆBf
Bx

˙ȷ
ez.

(12.1406)

En utilisant le lemme 12.495, chacun des termes fait zéro.
La seconde propriété se démontre en utilisant le même type de calcul.

Remarque 12.497.
Il n’y a pas de propriétés du même style pour la combinaison ∇ ˆ p∇ ·F q pour le rotationnel de
la divergence. En effet la divergence d’un champ de vecteur est une fonction, et il n’y a pas de
rotationnel pour une fonction.

12.47 Interprétation géométrique et physique de la divergence
En physique, on dit qu’un champ de vecteurs à divergence nulle est incompressible. Nous

allons essayer de comprendre pourquoi. Lorsqu’un fluide incompressible se déplace, il faut qu’en
chaque point il y ait autant de fluide qui rentre que de fluide qui sort. Nous allons voir sur quelques
exemples que la divergence d’un champ de vecteurs est le « bilan de masse » d’un fluide qui se
déplace selon le champ de vecteurs.

Si en un point la divergence est positive, cela signifie qu’il y a une perte de masse et si la
divergence est négative, cela signifie qu’il y a une accumulation de masse.

Prenons par exemple un fluide qui se déplace selon le champ de vitesse montré à figure 12.14.

Étant donné que la vitesse diminue lorsque x avance, il y a une accumulation de fluide. Regardez
en effet la quantité de fluide qui rentre dans le rectangle par rapport à la quantité de fluide qui en
sort. Ce champ de vecteurs a pour équation :

F px, yq “ 1
x

ˆ
1
0

˙
“
ˆ

1{x
0

˙
. (12.1407)
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Figure 12.14 – Le champ de vecteurs F px, yq “ 1
xp1, 0q.

Sa divergence vaut donc

p∇ ·F qpx, yq “ BFx
Bx px, yq ` BFy

By px, yq
loooomoooon

“0

“ ´ 1
x2 . (12.1408)

Cette divergence étant négative, il y a bien accumulation de fluide en tout point, et d’autant plus
que x est petit.

Exemple 12.498.
Prenons le champ de vecteurs tournant

F px, yq “ 1a
x2 ` y2

ˆ
y

´x
˙

(12.1409)

représenté à la figure 12.15. Cela est un vecteur qui est constamment perpendiculaire au rayon.

Figure 12.15 – Le champ de vecteurs F px, yq “ py,´xq.

Un fluide dont la vitesse serait donné par ce champ de vecteur se contente de tourner. Intuiti-
vement il ne devrait pas y avoir de divergence parce qu’il n’y a aucune accumulation de fluide. En
effet,

∇ ·F px, yq “ ´2xy
px2 ` y2q2 ` 2xy

px2 ` y2q2 “ 0. (12.1410)

△

Exemple 12.499.
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Prenons le cas du champ de force de gravitation :

F px, y, zq “ 1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (12.1411)

Nous pouvons rapidement remarquer que ∇ ·F “ 0. Est-ce que cela peut se comprendre sur le
dessin de la figure 12.16 ?

Figure 12.16 – Le champ de vecteur de la gravité. Nous avons tracé, sur les deux cercles la même
densité de vecteurs, c’est-à-dire le même nombre de vecteurs par unité de surface.

Essayons de voir combien de fluide entre dans la zone bleue et combien en sort. D’abord, il est
certain que les vecteurs qui sortent sont plus courts que ceux qui rentrent, ce qui voudrait dire
qu’il y a plus de fluide qui rentre. Mais on voit également que le nombre de vecteurs qui sortent
est plus grand parce que la seconde sphère est plus grande et qu’il y a un vecteur en chaque point
de la sphère.

Intuitivement nous pouvons dire que la quantité qui rentre dans la sphère de rayon r1 donnée
par la taille des vecteurs entrants multiplié par la surface de la sphère, c’est-à-dire

4πr2
1}F px, y, zq}, (12.1412)

mais }F px, y, zq} “ 1
r2

1
, donc la quantité de fluide entrant est 4π. La quantité de fluide sortant sera

la même.
Cela explique deux choses

(1) Pourquoi les forces de gravitation et électromagnétiques sont en 1{r2 ; c’est parce que nous
vivons dans un monde avec trois dimensions d’espace. En étudiant très précisément le champ
de gravitation, certains physiciens espèrent trouver des déviations expérimentales par rap-
port à la règle du 1{r2 ; cela pourrait être un signe que l’espace contient des dimensions
supplémentaires.

(2) Pourquoi il y a un 4π comme coefficient dans beaucoup d’équations en électromagnétisme ;
en particulier dans certaines anciennes unités de flux.

△

Remarque 12.500.
Nous allons voir plus loin comment s’assurer que l’équation (12.1412) représente bien la « quantité
de fluide » qui rentre dans la zone délimitée

12.48 Quelques formules de Leibnitz
La divergence étant une combinaison de dérivées, il n’est pas tellement étonnant que la diver-

gence de produits donne lieux à des formules en deux termes. Si f est une fonction et si F et G
sont des champs de vecteurs, nous avons la proposition suivante.

Proposition 12.501.
Si F et G sont des champs de vecteurs dont toutes les dérivées partielles existent, alors

(1) ∇ · pfF q “ f∇ ·F ` F · ∇f
(2) ∇ · pF ˆGq “ G· ∇ ˆ F ´ F · ∇ ˆG

(3) ∇ ˆ pfF q “ f∇ ˆ F ` ∇f ˆ F .



Chapitre 13

Analyse sur des groupes

13.1 Action de groupe et connexité
Théorème 13.1.
Soit G un groupe topologique localement compact et dénombrable à l’infini 1 agissant continûment
et transitivement sur un espace topologique localement compact 2 E. Soit x P E. Alors l’application

φ : G{ Stabpxq Ñ E

rgs ÞÑ g·x
(13.1)

où Stabpxq est le stabilisateur 3 de x est un homéomorphisme.

Lemme 13.2.
Si G et H sont des groupes topologiques tels que G{H et H sont connexes 4, alors G est connexe.

Démonstration. Soit f : G Ñ t0, 1u une fonction continue. Considérons l’application

f̃ : G{H Ñ t0, 1u
rgs ÞÑ fpgq. (13.2)

D’abord nous montrons qu’elle est bien définie. En effet si h P H nous aurions f̃prghsq “ fpghq,
mais étant donné que H est connexe, l’ensemble gH est également connexe ; la fonction continue
f est donc constante sur gH. Nous avons donc fpghq “ fpgq.

Étant donné que G{H est également connexe, la fonction f̃ doit être constante. Si g1 et g2 sont
deux éléments du groupe, nous avons fpg1q “ f̃prg1sq “ f̃prg2sq “ fpg2q. Nous en déduisons que f
est constante et que G est connexe.

13.3.
La connexité de SOp3q peut être démontrée en suivant les lignes de [396]. Le corolaire 12.91 permet
de dire que les éléments de SOp3q ont une valeur propre égale à 1.

Théorème 13.4.
Pour tout n ě 2, le groupe SOpnq est connexe, le groupe Opnq a deux composantes connexes.

Démonstration. La seconde assertion découle de la première parce que les matrices de détermi-
nant 1 et celles de déterminant ´1 ne peuvent pas être reliées par un chemin continu tandis que
l’application

M ÞÑ
¨
˝

´1
1

1

˛
‚M (13.3)

1. Cela signifie qu’il est une réunion dénombrable de compacts
2. Définition 7.80.
3. Définition 2.28.
4. Définition 7.63.

1113
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est un homéomorphisme entre les matrices de déterminant 1 et celles de déterminants ´1. Montrons
donc que G “ SOpnq est connexe par arcs pour n ě 2 en procédant par récurrence sur la dimension.

Nous acceptons le résultat pour G “ SOp2q. Notons que nous en avons besoin pour prouver
que la sphère Sn´1 est connexe.

Le groupe SOpnq agit, par définition, de façon transitive sur la sphère Sn´1. Soit a P Sn´1,
nous avons

G· a “ Sn´1 (13.4a)
Ga » SOpn´ 1q (13.4b)

où Ga est le fixateur de a dans G. Pour montrer le second point, nous considérons teiu, la base
canonique de Rn et M P G telle que Ma “ e1. Le fixateur de e1 est évidemment isomorphe à
SOpn´ 1q parce qu’il est constitué des matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (13.5)

où paijq P SOpn´ 1q. L’application

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑ M´1AM
(13.6)

est un isomorphisme entre Ga et SOpn ´ 1q. Le théorème 13.1 nous montre alors que, en tant
qu’espaces topologiques,

G{Ga “ Sn´1. (13.7)

L’hypothèse de récurrence montre que Ga “ SOpn ´ 1q est connexe tandis que nous savons que
Sn´1 est connexe. Le lemme 13.2 conclut que G “ SOpnq est connexe.

Lemme 13.5.
Une bijection continue entre un espace compact et un espace séparé est un homéomorphisme.

Proposition 13.6.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes.

Démonstration. Soit Gpnq le groupe SUpnq ou Upnq. Ce groupe opère transitivement sur la sphère
complexe

Sn´1
C “ tz P Cn tel que |z| “ 1u. (13.8)

En notons, pour chaque k, zk “ xk ` iyk, nous considérons l’application continue

s : Sn´1
C Ñ S2n´1

pz1, . . . , znq ÞÑ px1, y1, . . . , xn, ynq. (13.9)

Vérifions que s prend bien ses valeurs dans S2n´1. Nous avons

|spz1, . . . , znq| “
dÿ

k

|xk|2 ` |yk|2 “
dÿ

k

|zk|2 “ 1 (13.10)

parce que |zk|2 “ |xk|2 ` |yk|2. Le lemme 13.5 dit que cette bijection continue est un homéomor-
phisme. Soit a P Sn´1

C , nous avons

G· a “ Sn´1
C (13.11a)

Ga » Gpn´ 1q. (13.11b)
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La seconde ligne est un isomorphisme de groupe et un homéomorphisme. Il est donné de la façon
suivante. D’abord le fixateur de e1 dans Gpnq est donné par les matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (13.12)

où paijq P Gpn ´ 1q. Par ailleurs si M est une matrice de Gpnq telle que Ma “ e1, nous avons
l’homéomorphisme

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑ M´1AM.
(13.13)

Encore une fois, cela est un homéomorphisme par le lemme 13.5. Par composition nous avons
Ga » Gpn´ 1q et un homéomorphisme

Gpnq{Ga “ Sn´1
C . (13.14)

Le groupe Ga et l’ensemble Sn´1
C étant connexes, le groupe Gpnq est connexe par le lemme 13.2.

Lemme 13.7 ([358]).
Si G est un sous-groupe connexe de GLpn,Cq alors son groupe dérivé 5 l’est également.

Démonstration. Soit Sm l’ensemble des produits de m commutateurs de G :

Sm “ tg1, . . . , gm où les gi sont des commutateursu. (13.15)

La partie Sm est l’image de G par l’application continue

Gˆ . . .ˆGloooooomoooooon
2m facteurs

Ñ G

pg1, h1, g2, h2, . . . , gm, hmq ÞÑ rg1, h1s . . . rgm, hms
(13.16)

En tant qu’image d’un connexe par une application continue, Sm est connexe par le lemme 7.193.
Puisque les Sm ont l’identité en commun, le groupe dérivé

DpGq “
8ď

m“1
Sm (13.17)

est également connexe.

13.2 Espaces de matrices

13.2.1 Dilatations et transvections

Soit un corps commutatif K et n ě 2.

Théorème-Définition 13.8 ([358]).
Soit une application linéaire u : E Ñ E dont les points fixes forment un hyperplan noté H d’équa-
tion H “ kerpfq avec f P E˚.

(1) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1a) detpuq ‰ 1
(1b) L’application u est diagonalisable et a une valeur propre qui vaut detpuq ‰ 1.
(1c) Imagepu´ Idq Ę H.

5. Définition 2.2.
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(1d) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagp1, . . . , 1, λq avec λ ‰ 1.
(2) Les affirmation suivantes sont équivalentes :

(2a) Il existe a P H tel que pour tout x P E, upxq “ x` fpxqa.
(2b) Dans une base adaptée, la matrice de u est donnée par

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚. (13.18)

(3) Les conditions (1a)-(1d) sont respectées si et seulement si les conditions (2a)-(2b) ne sont
pas respectées (elles sont les négations l’une de l’autre.).

Une dilatation est soit l’identité soit un endomorphisme qui respecte les conditions (1).
Une transvection est soit l’identité soit un endomorphisme qui vérifie les conditions (2).

Démonstration. Nous allons prouver plein d’implications . . .
(i) (1a) implique (1b) Le théorème de la base incomplète (voir remarque 4.14) permet de

considérer une base te1, . . . , enu de E telle que te1, . . . , en´1u soit une base de H. Dans cette
base, la matrice de u est de la forme suivante (les cases non remplies sont nulles et les étoiles
correspondent à des valeurs inconnues mais pas spécialement nulles) :

¨
˚̊
˚̋

1 ˚
. . . ...

1 ˚
λ

˛
‹‹‹‚ (13.19)

Le fait que le déterminant de u ne soit pas 1 implique que λ ‰ 1. Par conséquent le polynôme
caractéristique

χupXq “ p1 ´Xqn´1pλ´Xq (13.20)
possède une racine λ ‰ 1, et donc u possède un vecteur propre v pour cette valeur 6. Le
vecteur v est linéairement indépendant de te1, . . . , en´1u (parce que vecteur propre de valeur
propre différente). Par conséquent l’ensemble te1, . . . , en´1, vu est une base par la proposition
4.18. C’est une base de vecteurs propres et donc une base de diagonalisation 7.

(ii) (1b) implique (1c) Nous nommons maintenant te1, . . . , enu la base de diagonalisation.
Nous avons upenq “ λen avec detpuq “ λ ‰ 1. Nous avons

pu´ Idqpenq “ pλ´ 1qen R H, (13.21)

ce qui prouve que l’image de en par u´ Id n’est pas dans H.
(iii) (1c) implique (1d) Reprenons une base te1, . . . , , enu donnant la matrice (13.19). Il existe

x P E tel que upxq ´ x n’est pas dans H, c’est-à-dire tel que u
`
upxq ´ x

˘ ‰ upxq ´ x. Nous
en déduisons que

u2pxq ´ 2upxq ` x ‰ 0 (13.22)
ou encore que

pX ´ 1q2puqx ‰ 0. (13.23)
C’est-à-dire que pX ´ 1q2 n’est pas un polynôme annulateur de u. Or ce serait le cas si
X´ 1 était le polynôme minimal (proposition 9.96). Le polynôme caractéristique étant pX´
1qn´1pX ´ λq (et étant annulateur 8), le polynôme minimal est de la forme

µupXq “
#

pX ´ 1qpX ´ λq si λ ‰ 1
X ´ 1 si λ “ 1.

(13.24)

6. Proposition 9.118.
7. Nous pourrions en dire à peine un peu plus et prouver le point (1d), mais cela ne servirait à rien parce que

nous voulons prouver les équivalences et qu’il faudra quand même prouver que (1c) implique (1d).
8. Théorème de Cayley-Hamilton 9.115.
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Dans notre cas nous venons de voir que ce n’est pas X ´ 1 et donc c’est pX ´ 1qpX ´λq avec
λ ‰ 1.
Nous devons trouver une base de diagonalisation . . .Supposons

upenq “
n´1ÿ

k“1
akek ` λen, (13.25)

dans lequel nous venons de prouver que λ ‰ 1, et cherchons

e1
n “

nÿ

j“1
pjej (13.26)

de telle sorte à avoir upe1
nq “ λe1

n. Nous avons

upe1
nq “

n´1ÿ

j“1
pjupejq ` pnupenq “

n´1ÿ

j“1
ppj ` pnajqej ` pnλen. (13.27)

En égalisant à λ
řn
j“1 pjej , il vient

pj ` pnaj “ λpj (13.28)
pour tout j “ 1, . . . , n´ 1 et la condition triviale pnλ “ λpn pour j “ n. Nous en déduisons
que le choix

pj “ pnaj
λ´ 1 (13.29)

fonctionne (parce que λ ‰ 1 comme nous l’avons démontré plus haut). En bref, il suffit de
poser

e1
n “

n´1ÿ

j“1

pnaj
λ´ 1ej ` pnen (13.30)

avec pn au choix pour avoir une base te1, . . . , en´1, e1
nu de diagonalisation de u avec λ ‰ 1

comme dernière valeur propre.
(iv) (1d) implique (1a) Évident . . .encore faut-il se souvenir d’invoquer l’invariance du déter-

minant par changement de base.
Nous avons terminé la première série d’équivalences. Nous continuons avec la seconde.

(i) (2a) implique (2b) Nous prenons en´1 “ a et nous complétons en une base de H. Pour en
il suffit de prendre n’importe quel vecteur v tel que fpvq ‰ 0 (qui existe parce que f “ 0 est
seulement un hyperplan), et de le normaliser.
Dans cette base, la matrice de u a la forme désirée parce que upenq “ en`fpenqa “ en`en´1
du fait que en´1 “ a et fpenq “ 1.

(ii) (2b) implique (2a) Soit te1, . . . , enu cette base. En prenant a “ en´1 et en posant x “ř
k xkek nous avons

upxq “
n´1ÿ

k“1
xkek ` xnpen´1 ` enq “ x` xnen´1 “ x` xna. (13.31)

Mais puisque fpxq “ ř
i fixi, et que fpeiq “ 0 pour tout i “ 1, . . . , n ´ 1 nous avons

fpxq “ fnxn. Il n’y a cependant pas de raison d’avoir fn “ 1. Mais en définissant

e1
i “ 1

fn
ei (13.32)

nous avons bien upe1
nq “ 1

fn
pen´1 ` enq “ e1

n´1 ` e1
n. Donc dans cette base nous avons encore

la matrice de u de la forme ¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (13.33)

mais cette fois avec fpe1
nq “ 1.
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Nous avons terminé avec la seconde série d’équivalences. Il nous reste à prouver que la première
est équivalente à la négation de la seconde.

(i) non (1c) implique (2a) Considérons x0 P E tel que fpx0q “ 1 et posons a “ upx0q ´ x0 P
Imagepu´ Idq. Par la négation de (1c) nous avons a P H. De plus x0 R H (sinon fpx0q “ 0)
donc upx0q ‰ x0 et a ‰ 0.
Nous montrons que ce choix de a fonctionne : upxq “ x`fpxqa pour tout x P E. Nous faisons
cela séparément pour x P H et pour x “ x0.
Si h P H alors uphq “ h et fphq “ 0 donc h`fphqa “ h “ uphq. Si x “ x0 alors upx0q “ a`x0
(c’est la définition de a) et x0 ` fpx0qa “ x0 ` a.

(ii) (2b) implique non (1a) Dans une base adaptée nous avons
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (13.34)

et donc detpuq “ 1, ce qui contredit (1a).

13.9.
Dans le cas des dilatations et des transvections, les points fixes forment un hyperplan.

Selon cette terminologie, l’application x ÞÑ λx n’est pas une dilatation mais un produit de
dilatations.

Remarque 13.10.
Nous notons Eij la matrice qui possède uniquement 1 en position pi, jq. C’est-à-dire que

`
Eij

˘
kl

“
δikδjl. Soit H l’hyperplan des points fixes de f . Dans une base contenant une base de H, la matrice
d’une transvection a pour forme type :

Tijpλq “ 1` λEij (13.35)

avec i ‰ j et λ P K, et une dilatation a pour forme type la matrice diagonale

Dipαq “ 1` pα ´ 1qEii (13.36)

avec α P K˚.
Bien entendu, en choisissant une base quelconque, les matrices des dilatations et des translations

peuvent avoir des formes différentes.

Lemme 13.11.
Quelques manipulations de lignes et de colonnes pour les matrices.

(1) La multiplication à gauche par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de ligne

Li Ñ Li ` λLj . (13.37)

(2) La multiplication à droite par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de colonne

Cj Ñ Cj ` λCi. (13.38)

(3) La multiplication à gauche par Tijp1qTjip´1qTijp1q revient à la substitution de lignes
"
Li Ñ Lj (13.39a)
Lj Ñ ´Li. (13.39b)

Notons qu’il n’est pas possible d’inverser deux lignes à l’aide de transvections sans changer un
signe parce que les transvections sont de déterminant 1 alors que l’inversion de lignes change le
signe du déterminant.
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Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Nous devons prouver que

`
TijpλqA˘

kl
“
#
Akl si k ‰ i

Ail ` λAjl si k “ i.
(13.40)

Un peu de calcul matriciel avec utilisation modérée des indices donne :
`
TijpλqA˘

kl
“
ÿ

s

`
Tijpλq˘

ks
Asl (13.41a)

“
ÿ

s

δksAsl ` λδikδjsAsl (13.41b)

“ Akl ` λδikAjl. (13.41c)

(ii) Pour (2) C’est la même chose.
(iii) Pour (3) Si nous appliquons successivement ces trois matrices (de droite à gauche) nous

effectuons les substitutions :
#
L1
i “ Li ` Lj

L1
j “ Lj

suivi de
#
L2
i “ L1

i

L2
j “ L1

j ´ L1
i

et de
#
L3
i “ L2

i ` L2
j

L3
j “ L2

j .
(13.42)

En effectuant ces substitutions,

L3
i “ L2

i ` L2
j “ L1

i ` pL1
j ´ L1

iq “ L1
j “ Lj (13.43)

et
L3
j “ L2

j “ L1
j ´ L1

i “ Lj ´ pLi ` Ljq “ ´Li, (13.44)

ce qu’il fallait.

Proposition 13.12 ([397]).
Soient n ě 2 et K un corps commutatif.

(1) Si A P GLpn,Kq, il existe des transvections U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (13.45)

(2) L’ensemble des transvections engendre le groupe spécial linéaire SLpn,Kq.
(3) L’ensemble des transvections et des dilatations engendre le groupe linéaire GLpn,Kq.

Démonstration. Nous allons montrer que toutes les matrices de SLpn,Kq peuvent être écrites
comme produits de matrices de la forme (13.35). Cela montrera qu’étant donné un endomorphisme
f et une base pas spécialement liée à f , il est possible d’écrire la matrice de f comme produit de
transvections dont les hyperplans invariants sont « contenus » dans cette base. Cela suffit à prouver
que les transvections engendrent SLpn,Kq grâce au lemme 1.316.

Toutes les transvections ont un déterminant égal à 1. Donc le groupe engendré par les trans-
vections est inclus dans SLp2,Kq. Soit A P GLpn,Kq ; nous allons utiliser le pivot de Gauss pour
la diagonaliser. Étant donné que A est inversible, sa première colonne n’est pas nulle. Si Ai1 ‰ 0
alors une multiplication à gauche par L1i

`pA11 ´ 1q{Ai1
˘

effectue la substitution

L1 Ñ L1 ´ A11 ´ 1
Ai1

Li (13.46)
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qui met un 1 en la position p1, 1q. Notons que si la première colonne est de la forme
¨
˚̊
˚̋

s
0
...
0

˛
‹‹‹‚ (13.47)

avec s ‰ 0 alors il faut plutôt faire les substitutions L2 Ñ L2 `L1 et ensuite L1 Ñ L1 ´ 1
sL2 pour

obtenir le même résultat. En effectuant le pivot avec A11, une suite d’opérations sur les lignes et
les colonnes donnent

M1 . . .MpAN1 . . . Nq “
ˆ

1 0
0 A1

˙
(13.48)

où A1 P GLpn´1,Kq et detpA1q “ detpAq. En continuant de la sorte nous arrivons sur une matrice
diagonale 9

M1 . . .Mp1AN1 . . . Nq1 “

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1
α

˛
‹‹‹‚ (13.49)

avec α “ detpAq. En d’autres termes nous avons prouvé qu’il existe des transvections U1, . . . , Ur
et V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (13.50)

Cela prouve que les transvections et les translations engendrent GLpn,Kq. Si A P SLpn,Kq alors
Dn

`
detpAq˘ “ 1 et l’équation (13.50) est un produit de transvections.

Proposition 13.13.
Le groupe GLpn,Rq est engendré par les endomorphismes inversibles diagonalisables.

Démonstration. Par la proposition 13.12, le groupe GLpn,Rq est engendré par les dilatations et
les transvections. Il suffit donc de montrer qu’à leur tour, ces deux types d’endomorphismes sont
engendrés par les endomorphismes inversibles et diagonalisables.

Les dilatations sont diagonalisables et inversibles. C’est bon pour elles.
Soit une transvection u, et une base teiui“1,...,n dans laquelle u est de la forme (13.18). Nous

considérons l’endomorphisme d : E Ñ E défini par dpekq “ kek. Cet endomorphisme est diagona-
lisable parce que son polynôme minimal, µd “ śn

k“1pX ´ kq, est scindé à racines simples (voir le
théorème 9.211).

Nous avons évidemment u “ d´1 ˝ pd ˝ uq où d´1 est diagonalisable et inversible. Voyons que
d ˝ u est également diagonalisable en montrant que µd est son polynôme minimal (qui est scindé à
racines simples).

Il suffit de montrer que µdpd ˝ uqpekq “ 0 pour tout k. Ainsi µd sera un polynôme annulateur
de d ˝ u de degré n, et donc minimal.

(i) Si k ď n´ 1 Alors upekq “ ek et pd ˝ u´ nqek “ pk ´ nqek. Donc :

µdpd˝uqpekq “ pd˝u´1qpd˝u´2q . . . pd˝u´nqek “ pk´1qpk´2q . . . pk´nqek “ 0 (13.51)

parce que dans le produit des k ´ i, il y en a forcément un de nul.
(ii) Si k “ n Dans un premier temps,

pd ˝ u´ nqen “ dpen ` en´1q ´ nen “ nen ` pn´ 1qen´1 ´ nen “ pn´ 1qen´1. (13.52)

9. Attention : les opérations sur les lignes et les colonnes ne sont pas des opérations de similitude. Il n’est pas
question de prétendre ici que toutes les matrices de GLpn,Kq sont diagonales, voir la définition 4.108.
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Ensuite
`
d ˝ u´ pn´ 1q˘en´1 “ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (13.53a)

“ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (13.53b)
“ pn´ 1qen´1 ´ pn´ 1qen´1 (13.53c)
“ 0 (13.53d)

Le polynôme µd est donc un polynôme scindé à n racines simples annulateur de d ˝u, qui est alors
diagonalisable et inversible (parce que u et d le sont).

Donc sous la forme u “ d´1pduq, la transvection u est écrite comme produit de diagonalisables
inversibles.

Proposition 13.14 ([147]).
Soient n ě 3 et K un corps de caractéristique différente de 2. Alors

(1) le groupe dérivé de GLpn,Kq est SLpn,Kq ;
(2) le groupe dérivé de SLpn,Kq est SLpn,Kq.

La preuve utilise le fait que les transvections engendrent SLpn,Kq et que les transvections avec
les dilatations engendrent GLpn,Kq. Voir la proposition 13.12.

13.2.2 Connexité de certains groupes

Lemme 13.15.
Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe.

Démonstration. La non connexité par arcs est facile parce que les éléments de déterminant 1 ne
peuvent pas être reliés aux éléments de déterminant ´1 par un chemin continu restant dans Opnq
à cause du théorème des valeurs intermédiaires 10.87.

En ce qui concerne la connexité, il faut en dire un peu plus.
Les éléments de Opn,Rq ont des déterminants égaux à 1 ou à ´1. Ces deux parties sont des

ouverts (pour la topologie induite de Mpn,Rq). En effet soit A P SOpn,Rq (la partie contenant
les déterminants 1 ; ce que l’on va dire tient pour l’autre partie). Alors, parce que le déterminant
est une fonction continue sur Mpn,Rq, il existe un voisinage O de A dans Mpn,Rq dans lequel
le déterminant reste entre 1

2 et 3
2 (c’est la définition de la continuité avec ϵ “ 1{2). L’ensemble

OXOpn,Rq est par définition un ouvert de Opn,Rq et ne contient que des éléments de déterminant
1.

La partie Opn,Rq de Mpn,Rq est donc non-connexe selon la définition 7.63.

Lemme 13.16.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes par arcs.

Démonstration. Soient A une matrice unitaire, et Q une matrice unitaire qui diagonalise A. Étant
donné que les valeurs propres arrivent par paires complexes conjuguées,

QAQ´1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

eiθ1

e´iθ1

. . .
eiθr

e´iθr

˛
‹‹‹‹‹‚
. (13.54)

Le chemin Uptq obtenu en remplaçant θi par tθi avec t P r0, 1s joint QAQ´1 à l’identité. Par
conséquent Q´1UptqQ joint A à l’unité.

Théorème 13.17.
Les matrices normales 10 forment un espace connexe par arc.

10. Définition 12.101.
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Démonstration. Soient A une matrice normale et U une matrice unitaire qui diagonalise A. Nous
considérons Uptq, un chemin qui joint 1 à U dans Upnq. Pour chaque t, la matrice

Aptq “ Uptq´1AUptq (13.55)

est normale. Nous avons donc trouvé un chemin dans les matrices normales qui joint A à une
matrice diagonale. Il est à présent facile de la joindre à l’identité.

Toutes les matrices normales étant connexes à l’identité, l’ensemble des matrices normales est
connexe.

Proposition 13.18.
Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A P SLpn,Kq ; par la proposition 13.12(2) nous pouvons écrire

A “
ź

cPX
Tcpλcq (13.56)

où X est une partie de l’ensemble des couples pi, jq dans t1, . . . , nu. En posant

φ : r0, 1s Ñ SLpn,Kq
t ÞÑ

ź

cPX
Tcptλcq (13.57)

nous avons une application continue de A vers 1, qui, à tout t fait correspondre la matrice φptq,
inversible de déterminant 1.

Donc tous les éléments de SLpn,Kq peuvent être reliés à 1. Par conséquent, SLpn,Kq est
connexe par arcs.

Proposition 13.19 ([398]).
Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs.

Démonstration. Soient A P GLpn,Cq et sa décomposition (13.45). Comme montré précédemment,
chacune des transvections peut être reliée à 1 par un chemin continu dans SLpn,Cq. En ce qui
concerne le facteur de translation, nous ne pouvons pas simplement prendre le chemin donné par
t ÞÑ Dn

`
t detpAq˘ parce que le résultat n’est pas inversible en t “ 0.

Puisque C˚ est connexe par arcs il existe une application continue α : r0, 1s Ñ C˚ telle que
αp0q “ detpAq P C˚ et αp1q “ 1. Il suffit alors de prendre Dn

`
αptq˘ et nous avons un chemin

continu de A vers 1 restant dans GLpn,Cq.

Proposition 13.20.
Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs.

Démonstration. Nous notons GL`pn,Rq et GL´pn,Rq les parties de GLpn,Rq formées des ap-
plications de déterminant strictement positifs et strictement négatifs respectivement. D’après le
théorème des valeurs intermédiaires (théorème 10.87), il n’existe pas d’application continue dans
GLpn,Rq reliant GL`pn,Rq à GL´pn,Rq tout en restant dans les applications de déterminant non
nul 11.

Montrons que GL˘pn,Rq sont connexes par arcs. Si A P GL`pn,Rq alors grâce à la décompo-
sition (13.45), il existe un chemin continu de A vers Dn

`
detpAq˘. Puisque R˘ sont connexes par

arcs, il est possible de relier Dn

`
detpAq˘ à Dnp˘1q par un chemin continu.

11. Si φ : r0, 1s Ñ GLpn,Rq est le chemin, la fonction à mettre dans le théorème des valeurs intermédiaires est la
fonction f : r0, 1s Ñ R t ÞÑ det

`
φptq

˘
.
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13.2.3 Densité

Proposition 13.21.
Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq.

Démonstration. D’après le lemme de Schur 12.100, une matrice de Mpn,Cq est de la forme

A “ Q

¨
˚̋
λ1 ˚ ˚
0 . . . ˚
0 0 λn

˛
‹‚Q´1. (13.58)

Les valeurs propres sont sur la diagonale. La matrice est diagonalisable si les éléments de la
diagonales sont tous différents. Il suffit maintenant de considérer n suites pϵprq

k qkPN convergentes
vers zéro telles que pour chaque k les nombres λr ` ϵ

prq
k soient tous différents. La suite de matrices

Ak “ Q

¨
˚̋
λ1 ` ϵ

p1q
k ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 λn ` ϵ

pnq
k

˛
‹‚Q´1. (13.59)

est alors diagonalisable pour tout k et nous avons limkÑ8 Ak “ A.

Proposition 13.22.
Les matrices inversibles sont denses dans l’ensemble des matrices. C’est-à-dire que GLpn,Rq est
dense dans Mpn,Rq.

Démonstration. Soit A P Mpn,Rq ; le lemme de Schur réel 9.218 nous permet d’écrire

A “ Q´1

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

λ1
. . .

λr ˆ
a b
c d

˙

. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Q (13.60)

avec Q orthogonale.
Nous allons définir une suite pAkq de matrices inversibles convergeant vers A. Pour cela nous

considérons, pour chaque i, une suite pϵpiq
k q telle que λi ` ϵ

piq
k ‰ 0 et ϵpiq

k Ñ 0. La matrice Ak est la
matrice donnée par (13.60) dans laquelle nous remplaçons λi par λi ` ϵ

piq
k .

En ce qui concerne les blocs, ceux dont le déterminant est non nul, nous n’y touchons pas, et
ceux dont le déterminant est nul, nous remplaçons a par a` ϵk.

Avec cela, Q´1AkQ est une suite dans GLpn,Rq qui converge vers A.

Proposition 13.23.
Si A P Mpn,Cq alors

eTrpAq “ detpeAq. (13.61)

Démonstration. Ici, eA est l’exponentielle, soit d’endomorphisme, soit de matrice définie par la
proposition 11.254.

Le résultat est un simple calcul pour les matrices diagonalisables. Si A n’est pas diagonalisable,
nous considérons une suite de matrices diagonalisables Ak dont la limite est A (proposition 13.21).
La suite

ak “ eTrpAkq (13.62)
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converge vers eTrpAq tandis que la suite

bk “ detpeAk q (13.63)

converge vers detpeAq. Mais nous avons ak “ bk pour tout k ; les limites sont donc égales.

Corolaire 13.24.
Si X P Mpn,Cq alors

d

dt

”
detpetXq

ı
t“0

“ TrpXq. (13.64)

Démonstration. Nous écrivons la proposition 13.23 pour tX au lieu de X ; pour chaque t nous
avons

det
`
etX

˘ “ eTrptXq “ etTrpXq. (13.65)

La dérivation par rapport à t en t “ 0 donne le résultat attendu.

Théorème 13.25 (Cayley-Hamilton[399, 400]).
Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif quelconque
annule son propre polynôme caractéristique

Une autre démonstration est donnée par le théorème 9.115.

Démonstration. La preuve est divisée en plusieurs étapes.
(i) Endomorphisme diagonalisable Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel V de

dimension n sur un corps K et χu sont polynôme caractéristique. Nous savons que si λ est
une valeur propre de u alors χupλq “ 0 par le théorème 9.111(2). En combinant avec le
lemme 9.89, si x est vecteur propre pour la valeur propre λ de u nous avons

χupuqx “ χupλqx “ 0. (13.66)

Donc tant que u possède une base de vecteurs propres nous avons χupuq “ 0.
(ii) Le cas complexe Nous nous restreignons à présent (et provisoirement) au cas K “ C, ce

qui nous donne u P Mpn,Cq. Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq par la
proposition 13.21. Si A P Mpn,Cq nous considérons une suite de matrices diagonalisables
Ak

Mpn,CqÝÑ A. Pour chaque k nous avons par le point précédent

χuk
pukq “ 0. (13.67)

Chacune des composantes de χuk
pukq est un polynôme en les composantes de uk, ce qui

légitime le passage à la limite :
χupuq “ 0. (13.68)

Le théorème est établi pour toutes les matrices de Mpn,Cq et donc aussi pour tous les
sous-corps de C comme R ou Z.

(iii) Le cas général Par définition, χupXq “ detpu´X1q ; les coefficients de X sont des poly-
nômes à coefficients entiers en les composantes de u. En substituant u à X nous obtenons
une matrice dont chacune des entrées est un polynôme à coefficients entiers en les coefficients
de u. Pour chaque i et j entre 1 et n il existe donc un polynôme Pij P ZpX1, . . . , Xn2q tel que

χupuqij “ P pu11, . . . , unnq. (13.69)

Ces polynômes ne dépendent pas de u ni du corps sur lequel on travaille. Notre but est
maintenant de prouver que Pij “ 0.
Étant donné que le cas complexe (et a fortiori entier) est déjà prouvé nous savons que
pour tout u P Mpn,Zq nous avons P pu11, . . . , unnq “ 0. La proposition 6.184 nous donne
effectivement P “ 0, en conséquence de quoi l’endomorphisme χupuq est nul.
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Exemple 13.26.
Pour montrer que chaque composante χupuq est bien un polynôme à coefficients entiers en les

coefficients de u, voyons l’exemple 2 ˆ 2 : u “
ˆ
a b
c d

˙
. D’abord

χupXq “ det
ˆ
a´X b
c d´X

˙
“ X2 ´ pa` dqX ` ad´ cb. (13.70)

Le coefficient de X2 est 1, celui de X est ´a ´ d et le terme indépendant est ad ´ cb ; tout trois
sont des polynômes à coefficients entiers en a, b, c, d. Après substitution de X par u,

χupuqij “ pu2qij ´ pa` dquij ` ad´ cb. (13.71)

C’est bien un polynôme à coefficients entiers en les entrées de la matrice u. △

13.2.4 Racine carrée d’une matrice hermitienne positive

Proposition-Définition 13.27.
Si A P Mpn,Cq est une matrice hermitienne 12 positive, alors il existe une unique matrice hermi-
tienne positive R telle que A “ R2. De plus R est un polynôme (de RrXs) en A.

La matrice R ainsi définie est la racine carrée de A, et est notée
?
A.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Existence Étant donné que A est hermitienne, elle est diagonalisable par une matrice uni-

taire (proposition 12.102), et ses valeurs propres sont réelles et positives (parce que A est
positive). Soit donc P une matrice unitaire telle que

P ˚AP “

¨
˚̋
α1

. . .
αn

˛
‹‚ (13.72)

avec αi ą 0. Si on pose

R “ P

¨
˚̋

?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚P ˚, (13.73)

alors R2 “ A parce que P ˚P “ 1.
(ii) Hermitienne positive La matrice R est hermitienne parce que, avec un peu de notation

raccourcie, R “ P ˚?
αP et R˚ “ P ˚?

αP . D’autre part, elle est positive parce que ses valeurs
propres sont les ?

αi qui sont positives.
(iii) Polynôme Nous montrons maintenant que la matrice R est un polynôme en A. Pour cela

nous considérons un polynôme Q tel que Qpαiq “ ?
αi pour tout i. Soit teiu une base de

diagonalisation de A : Aei “ αiei. Alors c’est encore une base de diagonalisation de QpAq.
En effet si Q “ ř

k akX
k, alors

QpAqei “ p
ÿ

k

akA
kqei “ p

ÿ

k

akα
k
i qei “ Qpαiqei “ ?

αiei. (13.74)

Les valeurs propres de QpAq sont donc ?
αi. Nous savons maintenant que QpAq a la même

base de diagonalisation de A (et donc la même matrice unitaire P qui diagonalise), c’est-à-dire
que

QpAq “ P ˚

¨
˚̋

?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚“ R. (13.75)

12. Définition 9.173.
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Donc oui, R est un polynôme en A.
Notons que ce Q n’est pas du tout unique ; il existe une infinité de polynômes envoyant n
nombres donnés sur n nombres donnés.

(iv) Unicité Soit S une matrice hermitienne positive telle que R2 “ S2 “ A. D’abord S com-
mute avec A parce que

SA “ S3 “ S2S “ AS. (13.76)

Donc S commute aussi avec QpAq “ R. Étant donné que S et R commutent et sont diago-
nalisables, ils sont simultanément diagonalisables par le corolaire 9.212. Soient DR “ PRP ˚
et DS “ PSP ˚ les formes diagonales de R et S dans une base de simultanée diagonalisation.
Les carrés des valeurs propres de R et S étant identiques (ce sont les valeurs propres de A)
et les valeurs propres de R et S étant positives, nous déduisons que DR “ DS et donc que
R “ P ˚DRP “ P ˚DSP “ S.

Une des applications usuelles de cette proposition est la décomposition polaire.

13.2.5 Racine carrée d’une matrice symétrique positive

Lemme 13.28 ([401]).
Le groupe orthogonal Opn,Rq est compact.

Démonstration. Nous avons Opnq “ f´1`t1nu˘ où f est l’application continue A ÞÑ AtA. En tant
qu’image inverse d’un fermé par une application continue, le groupe Opnq est fermé.

De plus il est borné parce que tous les coefficients d’une matrice orthogonale sont ď 1, donc
}A}8 pour tout A P Opnq.
Proposition 13.29.
Une matrice symétrique définie ou semi définie positive, admet une unique racine carrée symé-
trique. Le spectre de la racine carrée est la racine carrée du spectre de la matrice de départ.

Démonstration. Propriétés de la racine carrée d’une matrice symétrique
(i) Existence Soit T une matrice symétrique et Q une matrice orthogonale qui diagonalise 13

T : QTQ´1 “ D avec D “ diagpλiq et λi ě 0. En posant R “ Q´1?
DQ, il est vite vérifié

que R2 “ T et que R est symétrique. En ce qui concerne le spectre, R a pour valeurs propres
les

?
λi.

(ii) Unicité Soit R une matrice symétrique de T : R2 “ T . Du coup R et T commutent :
RT “ R3 “ TR. Par conséquent les espaces propres de T sont stables sous R. Soit Eλ l’un
d’eux de dimension d, et TF , RF les restrictions de T et R à Eλ. L’application TF est une
homothétie et R2

F “ TF “ λ1. Mais RF est encore une matrice symétrique définie positive,
donc nous pouvons considérer une base te1, . . . , edu de Eλ qui diagonalise RF avec les valeurs
propres µi ; nous avons donc en même temps

R2
f peiq “ µ2

i ei (13.77a)
TF peiq “ λei, (13.77b)

de telle sorte que µ2
i “ λ. Mais les valeurs propres de RF sont positives, sont µi “ ?

λ pour
tout i. En conclusion RF est univoquement déterminé par la donnée de T . Vu que cela est
valable pour tous les espaces propres de T et que ces espaces propres engendrent tout E,
l’opérateur R est déterminé de façon univoque par T .

Notons que nous n’avons démontré l’unicité qu’au sein des matrices symétriques.

13. Théorème 9.219.
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13.2.6 Décomposition polaires : cas réel

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives, d’après le paragraphe 9.223.

Lemme 13.30.
La partie S`pn,Rq est fermée dans Mpn,Rq.
Démonstration. En effet si Sk est une suite de matrices symétriques convergeant dans Mpn,Rq
vers la matrice A, les suites pSkqij et pSkqji des composantes ij et ji sont des suites égales, et donc
leurs limites sont égales 14. Donc la limite est symétrique.

En ce qui concerne le spectre, le théorème 9.219 nous permet de diagonaliser : Sk “ QkDkQ
´1
k

où les Dk sont des matrices diagonales remplies de nombres positifs ou nuls. Comme Opnq est
compact 15, nous avons une sous-suite Qφpkq convergente : Qφpkq Ñ Q. Pour chaque k, nous avons

Sφpkq “ QφpkqDφpkqQ´1
φpkq, (13.78)

dont la limite existe et vaut A. Puisque pour tout k, Dφpkq “ Q´1
φpkqSφpkqQφpkq et que le produit

matriciel est continu, la suite k ÞÑ Dφpkq est une suite convergente dans Mpn,Rq. Nous notons
D sa limite qui est encore une matrice diagonale contenant des nombres positifs ou nuls sur la
diagonale.

A “ lim
kÑ8Sφpkq “ QDQ´1, (13.79)

et donc le spectre de A est la limite de ceux des matrices Dφpkq. Chacun étant positif, la limite est
positive. Donc A P S`pn,Rq.
Lemme 13.31.
La fermeture de l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives est l’ensemble
des matrices définies positives : AdhpS``pn,Rqq “ S`pn,Rq.

Démonstration. Le lemme 13.30 nous dit que S`pn,Rq était fermé. Nous devons prouver que pour
tout élément de S`pn,Rq, il existe une suite pSkq dans S``pn,Rq convergeant vers S.

Si S P S`pn,Rq alors nous avons la diagonalisation

S “ QDQ´1 “ Q

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚Q´1 (13.80)

où λi ě 0 pour tout i. Nous définissons

Dk “

¨
˚̋
λ1 ` ϵ

p1q
k

. . .
λn ` ϵ

pnq
k

˛
‹‚ (13.81)

où ϵik est une suite convergent vers 0 telle que λi ` ϵ
piq
n ą 0 pour tout i et k. Typiquement si λi ą 0

alors ϵpiq
k “ 0 et sinon ϵ

piq
k “ 1{k.

Pour tout k nous avons QDkQ
´1 P S``pn,Rq et de plus QDkQ

´1 Ñ QDQ “ S.

Théorème 13.32 (Décomposition polaire de matrices symétriques définies positives[401, 402,
403]).
En ce qui concerne les matrices inversibles :

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(13.82)

14. Ici nous utilisons le critère de convergence composante par composante et le fait que nous ne sommes pas trop
inquiétés par la norme que nous choisissons parce que toutes les normes sont équivalentes par le théorème 11.46.

15. Lemme 13.28.
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est un homéomorphisme 16.
En ce qui concerne les matrices en général :

g : Opn,Rq ˆ S`pn,Rq Ñ Mpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(13.83)

est une surjection mais pas une injection.
De plus les mêmes conclusions tiennent si nous prenons pQ,Sq ÞÑ QS au lieu de SQ.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 13.33
Je crois que les éléments de la décomposition polaire sont des polynômes en M . Écrivez-moi si
vous pouvez confirmer ou infirmer.

Démonstration. Nous commençons par prouver les résultats concernant les matrices inversibles.
(i) Existence et unicité Si M “ SQ, alors MM t “ SQQtSt “ S2, donc S doit être une racine

carrée symétrique de la matrice définie positive MM t. La proposition 13.29 nous dit que ça
existe et que c’est unique. Donc S est univoquement déterminé par M . Maintenant avoir
Q “ MS´1 est obligatoire (unicité) et fonctionne :

QtQ “ pS´1qtM tMS´1 “ S´1S2S´1 “ 1, (13.84)

donc Q ainsi défini est orthogonale.
Notons que ceci ne fonctionne pas lorsque M n’est pas inversible parce qu’alors S n’est pas
inversible.

(ii) Homéomorphisme Le fait que f soit continue n’est pas un problème : c’est un produit de
matrices. Nous devons vérifier que f´1 est continue. Soit une suite convergente Mk Ñ M
dans GLpn,Rq. Si nous nommons pQk, Skq la décomposition polaire de Mk et pQ,Sq celle de
M , nous devons prouver que Qk Ñ Q et Sk Ñ S. En effet dans ce cas nous aurions

lim
kÑ8 f

´1pMkq “ lim
kÑ8pQk, Skq “ pQ,Sq “ f´1pMq. (13.85)

Étant donné que Opnq est compact (lemme 13.28), la suite pQkq admet une sous-suite conver-
gente (Bolzano-Weierstrass, théorème 7.134) que nous nommons

Qφpkq Ñ F P Opnq. (13.86)

Vu que la suite pMkq converge, sa sous-suite converge vers la même limite : Mφpkq Ñ M et
vu que pour tout k nous avons Sk “ MkQ

´1
k ,

Sφpkq Ñ G “ MF´1. (13.87)

Vu que chacune des matrices Sφpkq est symétrique définie positive, la limite est symétrique
et semi-définie positive 17. Donc G P S`pn,Rq X GLpn,Rq parce que de plus M et F étant
inversibles, G est inversible. En ce qui concerne la sous-suite nous avons

Mφpkq “ SφpkqQφpkq Ñ GF “ M (13.88)

où F P Opnq et G P S`pn,Rq. Par unicité de la décomposition polaire de M (partie déjà
démontrée), nous avons G “ S et F “ Q.
Nous avons prouvé que toute sous-suite convergente de Qk a Q pour limite. Donc la suite
elle-même converge 18 vers Q. Donc Qk Ñ Q. Du coup vu que Sk “ MkQ

´1
k est un produit

de suites convergentes, Sk converge également, vers S : Sk Ñ S.
Au final l’application f´1 est bien continue parce que les égalités (13.85) ont bien lieu.

16. Cela est en réalité un difféomorphisme, voir la remarque 13.34.
17. Lemme 13.31
18. Proposition 7.277, pas difficile.
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Nous passons maintenant à la preuve dans le cas des matrices en général.
Soit A P Mpn,Rq ; par densité (lemme 13.22), il existe une suite pAkq dans GLpn,Rq telle que

Ak Ñ A. Pour chacun des k nous appliquons la décomposition polaire déjà prouvée : Ak “ QkSk.
D’abord pQkq est une suite dans le compact 19 Opn,Rq et accepte donc une sous-suite convergente.
Quitte à redéfinir la suite de départ, nous supposons pour alléger les notations que Qk Ñ Q P
Opn,Rq. Vu que Qk est inversible,

Sk “ Q´1
k Ak (13.89)

Le produit matriciel étant continu nous avons Sk Ñ S dans Mpn,Rq. Mais S`pn,Rq étant fermé
(lemme 13.30) nous avons aussi S P S`pn,Rq.
Remarque 13.34.
Pour démontrer que f est différentiable, nous devons utiliser le théorème d’inversion locale 17.50 ;
cela est fait dans la proposition 17.60.

Corolaire 13.35.
Toute matrice peut être écrite sous la forme Q1DQ2 où Q1 et Q2 sont orthogonales et D est
diagonale.

Démonstration. Si A P Mpn,Rq alors la décomposition polaire 13.32 nous donne A “ SQ où S
est symétrique définie positive et Q est orthogonale. La matrice S peut ensuite être diagonalisée
par le théorème 9.219 : S “ RDR´1 où D est diagonale et R est orthogonale. Avec ces deux
décompositions en main, A “ SQ “ RDR´1Q. La matrice R´1Q est orthogonale.

13.2.7 Enveloppe convexe

Définition 13.36.
Un point a d’un ensemble convexe C est un point extémal si Cztau est convexe.

Théorème 13.37 ([102]).
Soit E un espace euclidien de dimension n ě 1 et LpEq l’espace des opérateurs linéaires sur E sur
lequel nous considérons la norme subordonnée 20 à celle sur E. L’ensemble des points extrémaux
de la boule unité fermée de LpEq est le groupe orthogonal Opn,Rq.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de LpEq. Montrons pour commencer que
les éléments de Opnq sont extrémaux dans B. D’abord si A P OpEq alors }A} “ 1 parce que
}Ax} “ }x}. Supposons maintenant que A n’est pas extrémal, c’est-à-dire qu’il est le milieu d’un
segment joignant deux points (distincts) de la boule unité de LpEq. Soient donc T,U P B tels que
A “ 1

2pT ` Uq. Pour tout x P E tel que }x} “ 1 nous avons

1 “ }x} “ }Ax} “ 1
2}Tx` Ux} ď 1

2
`}Tx} ` }Ux}˘ ď 1

2
`}T } ` }U}˘ ď 1 (13.90)

Toutes les inégalités sont en réalité des égalités. En particulier nous avons

}Tx` Ux} “ }Tx} ` }Ux}, (13.91)

mais alors nous sommes dans un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.1)
et donc il existe λ ě 0 tel que Tx “ λUx. Mais de plus les inégalité égalités (13.90) nous donnent

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ “ 1 (13.92)

alors que nous savons que }Tx}, }Ux} ď 1, donc }Tx} “ }Ux} “ 1. La seule possibilité est d’avoir
λ “ 1. Nous avons prouvé que Tx “ Ux pour tout x de norme 1. Nous en déduisons que T “ U .

Au final A n’est pas le milieu d’un segment dans B.

19. Lemme 13.28.
20. Définition 11.51.
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Nous passons donc à l’inclusion inverse : nous prouvons que les points extrémaux de B sont
dans OpEq. Pour cela nous prenons U P BzOpEq et nous allons montrer que U n’est pas un point
extrémal : nous allons l’écrire comme milieu d’un segment dans B.

Par la seconde partie du théorème de décomposition polaire 13.32, il existe Q P Opn,Rq et
S P S`pn,Rq tels que U “ QS. Nous diagonalisons S à l’aide de la matrice orthogonale P :

S “ PDP´1 (13.93)

avec D “ diagpλiq. En termes de normes, nous avons

}U} “ }S} “ }D}. (13.94)

En effet vu que Q est orthogonale, }Ux} “ }QSx} “ }Sx} pour tout x, donc }U} “ }S}. De plus
pour tout x nous avons

}Sx} “ }PDP´1x} “ }DP´1x}. (13.95)

Étant donné que P´1 est une bijection, le supremum des }Sx} sera le même que celui des }Dx}
et donc }S} “ }D}. Étant donné que par définition }U} ď 1, nous avons aussi }D} ď 1 et donc
0 ď λi ď 1 (pour rappel, les valeurs propres de D sont positives ou nulles parce que S est ainsi).

Comme U R OpEq, au moins une des valeurs propres n’est pas 1, supposons que ce soit λ1.
Alors nous avons α, β P r´1, 1s avec ´1 ď α ă β ď 1 et λ1 “ 1

2pα ` βq. Nous posons alors

D1 “ diagpα, λ2, . . . , λnq (13.96a)
D2 “ diagpβ, λ2, . . . , λnq. (13.96b)

Nous avons bien D1 ‰ D2 et D1 `D2 “ D. Par conséquent

U “ 1
2
`
QPD1P

´1 `QPD2P
´1˘ (13.97)

avec QPD1P´1 ‰ QPD´1
2 . La matrice U est donc le milieu d’un segment. Reste à montrer que ce

segment est dans B. Pour ce faire, prenons x P E et calculons :

}QPDiP
´1x} “ }DiP

´1x} ď }P´1x} “ }x} (13.98)

parce que }Di} ď 1 et P´1 est orthogonale. Au final la norme de QPDiP est plus petite que 1 et
donc U est bien le milieu d’un segment dans B, et donc non extrémal.

Théorème 13.38 ([404]).
L’enveloppe convexe de Opnq dans MnpRq est la boule unité pour la norme induite de }.}2 sur Rn.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de Mpn,Rq et Conv
`
Opn,Rq˘ l’enveloppe

convexe de Opn,Rq. Vu que B est convexe nous avons Conv
`
Opnq˘ Ă B.

Maintenant nous devons prouver l’inclusion inverse. Pour ce faire nous supposons avoir un
élément A P Bz Conv

`
Opnq˘ et nous allons dériver une contradiction.

Remarquons que Opnq est compact par le lemme 13.28 et que par conséquent ConvpOpnqq est
compacte par le corolaire 8.42 et donc fermée. Nous considérons un produit scalaire pX,Y q ÞÑ
X ·Y sur M. Vu que Conv

`
Opnq˘ est un fermé convexe nous pouvons considérer la projection 21

sur ConvpAq relativement au produit scalaire choisi.
Nous notons P “ proj

Conv
`
Opnq

˘pAq. En vertu du théorème de projection, nous avons

pA´ P q · pM ´ P q ď 0 (13.99)

pour tout M P ConvOpnq. Notons B “ A´P pour alléger les notations. L’équation (13.99) s’écrit

B·M ď B·P. (13.100)

21. Le théorème de projection : théorème 12.142.
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D’autre part vu que B ‰ 0 nous avons B·B ą 0, c’est-à-dire B· pA´ P q ą 0 et donc

B·A ą B·P. (13.101)

En combinant avec (13.100),
B·M ď B·P ă B·A. (13.102)

Nous utilisons maintenant la décomposition polaire, théorème 13.32, pour écrire B “ QS avec
Q P Opnq et S P S`pn,Rq. Vu que l’inégalité (13.102) tient pour tout M P ConvpOpnqq, elle tient
en particulier pour Q P Opnq. Donc

B·Q ă B·A. (13.103)

Nous nous attachons à présent au produit scalaire pX,Y q ÞÑ TrpXtY q de la proposition 12.123.
D’abord

B·Q “ TrpBtQq “ TrpStQtQq “ TrpStq “ TrpSq, (13.104)

et ensuite l’inégalité (13.103) devient

TrpSq ă B·A “ TrpStQtAq. (13.105)

Nous choisissons une basse teiu diagonalisant S : Sei “ λiei vérifiant automatiquement λi ě 0
parce que S est semi-définie positive 22. Alors

TrpSq ă TrpStQtAq (13.106a)
“
ÿ

i

xStQtAei, eiy (13.106b)

“
ÿ

i

xAei, QSeiy (13.106c)

ď
ÿ

i

}Aei}|λi| }Qei}loomoon
“1

(13.106d)

ď
ÿ

i

λi A P B ñ }Aei} ď 1 (13.106e)

“ TrpSq. (13.106f)

Il faut noter que la première inégalité est stricte, et donc nous avons une contradiction.

13.2.8 Décomposition de Bruhat

Théorème 13.39 (Décomposition de Bruhat).
Soit K un corps ; un élément M P GLpn,Rq s’écrit sous la forme

M “ T1PσT2 (13.107)

où T1 et T2 sont des matrices triangulaires supérieures inversibles et où Pσ est une matrice de
permutations σ P Sn. De plus il y a unicité de σ.

Démonstration. Afin de rendre les choses plus visuelles, nous nous permettons de donner des
exemples au fur et à mesure de la preuve. Nous prenons l’exemple de la matrice

¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (13.108)

22. Définition 9.222.
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(i) Existence Soit M P GLpn,Rq ; puisqu’elle est inversible, on a un indice i1 maximum tel
que Mi1,1 ‰ 0. Nous changeons toutes les lignes jusque là, c’est-à-dire que nous faisons, pour
1 ď i ă i1,

Li Ñ Li ´ Mi1
Mi11

Li1 . (13.109)

Voir le lemme 13.11(3).
Nous avons donc obtenu une matrice dont la première colonne est nulle sauf la case numéro
i1. L’opération (13.109) revient à considérer la multiplication par la matrice de transvection

T
piq
1 “ Tii1

ˆ
´ Mi1
Mi11

˙
(13.110)

pour tout i ă i1. Pour rappel nous ne changeons que les lignes au-dessus de la i1. Du
coup les matrices T piq

1 sont triangulaires supérieures. Nous avons donc la nouvelle matrice
M1 “

´ś
iăi1 T

piq
1

¯
M pour laquelle toute la première colonne est nulle sauf un élément.

Dans le cas de l’exemple, le « pivot » sera la ligne p2, 5, 6q et la matrice se transforme à l’aide
de la matrice T1 “ T12p´1{2q :

¨
˝

1 ´1{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚
¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (13.111)

Maintenant nous faisons de même avec les colonnes (en renommant M la matrice obtenue à
l’étape précédente) :

Cj Ñ Cj ´ Mi1j

Mi11
C1, (13.112)

qui revient à multiplier à droite par les matrices T1jpMi1i

Mi11
q avec j ą 1. Encore une fois ce

sont des matrices triangulaires supérieures.
Dans l’exemple, pour traiter la seconde colonne, nous multiplions (13.111) à droite par la
matrice T12p´5{2q :

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚
¨
˝

1 ´5{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 0 6
0 7 8

˛
‚. (13.113)

Appliquer encore la matrice T13p´6{2q apporte la matrice
¨
˝

0 1{2 1
2 0 0
0 7 8

˛
‚. (13.114)

Enfin nous multiplions la matrice obtenue par 1
Mi11

1 pour normaliser à 1 l’élément « pivot »
que nous avions choisi. Dans notre exemple nous multiplions par 1{2 pour trouver

¨
˝

0 1{4 1{2
1 0 0
0 7{2 4

˛
‚. (13.115)

La matrice obtenue jusqu’ici possède une ligne et une colonne de zéros avec un 1 à leur
intersection, et elle est de la forme

M 1 “ T1MT2 (13.116)

où T1 et T2 sont triangulaires supérieures et inversibles, produits de matrices de transvection
(et d’une matrice scalaire pour la normalisation).
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Il reste à recommencer l’opération avec la seconde colonne (qui n’est pas toute nulle parce
que le déterminant est encore non nul) puis la suivante, etc. Dans notre exemple de l’équation
(13.115), nous éliminerions le 1{4 et le 4 en utilisant le 7{2.
Encore une fois tout cela se fait à l’aide de matrices supérieures parce qu’à chaque étape, les
colonnes précédent le pivot sont déjà nulles (sauf un 1) et ne doivent donc pas être touchées.
À la fin de ce processus, ce qui reste est une matrice TMT 1 qui ne contient plus qu’un seul 1
sur chaque ligne et chaque colonne, c’est-à-dire une matrice de permutations : Pσ “ TMT 1
et donc

M “ T´1
σ pT 1q´1. (13.117)

(ii) Unicité Soient σ, σ P S1
n tels que T1PσT2 “ S1PτS2 avec Ti et Si triangulaires supérieures

et inversibles. En posant T “ T2S
´1
2 et S “ T´1

1 S1, nous avons

PσT “ SPτ (13.118)

où S et T sont des matrices triangulaires supérieures et inversibles. Par les calculs de la
preuve du lemme 4.102,

" pPσT qkl “ Tσ´1pkql (13.119a)
pSPτ qkl “ Skτplq, (13.119b)

et donc
Tσ´1pkql “ Skτplq. (13.120)

En écrivant cette équation avec k “ σpiq (nous rappelons que σ est bijective),

Til “ Sσpiqτplq. (13.121)

Nous savons que les termes diagonaux de T sont non nuls parce que T est triangulaire
supérieure et inversible (donc pas de colonnes entières nulles). Nous avons donc, en prenant
i “ l “ k,

0 ‰ Tkk “ Sσpkqτpkq. (13.122)
La matrice étant triangulaire supérieure, cela implique

σpkq ď τpkq. (13.123)

De la même manière en écrivant (13.120) avec l “ τ´1piq,
Ski “ Tσ´1pkqτ´1piq (13.124)

et donc
σ´1pkq ď τ´1pkq. (13.125)

En écrivant cela avec k “ σpjq, nous avons j ď τ´1σpjq et en appliquant enfin τ ,

τpjq ď σpjq. (13.126)

En comparant avec (13.123), nous avons σ “ τ .

13.3 Sous-groupes du groupe linéaire
Lemme 13.40 ([102]).
Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme euclidienne }.}. Soit K un compact
convexe de V et G, un sous-groupe compact de GLpV q tel que

upKq Ă K (13.127)

pour tout u P G. Alors il existe a P K tel que upaq “ a pour tout u P G.
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Démonstration. Avant de nous lancer dans la preuve, nous avons besoin d’un petit résultat.
(i) Un pré-résultat Nous commençons par prouver que si v P LpV q vérifie vpKq Ă K, alors v

a un point fixe dans K. Pour cela nous considérons x0 P K et la suite

xk “ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vipx0q. (13.128)

Étant donné que K est convexe et stable par v, la suite pxkq est contenue dans K et ac-
cepte une sous-suite convergente 23 que nous allons noter xφpnq avec φ : N Ñ N strictement
croissante. Soit a P K la limite :

lim
nÑ8xφpnq “ a. (13.129)

Tant que nous y sommes nous pouvons aussi calculer vpxkq :

vpxkq “ v

˜
1

k ` 1

kÿ

i“1
vipx0q

¸
(13.130a)

“ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vi`1px0q (13.130b)

“ xk ` 1
k ` 1

´
vk`1px0q ´ x0

¯
. (13.130c)

La norme }vk`1px0q ´x0} est bornée par le diamètre de K, donc en prenant la limite k Ñ 8
le second terme de (13.130c) tend vers zéro. En prenant ces égalités en k “ φpnq et en prenant
n Ñ 8, nous trouvons

vpaq “ a, (13.131)

c’est-à-dire le résultat que nous voulions dans un premier temps.
(ii) Une norme sur V Nous passons maintenant à la preuve du lemme. D’abord nous remar-

quons que le groupe G agit sur V par u·x “ upxq et de plus, considérant la fonction
continue

α : G Ñ V

u ÞÑ upxq, (13.132)

nous voyons que les orbites de cette action sont compactes en tant qu’image par α du compact
G (théorème 7.195). Nous posons

ν : V Ñ R`

x ÞÑ max
uPG }upxq}. (13.133)

Cette définition a un sens parce que l’orbite tupxq tel que u P Gu est compacte dans V et
donc l’ensemble des normes est compact dans R et admet un maximum. De plus cela donne
une norme sur V parce que nous vérifions les conditions de la définition 7.146 :
(1) Pour tout x, y P V nous avons :

νpx` yq “ max
uPG }upxq ` upyq} ď max

uPG p}upxq} ` }upyq}q ď νpxq ` νpyq. (13.134)

(2) Si νpxq “ 0, alors l’égalité maxuPG }upxq} “ 0 nous enseigne que }upxq} “ 0 pour tout
u P G et donc en particulier avec u “ Id nous trouvons x “ 0.

(3) Pour tout λ P R et x P V ,

νpλxq “ max
uPG }upλxq} “ max }λupxq} “ max |λ|}upxq} “ |λ|νpxq. (13.135)

23. C’est Bolzano-Weierstrass, théorème 7.134.
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De plus la fonction ν est constante sur les orbites de G.
(iii) Un point fixe Pour tout u P G nous posons

Fu “ tx P K tel que upxq “ xu; (13.136)

par le pré-résultat, aucun de ces ensembles n’est vide. Ils sont de plus tous fermés par conti-
nuité de u (le complémentaire est ouvert). Nous devons prouver que

Ş
uPG Fu ‰ H parce

qu’une intersection serait un point fixe de tous les éléments de G. Supposons donc queŞ
uPG Fu “ H. Alors les complémentaires des Fu forment un recouvrement ouvert de K

et nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini par compacité. Soient tuiui“1,...,p les
éléments qui réalisent ce recouvrement. Alors

pč

i“1
Fui “ H. (13.137)

Nous considérons l’opérateur

v “ 1
p

pÿ

i“1
ui P LpV q. (13.138)

Puisque K est convexe et stable sous chacun des ui, nous avons aussi vpKq Ă K et donc il
existe a P K tel que vpaq “ a. Pour ce a, nous avons

ν
`
vpaq˘ “ ν

˜
1
p

pÿ

i“1
uipaq

¸
(13.139a)

ď 1
p

pÿ

i“1
ν puipaqq (13.139b)

“ 1
p

pÿ

i“1
νpaq (13.139c)

“ νpaq (13.139d)

où nous avons utilisé la constance de ν sur les orbites de G. Par ailleurs nous savons que
vpaq “ a, donc en réalité à gauche dans (13.139a) nous avons νpaq et toutes les inégalités
sont des égalités. Nous avons en particulier

ν

˜
pÿ

i“1
uipaq

¸
“

pÿ

i“1
ν puipaqq . (13.140)

Notons u0 P G l’élément qui réalise le maximum de la définition de ν pour le vecteur
ř
i uipaq :

ν

˜ÿ

i

uipaq
¸

“ }u0

˜ÿ

i

uipaq
¸

} ď
ÿ

i

}u0uipaq} ď
ÿ

i

ν
`
uipaq˘. (13.141)

Mais nous venons de voir (équation (13.140)) que l’expression de gauche est égale à celle
de droite. Donc les inégalités sont des égalités et en particulier la première inégalité devient
l’égalité

}
ÿ

i

u0uipaq} “
ÿ

i

}u0uipaq}. (13.142)

En vertu du lemme 11.13, il existe des nombres positifs λi tels que

u0u1paq “ λ2u0u2paq “ . . . “ λpu0uppaq. (13.143)

Du fait que u0 est inversible nous avons aussi

u1paq “ λ2u2paq “ . . . “ λpuppaq. (13.144)
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Mais par constance de ν sur les orbites nous avons νpuipaqq “ νpujpaqq pour tout i et j ; en
appliquant ν à la série d’égalités (13.144), nous trouvons que tous les λi doivent être égaux
à 1. En particulier

u1paq “ u2paq “ . . . “ uppaq. (13.145)

Nous récrivons maintenant l’équation vpaq “ a avec la définition de v :

a “ vpaq “ 1
p

pÿ

i“1
uipaq “ ujpaq (13.146)

pour n’importe quel j. Donc

a P
pč

i“1
Fui , (13.147)

ce qui contredit notre hypothèse de départ.

Proposition 13.41 ([404, 102, 405]).
Soit G un sous-groupe compact de GLpn,Rq. Alors

(1) Il existe une forme quadratique définie positive q sur Rn telle que G Ă Opqq.
(2) Le groupe G est conjugué à un sous-groupe de Opn,Rq.

Démonstration. Nous considérons le (pas tout à fait) morphisme de groupe

ρ : G Ñ GL
`

Spn,Rq˘

u ÞÑ ρu : s ÞÑ utsu,
(13.148)

et tant que nous en sommes à considérer, nous considérons l’ensemble

H “ tM tM tel que M P Gu Ă Spn,Rq. (13.149)

Cet ensemble est constitué de matrices définies positives parce que si xM tMx, xy “ 0, alors 0 “
xMx,Mxy “ }Mx}, mais M étant inversible, cela implique que x “ 0. Qui plus est, cet ensemble
est compact dans GLpn,Rq en tant qu’image du compact G par l’application continue M ÞÑ M tM .
L’enveloppe convexe K “ ConvpHq est alors également compacte par le théorème 8.42. Enfin nous
considérons L “ ρpGq, qui est un sous-groupe compact de GL

`
Spn,Rq˘ parce que ρuρv “ ρvu P

ρpGq. Nous remarquons que ρu étant linéaire, elle préserve les combinaisons convexes et donc pour
tout u P G, ρupKq Ă K.

Bref, L est un sous-groupe compact de GLpn,Rq préservant le compact K de Spn,Rq. Par le
lemme 13.40, il existe s P K tel que ρupsq “ s pour tout u P G. Ou encore :

utsu “ s (13.150)

pour tout u P G. Fort de ce s bien particulier, nous considérons la forme quadratique associée :
qpxq “ xtsx. Cette forme est définie positive parce que s l’est. Nous avons G Ă Opqq parce que si
u P G alors

q
`
ux

˘ “ puxqtsux “ xt utsuloomoon
“s

x “ qpxq. (13.151)

Le premier point est prouvé.
La matrice s est symétrique et définie positive. Le théorème 9.219 nous permet donc de la

diagonaliser en diagpλ1, . . . , λnq avec λi ą 0, et ensuite transformée en la matrice 1n par la matrice
diagp1{?

λiq. Nous avons donc une matrice a P GLpn,Rq telle que atsa “ 1n. Avec ça, si u P G,
nous avons

pa´1uaqtpa´1uaq “ pa´1uaqt1npa´1uaq “ atutpatq´1atsaa´1ua “ atutsua “ atsa “ 1, (13.152)

ce qui prouve que a´1ua est dans Opn,Rq, et donc que a´1Ga Ă Opn,Rq.



Chapitre 14

Tribus, théorie de la mesure,
intégration

14.1 Tribus
Vous pouvez vous reporter au thème 23 pour voir plus vite où sont les définitions associées.

14.1.1 Généralités

Définition 14.1 (Tribu, espace mesurable[406]).
Si Ω est un ensemble, un ensemble A de sous-ensembles de Ω est une tribu si

(1) Ω P A ;
(2) Ac P A pour tout A P A ;
(3) si pAiqiPN est une suite dénombrable d’éléments de A, alors

Ť
iPNAi P A.

Le couple pΩ,Aq est alors un espace mesurable.

Remarque 14.2.
Nous trouvons parfois la notation ď

kPN
Ak “ sup

kě0
Ak. (14.1)

Lemme 14.3.
Opérations ensemblistes sur les tribus.

(1) Une tribu est stable par intersections au plus dénombrables.
(2) Une tribu est stable par différence ensembliste.

Démonstration. Soit pAiqiPI une famille au plus dénombrable d’éléments de la tribu A. Nous devons
prouver que

Ş
iPI Ai est également un élément de A. Pour cela nous passons au complémentaire :

A
˜č

iPI
Ai

¸
“
ď

iPI
AAi. (14.2)

La définition d’une tribu implique que le membre de droite est un élément de la tribu. Par stabilité
d’une tribu par complémentaire, l’ensemble

Ş
iPI Ai est également un élément de la tribu.

La seconde assertion est immédiate à partir de la première parce que AzB “ AX AB.

Si pAiqiPI est un ensemble de tribus (indexé par un ensemble I quelconque) alors

A “
č

iPI
Ai (14.3)

est également une tribu.

1137



1138 CHAPITRE 14. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

14.1.2 Tribu engendrée

Définition 14.4.
Soit D un ensemble de parties de Ω. La tribu engendrée par D est l’intersection de toutes les
tribus de Ω contenant D. C’est la plus petite tribu contenant D. Nous la noterons le plus souvent
σpAq
Lemme 14.5.
Si pΩ,Aq est un espace mesurable et si A est une partie mesurable de Ω, alors la tribu engendrée 1

par A est
σpAq “ tH, A, AA,Ωu. (14.4)

Lemme-Définition 14.6 (Tribu engendrée[407]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors

(1) L’ensemble
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (14.5)

est une tribu sur S2.
(2) C’est la plus grande tribu de S2 pour laquelle f est mesurable.

Cette tribu est la est la tribu engendrée par f . Elle sera souvent notée σpfq.
Démonstration. Vérifier les trois propriétés de la définition 14.1.

(1) S2 P F parce que f´1pS2q “ S1 P Ff .
(2) Si B P Ff , alors nous prouvons que Bc P Ff . Nous avons f´1pBq P F et donc f´1pBqc P F .

Pour conclure, il suffit de remarquer que f´1pBcq “ f´1pBqc.
(3) Si pBiq P Ff , alors

f´1

˜ď

i

Bi

¸
“
ď

i

f´1pBiq P Ff . (14.6)

Donc
Ť
iBi P Ff .

En ce qui concerne la maximalité, si R Ă S2 n’est pas dans Ff alors f´1pRq n’est pas dans F et
donc f ne serait pas mesurable.

Proposition 14.7 ([408]).
Soit S un ensemble et F une tribu de S. Soit une classe N Ă PpSq telle que

(1) Si A P N alors il existe Y P F X N tel que A Ă Y .
(2) Si A P N et B Ă A alors B P N .
(3) La classe N est stable par union dénombrable.

Alors la classe
T “ tX YA avec A P N et X P Fu (14.7)

est une tribu.

Démonstration. L’ensemble T est stable par union dénombrable parce que F et N le sont. De plus
S et H sont dans F et donc dans T . Nous devons voir que T est stable par complémentarité.

Soit donc A P N et X P F ; nous savons que pAYXqc “ Ac XXc. De plus il existe Y P F X N
tel que A Ă Y et nous pouvons exprimer Ac en termes de Y : Ac “ Y c Y pY zAq. Donc

pAYXqc “ `
Y c Y pY zAq˘ XXc “ pY c XXcqlooooomooooon

PF

Y `pY zAq XXc
˘

looooooomooooooon
PN

. (14.8)

Le fait que la seconde partie soit dans N est due au fait que ce soit une partie de Y P N . Nous
avons donc bien pAYXqc P T .

1. Tribu engendrée par une partie, définition 14.4.
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14.1.3 Tribu induite et engendrée

Proposition-Définition 14.8 (Tribu induite, tribu-trace[409]).
Soit un espace mesurable pS,Fq et une partie R Ă S. L’ensemble

FR “ tAXR tel que A P Fu (14.9)

est une tribu. Elle est la tribu induite de R depuis S. Elle est aussi nommée « tribu trace ».

Démonstration. D’abord R et H dont dans FR. Si C P FR alors C “ AXR pour un certain A P F
et nous devons prouver que R X Cc est dans FR (le complémentaire de C dans R). Nous avons

R X Cc “ R X pAXRqc “ R XAc P FR (14.10)

parce que Ac P F . Enfin si Ci P FR alors Ci “ R XAi pour des Ai dans F . Nous avons
ď

iPN
Ci “

ď

iPN
pR XAiq “ R X ` ď

iPN
Ai

˘
, (14.11)

mais
Ť
iAi P F donc

Ť
iCi P FR.

Proposition 14.9.
Si R est mesurable dans pΩ,Aq alors

AR “ tAXR tel que A P Au “ tS P A tel que S Ă Ru, (14.12)

où AR est la tribu induite de A sur R.

Démonstration. La première égalité est simplement la définition (14.9) de la tribu induite. Pour le
reste, nous notons F “ tS P A tel que S Ă Ru, et nous prouvons que AR “ F .

(i) F Ă AR Si S P F , alors S P A et S Ă R. Donc S “ S XR P AR.
(ii) FR Ă AR Dans l’autre sens, si S P AR, alors il existe A P A tel que S “ AXR. Donc S Ă A

et S P A parce que R et A sont des éléments de A (stable par intersection).

14.2 Théorie de la mesure

Définition 14.10 ([410]).
Une mesure extérieure sur un ensemble S est une application m˚ : PpSq Ñ r0,8s telle que

(1) m˚pHq “ 0,
(2) Si A Ă B dans S alors m˚pAq ď m˚pBq
(3) Si les An sont des parties de S alors

m˚` ď

nPN
An

˘ ď
ÿ

nPN
m˚pAnq. (14.13)

La différence avec une mesure est que nous ne demandons pas que (14.13) soit une égalité
lorsque les An sont disjoints.

14.2.1 Mesure sur un ensemble de parties

Définition 14.11 (Mesure sur un ensemle de parties[411]).
Soient S un ensemble et C un ensemble de parties de S contenant H. Une mesure positive sur
pS, Cq est une application µ : C Ñ r0,8s telle que

(1) µpHq “ 0,
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(2) Si An P C sont des éléments deux à deux disjoints dans C et tels que
Ť
nAn P C alors

µ
` 8ď

n“0
An

˘ “
8ÿ

n“0
µpAnq. (14.14)

La mesure est finie si µpSq ă 8 et σ-finie si il existe une suite pSnq dans C telle que S “ Ť
n Sn

et µpSnq ă 8.

Remarque 14.12.
La condition µpHq “ 0 est nécessaire. Certes, si A P A nous avons

µpAq “ µpAY Hq “ µpAq ` µpHq (14.15)

parce que A et H sont disjoints. Cela semble indiquer que µpHq “ 0, mais pas tout à fait : il
est encore possible d’avoir µpBq “ 8 pour tout B P A, y compris µpHq “ 8. À cause de cette
exception, la relation (14.15) n’implique pas µpHq “ 0.

Sans hypothèse sur l’ensemble de parties considéré, nous ne pouvons pas dire grand chose de
plus.

14.2.2 Mesure sur une algèbre de parties

Définition 14.13 (Algèbre de parties[410]).
Soit S, un ensemble. Une classe D de parties de S est une algèbre de parties de S si

(1) S P D et H P D,
(2) si A P D alors Ac P D,
(3) si A,B P D alors AYB P D.

14.14.
En anglais, ce sont des field of sets[412].

Les algèbres de parties ne sont pas des classes si sauvages que ça ; en témoigne le lemme suivant.

Lemme 14.15.
Une algèbre de partie est stable par intersection (finie) et par différence ensembliste.

Démonstration. Il suffit de remarquer que AXB “ `
Ac YBc

˘c et que AzB “ AXBc.

Lemme 14.16 ([410]).
Si D est une algèbre de parties de S et si µ est une mesure sur pS,Dq alors

(1) si A,B P D avec A Ă B alors µpAq ď µpBq
(2) si An P D et

Ť
nAn P D alors

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (14.16)

La propriété (2) est la σ-sous-additivité.

Démonstration. Si A Ă B alors B “ AY pBzAq avec A et BzA disjoints donc

µpBq “ µpAq ` µpBzAq ě µpAq. (14.17)

Pour la seconde, on passe par les compléments deux à deux : nous posons
$
&
%

B0 “ H (14.18a)
Bn “ Anz

ď

kăn
Bk. (14.18b)
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Ces ensembles sont deux à deux disjoints et
Ť
nBn “ Ť

nAn P D, donc

µ
`ď

n

An
˘ “

ÿ

n

µ
`
Anz

ď

kăn
Bk

˘ ď
ÿ

n

µpAnq, (14.19)

où nous avons utilisé la première partie du lemme.

Proposition 14.17 (Mesure extérieure à partir d’une algèbre de parties[410]).
Soient D une algèbre de partie sur l’ensemble S et µ une mesure sur pS,Dq. Alors l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,`8s

X ÞÑ inf
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

An

+
(14.20)

est une mesure extérieure 2 sur S et pour tout A P D nous avons µ˚pAq “ µpAq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(i) La définition est bonne L’ensemble sur lequel l’infimum est pris n’est pas vide : il suffit
de prendre A1 “ S et Aně2 “ H.

(ii) Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P D. Prendre ensuite An “ H.
(iii) µ˚ est croissante Soit X Ă Y dans PpSq. Si une suite pAnq dans D vérifie Y Ă Ť

nAn,
alors la même suite vérifie X Ă Ť

nAn. Par conséquent nous avons l’inclusion
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

An

+
Ă
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, Y Ă
ď

n

An

+
,

(14.21)
et donc l’inégalité µ˚pXq ď µ˚pY q.

(iv) Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. Si il existe
n0 tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement

ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quel nombre est plus petit ou égal à 8. Nous
supposons donc maintenant que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ϵ ą 0. Pour tout n ě 1 il existe une suite pBpnq

k qkPN dans D telle que Xn Ă Ť
k B

pnq
k et

µ˚pXnq ` ϵ

2n ě
ÿ

k

µpBpnq
k q. (14.22)

Étant donné que ď

n

Xn Ă
ď

n

`ď

k

B
pnq
k

˘
, (14.23)

nous avons 3

µ˚`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

ÿ

k

µ˚pBpnq
k q ď

ÿ

n

´
µ˚pXnq ` ϵ

2n
¯

“
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ. (14.24)

Cette inégalité étant valable pour tout ϵ, nous avons bien

µ˚`ď

n

Xn

˘ “
ÿ

n

µ˚pXnq. (14.25)

(v) Restriction Soit A P D. Nous avons automatiquement µ˚pAq ď µpAq parce que µpAq est
dans l’ensemble dont nous prenons l’infimum (prendre A1 “ A et Aně2 “ H).

2. Définition 14.10.
3. Nous utilisons la somme

ř
nPN

p1{2n
q “ 1, proposition 11.124(2).
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En ce qui concerne l’inégalité inverse nous considérons une suite An dans D telle que A ĂŤ
nAn. Étant donné que A P D et que D est une algèbre de parties nous avons A X An P D

et
Ť
npAXAnq “ A P D. Par conséquent

µpAq “ µ
`ď

n

pAXAnq˘ ď
ÿ

n

µpAXAnq ď
ÿ

n

µpAnq. (14.26)

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons l’infimum sont plus grands que
µpAq. Nous en déduisons que µ˚pAq ě µpAq.

14.2.3 Mesure sur une tribu, espace mesuré

La définition suivante est une simple copie de la définition générale 14.11 d’une mesure sur un
ensemble de parties. La seule différence est que l’union d’éléments d’une tribu est encore dans la
tribu, et la condition (2) ne demande pas de le préciser.

Définition 14.18 (Espace mesuré[411, 413]).
Soit un espace mesurable 4 pΩ,Aq.

Une mesure signée sur pΩ,Aq est une application µ : A Ñ s´8,8s telle que
(1) µpHq “ 0,
(2)

µ

˜ 8ď

i“0
Ai

¸
“

8ÿ

i“0
µpAiq (14.27)

si les Ai sont des éléments de A deux à deux disjoints.
La mesure signée µ est une mesure positive si elle prend ses valeurs dans r0,8s.
Lorsque µ est une mesure positive, le triplet pΩ,A, µq est un espace mesuré.
Une mesure est σ-finie si il existe un recouvrement dénombrable de Ω par des ensembles de

mesure finie. Si la mesure est σ-finie, nous disons que l’espace pΩ,A, µq est un espace mesuré
σ-fini.

La mesure µ sur Ω est finie si µpΩq ă 8.

14.2.4 Mesures sigma-finies

Lemme 14.19 ([414]).
Soient deux mesures σ-finies 5 µ et λ sur le même espace mesurable pΩ,Aq. Il existe des parties
mesurables Zn telles que

(1) µpZnq ă 8,
(2) λpZnq ă 8
(3)

Ť8
n“1 Zn “ Ω.

Nous pouvons de plus choisir ces Zn pour qu’ils soient disjoints.

Démonstration. Le fait que les mesures soient σ-finies donne des parties mesurables pXnq etpYnq
telles que µpXnq ă 8, λpYnq ă 8,

Ť
nXn “ Ť

n Yn “ Ω.
Pour chaque i, j P N2 nous posons Zij “ Xi X Yj . Nous avons λpZijq ď λpYjq ă 8. De même

µpZijq ď µpXiq ă 8. Et enfin
ď

ij

Zij “
ď

n

pXi X Yjq “
ď

i

´ď

j

pXi X Yjq
¯

“
ď

i

Xi “ Ω. (14.28)

4. Les définitions de tribus et d’espaces mesurables sont en 14.1.
5. Définition 14.18.
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Comme N2 est dénombrable 6, nous considérons une bijection φ : N Ñ N2 et les ensembles
Z 1
i “ Zφpiq répondent à la question.

En ce qui concerne la possibilité que les pZnq soient disjoints, supposons qu’ils ne le soient pas.
Alors il suffit de poser Z 1

n “ XnzŤn´1
k“1 Z

1
k pour que les Z 1

n aient les bonnes propriétés tout en étant
disjoints.

14.2.5 Suite du texte

14.20 ([1]).
Dans le cas d’une mesure signée, µ prend ses valeurs dans s´8,8s et non dans r´8,8s parce que
nous ne voulons pas avoir des sommes contenant 8 ´ 8.

Notez aussi que la condition (14.27) interdit d’avoir, pour un α ą 0 fixé, une infinité de parties
disjointes de mesure plus petite que α.

Si pΩ,A, µq et pS,F , νq sont deux espaces mesurés, alors nous notons

pΩ,A, µq Ă pS,F , νq (14.29)

lorsque Ω Ă S, A Ă F et pour tout A P A, µpAq “ νpAq.
Définition 14.21 (Ensemble mesurable).
Les éléments de A sont les ensembles mesurables pour la mesure µ.

Si la mesure est σ-finie, nous pouvons choisir le recouvrement croissant pour l’inclusion. En effet
si pEnqnPN est le recouvrement, il suffit de considérer Fn “ Ť

kďnEk. Ces ensembles Fn forment
tout autant un recouvrement dénombrable, mais ils vont évidemment croissants.

Le lemme suivant complète la propriété 14.18(2) lorsque les ensembles ne sont pas disjoints.

Lemme 14.22 (Unions et différences ensemblistes dans un espace mesurable).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq.

(1) Soient A,B P F avec A Ă B. Alors

µpBzAq “ µpBq ´ µpAq (14.30)

(2) Si A,B P F avec A Ă B, alors
µpAq ď µpBq. (14.31)

(3) Si A,B P F avec A Ă B, et si µpBq ă 8, alors µpAq ă 8.
(4) Si pMnq est une suite d’éléments de F pas spécialement disjoints, alors

µ
`ď

k

Mk

˘ ď
ÿ

k

µpMkq. (14.32)

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Nous décomposons B “ AY pBzAq en remarquant que l’union est disjointe et que

BzA P F par le lemme 14.3. La propriété (2) de la définition de mesure nous donne alors

µpBq “ µ
`pBzAq YA

˘ “ µpBzAq ` µpAq (14.33)

et donc
µpBq “ µpBzAq ` µpAq (14.34)

comme demandé.
(ii) Pour (2) Il s’agit de reprendre (14.34) :

µpAq “ µpBq ´ µpBzAq ď µpBq. (14.35)

6. L’ensemble N est dénombrable par 1.127 et N2 l’est pas 1.130.
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(iii) Pour (3) Il s’agit de continuer (14.35) :

µpAq ď µpBq ă 8. (14.36)

(iv) Pour (4) Nous considérons la suite disjointe
"
M 1

0 “ H (14.37a)
M 1
k “ MkzM 1

k´1. (14.37b)

Nous avons
Ť
kM

1
k “ Ť

kMk. Nous avons alors le calcul suivant :

µ
`ď

k

Mk

˘ “ µ
`ď

k

M 1
k

˘ “
ÿ

k

µpM 1
kq “

ÿ

k

µpMkzM 1
k´1q ď

ÿ

k

µpMkq. (14.38)

La dernière inégalité utilise le point (2).

Lemme 14.23 ([1]).
Résultats sur les unions croissantes d’ensembles mesurables dans pS,A, µq.

(1) Si pAkq est une suite croissante d’ensembles µ-mesurables dont l’union est mesurable, alors

lim
nÑ8µpAkq “ µp

ď

k

Akq. (14.39)

(2) Soit Kn, une suite emboîtée d’éléments de A tels que Kn Ñ S. Si A P A alors

lim
nÑ8µpAXKnq “ µpAq. (14.40)

Démonstration. Pour prouver (1), nous faisons le coup de l’union télescopique, en posant A0 “ H :
8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
pAkzAk´1q. (14.41)

Les ensembles AkzAk´1 sont deux à deux disjoints, donc la propriété (2) de la définition d’une
mesure donne

µp
8ď

k“1
Akq “ µ

˜ 8ď

k“1
pAkzAk´1q

¸
(14.42a)

“
8ÿ

k“1
µpAkzAk´1q (14.42b)

“
8ÿ

k“1

`
µpAkq ´ µpAk´1q˘ (14.42c)

“ lim
kÑ8µpAkq ´ µpA0q (14.42d)

“ lim
kÑ8µpAkq. (14.42e)

où pour obtenir 14.42c, nous avons utilisé le lemme 14.22.
Le point (2) est une application du point (1).

Exemple 14.24.
L’intégration « à la Riemann » n’est pas dans la théorie des espaces mesurés. En effet l’ensemble

A “ tA Ă r0, 1s tel que 1A est intégrable au sens de Riemannu (14.43)

n’est pas une tribu. Par exemple les singletons en font partie tandis que r0, 1s XQ n’en fait pas
partie bien que ce soit une union dénombrable de singletons. △
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Définition 14.25.
Si µ est une mesure nous disons qu’une propriété est vraie µ-presque partout si elle est fausse
seulement sur un ensemble de mesure nulle.

Par exemple la fonction de Dirichlet est presque partout égale à la fonction 1 (pour la mesure
de Lebesgue).

Définition 14.26 (fonction mesurable).
Une application entre espace mesurés

f : pΩ,Aq Ñ pΩ1,A1q (14.44)

est mesurable si pour tout B P A1, l’ensemble f´1pBq est dans A.

Lemme 14.27.
Une union dénombrable de parties de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 14.22(4) : si les Ai sont de mesure nulle,

µ

˜ 8ď

i“1
Ai

¸
ď

8ÿ

i“1
µpAiq “ 0 (14.45)

Définition 14.28.
Si pAnq est une suite croissante d’ensembles alors la limite est

lim
n
An “

8ď

i“0
Ai. (14.46)

Si la suite est décroissante alors la limite est

lim
n
An “

8č

i“0
Ai. (14.47)

Proposition 14.29 ([415]).
Soient µ une mesure sur Ω et pSnq une suite croissante d’ensembles µ-mesurables de Ω. Nous
notons

S “ lim
n
Sn. (14.48)

Alors pour tout ensemble mesurable 7 A Ă Ω nous avons

µpAX Sq “ lim
nÑ8µpAX Snq. (14.49)

Démonstration. L’inégalité limµpA X Snq ď µpA X Sq est simple à prouver. En effet pour tout n
nous avons AX Sn Ă AX S et donc par le lemme 14.22 nous avons

µpAX Snq ď µpAX Sq. (14.50)

En passant à la limite (qui respecte les inégalités) nous avons l’inégalité.
Nous passons à l’inégalité dans l’autre sens.

(i) Si 8 D’abord si µpAX Snq “ 8 pour un certain n, alors cela vaut encore 8 pour tous les n
suivants, et la limite est 8 sans problème. Donc nous supposons que µpA X Snq ă 8 pour
tout n P N.

(ii) Une petite hypothèse en plus Quitte à renommer les indices, nous supposons que S0 “
H.

7. Définition 14.21
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(iii) S comme union de différences Nous montrons à présent que S “ Ť
npSn`1zSnq. Soit

x P S. Il existe n ě 0 tel que x P Sn. Et vu que S0 “ H, il existe même un n ě 0 tel que
x R Sn et x P Sn`1. Autrement dit, pour tout x P S, il existe n ě 0 tel que x P Sn`1zSn.
Nous avons donc bien

S “
8ď

n“0

`
Sn`1zSn

˘
(14.51)

Comme annoncé.
(iv) Un bon petit calcul Par conséquent

AX S “ AX
8ď

n“0
pSn`1zSnq “

8ď

n“0
AX pSn`1zSnq (14.52)

Étant donné que les ensembles AX pSn`1zSnq sont disjoints,

µpAX Sq “
8ÿ

n“0
µ
`
AX pSn`1zSnq˘ (14.53a)

“
8ÿ

n“0
µ
´

pAX Sn`1qzpAX Snq
¯

(14.53b)

“
8ÿ

n“0

`
µpAX Sn`1q ´ µpAX Snq˘ (14.53c)

“ lim
nÑ8µpAX Sn`1q ´ µpAX S0qloooomoooon

“0

(14.53d)

“ lim
nÑ8µpAX Snq. (14.53e)

Dans ce calcul nous avons utilisé plusieurs fois le fait que les Sn et A étaient mesurables (et
la propriété de tribu qui dit que AX Sn est également mesurable) ainsi que le lemme 14.22.
Nous avons aussi utilisé la série télescopique dans R pour obtenir (14.53d).

Définition 14.30 (λ-système[416]).
Soit E un ensemble. Un ensemble D de parties de E est un λ-système lorsqu’il vérifie les condi-
tions suivantes :

(1) si A,B P D avec A Ă B alors BzA P D,
(2) si pAkqkě1 est une suite croissante d’éléments de D alors

Ť
k Ak P D.

Note : une tribu est un λ-système.

Lemme 14.31 ([416]).
Une intersection quelconque de λ-systèmes dans E est un λ-système dans E.

Démonstration. Soient tDlulPL des λ-systèmes indicés par un ensemble L. Si A,B P Ş
lPL Dl alors

BzA P Dl pour tout l P L et donc BzA P Ş
lPL Dl. De la même façon si pAkq est une suite croissante

dans
Ş
lPL Dl alors pour tout l P L nous avons

Ť
k Ak P Dl. Donc

Ť
k Ak P Ş

l Dl.

Ce lemme est ce qui permet de définir le λ-système engendré par une classe A de parties de
E : c’est l’intersection de tous les λ-systèmes de E contenant A.

Lemme 14.32 ([416]).
Soit C une classe de parties de E (contenant E lui-même) qui soit stable par intersection finie.
Alors le λ-système engendré par C coïncide avec la tribu engendrée par C.
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Démonstration. Nous notons E le λ-système engendré par C et F la tribu engendrée par C. Étant
donné que F est un λ-système nous avons E Ă F . Pour montrer l’inclusion inverse nous allons
prouver que E est une tribu.

D’abord pour C P C nous posons

GC “ tA Ă E tel que AX C P Eu. (14.54)

et pour F P E ,
HF “ tA P E tel que AX F P Eu. (14.55)

Nous allons montrer que GC et HF sont des λ-systèmes et que GC “ HF “ E .
Nous commençons par GC . Si A,B P GC avec A Ă B alors

pBzAq X C “ pB X Cqlooomooon
PE

z pAX Cqlooomooon
PE

. (14.56)

Puisque E est un λ-système et que pA X Cq Ă pB X Cq, nous avons bien pBzAq X C P E et donc
BzA P GC . Soit maintenant pAkq une suite croissante dans GC . Nous avons

` 8ď

k“1
Ak

˘ X C “
8ď

k“1
pAk X Cq (14.57)

qui est une union d’une suite croissante d’éléments de E . Donc
Ť8
k“1pAk X Cq P E , ce qui signifie

que
Ť8
k“1Ak P GC . Cela termine la preuve du fait que GC soit un λ-système.

Étant donné que C est stable par intersection finie, si K P C nous avons C X K P C, ce qui
signifie que K P GC . Nous avons donc C Ă GC . Donc GC est un λ-système vérifiant C Ă GC Ă E .
Mais comme E est le plus petit λ-système contenant C nous avons en fait GC “ E .

Nous montrons à présent que HF est un λ-système. Si A,B P HF avec A Ă B alors pBzAqXF “
pBXF qzpAXF q. Comme E est un λ-système et que AXF et BXF sont dans E avec AXF Ă BXF ,
nous avons

pB X F qzpAX F q P HF . (14.58)

Soit maintenant pAkqkě1 une suite croissante dans HF . Pour tout k nous avons Ak XF P E , ce qui
donne

` 8č

k“1
Ak

˘ X F “
8č

k“1
pAk X F q P E . (14.59)

Donc HF est un λ-système vérifiant C Ă HF Ă E . Nous en concluons que pour tout C P C et pour
tout F P E ,

GC “ HF “ E . (14.60)

Nous allons maintenant prouver que E est une tribu 8.
(1) Si F P E alors E X F “ F P E , ce qui signifie que E P HF “ E .
(2) Si A P E alors EzA P E parce que E est un λ-système et E P E . Donc AA P E .
(3) Montrons que E est stable par union finie en considérant A,B P E . Comme E est également

un élément de E nous avons

EzpAYBq “ pEzAq X pEzBq P E . (14.61)

Cela prouve que ApAYBq P E . Par complémentarité nous avons aussi AYB P E .
Soient Ak P E , et nommons Bp “ A1 Y . . . Y Ap. Les ensembles Bp forment une suite
croissante d’éléments de E . L’union est donc dans E et ce dernier est, au final, stable par
union dénombrable.

Maintenant que E est une tribu nous avons F Ă E parce que F est la plus petite tribu contenant
C. Nous en déduisons que E “ F , ce qu’il fallait démontrer.

8. Définition 14.1.
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Le théorème suivant permet de prouver que la mesure de Lebesgue est l’unique mesure possible
ayant les bonnes valeurs sur les intervalles (théorème 14.138).

Théorème 14.33 (Unicité des mesures[416]).
Soient µ et ν, deux mesures sur pE,Aq et un ensemble E de parties de E telles que

(1) La tribu engendrée par E soit A.
(2) si A,B P E alors AXB P E
(3) il existe une suite croissante pEnq dans E telle que

(3a) E “ limEn,
(3b) µpEnq et νpEnq sont finis pout tout n.

Alors si les mesures µ et ν coïncident sur E, elles coïncident sur A en entier.

Démonstration. Soit pEnq une suite croissante dans E telle que E “ limEn.

(i) Des restrictions Nous considérons µn et νn, les restrictions de µ et ν à En, c’est-à-dire

µnpAq “ µpAX Enq (14.62a)
νnpAq “ νpAX Enq. (14.62b)

Puisque les En sont dans E Ă A, ils sont mesurables au sens de µ et ν. Par la proposi-
tion 14.29, pour tout A P E nous avons alors

lim
nÑ8µnpAq “ µpAq (14.63a)

lim
nÑ8 νnpAq “ νpAq (14.63b)

(ii) Ce que nous devons prouver Nous devons donc seulement montrer que pour tout A P A
et pour tout n P N, µnpAq “ νnpAq. Pour cela nous nous fixons un n et nous considérons
l’ensemble de parties

D “ tA P A tel que µnpAq “ νnpAqu. (14.64)

Le but sera de prouver que D “ A.
(iii) νn “ µn sur E Soit A P E . Vu que En P E , par hypothèse AX En P E et donc

µnpAq “ µpAX Enq (14.65a)
“ νpAX Enq (14.65b)
“ νnpAq. (14.65c)

Pour (14.65b), nous avons utilisé l’hypothèse comme quoi µ “ ν sur E .
(iv) Encore d’autres parties Nous définissons E 1 “ E Y tEu. En particulier E 1 Ă D.
(v) µn “ νn sur E 1 Nous avons déjà vue l’égalité sur E . Il suffit de vérifier l’égalité sur E. Vu

que E X En “ En P E , nous avons

µnpEq “ µpE X Enq “ µpEnq “ νpEnq “ νpEn X Eq “ νnpEq. (14.66)

(vi) D est un λ-système Montrons que D est un λ-système. Soient A,B P D avec A Ă B.
Alors, étant donné que les mesures µn et νn sont finies, le lemme 14.22 nous donne

µnpBzAq “ µnpBq ´ µnpAq (14.67a)
νnpBzAq “ νnpBq ´ νnpAq. (14.67b)

Donc µnpBzAq “ νnpBzAq et BzA P D.



14.2. THÉORIE DE LA MESURE 1149

Soit par ailleurs une suite croissante pAkqkě1 d’éléments de D. Le lemme 14.23(1) nous donne

µnp
8ď

k“1
Akq “ lim

pÑ8µnpApq. (14.68)

Mais puisque pour chaque p nous avons µnpApq “ νnpApq, nous avons aussi

µnp
8ď

p“1
Apq “ νnp

8ď

p“1
Apq. (14.69)

Donc D est bel et bien un λ-système contenant E 1.
(vii) Conclusion Par le lemme 14.32, le λ-système engendré par E 1 est égal à la tribu engendrée

par E 1, mais par hypothèse la tribu engendrée par E est A, donc le λ-système engendré par
E 1 est A. Comme D est un λ-système contenant E 1, nous avons alors A Ă D et donc A “ D,
ce qu’il fallait.

Exemple 14.34.
La partie E des intervalles de R de la forme sa, br engendre les boréliens par la proposition 7.128.
Par conséquent pour vérifier que deux mesures sont égales sur les boréliens de R, il suffit de prouver
qu’elles sont égales sur les intervalles ouverts. △

14.2.6 Mesure extérieure

Nous avons déjà défini la notion de mesure extérieure en la définition 14.10.

Lemme 14.35 ([410]).
Soit pS,F , µq un espace mesuré et X Ă S. Alors

inf
APF
XPA

µpAq “ inf
#ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Ak

+
. (14.70)

Démonstration. Pour montrer l’inégalité ě, nous remarquons qu’il y a plus d’éléments dans l’en-
semble du second membre que dans le premier. En effet si A P F avec X Ă A alors dans le membre
de gauche nous pouvons prendre A1 “ A et Aně1 “ H.

Pour l’inégalité dans l’autre sens, nous montrons que tout élément de
#ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Ak

+
(14.71)

est plus grand qu’un élément de

tµpAq tel que A P F , X Ă Au. (14.72)

En effet si An P F avec X Ă Ť
k Ak alors en posant A “ Ť

k Ak nous avons A P F avec X Ă A
ainsi que µpAq ď ř

n µpAnq. Cela prouve que l’élément
ř
n µpAnq de (14.71) est plus grand que

l’élément µpAq de (14.72).

14.36.
La proposition 14.37 pourrait être vue comme un cas particulier de la proposition 14.17 en uti-
lisant 14.35. Nous en donnons cependant une preuve directe, qui est presque identique à celle
de 14.17, mais avec une ou deux simplifications.
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Proposition 14.37 ([410]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,8s
X ÞÑ inftµpAq tel que A P F , X Ă Au. (14.73)

Alors µ˚ est une mesure extérieure sur S et sa restriction à F est égale à µ.

Démonstration. Notons que la définition est bonne parce que l’ensemble sur lequel l’infimum est
pris n’est pas vide : considérer A “ S.

(i) Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P F .
(ii) µ˚ est croissante Soit X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď inftµpAq tel que A P F , Y Ă Au, (14.74)

ce qui signifie que µ˚pXq ď µ˚pY q.
(iii) Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. Si il existe

n0 tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement
ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quel nombre est plus petit ou égal à 8. Nous
supposons donc que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ϵ ą 0 et par définition pour chaque n, il existe un An P F tel que Xn Ă An et
µpAnq ď µ˚pXnq ` ϵ

2n . Bien entendu nous avons
ď

n

Xn Ă
ď

n

An P F . (14.75)

Nous en déduisons que
µ˚`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘
. (14.76)

Mais pS,F , µq étant un espace mesuré,

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (14.77)

Au final nous avons les inégalités

µ˚`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘

(14.78a)

ď
ÿ

n

µpAnq (14.78b)

ď
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ
ÿ

n

1
2nloomoon

“1

(14.78c)

“
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ. (14.78d)

Ceci étant vrai pour tout ϵ,
µ˚`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

µ˚pXnq, (14.79)

ce qui prouve que µ˚ est une mesure extérieure.
(iv) Restriction Supposons que X P F . Alors si X Ă A nous avons µpXq ď µpAq ; mais en

même temps, µpXq est dans l’infimum qui définit µ˚pXq donc

µ˚pXq ď µpXq ď inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď µpXq ď µ˚pXq. (14.80)

Donc nous avons égalité de tous les éléments de cette chaine d’inégalité.
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Définition 14.38.
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Une partie A Ă S est m˚-mesurable si
pour tout X Ă S,

m˚pXq “ m˚pX XAq `m˚pX XAcq. (14.81)

Remarque 14.39.
L’inégalité

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.82)

étant toujours vraie, pour prouver qu’un ensemble est m˚-mesurable, il est suffisant de prouver
l’inégalité inverse :

m˚pXq ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.83)

La définition 14.38 est motivée par la proposition suivante.

Proposition 14.40.
Soit un espace mesuré pS,F , µq et µ˚ la mesure extérieure qui va avec. Alors tous les éléments de
F sont µ˚-mesurables.

En d’autres termes, pour tout A P F et tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.84)

Démonstration. Puisque X “ pX XAq Y pX XAcq, et que µ˚ est une mesure extérieure,

µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.85)

Nous devons montrer l’inégalité inverse.
Soit B P F tel que X Ă B. D’une part nous avons X XA Ă B XA P F , donc

µ˚pX XAq ď µ˚pB XAq “ µpB XAq. (14.86)

Et d’autre part, X XAc Ă B XAc P F , donc

µ˚pX XAcq ď µpB XAcq. (14.87)

En rassemblant,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µpB XAq ` µpB XAcq “ µpBq. (14.88)

La dernière égalité vient du fait que B X A et B X Ac sont disjoints et que µ est une mesure.
L’inégalité (14.88) étant vraie pour tout B P F tel que X Ă B, elle est encore vraie pour l’infimum :

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď inftµpBq tel que B P F , X Ă Bu “ µ˚pXq. (14.89)

Nous avons donc prouvé que

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (14.90)

Remarque 14.41.
Notons la duplicité du vocabulaire. Les ensembles µ-mesurables sont les éléments de F , qui sont à
priori les seuls sur lesquels µ est calculable 9, alors que les µ˚-mesurables sont les parties de S qui
vérifient une certaine propriété (et µ˚ est calculable sur toutes les parties de S).

9. « calculable » au sens où µ y vaut un nombre bien défini ; après, que ce soit facile ou pas à calculer dans la
pratique, c’est une autre histoire.
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14.3 Applications mesurables

14.3.1 Propriétés

Définition 14.42 (Fonction mesurable).
Soient pE,Aq et pF,Fq deux espaces mesurés. Une fonction f : E Ñ F est mesurable si pour tout
O P F , l’ensemble f´1pOq est dans A.

Proposition 14.43.
Soient pSi,Fiq (i “ 1, 2, 3) des espaces mesurables et des fonctions mesurables f : S1 Ñ S2 et
g : S2 Ñ S3. Alors la fonction g ˝ f : S1 Ñ S3 est mesurable.

Démonstration. Soit B P F3. Alors

pg ˝ fq´1pBq “ f´1`g´1pBq˘ P f´1pF2q Ă F1. (14.91)

14.3.2 D’une tribu à l’autre

Lemme 14.44 ([407]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et une tribu F2 sur S2. Alors f´1pF2q est une tribu sur S1

Démonstration. Il faut prouver les trois propriétés de la définition 14.1 d’une tribu.
(1) D’abord f est définie sur tout S1, donc f´1pS2q “ S1 alors que S2 P F2.
(2) Soit A P f´1pF2q, c’est-à-dire A “ f´1pBq pour un certain B P F2. En ce qui concerne le

complémentaire :

Ac “ f´1pBqc “ S1zf´1pBq “ f´1pS2zBq “ f´1pBcq. (14.92)

(3) Si pAiqiPN sont des éléments de f´1pF2q avec Ai “ f´1pBiq alors
ď

i

Ai “
ď

i

f´1pBiq “ f´1`ď

i

Bi
˘
. (14.93)

Ce qui est dans la dernière parenthèse est dans F2 parce que cette dernière est une tribu.

Le lemme suivant est également nommé « lemme de transfert ».

Lemme 14.45 (Lemme de transport).
Soit f : S1 Ñ S2 une application et une classe C de parties de S2. Alors

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘. (14.94)

Démonstration. Puisque σpCq est une tribu dans S2 alors le lemme 7.6 dit que f´1`σpCq˘ est une
tribu qui contient en particulier f´1pCq. Nous en déduisons que σ

`
f´1pCq˘ Ă f´1`σpCq˘.

Réciproquement. Dans S1 nous avons la tribu σ
`
f´1pCq˘. Nous pouvons alors considérer la

tribu
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P σ`f´1pCq˘u. (14.95)

Montrons que C Ă Ff . Lorsque B P C nous avons f´1pBq P f´1pCq Ă σ
`
f´1pCq˘. Du coup B P Ff .

Nous avons alors, en passant aux tribus engendrées :

σpCq Ă σpFf q “ Ff . (14.96)

Si maintenant B P σpCq, nous avons f´1pBq P σ`f´1pCq˘, ce qui signifie que

f´1`σpCq˘ Ă σ
`
f´1pCq˘. (14.97)
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Le théorème suivant est important pour prouver qu’une application est mesurable. En effet, il
permet de ne tester si une application n’est mesurable uniquement que sur une partie génératrice
de la tribu d’arrivée 10.

Théorème 14.46.
Soient des espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application f : S1 Ñ S2. Si il existe
un ensemble de parties C de S2 tel que

— σpCq “ F2

— f´1pBq P F1 pour tout B P C
alors f est mesurable.

Démonstration. Par hypothèse, σpCq “ F2 et f´1pCq Ă F1 et nous pouvons utiliser le lemme de
transfert 14.45 :

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ (14.98)

qui s’écrit ici
σ
`
f´1pCq˘ “ f´1pF2q. (14.99)

Mais comme f´1pCq Ă F1, nous avons aussi σ
`
f´1pCq˘ Ă F1, ce qui signifie que

f´1pF2q Ă F1. (14.100)

Cela est exactement le fait que f soit mesurable.

14.4 Tribu borélienne

14.4.0.1 Définition

Définition 14.47 (Tribu borélienne).
La tribu des boréliens, notée BorpRdq est la tribu engendrée par les ouverts de Rd. Plus généra-
lement si Y est un espace topologique, la tribu des boréliens est la tribu engendrée par les ouverts
de Y .

Proposition 14.48.
La tribu engendrée par une base dénombrable de la topologie est celle des boréliens.

Démonstration. Si une base de topologie est donnée, tout ouvert peut être écrit comme union
d’élément de la base, proposition 7.2. Dans le cas d’une base dénombrable, cette union sera forcé-
ment dénombrable. Une tribu étant stable par union dénombrable, tout ouvert est dans la tribu
engendrée par la base de topologie. Les autres boréliens suivent automatiquement.

Dit avec plus de lettres et moins de phrases, si D est une base dénombrable de la topologie de
X, et si O est un ouvert de X, nous avons O “ Ť8

i“1Ai avec Ai P D. Puisqu’une tribu est stable
par union dénombrable 11, nous avons O P σpDq. En conséquence, BorpXq Ă σpDq.

Mais comme D Ă BorpXq l’inclusion inverse est automatique. D’où l’égalité BorpXq “ σpDq.

14.4.0.2 Les boréliens de R

Nous rappelons que la topologie de R est celle des boules donnée par le théorème 7.108. Nous
rappelons (voir la proposition 7.128 et sa preuve) que les boules ouvertes de la forme Bpq, rq avec
q, r P Q forment une base dénombrable de la topologie de R.

10. Typiquement les ouverts pour les boréliens.
11. Définition 14.1(3)
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Lemme 14.49.
Soit tqiu une énumération des rationnels. La tribu engendrée par les ouverts σi “ sqi,8r est la
tribu des boréliens.

Démonstration. Si a ă b dans Q alors σazσb “ sa, bs. Ensuite
ď

nPN˚

σazσb´ 1
n

“
ď

nPN˚

sa, b´ 1
n

s “ sa, br. (14.101)

Par union dénombrable, tous les intervalles sa, br avec a, b P Q sont dans la tribu engendrée par
les σi. Ces boules ouvertes forment une base de la topologie de R par la proposition 7.128 et la
proposition 14.48 conclut.

Exemple 14.50.
Les singletons sont des boréliens de R parce que

txu “
´

s´8, xr Y sx,`8r
¯c
. (14.102)

Puisqu’une tribu est stable par union dénombrable, l’ensemble Q est un borélien de R. Et
comme les tribus sont stables par différence ensembliste (14.3(2)), l’ensemble des irrationnels est
un borélien de R. △

14.4.0.3 Diverses expressions

Lemme 14.51.
Soient un espace topologique X et un borélien B de X. Nous considérons sur B la topologie in-
duite 12 de X et les boréliens BorpBq correspondants. Nous avons :

BorpBq “ tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu. (14.103)

En particulier,
BorpBq “ BorpXqB. (14.104)

Démonstration. L’égalité

tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu (14.105)

est déjà dans la proposition 14.9.
Nous démontrons maintenant que

BorpBq “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.106)

Pour ce faire, nous nous rappelons du lemme de transport 14.45. Soit l’injection canonique f : B Ñ
X ; pour tout A Ă X nous avons f´1pAq “ AXB.

Nous considérons la classe T des ouverts de X. Par définition de la topologie induite, les ouverts
de B sont les éléments de f´1pT q. Donc

σ
`
f´1pT q˘ “ BorpBq. (14.107)

Mais d’autre part,
f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.108)

Donc le lemme de transport 14.45 nous dit que

BorpBq “ σ
`
f´1pT q˘ “ f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.109)

Pour finir, l’égalité (14.104) se démontre :

BorpXqB “ tB XA tel que A P BorpXqu “ BorpBq. (14.110)

12. Définition 7.24.
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14.4.1 Applications continues et boréliennes

Définition 14.52 (Fonction borélienne).
Une application f : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq 13 est borélienne si elle est mesurable, c’est-à-dire si
pour tout B P BorpRdq nous avons f´1pBq P A.

Si rien n’est précisé, une application entre deux espaces topologiques est borélienne lorsqu’elle
est mesurable en considérant la tribu borélienne sur les deux espaces.

Si A est une tribu sur un ensemble E, nous notons mpAq l’ensemble des fonctions qui sont
A-mesurables.

Le plus souvent lorsque nous parlerons de fonctions f : X Ñ Y où Y est un espace topolo-
gique, nous considérons la tribu borélienne sur Y . Ce sera en particulier le cas dans la théorie de
l’intégration.

Le théorème suivant est très important parce qu’en pratique c’est souvent lui, en conjonction
avec la proposition 14.122 qui permet de déduire qu’une fonction est borélienne.

Théorème 14.53 ([407]).
Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors toute application continue f : X Ñ Y est boré-
lienne 14.

Démonstration. Pour vérifier que f est borélienne, nous devons prouver que f´1pBq est borélien
pour tout borélien B de Y . Heureusement, le théorème 14.46 nous permet de limiter la vérification
aux B appartenant à une classe engendrant les boréliens de Y .

La classe en question est toute trouvée : ce sont les ouverts. Si O est un ouvert de Y alors
f´1pOq est un ouvert de X et donc un borélien de X.

Le théorème suivant donne une importante compatibilité entre l’induction de tribu et l’induc-
tion de topologie : la tribu induite à partir des boréliens sur un sous-espace topologique est la tribu
des boréliens pour la topologie induite.

Théorème 14.54 ([407]).
Soit X, un espace topologique et Y Ă X une partie munie de la topologie induite. Alors

BorpY q “ BorpXqY (14.111)

où BorpXqY est la tribu sur Y induite de BorpXq par la définition 14.8.

Démonstration. Nous notons τX et τY les topologies de X et Y .
(i) BorpY q Ă BorpXqY Si A P τY alors A “ Y X Ω pour un Ω P τX . Mais puisque Ω est un

ouvert de X, il est un borélien de X, ce qui donne que Y X Ω est un élément de BorpXqY .
Cela prouve que τY Ă BorpXqY , c’est-à-dire que BorpXqY est une tribu sur Y contenant les
ouverts de Y . Nous avons donc

BorpXq Ă BorpXqY . (14.112)

(ii) Réciproquement L’application Id : pY, τY q Ñ pX, τXq est continue parce que si Ω est ouvert
de X alors Id´1pΩq “ Ω X Y P τY . Par conséquent l’identité est une application borélienne
(théorème 14.53), ce qui signifie que Id´1 `BorpXq˘ Ă BorpY q, ou encore que si B P BorpXq,
alors Id´1pBq “ B X Y P BorpY q. Cela signifie que

BorpXqY Ă BorpY q. (14.113)

13. Tribu des boréliens, définition 14.47.
14. Définition 14.52.
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Corolaire 14.55.
Si U est un borélien de l’espace topologique X, alors les boréliens de U sont les boréliens de X
inclus dans U :

BorpUq “ tB P BorpXq tel que B Ă Uu. (14.114)

Démonstration. Si B1 P BorpUq, le théorème 14.54 donne un borélien B P BorpXq tel que B1 “
B X U . Mais U étant borélien de X, l’intersection B X U est encore un borélien de X.

Ce corolaire s’applique en particulier lorsque U est un ouvert.
La proposition suivante montre comment il est possible de construire un espace mesuré à partir

d’une bijection avec un espace mesuré déjà connu. Attention cependant : la mesure construite dans
cette proposition n’est pas celle qui est le plus adapté. Voir la proposition 14.292 et le blabla 14.293.

Proposition 14.56.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, un ensemble Ω1 et une bijection φ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ φpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Alors pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.

Démonstration. En plusieurs points.

(i) A1 est une tribu Il faut vérifier les différents points de la définition 14.1. D’abord, puisque
Ω P A, nous avons Ω1 “ φpΩq P A1. Pour le complémentaire, si B P A1 alors B “ φpAq pour
un certain A P A. Comme A est une tribu nous avons alors ΩzA P A et donc φpΩzAq P A1.
Mais comme φ est bijective,

φpΩzAq “ Ω1zφpAq “ Ω1zB. (14.115)

Le complémentaire de B est donc bien dans A1. Pour la troisième condition, soient Bi P A1.
Pour chaque i, il existe Ai P A tel que Bi “ φpAiq. Nous avons

Ť
iAi P A, donc

ď

i

Bi “
ď

i

φpAiq “ φ
`ď

i

Ai
˘ P A1. (14.116)

Nous avons fini de prouver que pΩ1,A1q était un espace mesurable.

(ii) µ1 est une mesure positive D’abord µ1pHq “ µ
`
φ´1pHq˘ “ µpHq “ 0. Ensuite si les Ai

sont disjoints dans A1 nous avons

µ1` 8ď

i“0
Ai

˘ “ µ

˜
φ´1` 8ď

i“0
Ai

˘
¸

“ µ

˜ď

i

φ´1pAiq
¸

“
8ÿ

i“0
µ
`
φ´1pAiq

˘ “
ÿ

i

µ1pAiq. (14.117)

Proposition 14.57.
Soit une bijection continue d’inverse continue φ : Ω Ñ Ω1. Alors

φ
`
BorpΩq˘ “ BorpΩ1q. (14.118)

Démonstration. Si A P BorpΩ1q, alors A “ φ
`
φ´1pAq˘ P φ

`
BorpΩq˘ parce que φ est continue et

donc borélienne (proposition 14.53). Le même raisonnement fonctionne dans l’autre sens parce que
nous avons supposé que φ est continue et d’inverse continu.
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14.4.2 Tribu de Baire

Définition 14.58.
Une partie d’un espace topologique est rare si elle est contenue dans un fermé d’intérieur vide.

Une partie est maigre si elle est réunion finie ou dénombrable de parties rares.

Exemple 14.59.
L’ensemble Q dans R est maigre mais n’est pas rare parce que Q̄ “ R. △

Proposition 14.60 ([408]).
Soit X un espace topologique. L’ensemble de parties 15

BapXq “ tB YA avec B borélien et A maigreu (14.119)

est une tribu. Elle est appelée la tribu de Baire de l’espace X.

Démonstration. Nous allons montrer que les boréliens et les maigres vérifient les conditions de la
proposition 14.7.

(1) Si A est maigre, il s’écrit comme A “ Ť
iPNRi où les Ri sont rares. Il existe donc des

fermés d’intérieur vide Fi tels que Ri Ă Fi ; en particulier A Ă Ť
i Fi. En tant que fermés,

Fi P BorpXq ; de plus chaque Fi est rare, donc
Ť
i Fi est maigre. L’ensemble A est donc bien

contenu dans un ensemble maigre et borélien.
(2) Soit A maigre et B Ă A. Nous avons, avec les mêmes notations, A “ Ť

iRi et B “ Ť
ipRiXBq.

Les ensembles RiXB sont encore rares, donc B est une union dénombrable d’ensembles rares.
L’ensemble B est donc maigre.

(3) Si les ensembles pAiq sont maigres, alors ils sont unions dénombrables de rares : Ai “ Ť
k R

piq
k .

Nous avons alors ď

i

Ai “
ď

pi,kqPN2

R
piq
k , (14.120)

et donc
Ť
iAi est encore une union dénombrable d’ensembles rares.

Proposition 14.61 ([408]).
Une partie B de l’espace topologique X est dans la tribu de Baire de X si et seulement si il existe
un ouvert U tel que B∆U est maigre.

Démonstration. Nous définissons la relation d’équivalence 16 suivante sur PpXq : nous disons que
A „ B si et seulement si A∆B est maigre.

(i) Réflexive Nous avons A∆A “ H, donc A „ A.
(ii) symétrique Nous avons A∆B “ B∆A, donc „ est symétrique.
(iii) transitive Si A,B,C sont des parties de X alors nous avons toujours

A∆C Ă pAYB Y CqzpAXB X Cq “ pA∆Bq Y pB∆Cq. (14.121)

Donc si A „ B et B „ C alors A∆C est contenu dans une union de maigres et est donc
maigre.

(iv) Autres propriétés de „ De plus la relation d’équivalence „ vérifie A „ B si et seulement
si Ac „ Bc, par le lemme 1.29(1).
Pour compléter les propriétés de „ mentionnons encore le fait que si F est fermé alors
F „ IntpF q. En effet F Y IntpF q “ F et F X IntpF q “ IntpF q, de telle sorte que F∆ IntpF q “
F z IntpF q. Cet ensemble est un fermé parce que son complémentaire est F c Y IntpF q qui est
une union d’ouverts. De plus F Ă IntpF q est d’intérieur vide, de telle sorte qu’il est rare et
donc maigre.

15. Pour rappel, la tribu borélienne est définie en 14.47.
16. Définition 1.30
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Pour la suite de la preuve nous posons

F “ tA Ă X tel que il existe un ouvert U avec U „ Au, (14.122)

et nous devons prouver que F “ BapXq.
(i) F Ă BapXq Soit A P F et un ouvert U tel que U „ A. Alors nous posons M “ U∆A qui est

maigre. En vertu du lemme 1.29(2), nous avons

A “ M∆U “ pM Y UqzpM X Uq, (14.123)

ce qui prouve que A est dans la tribu engendrée par les ouverts et les maigres, laquelle tribu
est contenue dans BapXq.

(ii) BapXq Ă F Nous allons montrer que F est une tribu contenant tous les ouverts et tous les
maigres. Alors en particulier F contiendra BapXq. Si U est ouvert, U „ U et donc U P F . Si
M est maigre, alors M „ H et donc M P F . Il reste à prouver que F est une tribu.

(i) Vide et tout l’ensemble C’est facile : H et X sont dans F .
(ii) Comlémentaire Commençons par nous souvenir que F „ IntpF q dès que F est fermé. Si

A P F alors il existe un ouvert U tel que A „ U et donc aussi Ac „ U c. D’autre part
U c est fermé, donc U c „ IntpU cq, donc

Ac „ U c „ IntpU cq, (14.124)

ce qui implique que Ac P F .
(iii) Union dénombrable Soit An P F et Mn “ An∆Un avec Mn maigre et Un ouvert. Nous

allons prouver que ď

n

An „
ď

n

Un. (14.125)

Pour cela il faut remarquer que
´ď

n

An

¯
∆
´ď

n

Un

¯
Ă
ď

n

pAn∆Unq “
ď

n

Mn. (14.126)

Le terme le plus à droite est maigre, ce qui signifie que celui le plus à gauche est contenu
dans un maigre et donc est maigre lui-même.

Proposition 14.62.
Si B est un borélien de X, alors il existe un ouvert U et un maigre M tels que

(1) B∆U est maigre,
(2) M∆U “ B,
(3) B∆M est ouvert.

Démonstration. Puisque B est borélien, il est aussi dans la tribu de Baire et il existe par la
proposition 14.61 un ouvert U tel que M “ B∆U est maigre. En prenant ce U et ce M , les trois
conditions sont vérifiées parce que

M∆U “ pB∆Uq∆U “ B (14.127)

et
B∆M “ M∆B “ pU∆Bq∆B “ U. (14.128)

Tout ceci par le lemme 1.29(2).
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14.5 Espace mesuré complet

14.5.1 Partie négligeable

Définition 14.63.
Soit un espace mesuré pX,A, µq. Une partie N de X est négligeable pour µ si il existe Y P A tel
que N Ă Y et µpY q “ 0.

Lemme 14.64.
L’ensemble des parties négligeables est stable par union dénombrable.

Démonstration. Si les ensembles Ni sont négligeables, alors pour chaque i nous avons Yi P A tel
que Ni Ă Yi et µpYiq “ 0. Alors bien entendu

Ť
iNi Ă Ť

i Yi et en utilisant (14.32),

µ
`ď

i

Yi
˘ ď

ÿ

i

µpYiq “ 0. (14.129)

Définition 14.65.
L’espace mesuré pX,F , µq est complet si tout ensemble µ-négligeable est dans F .

Notons que la proposition 14.7 s’applique si pX,F , µq est un espace mesuré et N est l’en-
semble des parties µ-négligeables. C’est ce qui permet de donner le théorème suivant, que nous
redémontrons de façon indépendante de la proposition 14.7.

Théorème 14.66 (Complétion d’espace mesuré[410, 417, 418]).
Soit un espace mesuré pX,F , µq et N l’ensemble des parties µ-négligeables de X.

(1) Les ensembles suivants sont égaux :

A “ tA Ă X tel que DB,C P F tel que B Ă A Ă C, µpCzBq “ 0u (14.130a)
B “ tB YN tel que B P F , N P N u (14.130b)
C “ tA Ă X tel que DB P F tel que A∆B P N u. (14.130c)

Ici A∆B est la différence symétrique de A et B, définition 1.28.
(2) L’ensemble F̂ “ A “ B “ C est une tribu.
(3) La définition

µ1 : B Ñ r0,8s
AYN ÞÑ µpAq (14.131)

est cohérente.
(4) L’application µ1 ainsi définie est une mesure sur pX,Aq.
(5) L’espace pX,A, µ1q est complet.
(6) La mesure µ1 prolonge µ.
(7) La mesure µ1 est minimale au sens où toute mesure complète prolongeant µ prolonge µ1.

Démonstration. Commençons par prouver que les trois ensembles A, B et C sont égaux.
(i) A Ă B. Soit A P A. Alors nous avons des ensembles B,C P F tels que B Ă A Ă C avec

µpCzBq “ 0. Alors nous avons aussi A “ B Y pCzBq, ce qui prouve que A P B.
(ii) B Ă C. Soit A P B, c’est-à-dire que A “ BYN avec B P F et N P N . Nous avons évidemment

AYB “ A et donc

A∆B “ pAYBqzpAXBq “ AzpAXBq “ pB YNqzpAXBq Ă N. (14.132)

Pour comprendre la dernière inclusion, si x appartient à A “ B YN sans être dans N alors
x P B et donc x P AXB. Par conséquent nous avons A∆B Ă N et donc A∆B P N .
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(iii) C Ă A Soit donc A P C ; il existe B P F tel que A∆B P N ou encore, il existe D P F tel que
A∆B Ă D avec µpDq “ 0. Si nous posons B1 “ BXDc et C 1 “ BYD alors nous prétendons
avoir

B1 Ă A Ă C 1. (14.133)

Et nous le prouvons. En effet si x P B XDc alors en remarquant que B se divise en

B “ pB XAq Y `
B X pA∆Bq˘, (14.134)

et en nous souvenant que B X pA∆Bq Ă D, il vient que B X Dc Ă B X A. Et en particulier
x P A. D’autre part

A Ă B Y pA∆Bq Ă B YD. (14.135)

Nous avons donc bien B1 Ă A Ă C 1. Par stabilité de la tribu F sous les intersections et
complémentaires, nous avons aussi B1, C 1 P F . De plus

C 1zB1 “ pB YDqzpB XDcq Ă D, (14.136)

et donc
µpC 1zB1q ď µpDq “ 0. (14.137)

Nous avons donc prouvé que A Ă B Ă C Ă A, et donc que A “ B “ C. Nous pouvons
maintenant noter A indifféremment les trois ensembles.

Nous prouvons à présent que A est une tribu.
(i) Tribu : le vide Pas de problème à H P A
(ii) Tribu : complémentaire Soit A P A. Alors il existe B,C P F tels que B Ă A Ă C avec

µpCzBq “ 0. En passant au complémentaire,

Cc Ă Ac Ă Bc. (14.138)

Mais BczCc “ CzB, donc µpBczCcq “ 0.
(iii) Tribu : union dénombrable Soit pAnq des éléments de A. Pour chaque n nous avons des

ensembles Bn, Cn P F tels queBn Ă An Ă Cn avec µpCnzBnq “ 0. En ce qui concerne les
unions nous avons ď

n

Bn Ă
ď

n

An Ă
ď

n

Cn, (14.139)

et `ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘ Ă

ď

n

pCnzBnq. (14.140)

Par conséquent, en utilisant (14.32),

µ

˜
`ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘
¸

ď µ

˜ď

n

pCnzBnq
¸

ď
ÿ

n

µpCnzBnq “ 0. (14.141)

Cela prouve que
Ť
nAn P A, et donc que A est une tribu.

(iv) Définition cohérente Soient A,A1 P F et N,N 1 P N tels que A Y N “ A1 Y N 1. Nous
considérons Y, Y 1 P F tel que N Ă Y , N 1 Ă Y 1 et µpY q “ µpY 1q “ 0. En vertu de (14.32)
nous avons

µpAq ď µpAY Y q ď µpA1 Y Y Y Y 1q ď µpA1q ` µpY q ` µpY 1q “ µpA1q. (14.142)

En écrivant la même chose en échangeant les primes, nous prouvons également µpA1q ď µpAq.
Au final µpAq “ µpA1q, c’est-à-dire

µ1pAYNq “ µ1pA1 YN 1q. (14.143)

La définition de µ1 est donc cohérente.
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(v) µ1 est une mesure Le fait que µ1 soit positive et que µ1pHq soit nul ne pose pas de problème.
Il faut voir l’union dénombrable disjointe. Si les ensembles Ai “ Bi YNi sont disjoints, alors
les Bi et le Ni sont tous disjoints deux à deux. De plus l’ensemble

Ť
iNi est négligeable parce

que nous avons déjà vu que N était stable par union dénombrable (14.32). Donc

µ1
˜ď

i

Bi YNi

¸
“ µ1

´`ď

i

Bi
˘ Y `ď

i

Ni

˘

looomooon
PN

¯
“ µ

`ď

i

Bi
˘ “

ÿ

u

µpBiq “
ÿ

i

µ1pBi YNiq.

(14.144)
(vi) Espace complet Un ensemble µ1-négligeable est automatiquement µ-négligeable. En effet

si H est µ1-négligeable, il existe B P F et N P N tels que H Ă BYN avec µpBq “ 0. Comme
N est µ-négligeable, il existe Y P F tel que N Ă Y et µpY q “ 0. Donc H Ă B YN Ă B Y Y
avec µpB Y Y q “ 0.
Tous les ensembles µ-négligeables faisant partie de B, tous les ensembles µ1-négligeables font
partie de A.

(vii) Prolongement La mesure µ1 prolonge µ. En effet si A P F alors A “ AY H P B et A est
µ1-mesurable. De plus µ1pAq “ µ1pAY Hq “ µpAq.

(viii) Minimalité Soit un espace mesuré complet pX,M, νq prolongeant pX,F , µq. Pour A P A
nous devons prouver que A P M et que µ1pAq “ νpAq. Il existe B P F et N P N tels que
A “ BYN . Puisque N est µ-négligeable, il est également ν-négligeable et donc ν-mesurable
parce que ν est complète : A P M. Nous avons le calcul

νpBq ď νpB YNq ď νpBq ` νpNq “ νpBq. (14.145)

Vu que le premier et dernier termes de ces inégalités sont égaux, toutes les inégalités sont
des égalités et nous avons νpBq “ νpB YNq. Nous pouvons enfin faire le calcul

νpAq “ νpB YNq (14.146a)
“ νpBq (14.146b)
“ µpBq (14.146c)
“ µ1pB YNq (14.146d)
“ µ1pAq. (14.146e)

Justifications.
— Pour (14.146c). La mesure ν prolonge µ.
— Pour (14.146d). Définition de µ1.

L’égalité µ1pAq “ νpAq est prouvée.

Définition 14.67.
L’espace mesuré complet pX,A, µ1q défini par le théorème 14.66 est l’espace mesuré complété
de pX,F , µq.

Nous noterons le complété de pS,F , µq par pS, F̂ , µ̂q
Théorème 14.68 (Carathéodory[410]).
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Alors

(1) l’ensemble M des parties m˚-mesurables est une tribu,
(2) la restriction de m˚ est une mesure sur pS,Mq,
(3) l’espace mesuré pS,M,m˚q est complet 17.
17. Définition 14.65.
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Démonstration. Une grosse partie de la preuve sera de prouver la stabilité de M par union dé-
nombrable quelconque ; cela sera divisé en plusieurs parties.

(i) Tribu : le vide L’ensemble vide est m˚-mesurable.
(ii) Tribu : complémentaire Soit A P M et X P S. La condition qui dirait Ac P M est :

m˚pXq “ m˚pX XAcq `m˚pX XAq, (14.147)

qui est la même que celle qui dit que A est dans M.
(iii) Tribu : union finie Soient A,B P M et X Ă S. Alors, comme m˚ est une mesure exté-

rieure,

m˚pXq ď m˚`X X pAYBq˘ `m˚`X X pAYBqc˘ (14.148a)
“ m˚`pX XAq Y pX XBq˘ `m˚`X XAc XBc

˘
. (14.148b)

Mais nous pouvons écrire la première union sous forme d’une union disjointe de la façon
suivante :

pX XAq Y pX XBq “ pX XAq Y pX XB XAcq, (14.149)

ce qui donne

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XB XAcq `m˚pX XAc XBcq (14.150a)
“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.150b)
“ m˚pXq (14.150c)

parce que les deux derniers termes de (14.150a) se somment à m˚pXXAcq parce que B P M.
La dernière ligne est le fait que A soit m˚-mesurable.

(iv) Union finie disjointe Soient tA1, . . . , Anu des éléments deux à deux disjoints de M. Nous
allons maintenant prouver par récurrence que

m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯ “
nÿ

k“1
m˚pX XAkq. (14.151)

Si n “ 1 le résultat est évident. Sinon, le fait que An`1 soit m˚-mesurable donne

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘ XAn`1
¯

`m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘ XAcn`1

¯
. (14.152)

Le fait que les Ak soient disjoints implique aussi que

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘ XAn`1 “ X XAn`1 (14.153)

et

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘ XAcn`1 “ X X ` nď

k“1
Ak

˘
(14.154)

et donc

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚pX XAn`1q `m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯
(14.155a)

rec.“ m˚pX XAn`1q `
nÿ

k“1
m˚pX XAkq (14.155b)

“
n`1ÿ

k“1
m˚pX XAkq. (14.155c)
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La relation (14.151) est prouvée.
Notons qu’en particularisant à X “ S nous avons

m˚` nď

k“1
Ak

˘ “
nÿ

k“1
m˚pAkq (14.156)

dès que les Ak sont des éléments deux à deux disjoints de M.
(v) Union dénombrable disjointe Soit pAnqnPN une suite d’éléments deux à deux disjoints

dans M. Nous allons prouver les affirmations suivantes :
—

Ť
nAn P M

— m˚`Ť
nAn

˘ “ ř
nm

˚pAnq
où toutes les sommes et unions sur n sont entre 1 et 8.

(i) Première affirmation Nous posons A “ Ť
k Ak et Bn “ Ťn

k“1Ak. Nous savons que Bn P
M pour tout n par le point précédent. Donc si X P S nous avons

m˚pXq “ m˚pX XBnq `m˚pX XBc
nq (14.157a)

“
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XBx

nq (14.157b)

ě
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XAcq (14.157c)

où nous avons utilisé la relation (14.151) sur les Bn ainsi que le fait que Ac Ă Bc
n (parce

que Bn Ă A). L’inégalité (14.157a) étant vraie pour tout n, elle est vraie à la limite :

m˚pXq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pX XAcq (14.158a)

ě m˚
´ď

k

pX XAkq
¯

`m˚pX XAcq “ m˚
´
X X `ď

k

Ak
˘¯ `m˚pX XAcq

(14.158b)
ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq, (14.158c)

ce qui signifie que A P M.
(ii) Seconde affirmation En particularisant à X “ A et en tenant compte des faits que

AXAk “ Ak et AXAc “ H,

m˚pAq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pAXAcq, (14.159)

c’est-à-dire que pour tout n nous avons

m˚` ď

kPN
Ak

˘ ě
nÿ

k“1
m˚pAkq. (14.160)

L’inégalité est encore vraie à la limite, et l’inégalité inverse étant toujours vraie pour
une mesure extérieure,

m˚` ď

kPN
Ak

˘ “
8ÿ

k“1
m˚pAkq. (14.161)

(vi) Union dénombrable quelconque Soit maintenant une suite pAnqnPN d’éléments de M
que nous ne supposons plus être disjoints. Nous nous ramenons au cas disjoint en posant

$
’&
’%

B1 “ A1 (14.162a)

Bn “ An X ` n´1ď

k“1
Ak

˘c
, (14.162b)
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c’est-à-dire que nous mettons dans Bn les éléments de An qui ne sont dans aucun des Ak
précédents. Autrement dit, nous posons B0 “ H et Bn “ AnzBn´1. L’ensemble M étant
stable par réunion finie, par complément et par intersection finie nous avons Bn P M. De
plus les Bn sont disjoints, donc

8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
Bk P M. (14.163)

La première égalité se justifie de la façon suivante : si x P Ť8
k“1Ak alors nous notons n0 le

plus petit n tel que x P An et alors x P Bn0 .
(vii) Espace complet Nous prouvons à présent que pS,M,m˚q est un espace mesuré complet.

Soit N une partie m˚-négligeable de S et Y P M tel que m˚pY q “ 0 et N Ă Y . D’abord
m˚pNq “ 0 parce que

m˚pNq ď m˚pY q “ 0. (14.164)

Si X Ă S nous avons

X XN Ă N ñ m˚pX XNq “ 0 (14.165a)
X XN c Ă X ñ m˚pX XN cq ď m˚pXq. (14.165b)

Donc
m˚pX XNq `m˚pX XN cq ď m˚pXq, (14.166)

ce qui montre que N est m˚-mesurable.

14.69.
Ce théorème nous pousse à adopter des éléments de notation. Lorsqu’un espace mesuré pS,F , µq
est donné, nous noterons

pS,M, µ˚q (14.167)

l’espace mesuré construit de la façon suivante. D’abord µ˚ est la mesure extérieure associée à µ
par la proposition 14.37. Ensuite M est la tribu des parties µ˚-mesurables, qui est bien une tribu
parce que µ˚ est une mesure extérieure (14.68). La proposition (14.40) dit alors que F Ă M. De
plus 14.68 nous explique que si A P F alors µpAq “ µ˚pAq. Tout cela pour dire que

pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q. (14.168)

Et enfin, 14.68 nous dit que l’espace mesuré pS,M, µ˚q est complet.

Exemple 14.70.
Montrons un cas dans lequel pS,M, µ˚q n’est pas σ-fini. Soit S un ensemble non dénombrable et
F la tribu des parties de S qui sont, soit finis ou dénombrables, soit de complémentaire fini ou
dénombrable. Nous y mettons la mesure

µpAq “
#

0 si A est au plus dénombrable
8 sinon.

(14.169)

Cette mesure n’est pas σ-finie parce qu’aucune union de dénombrables est non dénombrable. De
plus pS,F , µq est complet parce que toute partie contenue dans un ensemble fini ou dénombrable
est fini ou dénombrable (1.137).

(i) F n’est pas PpSq La tribu F est différente de PpSq. En effet S étant infini, il existe par 1.148
une bijection φ : t1, 2u ˆ S Ñ S. Alors l’ensemble φ

`t1u ˆ S
˘

est non dénombrable et son
complémentaire

φ
`t1u ˆ S

˘c “ φ
`t2u ˆ S

˘
(14.170)

n’est pas dénombrable non plus. Cet ensemble n’est donc pas de F .
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(ii) M est PpSq En effet, soit A Ă S ; il faut prouver que pour tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.171)

Nous prouvons cela en séparant les cas, suivant que X est dénombrable ou non.
Si X est fini ou dénombrable, alors X X A et X X Ac le sont également, et nous avons
µ˚pXq “ µpXq “ 0 ainsi que µ˚pX XAq “ µ˚pX XAcq “ 0.
Si au contraire X n’est pas dénombrable,

µ˚pXq “ inf
APF
XĂA

µpAq “ 8, (14.172)

parce que X n’étant pas dénombrable, l’ensemble A ne l’est pas non plus et µpAq “ 8.
Mais comme X n’est pas dénombrable, soit X X A, soit X X Ac (soit les deux) n’est pas
dénombrable non plus ; par conséquent

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq “ 8. (14.173)

Par conséquent pS,F , µq ‰ pS,M, µ˚q. Mais puisque pS,F , µq est complété nous devons avoir
pS,F , µq “ pS, F̂ , µ̂q. Tout cela pour dire que nous avons un exemple avec

pS,M, µ˚q ‰ pS, F̂ , µ̂q. (14.174)

△

Nous avons deux façons de créer un espace complet à partir de pS,F , µq.
(1) Partir de la mesure extérieure µ˚ et construire pS,M, µ˚q.
(2) Partir des ensembles µ-négligeables, construire F̂ et ensuite pS, F̂ , µ̂q.

Ces deux façons ne sont pas équivalentes en général comme le montre l’exemple 14.70. Mais il sera
montré par la proposition 14.74 que si pS,F , µq est σ-fini alors les deux sont équivalent.

Lemme 14.71.
Soit pS,F , µq un espace mesuré. Alors pour tout X Ă S tel que µ˚pXq ă 8 il existe A P F tel que
X Ă A et µ˚pXq “ µpAq.

C’est-à-dire que µ˚ a beau être défini sur toutes les parties de S, ce qu’il faut rajouter pour
être µ-mesurable, c’est pas grand chose.

Démonstration. Par définition de la mesure extérieure associée à µ en tant qu’infimum, pour tout
n ě 1, il existe An P F tel que X Ă An et µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n . Nous posons A “ Ş
ně1An et

nous vérifions que ce A fait l’affaire.
D’abord A P F parce qu’une tribu est stable par union dénombrable. Ensuite pour tout n ě 1

nous avons
µpAq ď µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n , (14.175)

et à la limite µpAq ď µ˚pXq. Mais X Ă A implique µ˚pXq ď µpAq parce que µ˚pXq l’infimum d’un
ensemble contenant µpAq.
Corolaire 14.72.
Soit une mesure µ et la mesure extérieure µ˚ associée 18. Une partie N de X est négligeable si et
seulement si µ˚pNq “ 0.

Démonstration. Si µ˚ est la mesure extérieure associée à µ et si N est µ-négligeable alors µ˚pNq “ 0
parce que

µ˚pNq ď µ˚pY q “ µpY q “ 0 (14.176)
pour un certain Y mesurable de mesure nulle contenant N .

D’autre part si µ˚pNq “ 0 alors le lemme 14.71 donne une partie mesurable A telle que N Ă A
et µpAq “ 0, c’est-à-dire que N est négligeable.

18. Par la proposition 14.37.
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Lemme 14.73.
Si l’espace mesuré pS,F , µq est σ-fini alors l’espace mesuré pS,M, µ˚q est également σ-fini.

Démonstration. Puisque pS,F , µq est σ-fini, nous avons une suite croissante An d’éléments de F
tels que

Ť
nAn “ S et telle que µpAnq ă 8 pour tout n. Étant donné que F Ă M, cette suite

convient également pour montrer que pS,M, µ˚q est σ-fini parce que µ˚pAnq “ µpAnq ă 8.

La proposition suivante montre que si pS,F , µq est σ-finie alors nous avons l’égalité.

Proposition 14.74.
Soit pS,F , µq un espace mesuré σ-fini, µ˚ la mesure extérieure associée et M la tribu des ensembles
µ˚-mesurables 19. Alors

pS,M, µ˚q “ pS, F̂ , µ̂q. (14.177)

Démonstration. La proposition 14.40 indique que tous les éléments de F sont µ˚-mesurables, c’est-
à-dire que F Ă M. Mais l’espace pS,M, µ˚q est complet par le théorème de Carathéodory 14.68,
donc par minimalité du complété (14.66(7)),

pS, F̂ , µ̂q Ă pS,M, µ˚q (14.178)

au sens où F̂ Ă M et si A P F̂ alors µ̂pAq “ µ˚pAq. Notons que cette inclusion est vraie même si
la mesure n’est pas σ-finie.

Nous passons à l’inclusion inverse. Soit A P M, c’est-à-dire que pour tout Y Ă S nous avons

µ˚pY q “ µ˚pY XAq ` µ˚pY XAcq. (14.179)

Nous allons montrer que A P F̂ en séparant les cas suivant que µ˚pAq “ 8, ou non.

(i) Si µ˚pAq ă 8 Par le lemme 14.71, il existe X P F tel que A Ă X et µ˚pAq “ µpXq. Comme
pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q nous avons alors

µ˚pAq “ µpXq “ µ˚pXq. (14.180)

Nous écrivons la relation (14.179) avec ce X en guise de Y , et en nous souvenant que XXA “
A et X XAc “ XzA :

µ˚pXq “ µ˚pAq ` µ˚pXzAq. (14.181)

En tenant compte de (14.180) et du fait que µ˚pAq ă 8, nous pouvons simplifier et trouver
µ˚pXzAq “ 0. Le lemme 14.71 nous donne alors B P F tel que XzA Ă B et µpBq “
µ˚pXzAq “ 0, c’est-à-dire que XzA est µ-négligeable. Par conséquent XzA P F̂ . En écrivant

A “ XzpXzAq, (14.182)

nous avons écrit A comme différence de deux éléments de F̂ et nous concluons que A P F̂ .
(ii) Si µ˚pAq “ 8 Le lemme 14.73 nous indique que pS,M, µ˚q est σ-fini et il existe donc une

suite pSnqně1 dans M telle que
Ť
n Sn “ S et µ˚pSnq ă 8. L’ensemble AXSn est un élément

de M vérifiant
µ˚pAX Snq ď µ˚pSnq ă 8, (14.183)

ce qui implique que AXSn P F̂ par la première partie. Maintenant A “ Ť
npAXSnq P F̂ par

union dénombrable d’éléments de la tribu F̂ .

Proposition 14.75 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq. Nous considérons un mesurable M P F ainsi que

— la tribu induite FM “ tAXM tel que A P Fu,

19. C’est bien une tribu par 14.68(1).
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— la tribu complétée F̂ de F dans Ω,
— la tribu complétée yFM de FM dans M (où nous avons considéré la mesure restreinte 20 de

µ).
— la tribu induite pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u de F̂ sur M .

Alors
pF̂qM “ yFM . (14.184)

Démonstration. L’utilisation de la proposition 14.9 nous donne déjà les expressions alternatives

pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u “ tA Ă M tel que A P F̂u (14.185)

et
FM “ tAXM tel que A P Fu “ tA Ă M tel que A P Fu. (14.186)

Pour prouver pF̂qM “ yFM il faudra faire deux inclusions, et nous avons l’embarras du choix.

(i) Première : yFM Ă tM XA tel que A P F̂u Un élément de yFM est de la forme B Y N où
B P FM et où N est négligeable 21 dans M . Vu que B P FM , il existe A P F tel que
B “ AXM . Vu que B et N sont dans M nous pouvons « factoriser » l’intersection :

B YN “ M X pAYNq (14.187)

avec N négligeable dans M et donc également négligeable dans Ω. Donc AYN P F̂ .
(ii) Deuxième : tM XA tel que A P F̂u Ă yFM Soit A P F̂ . Nous avons une partie négligeable

N de Ω et un élément B P F tels que A “ B YN . Nous avons la décomposition

M X pB YNq “ pM XBq Y pM XNq. (14.188)

Il s’agit maintenant de nous assurer que cette décomposition implique que MXpBYNq P yFM .
Soit N1 P F tel que µpN1q “ 0 et N Ă N1. Puisque M X N1 P F (intersections dans une
tribu), nous pouvons écrire

M XN Ă M XN1 (14.189)

avec µpM X N1q “ 0. Cela pour dire que M X N est négligeable dans M . La décomposition
(14.188) est donc bien une union d’un élément de FM avec un négligeable de M , et donc
bien un élément de yFM .

14.76.
La principale application de la proposition 14.75 est le cas où F “ BorpRnq et M est un borélien B
de Rn. Dans ce cas, la proposition explique que la tribu de Lebesgue sur B (complétée depuis les
boréliens de la topologie induite) est donnée directement par l’intersection entre B et la tribu de
Lebesgue de Rn. Donc sans devoir passer par la topologie induite, les boréliens et la completion :

LebpRnqM “ {BorpRnqM . (14.190)

Exemple dans la proposition 18.72 qui donne une structure d’espace mesuré dans S1 à partir de
la mesure de Lebesgue sur C.

20. Ce n’est pas ce qu’il se passe dans le cas de S1 par rapport à C, voir la proposition 18.74(3) bien que S1 soit
un borélien de C.

21. Pour rappel, une partie est négligeable quand elle est inclue à une partie de mesure nulle.
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14.5.2 Prolongement

Le théorème suivant est parfois nommé théorème d’extension de Carathéodory, par exemple sur
Wikipédia. Le théorème de Carathéodory en étant un des ingrédients principaux, on comprend.

Théorème 14.77 (Prolongement de Hahn[410]).
Soit A une algèbre de parties d’un ensemble S et µ une mesure sur pS,Aq. Soit F “ σpAq la tribu
engendrée par A. Alors

(1) La mesure µ se prolonge en une mesure m sur F .
(2) Si µ est σ-finie alors le prolongement est unique et m est σ-finie.
(3) Si µ est finie, alors m l’est aussi.

Démonstration. La proposition 14.17 nous donne une mesure extérieure µ˚ sur S dont la restriction
à A est µ. Si M est la tribu des parties µ˚-mesurables de S alors le théorème de Carathéodory 14.68
nous dit que pS,M, µ˚q est un espace mesuré.

(i) A Ă M Cette partie est une adaptation de ce qui a déjà été fait dans la preuve de la pro-
position 14.40. Soit A P A et X P S ; nous devons prouver la relation de la définition 14.38.
Comme µ˚ est une mesure extérieure nous avons automatiquement

µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.191)

Il reste à prouver l’inégalité inverse. Soit une suite Bk d’éléments de A telle que X Ă Ť
k Bk ;

nous avons alors

µ˚pX XAq ď µ˚` 8ď

k“1
Bk XA

˘ ď
8ÿ

k“1
µ˚pBk XAq “

ÿ

k

µpBk XAq (14.192)

où nous avons utilisé la définition 14.10(3) ainsi que le lemme 14.15. De la même façon,

µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAcq. (14.193)

Mettant les deux bouts ensemble, en remarquant que Bk XA P A et donc que µ˚pBk XAq “
µpBk XAq,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAq ` µpBk XAcq “
ÿ

k

µpBkq. (14.194)

La somme µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq est donc inférieure à chacun des éléments de l’ensemble
sur lequel on prend l’infimum pour définir 22 µ˚pXq, donc

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (14.195)

A fortiori nous avons σpAq Ă M et donc pS, σpAq, µ˚q est un espace mesuré. Cela prouve
l’existence d’une mesure prolongeant µ à σpAq.

(i) Unicité Nous supposons à présent que µ est σ-finie. Soient m1 et m2 deux mesures prolon-
geant µ et définies sur une tribu contenant A. Nous posons

C “ tA P A tel que µpAq ă 8u. (14.196)

Dans l’optique d’utiliser le théorème d’unicité des mesures 14.33, nous prouvons que σpAq “
σpCq. Vu que µ est σ-finie, il existe une suite croissante pSnq d’éléments de A telle que
S “ Ť

n Sn et µpSnq ă 8. Alors si A P A nous avons A “ Ť
npA X Snq, et donc A P σpCq.

Donc A Ă σpCq. Mais étant donné que C Ă A nous avons aussi σpCq Ă σpAq. Au final
σpAq “ σpCq.

22. Définition 14.20.
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Les mesures m1 et m2 sont des mesures sur σpCq coïncidant sur C (parce que C Ă A). De
plus la classe C est stable par intersection finie et contient une suite croissante dont l’union
est S (parce que µ est σ-finie).
Le théorème 14.33 nous dit alors que m1 et m2 coïncident sur σpCq “ σpAq.

(ii) Extension finie et σ-finie Enfin si µ est σ-finie il existe Sn P A avec µpSnq ă 8 etŤ
n Sn “ S. Ces ensembles vérifient tout autant mpSnq “ µpSnq ă 8 pour tout prolon-

gement m de µ.
Idem si µ est finie, tout prolongement est fini.

Exemple 14.78 ([410]).
Soit A, l’algèbre de parties de R formée par les réunions finies d’intervalles de la forme s´8, ar,
ra, br et rb,`8r avec ´8 ă a ď b ă `8. Notons que les singletons ne font pas partie de A parce
que ra, ar“ H. Nous posons

µpAq “
#

0 si A “ H
8 sinon.

(14.197)

Cela donne une mesure (non σ-finie) sur pR,Aq.
Nous allons prouver que la tribu engendrée par A est la tribu des boréliens et que µ accepte

(au moins) deux prolongements distincts à σpAq.
D’abord nous avons

sa, br “ `s´8, ar Y rb,`8r˘ X ra, br, (14.198)

donc toutes les boules ouvertes appartiennent à σpAq. Ces dernières comprenant une base dénom-
brable de la topologie de R (par la proposition 7.128), tous les ouverts de R sont dans σpAq.
Par conséquent BorpRq Ă pRdq. Mais en même temps tous les éléments de A sont des boréliens,
donc BorpRq “ σpAq parce que la fermeture en tant qu’algèbre de parties est plus petite que la
fermeture en tant que tribu.

La mesure de comptage prolonge µ parce qu’à part l’ensemble vide, tous les éléments de A
sont infinis. Notons que les singletons sont dans σpAq, donc la mesure de comptage prend d’autres
valeurs que 0 et `8.

Par ailleurs la mesure

µ1pAq “
#

0 si A “ H
`8 sinon

(14.199)

est également une mesure prolongeant µ à σpAq “ BorpRq.
La mesure de comptage et µ1 sont deux prolongements distincts de µ. △

Exemple 14.79 ([410]).
Nous montrons maintenant une mesure non σ-finie qui se prolonge en deux mesures distinctes,
toutes deux σ-finies.

Nous considérons la même algèbre A de parties que celle donnée dans l’exemple 14.78, mais
cette fois vue sur Q uniquement. La mesure de comptage m sur pQ,Aq n’est pas σ-finie.

Puisque les singletons sont des boréliens, nous avons σpAq “ PpQq, ce qui fait que pQ, σpAq,mq
est un prolongement σ-fini de m. L’espace mesuré pQ, σpAq, 2mq est également σ-fini et est un
prolongement distinct de pQ,A,mq. △

Proposition 14.80.
Soient des espaces mesurés pS1,F1, µ1q et pS2,F2, µ2q ainsi qu’une application φ : S1 Ñ S2 avec
les hypothèses suivantes :

(1) φ est une bijection,
(2) φ est mesurable d’inverse mesurable,
(3) si µ1pAq “ 0 alors µ2

`
φpAq˘ “ 0,

(4) si µ2pAq “ 0 alors µ1
`
φ´1pAq˘ “ 0.
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Alors
F̂2 “ φpF̂1q. (14.200)

Démonstration. Nous prouvons que F̂2 Ă φpF̂1q. Vu la symétrie des hypothèses, l’inclusion inverse
se fera de même.

Soit A P F̂2. Nous avons A “ B Y N avec B P F2 et N , une partie µ2-négligeable. Nous
considérons N1 P F2 tel que µ2pN1q “ 0 et N Ă N1. Notre but est maintenant de prouver que
φ´1pB YNq P F̂1.

Comme φ est une bijection, nous avons

φ´1pB YNq “ φ´1pBq Y φ´1pNq. (14.201)

Là-dedans, φ´1pBq P F1 parce que φ est borélienne. Il nous reste à voir que φ´1pNq est µ1-
négligeable. Puisque N Ă N1, nous avons φ´1pNq Ă φ´1pN1q où φ´1pN1q P F1.

Par construction, µ2pN1q “ 0 et par hypothèse, µ1
`
φ´1pN1q˘ “ 0.

Au total,
φ´1pB YNq “ φ´1pBqlooomooon

PF1

Y φ´1pNqlooomooon
µ1-négligeable

P F̂1. (14.202)

14.5.3 Mesure image

Le produit d’une mesure par une fonction est défini par la propriété 14.205.

Proposition-Définition 14.81 (Mesure image[407]).
Soient pS1,F1q et pS2,F2q des espaces mesurables. Soit φ : S1 Ñ S2 une application mesurable. Si
m1 est une mesure positive sur S1 alors l’application définie par

m2pA2q “ m1
`
φ´1pA2q˘ (14.203)

est une mesure positive sur pS2,F2q.
La mesure m2 ainsi définie est la mesure image de m1 par l’application φ. Elle est notée

φpm1q.
Démonstration. Il y a deux choses à vérifier pour avoir une mesure positive 23. D’abord pour
l’ensemble vide :

m2pHq “ m1
`
φ´1pHq˘ “ m1pHq “ 0. (14.204)

Ensuite pour l’additivité. Soient An dans F2 des parties deux à deux disjointes et telles queŤ
nAn P F2. Alors nous avons

m2
`ď

n

An
˘ “ m1

´
φ´1p

ď

n

Anq
¯

(14.205a)

“ m1
`ď

n

φ´1pAnq˘ (14.205b)

“
ÿ

n

m1
`
φpAnq˘ (14.205c)

“
ÿ

n

m2pAnq. (14.205d)

Lemme 14.82.
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi que deux mesures µ et ν sur pS1,F1q. Si
φ : S1 Ñ S2 est mesurable et si µ ď ν alors φpµq ď φpνq.

23. Définition 14.18
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Démonstration. Soit B mesurable dans pS2,F2q (c’est-à-dire B P F2). Alors

φpµqpBq “ µ
`
φ´1pBq˘ ď ν

`
φ´1pBq˘ “ φpνqpBq. (14.206)

Il est naturel de se demander comment il faut intégrer par rapport à une mesure image. La
réponse sera dans le théorème 14.212.

14.5.4 Régularité d’une mesure

Certaines mesures ont de la compatibilité avec la topologie. Nous allons étudier ça.

Lemme 14.83 ([419]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens 24 BorpΩq ainsi
qu’une mesure finie µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soit un borélien A de Ω et ϵ ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que

(1) F Ă A Ă V

(2) µpV zF q ă ϵ.

Démonstration. Soit la famille D des parties D de Ω qui vérifient la propriété suivante : pour tout
ϵ ą 0, il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que F Ă D Ă V et µpV zF q ă ϵ.

Nous allons prouver que D est une tribu qui contient tous les ouverts.
(i) D contient les ouverts Soit un ouvert D. Nous posons

Fn “ tx P Ω tel que dpx,Dcq ě 2´nu. (14.207)

(i) Fn est fermé Le lemme 7.141 montre que le complémentaire F cn est ouvert. Donc Fn est
fermé.

(ii) D Ă Ť
nPN Fn Si x P D, alors il existe δ ą 0 tel que Bpx, δq Ă D (parce que D est ouvert).

Donc dpx, V cq ě δ. Donc x P Fn pour 2´n ă δ.
(iii)

Ť
nPN Fn Ă D Si x P Fn, nous avons dpx,Dcq ą 0, c’est-à-dire que x n’est pas dans Dc.
Autrement dit, x P D.

(iv)
Ť
nPN Fn “ D Nous avons donc l’égalité

D “
ď

nPN
Fn. (14.208)

Vu que Fn Ă Fn`1, le lemme 14.23(1) nous indique que

lim
nÑ8µpFnq “ µ

` ď

kPN
Fk

˘ “ µpDq. (14.209)

Étant donné que la mesure est finie, nous pouvons écrire cela sous la forme

µpDq ´ µpFnq Ñ 0. (14.210)

Pour chaque n nous avons l’encadrement

Fn Ă D Ă D (14.211)

où Fn et D sont ouverts. Lorsque ϵ est donné, il suffit de prendre n assez grand pour avoir
µpDzFnq ă ϵ pour avoir un encadrement de D par un fermé et un ouvert (D lui-même) dont
la différence des mesures est plus petite que ϵ.
Tout cela pour dire que D P D.

24. Définition 14.47.
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(ii) D est une tribu Il faut vérifier les trois points de la définition 14.1.
(i) Ω P D Nous venons de voir que les ouverts sont dans D. Or Ω est un ouvert.
(ii) D P D implique Dc P D Soit F fermé et V ouvert tels que F Ă D Ă V . Nous avons aussi

V c Ă Dc Ă F c (14.212)
où V c est fermé et F c est ouvert. De plus F czV c “ V zF et donc

µpF czV cq “ µpV zF q. (14.213)
Nous pouvons donc choisir F et V pour avoir µpF czV cq ă ϵ.

(iii)
Ť
iPNDi P D Soient Di P D. Pour chaque n nous posons

Fn Ă Dn Ă Vn (14.214)
en choisissant Vn et Fn de telle sorte que µpVnzFnq ă 2´nϵ.
Nous posons

YN “
Nď

n“0
Fn, (14.215)

et
Y “

8ď

n“0
Fn. (14.216)

Chacun des YN est fermé en tant qu’union finie de fermés (lemme 7.6(2)). Mais Y ne l’est
pas spécialement 25. Le lemme 14.23 nous dit cependant que µpY q “ limNÑ8 µpYN q.
Nous posons

D “
8ď

n“0
Dn (14.217)

ainsi que
V “

ď

nPN
Vn. (14.218)

La partie V est ouverte dans Ω comme union d’ouverts (c’est dans le définition d’une
topologie). Nous avons, pour tout N , l’encadrement

YN “
Nď

n“0
Fn Ă Y Ă D Ă V. (14.219)

Nous prouvons à présent que limNÑ8 µpV zYN q “ 0, de telle sorte que l’encadrement
(14.219) dise que D P D.
D’abord nous avons

V zY Ă
ď

n

pVnzFnq (14.220)

parce que si x P V zY , alors x P Vi pour un certain i, mais vu que x n’est pas dans Y , il
n’est dans aucun des Fn donc en particulier pas dans Fi et x P VnzFi.
Un peu de calcul :

µpV q ´ µpY q “ µpV zY q (14.221a)
ď µ

`ď

n

pVnzFnq˘ (14.221b)

ď
8ÿ

n“0
µpVnzFnq (14.221c)

“
8ÿ

n“0
2´nϵ (14.221d)

“ 2ϵ. (14.221e)
Justifications :

25. Par exemple An “ r1{n, 2s sont des fermés dont l’union est s0, 2s qui n’est pas fermé.
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— Pour (14.221a), c’est le lemme 14.22.
— Pour (14.221b), c’est (14.220).
— Pour (14.221c), c’est le lemme 14.22(4).
— Pour (14.221e), c’est la série géométrique (11.319).

Nous choisissons maintenant N assez grand pour que µpY q ´ µpYN q ă ϵ. Nous avons
alors l’encadrement

YN Ă Y Ă D Ă V (14.222)

avec

µpV zYN q “ µpV q ´ µpYN q “ µpV q ´ µpY qloooooomoooooon
ď2ϵ

`µpY q ´ µpYN q ď 2ϵ` ϵ “ 3ϵ. (14.223)

Nous avons donc montré que D était une tribu contenant les ouverts. Donc D contient tous les
boréliens.

Lemme 14.84 ([419]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un borélien A tel que A Ă W . Soit aussi ϵ ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V tels que

(1) µpV q ă 8,
(2) µpV zF q ă ϵ,
(3) et F Ă A Ă V .

Démonstration. Vu que la mesure de W est finie, nous considérons la mesure finie

ν : BorpΩq Ñ r0, µpW qs
B ÞÑ µpB XW q. (14.224)

La partie A étant borélienne ; par le lemme 14.83, nous avons un fermé F et un ouvert V1 ouvert
tels que

F Ă A Ă V1 (14.225)

et νpV1zF q ă ϵ. Nous posons V “ V1 XW ; vu que A Ă W et A Ă V1 nous avons aussi A Ă V1 XW
et donc l’encadrement

F Ă A Ă V Ă W. (14.226)

En ce qui concerne la mesure :

µpV zF q “ µpV q ´ µpF q “ µpV XW q ´ µpF XW q “ νpBq ´ νpF q ă ϵ. (14.227)

Théorème 14.85 ([407]).
Soit X un espace métrique et m une mesure positive bornée sur

`
X,BorpXq˘. Alors si B est un

borélien,
(1) Régularité extérieure : mpBq “ inftmpΩqoù Ω est un ouvert contenant Bu
(2) Régularité intérieure : mpBq “ suptmpF qoù F est un fermé, F Ă Bu.

Démonstration. Soit F l’ensemble des B P BorpXq tels que pour tout ϵ ą 0, il existe Ωϵ ouvert et
Fϵ fermé tels que Fϵ Ă B Ă Ωϵ et mpΩϵzFϵq ď ϵ. Nous allons montrer que F

— est une tribu
— contient les ouverts
— est inclus dans la tribu borélienne (ça c’est dans la définition de F).
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De ces trois points nous déduirons que F “ BorpXq.
(i) F contient les ouverts Soit Ω un ouvert de X. Alors Ωc est fermé et dpx,Ωcq “ 0 si et

seulement si x P Ωc par la proposition 7.271. Nous pouvons donc écrire

Ωc “
č

ně1
tx P X tel que dpx,Ωcq ă 1

n
u. (14.228)

En passant au complémentaire et en posant Fn “ tx P X tel que dpx,Ωcq ě 1
nu nous avons

Ω “
ď

ně1
Fn. (14.229)

Chacun des Fn est fermé parce que Fn est l’image réciproque du fermé r 1
n ,8r par l’appli-

cation x ÞÑ dpx,Ωcq qui est continue. De plus les Fn forment une suite croissante, donc le
lemme 14.23 nous assure que mpΩq “ limnÑ8 mpFnq. Et le lemme 14.22 que mpΩzFnq “
mpΩq ´mpFnq.
Soit ϵ ą 0. Il existe alors nϵ ě 1 tel que

mpΩzFnq “ mpΩq ´mpFnq ď ϵ. (14.230)

Bref si Ω est ouvert nous considérons Ωϵ “ Ω et Fϵ “ Fnϵ et nous avons

Fϵ Ă Ω Ă Ωϵ (14.231)

avec mpΩϵzFϵq ď ϵ.
L’ensemble F contient les ouverts.

(ii) F est une tribu Il y a à vérifier les trois conditions de la définition 14.1.
(i) Les ensembles faciles Les ensembles X et H sont dans F parce qu’ils sont ouverts et

fermés.
(ii) Complémentaire Soit B P F , soit ϵ ą 0 et les ensembles Fϵ et Ωϵ qui vont avec. Alors en

passant au complémentaire nous avons

Ωc
ϵ Ă Bc Ă F cϵ (14.232)

De plus
F cϵ zΩc

ϵ “ F cϵ X pΩc
ϵqc “ F cϵ X Ωϵ “ ΩϵzFϵ. (14.233)

Par conséquent
mpF cϵ zΩc

ϵq “ mpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.234)

Cela montre que Bc P F .
(iii) Union dénombrable Soient pBnq une suite d’éléments de F et ϵ ą 0. Pour chaque n, le

lemme 14.83 nous permet de choisir un ouvert Ωn et un fermé Fn tels que Fn Ă Bn Ă Ωn

et
mpΩnzFnq ď ϵ

2n`2 . (14.235)

Puisque ΩnzBn Ă ΩnzFn nous avons aussi

mpΩnzBnq ď mpΩnzFnq ď ϵ

2n`2 . (14.236)

Nous posons Ω “ Ť
ně1 Ωn (un ouvert) et B “ Ť

ně1Bn ainsi que A “ Ť
ně1 Fn (qui

n’est pas spécialement fermé).
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Le but est de majorer mpΩzF q où F est un fermé qui est encore à déterminer. Calculons
déjà ceci :

ΩzB “
ď

n

Ωn X `ď

k

Bk
˘c (14.237a)

“
˜ď

n

Ωn

¸
X
˜č

k

Bc
k

¸
(14.237b)

“
ď

n

´
Ωn X `č

k

Bc
k

˘¯
(14.237c)

Ă
ď

n

`
Ωn XBc

n

˘
(14.237d)

“
ď

n

pΩnzBnq. (14.237e)

Justifications.
— Pour (14.237c). Pour toute suite d’ensembles on a pŤk Akqx “ Ş

k A
c
k.

— Pour (14.237d). Si x P ΩnXpŞk B
c
kq pour un certain n, alors en particulier x P Ş

k B
c
k

et x P Bc
n. Donc x P Ωn XBc

n.
— Pour (14.237e), notez que l’union n’est pas spécialement disjointe.

Par conséquent,

mpΩzBq ď
8ÿ

n“1
mpΩnzBnq ď

8ÿ

n“1

ϵ

2n`2 “ ϵ

4 . (14.238)

De la même façon nous avons

BzA “ ` 8ď

n“1
Bn

˘ X ` 8ď

k“1
Fn

˘c Ă
8ď

n“1
BnzFn. (14.239)

Nous avons alors le inégalités de mesures

mpBzAq ď
8ÿ

n“1
mpBnzFnq (14.240a)

ď
8ÿ

n“1
mpΩnzFnq (14.240b)

ď ϵ

4 . (14.240c)

C’est vraiment dommage que A ne soit pas en général un fermé, sinon il répondrait à
la question. Nous posons F 1

1 “ F1 et F 1
n “ Ťn

k“1 Fk. En tant qu’unions finies de fermés,
les F 1

n sont des fermés (lemme 7.6(2)). De plus la suite pF 1
nq est croissante et l’union est

A. Par le lemme 14.23(1) nous avons

mpAq “ m
`ď

n

F 1
n

˘ “ lim
nÑ8mpF 1

nq. (14.241)

Il existe donc nϵ tel que
mpAq ´mpF 1

nϵ
q ď ϵ (14.242)

Nous posons F “ F 1
nϵ

. Comme F Ă A nous avons aussi mpAzF q “ mpAq ´ mpF q ď ϵ.
Et en plus F Ă A Ă B Ă Ω, ce qui donne bien la propriété voulue F Ă B Ă Ω. Il reste
à nous assurer de mpΩzF q. Nous avons d’abord

mpBzF q “ m
`pBzAq Y pAzF q˘ “ mpBzAq `mpAzF q ď 5ϵ

4 . (14.243)

Et enfin :

mpΩzF q “ m
`pΩzBq Y pBzF q˘ “ mpΩzBq `mpBzF q ď 6ϵ

4 . (14.244)

Et donc à redéfinition près de ϵ, c’est d’accord.
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Il est donc établi que F est une tribu. Qui plus est, l’ensemble F est une tribu incluse aux
boréliens et contenant les ouverts. Ergo F “ BorpXq.

(iii) Régularité extérieure Soit B un borélien et ϵ ą 0. Alors il existe Fϵ fermé et Ωϵ ouvert
tels que Fϵ Ă B Ă Ωϵ et mpΩϵzFϵq ď ϵ. Vu que B Ă Ωϵ pour tout ϵ, nous avons aussi

mpBq ď inf
ϵ
mpΩϵq. (14.245)

Mais comme mpΩϵq ě mpBq pour tout ϵ, nous avons en réalité mpBq “ infϵmpΩϵq.
Soit maintenant un ouvert Ω tel que B Ă Ω. Nous devons prouver l’existence d’un ϵ ą 0 tel
que mpΩϵq ď mpΩq. Cela permettra de conclure que l’infimum sur tous les ouverts contenant
B est égal à l’infimum sur les ouverts de la forme Ωϵ.
Nous posons mpΩq “ mpBq ` δ et avec ϵ ď δ nous avons

mpΩϵzBq ď mpΩϵzFϵq ď ϵ (14.246)

et donc aussi
mpΩϵq ď mpBq ` ϵ ď mpBq ` δ “ mpΩq. (14.247)

(iv) Régularité intérieure Elle se fait de même.

Définition 14.86.
Soit X un espace topologique et m une mesure positive sur

`
X,BorpXq˘.

(1) m est une mesure de Borel si elle est finie sur tout compact.
(2) m est régulière extérieurement si @B P BorpXq,

mpBq “ inftmpΩq tel que Ω est ouvert et B Ă Ωu (14.248)

(3) m est régulière intérieurement si @B P BorpXq,
mpBq “ suptmpKq tel que K est compact et K Ă Bu (14.249)

(4) m est une mesure régulière si elle est régulière dans les deux sens.
(5) m est une mesure de Radon si elle est de Borel et régulière.

Proposition 14.87.
Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’infini 26 Alors toute mesure de Borel sur`
X,BorpXq˘ est de Radon.

Démonstration. Nous avons une suite exhaustive 27 de compacts Xk tels que

X “
ď

kě1
Xk “

ď

kě1
IntpXkq. (14.250)

(i) Régularité intérieure Soit B, un borélien de X ; nous avons B “ Ť
kě1pBXXkq et comme

cette union est croissante,
mpBq “ lim

kÑ8mpB XXkq (14.251)

par le lemme 14.23(1). Dans la suite, il va y avoir beaucoup de considérations sur les topologies
induites. Nous nommons τk la topologie de Xk induite depuis celle de X. Il ne faudra pas
confondre les expressions « un compact de Xk » et « un compact dans Xk ». La première
parle d’un compact pour la topologie τk. La seconde parle d’un compact pour la topologie
de X, inclus dans Xk.

26. Définitions 7.80 et 7.84.
27. Définition 7.278.
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Si a ă mpBq alors il existe k ě 1 tel que a ă mpB XXkq, c’est-à-dire

a ă mpB XXkq ď mpBq. (14.252)

Mais pXk,mq est un espace mesuré borné parce que m est de Borel et Xk est compact. Par
conséquent la (restriction de la) mesure m est régulière sur l’espace mesuré

`
Xk,BorpXkq˘

par le théorème 14.85. De plus l’ensemble B XXk est un borélien de pXk, τkq parce que

B XXk P BorpXqXk
“ BorpXkq (14.253)

où nous avons utilisé la propriété de compatibilité entre topologie induite et tribu des borélien
du théorème 14.54. Il existe donc un fermé Fϵ de pXk, τkq tel que

"
Fϵ Ă B XXk (14.254a)
mpB XXkq ď mpFϵq ` ϵ. (14.254b)

En mettant bout à bout les inégalités nous avons trouvé

a ă mpB XXkq ď mpFϵq ` ϵ. (14.255)

L’ensemble Fϵ est un compact de pX, τXq. En effet Xk étant fermé de pX, τXq, le lemme 7.25
nous dit que Fϵ est un fermé de pX, τXq. Mais Xk étant compact, Fϵ est un fermé inclus dans
un compact, il est donc compact (lemme 7.90).
Enfin nous prouvons la régularité intérieure de la mesure m, c’est-à-dire que

mpBq “ suptmpKq tel que K est compact dans Bu (14.256)

en vérifiant les deux conditions de la définition 1.442. D’abord mpBq ě tmpKq tel que . . .u
parce que mpBq ě mpKq pour tout K Ă B. Ensuite prenons ϵ ą 0, et considérons l’inégalité
(14.255) avec a “ mpBq ´ ϵ. Alors nous avons

mpBq ´ 2ϵ ă mpFϵq. (14.257)

Cela prouve que mpBq ´ 2ϵ n’est pas un majorant de tmpKq tel que . . .u.
(ii) Régularité extérieure Soit un borélien B de X. Si mpBq “ 8 alors tous les ouverts

contenant B ont mesure infinie et mpBq en est évidemment l’infimum. Nous supposons donc
que mpBq ă 8.
Nous notons τk la topologie induite de X sur IntpXkq. Nous posons Bk “ B X IntpXkq.
L’espace

`
IntpXkq,m˘

est un espace mesuré borné et Bk P Bor
´

IntpXkq
¯

. Il existe donc un
ouvert Ωk de

`
IntpXkq, τk

˘
tel que Bk Ă Ωk et

mpΩkzBkq ď ϵ

2k . (14.258)

De plus IntpXkq est un ouvert de pX, τXq, donc en réalité Ωk est un ouvert de X. Nous posons

Ω “
8ď

k“1
Ωk (14.259)

qui est encore un ouvert de pX, τXq.
Il est temps de voir que Ω vérifie mpΩzBq ď ϵ. Pour cela,

ΩzB “ `ď

k

Ωk

˘ X `ď

l

Bl
˘c (14.260a)

“ `ď

k

Ωk

˘ X `č
Bc
l

˘
(14.260b)

“Ă
ď

k

pΩk XBc
kq (14.260c)

“
ď

k

pΩkzBkq, (14.260d)
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ce qui donne au niveau des mesures :

mpΩzBq ď
8ÿ

k“1
mpΩkzBkq ď

8ÿ

k“1

ϵ

2k “ ϵ. (14.261)

Remarque 14.88.
Exprimé sur RN , la proposition 14.87 s’exprime en disant que toute mesure de Borel sur RN est
régulière. Typiquement, l’espace X dont il est question est un ouvert de RN .

14.5.5 Théorème de récurrence

Soient X un espace mesurable, µ une mesure finie sur X et ϕ : X Ñ X une application mesu-
rable 28 préservant la mesure, c’est-à-dire que pour tout ensemble mesurable A Ă X,

µ
`
ϕ´1pAq˘ “ µpAq. (14.262)

Si A Ă X est un ensemble mesurable, un point x P A est dit récurrent par rapport à A si et
seulement si pour tout p P N, il existe k ě p tel que ϕkpxq P A.

Théorème 14.89 (Théorème de récurrence de Poincaré.).
Si A est mesurable dans X, alors presque tous les points de A sont récurrents par rapport à A.

Démonstration. Soit p P N et l’ensemble

Up “
8ď

k“p
ϕ´kpAq (14.263)

des points qui repasseront encore dans A après p itérations de ϕ. C’est un ensemble mesurable en
tant que union d’ensembles mesurables (pour rappel, les tribus sont stables par union dénombrable,
comme demandé à la définition 14.1), et nous avons donc

µpUpq ď µpXq ă 8. (14.264)

De plus Up “ ϕ´ppU0q, donc µpUpq “ µpU0q. Vu que Up Ă U0, nous avons

µpU0zUpq “ 0. (14.265)

Étant donné que A Ă U0 nous avons a fortiori que

tx P A tel que x R Upu Ă U0zUp, (14.266)

et donc
µtx P A tel que x R Upu “ 0. (14.267)

Cela signifie exactement que l’ensemble des points x de A tels que aucun des ϕkpxq avec k ě p
n’est dans A est de mesure nulle.

14.6 Mesurabilité des fonctions à valeurs réelles
Nous allons parler de la mesurabilité de fonctions

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (14.268)

où R̄ “ RY t˘8u.

28. Définition 14.42.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_r%C3%A9currence_de_Poincar%C3%A9
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14.90.
Nous convenons que 0 ˆ ˘8 “ 0 parce que nous voulons qu’une droite (qui est un rectangle dont
une mesure est 0 et l’autre 8) soit de mesure nulle dans R2.

Les produits et sommes ˘8 ˘ ˘8 et ˘8 ˆ ˘8 sont ceux que l’on croit. Sauf bien entendu
`8 ´ 8 et 1{0 qui ne sont toujours pas définis.

Lemme 14.91.
L’ensemble B est un borélien de R̄ si et seulement si il existe un borélien B0 de R tel que B soit
B0 ou B0 Y t`8u ou B0 Y t´8u ou B0 Y t`8,´8u.

Démonstration. Comme la topologie usuelle sur R est la topologie induite de celle sur R̄, la tribu
induite l’est aussi par le théorème 14.53. Donc si B est un borélien de R̄, l’ensemble B XR est un
borélien de R.

Lemme 14.92 ([407]).
Si S0 est l’ensemble des intervalles du type

sα, βr, r´8, βr, sα,`8s (14.269)

avec ´8 ă α ă β ă `8 alors σpS0q “ BorpR̄q.
Démonstration. Les intervalles sα, βr engendrent la topologie de R 29, donc BorpRq Ă σpS0q. De
plus le lemme 14.3 nous autorise à dire que

č

ně1
rn,`8s “ t`8u P σpS0q. (14.270)

Par conséquent tous les ensembles énumérés dans le lemme 14.91 font partie de σpS0q. Cela implique
que BorpR̄q Ă σpS0q.

Pour l’inclusion inverse, σpS0q est engendré par des parties qui font partie de BorpR̄q, donc
σpS0q Ă BorpR̄q.

14.6.1 Fonctions à valeurs réelles sur un espace mesurable

Théorème 14.93.
Soient un espace mesurable pS,Fq et une fonction f : S Ñ R̄. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes.

(1) La fonction f est mesurable.
(2) L’ensemble tf ă au est dans F pour tout a P R
(3) L’ensemble tf ď au est dans F pour tout a P R

Démonstration. Plusieurs implications à prouver.
(i) (1)ñ(2) Puisque f est mesurable et que r´8, ar P BorpR̄q, nous avons f´1`r´8, ar˘ P F .
(ii) (2)ñ(1) Nous posons A “ tr´8, ar tel que a P Ru.

Nous avons A Ă S0 (le S0 du lemme 14.92). Et de plus,

sα, βr “ r´8, βrzr´8, αs “ r´8, βrz
č

ně1
r´8, α ` 1

n
r. (14.271)

Donc sα, βr P σpAq.
Et aussi :

sα,`8s “ R̄z
č

nPN
r´8, α ` 1

n
r, (14.272)

29. Parce toutes les boules sont des intervalles de ce type et que les boules forment une base de topologie, propo-
sition 7.128.
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ce qui donne sα,`8s P σpAq.
Au final, S0 Ă σpAq et donc σpS0q Ă σpAq. Le lemme 14.92 nous dit que σpS0q “ BorpR̄q.
Nous avons donc bien σpS0q “ σpAq “ BorpR̄q.
Par ailleurs, nous savons que f´1pAq Ă F parce que les éléments de A sont de la forme
tf ă au. Cela donne σ

`
f´1pAq˘ “ F . Mais σ

`
f´1pAq˘ peut aussi s’exprimer par le lemme

de transport 14.45 : σ
`
f´1pAq˘ “ f´1`σpAq˘. En combinant les deux,

f´1`σpAq˘ “ F , (14.273)

et en remplaçant σpAq par BorpR̄q nous avons ce que nous voulions :

f´1`BorpR̄q˘ P F , (14.274)

ce qui signifie que f est mesurable.
(iii) (3)ñ(2) Nous avons

tf ă au “
ď

ně1
tf ď a´ 1

n
u. (14.275)

donc ceci est une union dénombrable d’éléments de F . Et tf ă au est dans F .
(iv) (1)ñ(3) Nous avons

tf ď au “ tf ă au Y f´1`r´8, as˘. (14.276)

Le premier ensemble est dans F par (2). Ensuite r´8, as est un fermé de R̄ et donc un
borélien de R̄. Son image réciproque est donc un élément de F parce que f est mesurable.
Au final nous avons bien tf ď au P F .

Lemme 14.94 ([420]).
Une fonction f : X Ñ R est mesurable si et seulement si f´1pIq est mesurable pour tout I de la
forme sa,8r.
Démonstration. Nous devons prouver que f´1pAq est mesurable dans X pour tout borélien A de
R. Nous posons

S “ tA Ă R tel que f´1pAq est mesurable dans Xu (14.277)

et nous prouvons que c’est une tribu. D’abord f´1pRq “ X, et X est mesurable, donc R P S.
Ensuite si A P S alors f´1pAcq “ f´1pAqc. En tant que complémentaire d’un mesurable de X,
l’ensemble f´1pAqc est mesurable dans X. Et enfin si An P S alors f´1pŤnAnq “ Ť

n f
´1pAnq qui

est encore mesurable dans X en tant qu’union de mesurables.
Donc S est une tribu qui contient tous les ensembles de la forme sa,8s. Le lemme 14.49 conclut

que S contient tous les boréliens de R.

Lemme 14.95.
Soit R̄ “ R Y t˘8u. Soit λ P R̄. Les parties tx ě λu, tx ą λu, tx ď λu et tx ă λu sont des
boréliens de R̄.

Lemme 14.96.
Soit une application mesurable f : pΩ,Aq Ñ `

RY t˘8u,Bor
˘
. Soit λ P R ; nous définissons

fλ : Ω Ñ R

ω ÞÑ min
`
fpωq, λ˘. (14.278)

Alors fλ est mesurable
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Démonstration. Soit A mesurable (i.e. borélien) dans RYt˘8u. Nous devons montrer que f´1
λ pAq

est mesurable. Pour cela nous écrivons

A “
´
AX tx ą λu

¯
Y
´
AX tx ď λu

¯
. (14.279)

Par définition fλ ne prend jamais de valeurs plus grandes que λ, donc f´1
λ

`
A X tx ą λu˘ “ H.

D’autre part, f´1
λ

`
AX tx ď λu˘ “ f´1`AX tx ď λu˘.

Étant donné que A et tx ď λu sont boréliens 30, l’intersection A X tx ď λu est borélienne, et
donc

f´1
λ pAq “ f´1`AX tx ď λu˘ P A. (14.280)

Lemme 14.97 ([420]).
Soit fn : X Ñ R une suite de fonctions mesurables 31. Alors supn fn est mesurable.

Démonstration. Nous avons

psup fnq´1`sa,8s˘ “ tx P X tel que psup fnqpxq ą au (14.281a)
“
ď

n

tx P X tel que fnpxq ą au (14.281b)

“
ď

n

f´1
n

`sa,8s˘. (14.281c)

Étant donné que fn est mesurable et que sa,8s est mesurable, chacun des f´1
n

`sa,8s˘ est mesurable
dans X. L’ensemble psup fnq´1`sa,8s˘ est donc une union dénombrable de parties mesurables. Il
est donc mesurable.

Le lemme 14.94 conclut que sup fn est mesurable.

Proposition 14.98.
Si fn : X Ñ R est une suite de fonctions mesurables et positives, alors la fonction 32 ř

n fn est
mesurable.

Démonstration. Nous considérons les fonctions skpxq “ řk
n“0 fnpxq qui valent éventuellement 8

en certains points. Nous avons ÿ

n

fnpxq “ sup
k
skpxq, (14.282)

donc le lemme 14.97 nous donne la mesurabilité de la somme de fn.

Définition 14.99.
Soit pS,Fq un espace mesurable. Une partition mesurable dénombrable de S est une suite
pSnqně1 de parties de S telles que

(1) Sn P F pour tout n,
(2) Sn X Sk “ H si n ‰ k,
(3) S “ Ť

ně1 Sn.

Lemme 14.100 (Lemme de recollement).
Soit pSnq une partition mesurable dénombrable de l’espace mesurable pS,Fq. Soit pS1,F 1q un autre
espace mesurable et des fonctions mesurables

fn : pSn,FSnq Ñ pS1,F 1q (14.283)

30. Lemme 14.95.
31. Ici X est un espace mesuré et R est muni des boréliens.
32. Définition 12.372 pour la série de fonctions.
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où FSn est la tribu induite 33. Alors la fonction

f : pS,Fq Ñ pS1,F 1q
x ÞÑ fnpxq si x P Sn (14.284)

est mesurable.

Démonstration. Soit A1 P F 1 ; nous devons prouver que f´1pA1q P F . Nous savons que

f´1pA1q “
ď

ně1
f´1
n pA1q, (14.285)

qui est une union dénombrable d’éléments f´1
n pA1q P FSn .

Puisque Sn P F nous avons FSn Ă F parce qu’un élément de FSn est de la forme Sn XB avec
B P F . Ainsi, pour chaque n nous avons

f´1
n pA1q P FSn Ă F . (14.286)

Au final l’égalité (14.285) écrit f´1pA1q comme une union d’éléments de F et est donc un élément
de F .

Proposition 14.101.
Soit pS,Fq un espace mesurable et des applications mesurables f, g : S Ñ R̄. Alors les fonctions
suivantes sont mesurables :

(1) λf pour tout λ P R
(2) f ` g si elle existe.
(3) 1{f si elle existe.
(4) fg.

Démonstration. Commençons par clarifier « si elle existe ». La fonction f ` g n’existe pas au point
x P S si fpxq “ `8 et gpxq “ ´8. La fonction 1{f n’existe pas au point x P S si fpxq “ 0. Voir
le point 14.90.

(i) La partie où f ` g existe est mesurable La partie de S sur laquelle f ` g existe est

tx P S tel que
`
fpxq, gpxq˘ ‰ p`8,´8q, `fpxq, gpxq˘ ‰ p´8,`8qu. (14.287)

Nous avons
tpf, gq “ p`8,´8qu “ tf “ 8u X tg “ ´8u (14.288)

qui est un ensemble mesurable parce que, par exemple,

t`8u “
č

ně1
rn,`8s. (14.289)

Le cas p´8,`8q est identique, et au final la partie de S sur laquelle f ` g n’existe pas est
mesurable. Par complémentarité la partie sur laquelle f`g existe est également mesurable 34.

(ii) Idem pour la partie sur laquelle 1{f existe Idem.
(iii) Mesurabilité de λf Si λ “ 0, nous avons une fonction constante dont la mesurabilité est

évidente 35. Nous supposons λ ą 0. Alors

tλf ă au “ tf ă a{λu P F . (14.290)

Pour λ ă 0 nous avons de la même manière

tλf ă au “ tf ą a{λu P F . (14.291)

Ce dernier point est suffisant pour que λf soit mesurable par le théorème 14.93(3) et par
complémentarité.

33. Définition 14.8.
34. Parfois on a envie de dire que l’affirmation « A est mesurable » ne passe pas le test de Popper.
35. Prenez quand même le temps d’y penser.
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(iv) Mesurabilité de f ` g Soit a P R ; le théorème 14.93 nous demande d’avoir envie de
prouver que tf ` g ă au P F . Nous avons

fpxq ` gpxq ă a (14.292)

si et seulement si
fpxq ă a´ gpxq (14.293)

si et seulement si
Dq P Q tel que fpxq ă q ă a´ gpxq. (14.294)

Donc
tf ` g ă au “

ď

qPQ

´
tf ă qu X tg ă a´ qu

¯
, (14.295)

qui est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf`g ă au P F et f`g est mesurable.
Note qu’en toute rigueur il faudrait « Xlà où f ` g est définie » un peu partout, mais cela
ne change rien parce que l’intersection de deux parties mesurables est mesurable.

(v) Mesurabilité de 1{f Soit a P R. Si a ą 0 alors

t1{f ă au “ tf ă 0u Y tf ą 1
a

u P F . (14.296)

et si a ă 0 alors
t1{f ă au “ tf ă 0u X tf ą 1

a
u P F . (14.297)

(vi) Mesurabilité de fg Nous allons la prouver en plusieurs fois.
(i) Si f est mesurable alors f2 est mesurable Si a ď 0 alors tf2 ă au “ H. Si a ą 0 nous

avons
tf2 ă au “ t´?

a ă f ă ?
au P F . (14.298)

(ii) f1A est mesurable Soit A P F , et prouvons que f1A est mesurable. Par définition,

pf1Aqpxq “
#
fpxq si x P A
0 si x R A. (14.299)

Nous posons
f1 : Ac Ñ R̄

x ÞÑ 0
(14.300)

et
f2 : A Ñ R̄

x ÞÑ fpxq. (14.301)

Alors nous avons

p1Afqpxq “
#
f1pxq si x P Ac
f2pxq si x P A. (14.302)

Les ensembles A et Ac forment une partition mesurable dénombrable de S. La fonction
f1 est mesurable ; pour prouver que f2 est mesurable, nous l’écrivons f2 “ f ˝ jA où
jA : A Ñ S est l’injection canonique. L’application

jA : pA,FAq Ñ pS,Fq (14.303)

est mesurable parce que si B P F alors j´1
A pBq “ AXB P FA. D’autre part l’application

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (14.304)

est mesurable par hypothèse. La composée f2 “ f ˝ jA est alors mesurable par la
proposition 14.43. Le lemme de recollement 14.100 nous donne alors la mesurabilité de
f1A.
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(iii) Le produit fg est mesurable Nous posons

F “ tx P S tel que |fpxq| ă `8, |gpxq| ă 8u. (14.305)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, F est mesurable. Par la partie
précédente, les applications f1 “ f1F et g1 “ g1F sont mesurables. L’application
f1 ` g1 : S Ñ R est encore mesurable. Par conséquent l’application

f1g1 “ 1
2
`pf1 ` g1q2 ´ f2

1 ´ g2
1
˘

(14.306)

est mesurable.
Voyons maintenant ce qui se passe en dehors de F . Nous allons utiliser le lemme de
recollement sur la fonction

pfgqpxq “

$
’’’’&
’’’’%

pf1g1qpxq si x P F
´8 si x P U
0 si x P V
`8 si x P W

(14.307)

où F,U ,V,W forment une partition mesurable dénombrable 36 de S. Pour le sport nous
montrons que U est mesurable :

U “ `tf “ ´8u X tg ą 0u˘ (14.308a)
Y `tf “ `8u X tg ă 0u˘ (14.308b)
Y `tg “ ´8u X tf ą 0u˘ (14.308c)
Y `tg “ `8u X tf ă 0u˘. (14.308d)

Proposition 14.102.
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables, alors les fonctions infn fn et supn fn sont
mesurables.

Démonstration. Nous avons les découpages

tinf
n
fn ă au “

ď

n

tfn ă au P F (14.309)

et
tsup
n
fn ď au “

č

n

tfn ď au P F . (14.310)

Le théorème 14.93 permet de conclure.

Note : pour (14.310) nous ne pouvions pas utiliser les inégalités strictes parce que tsupn fn ă au
n’est pas spécialement égal à

Ş
ntfn ă au.

Lemme 14.103.
Soient des fonctions mesurables fi : Ω Ñ R (i “ 1, . . . , n). Alors la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ maxtf1pxq, . . . , fnpxqu (14.311)

est mesurable.
36. Définition 14.99.
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14.104.
La proposition 14.102 nous permet de définir les parties positives et négatives de f par f` “
suppf, 0q et f´ “ supp´f, 0q. Ce sont des applications mesurables. Nous avons les décompositions

f “ f` ´ f´ (14.312a)
|f | “ f` ` f´. (14.312b)

Corolaire 14.105.
Si f : S Ñ R̄ est mesurable alors les applications f`, f´ et |f | sont mesurables en tant qu’appli-
cations S Ñ R̄`.

Démonstration. Nous faisons la preuve pour f`. Nous savons que f` : S Ñ R̄ est mesurable par
la proposition 14.102. Nous considérons l’injection canonique j : R̄` Ñ R̄ et

f`
1 : S Ñ R̄`

x ÞÑ f`pxq. (14.313)

Alors f`
1 “ j ˝ f` est mesurable. Et c’est bien cela que nous voulions.

Note : f` et f`
1 sont exactement les mêmes fonctions. Elles ne diffèrent que par la tribu que

nous considérons sur l’espace d’arrivée. Nous allons à partir de maintenant les noter toutes deux
f`.

Remarque 14.106.
L’application |f | peut être mesurable sans que f le soit. Soit en effet une partie A R F , et posons

fpxq “
#

1 si x P A
´1 si x P Ac. (14.314)

Alors f´1pt1uq “ A n’est pas mesurable alors que |f |pxq “ 1 pour tout x.

Il est temps d’aller relire les définitions 10.40.

Proposition 14.107.
Si les fonctions fn : S Ñ R̄ sont mesurables alors les fonctions lim sup fn et lim inf fn sont mesu-
rables.

Démonstration. Par le lemme 10.42 nous écrivons lim supn fnpxq “ infně1 supkěn fkpxq. Pour
chaque k nous considérons la fonction gk “ supněk fn. Par la proposition 14.102, les fonctions
gk sont mesurables. En utilisant encore la même proposition, infně1 gk est encore mesurable.

Proposition 14.108 ([421]).
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables dont la limite ponctuelle existe, alors la limite
est mesurable.

Démonstration. Si la limite existe, elle est égale à la limite supérieure par le lemme 10.43. Or la
limite supérieure est mesurable par la proposition 14.107.

14.6.2 Fonction étagée

Définition 14.109 ([422]).
Soit pS,Fq un espace mesurable et une fonction f : S Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. Il serait dommage de
confondre les trois concepts suivants.

— Une fonction simple est une fonction dont l’image est constituée d’un nombre fini de
valeurs.

— Une fonction étagée est une fonction simple qui est elle-même une fonction mesurable.
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— Une fonction en escalier est une fonction étagée dont les valeurs sont constantes sur des
intervalles : ce sont donc des fonctions constantes par morceaux.

Dans les trois cas, la fonction f peut être écrite comme somme de fonctions caractéristiques :

fpxq “
pÿ

j“1
αj1Aj pxq (14.315)

où Aj “ f´1pαjq. Ce qui change est la nature des Aj .
— Si f est simple, les Aj sont quelconques.
— Si f est étagée, les Ai peuvent être choisis mesurables parce que tαiu est un borélien, ce qui

fait de Ai “ f´1pαiq un choix mesurable.
— Si f est en escalier, les Ai sont des intervalles.

Définition 14.110.
La forme canonique d’une fonction simple f est la suivante. Soit tαiui“1,...,l les valeurs distinctes
prises par f et Ai “ f´1pαiq. La forme canonique de f est alors

f “
lÿ

i“1
αi1Ai . (14.316)

Lemme 14.111.
Si f est une fonction simple dont la représentation canonique est

f “
lÿ

i“1
αi1Ai , (14.317)

alors
(1) les Ai sont disjoints,
(2) l’union est égale à tout l’ensemble : S “ Ť

iAi.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 14.112
Le lemme 14.113 et le théorème 14.115 disent la même chose alors que la preuve du théorème 14.115
est beaucoup plus compliquée.La démonstration du lemme serait fausse ?

M’est avis que ce que le théorème donne en plus est la convergence uniforme en cas de fonction
bornée. La suite (14.318) ne va pas converger uniformément.

Lemme 14.113 (Limite croissante de fonctions étagées[1]).
Soit f : pS,Fq Ñ R̄ une fonction positive mesurable. Il existe une suite fn : S Ñ R de fonctions
étagées positives telles que fn Ñ f ponctuellement et fn ď f .

Démonstration. Nous considérons pqnq une suite parcourant tous les rationnels positifs 37 avec
q0 “ 0 pour être sûr. Pour n P N nous définissons la fonction

fnpxq “ maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu. (14.318)

L’ensemble sur lequel le maximum est pris n’est pas vide parce que q0 “ 0. La fonction fn est simple
parce qu’elle ne prend que n valeurs différentes. Nous avons aussi, par construction, fnpxq ď fpxq.
Et aussi pour tout x P S, fnpxq Ñ fpxq, parce que Q est dense dans R.

En ce qui concerne le fait que fn soit mesurable, nous notons tr0, . . . , rnu l’ensemble des
tq0, . . . , qnu classés dans l’ordre croissant. Nous posons en plus rn`1 “ `8. Nous avons alors

f´1
n prkq “ tx P S tel que fpxq ě rk, fpxq ă rk`1u “ tf ě rku X tf ă rk`1u. (14.319)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, le théorème 14.93 dit que f´1
n prkq est

mesurable.
37. Nous rappelons que Q est dénombrable et dense dans R par la proposition 10.16.
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Remarque 14.114.
Pour avoir fn ă |f | nous pouvons poser

fnpxq “
#

maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu si fpxq ě 0
mintqi tel que i ď n, qi ě fpxqu si fpxq ă 0.

(14.320)

Théorème 14.115 (Théorème fondamental d’approximation, thème 24[407, 419, 423]).
Soit un espace mesurable pS,Aq.

(1) Soit une fonction mesurable f : S Ñ r0,`8s. Alors il existe une suite croissante de fonctions
φn : S Ñ r0,`8r étagées 38 positives dont la limite ponctuelle est f .

(2) Si de plus f est bornée, la convergence est uniforme.
(3) Idem pour f à valeurs dans R̄ ou C.

Démonstration. Nous découpons l’intervalle r0, ns en plusieurs morceaux.

In,k “
#

r k2n ,
k`1
2n r si 0 ď k ď n2n ´ 1

rn,8s si k “ n2n.
(14.321)

Nous posons Sn,k “ f´1pIn,kq. Ce sont des ensembles mesurables parce que f est mesurable. Et de
plus, pour chaque n, la suite pSn,kqkě0 est une partition mesurable finie de S. Nous posons

φn “
n2nÿ

k“0

k

2n1Sn,k
. (14.322)

C’est-à-dire que sur chaque Sn,k nous approximons f par le bas. La fonction φn est étagée et
positive : 0 ď φnpxq ď fpxq par construction.

(i) Croissance Nous allons voir que φn ď φn`1. Soit k ‰ n2n. Si x P Sn,k alors φnpxq “ k
2n et

nous avons aussi la décomposition

Sn,k “ Sn`1,2k Y Sn`1,2k`1. (14.323)

Si x P Sn`1,2k alors φn`1pxq “ 2k
2n`1 “ k

2n “ φnpxq. Et si x P Sn`1,2k`1 alors

φn`1pxq “ 2k ` 1
2n`1 “ k ` 1

2
2n ą φnpxq. (14.324)

Il reste à traiter le cas x P tf ě nu. Dans ce cas nous avons φnpxq “ n. Il y a encore deux
cas à traiter :

tf ě nu “ tf P rn, n` 1ru Y tf P rn` 1,8su. (14.325)

Pour plus de simplicité dans les notations, nous notons n̄ “ n2n, c’est-à-dire que In,n̄ est le
In,k avec le k le plus grand possible. Nous avons

In,n̄ “ rn, n` 1r Y rn` 1,8s. (14.326)

Le premier élément se décompose en In`1,k avec k ă n̄ ` 1 (nous préciserons plus tard
exactement les valeurs de k) tandis que le second est rn` 1,8s “ In`1,n`1.
Pour x P Sn`1,n`1 nous avons

φn`1pxq “ pn` 1q2n`1

2n`1 “ n` 1 ą φnpxq. (14.327)

Si au contraire fpxq P rn, n ` 1r nous devons précisément voir quels sont les k qui font en
sorte que In`1,k recouvre rn, n ` 1r. Le plus petit k est donné par k

2n`1 “ n, c’est-à-dire

38. Définition 14.109.
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k “ n2n`1 et le plus grand k est donné par k
2n`1 ă n ` 1, c’est-à-dire k “ 2n`1pn ` 1q ´ 1.

Donc si fpxq P rn, n` 1r alors x P Sn`1,k avec

n2n`1 ď k ď pn` 1q2n`1 ´ 1 (14.328)

Dans ce cas
φn`1pxq “ k

2n`1 ě n2n`1

2n`1 “ n “ φnpxq. (14.329)

(ii) Convergence ponctuelle Si fpxq ă 8 alors il existe 39 n0 P N tel que fpxq ă n0. Pour
n ě n0 nous avons fpxq ă n et donc φnpxq se calcule à partir d’un des intervalles de taille
1{2n :

φnpxq “ k

2n ď fpxq ă k ` 1
2n . (14.330)

Donc
|φnpxq ´ fpxq| ď 1

2n , (14.331)

ce qui signifie que limnÑ8 φnpxq “ fpxq.
Si fpxq “ `8 alors fpxq ą n pour tout n. Et alors φnpxq “ n pour tout n, ce qui donne
bien φnpxq Ñ 8.

(iii) Convergence uniforme Soit f bornée : 0 ď fpxq ă M pour tout x P S. Soit aussi ϵ ą 0.
Nous prenons n0 ą M tel que 1

2n0 ă ϵ. Alors pour tout n ě n0 nous avons

0 ď fpxq ´ φnpxq ď 1
2n ď 1

2n0
ď ϵ. (14.332)

Notez qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que nous savons déjà que la limite est crois-
sante.

Théorème 14.116 (Doob[406]).
Soit une application mesurable 40 X : Ω Ñ Rd. Une application Y : Ω Ñ Rp est AX-mesurable si
et seulement si il existe une fonction borélienne f : Rd Ñ Rp telle que Y “ fpXq.
Démonstration. En séparant Y par coordonnées, et en séparant, pour chacune, les parties positives
et négatives, nous supposons que Y est à valeurs réelles positives. Le théorème 14.115 dit qu’il existe
une suite croissante d’applications AX -mesurables et étagées φn : Ω Ñ r0,8r telles que φn Ñ Y
ponctuellement.

Vu que φn est étagée, il existe des AX -mesurables Ank Ă Ω tels que φn “ řsn
k“0 aak1Ank

avec
ank ą 0. Par la définition 14.6 de la tribu engendrée par une application, il existe un borélien
Bnk Ă R tel que Ank “ X´1pBnkq. Avec ça nous avons

φn “
snÿ

k“0
ank1Ank

(14.333a)

“
ÿ

k

ank1X´1pBnkq (14.333b)

“
ÿ

k

ankp1Bnk
˝Xq (14.333c)

“
˜ÿ

k

ank1Bnk

¸
˝X. (14.333d)

39. Le vrai snob citera ici le lemme 1.421.
40. Elle est notée X parce que l’application usuelle de ce théorème est en théorie des variables aléatoires.
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Nous posons
fn : R Ñ R`

fn “
snÿ

k“0
ank1Bnk

.
(14.334)

Pour x P R, il n’y a que deux possibilités. Soit x P XpΩq, soit non. Si x n’est pas dans XpΩq,
alors il n’est dans aucun des Bnk et nous avons fnpxq “ 0 pour tout n. Si x P XpΩq, alors il existe
ω P Ω tel que x “ Xpωq. Dans ce cas

fnpxq “ fn
`
Xpωq˘ “ φnpωq, (14.335)

qui est croissante en n. De plus si x “ Xpωq, nous avons

fnpxq “ φnpωq Ñ Y pωq. (14.336)

Nous avons donc montré que pour tout x, n ÞÑ fnpxq est convergente :

lim
nÑ8 fnpxq “

#
0 si x R XpΩq
Y pωq si x “ Xpωq. (14.337)

Nous notons f “ limnÑ8 fn, et nous avons

Y pωq “ lim
nÑ8φnpωq “ lim

nÑ8
´

pfn ˝Xqpωq
¯

“ lim
nÑ8 fn

`
Xpωq˘ “ f

`
Xpωq˘ “ pf ˝Xqpωq. (14.338)

Nous avons donc bien trouvé une application f : R Ñ R telle que Y “ f ˝X.

14.6.3 Fonctions réelles à variables réelles

Nous nous focalisons à présent sur le cas des fonctions

f :
`
R,BorpRq˘ Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. (14.339)

14.117 ([1]).
Anticipons un peu pour expliquer pourquoi ce que nous allons faire maintenant est suffisant pour
ce que nous avons en tête 41. Toutes les fonctions mesurables

f :
`
R,BorpRq˘ Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (14.340)

seront a fortiori mesurables au sens de

f :
`
R,LebpRq˘ Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (14.341)

où LebpRq est la tribu de Lebesgue sur R, c’est-à-dire la tribu complétée de celle des boréliens
(définition 14.139).

14.118.
Nous allons maintenant donner quelques conditions pour que des fonctions soient mesurables au
sens de la tribu des boréliens sur l’espace d’arrivée et de départ. Ces résultats seront donc immé-
diatement applicables à la théorie de l’intégration où nous considérons la tribu de Lebesgue sur
l’espace de départ.

Autrement dit, les résultats présentés ici sont un peu plus forts que ce dont nous avons réel-
lement besoin . . .ou alors ce sont les hypothèses que nous allons poser en théorie de l’intégration,
qui seront un peu plus fortes que nécessaires. C’est une question de point de vue.

Corolaire 14.119.
Si I est un intervalle de R, alors toute application monotone f : I Ñ R est borélienne.

41. Pour rappel, nous avons en tête de définir une théorie de la mesure afin d’y définir des intégrales. En particulier
nous allons étudier l’intégrale de Lebesgue et en ce qui concerne Rn, nous aurons la tribu de Lebesgue.
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Démonstration. Puisque f est monotone, l’ensemble tf ă au est un intervalle. Or tous les inter-
valles sont boréliens, donc f est mesurable par le théorème 14.93.

Définition 14.120.
Si I est un intervalle de R, une fonction f : I Ñ R est monotone par morceaux si il existe une
suite strictement croissante de points pxiqiPZ dans I telle que f ait la propriété sur chacun des
ouverts sxj , xj`1r..
Remarque 14.121.
Quelques remarques.

(1) Dans cette définition, les points sont numérotés par Z et non par N parce que nous nous
laissons la liberté d’avoir une infinité de points de chacun des deux côtés.

(2) La notion de C1 par morceaux sera la définition 20.41. Attention : ce ne sera pas la même.

Proposition 14.122.
Soit I un intervalle de R et une fonction f : I Ñ R. Si f est continue ou monotone par morceaux
sur I alors elle y est borélienne.

Démonstration. L’ensemble tsxj , xj`1rujPZ Y txiuiPZ forme une partition mesurable dénombrable
de I (les singletons sont des boréliens). À une belle redéfinition près de la numérotation (deux
fois Z va dans N), nous les appelons pInqnPN, et nous définissons les fonctions fk comme étant les
restrictions de f aux intervalles Ik.

Toute fonction sur un singleton est mesurable. Toute fonction continue sur un ouvert est mesu-
rable (théorème 14.53). Toute fonction monotone sur un ouvert est mesurable (corolaire 14.119).

Le lemme de recollement 14.100 donne alors la mesurabilité de f .

14.123.
Toutes les fonctions que nous pouvons écrire explicitement sont mesurables . . .en tout cas toutes
celles que l’on trouve en pratique. En effet nous avons déjà toutes les fonctions continues par
morceaux via la proposition 14.122 et ensuite toutes les limites par la proposition 14.108. Cela
donne les séries, les dérivées, les primitives, etc.

14.7 Tribu produit

14.7.1 Produit d’espaces mesurables

Définition 14.124.
Si A1 et A2 sont deux tribus sur deux ensembles Ω1 et Ω2, nous définissons la tribu produit
A1 b A2 comme étant la tribu engendrée par

tX ˆ Y tel que X P A1, Y P A2u. (14.342)

Ces ensembles sont appelés rectangles de pΩ1,A1q b pΩ2,A2q.
Proposition 14.125 ([424]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q. Si Ci est une classe de parties de Si avec
Fi “ σpCiq et Si P Ci. Alors

F1 b F2 “ σpC1 ˆ C2q. (14.343)

Démonstration. Nous notons p1 et p2 les projections de S1 ˆ S2 vers S1 et S2. Nous commençons
par prouver que

F1 b F2 “ σ
`
p´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q˘. (14.344)

En effet cette union est dans F1 b F2 parce que ce sont tous des produits de la forme A1 ˆ S2 et
S1 ˆA2 où Ai P Fi. Inversement, tous les produits de la forme A1 ˆA2 sont dans la tribu engendrée
par l’union parce que

A1 ˆA2 “ pA1 ˆ S2q X pS1 ˆA2q. (14.345)
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Par conséquent, la partie p´1
1 pF1q Y p´1

2 pF2q engendre tous les produits qui engendrent la tribu
F1 b F2. L’égalité (14.344) est donc correcte.

Si C1 P C1 alors
p´1

1 pC1q “ C1 ˆ S2 P C1 ˆ C2 (14.346)

et donc p´1
1 pC1q Ă C1 ˆ C2. En utilisant le lemme de transport 14.45 nous avons alors

p´1
1 pF1q “ p´1

1
`
σpC1q˘ “ σ

`
p´1

1 pC1q˘ Ă σpC1 ˆ C2q (14.347)

et de la même façon,
p´1

2 pF2q Ă σpC1 ˆ C2q. (14.348)

Vu les relations (14.347), (14.348) et (14.344) nous avons

F1 b F2 “ σ
`
p´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q˘ Ă σpC1 ˆ C2q. (14.349)

Réciproquement, si C1 P C1 et C2 P C2 alors

C1 ˆ C2 “ pC1 ˆ S2q X pS1 ˆ C2q “ p´1
1 pC1q X p´1

2 pC2q P F1 b F2. (14.350)

14.7.2 Le cas des boréliens

Si X1 et X2 sont des espaces topologiques et si nous notons Oi l’ensemble de leurs ouverts, par
définition BorpXiq “ σpOiq. De plus par la proposition 14.125 nous savons que

σpO1 ˆ O2q “ BorpX1q b BorpX2q. (14.351)

Lemme 14.126.
Si pXi,Oiq sont des espaces topologiques, alors

BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q (14.352)

Démonstration. Si Ai P Oi alors A1 ˆ A2 est un ouvert de X1 ˆ X2 (voir la définition 7.15). Par
conséquent, O1 ˆ O2 est contenu dans l’ensemble des ouverts de X1 ˆX2 ou encore

O1 ˆ O2 Ă BorpX1 ˆX2q, (14.353)

et donc
σpO1 ˆ O2q Ă σ

`
BorpX1 ˆX2q˘ (14.354)

finalement, par (14.351)
BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q. (14.355)

Il n’y a en général pas égalité, mais nous allons immédiatement voir que dans (presque) tous
les cas raisonnables, les boréliens sur un produit sont le produit des boréliens.

Proposition 14.127 ([424]).
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors

BorpX1 ˆX2q “ BorpX1q b BorpX2q. (14.356)

Démonstration. Nous savons par le lemme 7.217 que tout ouvert de X1 ˆ X2 est une réunion
dénombrable d’éléments de O1 ˆ O2. Donc tout ouvert de X1 ˆ X2 est dans BorpX1q b BorpX2q.
Par conséquent

BorpX1 ˆX2q Ă BorpX1q b BorpX2q. (14.357)

L’inclusion inverse étant déjà acquise par le lemme 14.126, nous avons l’égalité.

https://fr.wikisource.org/wiki/Bible_Crampon_1923/Matthieu


1192 CHAPITRE 14. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Proposition 14.128.
Les boréliens sur RN sont ceux qu’on croit.

(1) BorpR2q “ BorpRq b BorpRq
(2) BorpRN`1q “ BorpRN q b BorpRq

Démonstration. Cela n’est rien d’autre que la proposition 14.127.

Proposition 14.129.
Soit un espace mesurable pS,Fq et des applications fk : S Ñ R (k “ 1, . . . , N). Alors l’application

f : pS,Fq Ñ pRN ,BorpRN qq
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fN pxq˘ (14.358)

est mesurable si et seulement si chacun des fi est mesurable.

Démonstration. Division en deux.
(i) Condition nécessaire Nous supposons que les fi sont mesurables. Nous avons

f´1` Nź

k“1
sak, bkr˘ “ tx P S tel que f1pxq P sa1, b1r, ¨ ¨ ¨ fN pxq P saN , bN ru (14.359a)

“
Nč

k“1
f´1
k

`sak, bkr˘. (14.359b)

Cela est une intersection finie d’éléments de F et est donc un élément de F . Mais les pavés
ouverts engendrent BorpRN q parce qu’ils sont une base dénombrable de la topologie (pro-
position 14.48). Le théorème 14.46 nous assure alors que f est mesurable parce que l’image
inverse d’une base de la tribu est mesurable.

(ii) Condition suffisante Si f est mesurable alors en particulier

f´1
k

`sa, br˘ “ f´1`Rˆ . . .ˆ sa, br ˆRˆ . . .ˆR˘ P F . (14.360)

Pour cela nous avons utilisé la proposition 14.128 qui nous indique que le produit dans la
parenthèse est un borélien de RN en tant que produit de boréliens de R.
Encore une fois f´1

k tombe dans F pour une base dénombrable de la topologie de R et est
donc mesurable.

14.8 Mesure de Lebesgue sur R
Nous notons S l’ensemble des intervalles 42 de R.

Proposition 14.130.
L’ensemble des réunions finies d’éléments de S est une algèbre de parties de R que nous allons
noter AS .

Démonstration. Nous devons vérifier la définition 14.13. Les ensembles R et H sont des intervalles
et font donc partie de AS .

Si A P AS se décompose en union d’intervalles de la forme pak, bkq avec k “ 1, . . . , n (ici nous
mettons des parenthèses au lieu de crochets parce qu’à priori nous ne savons pas). Alors

Ac “
nď

k“0
pbk, ak`1q (14.361)

42. Définition 1.20.
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où nous avons posé b0 “ ´8 et an`1 “ `8. Ici encore les parenthèses sont soit fermées soit
ouvertes en fonction de ce qu’étaient celles dans la décomposition de A. Quoi qu’il en soit, cette
décomposition de Ac montre que Ac P AS .

Enfin si A,B P AS alors AYB P AS .

Lemme 14.131.
Tout élément de AS admet une décomposition minimale unique en réunion finie d’intervalles. Cette
décomposition est formée d’intervalles deux à deux disjoints.

Démonstration. Nous allons montrer que si A P AS , alors la décomposition minimale consiste en les
composantes connexes 43 de A. Pour cela nous rappelons que la proposition 10.50 dit qu’une partie
de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle. D’abord cela nous dit immédiatement
que les composantes connexes de A forment une décomposition de A en intervalles. Nous devons
prouver qu’elle est minimale.

Soit tCkuk“1,...,n les composantes connexes de A. Aucun connexe de R contenu dans A ne peut
intersecter plus d’un des Ck, et par conséquent nous ne pouvons pas décomposer A en moins de n
intervalles.

Pour l’unicité, soit tIkuk“1,...,n un ensemble de n intervalles tels que
Ťn
k“1 Ik “ A. Chacun des

Ik intersecte un et un seul des Ck. En effet si x P Ik XCi et y P Ik XCj , alors rx, ys Ă Ik parce que
Ik est un intervalle. Mais Ci étant le plus grand connexe contenant x, rx, ys Ă Ci et de la même
façon, rx, ys Ă Cj . Par conséquent Ci et Cj sont tous deux la composante connexe de x et y. Nous
en déduisons que Ci “ Cj , c’est-à-dire i “ j.

Par ailleurs nous avons Ik X Il “ H dès que k ‰ l parce que sinon l’ensemble Ik Y Il serait
connexe et la décomposition des tIkuk“1,...,n ne serait pas minimale : en remplaçant Ik et Il par
Ik Y Il on aurait eu une décomposition contenant moins d’éléments. Donc à renumérotation près
nous pouvons supposer que Ik intersecte Cl si et seulement si k “ l.

Dans ce cas nous devons avoir Ik “ Ck, sinon les éléments de CkzIk ne seraient pas dansŤn
i“1 Ii.

Définition 14.132 (longueur d’intervalle[410]).
Si I est un intervalle d’extrémités a et b avec ´8 ď a ď b ď `8 alors nous définissons la
longueur de I par

ℓpIq “
#
b´ a si ´ 8 ă a ď b ă `8
8 si a ou b est infini

(14.362)

Si A P AS et si sa décomposition minimale est A “ Ťn
k“1 Ik, alors on définit

ℓpAq “
nÿ

k“1
ℓpIkq. (14.363)

Le lemme suivant nous indique que nous pouvons calculer la longueur d’un élément de AS sans
savoir la décomposition minimale, pourvu que l’on connaisse une décomposition disjointe.

Lemme 14.133 ([410]).
Si

B “
pď

r“1
Jr (14.364)

est une décomposition de B P AS en intervalles deux à deux disjoints alors

ℓpBq “
pÿ

r“1
ℓpJrq. (14.365)

43. Définition 7.66.
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Démonstration. Nous prouvons dans un premier temps le résultat dans le cas où B “ I est un
intervalle. Soit I un intervalle et une décomposition en intervalles disjoints I “ Ťp

r“1 Jr. Nous
montrons qu’alors ℓpIq “ řp

r“1 ℓpJrq. Nous verrons ensuite comment passer au cas où B est un
élément générique de AS .

(i) Si B “ I est un intervalle infini Si I est infini alors un des Jr soit l’être et donc
řp
r“1 ℓpJrq “

8 “ ℓpIq.
(ii) Si B “ I est un intervalle ininfini Pour chaque r “ 1, . . . , p nous notons ar et br les ex-

trémités de Jr. Vu que les Jr sont connexes et disjoints, si ak ď al alors bk ď al, sinon
l’ensemble (non vide) sal, bkr serait dans l’intersection Ik X Il qui, elle, est vide. Plus géné-
ralement, si x P Jk et y P Jl avec x ă y alors pour tout x1 P Jk et tout y1 P Jl nous avons
x1 ă y1. Vu qu’il y a un nombre fini d’ensembles Jr, nous pouvons les classer dans l’ordre
croissant :

a1 ď b1 ď a2 ď b2 ď . . . ď bp´1 ď ap ď bp. (14.366)

Vu que les Jr sont disjoints et que leur union est connexe nous avons en réalité

a “ a1 ď b1 “ a2 ď b2 “ a3 ď . . . ď bp´1 “ ap ď bp, (14.367)

donc une somme télescopique donne

ℓpIq “ b´ a “
pÿ

r“1
pbr ´ arq “

pÿ

r“1
ℓpJrq. (14.368)

(iii) Si B n’est pas un intervalle Soit tIkuk“1,...,n la décomposition minimale de B. Alors

♠ “ ℓpBq “
nÿ

k“1
ℓpIkq “

nÿ

k“1
ℓ
` pď

r“1
pIk X Jrq

˘
. (14.369)

Mais Ik est un intervalle et s’écrit comme union disjointe Ik “ Ťp
r“1pIk X Jrq, donc par la

première partie

♠ “
nÿ

k“1

pÿ

r“1
ℓpIk X Jrq “

pÿ

r“1

nÿ

k“1
ℓpIk X Jrq. (14.370)

Ici Jr est un intervalle qui se décompose en Jr “ Ťn
k“1pIk X Jrq, donc nous pouvons encore

utiliser la première partie :

♠ “
pÿ

r“1
ℓpJrq, (14.371)

ce qu’il fallait.

Lemme 14.134.
Si A,B P AS avec A Ă B alors ℓpAq ď ℓpBq.
Démonstration. Nous avons évidemment B “ AYBzA. Notons que BzA P AS par le lemme 14.15.
Si tIku est une décomposition disjointe de A et tJiu une de BzA alors tIku Y tJiu est une décom-
position disjointe de AYBzA et le lemme 14.133 nous dit que

ℓpBq “ ℓpAYBzAq “ ℓpAq ` ℓpBzAq. (14.372)

Par conséquent ℓpBq ě ℓpAq.
Lemme 14.135.
Si I est un intervalle et si il se décompose en

I “
ď

nPN
In (14.373)
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où les In sont des intervalles disjoints, alors

ℓpIq “
8ÿ

n“1
ℓpInq. (14.374)

Démonstration. Nous allons encore diviser la preuve en deux parties suivant que I soit de longueur
finie ou pas.

(i) Si I est de longueur finie Soient a et b les extrémités de I : ´8 ă a ď b ă `8. Pour
tout N ě 1 nous avons

Nÿ

n“1
ℓpInq “ ℓ

` Nď

n“1
In
˘ ď ℓpIq. (14.375)

La première égalité est le lemme dans le cas d’une union finie 14.133. L’inégalité est le
lemme 14.134. Cela étant vrai pour tout N , à la limite N Ñ 8 nous conservons l’inégalité :

8ÿ

n“1
ℓpInq ď ℓpIq. (14.376)

Nous devons encore voir l’inégalité inverse. Pour cela nous supposons que a ă b. Sinon
ℓpIq “ 0 et tous les In doivent être vide sauf un qui contiendra seulement tau (si I le
contient).
Soit ϵ ą 0 avec ϵ ă b´ a et l’intervalle

ra` ϵ

4 , b´ ϵ

4 s “ ra1, b1s Ă I. (14.377)

Si les an et le bn sont le extrémités des In alors

ra1, b1s Ă I “
ď

ně1
In Ă

ď

ně1
san ´ ϵ

2n`2 , bn ` ϵ

2n`2 r “
ď

ně1
sa1
n, b

1
nr (14.378)

où nous avons posé a1
n “ an ´ ϵ{2n`2 et b1

n “ bn ` ϵ{2n`2. Nous avons donc recouvert le
compact 44 ra1, b1s par des ouverts. Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini
(c’est la définition de la compacité), c’est-à-dire une partie finie F de N telle que

ra1, b1s Ă
ď

nPF
sa1
n, b

1
nr. (14.379)

Le lemme 14.134 nous dit alors que

♡ “ b1 ´ a1 ď ℓ
` ď

nPF
sa1
n, b

1
nr˘ ď

ÿ

nPF
pb1
n ´ a1

nq. (14.380)

La seconde inégalité se prouve en recopiant 45 la preuve de 14.16. Nous continuons le calcul :

♡ ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq `

ÿ

nPF

ϵ

2n`1 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ

2 . (14.381)

Mais b1 ´ a1 “ pb´ aq ´ ϵ
2 , donc

b´ a´ ϵ

2 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ

2 . (14.382)

D’où nous déduisons que

ℓpIq “ b´ a ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ ď

ÿ

nPN
pbn ´ anq ` ϵ “

ÿ

nPN
ℓpInq ` ϵ. (14.383)

Cela étant valable pour tout ϵ nous déduisons que

ℓpIq ď
ÿ

nPN
ℓpInq. (14.384)

44. Lemme 10.20.
45. Nous ne pouvons pas invoquer directement le lemme 14.16 parce que nous n’avons pas encore prouvé que ℓ

était une mesure sur pR,ASq.
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(ii) Si I est de longueur infinie Étant donné que I est un intervalle de longueur infinie, il
doit au moins contenir un ensemble du type s´8, as ou ra,`8r ; donc pour tout M ą 0, il
existe N ě 1 tel que

ℓ
`
I X r´N,N s˘ ě M. (14.385)

Mais I X r´N,N s est un intervalle et

I X r´N,N s “
ď

nPN
In X r´N,N s (14.386)

qui est une union disjointe. Par conséquent,

M ď ℓ
`
I X r´N,N s˘ “

ÿ

n

ℓ
`
In X r´N,N s˘ ď

ÿ

n

ℓpInq. (14.387)

Cela étant vrai pour tout M ą 0, nous concluons que
ÿ

nPN
ℓpInq “ 8. (14.388)

Remarque 14.136.
Pour la preuve de 14.135 nous ne pouvons pas classer les In en ordre croissant comme nous l’avons
fait dans la preuve de 14.133. En effet si I “ r0, 1s et que nous recouvrons r0, 1

2 r et s1
2 , 1s par une

infinité d’intervalles chacun, nous ne pouvons plus les classer par ordre croissant.

Proposition 14.137 ([410]).
La fonction ℓ ainsi définie est une mesure σ-finie sur l’algèbre de parties AS .

Démonstration. Le fait que ℓ soit σ-finie provient par exemple du fait que ℓ
`s´n, nr˘ “ 2n tandis

que
Ť
ns´n, nr “ R.

Nous devons à présent prouver que ℓ est additive. Soient pAiqiPN des éléments disjoints de AS ,
avec leurs décomposition minimales

Ai “
nď

k“1
I

piq
k . (14.389)

Pour chaque i P N, le lemme 14.135 nous indique que

ℓpAiq “
ÿ

kPN
ℓpIpiq

k q. (14.390)

L’ensemble NˆN est dénombrable et nous pouvons considérer la décomposition
ď

iPN
Ai “

ď

pi,kqPNˆN
I

piq
k . (14.391)

Cette décomposition n’est pas spécialement minimale 46 mais elle est disjointe. Le lemme 14.135
donne

ℓp
ď

i

Aiq “
ÿ

pi,kqPNˆN
ℓpIpiq

k q “
ÿ

iPN

˜ÿ

kPN
ℓpIpiq

k q
¸

“
ÿ

iPN
ℓpAiq. (14.392)

La décomposition de la somme sur N2 en deux sommes sur N est faite en vertu de la proposi-
tion 11.114.

46. A1 pourrait contenir r0, 1s et A2 contenir s1, 2s.



14.8. MESURE DE LEBESGUE SUR R 1197

14.8.1 Mesure et tribu de Lebesgue

Théorème 14.138.
Il existe une unique mesure λ sur

`
R,BorpRq˘ telle que

λ
`sa, br˘ “ b´ a (14.393)

pour tout a ď b dans R.

Démonstration. L’existence provient du théorème de prolongement de Hahn 14.77 : la mesure ℓ
sur pASq se prolonge à σpASq “ BorpRq.

Nous ne pouvons pas prouver l’unicité en invoquant la partie unicité de Hahn (c’est tentant
parce que ℓ est σ-finie) parce que dans ce théorème nous ne fixons la valeur de λ que sur une toute
petite partie de AS . Nous allons cependant voir que cette petite partie suffit à garantir l’unicité.

La classe
D “ tsa, br tel que ´ 8 ă a ď b ă `8u (14.394)

est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne. En effet D contient toutes les boules
et donc une base dénombrable de la topologie de R (proposition 7.128). Donc tous les ouverts de
R sont dans σpDq et σpDq “ BorpRq. Nous pouvons donc dire grâce au théorème 14.33 qu’il y a
unicité de la mesure sur BorpRq lorsque les valeurs sur D sont fixées.

Définition 14.139.
La mesure de l’espace mesuré

`
R,BorpRq, λ˘ donné par le théorème 14.138 est la mesure de

Lebesgue sur
`
R,BorpRq˘.

Nous définissons aussi la tribu de Lebesgue par la proposition 14.74 :
`
R,LebpRq, λ˘ est

l’espace mesuré complété de
`
R,BorpRq, λ˘.

Remarque 14.140.
Il n’est pas évident que la tribu de Lebesgue soit plus grande que celle des boréliens, ni que la tribu
des parties soit plus grande que celle de Lebesgue. Nous mentionnons cependant les faits suivants.

(1) Il existe des ensembles mesurables non-boréliens, et cela ne nécessite pas l’axiome du choix.
Un argument classique de cardinalité est donné dans [408]. La construction la plus explicite
que j’aie trouvée est dans [425], mais ça a l’air de demander des connaissances précises sur
les ordinaux.

(2) Vu que l’ensemble de Cantor C est mesurable de mesure nulle (proposition 14.159), tout
sous-ensemble de Cantor est mesurable de mesure nulle parce que la tribu de Lebesgue est
complète par définition. Le cardinal de PpCq est strictement supérieur à la puissance du
continu, alors que le cardinal de l’ensemble des boréliens est au plus égal à la puissance du
continu. Donc il existe des non boréliens contenus dans Cantor ; de tels non boréliens sont
alors mesurables au sens de Lebesgue.

(3) Si nous admettons l’axiome du choix alors il existe des ensembles non mesurables au sens de
Lebesgue. Nous en verrons un dans l’exemple 14.153.

Exemple 14.141 (Un ouvert contenant tous les rationnels et de mesure arbitrairement petite).
Il est possible de construire un ouvert de R contenant Q et de mesure de Lebesgue plus petite que
ϵ. Pour cela si pqiq est une énumération des rationnels, il suffit de prendre

O “
8ď

n“1
Bpqn, ϵ

2n`1 q. (14.395)

Cela est un ouvert comme union d’ouverts, ça contient tous les rationnels, et sa mesure se majore.
En effet le théorème 14.138 donne λ

`
Bpqn, ϵ

2n q˘ “ ϵ
2n . Vu que ces boules ne sont à priori pas

disjointes, le lemme 14.22 donne

λpOq ď
8ÿ

n“1

ϵ

2n “ ϵ (14.396)
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par (11.319) avec q “ 1
2 .

Par complémentarité, nous pouvons construire un ensemble fermé de mesure non nulle et ne
contenant aucun rationnel. Et même un fermé dans r0, 1s, de mesure 1 ´ ϵ ne contenant aucun
rationnel.

Cela peut surprendre parce qu’il existe des tonnes de suites d’irrationnels qui convergent vers
des rationnels 47, et il semble difficile de créer un ensemble contenant beaucoup d’irrationnels tout
en préservant la propriété de fermeture vis à vis des suites convergentes. △

Exemple 14.142 (Mesure finie, non borné).
Il existe des parties de R qui sont de mesure finie sans être bornés. Par exemple en posant

A “
8ď

n“1
Bpn, 1

2n q. (14.397)

La partie A n’est pas bornée parce que que N Ă A. Mais en termes de mesure,

λpAq ď
8ÿ

n“1

1
2n ă 8 (14.398)

en vertu de la somme de la série géométrique, proposition 11.124. △

14.8.2 Propriétés de la mesure de Lebesgue

Proposition 14.143.
Tout ensemble dénombrable de R est mesurable de mesure nulle.

Démonstration. Un point de R est un intervalle de mesure nulle. Si D est dénombrable, il est
union disjointes et dénombrable de points. Le lemme 14.135 nous dit alors que sa mesure est
λpDq “ ř8

i“1 λptaiuq “ 0.

Remarque 14.144.
Il existe cependant des ensembles non dénombrables et tout de même de mesure nulle. Par exemple
l’ensemble de Cantor (voir la proposition 14.159).

Proposition 14.145.
La mesure de Lebesgue est invariante par translation, c’est-à-dire que si A est mesurable alors
λpAq “ λpA` αq pour tout réel α.

Démonstration. Nous commençons par les intervalles ouverts :

λ
`sa, br ` α

˘ “ λ
`sa` α, b` αr˘ “ pb` αq ´ pa` αq “ b´ a “ λ

`sa, br˘. (14.399)

D’après ce qui est dit dans l’exemple 14.34, la mesure de Lebesgue sur les boréliens est invariante
par translation.

Si A est mesurable alors il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que A “ BYN
par la caractérisation 14.130b de la complétion. Alors A`α “ B `αYN `α et N `α est encore
un ensemble négligeable. Donc λpA` αq “ αpB ` αq “ λpBq.

La mesure ℓ définie sur l’algèbre de parties AS (voir proposition 14.137). La proposition 14.17
nous donne donc une mesure extérieure par

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpAnq;An P AS , X Ă
ď

n

Anu. (14.400)

La proposition suivante montre que cette mesure extérieure peut être exprimée seulement avec
des intervalles ouverts.

47. Si q P Q et r P RzQ alors la suite pq ` r{10k
qk est une suite d’irrationnels convergente vers le rationnel q.
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Proposition 14.146.
Nous avons

λ˚pXq “ inft
ÿ

ně1
ℓpInq; In sont des intervalles ouverts et X Ă

ď

n

Inu. (14.401)

Démonstration. Nous savons que dans la définition (14.400), chacun des An est une réunion dis-
jointe d’intervalles (pas spécialement ouverts) deux à deux disjoints ; donc

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpInq; In P S, X Ă
ď

n

Inu. (14.402)

Soit ϵ ą 0. Si A Ă Ť
n In, pour chaque n ě 1 nous considérons un intervalle ouvert Jn tel que

In Ă Jn et ℓpInq ` ϵ
2n ď ℓpJnq. Faisant cela pour chacun des découpages de X en intervalles nous

trouvons
λ˚pXq ď inft

ÿ

n

ℓpJnq Jn est ouvert et X Ă
ď

n

Jnu ` ϵ. (14.403)

Étant donné que ϵ est arbitraire nous avons l’égalité.

Proposition 14.147 ([410]).
Si X Ă R est tel que λ˚pXq ă 8 alors

(1) Pour tout ϵ ą 0 il existe un ouvert Ωϵ tel que
"
X Ă Ωϵ (14.404a)
λpΩϵq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.404b)

(2) Il existe une intersection dénombrable d’ouverts G telle que
"
X Ă G (14.405a)
λpGq “ λ˚pXq. (14.405b)

Démonstration. Pour (1), la proposition 14.146 nous a déjà dit que

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpInq In est un intervalle ouvert, X Ă
ď

n

Inu, (14.406)

donc si ϵ ą 0, il existe des intervalles ouverts In tels que
$
’&
’%

X Ă
ď

n

In (14.407a)
ÿ

n

ℓpInq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.407b)

Si nous posons Ωϵ “ Ť
n In, alors nous avons bien

$
&
%
X Ă Ωϵ (14.408a)
λpΩϵq ď

ÿ

n

ℓpInq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.408b)

En ce qui concerne (2), pour chaque k ě 1 nous considérons l’ensemble Ω1{k obtenu comme
précédemment avec ϵ “ 1{k et nous posons G “ Ş

kě1 Ω1{k. Cela est une intersection dénombrable
d’ouverts vérifiant X Ă G (parce que X Ă Ω1{k pour tout k) et donc λ˚pXq ď λ˚pGq “ λpGq. De
plus pour tout k nous avons

λpGq ď pΩ1{kq ď λ˚pXq ` 1
k

(14.409)

pour tout k. En faisant k Ñ 8 nous avons

λpGq ď λ˚pXq. (14.410)

Au final
λpGq ď λ˚pXq ď λpGq, (14.411)

d’où l’égalité.
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Corolaire 14.148.
Une partie N Ă R est négligeable 48 si et seulement si λ˚pNq “ 0.

Démonstration. Nous savons que si N est négligeable il existe un borélien Y tel que N Ă Y avec
λpY q “ 0. Par conséquent 49

λ˚pNq ď λ˚pY q “ λpY q “ 0. (14.412)

Pour l’implication inverse nous supposons que λ˚pNq “ 0 et nous prenons l’ensemble G définit
par la proposition 14.147(2) : c’est un borélien contenant N et tel que λpGq “ λ˚pNq “ 0.
L’ensemble N est donc négligeable.

Théorème 14.149 (Régularité extérieure de la mesure de Lebesgue).
Pour tout mesurable A Ă R nous avons

λpAq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant Au. (14.413)

Démonstration. Nous commençons par le cas où B est un borélien.
(i) Si B borélien, λpBq ă 8 Soit ϵ ą 0 ; par la proposition 14.147(1) il existe un ouvert Ωϵ

contenant B tel que λpΩϵq ď λ˚pBq ` ϵ. Vu qu’ici B est borélien, λ˚pBq “ λpBq et nous
concluons que pour tout ϵ il existe un ouvert Ωϵ tel que

"
B Ă Ωϵ (14.414a)
λpΩϵq ď λpBq ` ϵ, (14.414b)

et donc
λpBq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant B u. (14.415)

(ii) Si B borélien, λpBq “ `8 Dans ce cas l’infimum est pris uniquement sur des ouverts Ω
tels que λpΩq “ 8.

(iii) Si A est mesurable non borélien Nous passons maintenant au cas où A est mesurable
sans être borélien. Il s’écrit donc A “ B Y N avec B borélien et N négligeable par la
proposition 14.66, et par définition λpAq “ λpBq. Si Y est un borélien tel que N Ă Y et
λpY q “ 0 alors

λpAq “ λpBq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B Ă Ωu (14.416a)
ď inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu (14.416b)
ď inf

Ω1,Y 1
tλpΩ1 Y Y 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (14.416c)

ď inf
Ω1,Y 1

tλpΩ1q ` λpY 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (14.416d)

ď inf
Ω1

tλpΩ1q tel que Ω1 ouvert, B Ă Ωu (14.416e)

“ λpBq. (14.416f)

Justifications :
— (14.416a) Le cas borélien déjà fait.
— (14.416b) Les ouverts Ω tels que BYN Ă Ω vérifient a fortiori B Ă Ω ; nous avons donc

agrandit l’ensemble sur lequel l’infimum est pris.
— (14.416c) Parmi les ouverts Ω qui recouvrent B YN , il y a ceux de la forme Ω1 Y Y 1 où

Ω1 recouvre B et Y 1 est un ouvert contenant Y . Donc nous avons rétréci l’ensemble sur
lequel l’infimum est pris et par conséquent agrandit l’infimum.

— (14.416d) Mesure d’une union majorée par la somme des mesures.

48. Définition 14.63.
49. Au péril d’être lourd nous rappelons que λ˚ est défini sur toutes les parties de R.
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— (14.416e) Vu que Y est borélien, λpY q “ infY 1 ouverttλpY 1q tel que Y Ă Y 1u “ 0. Donc
pour tout Ω1 et tout ϵ ą 0, nous pouvons trouver un Y 1 vérifiant les conditions tel que
λpΩ1q ` λpY 1q ď λpΩ1q ` ϵ.

Toutes les inégalités sont des égalités en en particulier (14.416b) donne

λpAq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu, (14.417)

ce qu’il fallait.

Proposition 14.150 ([410]).
Si A est mesurable dans R et si ϵ ą 0 alors il existe un ouvert Ωϵ et un fermé Fϵ tels que

"
Fϵ Ă A Ă Ωϵ (14.418a)
λpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.418b)

Démonstration. Nous commençons par le cas où A est un borélien, que nous noterons B.
(i) Première étape Montrons qu’il existe un ouvert Uϵ tel que

#
B Ă Uϵ (14.419a)
λpUϵzBq ď ϵ

2 . (14.419b)

Si λpBq ă 8 alors le théorème 14.149 nous donne un ouvert Uϵ tel que B Ă Uϵ et λpUϵq ď
λpBq ` ϵ

2 . Nous avons alors

λpΩϵzBq “ λpΩϵq ´ λpBq ď ϵ

2 . (14.420)

Si par contre λpBq “ 8, nous posons Bn “ B X r´n, ns et ϵn “ ϵ{2n`1. Pour chaque n nous
avons un ouvert Ωn tel que

#
Bn Ă Ωn (14.421a)
λpΩnzBnq ď ϵ

2n`1 (14.421b)

Par conséquent en posant Ω “ Ť
ně1 Ωn nous avons 50

$
&
%

B Ă Ω (14.422a)
λpΩzBq ď λ

`ď

n

pΩnzBnq˘ ď
ÿ

ně1
λpΩnzBnq “ ϵ

2 . (14.422b)

La première étape est terminée.
(ii) Deuxième étape Nous prouvons à présent qu’il existe un ouvert Ωϵ et un fermé Fϵ tels que

$
’’’&
’’’%

Fϵ Ă B Ă Ωϵ (14.423a)
λpΩϵzBq ď ϵ

2 (14.423b)

λpBzFϵq ď ϵ

2 . (14.423c)

L’ouvert Ωϵ, nous l’avons déjà de l’étape précédente. Pour le fermé, nous appliquons la
première étape au borélien Bc ; ce qui nous trouvons est un ouvert Gϵ tel que

#
Bc Ă Gϵ (14.424a)
λpGϵzBcq ď ϵ

2 . (14.424b)

En posant Fϵ “ Gcϵ nous avons un fermé tel que Fϵ Ă B et

λpBzFϵq “ λpF cϵ zBcq “ λpGϵzBcq ď ϵ

2 . (14.425)
50. Nous utilisons la petite relation ensembliste

`Ť
n An

˘
z
`Ť

n Bn

˘
Ă

Ť
npAnzBnq.
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(iii) Dernière étape Les ensembles Fϵ et Ωϵ trouvés à la deuxième étape donnent bien les
relations (14.418). En effet ΩϵzFϵ “ pΩϵzBq Y pBzFϵq, donc

λpΩϵzFϵq ď λpΩϵzBq ` λpBzFϵq “ ϵ. (14.426)

Nous passons au cas où A “ BYN est mesurable. Nous commençons par prendre les Ωϵ et Fϵ qui
correspondent à B :

"
Fϵ Ă B Ă Ωϵ (14.427a)
λpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.427b)

Soit Y un borélien tel que N Ă Y et λpY q “ 0 puis un ouvert Y 1 tel que λpY 1q ď ϵ et Y Ă Y 1.
L’existence d’un tel Y 1 est assurée par la proposition 14.149 appliquée à Y . Nous vérifions que les
ensembles Fϵ et Ωϵ Y Y 1 fonctionnent. En effet Ωϵ Y Y 1zFϵ Ă pΩϵzFϵq Y Y 1, donc

#
Fϵ Ă B YN Ă Ωϵ Y Y 1 (14.428a)
λ
`pΩϵzFϵq

˘ ď λpΩϵzFϵq ` λpY 1q ď 2ϵ. (14.428b)

Donc en réalité il faut choisir Ωϵ{2, Fϵ{2 et λpY 1q ď ϵ{2.

Théorème 14.151 (Régularité intérieure de la mesure de Lebesgue).
Si A est mesurable dans R alors

λpAq “ suptλpKq;K compact contenu dans Au. (14.429)

Démonstration. Par la proposition 14.150 nous avons

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q. (14.430)

Pour un tel F nous posons Kn “ F X r´n, ns qui est compact 51 et contenu dans B. De plus le
lemme 14.23(2) nous dit que

λpF q “ lim
nÑ8λpKnq (14.431)

Donc tous les λpF q peuvent être arbitrairement approchés par un λpKq avec K compact dans A,
et le supremum (14.430) n’est pas affecté en nous restreignant à prendre des compacts contenus
dans B :

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q “ sup
K compact dans A

λpKq. (14.432)

14.8.3 Fonctions mesurables

Lemme 14.152.
Soit une fonction f : R Ñ R mesurable telle que λpf ‰ 0q ą 0. Alors il existe une partie mesurable
M et m ą 0 tels que λpMq ą 0 et fpxq ą m pour tout x P M .

Démonstration. Nous notons

D “ tx P R tel que fpxq ą 0u, (14.433)

et nous supposons que λpDq ą 0 pour fixer les idées (si ce n’est pas le cas, nous prenons pour D
la partie où f est strictement négative).

Nous posons

A1 “ r1,8r (14.434a)

An “ r 1
n
,

1
n´ 1 r. (14.434b)

51. parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 10.24.
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Ces parties An sont disjointes ; donc les parties

Dn “ tx P R tel que fpxq P Anu (14.435)

sont également disjointes. Vu que
Ť
nAn “ s0,8r, nous avons D “ Ť

nPNDn. Vu que

λpDq “
8ÿ

n“1
λpDnq ą 0, (14.436)

il existe au moins un N tel que λpDN q ą 0. Pour x P DN nous avons

fpxq P AN “ r 1
N
,

1
N ´ 1 r. (14.437)

Donc pour x P DN nous avons fpxq ą 1
N .

14.8.4 Ensemble de Vitali (non mesurable)

Exemple 14.153 (Un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue[426]).
Nous considérons l’ensemble quotient R{Q ; chaque classe intersecte l’intervalle r0, 1s. Grâce à
l’axiome du choix (voir 1.8) nous pouvons construire un ensemble V contenant un représentant
dans r0, 1s de chaque classe. Un tel ensemble est un ensemble de Vitali. Nous allons prouver
que V n’est pas mesurable.

Supposons que V soit mesurable. Alors tous les ensembles de la forme V ` q (q P Q) sont
mesurables et ont même mesure par la proposition 14.145. Nous posons

A “
ď

qPQ
´1ďqď1

pV ` qq Ă r´1, 2s. (14.438)

Cela est une union disjointe d’ensembles mesurables. Donc

λpAq “
ÿ

qPQ
´1ďqď1

λpV ` qq. (14.439)

Vu que A Ă r´1, 2s nous avons λpAq ď 3 et donc tous les termes de la somme doivent être nuls.
Nous avons donc λpAq “ 0.

Prouvons toutefois que r0, 1s Ă A, ce qui serait une contradiction. Soit x P r0, 1s ; il est dans
une des classes de R{Q et donc il existe v P V tel que x´ v P Q. De plus x, v P r0, 1s, donc

´1 ď x´ v ď 1. (14.440)

Cela fait que x P V ` px ´ vq Ă A. Nous avons donc x P A et donc r0, 1s Ă A. En conséquence de
quoi nous aurions λpAq ě 1. △

14.8.5 Ensemble de Cantor

Nous considérons la fonction donnant l’écriture décimale des nombres définie en (11.344).

Définition 14.154 (Ensemble de Cantor).
Soit K0 “ r0, 1r et les ensembles Kn définis par la récurrence

Kn`1 “ `1
3Kn

˘ Y `1
3pKn ` 2q˘. (14.441)

L’ensemble
K “

č

ně0
Kn (14.442)

est l’ensemble triadique de Cantor.
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Les principales propriétés de l’ensemble de Cantor sont qu’il est non dénombrable (proposi-
tion 14.158) et borélien de mesure nulle (proposition 14.159).

14.155.
L’idée de base pour prouver que l’ensemble K est non dénombrable est que ses éléments sont les
nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. En prenant un nombre sans 1 écrit en base
3, en changeant tous les 2 en 1 et en lisant le résultat en base 2, nous obtenons tous les nombres
possibles en base 2 et donc une quantité non dénombrable. L’idée est donc simple et astucieuse.
La mise en musique est un peu plus délicate parce qu’il faut faire attention aux queues de suites ;
c’est pour cela que nous avons construit l’ensemble de Cantor en partant de r0, 1r et non de r0, 1s.

Le lemme suivant dit précisément ce que nous entendons en disant que les éléments de l’ensemble
de Cantor sont les nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. Nous rappelons que
D3 est l’ensemble des suites constituées de 0, 1 et 2, et qui ne se terminent pas par une suite infinie
de 2, voir 11.132 pour une définition précise.

Lemme 14.156 ([1]).
Soit n P N et x P D3 (définition 11.132) ; nous avons φ3pxq P Kn P si et seulement si x1, . . . , xn P
t0, 2u.

Démonstration. Nous procédons par récurrence en commençant avec n “ 1. Si x1 “ 1 alors

φ3pxq “ 1
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k P r1

3 ,
2
3 r. (14.443)

Notons que φ3pxq “ 2
3 est impossible parce que ça demanderait une queue de suite de 2. Par

conséquent φ3pxq “ r0, 1rzr1
3 ,

2
3 r“ K1.

Nous passons à la récurrence.

(i) Sens direct Nous supposons que x1, . . . , xn`1 P t0, 2u et nous montrons que φ3pxq P Kn`1.
Nous considérons deux cas suivant que x1 vaut 0 ou 1. Pour comprendre pourquoi nous
divisons les cas suivant la valeur de x1 et non de xn, faire un dessin de comment Kn se
transforme en Kn`1 et remarquer dans K2, les deux premiers segments ne sont pas une
division du premier segment de K1, mais bien une copie des deux segments de K1.
Écrivons encore φ3pxq :

φ3pxq “
n`1ÿ

k“1

xk
3k `

8ÿ

k“n`2

xk
3k . (14.444)

(i) Si x1 “ 0 Alors nous avons

3φ3pxq “
8ÿ

k“2

xk
3k´1 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ φ3px2, . . . , xn, xn`1, . . .q (14.445)

Vu que par hypothèse x2, . . . , xn`1 sont dans t0, 2u nous avons 3φ3pxq P Kn par hypo-
thèse de récurrence. Cela implique que φ3pxq P Kn`1.

(ii) Si x1 “ 2 Alors

φ3pxq “ 2
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k , (14.446)

et

3φ3pxq ´ 2 “
8ÿ

k“1

xk`1
3k “ φpx2, . . . , xn`1, . . .q, (14.447)

et donc là nous avons 3φ3pxq ´ 2 P Kn, ce qui implique encore φ3pxq P Kn`1.
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(ii) Sens réciproque Nous devons maintenant prouver que φ3pxq P Kn`1 implique x1, . . . , xn`1 P
t0, 2u. Par le même calcul que précédemment nous avons soit

3φ3pxq “ φ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (14.448)

si x1 “ 0, soit
3φ3pxq ´ 2 “ φ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (14.449)

si x1 “ 2. Dans les deux cas, si xl “ 1 pour un certain 2 ď l ď n ` 1, alors l’hypothèse de
récurrence donne que ces éléments ne sont pas dans Kn et donc φ3pxq pas dans Kn`1.

Corolaire 14.157 ([1]).
En posant E “ tx P D3 tel que xi ‰ 1@iu nous avons K “ φ3pEq. Et plus précisément, φ3 : E Ñ K
est une bijection.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois étapes.
(i) Image contenue dans K Si x P E et n P N nous avons x1, . . . , xn P t0, 2u et donc φ3pxq P

Kn par la proposition 14.156. Donc

φ3pxq P
č

ně1
Kn “ K. (14.450)

(ii) Injective L’application φ3 : E Ñ K est injective parce qu’elle est déjà injective depuis D3.
(iii) Surjective Soit p P K Ă r0, 1r. Vu que φ3 : D3 Ñ r0, 1r est surjective (théorème 11.135), il

existe x P D3 tel que φ3pxq “ p. Pour tout n nous avons φ3pxq P Kn et donc x1, . . . , xn P t0, 2u
et donc au final x P E.

Proposition 14.158 ([1]).
L’ensemble de Cantor est non dénombrable.

Démonstration. Nous avons prouvé à la proposition 11.136 que l’ensemble D2 n’était pas dénom-
brable. Nous allons à présent prouver que l’application

ψ : D2 Ñ K

c ÞÑ φ3pc en remplaçant les 1 par des 2q (14.451)

est une bijection. Le fait que ψ soit injective est une conséquence du fait que ce soit la composition
de deux applications injectives (le remplacement et φ3). Il faut par contre montrer que l’image est
égale à K, en notant qu’il n’est pas évident à priori que l’image soit contenue dans K.

L’opération qui consiste à remplacer les 1 par des 2 est une bijection D2 Ñ E. Le coro-
laire 14.157 nous dit aussi que φ3 : E Ñ K est une bijection. En tant que composée de bijections,
ψ est une bijection.

Étant en bijection avec D2 qui n’est pas dénombrable par la proposition 11.136, l’ensemble de
Cantor n’est pas dénombrable.

Proposition 14.159 (Ensemble de Cantor).
L’ensemble de Cantor 52 est borélien, non dénombrable et de mesure nulle.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la définition 14.154. Le fait que l’ensemble de
Cantor soit non dénombrable a été prouvé dans la proposition 14.158.

52. Définition 14.154
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L’ensemble de Cantor étant une intersection dénombrable de boréliens, il est borélien par le
lemme 14.3. Vu que Kn Ă r0, 1r nous avons 1

3Kn ď 1
3 et 1

3pKn ` 2q ě 2
3 , donc Kn est une union

disjointe de 2n intervalles de mesure 2{3n. Nous avons donc

λpKnq “
ˆ

2
3

˙n
. (14.452)

L’ensemble de Cantor étant contenu dans chacun des Kn, sa mesure est plus petite que la mesure
de chacun des Kn (lemme 14.22) et donc λpKq ď `2

3
˘n pour tout n ; ergo λpKq “ 0.

14.8.6 Mesure positive sans intervalle

Vu que la mesure de Lebesgue est basée sur la mesure des intervalles et quelques extensions,
nous sommes en droit de croire qu’une partie de mesure strictement positive de R doit toujours
contenir un intervalle, éventuellement à partie de mesure nulle près. Eh bien non.

Exemple 14.160 ([427]).
Soient une énumération pqiq de QX s0, 1r et une suite priq telle que

ř8
i“0 ri ă 1

2 . Quitte à prendre
ri plus petit, supposons de plus que Bpqi, riq Ă r0, 1s.

Nous posons Jn “ Bpqn, rn{2q, J “ Ť8
n“0 Jn et

B “ r0, 1szJ. (14.453)

Les parties Ji ne sont pas disjointes, donc, en notant λ la mesure de Lebesgue,

0 ă λpJq ď
8ÿ

i“0
λpJiq ď 1

2 . (14.454)

Mais, par définition, l’union r0, 1s “ B Y J est disjointe, donc

1 “ λ
`r0, 1s˘ “ λpJq ` λpBq. (14.455)

Nous en déduisons que
1
2 ď λpBq ď 1. (14.456)

Je plaide que cette partie B ne contient non seulement aucun intervalle, mais qu’il est impossible
de le compléter par une partie de mesure nulle pour obtenir un intervalle.

Soit un intervalle I dans r0, 1s. Il existe qi P I et donc 53

Ji Ă BzI. (14.457)

Donc il n’existe pas de parties de mesure nulle qui, ajoutée à B, contiendrait I. △

Vous voulez un truc dingue à propos de la partie J de l’exemple 14.160 ? Le théorème 14.151
nous dit qu’il existe dans J des compacts de mesure arbitrairement proches de λpJq. Il existe donc
des compacts non seulement de mesure strictement positive mais même de mesure assez grande,
tout en étant infiniment découpés.

14.9 Intégrale par rapport à une mesure
14.161.
Nous n’en avons pas encore terminé avec la théorie de la mesure, mais nous devons quand même
définir les intégrales et voir quelques propriétés avant de continuer avec la mesure parce que la
définition de la mesure sur un espace mesurable produit 54 passe par une intégrale.

53. C’est ici que nous utilisons le fait que ri est choisi pour que Bpqi, riq ne déborde pas de r0, 1s. Sinon il aurait
fallu chipoter et prendre seulement une partie de la boule.

54. Théorème 14.239.
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14.162.
En théorie de l’intégration, la convention est la suivante : pour une fonction f : X Ñ R, nous
considérons sur X la tribu des ensembles mesurables au sens de Lebesgue sur X, tout en gardant
celle des boréliens sur l’ensemble d’arrivée. C’est-à-dire qu’en théorie de l’intégration, c’est

f :
`
X,LebpXq˘ Ñ `

R,BorpRq˘. (14.458)

En particulier, f : Rn Ñ Rm sera mesurable si pour tout borélien A de Rm l’ensemble f´1pAq est
Lebesgue-mesurable dans Rn.

Étant donné qu’il est franchement difficile de créer des ensembles non mesurables au sens
de Lebesgue, il est franchement difficile de créer des fonctions non mesurables à valeurs réelles.
L’hypothèse de mesurabilité est donc toujours satisfaite dans les cas pratiques.

Voir aussi le point 14.117, et les résultats qui suivent.

14.9.1 Définition pour les fonctions à valeurs positives

Voir le thème 30.
Une mesure µ sur un espace mesurable pΩ,Aq permet de définir une fonctionnelle linéaire sur

l’ensemble des fonctions mesurables Ω Ñ R. Cette fonctionnelle linéaire est l’intégrale que nous
allons définir à présent.

Définition 14.163.
Soient pΩ,A, µq un espace mesuré ainsi que Y P A. Notre but est de définir

ż

Y
fdµ (14.459)

que nous nommons intégrales de f de f sur Y pour la mesure µ.
(i) Fonction étagée Si f est une fonction étagée 55, et si sa forme canonique est f “ řn

i“1 αi1Ai

alors nous définissons ż

Y
fdµ “

ÿ

i

αiµpY XAiq. (14.460)

(ii) Fonction mesurable à valeurs positives Pour une fonction A-mesurable f : Ω Ñ r0,8s
nous définissons l’intégrale de f sur Y par

ż

Y
fdµ “ sup

!ż

Y
ψdµ où ψ est une fonction étagée telle que 0 ď ψ ď f

)
. (14.461)

Remarque 14.164.
Toute fonction mesurable à valeurs dans r0,`8s est intégrable (l’intégrale vaut éventuellement
`8). Au moment où une fonction commence à prendre des valeurs positives et négatives, nous
demandons à pouvoir intégrer séparément les parties positives et négatives. C’est pour cela que
nous disons qu’une fonction f à valeurs dans R est intégrable si |f | l’est.

14.165.
Le nombre

ş8
0 f est défini directement par (14.461) complètement indépendamment d’une éven-

tuelle limite limxÑ8
şx
0 f . Cette limite sera traitée dans le lemme 14.263.

14.166.
Si la fonction n’est pas mesurable ? Alors nous n’avons pas défini son intégrale. Supposons la plus
simple des fonctions non mesurables sur Ω : la fonction indicatrice d’une partie non mesurable :

fpxq “
#

1 si x P A
0 sinon.

(14.462)

55. Définition 14.109.
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où A Ă Ω n’est pas mesurable 56.
Nous supposons que l’espace mesuré pΩ,F , µq est complet (définition 14.65). Vu que A n’est

pas mesurable, il n’est pas contenu dans une partie négligeable (parce que l’espace est complet), et
nous voulons que l’intégrale ne soit pas nulle ; sinon on se demande bien à quoi sert une intégrale.

Toute fonction étagée minorant f est forcément nulle en dehors de A. Dès que B est une partie
mesurable de mesure non nulle dans A, le complémentaire de B dans A est encore non mesurable,
et nous voulons encore que l’intégrale de f sur ce complémentaire soit non nulle.

Mais comme A n’est pas mesurable et que 1A n’est le supremum d’aucune suite de fonctions
mesurables (lemme 14.97), bien que le supremum qui définirait l’intégrale de f existe (toute partie
de R a un supremum), il est sans espoir que ce supremum ait un sens que l’on puisse interpréter
en tant que mesure de f .

Lemme 14.167.
L’intégrale d’une fonction positive nulle presque partout est nulle.

Démonstration. Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, et une fonction mesurable f : Ω Ñ r0,8s. Nous
posons

Ω` “ tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u. (14.463)

L’hypothèse est que µpΩ`q “ 0. Nous devons prouver que
ş
Ω fdµ “ 0. Vu que f est positive, nous

utilisons la définition 14.460. Soit une fonction étagée positive ψ minorant f . Nous la décomposons
en

ψ “
nÿ

k“1
ψk1Ak

(14.464)

où les Ak sont mesurables et ψk P r0,8r. Nous allons prouver que ψiµpAkq “ 0 pour tout k, en
séparant trois cas.

(i) Si Ak X Ω` “ H Soit x P Ak. Nous avons

0 “ ψpxq “
ÿ

k

ψk1Ak
pxq “ ψk. (14.465)

Donc ψk “ 0.
(ii) Si Ak Ă Ω` Alors, par le lemme 14.22, µpAkq ď µpΩ`q “ 0 et donc ψkµpAkq “ 0.
(iii) Si Ak X Ω` ‰ Ak Soit x P AkzΩ`. Nous avons

ψk “ ψpxq ď fpxq “ 0, (14.466)

et donc encore ψk “ 0.

Nous avons donc prouvé que pour toute fonction étagée positive minorant f ,
ż

Ω
ψdµ “

nÿ

k“1
ψkµpAkq “ 0. (14.467)

Le supremum est donc nul.

14.9.2 Premières propriétés

14.168.
Si pΩ,A, µq est un espace mesurable, et si Y est un élément de A, nous avons l’espace mesurable
pY,AY , µY q donné par

— Ay “ tB X Y tel que B P Au,
— µY “ µ.

56. Ça existe, par exemple 14.153.
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Et là, nous arrivons à un problème de notations parce que
ş
Y fdµ peut désigner l’intégrale de f

sur Y dans pΩ,A, µq ou l’intégrale de f sur Y dans pY,AY , µY q.
Heureusement, nous allons tout de suite montrer que ces deux choses sont identiques.

Lemme 14.169.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi que Y P A. Nous considérons une fonction f : Ω Ñ R` qui
est A-mesurable et intégrable sur Y .

Alors, avec des notations que j’espère être claires,
(1) f est AY -mesurable,
(2) f est pY,AY , µY q-intégrable,
(3) nous avons l’égalité ż

pY,AY ,µY q
f |Y “

ż

pY ĂΩ,A,µq
f. (14.468)

Démonstration. Nous considérons les deux ensembles suivants :

S1 “ tψ étagées sur Y et majorées par f |Y u (14.469a)
S2 “ tψ étagées sur Ω et majorées par fu. (14.469b)

Nous considérons l’application suivante :
s : S1 Ñ S2

spψqpxq “
#
ψpxq si x P Y
0 sinon.

(14.470)

L’application s est une bijection.
Pour ψ P S1 nous avons

ψ “
nÿ

k“1
ψk1Ak

|Y (14.471)

avec Ak P AY Ă A et 1Ak
|Y : Y Ñ t0, 1u. Nous avons aussi

spψq “
ÿ

k

ψk1Ak
(14.472)

avec 1Ak
: Ω Ñ t0, 1u.

En ce qui concerne les intégrales de ces fonctions étagées, nous avons
ż

pY,AY ,µY q
ψ “

nÿ

k“1
ψkµY pAk X Y q (14.473a)

“
nÿ

k“1
ψkµpAkq (14.473b)

“
ż

pY ĂΩ,A,µq
spψq. (14.473c)

Justifications. Pour passer à (14.473b) nous avons utilisé d’abord que Ak Ă Y et ensuite que
µY pAkq “ µpAkq.

Nous sommes maintenant prêts à prouver l’égalité du lemme. Nous avons ceci :
ż

pY,AY ,µY q
f |Y “ supt

ż

pY,AY ,µY q
ψ tel que ψ P S1u (14.474a)

“ supt
ż

pY ĂΩ,A,µq
spψq tel que ψ P S1u (14.474b)

“ supt
ż

pY ĂΩ,A,µq
φ tel que φ P S2u (14.474c)

“
ż

pY ĂΩ,A,µq
f. (14.474d)
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Lemme 14.170.
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré et si B P A alors

µpBq “
ż

B
1dµ “

ż

Ω
1B. (14.475)

Démonstration. La fonction caractéristique d’une partie mesurable est une fonction étagée dont la
forme canonique est 1B “ 1 ·1B ` 0 ˆ 1Bc . Son intégrale est donc

ż
1Bdµ “ 1 ˆ µpBq ` 0 ˆ µpBcq “ µpBq (14.476)

parce que 0 ˆ µpBcq “ 0, même si µpBcq “ 8, comme nous l’avons convenu en 14.90.

Proposition 14.171 ([1]).
Soient une fonction f : pΩ,A, µq Ñ R` et une fonction g intégrable sur Ω telle que f ď g. Alors f
est intégrable.

Démonstration. Une fonction étagée qui minore f minore également g. Donc l’ensemble sur lequel
il faut faire le supremum pour définir

ş
Ω f est inclus dans celui pour

ş
Ω g. Le second supremum

étant fini, le premier l’est également.

Lemme 14.172.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, une fonction f : Ω Ñ R` et Y P A. Nous avons :

ż

Y
fdµ “

ż

Ω
f1Y dµ. (14.477)

Démonstration. En plusieurs parties, selon la généralité.
(i) Si f est étagée Nous posons f “ řn

k“1 fk1Ak
avec fk P R`. Dans ce cas,

f1Y “
ÿ

k

fk1AkXY (14.478)

est encore une fonction étagée. Donc nous avons d’une part
ż

Ω
f1Y “

ż

Ω

ÿ

k

fk1AkXY “
ÿ

k

fkµpAk X Y q, (14.479)

et d’autre part, ż

Y
fdµ “

ÿ

k

fkµpY XAkq, (14.480)

(ii) Si f est à valeurs positives Nous posons

S1 “ tψ étagées sur Ω tel que 0 ď ψ ď f1Y u (14.481)

et
S2 “ tψ1Y tel que ψ étagée avec 0 ď ψ ď fu. (14.482)

Nous prouvons que S1 “ S2.
Si ψ P S1, alors

0 ď ψ ď f1Y ď f. (14.483)
De plus comme ψ “ 0 hors de Y nous avons ψ “ ψ1Y .
Pour l’autre inclusion, soit 0 ď ψ ď f pour une fonction étagée ψ et montrons que ψ1Y P S1.
L’application ψ1Y est étagée sur Ω et vérifie

0 ď ψ1Y ď f1Y (14.484)

parce que ψ ď f .
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(iii) L’égalité à prouver Dans l’égalité 14.477 à prouver, le membre de droite est, d’après la
définition 14.461, ż

Ω
f1Y “ supt

ż
ψ tel que ψ P S1u. (14.485)

Il nous reste donc à prouver que
ş
Y f se calcule de la même façon avec les éléments de S2.

D’abord nous copions la définition :
ż

Y
f “ supt

ż

Y
ψ tel que 0 ď ψ ď fu. (14.486)

Ensuite nous réfléchissons un peu. Si 0 ď ψ ď f avec ψ “ ř
k ψk1Ak

, alors
ż

Y
ψ “

ÿ

k

µpAk X Y qψk “
ż

Y
ψ1Y “

ż

Ω
ψ1Y . (14.487)

La dernière égalité est la partie déjà faite, à propos des fonctions étagées. Nous avons donc
bien ż

Y
f “ supt

ż

Y
s tel que s P S2u. (14.488)

14.9.3 Propriétés plus avancées

14.9.3.1 Convergence monotone

Le théorème suivant est très utile parce que le théorème fondamental d’approximation 14.115
donne les fonctions étagées qu’il faut.

Théorème 14.173 (Théorème de la convergence monotone ou de Beppo-Levi[428]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et pfnq une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans
r0,8s. Alors la limite ponctuelle limnÑ8 fn existe, est mesurable et

lim
nÑ8

ż

Ω
fndµ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fndµ, (14.489)

cette intégrable valant éventuellement 8.

Démonstration. La limite ponctuelle de la suite est la fonction à valeurs dans r0,8s donnée par

fpxq “ lim
nÑ8 fnpxq. (14.490)

Ces limites existent parce que pour chaque x la suite fnpxq est une suite numérique croissante.
Nous notons

I0 “
ż

Ω
fdµ. (14.491)

Nous posons par ailleurs
In “

ż

Ω
fn. (14.492)

Cela est une suite numérique croissante qui a par conséquent une limite que nous notons I “
limnÑ8 In. Notre objectif est de montrer que I “ I0. D’abord par croissance de la suite, pour tous
n nous avons In ď I0, par conséquent I ď I0.

Nous prouvons maintenant l’inégalité dans l’autre sens en nous servant de la définition (14.461).
Soit une fonction étagée h telle que h ď f , et une constante 0 ă C ă 1. Nous considérons les
ensembles

En “ tx P Ω tel que fnpxq ě Chpxqu. (14.493)
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Ces ensembles vérifient les propriétés En Ă En`1 et
Ť8
n“1En “ Ω. Pour chaque n nous avons les

inégalités ż

Ω
fn ě

ż

En

fn ě C

ż

En

h. (14.494)

Si nous prenons la limite n Ñ 8 dans ces inégalités,

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě C lim

nÑ8

ż

En

h “ C

ż

Ω
h. (14.495)

Par conséquent limnÑ8
ş
fn ě C

ş
Ω h. Mais étant donné que cette inégalité est valable pour tout

C entre 0 et 1, nous pouvons l’écrire sans le C :

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
h. (14.496)

Par définition, l’intégrale de f est donné par le supremum des intégrales de h où h est une fonction
simple dominée par f . En prenant le supremum sur h dans l’équation (14.496) nous avons

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
f, (14.497)

ce qu’il nous fallait.

Remarque 14.174.
La proposition 14.115 ainsi que le lemme 14.113 montrent qu’une fonction mesurable peut-être
écrite comme limite croissante de fonctions simples. Cela permet de démontrer des théorèmes en
commençant par prouver sur les fonctions simples et en utilisant Beppo-Levi pour généraliser.

Remarque 14.175.
Une des raisons de demander la positivité des fonctions fn est de n’avoir pas d’ambiguïté à parler
d’intégrales qui valent 8. Si par exemple nous prenons Ω “ r0, 1s et que nous considérons

fnpxq “
#

0 si x ď 1
n

1
x sinon.

(14.498)

Ce sont des fonctions intégrables, mais la limite étant la fonction 1{x, l’égalité (14.489) est une
égalité entre deux intégrales valant 8.

Corolaire 14.176 (Inversion de somme et intégrales).
Si punq est une suite de fonctions mesurables positives ou nulles, alors

8ÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
ui. (14.499)

Démonstration. Nous considérons la suite des sommes partielles de punq : fnpxq “ řn
i“0 uipxq. Le

théorème de la convergence monotone (théorème 14.173) implique que

lim
nÑ8

ż
fn “

ż
lim
nÑ8 fn. (14.500)

Nous remplaçons maintenant fn par sa valeur en termes des ui et dans le membre de gauche nous
permutons l’intégrale avec la somme finie :

lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
un, (14.501)

ce qu’il fallait démontrer.
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14.9.3.2 Lemme de Fatou

Lemme 14.177 (Lemme de Fatou).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et fn : Ω Ñ r0,8s une suite de fonctions mesurables. Alors la
fonction fpxq “ lim inf fnpxq est mesurable et

ż

Ω
lim inf fndµ ď lim inf

ż

Ω
fdµ. (14.502)

Démonstration. Nous posons
gnpxq “ inf

iěn fipxq. (14.503)

Cela est une suite croissance de fonctions positives mesurables telles que, par définition,

lim
nÑ8 gnpxq “ lim inf fnpxq. (14.504)

Nous pouvons y appliquer le théorème de la convergence monotone,

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim inf fnpxq. (14.505)

Par ailleurs, pour chaque i ě n nous avons
ż
gn ď

ż
fi, (14.506)

en passant à l’infimum nous avons ż
gn ď inf

iěn

ż
fi, (14.507)

et en passant à la limite nous avons
ż

lim inf fn “ lim
nÑ8

ż
gn ď lim

nÑ8 inf
iěn

ż
fi “ lim inf

iÑ8 inf fi. (14.508)

L’inégalité donnée dans ce lemme n’est en général pas une égalité, comme le montre l’exemple
suivant :

fi “
#
1r0,1s si i est pair
1r1,2s si i est impair.

(14.509)

Nous avons évidemment gnpxq “ 0 tandis que
ş

r0,2s fi “ 1 pour tout i.

Théorème 14.178 ([410]).
Soient f, g des fonctions étagées positives 57 sur pΩ,A, µq. Alors si α P r0,8s nous avons

(1) ż

Ω
pαfqdµ “ α

ż

Ω
fdµ. (14.510)

(2) ż

Ω
pf ` gqdµ “

ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (14.511)

(3) Si ak P R` et si les fk sont étagées positives,

ż

Ω

˜
nÿ

k“1
akfk

¸
“

nÿ

k“1
ak

ˆż

Ω
fkdµ

˙
. (14.512)

57. Pour le cas plus général, voir 14.186.
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Démonstration. En ce qui concerne le produit par un nombre, tout repose sur le fait que

pαfq´1pαaiq “ f´1paiq, (14.513)

ce qui fait que si la représentation canonique de f est f “ ř
i ai1Ai alors la représentation canonique

de αf est αf “ ř
ipαaiq1Ai . Donc

ż

Ω
αfdµ “

ÿ

i

αaiµpAiq “ α
ÿ

i

aiµpAiq “ α

ż

Ω
fdµ. (14.514)

Pour la somme c’est plus lourd. Soient les formes canoniques

f “
ÿ

i

ai1Ai (14.515a)

g “
ÿ

j

bj1Bj . (14.515b)

Vu que l’union des Bj est Ω nous avons l’union disjointe Ai “ Ť
j Ai X Bj et donc µpAiq “ř

j µpAi XBjq. Nous avons donc pour les intégrales :
ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

ai
ÿ

j

µpAi XBjq (14.516a)
ż

Ω
gdµ “

ÿ

k

bk
ÿ

l

µpBk XAlq. (14.516b)

Pour la somme : ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ “

ÿ

k,l

pak ` blqµpAk XBlq. (14.517)

Nous devons maintenant évaluer
ş
Ωpf ` gqdµ. Pour cela nous remarquons que si c P pf ` gqpΩq

(l’ensemble des valeurs atteintes pas f ` g), alors nous notons

Ic “ tpk, lq tel que ak ` bl “ cu (14.518)

et nous avons
tf ` g “ cu “

ď

pk,lqPIc

pAk XBlq, (14.519)

et comme cette union est disjointe, nous pouvons faire la somme des mesures :

µpf ` g “ cq “
ÿ

pk,lqPIc

µpAk XBlq. (14.520)

Cela nous permet de faire le calcul suivant :
ż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq
cµpf ` g “ cq (14.521a)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq
c

ÿ

pk,lqPIc

µpAk XBlq (14.521b)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc

pak ` blqµpAk XBlq (14.521c)

Dans cette double somme, tous les couples pk, lq sont tirés une et une seule fois parce qu’ils sont
tous dans un et un seul des Ic, donc

ż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc

pak ` blqµpAk XBlq (14.522a)

“
ÿ

pk,lq
pak ` blqµpAk XBlq (14.522b)

“
ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (14.522c)
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Remarque 14.179.
Si f “ ř

k ak1Ak
n’est pas une décomposition canonique, il n’en reste pas moins que chacun des

1Ak
est la forme canonique de lui-même. Donc le théorème 14.178 s’applique et nous avons quand

même ż

Ω
fdµ “

ÿ

k

akµpAkq. (14.523)

Proposition 14.180.
Soient deux fonctions mesurables f, g : Ω Ñ r0,`8s. Alors

ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
f `

ż

Ω
g. (14.524)

Démonstration. Soient des suites fn Ñ f et gn Ñ g fournies par le théorème fondamental d’ap-
proximation 14.115. Par le théorème de la convergence monotone 14.173 nous avons d’une part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “

ż

Ω
pf ` gq, (14.525)

et par le théorème 14.178 nous avons d’autre part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “ lim

nÑ8
` ż

fn `
ż
gn
˘ “

ż
f `

ż
g (14.526)

où nous avons encore utilisé la convergence monotone.
En égalant les deux, nous avons notre résultat.

14.9.4 Fonctions à valeurs réelles

L’intégrale d’une fonction à valeurs dans r0,`8s étant faite, nous passons aux fonctions à
valeurs dans r´8,`8s.
Proposition-Définition 14.181 ([1]).
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ R̄. Nous considérons les deux fonction suivantes à valeurs
dans r0,`8s :

f`pxq “
#

0 si fpxq ă 0
fpxq si fpxq ě 0.

(14.527a)

f´pxq “
#

0 si fpxq ą 0
´fpxq si fpxq ď 0.

(14.527b)

Nous avons
ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8.
Dans ce cas nous disons que f est intégrable au sens de Lebesgue et nous posons

ż

Ω
f “

ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´ (14.528)

Démonstration. Vu que f est mesurable, les fonctions f` et f´ sont également mesurables et nous
avons l’égalité

|f | “ f` ` f´. (14.529)

La proposition 14.180 nous dit alors que
ż

Ω
|f | “

ż

Ω
f` `

ż

Ω
f´. (14.530)

Dans cette égalité, tous les nombres sont dans r0,8s. Le membre de gauche vaut `8 si et seulement
si au moins un des deux de droite vaut `8.
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Nous verrons comment donner un sens à
ş
Ω f dans certains cas où f n’est pas intégrable sur Ω

dans la section 14.13.7 sur les intégrales impropres.
Nous définissons aussi

µpfq “
ż

Ω
f (14.531)

si f est une fonction mesurable sur Ω.

Lemme 14.182.
Pour f : Ω Ñ R nous avons

ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f existe et est finie.

Démonstration. Deux sens.
(i) ñ La proposition 14.181 nous indique que

ş
Ω f

` et
ş
Ω f

´ sont finies. Dans ce cas, la partie
« définition » de 14.181 donne

ş
Ω f “ ş

Ω f
` ´ ş

Ω f
´ ă 8.

(ii) ð Nous n’avons défini
ş
Ω f que dans le cas où les intégrales de f` et f´ sont finies.

Ce lemme justifie pourquoi nous appelons l’espace L1 l’espace des « fonctions intégrables ».

Remarque 14.183.
Dans Rd, quasiment toutes les fonctions et ensembles sont mesurables. En effet la construction
d’ensembles non mesurables demande obligatoirement l’utilisation de l’axiome du choix ; de tels
ensembles doivent être construits « exprès pour ». Il y a très peu de chances pour que vous tombiez
sur un ensemble non mesurable de Rd sans que vous ne vous en rendiez compte.

Il y en a un en l’exemple 14.153.

Remarque 14.184.
« Mesurable » ne signifie pas « intégrable ». Par exemple la fonction

f : R Ñ R̄

ω ÞÑ
#

1
ω si ω ‰ 0
8 si ω “ 0.

(14.532)

est mesurable, mais non intégrable.

14.9.5 Additivité de l’intégrale

Lemme 14.185.
Soit une fonction f : Ω Ñ R telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P Ω. Si g est intégrable, alors f
est intégrable.

Démonstration. La fonction g est manifestement à valeurs réelles positives. La proposition 14.171
nous dit alors que |f | est intégrable. Ensuite c’est au tour de la proposition 14.181 de conclure à
l’intégrabilité de f .

Proposition 14.186.
Soient deux fonctions intégrables sur pS,F , µq et à valeurs dans C. Alors f ` g est intégrable et

ż

S
pf ` gqdµ “

ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (14.533)

Démonstration. En plusieurs étapes suivant la généralité de f et g.
(i) Si f et g sont étagées et positives C’est le théorème 14.178(2) déjà prouvé.
(ii) Si f et g sont à valeurs positives Le théorème fondamental d’approximation 14.115 nous

permet de considérer des suites croissantes de fonctions étagées positives pfkq et pgkq qui vé-
rifient fk Ñ f et gk Ñ g.
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Pour chaque k nous avons
ż

S
pfk ` gkqdµ “

ż

S
fkdµ`

ż

S
gkdµ. (14.534)

De plus, la suite k ÞÑ fk`gk est une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant
vers f ` g. Le théorème de la convergence monotone 14.173 nous permet donc de passer à
la limité dans (14.534) et de permuter toutes les limites avec toutes les intégrales, des deux
côtés.

(iii) f et g à valeurs réelles Il faut diviser le domaine en de nombreuses régions suivant les
signes de f , g et f ` g.

Nous prouvons à présent l’additivité de l’intégrale pour des unions finie. Une version pour les
unions dénombrables sera donnée dans les propositions 14.203 et 14.204.

Proposition 14.187 (σ-additivité finie).
Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes de pΩ,A, µq et si f : Ω Ñ R est intégrable sur AYB alors
les intégrales

ş
A f et

ş
B f existent et

ż

AYB
f “

ż

A
f `

ż

B
f. (14.535)

Démonstration. Vu que A et B sont disjoints, 1AYB “ 1A`1B. En utilisant alors le lemme 14.172
et la proposition 14.186 nous avons le calcul

ż

AYB
f “

ż

Ω
f1AYB “

ż

Ω
f1A `

ż

Ω
f1B “

ż

A
f `

ż

B
f. (14.536)

14.9.6 Fonctions à valeurs vectorielles (dimension finie)

Nous voulons intégrer des fonctions du type

f : Ω Ñ V (14.537)

où Ω et V sont des espaces vectoriels. Nous expliquons à présent plus précisément le cadre.

14.188.
Nous considérons à présent un espace vectoriel normé pV, }.}q de dimension finie, et un espace
mesuré pΩ,A, µq.

Attention à ne pas confondre espace de départ et espace d’arrivée. Vu que V est un espace
topologique, nous avons bien entendu les boréliens de V , et pour peut que nous ayons une mesure
sur V (qui qui n’est pas compliqué à créer à partir de celle canonique de Rn et un isomorphisme),
nous avons déjà une définition de

ş
V fdµ lorsque f : V Ñ R.

Ici nous nous proposons non d’intégrer f : V Ñ R mais bien f : pΩ,A, µq Ñ V où V est un
espace vectoriel normé.

Le lemme suivant est le point de départ pour définir les intégrales de fonctions à valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie. Pour les fonctions à valeurs dans un espace de dimension
infinie (par exemple de Banach), il existe des choses, mais c’est un peu plus compliqué.

Lemme 14.189 ([1]).
Soit un espace vectoriel V réel de dimension finie, muni de la norme N . Soient une base teiu de V ,
et une fonction f : pΩ,A, µq Ñ V telle que la norme Npfq : Ω Ñ R` soit intégrable. Nous notons
fi les composantes de f : fpxq “ ř

i fipxqei.
Alors pour chaque i,



1218 CHAPITRE 14. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

(1) la fonction |fi| : Ω Ñ R` est intégrable,
(2) la fonction fi : Ω Ñ R est intégrable.

Démonstration. Si V était un espace muni d’un produit scalaire, et si la base teiu était ortho-
normée, ce serait facile parce que la norme majore toutes les composantes. Hélas, ce n’est pas
spécialement le cas. La base teiu n’est pas spécialement orthonormée et même la norme N ne
dérive pas spécialement d’un produit scalaire.

Nous allons utiliser l’équivalence de toutes les normes en dimension finie (théorème 11.46) pour
nous ramener au cas d’une norme euclidienne.

Nous considérons sur V la norme « euclidienne » construite sur la base teiu : }ři viei} “ ř
i |vi|2.

Par équivalence des normes nous avons des nombres non nuls λ1 et λ2 tels que

Npvq ď λ1}v}, (14.538)

et
}v} ď λ2Npvq (14.539)

pour tout v P V . Pour un i fixé nous avons alors les majorations

N
`
fipxqei

˘ ď λ1}fipxqei} ď λ1}fpxq} ď λ1λ2N
`
fpxq˘. (14.540)

En posant Ni “ Npeiq nous avons la majoration 58

|fipxq| ď λ1λ2
NpeiqN

`
fpxq˘. (14.541)

L’application
|fi| : Ω Ñ R`

x ÞÑ |fipxq| (14.542)

est donc une fonction à valeurs réelles positives, majorée par une fonction intégrable (la fonction
x ÞÑ N

`
fpxq˘). Elle est donc intégrable par le lemme 14.185.

La fonction fi elle-même est alors intégrable par la proposition 14.181.

Notons que ce lemme est en réalité très simple si V est un espace vectoriel normé dont la norme
découle d’un produit scalaire, comme c’est le cas pour C. D’ailleurs, il ne faut pas se voiler la face :
le cas d’intégrales de fonctions à valeurs dans C sera dans le Frido le cas de loin le plus courant.
À ce propos, nous n’avons pas encore défini ce que nous voulons noter

ş
Ω fdµ lorsque f est une

fonction à valeurs vectorielles. Comblons vite ce manque . . .

Proposition-Définition 14.190 ([1]).
Soit une fonction f : Ω Ñ V où V est un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit une base
teiu de V . Si la fonction }f} : Ω Ñ R` est intégrable, alors

(1) toutes les composantes fi : Ω Ñ R sont intégrables,
(2) le vecteur

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei (14.543)

ne dépend pas de la base choisie.
Dans ce cas, la fonction f est dite intégrable et nous définissons

ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei. (14.544)

58. Vous notez l’utilisation de la condition (3) de la définition 7.146 de la norme pour « convertir » la norme N
en valeur absolue.
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Démonstration. Le fait que les composantes soient intégrables est le lemme 14.189. Soient deux
bases de V , teiu et tsαu, liées conformément à (4.214) par la relation sα “ ř

iQiαei pour une
certaine matrice inversible Q. Nous avons pour tout x P Ω :

fpxq “
ÿ

i

fipxqei “
ÿ

α

fαpxqsα (14.545)

avec fαpxq “ ř
i fipxqQ´1

αi par la proposition 4.113.
Notons pour être pointilleux que les ensembles teiu et tsαu ne sont pas indexés par le même

ensemble, de telle sorte que fi ne peut pas être confondu avec fα, même lorsqu’on attribue des
valeurs à i et à α.

Comme combinaisons linéaires des fonctions fi qui sont intégrables, les fonctions fα sont inté-
grables (proposition 14.186). En écrivant

ş
Ω f par rapport à la base tsαu nous trouvons :

ÿ

α

p
ż
fαqsα “

ÿ

α

` ż ÿ

i

fipxqQ´1
αi dx

˘ÿ

j

Qjαej (14.546a)

“
ÿ

j

ż ÿ

αi

fipxqQ´1
αi Qjαdxej (14.546b)

“
ÿ

j

ż
fjpxqdxej (14.546c)

“
ÿ

j

p
ż
fjqej (14.546d)

où nous avons permuté des sommes finies et des intégrales des fonctions fi, à valeurs dans R en
vertu de la proposition 14.186

La proposition suivante est, pour les intégrales à valeurs vectorielles, analogue à la proposition
14.181.

Proposition 14.191.
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ pV, }.}q. Soit une base teiu de V et la décomposition f “ř
i fiei.

Nous avons équivalence entre
(1)

ş
Ω }f} ă 8

(2)
ş
Ω |fi| ă 8

(3)
ş
Ω f

`
i ă 8 et

ş
Ω f

´
i ă 8.

Démonstration. L’équivalence entre les points (2) et (3) est la proposition 14.181. Nous démontrons
l’équivalence entre (1) et (2).

Vu que toutes les normes sont équivalentes sur V , nous considérons en particulier la norme
associée à la base teiu donnée par

Npxq “
ÿ

i

|xi|. (14.547)

Il existe des constantes λ1 et λ2 telles que

λ1
`ÿ

i

|fipxq|˘ ď }fpxq} ď λ2
`ÿ

i

|fipxq|˘ (14.548)

pour tout x P Ω.
La première inégalité dit que si

ş
Ω }f} ă 8, alors λ1

`ř
i

ş
Ω |f ´ i|˘ ă 8. Et vu que chacun des

termes est positif, ils sont tous finis.
La seconde inégalité donne l’implication réciproque.
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14.9.7 Quelques propriétés

Le lemme suivant nous aide à détecter des fonctions presque partout nulles.

Lemme 14.192.
Soit f une fonction mesurable positive ou nulle telle que

ż

Ω
fdµ “ 0. (14.549)

Alors f “ 0 µ-presque partout.

Démonstration. L’ensemble des points x P Ω tels que fpxq ‰ 0 peut s’écrire comme une union
dénombrable disjointe :

tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “
8ď

i“0
Ei (14.550)

avec

E0 “ tx P Ω tel que fpxq ą 1u (14.551a)

Ei “ tx P Ω tel que 1
i` 1 ď fpxq ă 1

i
u. (14.551b)

Si un des ensembles Ei est de mesure non nulle, alors nous pouvons considérer la fonction simple
hpxq “ 1

i`11Ei dont l’intégrale sur Ω est strictement positive. Par conséquent le supremum de la
définition (14.461) est strictement positif.

Nous savons donc que µpEiq “ 0 pour tout i. Étant donné que la mesure d’une union disjointe
dénombrable est égale à la somme des mesures, nous avons

µtx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “ 0, (14.552)

ce qui signifie que f est nulle µ-presque partout.

Corolaire 14.193.
Soit f une fonction mesurable sur l’espace mesuré pΩ,A, µq telle que

ż

Ω
f1fą0dµ “ 0. (14.553)

Alors f ď 0 presque partout.

Démonstration. Nous avons l’égalité d’ensembles

tf1fą0 ‰ 0u “ t1fą0 ‰ 0u. (14.554)

Mais lemme 14.192 implique que f1fą0 est nulle presque partout, c’est-à-dire que la mesure de
l’ensemble du membre de gauche est nulle par conséquent

µt1fą0 ‰ 0u “ 0. (14.555)

Cela signifie que la fonction f est presque partout négative ou nulle.

Lemme 14.194 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi qu’une partie X P A telle que µpXq ą 0. Si f : Ω Ñ R vérifie
f ą 0 sur X, alors ż

X
f ą 0. (14.556)
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Démonstration. Nous posons, pour n P N,

An “ tx P x tel que 1
n

ě fpxq ą 1
n` 1u, (14.557)

A0 “ tx P X tel que fpxq ą 1u. (14.558)
Nous avons l’union disjointe X “ Ť8

i“0Ai, et donc µpXq “ ř8
i“0 µpAiq. Nous en déduisons qu’il

existe i P N tel que µpAiq ą 0. Nous posons alors

ψ : X Ñ R

x ÞÑ
#

0 si x R Ai
1{2i si x P Ai.

(14.559)

Cette fonction ψ est étagée et vérifie 0 ď ψ ď f . Comme l’intégrale de f sur X est le supremum
des intégrales de ce type de fonctions, nous avons

ż

X
fdµ ě

ż

X
ψdµ “ 1

2iµpAiq ą 0. (14.560)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 14.195
Je n’ai pas vérifié le lemme suivant. Écrivez-moi si vous avez une démonstration.

Lemme 14.196.
Si f P L1pΩ,A, µq et si

ş
A fdµ “ 0, alors µpAq “ 0

14.9.8 Permuter limite et intégrale

14.9.8.1 Convergence uniforme

Proposition 14.197 (Permuter limite et intégrale).
Soit fn Ñ f uniformément sur un ensemble mesuré A de mesure finie. Alors si les fonctions fn et
f sont intégrables sur A, nous avons

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (14.561)

Démonstration. Notons f la limite de la suite pfnq. Pour tout n nous avons les majorations
ˇ̌
ˇ̌
ż

A
fndµ´

ż

A
fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

A
|fn ´ f |dµ (14.562a)

ď
ż

A
}fn ´ f}8dµ (14.562b)

“ µpAq}fn ´ f}8 (14.562c)

où µpAq est la mesure de A. Le résultat découle maintenant du fait que }fn ´ f}8 Ñ 0.

Il existe un résultat considérablement plus intéressant que cette proposition. En effet, l’intégra-
bilité de f n’est pas nécessaire. Cette hypothèse peut être remplacée soit par l’uniforme convergence
de la suite (théorème 14.198), soit par le fait que les normes des fn sont uniformément bornées
(théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.200).

Théorème 14.198 ([429]).
La limite uniforme d’une suite de fonctions intégrables sur un borné est intégrable, et on peut
permuter la limite et l’intégrale.

Plus précisément, soit A un ensemble de µ-mesure finie et fn : A Ñ R des fonctions intégrables
sur A. Si la limite fn Ñ f est uniforme, alors f est intégrable sur A et nous pouvons inverser la
limite et l’intégrale :

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (14.563)
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Démonstration. Soit ϵ ą 0 et n tel que }fn ´ f}8 ď ϵ (ici la norme uniforme est prise sur A).
Étant donné que fn est intégrable sur A, il existe une fonction simple φn qui minore fn telle que

ˇ̌
ˇ̌
ż

A
φn ´

ż

A
fn

ˇ̌
ˇ̌ ă ϵ. (14.564)

La fonction φn ` ϵ est une fonction simple qui majore la fonction f . Si ψ est une fonction simple
qui minore f , alors ż

A
ψ ď

ż

A
φn ` ϵ ď

ż

A
fn ` ϵµpAq. (14.565)

Par conséquent le supremum qui définit
ş
A f existe, ce qui montre que f est intégrable. Le fait qu’on

puisse inverser la limite et l’intégrale est maintenant une conséquence de la proposition 14.197.

Remarque 14.199.
L’hypothèse sur le fait que A soit de mesure finie est importante. Il n’est pas vrai qu’une suite
uniformément convergente de fonctions intégrables est intégrables. En effet nous avons par exemple
la suite

fnpxq “
#

1{x si x ă n

0 sinon
(14.566)

qui converge uniformément vers fpxq “ 1{x sur A “ r1,8r. Le limite n’est cependant guerre
intégrable sur A.

14.9.8.2 Convergence dominée de Lebesgue

Théorème 14.200 (Convergence dominée de Lebesgue).
Soit une suite de fonctions pfnqnPN sur pΩ,A, µq à valeurs dans C ou R. Nous supposons que

(1) Pour chaque n nous avons fn P L1pΩ,A, µq,
(2) fn Ñ f simplement presque partout sur Ω,
(3) Il existe une fonction g P L1pΩq telle que

|fnpxq| ď gpxq (14.567)

pour presque 59 tout x P Ω et pour tout n P N.
Alors

(1) f est intégrable,
(2) limnÑ8

ş
Ω fn “ ş

Ω f ,
(3) limnÑ8

ş
Ω |fn ´ f | “ 0.

Démonstration. La fonction limite f est intégrable parce que |f | ď g et g est intégrable 60. Par
hypothèse nous avons

´gpxq ď fnpxq ď gpxq. (14.568)

En particulier la fonction gn “ fn`g est positive et mesurable si bien que le lemme de Fatou 14.177
implique ż

Ω
lim inf gn ď lim inf

ż

Ω
gn. (14.569)

Évidemment nous avons lim inf gn “ f ` g, de telle sorte que
ż
f `

ż
g ď lim inf

ż
gn “ lim inf

ż
fn `

ż
g, (14.570)

59. Si il n’y avait pas le « presque » ici, ce théorème serait à peu près inutilisable en probabilité ou en théorie des
espaces Lp, comme dans la démonstration du théorème de Fischer-Riesz 27.44 par exemple.

60. Par le lemme 14.185
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et le nombre
ş
g étant fini, nous pouvons le retrancher des deux côtés de l’inégalité :

ż
f ď lim inf

ż
fn. (14.571)

Afin d’obtenir une minoration de
ş
f nous récrivons (14.571) pour la suite de fonctions kn “ ´fn Ñ

k “ ´f : ż
k ď lim inf

ż
kn. (14.572)

En utilisant le lemme 10.45, nous obtenons

´
ż
f ď lim inf

ż
´fn “ ´ lim sup

ż
fn, (14.573)

et donc
lim sup

ż
fn ď

ż
f. (14.574)

En combinant avec (14.571), nous avons la suite d’inégalités

lim sup
ż
fn ď

ż
f ď lim inf

ż
fn. (14.575)

La limite supérieure étant plus grande ou égale à la limite inférieure, les trois quantités sont égales.
Nous prouvons maintenant le troisième point. Soit la suite de fonctions

hnpxq “ |fnpxq ´ fpxq| (14.576)

qui tend ponctuellement vers zéro. De plus

hnpxq ď |fnpxq| ` |fpxq| ď 2gpxq, (14.577)

ce qui prouve que les hn majorés par une fonction intégrable. Donc

lim
nÑ8

ż

Ω
|fn ´ f | “ lim

nÑ8

ż

Ω
hnpxqdx “

ż

Ω
lim
nÑ8 |fnpxq ´ fpxq| “ 0 (14.578)

Remarque 14.201.
Lorsque nous travaillons sur des problèmes de probabilités, la fonction g peut être une constante
parce que les constantes sont intégrables sur un espace de probabilité.

Corolaire 14.202.
Soit paiqiPN une suite numérique absolument convergente. Alors elle est convergente. Il en est de
même pour les séries de fonctions si on considère la convergence ponctuelle.

Démonstration. L’hypothèse est la convergence de l’intégrale
ş
N

|ai|dmpiq où dm est la mesure de
comptage. Étant donné que |ai| ď |ai|, la fonction ai (fonction de i) peut jouer le rôle de g dans le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.200).

14.9.9 Additivité de l’intégrale de Lebesgque

Les propositions 14.203 et 14.204 démontrent la même chose. La différence est la méthode uti-
lisée pour permuter une somme et une intégrale. Dans le premier cas, nous utilisons la convergence
monotone (et sommes obligés de séparer le cas où f est positive), alors que dans le second cas, nous
utilisons la convergence dominée de Lebesgue, et nous ne devons pas faire de séparation d’après la
positivité de f .
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Proposition 14.203 (σ-additivité dénombrable[1]).
Si pAiqiPN sont des parties mesurables disjointes de pΩ,A, µq et si f : Ω Ñ R est intégrable surŤ8
i“0Ai alors les intégrales

ş
Ai
fdµ existent et

ż
Ť

i Ai

fdµ “
8ÿ

i“0

ż

Ai

fdµ. (14.579)

Démonstration. En deux cas d’après la positivité de f .
(i) Si f est positive Nous posons fN “ f1ŤN

i“0 Ai
. Cette suite de fonctions vérifie la limite

lim
NÑ8 fN “ f1Ť8

i“0 Ai
. (14.580)

De plus, pour chaque N nous avons
ż

Ω
fN “

ż

Ω
f1Ť

i Ai
“
ż
Ť

i Ai

f “
Nÿ

i“0

ż

Ai

f (14.581)

Justifications :
— La proposition 14.172 pour l’introduction de la fonction caractéristique de

Ť
iAi

— La proposition 14.187 qui traite le cas de la sous-additivité finie pour la dernière égalité.
La suite pfN qnPN est une suite croissante de fonctions mesurables 61 et positives. Donc le
théorème de la convergence monotone 14.173 s’applique et

8ÿ

i“0

ż

Ai

f “ lim
NÑ8

Nÿ

i“0

ż

Ai

f “ lim
NÑ8

ż
ŤN

i“0 Ai

f “ lim
NÑ8

ż

Ω
fN (14.582a)

“
ż

Ω
lim
NÑ8 fN “

ż

Ω
f1Ť8

i“0 Ai
“
ż
Ť

i Ai

fdµ. (14.582b)

(ii) Si f est à valeurs réelles Si f est à valeurs dans R, alors f “ f` ´ f´ où f` et f´ sont
intégrables. Nous avons alors

ż
Ť8

i“0 Ai

fdµ “
ż
Ť

i Ai

f` ´
ż
Ť

i Ai

f´ (14.583a)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

f` ´
8ÿ

k“0

ż

Ak

f´ (14.583b)

“
8ÿ

k“0

` ż

Ak

f` ´
ż

Ak

f´
˘

(14.583c)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

f. (14.583d)

Justifications :
— Pour (14.583c), c’est l’associativité de la somme, proposition 11.93.
— Pour (14.583d), c’est la proposition 14.186.

Proposition 14.204 (σ-additivité[430]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Nous considérons des parties disjointes tAiuiPN de Ω telles queŤ8
k“0Ak “ Ω. Si f P L1pΩq, alors

ż

Ω
fdµ “

8ÿ

k“0

ż

Ak

fdµ. (14.584)

61. La fonction f elle-même est mesurable ; c’est inclus dans la définition de « intégrable ».
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Démonstration. Nous posons Ωn “ Ťn
k“0Ak ainsi que fn “ f1Ωn . Pour chaque N P N nous avons

Nÿ

k“0

ż

Ak

fdµ “
ż
ŤN

k“0 Ak

f (14.585a)

“
ż

ΩN

f (14.585b)

“
ż

Ω
fN . (14.585c)

Justifications :
— Pour (14.585a), c’est la proposition 14.187 qui traite du cas de sommes finies.
— Pour (14.585c) c’est la proposition 14.203.

L’idée est maintenant de passer à la limite des deux côtés de (14.585). Voici le raisonnement :
— Nous montrons qu’à droite, la limite existe et vaut

ş
Ω fdµ.

— Le fait que la limite du membre de droite existe implique l’existence de la limite du membre
de gauche.

— La limite du membre de gauche vaut
ř8
k“0

ş
Ak
fdµ.

La limite du membre de droite s’établi avec le théorème de la convergence dominée de Lebesgue
14.198.

— Nous avons convergence simple fn Ñ f parce que
Ť8
n“0Ai “ Ω.

— La fonction g “ |f | est intégrable sur Ω parce que f P L1pΩq par hypothèse.
— Pour tout n P N et pour tout x P Ω nous avons |fnpxq| ď gpxq parce que |fnpxq| est soit égal

à gpxq soit égal à zéro suivant que x P Ωn ou non.
Donc le théorème de la convergence dominée est applicable. La limite du membre de droite de
(14.585) existe et vaut :

lim
NÑ8

ż

Ω
fN “

ż

Ω
f. (14.586)

Nous pouvons alors prendre aussi la limite du membre de gauche dans (14.585) et obtenir le résultat
attendu.

14.9.10 Produit d’une mesure par une fonction (mesure à densité)

Proposition-Définition 14.205 (Produit d’une mesure par une fonction[1, 431]).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq et une fonction mesurable positive w : Ω Ñ R̄`. Alors la formule

pw·µqpAq “
ż

A
wdµ (14.587)

pour tout A P F définit une mesure positive sur pΩ,Fq appelée produit de la mesure µ par la
fonction w. La fonction w est la densité de la mesure w·µ par rapport à la mesure µ.

Démonstration. D’abord pw·µqpHq “ 0 parce que le lemme 14.170 donne

pw·µqpHq “
ż

Ω
w1Hdµ “

ż

Ω
0dµ “ 0 ˆ µpΩq “ 0 (14.588)

où nous avons (éventuellement) utilisé deux fois la convention 0 ˆ 8 “ 0.
Ensuite si les ensembles Ai sont des éléments deux à deux disjoints de F alors nous avons

1Ť8
i“1 Ai

“ ř8
i“1 1Ai , et donc

pw·µqp
8ď

i“0
Aiq “

ż
Ť8

i“0 Ai

wdµ “
8ÿ

i“0

ż

Ai

wdµ “
8ÿ

i“0
pw·µqpAiq. (14.589)

où nous avons utilisé la σ-additivité dénombrable de l’intégrale de la proposition 14.203.
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En particulier nous parlons souvent de mesure à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
C’est alors la construction suivante.

Définition 14.206.
Si µ est une mesure sur Rd, une fonction f : Rd Ñ R est une densité pour µ si pour tout A Ă Rd

nous avons
µpAq “

ż

A
fpxqdx (14.590)

où dx est la mesure de Lebesgue.
Si la mesure µ admet une densité, nous disons que c’est une mesure à densité par rapport à

la mesure de Lebesgue.

Exemple 14.207.
Toutes les mesures n’admettent pas de densité. Par exemple la mesure de Dirac donnée par

νpAq “
#

1 si 0 P A
0 sinon.

(14.591)

n’a pas de densité par rapport à la mesure de Lebesgue. △

La meure ν de l’exemple 14.591 admet, au sens des distributions, la mesure de Dirac δ comme
densité, mais c’est une autre histoire qui vous sera contée une autre fois.

Proposition 14.208 ([431]).
Soit une fonction mesurable w : pS,F , µq Ñ R̄`.

(1) Si f : S Ñ R̄` est mesurable, alors f · pw·µq “ pfwq ·µ.
(2) Si f : S Ñ R̄ ou C est mesurable, elle est w·µ-intégrable si et seulement si fw est µ-

intégrable. Dans ce cas, nous avons encore f · pw·µq “ pfwq ·µ.
Attention : dans le cas où f est à valeurs dans C, alors il faut que w soit à valeurs finies dans R
parce que nous n’avons pas défini 8 ˆ z lorsque z P C.

Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat pour la fonction caractéristique de l’en-
semble mesurable A. Nous avons : 1A · pw·µqpBq “ ş

B 1Adpw·µq. Mais par définition, l’inté-
grale d’une fonction indicatrice est la mesure de l’ensemble indiqué. En passant sur le fait que
1A1B “ 1AXB,
ż

B
1Adpw·µq “ pw·µqpAXBq “

ż

S
1AXBwdµ “

ż

S
1A1Bwdµ “

ż

B
1Awdµ “ p1Awq ·µpBq.

(14.592)
Supposons maintenant que f soit une fonction étagées qui s’écrit f “ ř

k ak1Ak
où les Ak sont

des ensembles mesurables disjoints. Alors le calcul est le suivant, en utilisant le fait que sur Ak, on
a ak “ fpxq :

f · pg·µqB “
ż

B
fdpg·µq (14.593a)

“
ÿ

k

akpg·µqpAk XBq (14.593b)

“
ÿ

k

ak

ż

AkXB
gdµ (14.593c)

“
ż

AkXB
fpxqgpxqdµpxq (14.593d)

“
ÿ

k

pfg·µqpAk XBq (14.593e)

“ pfg·µqpBq (14.593f)
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parce que les AkXB forment une partition de l’ensemble B (voir le point (2) de la définition 14.18).
Si f : S Ñ R̄` est mesurable, le théorème 14.115 donne une suite croissante fn de fonctions

étagées positives convergeant (ponctuellement) vers f . Vu que la fonction w est positive, nous avons
aussi la limite positive et croissante wfn Ñ wf . Ainsi l’utilisation du théorème de la convergence
monotone est justifié dans le calcul suivant :

ż

S
fdpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
fndpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
pwfnqdµ “

ż

S
wfdµ. (14.594)

Nous passons maintenant au cas général où f est une fonction à valeurs dans R̄ ou C (avec w
finie dans ce dernier cas). Nous avons la chaine d’équivalences

ô f est pw·µq intégrable
ô |f | est pw·µq-intégrable
ô |f |w est µ-intégrable
ô |fw| est µ-intégrable.
Si cela est le cas, la formule se démontre en se ramenant au cas déjà prouvé des fonctions

positives en utilisant les pfwq` “ f`w, pfwq´ “ f´w etc.

14.9.11 Mesure et topologie

Exemple 14.209 (Un compact n’est pas toujours de mesure finie).
Soit l’espace mesurable pR,BorpRqq réel avec ses boréliens et la fonction

w :
`
R,BorpRq˘ Ñ `

R̄,BorpR̄q˘

x ÞÑ
#

1
|x| si x ‰ 0
`8 si x “ 0.

(14.595)

Essayons d’étudier la mesure de densité w par rapport à la mesure de Lebesgue.
(i) w est mesurable Soit un borélien B de R̄. Si B ne contient pas 8 alors w´1pBq est un

borélien de R par continuité de l’application restreinte w : Rzt0u Ñ R. Ici nous avons par
exemple appliqué la proposition 14.122 à chacun des deux intervalles s´8, 0r et s0,8r. Si
`8 P B alors

w´1pBq “ w´1`Bzt8u˘ Y w´1pt8uq “ w´1`Bzt8u˘ Y t0u, (14.596)

qui est borélien par union de boréliens.
(ii) Mesure produit La proposition 14.205 nous assure alors qu’en posant 62

µpBq “
ż

B

1
|x|dλpxq (14.597)

où λ est la mesure de Lebesgue, nous avons une mesure.
(iii) Mesure du singleton Pour avoir les idées claires, nous pouvons nous demander la mesure

µ
`t0u˘. Nous cela nous devons calculer

ż

t0u
1

|x|dλpxq “
ż

t0u
wpxqdλpxq (14.598)

où là, l’abus de notation n’est plus possible. Mais quelle que soit la fonction étagée h “ř
i αi1Ai considérée, ż

t0u
hpxqdλpxq “

ÿ

i

αiλ
`
Ai X t0u˘ “ 0. (14.599)

Attention : ceci n’a rien de particulier à la fonction x ÞÑ 1{|x|. Lorsqu’une mesure a une
densité par rapport à Lebesgue, la mesure d’un singleton sera toujours nulle.

62. Avec un mini abus de notation : si 0 P B, cette notation n’est pas tout à fait correcte.
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(iv) Mesure de la boule compacte Il n’en reste pas moins que µ
`r´1, 1s˘ “ 8.

△

14.210.
En réalité, il n’y a pas de liens forts entre mesure et topologie. Un espace topologique est une
chose, et y mettre une mesure en est une autre. Bien entendu, une topologie étant donnée, nous
pouvons considérer la tribu des boréliens et y mettre une mesure un peu quelconque. Il n’y a pas
de choix canonique.

Notons que même dans l’exemple de compact de mesure infinie 14.209, la mesure introduite
n’est pas sans lien avec la topologie de R. En effet pour avoir une mesure à densité par rapport à
Lebesgue, nous avons dû prendre une application mesurable par rapport à la tribu des boréliens,
laquelle est éminemment liée à la topologie. Il y a donc parfaitement moyen de construire des
espaces mesurés tenant compte de la topologie, et ayant des propriétés qui ne sont pas celle
attendues.

Quand les choses sont faciles, ça se passe bien. La proposition suivante dit qu’une fonction
continue sur un compact y est intégrable ; sauf que pour dire cela de façon précise, il faut un peu
bosser parce qu’il y a de écueils à éviter, tels que l’exemple 14.209.

Proposition 14.211 ([1]).
Soit un espace mesuré pK,A, µq et une fonction f : K Ñ R. Nous supposons pas mal de trucs
techniques :

(1) La mesure est finie : µpKq ă 8.
(2) L’ensemble K est par ailleurs un espace topologique compact 63.
(3) La fonction f est continue pour les topologies de K et de R.
(4) La fonction f est mesurable pour la tribu A de K et la tribu des boréliens de R.

Alors f est intégrable sur K et
ş
K |f | ă 8.

L’hypothèse (4) ne se déduit pas nécessairement de l’hypothèse (3). Dans les cas usuels, nous
avons bien « continue implique mesurable », mais si A n’a aucun rapport avec la topologie . . .hum
. . .

Démonstration. Si nous écrivons fpxq “ f`pxq´f´pxq avec f` et f´ prenant des valeurs positives
ou nulles[432], en vertu de la proposition 14.181, si nous devons prouver séparément

ş
K f

` ă 8 etş
K f

´ ă 8. Nous allons donc prouver cette proposition en plusieurs étapes.
(i) Si f est positive La fonction f est continue sur K qui est compact (même en tant qu’espace

topologique en soi ; il n’est pas nécessaire d’être compact dans quelque chose), donc elle a un
maximum par le théorème 7.136 nommons M ce maximum. Donc f : K Ñ r0,M s. De plus
la mesure µ sur K est finie et vérifie disons µpKq “ m.
Soit une fonction étagée h : K Ñ R` majorée par f . Nous notons

hpxq “
nÿ

i“1
αi1Aipxq (14.600)

où les Ai sont des éléments de A. Vu que 0 ď hpxq ď fpxq ď M , nous avons 64

ż

K
h “

nÿ

i“1
αiµpK XAiq ď

nÿ

i“1
MµpK XAiq ď MµpKq “ Mm (14.601)

parce que les Ai sont disjoints et vérifient
Ť
iAi “ K (lemme 14.111).

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition
(14.461) sont contenus dans r0,Mms. Le supremum est donc dans r0,Mms et est alors
strictement plus petit que l’infini.

63. Nous ne prétendons pas que la tribu A soit liée à la topologie de K.
64. Définition (14.460).
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(ii) Si f est positive ou négative Nous appliquons la première partie séparément à f` et f´.
Et nous avons alors que f est intégrable et

ż

K
|f | “

ż

K
f` `

ż

K
f´ ă 8. (14.602)

Théorème 14.212 ([431]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application mesurable φ : S1 Ñ S2.
Soit encore µ, une mesure positive sur pS1,F1q.

Si f : S2 Ñ R̄ ou C est mesurable alors,
(1) f est φpµq-intégrale si et seulement si f ˝ φ est µ-intégrable.
(2) dans le cas où f est φpµq-intégrable, nous avons

ż

S2

fd
`
φpµq˘ “

ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.603)

Démonstration. L’intégrabilité est la définition 14.181, et demande que |f | soit intégrable. L’égalité
(14.603) a un sens si les deux membres sont infinis. Tant que les fonctions considérées sont positives,
le point (1) est immédiat. Ce n’est qu’au moment où les fonctions considérées deviennent à valeurs
dans C ou R que l’intégrabilité de |f | commence à jouer parce qu’il faut que f` et f´ soient
séparément intégrables.

Nous allons prouver la formule (14.603) pour des fonctions de plus en plus générales. Pour la
suite nous notons µ1 “ φpµq.

(i) Pour f “ 1B, B mesurable Soit B P F2. Nous avons 1B ˝ φ “ 1φ´1pBq. Donc en utilisant
le lemme 14.170 nous avonsż

S2

1Bdµ
1 “ µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ “

ż

S1

1φ´1pBqdµ “
ż

S1

p1B ˝ φqdµ. (14.604)

(ii) f est étagée positive La fonction f peut être écrite sous la forme

f “
nÿ

k“1
ak1Bk

(14.605)

avec Bk P F2 et ak P R`. Nous avons alors, en utilisant la sous-additivité de l’intégrale du
théorème 14.178(3),

ż

S2

fdµ1 “
ÿ

k

ak

ż

S2

1Bk
dµ1 (14.606a)

“
ÿ

k

ak

ż

S1

p1Bk
˝ φqdµ (14.606b)

“
ż

S1

´ÿ

k

ak1Bk

¯
˝ φdµ (14.606c)

“
ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.606d)

(iii) f à valeurs dans R̄` Vu que f est mesurable, par le théorème 14.115 il existe une suite
croissante de fonctions étagées positives convergeant vers f . Soit donc cette suite, fn : S2 Ñ
R`. Les fonctions fn ˝ φ sont étagées et positives et nous avons aussi la limite ponctuelle et
croissante fn ˝φ Ñ f ˝φ parce que φ est continue. Le théorème de la convergence monotone
(théorème 14.173) permet d’écrire ceci :

ż

S2

fdµ1 “ lim
ż

S2

fndµ
1 “ lim

ż

S1

pfn ˝ φqdµ “
ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.607)
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(iv) Pour f : S2 Ñ R̄ ou C C’est maintenant que l’intégrabilité va jouer. Nous avons |f | ˝φ “
|f ˝ φ|, donc ż

S2

|f |dµ1 “
ż

S1

|f | ˝ φdµ “
ż

S1

|f ˝ φ|dµ, (14.608)

ce qui montre que f est µ1-intégrable si et seulement si f ˝ φ est µ-intégrable.
De plus si f “ f` ´ f´ alors f` ˝φ “ pf ˝φq`, f´ ˝φ “ pf ˝φq´, et de façon similaire pour
les parties imaginaires et réelles.

14.10 Mesure à densité

14.10.1 Théorème de Radon-Nikodym

Définition 14.213 ([433]).
Soient µ et ν deux mesures sur l’espace mesurable pΩ,Aq. Nous disons que la mesure µ est dominée
par ν si pour tout ensemble mesurable A, νpAq “ 0 implique µpAq “ 0.

Nous disons que la mesure signée 65 ν est absolument continue par rapport à la mesure
positive µ si pour tout A P A, nous µpAq “ 0 ñ νpAq “ 0. Dans ce cas nous notons

ν ! µ. (14.609)

Définition 14.214 ([413]).
Deux mesures signées µ et ν sur pΩ,Aq sont mutuellement singulières si il existe E,F P A tels
que

$
’&
’%

E X F “ H (14.610a)
µpAq “ µpAX Eq (14.610b)
νpAq “ νpAX F q. (14.610c)

Nous notons ce fait par
µ K ν. (14.611)

Lemme 14.215 ([1]).
Soient deux mesures positives λ et µ. Nous avons λ K µ si et seulement si il existe des parties
mesurables E1, F 1 telles que

(1) E1 Y F 1 “ Ω
(2) E1 X F 1 “ H
(3) µpF 1q “ λpE1q “ 0.

Démonstration. En deux parties.
(i) ñ Nous supposons que µ K λ, c’est-à-dire qu’il existe E,F tels que E X F “ H, µpAq “

µpAX Eq et λpAq “ λpAX F q pour tout mesurables A.
Nous posons R “ ΩzpE Y F q. C’est la partie de Ω sur laquelle ni µ ni λ n’agit. Il suffit de
poser F 1 “ F YR et E1 “ E pour avoir ce qu’il faut. Par exemple,

µpF 1q “ µpF YRq “ µ
`pF YRq X E

˘ “ µpHq “ 0. (14.612)

, et de même pour les autres vérifications.

65. Définition 14.18.
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(ii) ð Il suffit de poser E “ E1 et F “ F 1 et de vérifier. Par exemple, vu que l’union EYF “ Ω
est disjointe,

µpAq “ µpAX Eq ` µpAX F q “ µpAX Eq. (14.613)

Lemme 14.216 ([434]).
Soit un espace mesurable pΩ,Aq. Nous considérons

(1) des mesures positives finies pλnqnPN,
(2) une mesure positive µ

telles que λn K µ pour tout n. Alors
8ÿ

n“1
λn K µ. (14.614)

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation du lemme 14.215 pour des mesures mutuellement
singulières.

Pour chaque n nous avons des mesurables An et Bn tels que An Y Bn “ Ω, An X Bn “ H et
µpAnq “ λnpBnq “ 0.

Nous posons A “ Ť8
n“1An et B “ ΩzA. Nous avons bien entendu AYB “ Ω et AXB “ H.

(i) λkpBq “ 0 pour tout k Pour chaque k nous avons B Ă Bk parce que si x P B, alors en
particulier x P ΩzAk “ Bk. Nous avons donc

ΩzA “ B Ă Bk “ ΩzAk. (14.615)

Donc, par croissance de la mesure,

λkpBq “ λkpΩzAq ď λkpΩzAkq “ λkpBkq “ 0. (14.616)

(ii) λpBq “ 0 Il s’agit de sommer : λpBq “ ř8
n“1 λkpBq “ 0.

(iii) µpAq “ 0 Nous avons

µpAq “ µ
´ 8ď

n“1
An

¯
ď

8ÿ

n“1
µpAnq “ 0. (14.617)

Lemme 14.217 ([1]).
Soient λ et ν des mesures positives σ-finies ainsi qu’une mesure positive µ telle que λ K µ et ν K µ.
Alors

pλ` νq K µ. (14.618)

Démonstration. Nous considérons des mesurables disjoints pXnq comme dans le lemme 14.19. Pour
chaque n nous avons les mesures finies λn et νn données par

λnpAq “ λpAXXnq (14.619a)
νnpAq “ νpAXXnq. (14.619b)

Ces mesures vérifient λn K µ et νn K µ. De plus les pXnq étant disjoints, nous avons λpAq “ř
n λnpAq et νpAq “ ř

n νnpAq. Nous pouvons donc utiliser le lemme 14.216 :
8ÿ

n“1
pλn ` νnq K µ. (14.620)

Par associativité de la somme (tous les termes sont positifs), pour chaque mesurable A nous avons
ÿ

n

pλn ` νnqpAq “
ÿ

n

λnpAq `
ÿ

n

νnpAq “ λpAq ` νpAq “ pλ` νqpAq. (14.621)

Cela pour dire que le membre de gauche de (14.620) est bien λ` ν.
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Définition 14.218.
La mesure µ est portée par la partie E P A si pour tout A P A,

µpAq “ µpAX Eq. (14.622)

Définition 14.219.
Soit une mesure signée µ et une partie mesurable A.

(1) La partie A est négative si µpA1q ď 0 pour tout A1 mesurable dans A.
(2) La partie A est nulle si µpA1q “ 0 pour tout A1 mesurable dans A.
(3) La partie A est positive si µpA1q ě 0 pour tout A1 mesurable dans A.

Proposition 14.220 ([413]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq où µ est une mesure signée. Si une partie D P A vérifie µpDq ď 0,
alors il existe une partie négative A Ă D telle que µpAq ď µpDq.
Démonstration. Nous définissons des parties Ai par récurrence en commençant par poser A0 “ D.
Ensuite, si An est défini, nous posons

tn “ suptµpBq tel que B Ă An, B P Au. (14.623)

Nous avons tn ě µpHq “ 0. Par définition du supremum, il existe Bn mesurable dans An vérifiant
µpBnq ě tn{2 ě 0. Nous posons alors

An`1 “ AnzBn. (14.624)

Enfin nous posons
A “ Dz

ď

ně0
Bn. (14.625)

Vérifions que A possède les propriétés demandées.
(i) A Ă D Par définition.
(ii) µpAq ď µpDq(i) Les Bi sont disjoints Nous avons

Bn Ă An “ A “ Dz
ď

ně0
Bn, (14.626)

et donc Bn XBk “ H pour tout k ă n. Cela montre que les Bi sont disjoints.
(ii) µpAq ď µpDq Étant donné que Bn Ă D pour tout n, l’égalité A “ DzŤně0Bn peut être

écrite
D “ AY

ď

ně0
Bn (14.627)

où à droite nous avons une union disjointe. Bref, au niveau des mesures nous avons

µpAq “ µpDq ´
ÿ

ně0
µpBnq ď µpDq (14.628)

parce que µpBnq ě 0 pour tout n.
(iii) A Ă An Par définition A “ DzŤně0Bn alors que An “ DzŤn´1

n“0Bn. Donc en partant de
D, pour construire A, on enlève plus de choses que pour construire An. Donc A Ă An.

(iv) A est une partie négative Supposons que A n’est pas une partie négative : il existe A1
mesurable dans A tel que µpA1q ą 0. En particulier,

A1 Ă A Ă An. (14.629)

La partie A1 est donc dans l’ensemble sur lequel on prend le supremum pour construire tn.
En d’autres termes, tn ě µpA1q ą 0, et donc

µpBnq ě tn
2 ě µpA1q

2 . (14.630)
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Et avec tout ça,

µpAq “ µpDq ´
ÿ

ně0
µpBnq ď µpDq ´

ÿ

ně0

µpAq
2 “ ´8. (14.631)

(v) Conclusion Nous avons dit, dans la définition d’une mesure négative que µ ne prenait
jamais la valeur ´8. L’inégalité (14.631) est donc une contradiction et nous concluons que
A est une partie négative pour µ.

Lemme 14.221 ([413]).
Soient une mesure positive µ et une mesure signée ν. Si ν K µ et si ν ! µ, alors ν “ 0

Démonstration. Vu que µ K ν, il existe E P A tel que
"
µpAq “ µpAX Eq (14.632a)
νpAq “ νpAX Ecq (14.632b)

pour tout A P A.
Soit A P A. Nous avons µpAXEcq “ 0 parce que µpAq “ µpAXEq `µpAXEcq et µpAXEq “

µpAq. Étant donné que ν ! µ nous avons aussi νpAX Ecq “ 0. Donc

νpAq “ νpAX Ecq “ 0. (14.633)

Lemme 14.222.
Soient une mesure positive µ ainsi que deux mesures signées ν1, ν2 telles que ν1 K µ et ν2 K µ.
Alors ν1 ` ν2 K µ.

Démonstration. Nous avons des parties E1, F1, E2, F2 P A telles que
"
ν1pAq “ ν1pAX F1q (14.634a)
µpAq “ µpAX E1q, (14.634b)

et
"
ν2pAq “ ν2pAX F2q (14.635a)
µpAq “ µpAX E2q, (14.635b)

et E1 XF1 “ H et E2 XF2 “ H. Nous posons E0 “ E1 XE2 et F0 “ F1 YF2, et nous allons prouver
que ν1 ` ν2 K µ vérifiant que le couple pE0, F0q vérifie les conditions de la définition 14.214.

(i) E0 X F0 “ H Nous avons :

E0 X F0 “ pE1 X E2q X pF1 Y F2q “ pE1 X E2 X F1q Y pE1 X E2 X F2q “ H. (14.636)

(ii) µpAq “ µpAX E0q Nous prouvons maintenant que µpAq “ µpAXE0q pour tout A P A. Nous
écrivons d’abord

µpAq “ µpAX E1q “ µpAX E1 X E2q ` µ
`
AX pE1zE2q˘, (14.637)

et, de la même façon,

µpAq “ µpAX E2q “ µpAX E2 X E1q ` µ
`
AX pE2zE1q˘. (14.638)

En faisant la différence entre les deux, 0 “ µ
`
AX pE1zE2q˘ ´ µ

`
AX pE2zE1q˘, c’est-à-dire

µ
`
AX pE1zE2q˘ “ µ

`
AX pE2zE1q˘. (14.639)
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En particulier pour A “ Ω nous avons

µpE1zE2q “ µpE2zE1q. (14.640)

Nous savons, par définition de E1 que µpAq “ µpA X E1q pour tout A P A. Nous écrivons
cette égalité pour A “ pE2zE1q :

µpE1zE2q “ µ
`pE2zE1q X E1

˘ “ µpHq “ 0. (14.641)

Nous en déduisons que µpE2zE1q “ 0 et donc que µ
`
AX pE2zE1q˘ “ 0 pour tout A P A. Et

enfin nous repartons de (14.637) :

µpAq “ µpAX E1q “ µpAX E1 X E2qlooooooooomooooooooon
“µpAXE0q

`µ
`
AX pE1zE2q˘looooooooomooooooooon

“0

, (14.642)

autrement dit, µpAq “ µpAX E0q, comme nous devions prouver.
(iii) νipAq “ νipAX F0q Nous allons prouver que pour i “ 1, 2 nous avons νipAq “ νipA X F0q.

Nous commençons par écrire AX F0 comme union disjointe en partant de 1.26(2) :

AX F0 “ pAX F1q Y pAX F2q (14.643a)
“ pAX F1q Y `pAX F2qzpAX F1q˘. cf. justif. (14.643b)

Justification : pour tout ensembles X et Y nous avons X Y Y “ X Y pY zXq.
Ayant écrit AXF0 comme une union disjointe, nous pouvons calculer ν1 dessus. Nous posons
R “ pAX F2qzpAX F1q, et nous calculons un peu :

ν1pAXF0q “ ν1pAXF1q ` ν1pRq “ ν1pAq ` ν1pRXF1q “ ν1pAq ` ν1pHq “ ν1pAq. (14.644)

Le même jeu en permutant les rôles de 1 et 2 donne ν2pAX F0q “ ν2pAq.
(iv) Conclusion Nous avons ν1pAq “ ν1pA X F0q et ν2pAq “ ν2pA X F0q. En faisant la somme,

c’est bon.

Proposition-Définition 14.223 (Décomposition de Hahn[413]).
Soit une mesure signée µ sur pΩ,Aq. Il existe des parties mesurables N,P Ă Ω telles que

(1) N Y P “ Ω,
(2) N X P “ H,
(3) N est négatif pour µ,
(4) P est positive pour µ.

Un tel couple pN,P q est une décomposition de Hahn pour µ.
De plus si pN,P q et pN 1, P 1q sont deux décompositions de Hahn pour µ, alors les parties 66

N∆N 1 et P∆P 1 sont nulles pour µ.

Démonstration. D’abord l’existence puis l’« unicité ».

Existence

Nous posons d’abord N0 “ H, et nous construisons des parties Nk par récurrence. Nous posons

sn “ inftµpDq tel que D Ă ΩzNn, D P Au. (14.645)

66. La partie A∆B est la différence symétrique (définition 1.28). Dire que N∆N 1 est nulle pour µ signifie que
pratiquement tout est dans l’intersection. Nous avons donc unicité de la décomposition à partie nulle près.
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Notes : il est possible d’avoir sn “ ´8, et comme D “ H fonctionne dans l’infimum, nous avons
sn ď 0. Vu que sn est un infimum et qu’il est négatif, il existe une partie mesurable Dn Ă ΩzNn

telle que µpDnq ď sn
2 . Pour cette partie nous avons

µpDnq ď sn
2 ď 0. (14.646)

La proposition 14.220 dit qu’il existe une partie mesurable An Ă Dn qui est négative pour µ et
qui vérifie µpAnq ď µpDnq. Nous posons alors, pour notre récurrence :

Nn`1 “ Nn YAn. (14.647)

Nous posons ensuite
$
&
%
N “

ď

ně0
An (14.648a)

P “ ΩzN, (14.648b)

et nous prouvons que pN,P q fonctionne. Nous avons immédiatement que N Y P “ Ω et que
N X P “ H.

(i) N est négative pour µ Nous avons, pour tout n que Nn “ H Y A1 Y . . . Y An´1. Donc
Nn Ă N pour tout n ě 1.
Notons aussi que les An sont disjoints. En effet

An Ă Dn Ă ΩzNn “ ΩzpA1 Y . . .YAn´1q. (14.649)

Donc An n’intersecte aucun des Ak avec k ă n.
Nous pouvons maintenant que N est une partie négative. Soit B Ă N . Notons que chaque
An est négatif, donc µpAn X Bq ď 0 parce que, évidemment, An X B Ă B. Étant donné que
l’union N “ Ť

ně0An est disjointe, nous avons

µpBq “
ÿ

ně0
µpB XAnq ď 0. (14.650)

Donc mpBq ď 0 et nous avons montré que N est une partie négative.
(ii) P est positive pour µ Nous y allons par l’absurde. Supposons avoir D Ă P avec µpDq ă 0.

Nous avons déjà vu que Nn Ă N , donc ΩzN Ă ΩzNn. En ce qui concerne D,

D Ă P “ ΩzN Ă ΩzNn. (14.651)

Donc sn ď µpDq ă 0. Nous avons alors le calcul

µpNq “
ÿ

ně0
µpAnq (14.652a)

ď
ÿ

ně0
µpDnq cf. justif. (14.652b)

ď
ÿ

ně0

µpDq
2 cf.justif. (14.652c)

“ ´8. (14.652d)

Justifications.
— Pour (14.652b). Nous avons µpAnq ď µpDnq par choix de An.
— Pour (14.652c). Parce que 67 µpDnq ď sn

2 ď µpDq
2 .

67. Je n’ai vu ce passage correctement justifié nulle part. Voir ma question sur le wikipédia anglophone[435], qui fait la
même « faute » que [413]. Écrivez-moi si vous comprenez leur démarche.
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Vu que µ ne prend pas la valeur ´8, nous avons une contradiction. Nous en déduisons que
P est positive pour µ.

« Unicité »

Supposons avoir des couples pN,P q et pN 1, P 1q. Nous avons d’abord

P zP 1 “ P XN 1 (14.653)

parce que si x P P zP 1, alors x P P (ça c’est facile), et x P P zP 1 Ă ΩzP 1 “ N 1. Dans l’autre sens si
x P P XN 1, alors x P N 1 Ă Ω X P 1. De même nous avons P 1zP “ P 1 XN .

En utilisant la formule (1.11) de la différence symétrique,

P∆P 1 “ pP zP 1q Y pP 1zP q “ pP XN 1q Y pP 1 XNq. (14.654)

Nous trouvons de la même façon

N∆N 1 “ pP XN 1q Y pP 1 XNq. (14.655)

En ce qui concerne les mesures, PXN 1 Ă P et P est positif, donc µpPXN 1q ě 0. Mais PXN 1 Ă N 1
et N 1 est négatif, donc µpP XN 1qq ď 0.

Nous en déduisons que µpP X N 1q “ 0. Pour la même raison, µpP 1 X Nq “ 0. Nous déduisons
alors de (14.654) et (14.655) que µpP∆P 1q “ µpN∆N 1q “ 0.

Lemme 14.224.
Soit une décomposition de Hahn pN,P q pour la mesure signée µ. Nous posons

µ´pAq “ ´µpAXNq (14.656a)
µ`pAq “ µpAX P q. (14.656b)

Alors
(1) µ´ et µ` sont des mesures positives.
(2) µ´ prend ses valeurs dans r0,8r

Démonstration. Vu que N est négative pour µ, pour toute partie mesurable A, nous avons µpAX
Nq ď 0 et donc

µ´pAq “ ´µpAXNq ě 0. (14.657)
Par ailleurs µ prend ses valeurs dans s´8,8s. De cette façon ´µ ne peut pas descendre jusqu’à
´8.

Définition 14.225 (Décomposition de Jordan).
Soit une mesure signée µ sur pΩ,Aq. Un couple de mesures positives pµ´, µ`q est une décompo-
sition de Jordan de µ si il existe une partie mesurable E telle que

(1) µ´pEq “ 0
(2) µ`pΩzEq “ 0
(3) µ “ µ` ´ µ´.

Lemme 14.226 ([1]).
Soit une mesure signée µ et une décomposition de Jordan pµ´, µ`q. Si E est un mesurable vérifiant
les conditions de la définition 14.225, alors pΩzE,Eq est une décomposition de Hahn.

Démonstration. Supposons que A Ă E. Alors µ´pAq “ 0 parce que µ´pEq “ 0 et µ´ est une
mesure positive. Nous avons alors

µpAq “ µ`pAq ´ µ´pAq “ µ`pAq ě 0. (14.658)

Cela prouve que E est une partie positive pour µ. Le même raisonnement montre que ΩzE est une
partie négative pour µ.
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Proposition 14.227 (Décomposition de Jordan[413]).
Soit une mesure mesure signée µ sur pΩ,Aq.

(1) Il existe une unique décomposition de Jordan pµ´, µ`q pour µ.
(2) Si pN,P q est une décomposition de Hahn, alors la décomposition de Jordan de µ est donnée

par

µ´pAq “ ´µpAXNq (14.659a)
µ`pAq “ µpAX P q. (14.659b)

Démonstration. Nous prouvons l’existence directement en prouvant le point (2). Vérifions les trois
points de la définition 14.227. Nous posons E “ P , et nous vérifions

µ´pEq “ ´µpE XNq “ ´µpE XNq “ ´µpHq “ 0. (14.660)

, et de même µ`pΩzEq “ µ`pNq “ µpAXNq “ 0. Enfin, vu que Ω “ NYP est une union disjointe,
nous avons µpAq “ µpAXNq ` µpAX P q “ ´µ´pAq ` µ`pAq.

Il nous reste à prouver l’unicité de la décomposition de Jordan. Nous supposons que pµ´, µ`q
et pν´, ν`q sont des décompositions de Jordan de µ. Nous avons donc des mesurables E et F tels
que µ “ ν` ´ ν´ “ µ` ´ µ´ et

$
’’’&
’’’%

µ´pEq “ 0 (14.661a)
µ`pΩzEq “ 0 (14.661b)
ν´pF q “ 0 (14.661c)
ν`pΩzF q “ 0. (14.661d)

Le lemme 14.226 nous indique que pΩzE,Eq et pΩzF, F q sont des décompositions de Hahn pour
µ. Aussi, pour prendre des notations plus intuitives, nous posons

N “ ΩzE P “ E

N 1 “ ΩzF P 1 “ F

µ1́ “ ν´ µ1̀ “ ν`
(14.662)

La partie unicité de la décomposition de Hahn 14.223 implique que N∆N 1 et P∆P 1 sont des
parties nulles pour µ. Étant donné que N 1zN Ă N∆N 1, la partie N 1zN est également nulle pour
µ. Idem pour NzN 1. Enfin nous avons l’union disjointe

N 1 “ pN 1 XNq Y pN 1zNq, (14.663)

et nous pouvons calculer

µ1́ pAq “ ´µpAXN 1q (14.664a)
“ ´µ`pAXN 1q X pN 1 XNq˘ ´ µ

`pAXN 1q X pN 1zNq˘ (14.664b)
“ ´µpAXN XN 1q ´ µ

`
AX pN 1zNq˘ (14.664c)

“ ´µ`AXN XN 1˘ ´ µ
`
AX pNzN 1q˘ cf.justiif. (14.664d)

“ ´µpAXNq cf. justif (14.664e)
“ µ´pAq. (14.664f)

Justifications.
— Pour (14.664d). Nous avons

µ
`
AX pNzN 1q˘ “ µ

`
AX pN 1zNq˘ “ 0 (14.665)

parce que NzN 1 et N 1zN sont des parties nulles pour µ. Bref le passage (14.664d) consiste à
remplacer un truc nul par un autre.
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— Pour (14.664e). Nous avons l’union disjointe N “ pN 1 XNq Y pNzN 1q.
Nous avons prouvé que µ1́ pAq “ µ´pAq, et donc que µ1́ “ µ´. Nous faisons de même pour
µ1̀ “ µ`.

Théorème 14.228 (Radon-Nikodym[413, 1]).
Soit un espace mesurable pΩ,Aq. Nous considérons

(1) µ, une mesure positive σ-finie.
(2) ν, une mesure signée 68 ou non telle que |ν| est σ-finie.

Alors
(1) Il existe un unique couple de mesures signées νa, νs tel que

$
’&
’%

ν “ νa ` νs (14.666a)
νa ! µ (14.666b)
νs K µ. (14.666c)

(2) Il existe une unique (à égalité presque partout près) fonction mesurable et intégrable 69 f : Ω Ñ
RY t`8u telle que

νapAq “
ż

A
fdµ (14.667)

pour tout A P A.
(3) Si ν ě 0 alors νa ě 0, νs ě 0 et f ě 0.

Démonstration. Nous commençons par l’unicité.

Unicité des mesures et de la fonction

Séparément.
(i) Unicité des mesures Nous supposons avoir deux tels couples pνa, νsq et pν 1

a, ν
1
sq. Nous avons

donc νa ` νs “ ν et ν 1
a ` ν 1

s “ ν. En faisant la différence,

νa ´ ν 1
a “ pν ´ νsq ´ pν ´ ν 1

sq “ ν 1
s ´ νs. (14.668)

D’autre part, vu que νs K µ et ν 1
s K µ, le lemme 14.222 donne ν 1

s ´ νs K µ. Enfin νa ! µ et
ν 1
a ! µ, donc νa ´ ν 1

a ! µ. Au final nous avons
$
’&
’%

νa ´ ν 1
a ! µ (14.669a)

ν 1
s ´ νs K µ (14.669b)
νa ´ ν 1

a “ ν 1
s ´ νs. (14.669c)

Tout cela avec le lemme 14.221 nous donne νa ´ ν 1
a “ νs ´ ν 1

s “ 0.
(ii) Unicité de la fonction Soient deux fonctions f, g : Ω Ñ R Y t8u vérifiant la contrainte.

Pour toute partie A P A, nous avons

νpAq “
ż

A
fdµ “

ż

A
gdµ. (14.670)

Nous écrivons cette égalité pour la partie A “ tf ą gu :
ż

tfągu
pf ´ gqdµ “ 0. (14.671)

Vu que sur la partie tf ą gu nous avons f ´ g ą 0, nous avons µ
`tf ą gu˘ “ 0 par le lemme

14.194. Nous trouvons de même que µ
`tf ă gu˘ “ 0. Au final, nous avons f “ g presque

partout.
68. Mesure signée, définition 14.18.
69. Intégrale ne signifie pas L1. Nous demandons juste que l’intégrale existe, si elle vaut 8, c’est bon pour nous.
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Existence, µ positive finie, ν positive et finie

Nous commençons par prouver la partie existence en supposant que µ est finie et que ν est
positive et finie. Nous introduisons l’ensemble suivant :

H “
!
f : Ω Ñ R` Y t8u tel que

#
fest mesurableş
A fdµ ď νpAq pour tout A P A

)
(14.672)

L’ensemble H n’est pas vide parce que la fonction f “ 0 est dedans (ici nous utilisons l’hypothèse
supplémentaire que ν ě 0). Nous notons

α “ supt
ż

Ω
fdµ tel que f P Hu. (14.673)

Nous avons 0 ď α ď µpΩq ă 8. En vertu du lemme 1.445 nous pouvons prendre une suite pfnq
dans H telle que

α “ limn Ñ 8
ż

Ω
fndµ (14.674)

et ż

Ω
fndµ ď

ż

Ω
fn`1dµ. (14.675)

(i) Les fonctions gn Pour chaque n ě 1 nous notons

gn : Ω Ñ R

x ÞÑ maxtf1pxq, . . . , fnpxqu. (14.676)

Nous nous fixons provisoirement un n.
(ii) gn P H Pour chaque x P Ω, il existe un i P t1, . . . , nu tel que gnpxq “ fipxq. Pour A P A nous

posons

A1 “ tx P Ω tel que gnpxq “ f1pxqu (14.677a)
A2 “ tx P Ω tel que gnpxq “ f2pxquzA1 (14.677b)

... (14.677c)
Ak`1 “ tx P Ω tel que gnpxq “ fk`1pxquzpA1 Y . . .YAkq (14.677d)

... (14.677e)
An “ tx P Ω tel que gnpxq “ fnpxquzpA1 Y . . .YAn´1q (14.677f)

Ces ensembles sont disjoints et A “ Ťn
i“1An, de telle sorte que

ż

A
gndµ “

nÿ

i“1

ż

Ai

gndµ (14.678a)

“
nÿ

i“1

ż

Ai

fidµ (14.678b)

ď
nÿ

i“1
νpAiqcf. justif (14.678c)

“ νpAq. (14.678d)

Justification de (14.678c). Vu que fi P H, nous avons
ş
Ai
fi ď νpAiq. Bref, nous avons prouvé

que
ş
A gndµ ď νpAq, et donc que gn P H.

(iii) gn est mesurable Les applications fn sont mesurables, et gn est définie comme un maxi-
mum sur les fipxq. Donc gn est mesurable (lemme 14.103). Nous ne fixons plus le n. La
suite pgnq est croissante. Donc la limite f “ limnÑ8 gn existe, et elle est mesurable par la
proposition 14.107.
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(iv)
ş
α fdµ “ α Le théorème de la convergence monotone 14.173 va plus loin et nous dit que f

est intégrable et ż

A
fdµ “ lim

nÑ8

ż

A
gndµ ď νpAq. (14.679)

Nous avons donc encore f P H et donc aussi
ż

Ω
fdµ ď α. (14.680)

Mais cette inégalité tient aussi dans l’autre sens :
ż

Ω
fdµ “ lim

ż

Ω
gndµ (14.681a)

ě lim
ż

Ω
fndµ (14.681b)

“ α. (14.681c)

Nous avons donc prouvé que
ş
Ω fdµ “ α ă 8, et donc que f P L1pΩ,A, µq.

(v) Résumé pour l’instant Nous avons construit une fonction f P L1pΩ,A, µq telle que pour
tout A P A, ż

A
fdµ ď νpAq. (14.682)

(vi) Les mesures Nous définissons à présent les applications νa et νs en espérant qu’elles fonc-
tionneront. D’abord nous posons

νapAq “
ż

A
fdµ. (14.683)

Et ensuite nous posons νs “ ν ´ νa. Il nous reste à prouver que f, νa et νs satisfont à toutes
les conditions.

(vii) νa ! µ Si µpAq “ 0 nous avons

νapAq “
ż

A
fdµ “ 0 (14.684)

par le lemme 14.196.
(viii) νs est positive Nous avons

νspAq “ νpAq ´ νapAq “ νpAq ´
ż

A
fdµ ě 0, (14.685)

par l’inégalité (14.679).
(ix) νs est finie Nous savons que νa et finie et que

ş
Ω fdµ “ α ă 8. Donc νs est finie.

(x) νs K µ Nous introduisons la mesure signée λn “ νs´ 1
nµ, et nous considérons la décomposition

de Hahn pour chacun des λn (proposition 14.223) : les couples pNn, Pnq. Nous considérons
aussi les fonctions hn “ f ` 1

n1Pn .
(i) hn P H La fonction hn est mesurables parce que f et Pn le sont. En termes d’intégrale nous

avonsż

A
hndµ “

ż

A
fdµ` 1

n
µpAX Pnq (14.686a)

“ νapAq ` νspAX Pnq ´ λnpAX Pnq cf. justif (14.686b)
“ νpAq ´ νspAq ` νspAX Pnq ´ λnpAX Pnq (14.686c)
“ νpAq ´ `

νspAX Pnq ` νspAXNnq˘ ` νspAX Pnq (14.686d)
´ λnpAX Pnq cf. justif.

“ νpAq ´ νspAXNnq ´ λnpAX Pnq (14.686e)
ď νpAq cf. justif. (14.686f)

Justifications.
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— Pour (14.686b). La définition (14.683) de νaq.
— Pour (14.686d). Parce que Pn YNn “ Ω est une union disjointe.
— Pour (14.686f). Parce que νs est une mesure positive. Donc νspA X Nnq ě 0. Et

aussi parce que, par construction, λn est positive sur Pn.
Bref, nous avons déjà prouvé que

ş
A hndµ ď νpAq. Cela signifie que hn P H.

(ii) µpPnq “ 0 Nous avons vu en iv que
ş
Ω fdµ “ α. Nous pouvons alors faire le calcul suivant :

α ě
ż

Ω
hndµ cf.justi. (14.687a)

“
ż

Ω
dfµ` 1

n

ż

Ω
1Pndµ (14.687b)

“ α ` 1
n
µpPnq. (14.687c)

Justification pour (14.687a) : parce que hn P H et que α est le supremum.
En soustrayant α des deux côtés, nous avons 0 ě 1

nµpPnq pour tout n. Comme µ est
une mesure positive, nous en déduisons que µpPnq “ 0.

(iii) Définition de P Nous posons P “ Ť8
n“1 Pn.

(iv) µpP q “ 0 Vu que µpPnq “ 0 pour tout n, nous avons µpP q ď ř
n µpPnq “ 0.

(v) νspΩzP q “ 0 Nous avons ΩzP Ă ΩzPn “ Nn. Donc pour tout n nous avons

λnpΩzP q ď λnpNnq “ 0. (14.688)

En utilisant la définition de λn nous avons

0 ě λnpΩzP q “ νspΩzP q ´ 1
n
µpΩzP q, (14.689)

et donc, pour tout n,
νspΩzP q ď 1

n
µpΩzP q. (14.690)

En faisant n Ñ 8 nous trouvons νspΩzP q ď 0. Et comme νs est une mesure positive,
nous en déduisons que νspΩzP q “ 0.

Nous avons fini de prouver que νs K µ.
Nous avons donc terminé la première partie de la preuve, c’est-à-dire la partie où nous supposions
que µ est finie et ν est positive et finie. Nous passons à présent à un cas un peu plus général.

Existence, µ positive σ-finie, ν positive et σ-finie

Vu que µ et ν sont σ-finie, le lemme 14.19 dit qu’il existe des Xn mesurables tels que Ω “Ť
ně1Xn, µpXnq ă 8 etνpXnq ă 8. Nous supposons de plus que ce Xn sont disjoints 70

Nous considérons à présent les mesures finies µn et νn définies par

µnpAq “ µpAXXnq (14.691a)
νnpAq “ νpAXXnq (14.691b)

(14.691c)

Par la partie déjà faite, nous pouvons faire une décomposition pour chaque n : il existe des mesures
νn,a, νn,s et une fonction fn P L1pΩ,A, µq telles que

$
’’’’’&
’’’’’%

νn,apAq “
ż

A
fndµn (14.692a)

νn “ νn,a ` νn,s (14.692b)
νn,a ! µn (14.692c)
νn,s K µn. (14.692d)

70. Si ce n’est pas le cas, poser Yn`1 “ Xn`1zYn.
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Nous allons directement changer les fn pour qu’ils soient plus faciles à traiter. Nous posons 71

gnpxq “
#
fnpxq si x P Xn

0 sinon.
(14.693)

Pour ces fonctions nous avons, parce que µn est nulle en dehors de Xn,
ż

A
gndµn “

ż

AXXn

gndµn “
ż

AXXn

fndµn “
ż

A
fndµn “ νn,apAq. (14.694)

Autrement dit, les fonctions gn fonctionnent aussi bien que les fonctions fn. Pour ne pas alourdir
les notations, nous gardons (14.692), mais nous supposons que fn est nulle en dehors de Xn.

Notez aussi que pour tout A P A nous avons l’union disjointe A “ Ť
AXXn, de telle sorte que

µpAq “
ÿ

n

µpAXXnq “
ÿ

n

µnpAq, (14.695)

et nous pouvons écrire
µ “

ÿ

ně0
µn. (14.696)

Nous posons
$
’’’’’’&
’’’’’’%

f “
ÿ

ně1
fn (14.697a)

νa “
ÿ

ně1
νn,a (14.697b)

νs “
ÿ

ně1
νs,a, (14.697c)

et nous prouvons que cela fait l’affaire. Notons que les fonctions fn sont L1 ; cela ne signifie pas
que f soit L1, mais nous ne le demandons pas. La fonction f est certainement intégrable parce
qu’elle est positive. Au pire

ş
A fdµ “ 8 pour certains A. C’est la vie.

Nous devons vérifier les points suivants :
— νapAq “ ş

A fdµ

— ν “ νa ` νs

— νa ! µ

— νs K µ.
(i)

ş
A dfµ “ νpAq Voici un calcul :

ż

A
fdµ “

ż

A

ÿ

n

fndµ (14.698a)

“
ÿ

k

ż

AXXk

`ÿ

n

fn
˘
dµk cf.justif. (14.698b)

“
ÿ

k

ÿ

n

ż

AXXk

fndµk cf. justif (14.698c)

“
ÿ

k

ż

AXXk

fkdµk cf. justif. (14.698d)

“
ÿ

k

νk,apAq (14.698e)

“ νapAq. (14.698f)

Justifications.
71. Cette partie est de l’invention personnelle. J’espère que c’est correct. Redoublez de vigilance.
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— Pour (14.698b). Les Xk sont disjoints et leur union fait Ω. Nous pouvons donc tran-
quillement couper l’intégrale en morceaux 72.

— Pour (14.698c). Nous permutons la somme et l’intégrale avec le corolaire 14.176 :
— Pour (14.698d). Vu que fn “ 0 sur Xk tant que k ‰ n, tous les termes de la somme sur

n sont nuls sauf le terme n “ k.
Voila déjà une belle première vérification de faite.

(ii) ν “ νa ` νs La proposition 11.95 nous permet de fusionner le sommes.

pνa ` νsqpAq “
ÿ

n

νn,apAq `
ÿ

n

νn,spAq

“
ÿ

n

´
νn,apAq ` νn,spAq

¯
“
ÿ

n

νnpAq “ νpAq.
(14.699)

(iii) νa ! µ Supposons que µpAq “ 0. Vu que l’union Ω “ Ť
nXn est disjointe, nous avons

0 “ µpAq “
ÿ

ně1
µpAXXnq “

ÿ

n

µnpAq. (14.700)

Nous en déduisons que µnpAq “ 0 pour tout n parce que µn est une mesure positive. Étant
donné que µn,a ! µn, nous avons νn,apAq “ 0 pour chaque n. En faisant la somme,

νapAq “
ÿ

n

νn,apAq “ 0. (14.701)

(iv) νs K µ Nous décomposons en petites parties.
(i) νn,s K µk pour tout n et k Nous vérifions la définition 14.214 avec E “ Xk et F “ Xn,

qui sont disjoints. Nous avons d’une part que µkpAq “ µpA X Xkq, et d’autre part que
µkpAXXkq “ µpAXXk XXkq “ µpAXXkq. Donc µkpAq “ µkpAXXkq.
Et d’autre part 73,

νn,spAq “ νnpAq ´ νn,apAq (14.702a)

“ νpAXX ´ nq ´
ż

A
fndµn (14.702b)

“ νpAXX ´ nq ´
ż

AXXn

fndµn fn “ 0 sur ΩzXn. (14.702c)

“ νpAXXnq ´ νn,apAXXnq. (14.702d)
Le membre de droite ne change pas si nous prenons A X Xn au lieu de A. Donc le
membre de gauche non plus. Nous en déduisons que νn,spAq “ νn,spAXXnq.

(ii) νn,s K µ Appliquer le lemme 14.216 à µ “ ř
n µn.

(iii) νs K µ Appliquer le lemme 14.216 à νs “ ř
n νn,s.

Existence, µ positive σ-finie, ν signée, |ν| σ-finie

Nous sommes enfin dans le cas général. Vu que |ν| est σ-finie, les deux parties de la décompo-
sition de Jordan 74 pν´, ν`q de ν sont des mesures positives σ-finies. Nous pouvons donc appliquer
tout ce que nous venons de voir aux mesures ν´ et ν` séparément : nous avons des mesures positives
ν`,a, ν`,s, ν´, a et ν´, s telles que

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

ν`,a ` ν`,s “ ν` (14.703a)
ν`,a ! µ (14.703b)
ν`,s K µ (14.703c)
ν´,a ` ν´,s “ ν´ (14.703d)
ν´,a ! µ (14.703e)
ν´,s K µ. (14.703f)

72. Ce découpage est également de l’invention personnelle. Quadruplez de vigilance.
73. Invention personnelle, octuplez de vigilance.
74. Proposition 14.227.
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Nous posons alors

νa “ ν`,a ´ ν´,a (14.704a)
νs “ ν`,s ´ ν´,s, (14.704b)

et nous vérifions que toutes les conditions sont respectée. D’abord

νa ` νs “ ν`,a ´ ν´,a ` ν`,s ´ ν´,s “ ν` ´ ν´ “ ν. (14.705)

Ensuite si ν`,a ! µ et ν´,a ! µ, nous avons νa “ ν`,a ´ ν´,a ! µ parce que le fait d’être dominée
passe à la somme finie 75. Et enfin, le lemme 14.217 assure que νa K µ.

Corolaire 14.229.
Si µ es une mesure σ-finie dominée par la mesure σ-finie m, alors µ possède une unique fonction
de densité.

Corolaire 14.230.
Soient µ et m, deux mesures positives σ-finies sur pΩ,Aq. Alors m domine µ si et seulement si µ
possède une densité par rapport à m.

Démonstration. Si µ est dominée par m, alors la décomposition µ “ µ` 0 satisfait le théorème de
Radon-Nikodym. Par conséquent il existe une fonction f telle que

µpAq “
ż

A
fdm. (14.706)

Cette fonction est alors une densité pour µ par rapport à m.
Pour la réciproque, nous supposons que µ a une densité f par rapport à m, et que A est un

ensemble de m-mesure nulle :
mpAq “

ż

Ω
1Adm “ 0. (14.707)

Cela signifie que la fonction 1A est m-presque partout nulle. La fonction produit 1Af est également
nulle m-presque partout, et par conséquent

µpAq “
ż

Ω
1Afdm “ 0. (14.708)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 14.231
Est-ce que la démonstration de cela ne demande pas la convergence monotone d’une façon ou d’une
autre ?

14.10.2 Mesure complexe

Définition 14.232 (Mesure complexe[436]).
Si pΩ,Aq est un espace mesurable, une mesure complexe est une application µ : A Ñ C telle que

(1) µpHq “ 0,
(2) ν est sous-additive : si les ensembles Ai P A, alors

ř
i µpAiq “ µpŤiAiq.

Notons que la série
ř
i µpAiq est alors nécessairement absolument convergente. En effet changer

l’ordre de la somme ne change pas l’union, et donc ne change pas la valeur de la somme. Si
σ : N Ñ N est une permutation,

ÿ

i

µpAσpiqq “ µ
`ď

i

Aσpiq
˘ “ µ

`ď

i

Ai
˘ “

ÿ

i

µpAiq. (14.709)

Le théorème 11.99 dit alors que la somme doit être absolument convergente.
75. Je n’ai pas dit que ça ne passait pas aux sommes dénombrables. Je suis prêt à parier que non, mais j’y ai pas

vraiment réfléchi.
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Théorème 14.233 (Radon-Nikodym complexe 76).
Soit µ une mesure positive sur pΩ,Aq et ν une mesure complexe. Alors

(1) Il existe un unique couple de mesures complexes νa, νs sur pΩ,Aq tel que
(1a) ν “ νa ` νs

(1b) νa ! µ

(1c) νs K µ.
(2) Ces mesures satisfont alors νa K νs.
(3) Il existe une fonction intégrable h : Ω Ñ C telle que νa “ hµ.
(4) La fonction h est unique à µ-équivalence près.
(5) Si de plus ν ! µ alors ν “ hµ.

Démonstration. No proof.

Remarque 14.234.
Le point (5) est souvent utilisé sous la forme

νpAq “
ż

Ω
1Apωqhpωqdµpωq “

ż

A
hpωqdµpωq. (14.710)

14.10.3 Théorème d’approximation

Théorème 14.235 (Théorème d’approximation, thème 24[419]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un un borélien A tel que A Ă W . Soit aussi
ϵ ą 0.

Il existe un fermé F Ă W et une fonction f P C0pΩ,Rq vérifiant
(1) F Ă A Ă W ,
(2) f |F “ 1,
(3) f |W c “ 0
(4) }f ´ 1A}L1 ă ϵ

Démonstration. Par le lemme 14.84, il existe un fermé F et un ouvert V tels que

F Ă A Ă V Ă W (14.711)

et µpV zF q ă ϵ. Nous posons alors

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq ` dpx, F q . (14.712)

Le dénominateur de cette expression ne s’annule jamais parce que si dpx, V cq “ 0, c’est que x P V c.
Mais alors x n’est pas dans V et donc pas dans F non plus. La partie F étant fermée, dpx, F q ą 0
par lemme 7.142. De plus la fonction f est continue par le lemme 7.143.

(i) Pour (2) Si x P F , alors dpx, F q “ 0, et f devient

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq “ 1 (14.713)

76. L’histoire du nom de ce théorème est intéressante. Lorsque monsieur et madame Rèmederdonnukodym ap-
prirent que leurs amis, les Rèmedelaboulechevelue avaient appelé leur fils Théo, ils décidèrent d’en faire autant. C’est
en souvenir de ces circonstances que monsieur Nikodym (prénommé Radon) décida de faire des math.
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(ii) Pour (3) Si x P W c, alors x P V c et dpx, V cq “ 0 si bien que fpxq “ 0.
(iii) Pour (4) Les premiers points montrent que

1F ď f ď 1V . (14.714)

Mais nous avons aussi, par ailleurs,

1F ď 1A ď 1V . (14.715)

Ces deux encadrement, par le lemme 1.429 donnent l’encadrement

|f ´ 1A| ď 1V ´ 1F . (14.716)

En ce qui concernent les intégrales nous avons alors
ż

Ω
|1A ´ f | ď

ż

Ω
p1V ´ 1F qdµ (14.717a)

“ µpV q ´ µpF q (14.717b)
ă ϵ. (14.717c)

Pour (14.717b), c’est le lemme 14.170.

14.11 Produit de mesures
Lemme 14.236 (Propriété des sections[420]).
Soient A1 et A2 des tribus sur les ensembles Ω1 et Ω2. Si A P A1 b A2 alors pour tout x P Ω1 et
y P Ω2, les ensembles

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Au (14.718a)
A2pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P Au (14.718b)

sont mesurables.

Démonstration. Soit y P Ω2 ; nous allons prouver le résultat pour A1pyq. Pour cela nous notons

S “ tA P A1 b A2 tel que @y P Ω2, A1pyq P A1u, (14.719)

et nous allons noter que S est une tribu contenant les rectangles. Par conséquent, S sera égal à
A1 b A2.

(i) Les rectangles Considérons le rectangle A “ X ˆ Y et si y P Ω2 alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X ˆ Y u. (14.720)

Donc soit y P Y alors A1pyq “ X P A1, soit y R Y et alors A1pyq “ H P A1.
(ii) Tribu : ensemble complet Nous avons Ω1 ˆ Ω2 P S parce que c’est un rectangle.
(iii) Tribu : complémentaire Soit A P S. Montrons que Ac P S. Nous avons d’abord

pAcq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu. (14.721)

D’autre part

A1pyqc “ tx P Ω1 tel que px, yq R Au “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu “ pAcq1pyq. (14.722)

Vu que A1 est une tribu et que par hypothèse A1pyq P A1, nous avons aussi A1pyqc P S, et
donc pAcq1pyq P A1, ce qui prouve que Ac P S.
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(iv) Tribu : union dénombrable Soit une suite An P S. Nous avons

p
ď

n

Anq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Anu (14.723a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Anu (14.723b)

“
ď

n

pAnq1pyq, (14.723c)

et ce dernier ensemble est dans A1 parce que c’est une union dénombrable d’éléments de A1.
Nous avons donc prouvé que S est une tribu contenant les rectangles, donc S contient au moins
A1 b A2.

Corolaire 14.237.
Si f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R est une fonction mesurable 77 sur X ˆ Y alors pour chaque y dans Ω2, la
fonction

fy : X Ñ R

x ÞÑ fpx, yq (14.724)

est mesurable.

Démonstration. Soit O un ensemble mesurable de R (i.e. un borélien), et y P Ω2. Nous avons

f´1
y pOq “ tx P X tel que fpx, yq P Ou “ A1pyq (14.725)

où
A “ tpx, yq P Ω1 ˆ Ω2 tel que fpx, yq P Ou “ f´1pOq. (14.726)

Ce dernier est mesurable parce que f l’est.

Théorème 14.238 ([420] 78).
Soient pΩi,Ai, µiq (i “ 1, 2) deux espaces mesurés σ-finis. Soit A P A1 b A2. Alors les fonctions 79

x ÞÑ µ2
`
A2pxq˘ (14.727a)

y ÞÑ µ1
`
A1pyq˘ (14.727b)

sont mesurables et ż

Ω1

µ2
`
A2pxq˘dµ1pxq “

ż

Ω2

µ2
`
A1pyq˘dµ2pyq. (14.728)

Démonstration. Nous supposons d’abord que µ1 et µ2 sont finies et nous notons D le sous-ensemble
de A1 b A2 sur lequel le théorème est correct. Nous allons commencer par prouver que D est un
λ-système.

(i) λ-système : différence ensembliste Soient A,B P D avec A Ă B. Nous avons

pBzAq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P BzAu (14.729a)
“ tx P Ω1 tel que px, yq P Buztx P Ω1 tel que px, yq P Au (14.729b)
“ B1pyqzA1pyq. (14.729c)

Vu que A1pyq Ă B1pyq et que les mesures sont finies le lemme 14.22 nous donne

µ1
`pBzAq1pyq˘ “ µ1

`
B1pyq˘ ´ µ1

`
A1pyq˘, (14.730)

77. Définition 14.42.
78. Modèle non contractuel : des notations et la définition de λ-système peuvent varier entre la référence et le

présent texte.
79. Voir la notation du lemme 14.718.
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et similairement pour 1 Ø 2. Les deux fonctions (de y) à droite étant mesurables, nous avons
la mesurabilité de la fonction y ÞÑ µ1

`pBzAq1pyq˘.
Prouvons la formule intégrale en nous rappelant que la formule (14.728) est supposée correcte
pour A et B séparément :

ż

Ω2

µ1
`pBzAq1pyq˘dµ2pyq “

ż

Ω2

µ1
`
B1pyq˘dµ2pyq ´

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq˘dµ2pyq (14.731a)

“
ż

Ω1

µ2
`
B2pxq˘dµ1pxq ´

ż

Ω1

µ2
`
A2pxq˘dµ1pxq (14.731b)

“
ż

Ω1

µ2
`pBzAq2pxq˘dµ1pxq. (14.731c)

(ii) λ-système : limite de suite croissante Soit pAnq une suite croissante dans D ; nous po-
sons Bn “ AnzAn´1 et A0 “ H de telle sorte à travailler avec une suite d’ensembles disjoints
qui satisfait

Ť
nAn “ Ť

nBn. Vu que la suite est croissante nous avons An´1 Ă An et donc
Bn P D par le point déjà fait sur la différence ensembliste. Nous avons :

p
ď

n

Bnq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Bnu (14.732a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Bnu (14.732b)

“
ď

n

pBnq1pyq. (14.732c)

Par conséquent, par la propriété (2) d’une mesure nous avons

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq˘ “
ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq˘. (14.733)

En tant que somme de fonctions positives et mesurables, la fonction

y ÞÑ
ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq˘ (14.734)

est mesurable par la proposition 14.98. Il faut encore vérifier la formule intégrale. Le gros du
boulot est de permuter une somme et une intégrale par le corolaire 14.176 :

ż

Ω2

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq˘dµ2pyq “

ÿ

n

ż

Ω2

µ1
`pBnq1pyq˘dµ2pyq (14.735a)

“
ÿ

n

ż

Ω1

µ2
`pBnq2pxq˘dµ1pxq (14.735b)

“
ż

Ω1

ÿ

n

µ2
`pBnq2pxq˘dµ1pxq (14.735c)

“
ż

Ω1

µ2
`p
ď

n

Bnq1pyq˘dµ1pxq. (14.735d)

Maintenant que D est un λ-système contenant les rectangles, le lemme 14.32 dit que la tribu
engendrée par D (c’est-à-dire A1 b A2) est le λ-système D lui-même.

La preuve est finie dans le cas de mesures finies. Nous commençons maintenant à prouver dans
le cas où les mesures µ1 et µ2 sont seulement σ-finies. Nous considérons des suites croissantes
Ωi,n Ñ Ωi d’ensembles mesurables et de mesure finie : µipΩi,nq ă 8. D’abord remarquons que

µ2
´

pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq
¯

“ µ2
´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j . (14.736)

En effet,

♡ “ pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq (14.737a)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P AX Ω1,j ˆ E2,ju (14.737b)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju. (14.737c)



14.11. PRODUIT DE MESURES 1249

Si y P Ω1,j alors ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju “ Ω2,j et dans ce cas

♡ “ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X Ω2,j “ A2pxq X E2,j . (14.738)

Et inversement, si x R Ω1,j alors ♡ “ H. Dans les deux cas nous avons (14.736).
Les ensembles A X Ω1,j ˆ Ω2,j étant de mesure finie, nous pouvons leur appliquer la première

partie :
ż

Ω1

µ2
´

pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq2pxq
¯
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´

pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq1pyq
¯
dµ2puq, (14.739)

ou encore
ż

Ω1

µ2
´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j pxqdµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
A1pyq X Ω1,j

¯
1Ω2,j pyqdµ2pyq. (14.740)

Ce que nous avons dans ces intégrales sont (par rapport à j) des suites croissantes de fonction
positives ; nous pouvons donc permuter une limite et une intégrale. En sachant que si k Ñ 8, alors

11,jpxq Ñ 1 (14.741a)
µ2
`
A2pxq X Ω2, j

˘ Ñ µ2
`
A2pxq˘, (14.741b)

nous trouvons le résultat demandé.

Théorème-Définition 14.239 ([437, 438]).
Soient µi des mesures σ-finies sur pΩi,Aiq (i “ 1, 2).

(1) Il existe une et une seule mesure, notée µ1 b µ2, sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 b A2q telle que

pµ1 b µ2qpA1 ˆA2q “ µ1pA1qµ2pA2q (14.742)

pour tout A1 P A1 et A2 P A2.
(2) Cette mesure est donnée par la formule 80

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq˘dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq˘dµ2pyq. (14.743)

Cette mesure est la mesure produit de µ1 par µ2.
(3) La mesure µ1 b µ2 ainsi définie est σ-finie.

Démonstration. La partie « existence » sera divisée en deux parties : l’une pour prouver que les
formules (14.743) donnent une mesure et une pour montrer que cette mesure vérifie la condition
(14.742).

(i) Unicité L’ensemble des rectangles de Ω1 ˆ Ω2 engendre la tribu A1 b A2, est fermé par
intersection et contient une suite croissante d’ensembles PnˆRn de mesure finie (µpPnˆRnq ă
8) telle que PnˆRn Ñ Ω1ˆΩ2. Cette suite est donnée par le fait que µ1 et µ2 sont σ-finies. En
effet si pXnq et pYnq sont des recouvrements dénombrables de Ω1 et Ω2 par des ensembles de
mesure finie, en posant Pn “ Ťn

k“1Xk et Rn “ Ťn
k“1 Yk nous avons bien une suite croissante

de rectangles qui tendent vers Ω1 ˆΩ2. Avec ces rectangles en main, le théorème 14.33 donne
l’unicité.

(ii) Les formules définissent une mesure Le théorème 14.238 dit que ces formules ont un
sens et que l’égalité entre les deux intégrales est correcte. Nous prouvons à présent qu’elles
déterminent effectivement une mesure sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 b A2q.
Pour tout A P A1 b A2, µpAq ě 0 parce que µ est donnée par l’intégrale d’une fonction
positive.

80. Voir les notations du lemme 14.236.
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En ce qui concerne la condition d’unions dénombrable disjointe, soient Apiq des éléments
disjoints de A1 b A2 ; nous commençons par remarquer que

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸

2

pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P
8ď

i“1
Apiqu (14.744a)

“
8ď

i“1
ty P Ω2 tel que px, yq P Apiqu (14.744b)

“
8ď

i“1
A

piq
2 pxq. (14.744c)

Par conséquent,

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“
ż

Ω1

µ2

˜´ 8ď

i“1
Apiq

¯
2
pxq

¸
dµ1pxq (14.745a)

“
ż

Ω1

8ÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq˘dµ1pxq (14.745b)

“
ż

Ω1

lim
nÑ8

nÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq˘dµ1pxq. (14.745c)

où nous avons utilisé l’additivité de la mesure µ2. À ce niveau, il serait commode de permuter
la somme et l’intégrale. Pour ce faire nous considérons la suite (croissante) de fonctions

fnpxq “
nÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq˘. (14.746)

Nous pouvons permuter la limite et l’intégrale grâce au théorème de la convergence mono-
tone 14.173 ; ensuite la somme se permute avec l’intégrale en tant que somme finie :

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“ lim

nÑ8

nÿ

i“1

ż

Ω1

`
A

piq
2 pxq˘dµ1pxq (14.747a)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“1
µpApiqq (14.747b)

“
8ÿ

i“1
µpApiqq. (14.747c)

(iii) Elles vérifient la condition Prouvons que les formules (14.743) se réduisent à (14.742)
dans le cas des rectangles. Soit donc A “ X1 ˆX2 avec Xi P Ai. Alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X1 ˆX2u (14.748)

et
µ1
`
A1pyq˘ “ 1X2pyqµ1pX1q, (14.749)

donc

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω2

µ1
`
A1pyq˘dµ2pyq (14.750a)

“
ż

Ω2

µ1pX1q1X2pyqdµ2pyq (14.750b)

“ µ1pX1q
ż

Ω2

1X2pyqdµ2pyq (14.750c)

“ µ1pX1qµ2pX2q. (14.750d)

Pour cela nous avons utilisé le fait que l’intégrale de la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable est la mesure de cet ensemble.
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Définition 14.240 (Produit d’espaces mesurés).
Si pΩi,Ai, µiq sont deux espaces mesurés, l’espace produit est l’ensemble Ω1 ˆΩ2 muni de la tribu
produit A1bA2 de la définition 14.124 et de la mesure produit µ1bµ2 définie par le théorème 14.239.

Remarque 14.241.
Il n’est pas garanti que la tribu A1 b A2 soit la tribu la plus adaptée à l’ensemble S1 ˆS2. Dans le
cas de RN , il se fait que c’est le cas : en prenant des produits des boréliens sur R on obtient bien
les boréliens sur RN , voir proposition 14.128.

14.12 Tribu et mesure de Lebesgue sur Rd

Définition 14.242 (Mesure de Lebesgue).
En plusieurs étapes.

(1) D’abord nous avons la mesure λN sur RN définie sur
`
RN ,BorpRq b . . .b BorpRq˘ (14.751)

comme le produit λb . . .b λ via la définition 14.240.
(2) Ensuite nous nous souvenons du corolaire 14.128 qui donne λN comme une mesure sur

`
RN ,BorpRN q˘. (14.752)

(3) Et enfin nous considérons la completion de la mesure λN (théorème 14.66), que nous notons
encore λN .

Lemme 14.243.
Tout hyperplan de Rn est de mesure nulle.

Proposition 14.244 ([423]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable et disjointe de cubes semi-ouverts.

Démonstration. Nous allons même montrer que ces cubes peuvent être choisis sur un quadrillage.
Soit G un ouvert de Rn. Soit tQ1

i uiPN un découpage de Rn en cubes semi-ouverts de côté 1 et
dont les sommets sont en les coordonnées entières. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni, ni ` 1r (14.753)

où les ni sont des entiers. Ce sont des cubes disjoints. Nous considérons ensuite pour chaque k ą 1
le découpage tQpkq

i uiPN de Rn en cubes de côtés 2´k qui consiste à découper en 2 les côtés des
cubes du découpage Qpk´1q. Ces cubes forment encore un découpage dénombrable de Rn en des
cubes disjoints. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni2k ,

ni ` 1
2k r (14.754)

où les ni sont encore entiers. Ensuite nous considérons E l’union de tous les Qpkq
i contenus dans G.

Montrons que E “ G. D’abord E Ă G parce que E est une union d’ensembles contenus dans
G. Ensuite si x P G, il existe une boule de rayon r autour de x contenue dans G ; alors un des
ensembles Qpkq

i avec 2´j ă r
2 est contenue dans Bpx, rq et donc dans E .

Bien entendu l’union qui donne E n’est pas satisfaisante par ce que les Qpk`1q
i sont contenus

dans les Qpkq
i ; les intersections sont donc loin d’être vides.
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Nous faisons ceci :

Rp0q “ tQp1q
i contenu dans Gu (14.755a)

Rpk`1q “ tQpk`1q
i contenus dans G et pas dans Rpkqu. (14.755b)

En fin de compte l’union de tous les ensembles contenus dans les Rpkq forment encore Rn, mais
sont d’intersection vide.

Les cubes dont il est question dans cette preuve, de côtés 2´k sont souvent appelés des cubes
dyadiques.

Corolaire 14.245 ([423]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable de cubes presque disjoints 81.

Démonstration. Il suffit de prendre les cubes de la proposition 14.244 et de les fermer. Ce que l’on
ajoute est de mesure nulle 82.

Remarque 14.246.
La proposition 14.244 est une propriété seulement de la topologie de Rn alors que le corolaire fait
intervenir la mesure de Lebesgue parce qu’il faut bien dire que les intersections sont de mesure (de
Lebesgue) nulle.

14.12.1 Ensembles négligeables

Lemme 14.247 ([439]).
L’image d’une partie négligeable de Rd par une application Lipschitz est négligeable.

Démonstration. Soit N une partie négligeable de Rd et une application Lipschitz f : N Ñ Rd. Soit
Q Ă Rd un cube borné de côté r. Pour tout x, x1 P N XQ nous avons

}fpxq ´ fpx1q} ď C}x´ x1} ď Cr. (14.756)

Donc fpNXQq est dans une boule de rayon Cr. Mais comme toutes les normes sont équivalentes 83

sur Rd nous pouvons tout aussi bien prendre la norme }.}1 au lieu de la norme }.}2 (qui est toujours
la norme prise implicitement lorsqu’on parle de Rn), de telle sorte que les boules soient des cubes.
Quoi qu’il en soit, fpN X Qq est contenu dans un cube de côté 2Cr et au niveau de la mesure
extérieure,

m˚`fpN XQq˘ ď p2Crqd “ p2Cqdrd, (14.757)

ou encore

m
`
fpN XQq˘ ď p2CqdmpQq (14.758)

parce que rd est la mesure du cube Q.
Soit maintenant ϵ ą 0 ; vu que N est négligeable, il existe un ouvert U contenant N et tel que

mpUq ă ϵ. Ce U est une union presque disjointe de cubes dyadiques pQnq par le corolaire 14.245.

81. « presque » au sens où les intersections éventuelles sont de mesure de Lebesgue nulle.
82. Voir le lemme 14.243.
83. Proposition 11.44
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Nous avons alors

m˚`fpNq˘ “ m˚`fp
ď

n

N XQnq˘ (14.759a)

“ m˚`ď

n

fpN XQnq˘ (14.759b)

ď
ÿ

n

m˚pfpN XQnqq (14.759c)

ď
ÿ

n

p2CqdmpQnq (14.759d)

“ p2CqdmpUq (14.759e)
ă p2Cqdϵ. (14.759f)

Au final, m˚`fpNq˘ ď p2Cqdϵ. L’ensemble N est donc négligeable parce que le lemme 14.72 le dit :
m˚pNq “ 0.

Corolaire 14.248.
Un sous-espace vectoriel strict de RN est négligeable.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel strict de RN de dimension k ă N est l’image de

A “ tt1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` tkek tel que ti P Ru (14.760)

par une application linéaire. Ce A est un pavé de mesure de Lebesgue nulle. Donc l’image est
négligeable par le lemme 14.247.

14.12.2 Parties et fonctions mesurables

Pour rappel, la notion d’application de classe C1 est donnée par la définition 11.220.

Proposition 14.249.
Soient U et V des ouverts de Rd et ϕ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si E Ă U est mesurable,
alors ϕpEq est mesurable 84.

Démonstration. Si E est mesurable, il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que
E “ BYN . Vu que ϕ est un homéomorphisme, l’application ϕ´1 est borélienne parce que continue
(théorème 14.53). Nous avons

ϕpBq “ pϕ´1q´1pBq, (14.761)

c’est-à-dire que ϕpBq est l’image inverse de B par ϕ´1. L’ensemble ϕpBq est donc borélien.
Il reste à voir que ϕpNq est négligeable. Soit Q Ă U un cube compact. L’application dϕ : Q Ñ

LpRd,Rdq est continue et donc bornée (par la remarque 11.226) sur le compact Q. Par les accrois-
sements finis (théorème 11.245), l’application ϕ est donc Lipschitz sur Q. La partie ϕpN X Qq est
alors négligeable par le lemme 14.247. Pour conclure,

ϕpNq “
ď

i

ϕpN XQiq (14.762)

où les Qi sont tous des cubes compacts. Donc ϕpNq est une union dénombrable d’ensembles négli-
geables ; ergo négligeable lui-même par le lemme 14.64.

Proposition 14.250.
Soient U et V des ouverts de RN et ϕ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si f : V Ñ C est mesurable,
alors f ˝ ϕ : U Ñ C l’est.

84. Ici « mesurable » parle de mesurabilité au sens de la tribu de Lebesgue, c’est-à-dire pas seulement les boréliens.
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Démonstration. Soit A une partie mesurable de C. Il nous faut prouver que

pf ˝ ϕq´1pAq “ ϕ´1`f´1pAq˘ (14.763)

soit mesurable. Par hypothèse , f´1pAq est mesurable. Vu que ϕ est un C1-difféomorphisme, elle
et son inverse sont mesurables par la proposition 14.249. Donc l’image du mesurable f´1pAq par
ϕ´1 est encore mesurable.

Proposition 14.251.
Si f : Rn Ñ Rn est de classe C8 et si N est une partie de mesure (de Lebesgue) nulle dans Rn,
alors fpNq est également de mesure nulle.

Proposition 14.252.
Soit une application f : Rn Ñ R qui s’annule une quantité dénombrable de fois. Soit N de mesure
nulle dans Rn. Pour tout ϵ ą 0, il existe δ P Rn tel que }δ} ă ϵ et tel que la fonction x ÞÑ fpx` δq
ne s’annule pas sur N .

Démonstration. Soient txiuiPN les racines de f . Pour chaque i, nous notons

Fi “ tδ P Rn tel que xi ` δ P Nu. (14.764)

Chacun de Fi est de mesure nulle, et donc
Ť8
i“1 Fi est de mesure nulle. Il suffit de prendre δ P

Bp0, ϵqzŤi Fi, et nous avons xi ` δ hors de N pour tout i.

14.12.3 Propriétés d’unicité

Corolaire 14.253.
La mesure λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRN qq à satisfaire

µ
` Nź

i“1
rai, bis

˘ “
Nź

i“1
|ai ´ bi| (14.765)

Démonstration. Par définition de la mesure produit, λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRq b
. . .b BorpRqq à satisfaire la condition. La proposition 14.128 conclut.

Vu que les compacts de Rn sont les fermés bornés (théorème 10.24), et que tout borné est dans
un tel produit d’intervalle, la mesure de Lebesgue est une mesure de Borel (définition 14.86(1)).

Théorème 14.254 ([440]).
La mesure de Lebesgue est invariante par translation. Autrement dit si A est mesurable dans Rn

et si a P Rn alors A` a est mesurable et

λN pA` aq “ λN pAq. (14.766)

Démonstration. Nous supposons que A est borélien ; sinon il l’est à ensemble négligeable près.
Nous nommons µ la mesure donnée par

µpAq “ λN pA` aq. (14.767)

Vu que

µ
` Nź

n“1
rrn, snr˘ “ λN

`ź

i

rrn ` an, sn ` anr˘ “
ź

i

|sn ´ rn|. (14.768)

Vu qu’il y a unicité de la mesure vérifiant cette propriété (corolaire 14.253), nous avons µ “ λN .

Pour la suite nous notons Q0 le cube unité de RN : Q0 “ `r0, 1r˘N .

Théorème 14.255 ([440]).
Soit µ une mesure positive sur RN telle que
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(1) µ soit invariante par translation (des boréliens),
(2) µpQ0q “ 1.

Alors µ “ λN .

Démonstration. Pour simplifier l’écriture nous faisons N “ 2. Notre but est de prouver que
µpr0, rr ˆ r0, r1rq “ rr1 pour tout r, r1 P R.

(i) Longueur =1{J Soient J,K des entiers. Nous pouvons diviser le cube Q0 en rectangles de
côtés 1{J et 1{K :

Q0 “
ď

1ďjďJ
1ďkďK

rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r (14.769)

où l’union est disjointe. En ce qui concerne la mesure nous commençons par utiliser la sous-
additivité :

µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r
˙
. (14.770)

Nous utilisons ensuite, sur chacun des termes séparément l’invariance par translation selon
les vecteurs p j´1

J , 0q et p0, k´1
K q :

1 “ µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙

“ JKµ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
, (14.771)

et donc
µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙

“ 1
J

ˆ 1
K
. (14.772)

(ii) Longueur L{K Soient L,M des entiers et calculons :

µ

ˆ
r 0
J
,
L

J
r ˆ r 0

K
,
M

K
r
˙

“
ÿ

0ďlďL´1
0ďmďM´1

µ

ˆ
r l
J
,
l ` 1
J

r ˆ rm
K
,
m` 1
K

r
˙

(14.773a)

“ LMµ

ˆ
r 0
J
,

1
J

r ˆ r 0
K
,

1
K

r
˙

(14.773b)

“ LM ˆ 1
J

ˆ 1
K
. (14.773c)

Nous avons donc, pour tout J,K,L,M :

µ

ˆ
r0, L

J
r ˆ r0, M

K
r
˙

“ L

J
ˆ M

K
, (14.774)

c’est-à-dire que pour tout r, s P Q` nous avons

µ
`r0, rr ˆ r0, sr˘ “ rs. (14.775)

(iii) Longueur réelle Nous passons au cas de longueur réelle. Soit a ą 0 et une suite croissante
de rationnels rn Ñ a. Une telle suite existe par la proposition 10.17. L’intervalle r0, ar s’écrit
sous la forme d’une union croissante r0, ar “ Ť

ně1r0, rnr ; le lemme 14.23(1) peut être utilisé
et nous avons

µ
`r0, ar˘ “ µ

˜ď

ně1
r0, rnr

¸
“ lim

nÑ8µ
`r0, rnr˘ “ lim

nÑ8 rn “ a. (14.776)
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Enfin, si a, a1 P R, l’invariance par translation donne

µ
`ra, a1r˘ “ µ

`r0, a1 ´ ar˘ “ a1 ´ a. (14.777)

Par unicité de la mesure ayant cette propriété, nous avons µ “ λN .

Corolaire 14.256.
Si µ est une mesure positive sur RN invariante par translation et telle que µpQ0q “ C ă 8 alors
µ “ CλN .

Démonstration. Si C ą 0 nous considérons la mesure 1
Cµ qui vérifie p 1

CµqpQ0q “ 1. En conséquence
du théorème 14.255, 1

Cµ “ λN et µ “ CλN .
Si au contraire C “ 0 alors nous pouvons paver RN avec des cubes Qi de côté 1 qui ont tous

mesure 0. Par conséquent, RN “ Ť8
i“1Qi, donc µpRN q “ ř

i µpQiq “ 0. Par conséquent µ “ 0
parce que toute partie de RN a une mesure au maximum égale à celle de RN .

14.12.4 Régularité

Les différentes notions de régularité pour une mesure sont données dans la définition 14.86. Ce
sont essentiellement des questions de compatibilité entre la mesure et la topologie.

Proposition 14.257.
La mesure de Lebesgue est une mesure de Radon sur tout ouvert de RN .

Démonstration. Soit V un ouvert de RN . C’est localement compact et dénombrable à l’infini. Il
suffit de prouver que λN est de Borel sur V pour que le théorème 14.87 conclue à la régularité de
la mesure de Lebesgue.

Soit K un compact de V . Par la proposition 7.95 c’est également un compact de RN . Par
conséquent K est dans un pavé fermé de RN du type

K Ă
Nź

n“1
ran, bns (14.778)

et donc en passant par le corolaire 14.253,

λN pKq ď
Nź

i“1
pbn ´ anq ă 8. (14.779)

Nous avons démontré que λN reste fini sur tout compact de V .

14.13 Propriétés de l’intégrale de Lebesgue

Un lemme qui a l’air de rien, mais qui au final est souvent utilisé ; tellement qu’on l’oublie un
peu.

Lemme 14.258 ([1]).
Soit un compact K de R et une fonction continue f : R Ñ R. Alors l’intégrale

ż

K
f (14.780)

existe et est finie.

Démonstration. Vu que f est continue sur le compact K, elle y atteint une borne supérieure 85 que
nous nommons M .

85. Nous ne nous lasserons jamais de citer le théorème de Weierstrass 7.136.
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Soit R tel que Bp0, Rq contienne K. La fonction pM ` 1q1Bp0,Rq majore strictement f sur le
mesurable Bp0, Rq. L’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition (14.461)
de l’intégrale de f est majoré par le nombre fini pM ` 1qµpKq. Le supremum existe et est fini
(proposition 1.442).

Le lemme suivant est la contrepartie du côté des intégrales de l’invariance par translation de
la mesure de Lebesgue démontrée dans le théorème 14.254.

Lemme 14.259 (Invariance par translation).
Soient f intégrable sur Rd et a P Rd. Alors en posant

g : Rd Ñ C

x ÞÑ fpx` aq (14.781)

nous avons ż

Rd

fdλ “
ż

Rd

gdλ. (14.782)

Nous pouvons aussi écrire ż

Rd

fpx` aqdλpxq “
ż

Rd

fpxqdλpxq. (14.783)

14.13.1 Quelques limites dans les bornes

Dans le cas de l’intégrale de Lebesgue définie par 14.163, si f est une fonction sur R et si λ est
la mesure de Lebesgue, nous avons une définition directe de

ż 8

0
fdλ. (14.784)

Nous sommes cependant en droit de nous demander si nous n’aurions pas également ceci :

lim
xÑ8

ż x

0
fλ “

ż 8

0
fdλ. (14.785)

Lorsque l’intégrale considérée est celle de Riemann, l’égalité (14.785) est une définition. Ici, ça va
être une propriété, voir le lemme 14.263.

14.260.
Tant que nous sommes à parler de limites dans les bornes, nous aurions pu vouloir, pour les séries,
suivre le chemin suivant :

— Définir l’intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré.
— Prendre au passage le cas particulier

ř8
k“0 ak “ ş

N
a où a : N Ñ R est une fonction mesurable

pour la mesure de comptage.
— Démontrer qu’avec ces définitions,

ř8
k“0 ak “ limNÑ8

řN
k“0 ak.

Or le dernier point est pris comme définition et son égalité avec l’intégrale pour la mesure de
comptage est une propriété 86. Pourquoi ? Parce que la définition 14.18 de mesure positive demande
déjà d’avoir défini les sommes sur N.

Lemme 14.261.
Soit une partie mesurable A Ă R` de mesure finie. Alors

lim
MÑ8λ

`
AX rM,8r˘ “ 0. (14.786)

86. Proposition 14.266.
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Démonstration. La fonction
f : R` Ñ R`

x ÞÑ λ
`
AX rx,8r˘ (14.787)

est décroissante et bornée vers le bas par 0. Elle possède dont une limite ℓ ě 0 (corolaire 10.54).
Nous allons prouver que ℓ “ 0 en calculant la limite sur les entiers.

Nous posons Jk “ rk, k ` 1r. Pour n P N nous avons :

fpnq “ λ
`
AX rn,8r˘ (14.788a)

“ λ
` 8ď

k“n
pAX Jkq˘ (14.788b)

“
8ÿ

k“n
λpAX Jkq. (14.788c)

Mais nous savons par hypothèse sur la mesure de A que

λpAq “
8ÿ

k“0
λpAX Jkq ă 8. (14.789)

Donc fpnq est une queue de série convergente. Elle tend donc vers zéro par le lemme 11.92. C’est-
à-dire que

lim
nÑ8 fpnq “ 0. (14.790)

Et comme limxÑ8 fpxq existe et vaut ℓ, la seule possibilité est ℓ “ 0.

Lemme 14.262.
Soit une fonction mesurable f : R Ñ R`. Alors

lim
xÑ8

ż 8

x
fdλ “ 0. (14.791)

Démonstration. Nous posons
F pxq “

ż 8

x
fdλ. (14.792)

Nous commençons par prouver que c’est une fonction décroissante. En effet,

F pxq ´ F px` aq “
ż 8

x
f ´

ż 8

x`a
f “

ż x`a

x
f `

ż 8

x`a
f ´

ż 8

x`a
“
ż x`a

x
f ě 0. (14.793)

Nous avons utilisé 14.187.
Vu que f prend ses valeurs dans R`, nous avons F pxq ě 0 pour tout x. La fonction F est

décroissante et bornée vers le bas. Donc elle a une limite :

lim
xÑ8F pxq “ ℓ ě 0. (14.794)

Supposons ℓ ą 0 et posons 0 ă ϵ ă ℓ. Soit M tel que pour tout x ą M nous ayons
ż 8

x
f ą m. (14.795)

Soit a P R` tel que
|
ż 8

a
fptq ´ ℓ dt| ă ϵ. (14.796)

En vertu de (14.795) nous considérons a0 ą a tel que
ż 8

a0

f “ I0 ą m. (14.797)
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Nous construisons la suite strictement croissante pakq de la façon suivante :
ż 8

ak

f “ Ik ą m (14.798)

et
|
ż ak`1

ak

f ´ Ik| ă ϵ. (14.799)

Donc pour k nous avons ż ak`1

ak

f ě Ik ´ ϵ ě m´ ϵ. (14.800)

Mais ż 8

a0

“
8ÿ

k“0

ż ak`1

ak

f ě
ÿ

k

pm´ ϵq “ 8. (14.801)

Nous avons une contradiction.

Lemme 14.263 ([1]).
Soit f : R Ñ R intégrale sur ra,8s pour la mesure de Lebesgue. Alors la limite

lim
bÑ8

ż

ra,bs
f (14.802)

existe et vaut
lim
bÑ8

ż

ra,bs
f “

ż

ra,8s
f. (14.803)

Démonstration. Vu qu’on a le droit de découper les domaines d’intégration en domaines disjoints,
et que l’ajout d’un point ne change rien à la mesure de Lebesgue, nous avons pour tout b P ra,8r
que ż

ra,8s
f “

ż

ra,bs
f `

ż

rb,8s
f. (14.804)

Nous avons l’intention de prendre la limite b Ñ 8. Le lemme 14.262 nous assure que la limite de
la dernière intégrale existe et vaut zéro. Donc la limite de l’intégrale du milieu existe et vaut celle
à gauche.

14.13.2 Mesure de comptage et série

Définition 14.264 (mesure de comptage).
Soit pS,Fq un ensemble mesurable. La mesure de comptage sur pS,Fq est la mesure définie par

mpAq “
#

CardpAq si A est fini
`8 sinon.

(14.805)

Cette mesure est utilisée pour voir des séries comme des intégrales sur pN,PpNq,mq.
Lemme 14.265.
Si m est la mesure de comptage sur N et si PpNq est l’ensemble des parties de N, alors le triple`
N,PpNq,m˘

est un espace mesuré 87 σ-fini.

Démonstration. Bien entendu l’ensemble des parties de N est une tribu sur N. Nous devons donc
seulement vérifier les conditions de la définition 14.18.

Si A est une partie de N, alors mpAq P r0,8s parce que c’est soit le cardinal de A soit 8.
Le cardinal de l’ensemble vide est zéro (ça fait partie de la définition du cardinal 1.121).

87. Définition 14.18.
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Soient des parties deux à deux disjointes tAiuiPI de N. Posons A “ Ť
iPI Ai. Si I est infini

dénombrable, alors l’union est infinie : prendre par exemple la partie S “ tminpAiquiPI qui est en
bijection avec I. Nous avons alors d’une part

m
`ď

i

Ai
˘ ě mpSq “ 8, (14.806)

et d’autre part ÿ

iPI
mpAiq ě

ÿ

iPI
1 “ 8. (14.807)

Si par contre I est fini, alors le lemme 1.123(5) dit que

m
`ď

iPI
Ai

˘ “ Card
`ď

iPI
Ai

˘ “
ÿ

iPI
mpAiq. (14.808)

Le fait que notre espace soi σ-fini se voit par exemple en posant En “ t0, . . . , nu. Chaque En
est de mesure finie, et leur union est

Ť
nPNEn “ N.

Proposition 14.266 ([1]).
Soit l’espace mesuré

`
N,PpNq,m˘ 88. Nous considérons une application a : N Ñ R` (c’est à dire

une suite de nombres réels positifs).

(1) L’intégrale
ş
N
a dm ă 8 si et seulement si la série aussi :

ř8
n“0 an ă 8.

(2) Si
ş
N
a dm existe, alors

ż

N

a dm “
8ÿ

n“0
an. (14.809)

Démonstration. Nous allons travailler avec la définition 14.163 de l’intégrale et 14.109 pour les
fonctions étagées.

(i) Si l’intégrale est ă 8 Nous supposons que
ş
N
adm ă 8. La proposition 14.203 nous per-

met de découper N en parties disjointes. Nous choisissons de voir N “ Ť
iPNtiu et donc de

considérer l’égalité
ż

N

adm “
8ÿ

i“0

ż

tiu
adm. (14.810)

Vu que m
`tiu˘ “ 1 et que a est constante sur tiu, nous avons

ş
tiu adm “ ai, et donc

ż

N

adm “
8ÿ

i“0
ai. (14.811)

(ii) Si la somme est ă 8 Le terme général an tend vers zéro 89. En particulier, pour chaque
r P R, il n’existe qu’un nombre fini d’éléments de la suite a plus grands que r.
Soit une fonction étagée ψ : N Ñ R` minorant a. Vu qu’elle est étagée, elle ne prend qu’un
nombre fini de valeurs différentes que nous nommons tαiu, et les parties Ai “ ψ´1pαiq sont
finies parce que ψ minore a.
Avant de faire un petit calcul, posons quelque notations. D’abord Z “ ψ´1p0q. Nous avons
N “ Ť

iAi Y Z. Nous posons aussi A “ Ť
iAi ; c’est le support de ψ.

88. La mesure de comptage sur N est donnée en la définition 14.264.
89. Proposition 11.91.
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Nous pouvons maintenant faire un calcul pour l’intégrale de ψ sur N :
ż

N

ψdm “
ÿ

i

αi CardpAiq def. (14.460) (14.812a)

“
ÿ

i

` ÿ

kPAi

ψpkq˘ (14.812b)

“
ÿ

kPŤi Ai

ψpkq (14.812c)

“
ÿ

kPA
ψpkq `

ÿ

kPZ
ψpkq (14.812d)

“
ÿ

kPN
ψpkq. (14.812e)

Justifications.
— Pour (14.812b). Pour tout k dans Ai nous avons ψpkq “ αi.
— Pour (14.812c). Les Ai sont disjoints et chacun est fini. La proposition 11.109 fait le

boulot.
Étant donné que ψ minore a, nous avons donc montré que

ż

N

ψdm “
ÿ

kPN
ψpkq ď

ÿ

kPN
an. (14.813)

Donc l’intégrale de toutes les fonctions étagées minorant a est majorée par la série de a. Donc
l’intégrale de a existe et est majorée par cette somme.

(iii) Valeur de l’intégrale Nous supposons encore que la série est finie. Nous avons déjà prouvé
que ż

N

adm ď
ÿ

nPN
an. (14.814)

Nous allons prouver l’inégalité inverse en trouvant une bonne suite de fonctions étagées. Soit,
pour chaque N P N,

ψN : N Ñ R`

k ÞÑ
#
ak si k ď N

0 sinon.
(14.815)

Cela est une fonction étagée qui minore a. Nous pouvons donc reprendre le calcul (14.812) :

ż

N

ψdm “
ÿ

kPN
ψN pkq “

Nÿ

k“0
ak. (14.816)

Par définition de la série, nous avons

lim
NÑ8

ż

N

ψNdm “
8ÿ

k“0
ak. (14.817)

Donc le supremum des intégrales de fonctions étagées est au moins égal à
ř8
k“0 ak. Nous

avons prouvé l’inégalité inverse de (14.814), et donc l’égalité (14.809).

Exemple 14.267.
L’intervalle I “ r0, 1s muni de la tribu de toutes ses parties et de la mesure de comptage est un
espace mesuré non σ-fini. △
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14.13.3 Théorème de la moyenne

Lemme 14.268 ([1]).
Soit A connexe par arcs 90, soit f : A Ñ R continue ainsi que α, β P f´1pAq avec α ă β. Pour tout
y P rα, βs, il existe x P A tel que fpxq “ y.

Démonstration. Soient a, b P A avec fpaq “ α et fpbq “ β. Vu que A est connexe par arcs, il existe
une application continue γ : r0, 1s Ñ A telle que γp0q “ a et γp1q “ b. Le théorème des valeurs
intermédiaires appliqué à la composée f ˝ γ dit qu’il existe t0 P r0, 1s tel que pf ˝ γqpt0q “ y. Nous
avons donc le résultat avec x “ γpt0q.

Théorème 14.269 ([1, 159]).
Soit Q un compact connexe par arcs et une fonction continue f : Q Ñ R. Si λ est la mesure de
Lebesgue, alors il existe a P Q tel que

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ (14.818)

Démonstration. En posant I “ ş
Q fdλ nous avons immédiatement

minpfqλpQq ď I ď maxpfqλpQq (14.819)

où le minimum et le maximum existent parce que f est continue sur un compact. Si une des
deux inégalités est une égalité alors la fonction est constante. En effet supposons que la première
inégalité soit une égalité ; si la fonction n’était pas constante, il existerait une boule sur laquelle
f serait strictement supérieure à minpfq. En intégrant d’abord sur cette boule et ensuite sur le
complémentaire nous obtenons une intégrale plus grande que minpfqλpQq.

Vu que f est continue sur le compact Q, il existe α, β P Q tels que fpαq “ minpfq et fpβq “
maxpfq. Vu que minpfq ď I{λpQq ď maxpfq, le lemme 14.268 montre qu’il existe a P Q tel que
fpaq “ I{λpQq. Autrement dit,

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ. (14.820)

14.13.4 Primitives et intégrales

Définition 14.270.
Si a ă b nous posons ż b

a
fptqdt “

ż

ra,bs
f. (14.821)

Si par contre a ą b nous posons
şb
a f “ ´ şa

b f .

Proposition 14.271 (Primitive et intégrale[313]).
Soit f une fonction intégrable sur ra, bs et continue sur sa, br. Alors la fonction

F : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż

ra,xs
fptqdt. (14.822)

est l’unique primitive de f sur sa, br s’annulant en x “ a.

90. Définition 10.59.
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Démonstration. Nous devons prouver que F est dérivable et que pour tout x0 P sa, br nous avons
F 1px0q “ fpx0q. Soit ϵ ą 0. Par continuité de f en x0, il existe une fonction α : R Ñ R telle que

fpx0 ` hq “ fpx0q ` αphq (14.823)

avec limhÑ0 αphq “ 0. Cette dernière limite signifie qu’il existe un δ ą 0 tel que |αphq| ă ϵ pour tout
h tel que |h| ă δ, c’est-à-dire pour tout h P Bp0, δq. À partir de maintenant nous ne considérons
plus que de tels h.

Notre travail maintenant est de prouver que F est dérivable en x0, et de montrer que la dérivée
est fpx0q. Pour cela,

F px0 ` hq ´ F px0q “
ż x0`h

x0

fptqdt (14.824a)

“
ż h

0
fpx0 ` tqdt (14.824b)

“
ż h

0

“
fpx0q ` αptq‰dt (14.824c)

“ hfpx0q `
ż h

0
αptqdt. (14.824d)

Nous avons donc montré que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ (défini via la fonction α) tel que
|h| ă δ implique ˇ̌

ˇ̌F px0 ` hq ´ F px0q
h

´ fpx0q
ˇ̌
ˇ̌ ă ϵ. (14.825)

Cela signifie que

lim
hÑ0

F px0 ` hq ´ F px0q
h

“ fpx0q, (14.826)

qui n’est rien d’autre que le fait que F est dérivable en x0 et que sa dérivée est fpx0q.
Le fait que F s’annule en x “ a est par sa définition. L’unicité provient du corolaire 12.202.

Théorème 14.272 (Théorème fondamental du calcul intégral).
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I contenant strictement l’intervalle ra, bs Ă R
et F une primitive de f sur I. Alors

ż b

a
fptqdt “ F pbq ´ F paq. (14.827)

Démonstration. Nous avons vu par la proposition 14.271 que la fonction

G : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż x

a
fptqdt (14.828)

était l’unique primitive de f sur sa, br à s’annuler pour x “ a. Nous avons évidemment
ż b

a
fptqdt “ Gpbq. (14.829)

Si F est une primitive quelconque, il suffit de soustraire sa valeur en x “ a : Gpxq “ F pxq ´ F paq
et donc ż b

a
fptqdt “ Gpbq “ F pbq ´ F paq, (14.830)

comme il fallait le prouver.
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Le théorème fondamental s’écrit souvent sous la forme 91

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1ptqdt. (14.831)

Sous cette forme, il faut penser que nous calculons fpxq en un point pas trop éloigné de a, en
sachant fpaq et en intégrant la dérivée entre les deux.

Remarque 14.273.
Le lien entre primitive et intégrale est fondamentalement lié à l’invariance par translation de la
mesure de Lebesgue, et non à la construction précise de cette mesure. Mais en même temps, la
mesure de Lebesgue est l’unique à être invariante par translation.

Quelque remarques.
(1) Le théorème fondamental du calcul intégral est à utiliser pour calculer des intégrales des

fonctions réelles lorsqu’on a des primitives sur un domaine strictement plus large que le
domaine sur lequel nous voulons intégrer.

(2) Une version pour les intégrales impropres sera donnée au corolaire 14.285.
(3) Une primitive est forcément une fonction continue parce qu’une primitive est dérivable.
(4) Le théorème fondamental du calcul intégral ne sert pas qu’à calculer des intégrales à partir

de primitives. Il sert aussi à démontrer des résultats plus théoriques, comme le théorème
12.381.

(5) En vertu du corolaire 12.202, une fonction ne possède qu’une seule primitive à constante
près.

14.13.5 Exemples et applications

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et y admettant des primitives, nous notons
ż
fpxqdx (14.832)

l’ensemble des primitives de f sur I :
ż
fpxqdx “ tF pxq ` C tel que C P Ru (14.833)

où F est une quelconque primitive de f .

Exemple 14.274.
Une primitive bien connue de f : x ÞÑ x2 est la fonction F : x Ñ x3

3 . Nous écrivons donc
ż
x2dx “ x3

3 ` C. (14.834)

Cela est un abus de notations terrible pour dire en réalité

tx ÞÑ x3

3 ` C tel que C P Ru. (14.835)

△

En termes de notations, nous posons
ż b

a
fptqdt “

”
F ptq

ıt“b
t“a

“ F pbq ´ F paq. (14.836)

91. Par exemple dans les théorèmes du reste des polynômes de Taylor 15.53 et de Cauchy-Lipschitz 17.42.
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Remarque 14.275.
La valeur de l’intégrale ne dépend pas de la primitive qu’on choisi pour le calculer, car si F1 et
F2 sont deux primitives de f alors F1 “ F2 ` C et F1pbq ´ F1paq “ pF2pbq ` Cq ´ pF2paq ` Cq “
F2pbq ´ F2paq.
Remarque 14.276.
Si l’intervalle d’intégration est réduit à un seul point alors la valeur de l’intégrale est zéro. Nous le
savions déjà, et cela est cohérent avec le théorème fondamental car

şa
a fptqdt “ F paq ´ F paq “ 0.

Remarque 14.277.
Toute intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à l’origine est nulle.

Proposition 14.278 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F où F est de dimension finie 92. Nous considérons une
fonction f : E Ñ F de classe C1 ainsi qu’un chemin γ : r0, 1s Ñ E de classe C1 également.

Alors nous avons l’égalité

ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘ “ f

`
γp1q˘ ´ f

`
γp0q˘. (14.837)

Démonstration. Nous posons
g : r0, 1s Ñ F

t ÞÑ pf ˝ γqptq. (14.838)

Cette fonction vérifie g1ptq “ pdfqγptq
`
γ1ptq˘ par le lemme 12.292. Le théorème fondamental du

calcul intégral 93 nous permet donc d’écrire

ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż 1

0
g1ptqdf “ gp1q ´ gp0q. (14.839)

Notons que g est continue grâce aux hypothèses de classe C1 pour γ et f .

14.13.6 Permuter limite et dérivée

14.279 ([313]).
Voici une preuve alternative du théorème 12.381. Elle utilise des intégrales ; elle demande donc
plus de dépendances.

Énoncé Soient une suite de fonctions fi : R Ñ R, une fonction f : R Ñ R et une fonction
g : R Ñ R telles que

(1) fi est de classe C1 pour tout i,

(2) fi Ñ f simplement,

(3) f 1
i Ñ g uniformément sur tout compact.

Alors

(1) f est de classe C1,

(2) f 1 “ g,

(3) fi Ñ f uniformément sur tout compact.

92. Sinon l’intégrale dont nous allons parler n’est pas définie au sens où nous n’en avons pas donné de définition.
Voir 14.188.

93. Théorème 14.272.
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Preuve Nous commençons par considérer x0 P R et un intervalle compact K contenant x0. Nous
montrons que f 1px0q “ gpx0q en plusieurs étapes.

(i) Une formule intégrale Par hypothèse, les fonctions fi sont continues (en particulier sur
un ouvert contenant K), et le théorème fondamental de l’analyse 14.272 donne

fipxq “ fipx0q `
ż x

x0

f 1
iptqdt (14.840)

pour tout x P K. Nous avons envie de prendre la limite i Ñ 8 en permutant la limite avec
l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence dominée de Lebesgue.

(ii) Convergence dominée La convergence uniforme sur tout compact des fonctions continues
f 1
i vers g donne la continuité de g, théorème 12.364. En particulier g est bornée et donc

intégrable sur le compact rx0, xs. Mais il en faut plus pour le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 14.200). Soit a ą 0 ; il existe N tel que pour tout i ą n nous
ayons }f 1

i ´ g} ă a. Avec cela nous avons

|f 1
ipxq| ă |gpxq| ` a (14.841)

pour tout x P K. En particulier, la fonction x ÞÑ gpxq ` a fonctionne pour la convergence
dominée et nous pouvons permuter la limite et l’intégrale dans (14.840).

(iii) Passage à la limite En passant à la limite i Ñ 8 dans (14.840) nous trouvons

fpxq “ fpx0q `
ż x

x0

gptqdt. (14.842)

(iv) Premières conclusions Il suffit maintenant de prendre la dérivée de (14.842) au point
x “ x0 grâce à la proposition 14.271 :

f 1px0q “ gpx0q. (14.843)

Cela nous donne l’égalité f 1 “ g parce que x0 était arbitraire.
De plus g est continue comme limite uniforme des fonctions continues f 1

i . Plus précisément,
pour voir la continuité de g en x0, prendre un ouvert borné Bpx0, rq autour de x0, et ensuite
un compact K contenant cet ouvert. La convergence uniforme f 1

i Ñ g sur K implique la
convergence uniforme sur Bpx0, rq et donc la continuité sur Bpx0, rq (théorème 12.364).

(v) fi Ñ f uniforme sur tout compact Un compact n’étant pas spécialement connexe, nous
ne pouvons pas reprendre le travail fait jusqu’ici sans prendre une petite précaution. Soit un
compact L. Cette partie de R étant bornée 94, nous pouvons prendre r assez grand pour que
L Ă Bp0, rq. Nous posons K “ Bp0, rq et nous prouvons la convergence uniforme fi Ñ f sur
K. A fortiori, cela donnera la convergence uniforme sur L.
Prenons la différence entre (14.842) et (14.840) :

|fpxq ´ fipxq| “ ˇ̌
fpx0q ´ fipx0q `

ż x

x0

gptq ´ f 1
iptqdt

ˇ̌
(14.844a)

ď |fpx0q ´ fipx0q| `
ˇ̌
ˇ
ż x

x0

|gptq ´ f 1
iptq|dt

ˇ̌
ˇ (14.844b)

ď |pf ´ fiqpx0q| ` |x´ x0|}g ´ f 1
i}K . (14.844c)

Notez les valeurs absolues autour de l’intégrale dans (14.844b). Elles sont nécessaires parce
que x est dans un voisinage de x0, sans que nous sachions si x ě x0 ou x ď x0 (ça change le
signe de l’intégrale).
Nous avons donc

}f ´ fi} ď |pf ´ fiqpx0q| ` diampKq}g ´ f 1
i} (14.845)

94. Par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24
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où diampKq est le diamètre de K, c’est-à-dire la plus grande distance entre deux éléments
de K c’est un nombre fini parce que K est borné. Il majore évidemment |x´x0|. Le membre
de droite tend vers zéro si i Ñ 8 parce que nous avons convergence simple fi Ñ f et donc
pf ´ fiqpx0q Ñ 0, et parce que nous avons convergence uniforme sur tout compact, donc
}g ´ f 1

i} Ñ 0.
Nous avons donc bien limiÑ8 }f ´ fi} “ 0, c’est-à-dire convergence uniforme de pfiq vers f
sur K.

La proposition suivante est la généralisation à R de la proposition 12.442.

Proposition 14.280.
Pour tout α P R, si fαpxq “ xα alors

f 1
αpxq “ αxα´1. (14.846)

Au niveau du domaine, c’est R auquel il faut enlever t0u si α ´ 1 ă 0.

Démonstration. Soient α P R et une suite de rationnels αi qui converge vers α. Les plus amateurs
d’abstraction diront pαiq P α en référence à la proposition 1.403.

Nous notons fαpxq “ xα et fipxq “ xαi . Par définition nous avons

fi Ñ fα (14.847)

ponctuellement. De plus en utilisant la proposition 12.442 nous savons que f 1
ipxq “ αix

αi´1. En
posant gpxq “ αxα´1 nous avons donc

f 1
i Ñ g. (14.848)

ponctuellement. Mais f 1
i est continue pour tout i et g également. Donc la convergence fi Ñ fα est

uniforme sur tout compact 95. Le théorème 12.381 nous permet de permuter limite et dérivée pour
avoir g “ f 1

α.

14.13.7 Intégrales impropres

Définition 14.281 ([313]).
Une fonction f : D Ă R Ñ R est localement intégrable sur un intervalle I si f est intégrable
sur tout intervalle compact contenu dans I.

Proposition 14.282.
Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable. Alors

ż

ra,bs
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f. (14.849)

Démonstration. Notons que la valeur de f en b n’a strictement aucune importance parce que
l’intégrale de Lebesgue ne dépend pas du choix de la valeur de la fonction en un ensemble de
mesure nulle ; et en même temps la limite à gauche de (14.849) ne dépend pas non plus de la valeur
de f en b. Bref si f n’est pas définie en b, nous pouvons poser fpbq “ 42.

Notons de plus que du point de vue de l’intégrale de Lebesgue,
ş

ra,bs et
ş

ra,br sont identiques et
valent toutes les deux

şb
a (lorsque ça existe).

Supposons d’abord que f est positive. Alors nous posons fn “ f1ra,b´ 1
n

s. Ponctuellement nous
avons la limite croissante fn Ñ f et de plus

lim
xÑb´

ż

ra,xs
f “ lim

nÑ8

ż

ra,bs
fn. (14.850)

95. Proposition 12.371.



1268 CHAPITRE 14. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Chacun des fn est intégrable sur ra, bs. Le théorème de Beppo-Levi 14.173 implique que f est
intégrable sur ra, bs et que

lim
nÑ8

ż b

a
fn “

ż b

a
f. (14.851)

Cela montre que dans le cas d’une fonction f positive nous avons bien (14.849).
Si f n’est pas positif, alors nous la décomposons en partie positive et négative f “ f` ´ f´ et

par définition de l’intégrale d’une fonction non positive,

lim
xÑb´

ż

ra,xr
f “ lim

ż
f` ´ lim

ż
f´. (14.852)

Il peut cependant arriver que la limite limxÑb

şb
a f existe alors que f n’est pas intégrable sur

ra, bs. C’est l’ennui des fonctions non positives. Un exemple classique est
ż 8

0

sinptq
t

dt (14.853)

Définition 14.283 ([441]).
Si

lim
xÑb

ż b

a
f (14.854)

existe alors nous disons que l’intégrale est convergente en b. Ce procédé de limite est l’intégrale
impropre de f sur ra, bs.
Exemple 14.284 (Intégale impropre).
Nous considérons la fonction f : r0,8rÑ R définie par

fpxq “
#

1
n si x P r2n´ 2, 2n´ 1r
´ 1
n si x P r2n´ 1, 2nr. (14.855)

Par la divergence de la série harmonique,
ş8
0 |f | n’existe pas. La fonction f n’est donc pas intégrable

au sens de Lebesgue (définition 14.181).
Cependant pour tout n pair nous avons

ż n

0
f “ 0. (14.856)

Du coup pour tout x ě 0 nous avons ż x

0
f “

ż x

2n
f (14.857)

où 2n est le plus grand nombre pair inférieur à x. Nous avons |x ´ 2n| ď 2 et |fpxq| ď 1
n pour

x P r2n, xs. Donc ż x

2n
f ď 2

n
. (14.858)

Nous avons par conséquent
lim
xÑ8

ż x

0
f “ 0, (14.859)

ce qui signifie que l’intégrale de f sur r0,8r converge au sens des intégrales impropres. △

L’intégrale (14.853) est une intégrale convergente mais la fonction n’est pas intégrable (parce
que pour être intégrale il faut que |f | soit intégrable). Nous pouvons ainsi dire que cette intégrale
converge mais n’existe pas.

Le corolaire suivant nous autorise à utiliser le théorème fondamental du calcul intégral 14.272
même dans les cas limites.
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Corolaire 14.285.
Si f est localement intégrable sur ra, bs et si F est une primitive de f sur tout ouvert de ra, bs alors

ż b

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (14.860)

Démonstration. Pour chaque x dans ra, br nous avons
ż x

a
f “ F pxq ´ F paq. (14.861)

La proposition 14.282 nous explique que la limite x Ñ b´ du membre de gauche existe et vautşb
a f . Donc également le membre de droite :

ż b

a
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (14.862)

La convergence des intégrales de fonctions 1
xα en 0 et 8 est une question classique de l’intégra-

tion. De plus ces fonctions servent souvent à utiliser une théorème de comparaison (type intégrale
dominée de Lebesgue).

Proposition 14.286.
Deux intégrales remarquables.

(1) Nous avons
ż 1

0

1
xα

“ 8 (14.863)

si et seulement si α ě 1.

(2) Nous avons ż 8

1

1
xα

“ 8 (14.864)

si et seulement si α ď 1.

Démonstration. La fonction 1
xα admet la primitive F pxq “ 1

1´α
1

xα´1 sur tout compact de s0,8r.
Le corolaire 14.285 nous permet 96 de dire que

ş1
0

1
xα vaudra

lim
xÑ0´`

1
1 ´ α

1
xα´1 . (14.865)

Cela est strictement plus petit que 8 si et seulement si α ă 1.

14.14 Changement de variables dans une intégrale multiple

Dans ce qui suit, U et V sont des ouverts de RN et ϕ : U Ñ V est un C1-difféomorphisme.
Nous notons Q l’ensemble des cubes fermés dans U dont les côtés sont parallèles aux axes.

96. Tout ce que nous avons fait avec la borne b de l’intégrale
şb

a
reste valable avec la borne a.
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14.14.1 Des lemmes

Lemme 14.287 ([440]).
Soient µ et ν deux mesures de Borel sur l’ouvert U de RN . Si µpQq ď νpQq pour tout Q P Q alors
µpBq ď νpBq pour tout borélien B.

Démonstration. Si Q est un cube semi-ouvert, c’est-à-dire de la forme

Q “
Nź

n“1
ran, an ` hr Ă U (14.866)

alors Q est une réunion croissante de cubes fermés du type ran`ϵ, an`h´ϵs, et donc µpQq ď νpQq
par le lemme 14.23(1). La propriété est donc vraie pour les cubes semi-ouverts.

Si Ω est un ouvert, alors il est réunion disjointe dénombrable de cubes semi-ouverts par la
proposition 14.244. Donc pour tout ouvert Ω Ă U nous avons µpΩq ď νpΩq. En vertu de la
proposition 14.87 et de la remarque 14.88, les mesures µ et ν sont régulières, et l’inégalité au
niveau des ouverts se répercute en inégalité pour tout boréliens de U :

µpBq ď νpBq (14.867)

pour tout B P BorpUq. Notons que U étant ouvert dans RN , les boréliens de U sont exactement
les boréliens de RN inclus dans U par le corolaire 14.55.

Lemme 14.288 ([440]).
Soit une application θ : U Ñ RN de classe C1 où U est ouvert dans RN . Pour tout Q P Q nous
avons

λN
`
θpQq˘ ď sup

sPQ
}dθs}NλN pQq. (14.868)

Démonstration. Nous notons h la longueur du côté du cube. Le théorème des accroissements
finis 12.325, pour la composante θi donne, pour u, v P Q :

ˇ̌
θipuq ´ θipvqˇ̌ ď sup

sPQ
}pdθiqs}}u´ v} ď sup

sPQ
}pdθiqs}h. (14.869)

D’autre part nous avons (nous écrivons pour N “ 2 pour être plus court) :

dθspuq “ d

dt

”
θ1ps` tuqe1 ` θ2ps` tuqe2

ı
t“0

“ pdθ1qspuqe1 ` pdθ2qspuqe2. (14.870)

Donc pour chaque i : }dθs} ě }pdθiqs}, et nous continuons la majoration (14.869) :
ˇ̌
θipuq ´ θipvqˇ̌ ď sup

sPQ
}pdθiqs}h ď sup

sPQ
}dθs}h. (14.871)

Les points θpuq et θpvq sont donc dans un cube de côté supsPQ }dθs}h, ce qui permet de majorer
λN

`
θpQq˘ par

λN
`
θpQq˘ ď

ˆ
sup
sPQ

}dθs}h
˙N

“
ˆ

sup
sPQ

}dθs}
˙N

λN pQq (14.872)

où le dernier facteur provient de l’égalité hN “ λN pQq.

14.14.2 Déterminant et mesure de Lebesgue

Dans la suite, Q0 désigne le cube unité : Q0 “ `r0, 1r˘N .

Théorème 14.289 (Interprétation géométrique du déterminant[440]).
Soit une application linéaire T : RN Ñ RN . Alors pour tout borélien B de RN ,

λN
`
T pBq˘ “ | detpT q|λN pBq. (14.873)
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Démonstration. Nous considérons la mesure positive µ donnée par µpBq “ λN
`
T pBq˘, qui est bien

une mesure par la proposition 14.81. Cette mesure est invariante par translation parce que λN
l’est :

µpB ` aq “ λN
`
T pBq ` a

˘ “ λN
`
T pBq˘ “ µpBq. (14.874)

De plus, T pQ0q est borné et nous notons µpQ0q “ C. Nous avons µ “ CλN par le corolaire 14.256.

(i) CpT1T2q “ CpT1qCpT2q Par définition,

CpT1T2qλN pBq “ λN
`pT1T2qpBq˘ (14.875a)

“ λN
`
T1pT2Bq˘ “ CpT1qλN

`
T2pBq˘ “ CpT1qCpT2qλN pBq. (14.875b)

Par conséquent la fonction C est multiplicative :

CpT1T2q “ CpT1qCpT2q. (14.876)

Et en plus, CpIdq “ 1.
(ii) Matrice diagonale En guise de T , nous considérons l’application linéaire diagonale donnée

par Dei “ diei, ou, sous forme matricielle, D “ diagpd1, . . . , dN q qui fait

T pQ0q “ r0, d1r ˆ . . .ˆ r0, dN r (14.877)

La mesure de cela est |d1 ¨ ¨ ¨ dN |, ce qui nous donne

CpDq “ |d1 . . . dN | “ | detpDq|. (14.878)

(iii) Matrice orthogonale Nous considérons maintenant T “ U où U est une matrice ortho-
gonale (UU t “ 1). Une matrice orthogonale est une isométrie 97 qui conserve donc la boule
unité : UBp0, 1q “ Bp0, 1q. Nous avons

λN
`
Bp0, 1q˘ “ λN

`
UBp0, 1q˘ “ CpUqλN

`
Bp0, 1q˘ (14.879)

par conséquent CpUq “ 1, et 1 est justement le déterminant de U .
(iv) Matrice quelconque Nous savons par le corolaire 13.35 de la décomposition polaire que

toute matrice peut être écrite sous la forme T “ U1DU2 où Ui sont orthogonales et D
est diagonale. Donc CpT q “ CpU1qCpDqCpU2q “ detpU1q detpDq detpU2q “ detpU2DU2q “
detpT q parce que le déterminant est multiplicatif (proposition 9.10(1)).

Ce théorème donne une interprétation géométrique du déterminant en tant que facteur de
dilatation des volumes lors de l’utilisation d’une application linéaire. Si T est une application
linéaire quelconque,

λN
`
T pQ0q˘ “ | detpT q|λN pQ0q “ | detpT q|. (14.880)

Le déterminant de T est le volume de l’image du cube unité par l’application T .
De la même façon, en utilisant l’application linéaire T pxq “ ax nous avons pour tout borélien

B :
λN paBq “ aNλN pBq. (14.881)

Une dilatation d’un facteur a des longueurs provoque une multiplication par aN des volumes.

97. Proposition 9.40.
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14.14.3 Le théorème et sa démonstration

Théorème 14.290 (Changement de variable[439, 440]).
Soient U et V des ouverts de RN ainsi qu’un C1-difféomorphisme ϕ : U Ñ V . Nous notons Jϕ la
fonction

Jϕ : RN Ñ R

a ÞÑ detpdϕaq. (14.882)

Alors :
(1) Si E Ă U est borélien, alors ϕpEq est borélien et

λN
`
ϕpEq˘ “

ż

E
|Jϕ|dλN , (14.883)

c’est-à-dire ϕ´1pλN q “ |Jϕ| ·λN .
(2) Si f : V Ñ r0,`8s est mesurable alors la fonction

pf ˝ ϕq ˆ |Jϕ| : U Ñ r0,8s
x ÞÑ pf ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq (14.884)

l’est également et 98 ż

ϕpUq
fdλN “

ż

U
pf ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq. (14.885)

(3) Si f : V Ñ C est mesurable alors elle est intégrable si et seulement si pf ˝ ϕq ˆ |Jϕ| : U Ñ C

est intégrable. Si c’est le cas, alors nous avons encore la formule de changement de variables :
ż

V
fdλN “

ż

ϕ´1pV q
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.886)

Démonstration. Attention : la preuve va être longue.
(1) Le fait que ϕpEq soit borélien lorsque E l’est est la proposition 14.249. En ce qui concerne

la formule annoncée, il faut travailler.
(i) Inégalité dans un sens (cubes) Nous commençons par prouver l’inégalité

λN
`
ϕpQq˘ ď

ż

Q
|Jϕpxq|dx (14.887)

pour tout Q P Q. On peut diviser le côté du cube Q en k éléments de longueurs égales.
Le cube est alors divisé en kN petits cubes d’intérieurs disjoints. Nous les nommons Qi
(i “ 1, . . . , kN ) Nous avons alors

ÿ

i

λN pQiq “
ÿ

i

λN
`

IntpQiq
˘ “ λN

`ď

i

IntpQiq
˘ ď λN pQq ď

ÿ

i

λN pQiq. (14.888)

La dernière inégalité est le fait que les intersections ne sont pas disjointes. Toutes ces
inégalités sont en réalité des égalités et en particulier : λN pQq “ ř

i λN pQiq.
Soit a P Qi. Posons

θ : U Ñ U

θ “ pdϕaq´1 ˝ ϕ (14.889)

Cela appelle deux commentaires. D’abord l’application dϕa : U Ñ V est inversible parce
que ϕ est un difféomorphisme (lemme 11.237). Ensuite, l’application θ est la composée
de pdϕaq (qui est linéaire) et de ϕ qui est de classe C1 ; donc θ est de classe C1. Donc le

98. L’intégrabilité d’une fonction est la définition 14.181 qui stipule que l’intégrale de |fpxq| est finie. L’égalité
proposée a un sens si les deux membres sont infinis. Il n’y a donc pas d’hypothèses d’intégrabilité obligatoire pour
écrire une intégrale lorsque la fonction a des valeurs positives.
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lemme 14.288 s’applique. La différentielle de θ n’est pas trop compliquée à écrire parce
que nous avons la formule de différentielle d’une composée (théorème 11.235) et le fait
que pdϕaq´1 qui est linéaire et donc sa propre différentielle (lemme 11.231). Nous avons
donc dθ “ pdϕaq´1 ˝ dϕ, et le lemme donne

λN
`pdϕaq´1ϕpaq˘ ď sup

sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq (14.890)

Étant donné que pdϕaq´1 est une application linéaire, la proposition 14.289 s’applique,
et donc

λN
`pdϕaq´1ϕpaq˘ “ | detpdϕaq´1|λN

`
ϕpaq˘. (14.891)

Le déterminant d’une application réciproque est donné par la proposition 9.10(4) :

det
`pdϕaq´1˘ “ 1

det
`
dϕa

˘ “ 1
Jϕpaq . (14.892)

Recollant les morceaux,

λN
`
ϕpQiq

˘ 1
Jϕpaq ď sup

sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq, (14.893)

ou encore :
λN

`
ϕpQiq

˘ ď |Jϕpaq| sup
sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq. (14.894)

Vu que a et s sont proches l’un de l’autre (on peut choisir encore la taille du cube),
nous pouvons espérer que pdϕaq´1 ne soit pas loin d’être l’inverse de dϕs. Et c’est en
effet le cas. Pour s’en assurer, remarquons que l’application

dϕ : Qi Ñ LpRN ,RN q (14.895)

est continue et même uniformément continue parce que Qi est compact. De plus la
composition de différentielles étant un produit de matrices nous pouvons permuter la
limite dans le calcul suivant :

lim
sÑa

pdϕaq´1 ˝ dϕs “ pdϕaq´1 ˝ lim
sÑa

dϕs “ 1. (14.896)

Donc si ϵ ą 0 est donné, il existe δ tel que pour tout s P Bpa, δq, }pdϕaq´1 ˝dϕs´1} ď ϵ.
En ce qui concerne les normes, si }A´ 1} ď ϵ alors }A} ď }A´ 1} ` }1} ď ϵ` 1.
Cela étant dit, nous nous souvenons que nous avions découpé U en un nombre fini de
cubes Qi d’égales dimensions ; il suffit de prendre k suffisamment grand pour que la
diagonale des cubes sot plus petite que le minimum des δi. Avec un tel découpage,

sup
sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs} ď 1 ` ϵ (14.897)

et par conséquent
λN

`
ϕpQiq

˘ ď p1 ` ϵqN |Jϕpaiq|λN pQiq (14.898)

où nous avons ajouté un indice i au point a pour nous rappeler que nous avons choisi
a P Qi.
Le théorème de la moyenne 14.269 appliqué à l’intégrale

ş
Qi

|Jϕptq|dλN ptq donne l’exis-
tence d’un ai P Qi tel que

|Jϕpaiq| “ 1
λN pQiq

ż

Qi

|Jϕ|dλN . (14.899)
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Ce point ai vérifie l’inégalité (14.898) comme tout point de Qi. Nous sommons ces
inégalités sur tous les i :

λN
`
ϕpQq˘ ď

ÿ

i

λN
`
ϕpQiq

˘
(14.900a)

ď p1 ` ϵqN
ÿ

i

˜
1

λN pQiq
ş
Qi

|Jϕ|dλN

¸
λN pQiq (14.900b)

“ p1 ` ϵqN
ÿ

i

ż

Qi

|Jϕ|dλN (14.900c)

“ p1 ` ϵqN
ż

Q
|Jϕ|dλN (14.900d)

où nous avons utilisé le fait que 1Q “ ř
i 1Qi presque partout. En prenant le limite

ϵ Ñ 0 nous trouvons
λN

`
ϕpQq˘ ď

ż

Q
|Jϕ|dλN . (14.901)

L’inégalité (14.887) est prouvée.
(ii) Inégalité pour les boréliens Soit B un borélien de U . Vu que U et V sont des ouverts

de RN , les mesures de Lebesgue sur U et sur V sont les mêmes que celles sur RN par
le corolaire 14.55.
Par les définitions 14.205 et 14.81, les applications µ et ν définies par µ “ ϕ´1pλN q et
ν “ |Jϕ|λN sont des mesures positives sur U (de Borel, qui plus est). L’inégalité (14.887)
à peine prouvée s’écrit µpQq ď νpQq pour tout cube Q. Le lemme 14.287 nous dit alors
que l’inégalité tient pour tout borélien.

(iii) Inégalité dans l’autre sens En utilisant la notation de la mesure image et du produit
d’une mesure par une fonction 99, nous pouvons écrire l’inégalité prouvée sous la forme
ϕ´1pλN q ď |Jϕ|λN . En inversant les rôles de U et V (et donc de ϕ et ϕ´1) nous avons
aussi

ϕpλN q ď |Jϕ´1 |λN . (14.902)

En y appliquant ϕ´1 et le lemme 14.81,

λN ď ϕ´1`|Jϕ´1 |λN
˘
. (14.903)

Nous prouvons à présent que ϕ´1`|Jϕ´1 | ·λN
˘ “

´
|Jϕ´1 | ˝ϕ

¯
·ϕ´1pλN q en appliquant

à un borélien B de U . D’une part

ϕ´1`|Jϕ´1 | ·λN
˘pBq “ `|Jϕ´1 | ·λN

˘
ϕpBq (14.904a)

“
ż

ϕpBq
|Jϕ´1 |dλN , (14.904b)

et d’autre part,
`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN qB “

ż

RN

1Bpxq`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘pxqd`ϕ´1pλN q˘pxq (14.905a)

“
ż

RN

1B
`
ϕ´1pxq˘`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘`ϕ´1pxq˘dλN pxq (14.905b)

“
ż

RN

1ϕpBq|Jϕ´1 | (14.905c)

“
ż

B
|Jϕ´1 |dλN . (14.905d)

Justification :
99. Définition 14.81 et 14.205
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— Pour (14.905b), le théorème 14.212(2).

L’équation (14.903) devient alors

λN ď `|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN q. (14.906)

Nous allons faire le produit de cette mesure par |Jϕ| en nous souvenant que Jϕpxq “
det

`
dϕx

˘
. Par le lemme 11.237 nous avons aussi pdϕxq´1 “ dϕ´1

ϕpxq et donc, par la
propriété 9.10(3) du déterminant,

Jϕpxq “ 1
det

`
dϕ´1

ϕpxq
˘ “ 1

Jϕ´1
`
ϕpxq˘ . (14.907)

Nous avons
|Jϕ| ·λN ď |Jϕ| ·

`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN q. (14.908)

En utilisant la proposition 14.208, il s’agit de multiplier la mesure ϕ´1pλN q par la
fonction

x ÞÑ |JϕpxqJϕ´1
`
ϕpxq˘| “ 1. (14.909)

Nous avons donc bien
|Jϕ| ·λN ď ϕ´1pλN q, (14.910)

et donc l’égalité
|Jϕ| ·λN “ ϕ´1pλN q, (14.911)

c’est-à-dire le point (1).

(2) Le fait que la fonction proposée soit mesurable est le fait que la mesurabilité n’est pas
affectée par produit et composition (propositions 14.101 et 14.43), et le fait que pour les
mêmes raisons, l’application Jϕ : U Ñ R est également mesurable. En ce qui concerne la
formule nous allons la démontrer dans le cas de fonctions de plus en plus générales.

(i) Pour les fonctions indicatrices Soit B un borélien de U . Considérons la fonction f “
1ϕpBq. Alors

ż

V
fdλN “

ż

RN

1ϕpBqpyq1V pyqdλN pyq “
ż

RN

1ϕpBqdλN “ λN
`
ϕpBq˘. (14.912)

parce que V “ ϕpUq et B Ă U , donc 1ϕpBq1ϕpUq “ 1ϕpBq. D’autre part, pour calculer
l’autre membre de (14.885) nous remarquons que f “ 1ϕpBq “ 1B ˝ ϕ´1, ce qui donne

ż

U
f
`
ϕpxq˘|Jϕpxq|dλN pxq “

ż

U
1B|Jϕ|dλN “

ż

B
|Jϕ|dλN . (14.913)

L’ensemble B étant borélien, il est extrêmement mesurable, ce qui fait que le point (1)
s’applique : les expressions (14.912) et (14.913) sont égales.

(ii) Pour les fonctions étagées Soit f : V Ñ R` une fonction étagée :

fpxq “
nÿ

i“1
ai1Aipxq (14.914)
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Nous pouvons faire le calcul suivant :
ż

V
fdλN “

ż

V

ÿ

i

ai1AidλN (14.915a)

“
ÿ

i

ai

ż

V
1AidλN (14.915b)

“
ÿ

i

ż

U
p1Ai ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq (14.915c)

“
ÿ

i

ai

ż

U
1ϕ´1pAiq|Jϕpxq|dλN pxq (14.915d)

“
ż

V

ÿ

i

ai1ϕ´1pAiqpxq
looooooooomooooooooon

“pf˝ϕqpxq

|Jϕpxq|dλN pxq (14.915e)

“
ż

V
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.915f)

Justifications :
— Pour (14.915b) : linéarité de l’intégrale, théorème 14.178(2) 100

— Pour (14.915c) : le cas des fonctions indicatrices est utilisé pour chaque i entre 1 et
n.

(iii) Fonction mesurable positive Soit f : V Ñ r0,8s. Par le théorème fondamental d’ap-
proximation 14.115, il existe une suite croissante de fonctions étagées et mesurables
φn : V Ñ r0,8r dont la limite ponctuelle est f . Nous avons alors le calcul suivant :

ż

V
fdλN “ lim

nÑ8

ż

V
φndλN (14.916a)

“ lim
nÑ8

ż

U
pφn ˝ ϕq|Jϕ|dλN (14.916b)

“
ż

U
lim
nÑ8pφn ˝ ϕq|Jϕ|dλN (14.916c)

“
ż

U
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.916d)

Justifications :
— Pour (14.916a), c’est le théorème de la convergence monotone 14.173.
— Pour (14.916b), c’est le présent théorème pour la fonction étagée φn.
— Pour (14.916c), c’est encore la convergence dominée, justifiée par le fait que φn ˝ ϕ

est également une suite croissante : si x P U alors φn`1
`
ϕpxq˘ ě φn

`
ϕpxq˘.

— Pour (14.916d), c’est la limite ponctuelle φn
`
ϕpxq˘ Ñ f

`
ϕpxq˘.

(3) La partie sur l’intégrabilité repose sur le fait que |f | ˝ ϕ “ |f ˝ ϕ|. Ici |.| est le module et non
une valeur absolue. Les faits suivants sont équivalents :

— la fonction f : V Ñ C est intégrable
— la fonction |f | : V Ñ R est intégrable.
— la fonction p|f | ˝ ϕq|Jϕ| : U Ñ R est intégrable (par le point (2)).
— la fonction pf ˝ ϕq|Jϕ| : U Ñ R est intégrable.

En ce qui concerne la formule, il s’agit seulement d’appliquer le point (2) aux parties positives,
négatives, imaginaires et réelles de f .

100. Il est remarquable que nous n’utilisons cette linéarité que pour les fonctions étagées.
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Notons que la formule peut être écrite sous la forme

xf, gyV “ xf ˝ ϕ, pg ˝ ϕq|J |yU , (14.917)

qui est plus pratique lorsqu’on parle de produits scalaires. Pour rappel, ϕ : U Ñ C est un C1-
difféomorphisme.

14.291.
La formule de changement de variables peut être comprise de la façon suivante. Si ϕ est linéaire
alors le facteur |Jϕ| est la mesure de l’image par ϕ d’une portion de Rp de mesure 1, sinon |Jϕ|
est le rapport entre la mesure de l’image d’un élément infinitésimal de volume de Rp et sa mesure
originale.

Soit ϕpu, vq “ gpu, vqe1 ` hpu, vqe2 un difféomorphisme dans R2. Soit px0, y0q l’image par ϕ de
pu0, v0q. On considère le petit rectangle R de sommets pu0, v0q, pu0 ` ∆u, v0q, pu0 ` ∆u, v0 ` ∆vq
et pu0, v0 ` ∆vq. L’image de R n’est pas un rectangle en général, mais peut être bien approximée
par le rectangle de sommets px0, y0q, px0, y0q ` ϕu∆u, px0, y0q ` ϕu∆u` ϕv∆v et px0, y0q ` ϕv∆v
et son aire est }ϕu ˆ ϕv}∆u∆v. La valeur |ϕu ˆ ϕv| est exactement |Jϕ|

14.14.4 Exemples

Énormément d’exemples sont disponibles avec les coordonnées polaires et toutes leurs varia-
tions. Cependant les fonctions trigonométriques ne seront vues que plus tard ; les coordonnées
polaires, cylindrique et sphériques seront vues en section 18.13 et les exemples d’utilisation pour
les intégrales seront dans la section 18.15.

Un exemple avec une exponentielle sera donnée dans l’exemple 15.104.

14.15 Changement d’espace mesuré

Proposition 14.292 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit un ensemble Ω1 et une bijection φ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ φpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Soit enfin une fonction mesurable f : Ω Ñ X.
Alors

(1) Le triple pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
(2) L’application f ˝ φ´1 : Ω1 Ñ X est mesurable.
(3) Nous avons l’égalité ż

Ω
fdµ “

ż

Ω1

pf ˝ φ´1qdµ1. (14.918)

Démonstration. La proposition 14.56 montre déjà que pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
Soit une partie S mesurable dans X. Alors f´1pSq est mesurable dans Ω par hypothèse sur f ,

c’est-à-dire que f´1pSq P A. Ensuite pφ˝f´1qpSq est mesurable dans Ω1 par hypothèse sur φ. Cela
prouve que f ˝ φ´1 est une application mesurable.

Nous avons encore à prouver l’égalité d’intégrale. Par la définition 14.163 nous avons
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu (14.919)

où le supremum est sur tous les n et tous les choix de Ai P A, ai P R` tels que f |Ai ą ai. Vu que
A1 “ φpAq, si Ai P A et ai sont choisis, nous avons aussi

f ˝ φ´1|φpAiq ě ai (14.920)
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avec φpAiq P A1. Donc pour un choix de tpAi, aiqu donné,

nÿ

i“1
aiµpAiq “

nÿ

i“1
aiµ

1`φpAiq
˘
. (14.921)

Au final,
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu “ supt

ÿ

i

aiµ
1`φpAiq

˘u “
ż

φpΩq
f ˝ φ´1dµ1. (14.922)

Remarque 14.293 (Ce n’est pas la mesure que nous voulons).
La mesure donnée par la proposition 14.292 n’est pas celle que nous voulons d’habitude sur Ω1.
Anticipons un peu pour comprendre. Prenons l’exemple de la partie C2 de R donnée par

C “ tpx, yq P R2 tel que y “ x2, x P s0, 3ru. (14.923)

(1) La façon correcte de définir la longueur de C est de prendre une limite d’approximations par
des morceaux de droites, comme fait à la définition 21.3.

(2) Cette définition de la longueur peut être exprimée sous forme intégrale par le théorème 21.9
qui nous assure que

lpCq “
ż 3

0
}φ1ptq}dt “

ż 3

0

a
1 ` 4t2dt ‰ µ1pCq. (14.924)

En effet, µ1pCq “ µ
`
φ´1pCq˘ “ µ

`s0, 3r˘ “ 3, alors que pour tout t nous avons
?

1 ` 4t2 ą 1
et donc lpCq ą 3.

(3) Donc µ1 n’est pas exactement ce que nous aurions pu vouloir appeler la « mesure » de C.
(4) La mesure à considérer sur C doit donc plutôt être quelque chose comme le produit de la

mesure µ1 par la fonction }φ1}. Mais cela est une autre histoire qui vous sera contée une autre
fois.

(5) Dans le cas de S1, nous avons φpxq “ eix, et }φ1pxq} “ 1. Donc la mesure donné ici est
probablement bien celle que nous voulons. Peut-être à coefficient 1

2π près pour avoir une
normalisation µ1pS1q “ 1. Cela est également une autre histoire qui vous sera contée une
autre fois ; par exemple dans la proposition 18.72.

14.16 Théorème de Fubini-Tonelli et de Fubini

Nous rappelons que Rn muni de la mesure de Lebesgue est un espace mesuré σ-fini, conformé-
ment à la définition 14.18.

Le théorème de Fubini-Tonelli parle de fonctions à valeurs réelles positives et non de fonctions
à valeurs complexes. Le truc est que ce théorème va servir de base pour construire les autres. Si
nous avons une fonction à valeurs complexes, elle se décompose en parties réelles et imaginaires qui
elles-mêmes se décomposent en parties positives et négatives. Au final, les preuves pour f : Ω Ñ C

se ramènent à appliquer quatre fois le théorème pour f : Ω Ñ R̄`.

Théorème 14.294 (Fubini-Tonelli[420]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit une fonction
f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R une fonction mesurable et positive (valant éventuellement 8 à certains endroits)
Alors :

(1) Les fonction
F1 : x ÞÑ

ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq (14.925)
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et
F2 : y ÞÑ

ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq (14.926)

sont mesurables.
(2) Toutes les intégrales imaginables existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.927a)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.927b)

où tous les membres de l’égalité valent éventuellement `8.

Démonstration. Commençons par prouver le théorème dans le cas d’une fonction caractéristique
d’un ensemble mesurable : fpx, yq “ 1Apx, yq pour un certain ensemble A Ă Ω1 ˆ Ω2. Dans ce cas,

F1pxq “
ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq “
ż

Ω2

1A1pyqpxqdµ2pyq “ µ2
`
A1pxq˘, (14.928)

et nous avons déjà vu au théorème 14.238 que cette fonction F1 était alors mesurable. En utilisant
maintenant les égalités (14.743) ainsi que le fait que 1Apx, yq “ 1A2pxqpyq nous avons

ż

Ω1ˆΩ2

1Apx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “ pµ1 b µ2qpAq (14.929a)

“
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq˘dµ1pxq (14.929b)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1A2pxqpyqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.929c)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq. (14.929d)

Le théorème étant valable pour les fonctions caractéristiques, il est valable pour les fonctions
simples (définition 14.109) par linéarité de l’intégrale.

Si f n’est pas une fonction simple, alors la proposition 14.115 nous donne une suite croissante
de fonctions simples et positives convergeant ponctuellement vers f . La partie du théorème sur les
fonctions simples dit que pour chaque n l’intégrależ

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq (14.930)

peut être décomposée comme il faut en suivant la formule (14.927). Il faut pouvoir permuter la
limite et l’intégrale dans chacun des cas. D’abord le théorème de la convergence monotone 14.173
appliqué à l’espace Ω1 ˆ Ω2 dit que

lim
nÑ8

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq. (14.931)

Ensuite, pour chaque x P Ω1, les fonctions

σnpyq “
ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq (14.932)

forment une suite croissante de fonctions mesurables ; nous leur appliquons encore le théorème de
la convergence monotone :

lim
nÑ8

ż

Ω2

„ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq “ lim

nÑ8

ż

Ω2

σnpyqdµ2pyq (14.933a)

“
ż

Ω2

„
lim
nÑ8

ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.933b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.933c)
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où nous avons utilisé une seconde fois Beppo-Levi.

Remarque 14.295.
Les formules (14.927) sont bien, mais ne garantissent en aucun cas que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q : il faut
encore que ces intégrales soient finies.

Corolaire 14.296 ([438]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit 101. Soit une fonction
mesurable f : Ω Ñ R ou C. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) f P L1pΩ1 ˆ Ω2q,
(2) ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2

ȷ
dµ1 ă 8, (14.934)

(3) ż

Ω2

„ż

Ω1

|f |dµ1

ȷ
dµ2 ă 8. (14.935)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs dans R. La notation |f |, pour
l’instant, dénote donc bien la valeur absolue et non le module.

La fonction |f | est mesurable et positive par hypothèse et par le fait que si f est mesurable, alors
|f | l’est également par le corolaire 14.105. Le théorème 14.294(2) nous dit alors que les intégrales
suivantes existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

|f |dpµ1 b µ2q “
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fpx, yq|dµ2pyq
ȷ
dµ1pxq “

ż

Ω2

„ż

Ω1

|fpx, yq|dµ1pxq
ȷ
dµ2pyq.

(14.936)
Attention : rien ne dit encore que ces intégrales sont finies.

(i) (1) implique (2) et (3) Si f P L1pΩ1 ˆ Ω2q alors |f | y est également. Cela implique que le
membre de gauche de (14.936) est fini. Les deux autres sont alors également finis.

(ii) (2) ou (3) implique (1) Les expressions à droite de (14.936) sont finies. Donc celle de
gauche également. Cele signifie que |f | P L1pΩ1 ˆ Ω2q. Par conséquent f est également dans
L1pΩ2 ˆ Ω2q.

Nous passons maintenant au cas où f est à valeurs dans C. Nous décomposons

f “ fR ` ifI (14.937)

où fR et fI sont des fonctions réelles. Nous avons
ż

Ω
|f | ď

ż

Ω
|fR| `

ż

Ω
|fI |. (14.938)

Donc si fR et fI sont dans L1pΩq, la fonction f le sera aussi. De même,
ż

Ω
|fR| ď

ż

Ω
|f |, (14.939)

qui donne l’inverse : si f P L1pΩq alors fR, fI P L1pΩq. Bref, f est intégrable sur Ω si et seulement
si fR et fI le sont.

Supposons que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q. Alors
ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2

ȷ
dµ1 ď

ż

Ω1

„ż

Ω2

|fR|
ȷ

`
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fI |
ȷ

ă 8 (14.940a)

101. Définition 14.240.
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où nous avons appliqué (1) implique (2) aux fonctions fR et fI qui sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q parce
que f y est.

Dans l’autre sens, si ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |
ȷ

ă 8, (14.941)

alors en remplaçant |f | par |fR| ou par |fI | nous restons fini. En appliquant alors « (2) implique (1) »
nous trouvons que fR et fI sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q. Et cela implique que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.
Théorème 14.297 (Fubini[438]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit

f P L1`pΩ,Aq,C˘, (14.942)

c’est-à-dire une fonction à valeurs mesurable et intégrable sur Ω. Alors :
(1) Pour presque tout x P Ω1, la fonction y ÞÑ fpx, yq est L1pΩ2q.
(2) Si nous posons

φf pxq “
ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq; (14.943)

alors φf P L1pΩ1q.
(3) Nous avons la formule d’inversion d’intégrale

ż

Ω
fdpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

φfdµ1 (14.944a)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.944b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq. (14.944c)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs réelles : f P L1`pΩ1 ˆΩ2,A1 b
A2q,R˘. Nous décomposons la fonction f en parties positives et négatives : f “ f` ´ f´ avec f`
et f´ positives ou nulles. Nous avons évidemment

ż

Ω1ˆΩ2

|f`| ď
ż

Ω1ˆΩ2

|f | ă 8. (14.945)

Donc f` et f´ sont des éléments de L1pΩ1 ˆ Ω2q.
(i) Pour (1) Nous posons

φf`pxq “
ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq (14.946)

pour tous les x P Ω1 pour lesquels cette intégrale est bien définie. Vu que f` est positive et
mesurable, le théorème de Fubini-Tonelli 14.294(1) s’applique donc pour nous dire que φf`

est mesurable.
De plus le résultat (14.927) appliqué à f` donne

ż

Ω1

φf`dµ1 “
ż

Ω1ˆΩ2

f`dpµ1 b µ2q ă 8. (14.947)

Le fait que le tout soit fini est une conséquence du fait déjà mentionné que f` P L1pΩ1 ˆΩ2q.
Vu que φf` est une fonction positive, l’inégalité (14.947) signifie que φf` P L1pΩ1, µ1q.
En particulier, φf`pxq ă 8 pour presque tout x P Ω1. C’est-à-dire pour presque tout x P Ω1 :

ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq ă 8, (14.948)

et sachant que f` ě 0 nous avons f`px, · q P L1pΩ2q pour presque tout x.



1282 CHAPITRE 14. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

(ii) Pour (2) Partout où φf` et φf´ sont finies nous avons

φf “ φf` ´ φf´ , (14.949)

et comme cela a lieu presque partout, nous pouvons considérer une partie mesurable A Ă Ω1
telle que µ1pAq “ 0 et φf pxq “ φf`pxq ´ φf´pxq pour tout x hors de A. Bref, nous posons

gpxq “
#
φf` ´ φf´pxq si x P Ac
0 si x P A. (14.950)

Cette fonction g est mesurable et g “ φf presque partout. De plus
ż

Ω1

|g|dµ1 “
ż

Ac

|g| ď
ż

Ac

φf` `
ż

Ac

φf´ ă 8. (14.951)

La dernière inégalité est le fait que φf˘ sont dans L1pΩ1q. Et notons au passage que nous
aurions pu laisser toutes les intégrales sur Ω1 sans faire de précisions sur la distinction entre
Ω1 et Ac parce que la partie de Ω1 sur laquelle φf˘ sont infinies est trop petite pour changer
la valeur de l’intégrale.
Nous avons donc g P L1pΩ1q, et par conséquent également φf P L1pΩ1q parce que ces deux
fonctions sont égales presque partout (les classes sont égales).

(iii) Pour (3) En utilisant l’équation (14.947) nous avons
ż

Ω1

φfdµ1 “
ż
gdµ1 “

ż

Ω1

φf` ´
ż

Ω1

φf´ (14.952a)

“
ż

Ω1ˆΩ2

f`dµ´
ż

Ω1ˆΩ2

f´dµ (14.952b)

“
ż

Ω1ˆΩ2
fdµ. (14.952c)

Et toutes ces intégrales sont finies.

Et c’est maintenant que nous considérons le cas complexe. Nous décomposons f “ fR ` ifI
avec des fonctions réelles fR et fI . Comme déjà mentionné autour de (14.938), les fonctions fR et
fI sont intégrables. Nous leur appliquons le théorème.

Les valeurs de x pour lesquelles fRpx, · q et fIpx, · q ne sont pas dans L1pΩ2q forment un
ensemble de mesure nulle, nommons le A. En posant

gpx, yq “
#
fRpx, yq ` ifIpx, yq si x P Ac
0 si x P A, (14.953)

nous avons que gpx, · q est intégrable pour tout x P Ac. Vu que pour ces valeurs de x nous avons
gpx, yq “ fpx, yq nous en déduisons que pour x P Ac nous avons aussi fpx, · q P L1pΩ2q.

Les autres points se traitent de la même façon 102.

14.298.
En pratique, il n’est pas toujours évident qu’une fonction soit intégrable sur Ω1ˆΩ2. Pour permuter
des intégrales sur une fonction à deux paramètres nous faisons comme suit.

(1) Nous testons l’intégrabilité en chaine de |f |, et si c’est bon, le corolaire 14.296 nous donne
f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

(2) Nous utilisons le théorème de Fubini 14.297 pour séparer et permuter les intégrales comme
des ingénieurs.

102. Attention : je n’ai pas vérifié explicitement. C’est juste une intuition. Vérifiez et écrivez-moi pour dire si c’est bon
ou non.
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Si la fonction px, yq ÞÑ fpxqgpyq satisfait aux hypothèse du théorème de Fubini alors
ż

Ω1ˆΩ2

fpxqgpyqdxb dy “
ˆż

Ω1

fpxqdx
˙ˆż

Ω2

gpyqdy
˙
. (14.954)

Le théorème de Fubini est souvent utilisé sous cette forme.

Exemple 14.299 (Nécessité d’avoir des mesures σ-finies).
Nous montrons que le théorème ne tient pas si une des deux mesures n’est pas σ-finie. Soit I “ r0, 1s.
Nous considérons l’espace mesuré

pI,BorpIq, λq (14.955)
où BorpIq est la tribu des boréliens sur I et λ est la mesure de Lebesgue (qui est σ-finie). D’autre
part nous considérons l’espace mesuré

pI,PpIq,mq (14.956)
où PpIq est l’ensemble des parties de I et m est la mesure de comptage. Cette dernière n’est pas
σ-finie parce que les seuls ensembles de mesure finie pour la mesure de comptage sont des ensembles
finis, or une union dénombrable d’ensemble finis ne peut pas recouvrir l’intervalle I.

Nous allons montrer que dans ce cadre, l’intégrale de la fonction indicatrice de la diagonale sur
I2 ne vérifie pas le théorème de Fubini. Étant donné que BorpIq Ă PpIq nous avons

BorpI2q Ă BorpIq b PpIq. (14.957)

Soit ∆ “ tpx, xq tel que x P Iu. La fonction

g : I2 Ñ R

px, yq ÞÑ x´ y
(14.958)

est continue et ∆ “ g´1pt0uq est donc fermé dans I2. L’ensemble ∆ est donc un borélien de I2 et
par conséquent un élément de la tribu BorpIqbPpIq. La fonction indicatrice 1∆ est alors mesurable
pour l’espace mesuré

pI ˆ I,BorpIq b PpIq, λbmq. (14.959)
Pour x fixé nous avons

1∆px, yq “
#

1 si y “ x

0 si y ‰ x
“ 1txupyq, (14.960)

et donc

A1 “
ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdmpyq

˙
dλpxq (14.961a)

“
ż

I

ˆż

I
1txupyqdmpyq

˙
dλpxq (14.961b)

“
ż

I

´
mptxuq

¯
dλpxq (14.961c)

“
ż

I
1dλpxq (14.961d)

“ 1. (14.961e)

Par contre le support de 1∆ étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, nous avons
ż

I
1∆px, yqdλpxq “ 0 (14.962)

et par conséquent
A2 “

ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdλpxq

˙
dmpyq “ 0. (14.963)

Nous voyons donc que le théorème de Fubini ne s’applique pas. △
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Exemple 14.300.
Nous nous proposons de calculer l’intégrale suivante en utilisant le théorème de Fubini :

G “
ż

R

e´x2
dx “ ?

π (14.964)

alors que la fonction x ÞÑ e´x2 n’a pas de primitives parmi les fonctions élémentaires.
Nous allons le faire de deux façons. Une première directe en utilisant le théorème de Fubini sur

un domaine non borné, et une seconde en utilisant Fubini sur un domaine borné, et en passant à
la limite ensuite.

(i) Fubini, domaine non borné Par symétrie nous pouvons nous contenter de calculer

G` “
ż 8

0
e´x2

dx. (14.965)

L’astuce est de passer par l’intermédiaire

H “
ż

R`ˆR`

e´px2`y2qdxdy (14.966a)

“
ż

R`

ˆż

R`

e´x2
e´y2

dx

˙
dy (14.966b)

“
ˆż

R`

e´x2
dx

˙2
(14.966c)

“ G2` (14.966d)

L’intégrale (14.966a) se calcule en passant aux coordonnées polaires et le résultat est H “ π
4 .

Nous avons alors G “
?
π

2 et ż

R

e´x2 “ ?
π. (14.967)

(ii) Fubini, domaine borné, puis limite Une variante, qui n’applique pas Fubini sur un do-
maine non borné. Nous commençons par écrire

I “
ż `8

´8
e´x2

dx :“ lim
RÑ`8

ż `R

´R
e´x2

dx (14.968)

et puis nous faisons le calcul

I2 “ lim
RÑ`8

ˆ
p
ż `R

´R
e´x2

dxqp
ż `R

´R
e´y2

dyq
˙

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

KR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

CR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

(14.969)

où K est le carré de demi-côté R centré à l’origine et de côtés parallèles aux axes et CR est
le cercle de rayon R centré à l’origine.
La première étape à justifier est simplement l’application de Fubini. Pour le passage de
l’intégrale du carré vers le cercle, définissons

IKprq “
ż

Kr

f, ICprq “
ż

Cr

f (14.970)
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où Kr est la carré de demi-côté r et Cr est le cercle de rayon r. Le demi-côté du carré inscrit
à Cr est

?
2, donc pour tout r nous avons

IKp?
2rq ě ICprq ą IKprq, (14.971)

et en prenant la limite, nous avons évidement

lim
rÑ8 IKp?

2rq “ lim
rÑ8 IKprq, (14.972)

et donc cette limite est également égale à limrÑ8 ICptq.
Il ne reste qu’à calculer la dernière intégrale sur le cercle en passant aux coordonnées polaires :

ż

CR

e´px2`y2qdxdy “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
re´r2

dr “ πp1 ´ e´R2q. (14.973)

La limite donne π, nous en déduisons que
ż 8

´8
e´x2

dx “ ?
π. (14.974)

△

Le théorème de Fubini-Tonelli nous permet également d’inverser des sommes et des séries. En
effet une somme n’est rien d’autre qu’une intégrale pour la mesure de comptage :

8ÿ

n“0
an “

ż

N

andmpnq. (14.975)

La proposition suivante montre comment il faut faire.

Proposition 14.301.
Soient les espaces mesurés pN,PpNq,mq, pRn,BorpRnq, λq où λ est la mesure de Lebesgue ainsi
qu’une suite de fonctions positives fn : Rd Ñ R. Nous supposons de plus que la fonction fn soit
intégrable pour tout n et que les résultats forment une suite sommable. Alors

8ÿ

n“0

ż

Rn

fnpxqdx “
ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (14.976)

Démonstration. Nous pouvons la récrire le membre de gauche sous la forme
ż

N

ˆż

Rn

fpn, xqdx
˙
dmpnq (14.977)

avec la notation évidente fpn, xq “ fnpxq. Prouvons que la fonction f : NˆRd Ñ R ainsi définie
est une fonction mesurable pour l’espace mesuré

`
NˆRd,PpNq b BorpRdq,mb λ

˘
. (14.978)

Si A Ă R, nous avons
f´1pAq “

ď

nPN
tnu ˆ f´1

n pAq. (14.979)

Chacun des ensembles dans l’union appartient à la tribu PpNq ˆ BorpRdq tandis que les tribus
sont stables sous les unions dénombrables. La fonction f est donc mesurable. Comme nous avons
supposé que f était positive, le théorème de Fubini-Tonelli s’applique et nous avons

ż

Rd

ˆż

N

fpn, xqdmpnq
˙
dx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (14.980)
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Théorème 14.302 (Fubini).
Soit px, yq ÞÑ fpx, yq P R̄ une fonction intégrable sur Bn ˆ Bm Ă Rn`m où Bn et Bm sont des
ensembles mesurables de Rn et Rm. Alors :

(1) pour tout x P Bn, sauf éventuellement en les points d’un ensemble G Ă Bn de mesure nulle,
la fonction y P Bm ÞÑ fpx, yq P R̄ est intégrable sur Bm

(2) la fonction
BnzG Ñ R

x ÞÑ
ż

Bm

fpx, yqdy (14.981)

est intégrable sur BnzG.
(3) On a ż

BnˆBm

fpx, yqdxdy “
ż

Bn

ˆż

Bm

fpx, yqdy
˙
dx. (14.982)

Notons en particulier que si fpx, yq “ φpxqϕpyq, alors
ş
Bm

φpyqdy est une constante qui peut
sortir de l’intégrale sur Bn, et donc

ż

BnˆBm

φpxqϕpyqdxdy “
ż

Bn

φpxqdx
ż

Bm

ϕpyqdy. (14.983)



Chapitre 15

Suites et séries de fonctions

Les généralités sur les suites et séries de fonctions, c’est dans la section 12.32.

15.1 Séries de fonctions

15.1.1 Intégration de séries de fonctions

Théorème 15.1.
La somme uniforme de fonctions intégrables sur un ensemble de mesure fine est intégrable et on
peut permuter la somme et l’intégrale.

En d’autres termes, supposons que
ř8
n“0 fn converge uniformément vers F sur A avec µpAq ă

8. Si F et fn sont des fonctions intégrables sur A alors
ż

A
F pxqdµpxq “

8ÿ

n“0

ż

A
fnpxqdµpxq. (15.1)

Démonstration. Ce théorème est une conséquence du théorème 14.198. En effet nous définissons
la suite des sommes partielles

FN “
Nÿ

n“0
fn. (15.2)

La limite limNÑ8 FN “ F est uniforme. Par conséquent la fonction F est intégrable et
ż

A
F “ lim

NÑ8

ż

A
FN “ lim

NÑ8

ż

A

Nÿ

n“0
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“0

ż

A
fn “

8ÿ

n“0

ż

A
fn. (15.3)

La première égalité est le théorème 14.198, les autres sont de simples manipulations rhétoriques.

Le théorème suivant est une paraphrase du théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(14.200).

Théorème 15.2.
Soient des fonctions pfnqnPN telles que

řN
n“0 fn soit intégrable sur pΩ,A, µq pour chaque N . Nous

supposons que la somme converge simplement vers

fpxq “
8ÿ

n“0
fnpxq (15.4)

et qu’il existe une fonction g telle que ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă g (15.5)

pour tout N P N. Alors

1287
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(1)
ř8
n“0 fn est intégrable,

(2) on peut permuter somme et intégrale :

lim
NÑ8

ż

Ω

Nÿ

n“0
fndµ “

ż

Ω

8ÿ

n“0
fn, (15.6)

(3)

lim
NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn ´

8ÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ lim

NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“N
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 0. (15.7)

Théorème 15.3.
Soit fn des fonctions C1ra, bs telles que

(1) la série
ř
n fnpx0q converge pour un certain x0 P ra, bs,

(2) la série des dérivées
ř
n f

1
n converge uniformément sur ra, bs.

Alors la série
ř
n fn converge vers une fonction F et

(1) La convergence est uniforme sur ra, bs.
(2) La fonction F est dérivable
(3) F 1pxq “ ř

n f
1
npxq.

15.1.2 Différentiabilité

Lemme 15.4.
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si la suite pTnq converge vers T dans LpE,F q, alors
pour tout v P E nous avons ˜ 8ÿ

n“0
Tn

¸
pvq “

8ÿ

n“0
Tnpvq. (15.8)

Lemme 15.5 ([442]).
Soit un espace métrique V . Soient un compact K et un ouvert U contenant K. Alors il existe δ ą 0
tel que

tx P V tel que dpx,Kq ă δu Ă U. (15.9)

Démonstration. Pour chaque x P K, nous posons

Ax “ tα ě 0 tel que Bpx, αq Ă Uu. (15.10)

Le théorème 7.8 indique que Ax contient toujours des éléments strictement positifs (parce que K
est dans U qui est ouvert). Nous considérons la fonction

f : K Ñ R

x ÞÑ suptα ě 0 tel que Bpx, αq Ă Uu. (15.11)

Nous prouvons que f est continue. Soit ϵ ą 0. Soit y P Bpx, ϵq.
(i) fpxq ´ ϵ ď fpyq Nous prouvons que pour tout α P Ax, le nombre α´ϵ est dans Ay, c’est-à-dire

que Bpy, α ´ ϵq Ă U . Soit a P Bpy, α ´ ϵq. Nous avons

dpx, aq ď dpx, yq ` dpy, aq ď ϵ` pα ´ ϵq “ α. (15.12)

Donc a P U .
Cela signifie que pour tout α P Ax, nous avons α ´ ϵ P Ay, ou encore que Ax ´ ϵ Ă Ay. En
passant au supremum, suppAxq ´ ϵ ď suppAyq. Nous avons donc bien fpxq ´ ϵ ď fpyq.
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(ii) fpyq ď ϵ` fpxq Soit ϵ1 ą 0. Il existe un élément u hors de U tel que dpx, yq ă fpxq ` ϵ1. Cet
élément vérifie donc

fpyq ď dpy, uq ď dpy, xq ` dpx, uq ď ϵ` fpxq ` ϵ1. (15.13)

Pour tout ϵ1 ą 0 nous avons fpyq ď ϵ` fpxq ` ϵ1. En prenant la limite ϵ1 Ñ 0 nous trouvons
fpyq ď fpxq ` ϵ.

(iii) f est continue Nous avons montré que si y P Bpx, ϵq, alors |fpxq ´ fpyq| ď ϵ. Cela signifie
que f est continue en x P K.

(iv) Conclusion La fonction f est continue sur le compact K. Elle est donc bornée et atteint
ses bornes 1. Soit δ “ mintfpxq tel que x P Ku. Comme dit plus haut, fpxq ą 0 pour tout x.
Donc δ ą 0.
Si x P V vérifie dpx,Kq ă δ, alors il existe y P K tel que dpx, yq ă δ. Par minimalité de δ,
nous avons fpyq ě δ et donc Bpy, δq Ă U . En particulier x P Bpy, δq Ă U .

Proposition 15.6 ([442]).
Tout ouvert connexe par arcs d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs de classe C1.

Démonstration. Soient un espace vectoriel normé V , et un ouvert connexe par arcs U . Nous consi-
dérons x, y P U et un chemin continu γ : r0, 1s Ñ U joignant x à y.

(i) Utilisation du lemme La partie γ
`r0, 1s˘ est compacte parce qu’elle est l’image par une

application continue d’un compact (théorème 7.195). Par le lemme 15.5, il existe δ ą 0 tel
que pour tout t P r0, 1s, B`γptq, δ˘ Ă U .

(ii) Uniforme continuité L’application γ est continue sur le compact r0, 1s. Le théorème de
Heine 12.81 nous dit que γ est alors uniformément continue : il existe η ą 0 tel que pour
tout t, t1 P r0, 1s tels que |t´ t1| ă η, nous ayons d

`
γptq, γpt1q˘ ă δ.

(iii) La courbe Nous considérons une subdivision 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ 1 telle que |ti ´
ti´1| ă η 2. Nous notons Pi “ γptiq et Qi “ γpti`1q. Soient les applications 3

φi : R Ñ V

t ÞÑ t3Qi ` 3t2p1 ´ tqQi ` 3tp1 ´ tq2Pi ` p1 ´ tq3Pi.
(15.14)

Nous considérons ensuite les reparamétrisations des φi de r0, 1s vers rti, ti`1s :

σi : R Ñ V

t ÞÑ φi

ˆ
t´ ti
ti`1 ´ ti

˙
.

(15.15)

Ces applications sont de classe C1. Enfin nous posons

ψ : r0, 1s Ñ V

t ÞÑ σiptq si t P rti, ti`1s. (15.16)

(iv) Ce qu’il faut voir Petite pause pour lister les choses que nous devons vérifier.
— ψp0q “ γp0q, ψp1q “ γp1q
— ψ est continue.
— ψ est à valeurs dans U .

1. Théorème de Weierstrass 7.136.
2. Êtes-vous capable d’en prouver l’existence ? Prenez un entier z ą η et tk “ k{z. Notez l’utilisation du lemme

1.421 que je me lasserai jamais de citer.
3. Ce sont des courbes de Bézier d’ordre 3 de points de contrôle Pi, Pi, Qi et Qi.
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— ψ est de classe C1.
On y va. . .

(v) ψp0q et ψp1q Nous avons

ψp0q “ σ0p0q “ φ0p0q “ P0 “ γp0q, (15.17)

et, utilisant le fait que tn “ 1,

ψp1q “ σn´1p1q “ φn´1

ˆ
1 ´ tn´1
tn ´ tn´1

˙
“ φn´1p1q “ Qn´1 “ γptnq “ γp1q. (15.18)

(vi) ψ est continue Nous devons vérifier la continuité aux raccords, c’est-à-dire que nous de-
vons prouver σipti`1q “ σi`1ptiq. D’une part σipti`1q “ ϕip1q “ Qi “ γpti`1q, et d’autre part
σi`1ptiq “ φi`1p0q “ Pi`1 “ γpti`1q. C’est bon.

(vii) À valeurs dans U Nous devons vérifier que φi
`r0, 1s˘ Ă U . Nous avons bien sûr Pi P

BpPi, δq, mais nous avons aussi Qi P BpPi, δq. En effet, |ti`1 ´ ti| ă η de telle sorte que
Qi “ γpti`1q P B`γptiq, δ

˘ “ BpPi, δq. Le nombre η a été choisi pour ça.
Le nombre δ a été choisi pour avoir également BpPi, δq Ă U . Bref, Pi et Qi sont dans BpPi, δq
qui est convexe 4 et contenue dans U . Pour t P rti, ti`1r, le point φiptq est une combinaison
convexe de Pi et Qi :

t3 ` 3t2p1 ´ tq ` 3tp1 ´ tq2 ` p1 ´ tq3 “ 1. (15.19)

Donc φiptq P BpPi, δq Ă U .
(viii) ψ est de classe C1 Nous avons φ1

iptq “ 6tp1 ´ tqpQi ´ Piq. Donc pour tout i nous avons
φ1
ip1q “ φ1p0q “ 0. En ce qui concerne ψ1 nous avons

lim
tÑt`i

ψ1ptq “ ψ1ptiq “ 0 (15.20)

et
lim
tÑt´i

ψ1ptq “ lim
tÑ1

φi´1ptq “ 0, (15.21)

d’où la continuité de ψ1.
Nous en déduisons que ψ est de classe C1 par le théorème 12.341.

Remarque 15.7.
Quelle est la forme de l’image de la courbe C1 définie en (15.16) ? L’image est une ligne brisée : une
suite de segments de droites. Elle fait un angle à chaque raccord. Il est contre-intuitif qu’une ligne
faisant des angles puisse être de classe C1, mais c’est pourtant le cas. Le fait est que ψ1 s’annule à
chacun de ces raccords, de telle sorte que ψ1 est quand même continu.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 15.8
Le théorème 15.9 se démontre ici avec des intégrales. Je suis presque certain qu’on doit pouvoir
adapter la démonstration du théorème 12.384 pour ne pas avoir à utiliser d’intégrales.

Théorème 15.9 ([443]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Ω un ouvert connexe par arcs. Soit punq une suite
de fonctions un : Ω Ñ F telle que

(1) pour tout n, la fonction un est de classe C1 sur Ω,
(2) la série

ř
n un converge simplement sur Ω,

4. Une boule est convexe, proposition 8.28.
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(3) la série des différentielles
ř
npdunq converge normalement sur tout compact de Ω.

Alors la somme u “ ř
n un est de classe C1 sur Ω et sa différentielle est donnée par

du “
8ÿ

n“0
dun. (15.22)

Démonstration. Pour chaque n, la fonction dun : Ω Ñ LpE,F q est une fonction continue parce
que un est de classe C1. La série convergeant normalement, la fonction

ř8
n“0 dun est également

continue par la proposition 12.376. La difficulté de ce théorème est donc de prouver que cela est
bien la différentielle de la fonction

ř
n un, c’est-à-dire que

d

˜ 8ÿ

n“0
un

¸
“

8ÿ

n“0
dun. (15.23)

Soient a, x P Ω. Nous considérerions bien le segment ra, xs, mais vu que Ω n’est supposé que
connexe par arcs de classe C1 (la proposition 15.6 pour que l’arc puisse être choisi C1), nous ne
pouvons pas faire mieux pour joindre a à x que choisir un chemin de classe C1

γ : r0, 1s Ñ Ω (15.24)

tel que γp0q “ a et γp1q “ x.
L’astuce est de poser

fn : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ pdunqγptq
`
γ1ptq˘, (15.25)

et d’en étudier l’intégrale 5.

(i) Permuter somme et intégrale Nous voudrions permuter la somme et l’intégrale dans l’ex-
pression

ş1
0
ř
i fiptqdt. Pour cela nous commençons par regarder quelques majorations de

normes.
D’abord γ est de classe C1, ce qui fait que γ1 est continue. Vu que la norme est une application
continue, la fonction t ÞÑ }γ1ptq} est également continue sur le compact r0, 1s. Elle est donc
majorée par une constante que nous nommons M . C’est le théorème de Weierstrass 7.136.
Ensuite nous avons le calcul

}fiptq} “ }pduiqγptq
`
γ1ptq˘} ď }pduiqγptq}}γ1ptq} ď M}dui}8 ă 8. (15.26)

Justifications :
— Pour la première inégalité. C’est le lemme 11.59.
— Pour la seconde inégalité. Il s’agit de l’inégalité évidente

}dui}8 “ sup
xPγ

`
r0,1s

˘ }pduiqx} (15.27)

Notons que la norme }.}8 ne réfère pas à un supremum sur E, mais seulement sur
l’image de γ. Nous aurions pu faire preuve d’un peu de créativité dans les notations.

— L’application dui est continue sur le compact γ
`r0, 1s˘. Donc le supremum est fini et

atteint.
Maintenant nous posons

gnptq “
nÿ

i“0
fiptq. (15.28)

5. Cela revient à étudier l’intégrale de la forme différentielle dun sur le chemin γ. Voir la définition 20.51 et tout
ce qui s’en suit.
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Nous avons la majoration

}gnptq} ď
nÿ

i“0
}fiptq} ď M

nÿ

i“0
}dui}8 ă 8. (15.29)

Le fait que le tout soit fini est l’hypothèse de convergence normale sur tout compact. Le
compact en question est γ

`r0, 1s˘.
C’est le moment d’utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.200. At-
tention aux notations un peu décalées. Nous avons gn Ñ ř8

i“1 fi (convergence simple) et
}gnptq} ď A où A est une constante que nous voyons comme une fonction constante inté-
grable sur le compact r0, 1s. Nous permutons la limite et l’intégrale :

ż 1

0

8ÿ

i“0
fiptqdt “

ż 1

0
p lim
nÑ8 gnqptqdt (15.30a)

“ lim
nÑ8

ż 1

0
gnptqdt (15.30b)

“ lim
nÑ8

ż 1

0

nÿ

i“0
fiptqdt (15.30c)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt (15.30d)

“
8ÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt. (15.30e)

(ii) Accroissements Nous pouvons maintenant faire le petit calcul suivant :

ÿ

n

ż 1

0
pdunqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ÿ

n

´
un

`
γp1q˘ ´ un

`
γp0q˘

¯
“
ÿ

n

`
unpxq ´ unpaq˘ “ upxq ´ upaq

(15.31)
où nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral sous la forme de la propo-
sition 14.278.
Nous retenons l’égalité

upxq “ upaq `
ż 1

0

ÿ

n

pdunqγptq
`
γ1ptq˘dt. (15.32)

(iii) Remarque La formule (15.32) n’est pas une forme de formule des accroissements finis qui
parlerait d’évaluer une fonction u en x en partant de a et en intégrant du le long d’un chemin
joignant a et x.
Ce serait le cas si nous pouvions permuter la somme et la différentielle qui se trouvent dans
l’intégrale. Or permuter somme et différentielle est précisément l’objet du théorème que nous
sommes en train de prouver.

(iv) Différentielle Forts de la formule (15.32), nous calculons duapvq, c’est-à-dire la différentielle
de u au point a appliquée au vecteur v P E. Pour cela, nous savons que Ω est ouvert, donc Ω
contient une boule de rayon r autour de a, ce qui nous permet de dire que pour un a donné,
le point a` sv est dans Ω pour tout s P Bp0, ϵq lorsque ϵ n’est pas trop grand. Pour chacun
de ces s, nous considérons un chemin de classe C1 joignant a à a` sv. Ce chemin sera noté

γs : r0, 1s Ñ Ω (15.33)
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et γp0q “ a, γp1q “ a` sv. Nous avons le calcul

duapvq “ d

ds

”
upa` svq

ı
s“0

(15.34a)

“ d

ds

” ż 1

0

8ÿ

n“0
pdunqγsptq

`
γ1
sptq

˘
dt
ı
s“0

(15.34b)

“ d

ds

” 8ÿ

n“0

ż 1

0
pdunqγsptq

`
γ1
sptq

˘
dt
ı
s“0

(15.34c)

“ d

ds

”ÿ

n

`
unpa` svq ´ unpaq˘

ı
s“0

(15.34d)

“ d

ds

”
p
ÿ

n

unqpa` svq
ı
s“0

(15.34e)

“
ÿ

n

d

ds

”
unpa` svq

ı
s“0

(15.34f)

“
ÿ

n

pdunqapvq (15.34g)

“
´ÿ

n

pdunqa
¯

pvq (15.34h)

“
´ÿ

n

dun

¯
a
pvq. (15.34i)

Justifications :
— Pour 15.34c. Permuter la somme et l’intégrale comme plus haut.
— Pour 15.34f. Permuter une somme et une dérivée classique des fonctions R Ñ F données

par s ÞÑ unpa` svq. Il s’agit d’utiliser le théorème 12.381 sur chaque composantes dans
F .

— Pour 15.34i. Chaque dun est une application dun : E Ñ LpE,F q. Au fait près que la
notation est plus lourde, il s’agit simplement d’une définition de la somme ponctuelle
d’une suite de fonctions :

ř
n fnpaq “ přn fnqpaq. Dans ce cas-ci, le tout est encore un

élément de LpE,F q que nous appliquons à v.

Lemme 15.10.
Sur r1

2 , 1s, étudier la convergence de la série

fpxq “
8ÿ

n“1

1
n

ˆ
x´ 1
x

˙n
. (15.35)

Étudier la convergence de la série dérivée ; en déduire que

8ÿ

n“1

p´1qn´1

n
“ lnp2q. (15.36)

Démonstration. Nous posons ypxq “ x´1
x , et nous regardons la série

f̃pyq “
8ÿ

n“1

1
n
yn. (15.37)

Cette série de puissance converge absolument pour |y| ă 1, voir l’exemple 4 de la page 123bis du
cours de première. Cette série converge également simplement en y “ ´1, par le corolaire de la



1294 CHAPITRE 15. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

page 123 du même cours 6. Nous sommes dans le cas d’une série de puissance dont le disque de
convergence est centré en 0, et dont le rayon est 1, mais qui converge (en plus) simplement sur un
des bords du disque. Cela est le cadre du théorème 12.375 qui nous permet de dire que pour tout
ϵ ą 0, la série (15.37) converge uniformément sur r´1, 1 ´ ϵs.

La fonction f̃pyq est donc continue sur r´1, 1´ϵs, et donc en particulier sur r´1, 0s. Par ailleurs,
la fonction ypxq est continue en x ‰ 0. En tant que composée de fonctions continues, la fonction
fpxq “ f̃

`
ypxq˘ est continue sur r1

2 , 1s.
Nous la mettons la série des dérivées sous la forme d’une série de puissances :

gpxq “ 1
x2

8ÿ

n“1

ˆ
x´ 1
x

˙n´1
. (15.38)

Afin d’éviter tout malentendu, nous insistons sur le fait que g est la série des dérivée de la série f .
Nous ne savons pas encore si g existe (c’est-à-dire si elle converge), ni si sa somme est la dérivée
de f . C’est cela que nous allons tenter d’établir maintenant.

Nous posons à nouveau ypxq “ x´1
x , et nous savons que la série de puissances

ř
n y

n converge
uniformément pour y P r´1 ` ϵ, 1 ´ ϵs pour tout ϵ ą 0. En repassant aux variables x, pour tout
ϵ ą 0, nous avons convergence uniforme de la série

8ÿ

n“0

ˆ
x´ 1
x

˙n
, (15.39)

sur le compact x P r 1
2´ϵ ,

1
ϵ s, ou, pour parler plus simplement, sur x P r1

2 ` ϵ, as pour tout ϵ (petit)
et a (grand). Nous avons donc également convergence uniforme de la série des dérivées (15.38) sur
le même intervalle. Maintenant, le théorème 15.9 montre que la série des dérivée est bien la dérivée
de la série, c’est-à-dire que

gpxq “ f 1pxq (15.40)
sur s1

2 , 1s. Notez que la convergence uniforme sur tout compact de la série des dérivées est suffisante.
Une bonne nouvelle est qu’il est possible de sommer explicitement la série

ř
k y

k. En effet, il
est montré à la page 115 du cours de première que

řn
k“0 z

k “ 1´zn`1

1´z , donc
8ÿ

k“0
yn “ lim

nÑ8
1 ´ yn`1

1 ´ y
“ 1

1 ´ y
, (15.41)

lorsque |y| ă 1. Du coup, nous avons simplement

f 1pxq “ gpxq “ 1
x2

8ÿ

n“1

ˆ
x´ 1
x

˙n´1
“ 1
x2

8ÿ

n“0

ˆ
x´ 1
x

˙n
“ 1
x2

˜
1

1 ´ `
x´1
x

˘
¸

“ 1
x
, (15.42)

donc la fonction f a la forme simple fpxq “ lnpxq ` C. Notez bien le petit jeu de variables
de sommation. Au départ gpxq est une somme qui part de 1 avec un exposant n ´ 1, et nous
la transformons en une somme qui part de 0 avec un exposant n. C’est cela qui nous permet
d’appliquer la formule (15.41).

Étant donné que fp1q “ 0, nous avons

fpxq “ lnpxq (15.43)

pour tout x P r1
2 `ϵ, 1s. Mais nous avons vu que la fonction f était continue sur r1

2 , 1s. Étant donné
que lnpxq et fpxq sont deux fonctions continues sur r1

2 , 1s qui sont égales sur tout compact r1
2 `ϵ, 1s,

nous déduisons que ces deux fonctions sont en réalité égales sur tout l’entièreté du compact r1
2 , 1s.

En particulier, en x “ 1
2 , nous avons

fp1
2q “

8ÿ

n“1

1
n

p´1qn “ lnp1{2q “ ´ lnp2q. (15.44)

6. Un étudiant avait dit se souvenir qu’Abel s’appliquait seulement aux séries alternées ; c’est ce corolaire (critère
des séries alternées) qui l’a induit en erreur. En effet, Abel (proposition 5, page 122) est plus général, mais s’applique
particulièrement bien aux séries alternées.
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15.2 Séries entières

Dans cette section nous allons parler de séries complexes autant que de séries réelles. L’étude
des propriétés à proprement parler complexes des séries entières (holomorphie) sera effectuée dans
le chapitre dédié, voir le théorème 26.60 et ses conséquences.

15.2.1 Disque de convergence

Une série de puissance est une série de la forme

8ÿ

k“0
ckpz ´ z0qk (15.45)

où z0 P C est fixé, pckq est une suite complexe fixée, et z est un paramètre complexe. Nous disons
que cette série est centrée en z0.

Définition 15.11.
Une série entière est une somme de la forme

8ÿ

n“0
anz

n (15.46)

avec an, z P C.

Une série entière peut définir une fonction

fpzq “
ÿ

n

anz
n. (15.47)

Le but de cette section est d’étudier des conditions sur la suite panq qui assurent la continuité de
f ou la possibilité de dériver ou intégrer la série terme à terme.

Définition 15.12.
Soit

ř
nPN anzn une série entière. Le rayon de convergence de cette série est le nombre

R “ suptr P R` tel que la suite panrnq est bornéeu P r0,8s. (15.48)

La boule Bp0, Rq est le disque de convergence de la série.
Dans le cas d’une série de la forme

ř
n anpz ´ z0qn, le disque de convergence est l’ensemble

|z ´ z0| ă R.

15.13.
Notez que le disque de convergence proprement dit est ouvert. Donc, pour être correct, on devrait
parler de la frontière pour parler de la partie |z| “ R. Toutefois, nous désignerons souvent cette
partie en parlant du bord du disque.

15.14.
En réalité, il serait plus correct de parler du rayon de convergence de la suite panq parce qu’au
moment où on l’étudie, nous ne savons pas encore si la somme existera. Il ne devrait donc pas être
autorisé d’écrire « étudions le rayon de convergence de

ř
n anz

n ».
Le rayon de convergence d’une série ne dépend que des réels |an|, même si à la base an P C.

15.15.
Sur Wikipédia[444], le rayon de convergence est défini par le supremum des |z| tels que la sérieř
n anz

n converge. Je vous invite à vous étonner que cela est équivalent à la définition donnée ici.
Il est dingue que demander que la suite panrnq soit bornée soit suffisant pour que la série

converge. En réalité ce n’est pas tout à fait le cas ; les séries qui convergent sont celles pour |z|
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strictement plus petit que le rayon de convergence. Et là ça marche. En effet, si x ă R, il existe
un r tel que x ă r ă R. Nous considérons ϵ donné par x “ ϵr, qui vérifie ϵ ă 1 et nous avons

anx
n “ anpϵrqn “ panrnqϵn Ñ 0. (15.49)

Le critère d’Abel 15.18 va formaliser ça.

Remarque 15.16.
Si pour tout n nous avons |bn| ě |an| alors le rayon de convergence de la série

ř
n anz

n est au
moins aussi grand que celui de la série

ř
n bnz

n. Cela y compris lorsque l’un ou l’autre des rayons
de convergences est infini.

Lemme 15.17 ([1]).
Le rayon de convergence pour la suite bn “ an`k est le même que celui pour an.

Démonstration. Soit r ą 0. Nous avons rkbnrn “ an`krn`k. Vu que les k premiers termes d’une
suite ne changement pas le fait que la suite soit bornée, la suite panrnqněk est bornée si et seulement
si la suite panrnqnPN est bornée.

Lemme 15.18 (Critère d’Abel).
Soit R ą 0 le rayon de convergence de la somme

ř
n anz

n et z P C.

(1) Si |z| ă R alors la série converge absolument.
(2) Si |z| ą R alors la série diverge.

Démonstration. Démonstration en deux parties.

(1) Si |z| ă R alors la suite panznq est bornée et il existe un nombre M P R tel que |an|rn ď M
pour tout n. Nous considérons alors un r tel que |z| ă r ă R et nous pouvons calculer :

|anzn| “ |an|rn` |z|
r

˘n ď M

ˆ |z|
r

˙n
(15.50)

Vu que |z| ă r nous tombons sur la série géométrique (11.317) qui converge. Par le critère
de comparaison 7 la série

ř8
n“0 |anzn| converge.

(2) Par définition du rayon de convergence, la suite panznq n’est donc pas bornée et la série ne
peut pas converger à cause de la proposition 11.91.

Corolaire 15.19.
Soit une série entière

ř
n anz

n. Soit un nombre ρ tel que

(1) La série converge pour |z| ă ρ.
(2) La série diverge pour |z| ą ρ.

Alors le rayon de convergence est ρ.

Démonstration. Nous notons R le rayon de convergence de la série.

(i) R ě ρ Si R ă ρ, nous prenons r strictement entre R et ρ. Le critère d’Abel 15.18 nous dit,
pour |z| “ r, que la série diverge. Par hypothèse, elle converge ; contradiction.

(ii) R ď ρ De même si R ą ρ, alors nous prenons ρ ă r ă R. Le critère d’Abel nous dit que la
série diverge pour |z| “ r. L’hypothèse nous dit le contraire. Nouvelle contradiction.

7. Lemme 11.117.
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15.20.
Le critère d’Abel parle bien de convergence absolue, et non de convergence normale. Pour chaque
t, la série

ř
k |antk| converge. Si par contre nous posons ukptq “ akt

k, nous n’avons à priori pas
la convergence normale

ř
k }uk}8, même pas si la norme est la norme supremum sur Bp0, Rq 8.

Prenons comme exemple simplement ak “ 1 pour tout k. Pour tout |t| ă 1, la série
ř
k t
k converge

absolument (série géométrique), mais nous aurions }uk}8 “ 1 et donc divergence évidente deř
k }uk}8.

La proposition suivante sera surtout utile lorsqu’on parlera de dérivée.

Proposition 15.21 ([445]).
Quel que soit le nombre α P R, les séries

ř
n anz

n et
ř
n n

αanz
n ont même rayon de convergence.

Démonstration. Nous posons

E “ tr P R` tel que panrnq est borné u (15.51a)
E1 “ tr P R` tel que pnαanrnq est borné u (15.51b)

Nous allons prouver que E “ E1 (et donc leurs supremum seront égaux).

(i) Si α ą 0 Dans ce cas E1 Ă E est facile. Nous prouvons l’inclusion dans l’autre sens. Si E est
vide, c’est évident. Nous supposons que E n’est pas vide, et nous considérons r P E, et nous
montrons que r P E1. Pour cela nous prenons un nombre s tel que r ă s ă suppEq. Nous
avons

nαanr
n “ nαan

´r
s

¯n
sn “ nα

´r
s

¯n
ans

n. (15.52)

Mais r{s ă 1, donc le lemme 12.418 dit que nαpr{sqn Ñ 0. Cela est donc borné par une
constante M . Donc

nαanr
n ď Mans

n. (15.53)

Mais la suite pansnq est bornée. Donc la suite nαanrn est également bornée, ce qui prouve
que r P E1.

(ii) Si α ă 0 Même raisonnement, mais en inversant les rôles de E et E1, et en adaptant un
peu 9.

Remarque 15.22.
Au fond, cette proposition n’est rien d’autre que dire que dans nαrn, l’effet « convergent » est rn
qui est une décroissance exponentielle tandis que l’effet « divergent » est nα qui a une croissance
seulement polynomiale.

Lemme 15.23 ([446]).
Soit une suite punq de réels strictement positifs. Si

lim
nÑ8

un`1
un

“ ℓ, (15.54)

alors la suite pu1{n
n q a une limite et elle vaut ℓ également.

Démonstration. Nous commençons par supposer que ℓ ą 0 ; nous ferons le cas ℓ “ 0 après. Soit
ϵ ă ℓ. L’existence de la limite dans l’hypothèse dit qu’il existe N tel que pour tout n ě N nous
ayons

un`1
un

P Bpℓ, ϵq. (15.55)

8. Il y aurait par contre bien convergence sur tout compact ? Chère lectrice, dites moi ce que vous en pensez
9. Je n’ai pas vérifié ; écrivez-moi si ça pose un problème.
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Écrivons un produit télescopique :
un
uN

“
n´1ź

p“N

up`1
up

. (15.56)

Mais chacun des facteurs du produit est soumis à l’encadrement (15.55), donc

pℓ´ ϵqn´N ď un
uN

ď pℓ` ϵqn´N , (15.57)

et donc, en multipliant par uN ą 0 nous avons

uN pℓ´ ϵqn´N ď un ď uN pℓ` ϵqn´M . (15.58)

La fonction t ÞÑ t1{n est croissante 10 ; nous pouvons l’appliquer aux inégalités sans changer le sens :

u
1{n
N pℓ´ ϵq n´N

n ď u1{n
n ď u

1{n
N pℓ` ϵq n´N

n . (15.59)

Pour rappel, à ce point le N est fixé pour correspondre au ϵ ă ℓ que nous avons choisi.
Vu que 1{n P Q nous invoquons la proposition 12.400 pour dire que limnÑ8 u

1{n
N “ 1. De plus

pn´Nq{n Ñ 1 de telle sorte que
pℓ˘ ϵq n´N

n Ñ ℓ˘ ϵ. (15.60)

Nous considérons donc un N 1 tel que pour tout n ě N 1 nous ayons
ˇ̌
ˇu1{n
N pℓ´ ϵq n´N

n ´ pℓ´ ϵq
ˇ̌
ˇ ă ϵ (15.61a)

ˇ̌
ˇu1{n
N pℓ` ϵq n´N

n ´ pℓ` ϵq
ˇ̌
ˇ ă ϵ. (15.61b)

Pour tout n ě maxpN,N 1q nous avons

pℓ´ ϵq ´ ϵ ă u
1{n
N pℓ´ ϵq n´N

n ď u1{n
n ď u

1{n
N pℓ` ϵq n´N

n ă pℓ` ϵq ` ϵ. (15.62)

Donc,
ℓ´ 2ϵ ď u1{n

n ď ℓ` 2ϵ. (15.63)

Cela prouve que la limite limnÑ8 u
1{n
n existe et vaut ℓ.

Et si ℓ “ 0 ? Dans ce cas, il existe N tel que pour tout n ě N nous avons

0 ď un`1
un

ă ϵ. (15.64)

Ensuite il faut recommencer tous les calculs, avec pour seule différence que tous les membres de
gauche sont 0.

Lemme 15.24 (Règle de Cauchy[447, 446]).
Soit une suite pxnq dans un espace vectoriel normé. Nous posons

p “ lim sup
nÑ8

}xn}1{n. (15.65)

Alors :
(1) Si p ă 1, la série

ř
nPN xn est absolument convergente.

(2) Si p ą 1, alors la série
ř
nPN xn est ne converge pas.

Démonstration. En deux parties.

10. Proposition 12.410, en notant que les arguments sont tous bien positifs.
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(i) Pour (1) Soit ϵ ą 0 tel que p` ϵ ă 1. Le lemme 10.44 nous dit que l’ensemble

Sϵ “ tn P N tel que }xn}1{n ě p` ϵu (15.66)

est fini. Quitte à prendre une queue de suite, nous supposons que Sϵ est vide, c’est-à-dire que
}xn} ă pp` ϵqn pour tout n. En posant q “ p` ϵ, nous voyons que }xn} ă qn avec q ă 1. La
comparaison avec la série géométrique 11.124(1) conclut.

(ii) Pour (2) Alors en prenant ϵ tel que p ´ ϵ ą 1, nous avons une infinité de termes vérifiant
}xn} ą pp´ ϵqn ą 1.

Théorème 15.25 (Formule de Hadamard[448]).
Le rayon de convergence 11 de la série entière

ř
n anz

n est donné par une des deux formules

1
R

“ lim sup k
a|ak| (15.67)

ou
1
R

“ lim
kÑ8

ˇ̌
ˇ̌ak`1
ak

ˇ̌
ˇ̌ (15.68)

lorsque ak est non nul à partir d’un certain k.
Si une de ces formules donne 1{R “ 0, alors le rayon de convergence est infini.

Démonstration. En deux, voire quatre parties. Nous allons utiliser le corolaire 15.19, en commen-
çant par supposer que la limite supérieure n’est ni 0 ni 8.

(i) Première formule, si |z| ă R Posons L “ lim supnÑ8
`|an|1{n˘. Si |z| ă 1

L , alors

lim sup |anzn|1{n “ lim sup |an|1{n|z| ă L
1
L

“ 1 (15.69)

donc la règle de Cauchy du lemme 15.24 conclut à la convergence de la série.
(ii) Première formule, si |z| ą R C’est exactement le même calcul, mais l’inégalité arrive dans

l’autre sens :
lim sup |anzn|1{n “ lim sup |an|1{n|z| ą L

1
L

“ 1 (15.70)

donc la règle de Cauchy du lemme 15.24 conclut à la divergence de la série.
(iii) Première formule, si la limite est 0 Si lim sup

a|ak|1{k “ 0, alors toujours le même
calcul donne :

lim sup |anzn|1{n “ 0 (15.71)

et donc la série converge pour tout z. D’où le rayon de convergence infini.
(iv) Première formule, si la limite est 8 Soit z P C. La partie

S “ tn P N tel que |an|1{n ą 1{|z|u (15.72)

est infinie. Pour chaque n P S, nous avons |anzn| ą 1. La suite des anzn ne convergeant
pas vers zéro (il y a même une infinité de termes plus grands que 1), la série ne peut pas
converger (proposition 11.91).

(v) Seconde formule Le lemme 15.23 nous ramène au cas de la première formule.
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‚z0

Figure 15.1 – À l’intérieur du disque de convergence, la convergence est absolue. En dehors, la
série diverge. Sur le cercle proprement dit, tout peut arriver.

Notons que le critère d’Abel ne dit rien pour les points tels que |z ´ z0| “ R. Il faut traiter ces
points au cas par cas. Et le pire, c’est qu’une série donnée peut converger pour certain des points
sur le bord du disque, et diverger en d’autres. Le théorème d’Abel radial (théorème 15.40) nous
donnera quelques informations sur le sujet.

Il y a un dessin à la figure 15.1.
Si les suites an et bn sont équivalentes, alors les séries correspondantes auront le même rayon

de convergence. Cela ne signifie pas que sur le bord du disque de convergence, elles aient même
comportement. Par exemple nous avons

1?
n

„ 1?
n

` p´1qn
n

. (15.73)

En même temps, en z “ ´1 la série ÿ

ně1

zn?
n

(15.74)

converge par le critère des séries alternées 12. Par contre la série

ÿ

ně1

ˆ
1?
n

` p´1qn
n

˙
zn (15.75)

ne converge pas pour z “ ´1.

Exemple 15.26.
Soit α P R et considérons la série

ř
ně1 anz

n où an est la n-ième décimale de α. Si α est un nombre
décimal limité, la suite panq est finie et le rayon de convergence est infini. Sinon, pour tout N il
existe un n ą N tel que an ‰ 0 et la suite panq ne tend pas vers zéro. Par conséquent la série

ÿ

n

anz
n (15.76)

diverge pour z “ 1 et le rayon de convergence satisfait R ď 1. Nous avons aussi |an| ď 9, de telle
manière à ce que la série soit bornée et par conséquent majorée en module par 9zn, ce qui signifie
que R ě 1.

Nous déduisons alors R “ 1. △

15.2.2 Somme et produit de séries

Théorème 15.27.
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb. Si Rs est
le rayon de convergence de

ř
npan ` bnqzn, nous avons

Rs ě mintRa, Rbu. (15.77)
11. Définition 15.12.
12. Théorème 11.129.
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Théorème 15.28.
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb.
(1) Si λ ‰ 0 la série

ř
npλanqzn a le même rayon de convergence que la série

ř
n anz

n

(2) Si |z| ă Ra nous avons
8ÿ

n“0
pλanqzn “ λ

8ÿ

n“0
anz

n. (15.78)

Lemme 15.29 ([1]).
Soient deux suites de nombres complexes panq et pbnq. Soit n P N. Nous avons :

nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al. (15.79)

Démonstration. Le problème est qu’à gauche la borne de la somme sur l dépend de k ; cela nous
empêche de permuter les sommes 13. Qu’à cela ne tienne : nous complétons la somme en introduisant

σlk “
#

1 si l ď k

0 sinon .
(15.80)

Nous avons alors
nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

k“0

nÿ

l“0
σlkalbk´l “

nÿ

l“0

nÿ

k“0
σlkalbk´l “

nÿ

l“0

`
al

nÿ

k“l
bk´l

˘
(15.81a)

“
nÿ

l“0

`
al

n´lÿ

j“0
bj
˘ “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al. (15.81b)

Lemme 15.30 ([1]).
Si la série

ř8
n“0 anz

n a un rayon de convergence R, alors nous avons

` 8ÿ

n“0
anz

n
˘
z “

8ÿ

n“0
anz

n`1 (15.82)

et les rayons de convergences sont égaux à R.

Proposition 15.31 ([449]).
Soient panq et pbnq des suites dans C. Nous supposons que

ř
n an est absolument convergente 14 et

que
ř
n bn est convergente.

Alors en posant

cn “
nÿ

k“0
akbn´k, (15.83)

la série
ř
n cn est convergente et

8ÿ

n“0
cn “ `ÿ

i

ai
˘`ÿ

j

bj
˘
. (15.84)

Démonstration. Nous commençons par quelques notations sur les sommes partielles et leurs limites.
Nous posonsAn “ řn

k“0 an,Bn “ řn
k“0 bn et nous avons, par hypothèse, les convergencesAn CÝÑ A

et Bn CÝÑ B.
13. Vu que toutes les sommes sont finies, ce ne sont certainement pas les questions de convergence qui nous

retiennent.
14. Définition 11.83.



1302 CHAPITRE 15. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

En ce qui concerne la somme partielle pour les pcnq, en appliquant le lemme 15.29,

Cn “
nÿ

k“0
ck “

nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al “

nÿ

l“0
alBn´l. (15.85)

Soit ϵ ą 0.
(i) Des indices assez grands Nous définissons N1, N2 P N de la façon suivante :

— Vu que Bj Ñ B, il existe N1 P N tel que pour tout j ě N1, |Bj ´B| ď ϵ.
— Vu que

ř
n an converge, la proposition 11.91 nous dit que |ai| Ñ 0 (ce n’est pas ici que

nous utilisons la convergence absolue). Il existe donc N2 P N tel que |ai| ď ϵ{N1 pour
tout i ě N2.

— Nous considérons N ě N1 `N2.
(ii) Un majorant Vu que la série

ř
n an converge absolument, la somme

ř8
n“0 |an| est bornée.

De même, la suite j ÞÑ |Bj ´B| est bornée et nous choisissons M assez grand pour majorer
les deux en même temps :

8ÿ

n“0
|an| ă M (15.86a)

|Bj ´B| ă M @j. (15.86b)

(iii) Et on calcule un peu Nous avons assez préparé de notations et de majorations. C’est le
moment de prouver que Cn ´AnB Ñ 0. Nous avons

|Cn ´AnB| “ |
nÿ

l“0
akpBn´l ´Bq| (15.87a)

ď
nÿ

l“0
|al||Bn´l ´B| (15.87b)

“
n´N1ÿ

l“0
|al||Bn´l| `

nÿ

l“n´N1`1
|al||Bn´l ´B| (15.87c)

ď
n´N1ÿ

l“0
|al|ϵ`M

nÿ

l“n´N1`1
|al| (15.87d)

ď ϵM `M
nÿ

l“n´N1`1

ϵ

N1
(15.87e)

“ 2ϵM. (15.87f)

Justifications :
— Pour (15.87d). Dans la première somme, n´ l ě n´pn´N1q “ N1, donc |Bn´l´B| ď ϵ.

Dans la seconde somme nous avons seulement majoré |Nn´l ´B| ď M .
— Pour (15.87e). Dans la première somme, il s’agit de la majoration (15.86a). Dans le

seconde somme, l ě n ´ N1 ` 1 ě N1 ` N2 ´ N1 ` 1 ě N2 ` 1, ce qui implique
|al| ď ϵ{N1.

— Pour (15.87f). La somme contient n ´ pn ´ N1 ` 1q ` 1 “ N1 termes. Chaque terme
valant ϵ{N1.

(iv) Conclusion Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe N tel que |Cn ´ AnB| ď ϵ.
Nous écrivons maintenant

Cn “ pCn ´AnBq `AnB (15.88)
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Vu que Cn ´ AnB Ñ 0 et que AnB Ñ AB, la somme des deux suites converge vers 15

0 `AB “ A et donc
Cn Ñ AB. (15.89)

Le théorème suivant donne une formule (dit « produit de Cauchy ») pour le produit de deux
séries entières. Nous en donnons une adaptation dans le cas de séries de puissances dans une algèbre
normée dans la proposition 11.97.

Théorème-Définition 15.32 (Produit de Cauchy dans C[450]).
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb. La série
entière

8ÿ

n“0

˜
nÿ

k“0
akbn´k

¸
zn. (15.90)

est le produit de Cauchy des séries
ř
n anz

n et
ř
n bnz

n.
Nous notons Rp le rayon de convergence de la série.

(1) Nous avons l’inégalité Rp ě mintRa, Rbu.
(2) Si |z| ă mintRa, Rbu alors

8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

n“0
bnz

n

¸
. (15.91)

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Préambule Nous allons fixer z, et utiliser la proposition 15.31. Ce que nous appelons an

là-bas est anzn ici. Idem pour les bn qui sont bnzn et cn qui devient cnzn. Vu que z sera fixé,
tout cela n’est pas très profond.
Ces substitutions sont très courantes lorsque nous prouvons des résultats sur les séries entières
comme corolaires de résultats généraux sur les séries.

(ii) Pour (1) Si |z| ă mintRa, Rbu, alors les séries
ř
n anz

n et
ř
n bnz

n sont absolument conver-
gentes par lemme d’Abel 15.18. La proposition 15.31 pour les suites panznq et pbnznq fait
alors le boulot : en posant

cn “
nÿ

k“0
anbn´k, (15.92)

la série
ř
n cnz

n converge et vaut le produit des deux.
La série

ř
n cnz

n converge sur tz P C tel que |z| ă mintRa, Rbuu. Donc en posant r ă
mintRa, Rbu, la suite pcnrnq est bornée (dans C) et nous avons que Rp ě r (utilisation très
littérale de la définition du rayon de convergence). Donc Rp ě mintRa, Rbu.

(iii) Pour (2) Le travail est déjà fait.

Exemple 15.33.
Montrons un produit de Cauchy dont le rayon de convergence est strictement plus grand que le
minimum. D’abord nous considérons

A “ 1 ´ z, (15.93)

c’est-à-dire a0 “ 1, a1 “ ´1, aně2 “ 0 avec Ra “ 8. Ensuite nous considérons

B “
ÿ

n

zn, (15.94)

15. C’est la proposition 10.28.
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c’est-à-dire B “ p1 ´ zq´1 et Rb “ 1. Le produit de Cauchy de ces deux séries valant 1, le rayon
de convergence est infini.

Notons qu’alors l’égalité (15.91) a lieu dans Bp0, 1q, mais pas au-delà.
Donc le « produit de Cauchy » de deux séries peut ne pas être égal au produit des deux séries,

au sens où il est possible que le produit existe là où une des deux séries n’existe plus. △

Exemple 15.34.
Nous montrons que

8ÿ

n“0
pn` 1qxn “ 1

p1 ´ xq2 (15.95)

pour x P s´1, 1r.
Étant donné que pour tout r dans s´1, 1r la suite pn` 1qrn est bornée, le rayon de convergence

est correct. Pour les x dans ce domaine nous avons

1
p1 ´ xq2 “ 1

p1 ´ xq
1

p1 ´ xq “
˜ 8ÿ

n“0
xn

¸˜ 8ÿ

m“0
zm

¸
. (15.96)

Nous devons expliciter ce produit de Cauchy en utilisant le théorème 15.32. Pour tout i nous avons
ai “ bi “ 1. Par conséquent le produit (15.96) devient

8ÿ

n“0

ÿ

i`j“n
xn “

8ÿ

n“0
pn` 1qxn. (15.97)

△

Nous voulons maintenant faire le produit de Cauchy à plus que deux facteurs. Pour cela nous
prouvons d’abord un certain nombre de lemmes traitant de la combinatoire du problème.

Nous posons, pour n,N P N :

VnpNq “ tx P NN tel que
Nÿ

i“1
xi “ nu. (15.98)

Lemme 15.35.
Nous avons

VnpN ` 1q “
nď

y“0

ď

xPVypNq
px, n´ yq. (15.99)

Démonstration. En deux parties.
(i) Première inclusion Un élément de

Ťn
y“0

Ť
xPVupNqpx, n ´ yq est un élément z P NN`1 de

la forme z “ px, n´ yq tel que x P VypNq. Donc

N`1ÿ

i“1
zi “

Nÿ

i“1
xi ` pn´ yq “ y ` n´ y “ n. (15.100)

Donc z P VnpN ` 1q.
(i) L’autre inclusion Un élément de VnpN ` 1q est de la forme z “ px, yq avec x P NN et

y P N. Posons t “ řN
i“1 xi, de telle sorte que x P VtpNq.

Vu que z P VnpN ` 1q nous avons d’autre part y “ n´ řN
i“1 xi “ n´ t.

La proposition suvante généralise le produit de Cauchy du théorème 15.32 au cas de plus de
deux facteurs. Nous ne pouvons cependant pas considérer 15.32 comme un cas particulier de 15.36,
parce que la démonstration va utiliser le cas à deux facteurs.
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Proposition 15.36 (Produit de Cauchy[1]).
Soient des nombres complexes aik tels que les séries entières

sipzq “
8ÿ

k“0
aikz

k (15.101)

soient convergentes avec un rayon de convergence Ri. Nous posons

cn “
ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi , (15.102)

et nous appelons Rp le rayon de convergence de la série
ř
n cnz

n.
(1) Nous avons l’inégalité Rp ě mintRiu .
(2) Pour |z| ď mintRiu nous avons l’égalité

Nź

i“1
sipzq “

Nÿ

n“1

¨
˝ ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi

˛
‚zn. (15.103)

Démonstration. Nous prouvons cela par récurrence sur N . D’abord pour N “ 1 nous avons Vnp1q “
tnu. Donc cn “ ś1

i“1 aixi “ a1n et donc la série à droite dans (15.103) est seulement
ř8
n“0 a1nzn “

s1pzq.
Nous supposons le théorème prouvé pour toutes valeurs jusqu’à N et nous prouvons pour N`1.

Si |z| ă mintRiu alors toutes les séries convergent et en utilisant l’associativité du produit dans C
nous avons :

N`1ź

i“1
sipzq “

˜
Nź

i“1
sipzq

¸
sN`1pzq “

8ÿ

n“1

¨
˝ ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi

˛
‚znsN`1pzq. (15.104)

Nous allons maintenant utilliser le produit de Cauchy à deux termes du théorème 15.31. Notez que
c’est bien l’utilisation de ce théorème qui nous permet d’obtenir la convegence dans notre pas de
récurrence, et non l’hypothèse de réccurence actuelle. Bref, nous posons

b1k “
ÿ

xPVkpNq

Nź

i“1
aixi (15.105a)

b2k “ aN`1,k. (15.105b)

L’utilisation du produit de Cauchy à deux facteurs donne le coefficient de zn sous la forme suivante
(justifications plus bas) :

cn “
ÿ

yPVnp2q
b1y1b2y2 (15.106a)

“
ÿ

yPVnp2q

ÿ

xPVy1 pNq

Nź

i“1
aixiaN`1,y2 (15.106b)

“
nÿ

y“0

ÿ

xPVypNq

Nź

i“1
aixiaN`1,n´y (15.106c)

“
ÿ

px,yqPVnpN`1q

Nź

i“1
aixiaN`1,y (15.106d)

“
ÿ

xPVnpN`1q

N`1ź

i“1
aixi . (15.106e)

Justifications :
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— Pour (15.106c). L’ensemble Vnp2q n’est pas très compliqué à expliciter :

Vnp2q “ tpy, n´ yq tel que y “ 0, . . . , nu. (15.107)

— Pour (15.106d). La somme porte sur les px, tq avec x P NN et y P N tels que px, yq est dans
VnpN ` 1q, et la justification de l’égalité est le lemme 15.35.

15.2.3 Convergence normale

Théorème 15.37.
Une série entière converge normalement sur tout disque fermé inclus au disque de convergence.

Démonstration. Toute boule fermée inclue à Bp0, Rq est inclue à la boule Bp0, rq pour un certain
r ă R. Nous nous concentrons donc sur une telle boule fermée.

Pour chaque n nous posons unpzq “ anz
n que nous voyons comme une fonction sur Bp0, rq.

Pour tout n P N et tout z P Bp0, rq nous avons

}un}8 ď |anzn| ď |an|rn. (15.108)

Étant donné que r ă R la série
ř
n |an|rn converge et la série

ř
n }un} est convergente. La sérieř

n anz
n est alors normalement convergente.

Exemple 15.38.
Encore une fois nous n’avons pas d’informations sur le comportement au bord. Par exemple la
série

ř
n z

n a pour rayon de convergence R “ 1, mais supzPBp0,1q |zn| “ 1 et nous n’avons pas de
convergence normale sur la boule fermée. △

La convergence normale n’est donc pas de mise sur tout l’intérieur du disque de convergence.
La continuité, par contre est effective sur la boule. En effet si z0 P Bp0, Rq alors il existe un rayon
0 ă r ă R tel que Bpz0, rq Ă Bp0, Rq. Sur Bpz0, rq nous avons convergence normale et donc
continuité en z0.

La différence est que la continuité est une propriété locale tandis que la convergence normale
est une propriété globale.

Proposition 15.39.
Soit fpzq “ ř

n anz
n avec un rayon de convergence R. Si

ř |an|Rn converge alors
(1) la série

ř
n anz

n converge normalement sur Bp0, Rq,
(2) f est continue sur Bp0, Rq.

Démonstration. La conclusion est claire dans l’intérieur du disque de convergence. En ce qui
concerne le bord, chacune des sommes partielles est une fonction continue. De plus nous avons
}un} ď |an|Rn, dont la série converge. Par conséquent nous avons convergence normale sur le
disque fermé.

Le théorème suivant permet de donner, dans le cas de fonctions réelle, des informations sur la
convergence en une des deux extrémités de l’intervalle de convergence.

Théorème 15.40 (Convergence radiale de Abel).
Soit fpxq “ ř

n anx
n une série réelle de rayon de convergence 0 ă R ă 8.

(1) Si
ř
anR

n converge, alors f est continue sur r0, Rs.
(2) Si

ř
n anp´Rqn converge, alors f est continue sur r´R, 0s.

La proposition 15.100 donnera un exemple d’utilisation pour la série de lnp1 ´xq (qui n’est pas
encore définie à ce moment).

Le résultat suivant permet d’identifier deux séries complexes lorsque leurs valeurs sur R sont
identiques.
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Proposition 15.41.
Soient les séries fpzq “ ř

anz
n et gpzq “ ř

bnz
n convergentes dans Bp0, Rq. Si fpxq “ gpxq pour

x P r0, Rr alors an “ bn.

Démonstration. Soit n0 le plus petit entier tel que an0 ‰ bn0 . Pour tout z P Bp0, Rq nous avons

fpzq ´ gpzq “
8ÿ

n“n0

pan ´ bnqzn “ zn0φpzq (15.109)

où
φpzq “

ÿ

ně0
pan`n0 ´ bn`n0qzn. (15.110)

Par le théorème 15.27 le rayon de convergence de φ est plus grand que R et la fonction φ est
continue en 0. Étant donné que φp0q “ an0 ´ bn0 ‰ 0 et que φ est continue nous avons un ρ tel
que φ ‰ 0 sur Bp0, ρq. Or cela n’est pas possible parce que au moins sur la partie réelle de cette
dernière boule, φ doit être nulle.

Proposition 15.42 ([451, 1]).
Si la série entière

ř
ně0 anz

n a un rayon de convergence R alors
(1) La somme est une fonction holomorphe 16 dans le disque de convergence.
(2) La somme est différentiable et

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (15.111)

(3) De plus pour tout z0 P Bp0, Rq, on pose 17

Spzq “
ÿ

ně0
anz

n (15.112a)

T pzq “
ÿ

ně1
nanz

n´1 “
8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n. (15.112b)

Alors nous avons
lim
zÑz0

Spzq ´ Spz0q
z ´ z0

“ T pz0q. (15.113)

Démonstration. Nous allons prouver, en utilisant le théorème 15.9, que la somme est une fonction
différentiable et que la différentielle est C-linéaire. La proposition 12.322 nous dira alors que la
somme est C-dérivable.

Nous posons unpzq “ anz
n, qui est une fonction de classe C1. En ce qui concerne sa différentielle

nous considérons z0 P Bp0, Rq et nous avons (si n “ 0 alors la différentielle est nulle)

pdunqz0pzq “ d

dt

”
unpz0 ` tzq

ı
t“0

(15.114a)

“ d

dt

”
anpz0 ` tzqn

ı
t“0

(15.114b)

“ d

dt

”
nanpzn´1

0 tzq
ı
t“0

(15.114c)

“ nanz
n´1
0 z. (15.114d)

En cours de calcul nous avons développé pz0 ` tzqn et gardé seulement les termes de degré 1 en t.
Il y en a n et ils sont tous égaux à zn´1

0 tz.
La convergence simple

ř
n un est dans les hypothèses. Il reste à prouver que la somme des

différentielles converge uniformément sur tout compact autour de z0 ne débordant pas du disque

16. Définition 12.316.
17. Pour rappel, dans tout ce texte, Bpa, rq est une boule ouverte.
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ouvert de convergence. Soit K un compact autour de z0. Dans le calcul suivant nous utilisons une
première fois la norme uniforme de dun vu comme fonction de K vers LpC,Cq et une fois la norme
opérateur 18 de pdunqz0 comme application linéaire C Ñ C :

}dun}k “ sup
z0PK

}pdunqz0} (15.115a)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|pdunqz0pzq| (15.115b)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|nanzn´1
0 z| (15.115c)

“ sup
z0PK

n|an||z0|n´1. (15.115d)

Vu que z ÞÑ |z|n´1 est une application continue sur le compact K, elle atteint son maximum
(théorème 7.136). Nous considérons zK , un point qui réalise le supremum. Ce nombre est dans le
disque de convergence parce que K est un compact autour de z0.

Nous devons prouver que
ř
n n|an||zK |n´1 converge. Vu que |zK | est une constante (par rapport

à n) nous pouvons étudier la convergence en écrivant |zK |n au lieu de |zK |n´1.
La suite pan|zK |nq est une suite bornée. En considérant un majorant M de t|an|rnunPN, nous

avons en particulier |an||zK |n ă M pour tout n. Nous considérons de plus r de telle sorte que
K Ă Bp0, rq Ă Bp0, Rq. En particulier |zK | ă r et nous avons

n|an||zK |n ď n|an|rn
ˆ |zK |

r

˙n
ď nM

ˆ |zK |
r

˙n
. (15.116)

Nous savons que ce qui est dans la parenthèse est plus petit que 1, mais que
ř
n nx

n converge dès
que |x| ă 1. Par conséquent ÿ

n

}dun}K (15.117)

converge et le théorème 15.9 fonctionne : du “ ř8
n“1 dun et la somme

ř
n un est de classe C1.

La différentielle de
ř
n un s’exprime explicitement par

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (15.118)

Cette forme montre que duz0 est une application C-linéaire et donc la somme est C-dérivable par
la proposition 12.322. Ergo holomorphe sur le disque de convergence par définition 12.316.

En ce qui concerne la formule (15.113), elle provient de la formule (12.856) : f 1pz0q est donné
par la facteur multiplicatif de duz0 . En l’occurrence la formule (15.118) nous donne

f 1pz0q “
ÿ

ně1
nanz

n´1
0 . (15.119)

15.2.4 Dérivation

Lemme 15.43.
Soit une série entière

ř
anz

n de rayon de convergence R. Les séries
ÿ an

n` 1z
n`1 (15.120)

et ÿ

ně1
nanz

n´1 (15.121)

ont même rayon de convergence R.
18. Définition 11.51.
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Notons toutefois que nonobstant ce lemme, les séries dont il est question peuvent se comporter
différemment sur le bord du disque de convergence. En effet la série

ÿ 1
n
zn (15.122)

diverge pour z “ 1 alors que ÿ 1
npn` 1qz

n`1 (15.123)

converge pour z “ 1.
Les théorèmes de dérivation et d’intégration de séries de fonctions (théorèmes 15.1 et 15.3)

fonctionnent bien dans le cas des séries entières. Ils donnent la proposition 15.44 pour la dérivation
et 15.49 pour l’intégration.

Proposition 15.44.
Soit la série entière

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n (15.124)

de rayon de convergence R. Alors la fonction f est C1 sur s´R,Rr et se dérive terme à terme :

f 1pxq “
8ÿ

n“1
nanx

n´1 (15.125)

pour tout x P s´R,Rr.

Démonstration. Nous savons que la série
ř8
n“1 nanx

n´1 a le même rayon de convergente que celui
de la série f . En particulier cette série des dérivées converge normalement sur tout compact dans
s´R,Rr et la somme est continue. Le théorème 15.3 conclut.

Remarque 15.45.
À part lorsqu’on parle de fonction R Ñ R, la notion de classe Ck s’entend au sens de la différen-
tielle, et non de la dérivée, voir les définitions 11.220. C’est cela qui explique la structure de la
démonstration de la proposition 15.42.

Corolaire 15.46 ([451, 1]).
La somme d’une série entière est de classe C8 sur le disque ouvert de convergence.

Démonstration. La proposition 15.42 a démontré en réalité nettement plus : sur le disque ouvert
de convergence, la somme est une fonction holomorphe. Il n’est cependant pas possible de conclure
ainsi parce que le fait qu’une fonction holomorphe est C8 ne sera démontré qu’au coût de nombreux
efforts dans le théorème 26.60(3).

(i) Cas réel Nous considérons la série entière
ř
n anx

n pour x P R de rayon de convergence R.
Une simple récurrence sur la proposition 15.44 donne le résultat.

(ii) Cas complexe Attention : le fait d’être de classe Ck est le fait d’être k fois différentiable.
Rien à voir avec la C-dérivabilité.
En ce qui concerne la différentiabilité nous avons la proposition 15.42 qui dit que dans le
disque de convergence, la fonction upzq “ ř

n anz
n a pour différentielle l’application du : C Ñ

LCpC,Cq,
du : C Ñ LCpC,Cq

duz0pzq “ ` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘
z.

(15.126)

Nous allons éviter de considérer la différentielle seconde comme une application

d2u : C Ñ L
`
C,LpC,Cq˘ (15.127)
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parce que ça nous mènerait trop loin pour parler de la différentielle ke. Au lieu de cela nous
allons considérer l’isomorphisme d’espace vectoriel

ψ : C Ñ LCpC,Cq
z0 ÞÑ ψpz0qz “ z0z.

(15.128)

Dans cette optique nous écrivons :

duz0 “ ψ
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘

(15.129)

ou encore :
pψ´1 ˝ dqupz0q “

ÿ

ně0
pn` 1qan`1z

n
0 . (15.130)

Nous allons prouver par récurrence que l’égalité suivante est vraie (y compris le fait que la
somme converge) :

pψ´1 ˝ dqkupz0q “
8ÿ

n“0

pn` kq!
n! an`kzn0 . (15.131)

Prouvons d’abord que cette somme converge pour tout k. Nous avons pn` kq!{n! ă pn` kqk
et donc il suffit de prouver que la série de coefficients nkan converge. C’est le cas par la
proposition 15.21.
Nous pouvons calculer la différentielle de pψ´1 ˝ dqku en dérivant terme à terme en utilisant
(encore) la proposition 15.42(2) :

d
`pψ´1 ˝ dqku˘

z0
pzq “

8ÿ

n“1

pn` kq!
n! an`knan´1

0 z (15.132a)

“
8ÿ

n“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 z. (15.132b)

Nous appliquons ψ´1 à cela :

pψ´1 ˝ dqk`1upz0q “
8ÿ

k“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 . (15.133)

(iii) Dérouler à l’envers Nous allons maintenant utiliser la proposition 12.287 pour montrer
que u est de classe Ck pour tout k. Nous avons démontré que pψ´1 ˝dqku était différentiable.
Par conséquent, d

`pψ´1 ˝ dqk´1u
˘

est différentiable et donc pψ´1 ˝ dqk´1 est de classe C1. En
continuant ainsi, pψ´1 ˝ dqk´lu est de classe C l et u est de classe Ck.

Le lemme suivant est encore essentiellement valable dans un espace de Banach (proposi-
tion 11.252).

Lemme 15.47.
Plusieurs choses sur des séries entières.

(1) La série entière
ř
ně0 z

nk a un rayon de convergence 1 et converge vers la fonction
ÿ

ně0
znk “ 1

1 ´ zk
. (15.134)

(2) Lorsque |ω| “ 1, la série
1

ω ´ z
“

ÿ

kě0

zk

ωk`1 . (15.135)

a un rayon de convergence égal à 1.
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(3) Si |ω| “ 1, la série
1

pω ´ zqk “ 1
pk ´ 1q!

8ÿ

s“0

ps` k ´ 1q!
s!

zs

ωs`k`1 (15.136)

a un rayon de convergence égal à 1.

Démonstration. Les coefficients de la série sont an “ 1 lorsque n est multiple de k et an “ 0
autrement. Donc pour r “ 1 la suite rnan reste bornée 19. Cela prouve que le rayon de convergence
est au moins 1. Par ailleurs si r ą 1 alors clairement la suite panrnq n’est pas bornée. Cela prouve
le rayon de convergence égal à 1.

Soit donc z P Bp0, 1q. Nous avons, par le lemme 15.30,
˜ 8ÿ

n“0
znk

¸
p1 ´ zkq “

8ÿ

n“0
znk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137a)

“ 1 `
8ÿ

n“1
znk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137b)

“ 1 `
8ÿ

n“0
zpn`1qk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137c)

“ 1 (15.137d)

En ce qui concerne la série (15.135), elle s’obtient facilement :

1
ω ´ z

“ 1
ω

1
1 ´ z

ω

“ 1
ω

8ÿ

s“0

´ z
ω

¯s “
ÿ

s

ω´s´1zs. (15.138)

La troisième série s’obtient en dérivant la seconde, ce qui est permis dans le disque de conver-
gence par la proposition 15.44.

Remarque 15.48.
Sur le bord du disque de convergence, la série

ř
n z

nk ne converge pas. En effet le rayon étant 1,
sur le bord nous avons la série

ř
n e

inkθ dont la norme du terme général ne tend pas vers zéro.

15.2.5 Intégration

Proposition 15.49.
Soit la série entière

ř
anx

n de rayon de convergence R.
(1) Pour tout segment ra, bs Ă s´R,Rr nous pouvons intégrer terme à terme :

ż b

a

˜ 8ÿ

n“0
anx

n

¸
dx “

8ÿ

n“0
an

ż b

a
xndx. (15.139)

(2) La série entière obtenue en intégrant terme à terme a le même rayon de convergence que
celui de la série de départ.

Démonstration. La première assertion est un cas particulier du théorème général 15.1. Pour le
rayon de convergence, le lemme 15.43 fait le travail.

Vu que le rayon de convergence ne varie pas par la dérivation ou par l’intégration et qu’une
série entière est de classe C8 sur son disque de convergence, nous pouvons dériver terme à terme
autant de fois que nous le voulons sans faire de fautes dans le disque de convergence.

19. Utilisation directe de la définition 15.12.
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15.3 Séries de Taylor

15.50.
Avant de commencer, une petite formule de dérivation toute simple que nous allons utiliser souvent :

pzkqplq “
#

0 si l ą k
k!

pk´lq!z
k´l sinon.

(15.140)

Dans les cas où il est permis de dériver terme à terme, nous avons la formule

f ppqpxq “
ÿ

k

akpxkqppq “
8ÿ

k“p
ak

k!
pk ´ pq!x

k´p (15.141)

15.3.1 Polynôme de Taylor d’une série entière

Le polynôme de Taylor d’une fonction définie par une série entière s’obtient en tronquant la
série. Cela est une assez bonne nouvelle que nous allons démontrer maintenant.

Proposition 15.51 ([1]).
Soit une série entière

fpxq “
ÿ

k

akx
k (15.142)

de rayon de convergence R ą 0.
Pour tout n P N, il existe une fonction α telle que

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn (15.143)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (15.144)

Tout ceci étant convenu que
— l’égalité (15.143) est uniquement valable sur le disque de convergence,
— La fonction α dépend de n.

Démonstration. Le corolaire 15.46 nous indique que f est de classe C8 sur s´R,Rr et que nous
pouvons dériver terme à terme.

En utilisant la formule (15.141) et en l’évaluant en x “ x0, tous les termes s’annulent sauf
k “ p :

f ppqp0q “ p!ap. (15.145)

Le théorème de Taylor 12.452 nous indique alors qu’il existe α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0
et

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn. (15.146)

15.3.2 Une majoration pour le reste

Lemme 15.52.
Soit une fonction f : R Ñ R dérivable n` 1 fois sur Bpa,Rq. Alors pour tout x P Bpa, rq,

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
. . .

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (15.147)
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Démonstration. Nous allons intensivement utiliser le théorème fondamental du calcul intégral
14.272 sous la forme de la formule (14.831). Nous avons d’abord

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1pu1qdu1 “

ż x

a

“
f 1paq `

ż u1

a
f2pu2qdu2

‰
du1. (15.148)

Toute l’astuce de ce théorème est de continuer à substituer f pkqptq par f pkqpaq plus une intégrale
de a à t de f pk`1qpuq. Nous démontrons ainsi par récurrence que

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
¨ ¨ ¨

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (15.149)

La preuve de cela se fait en substituant

f pnqpunq “ f pnqpaq `
ż un

a
f pn`1qpun`1qdun`1 (15.150)

et en remarquant (encore par récurrence par exemple) que
ż x

a
. . .

ż un´1

a
dun . . . du1 “ px´ aqn

n! . (15.151)

Le théorème suivant donne majoration du reste du polynôme de Taylor. Il est un premier pas
dans la démonstration de formules comme

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (15.152)

lorsque Pn est un polynôme de Taylor autour d’un point a ‰ x. Nous ne saurions trop insister sur
le fait que de telles formules ne seraient valables que pour une classe relativement restreintes de
fonctions.

Théorème 15.53 (Inégalité de Taylor[452]).
Soit une fonction f : R Ñ R dérivable n` 1 fois et telle que |f pn`1qpxq| ď Mn sur Bpa, dq. Alors

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|n`1 (15.153)

où Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq et où Pn sont les polynômes de Taylor autour de a P R.

Démonstration. Nous pouvons écrire la formule du lemme 15.52 pour n ` 1 au lieu de n ; cela
donne

fpxq “ Pnpxq `
ż

¨ ¨ ¨ , (15.154)

et donc
|Rnpxq| “ |Pnpxq ´ fpxq| “

ż x

a
. . .

ż un

a
f pn`1qpun`1qdun`1 ¨ ¨ ¨ du1 (15.155)

En effectuant toutes les intégrales nous trouvons 20

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|n`1. (15.156)

Cette formule pour le reste est très bien, mais pour l’exploiter au maximum de ses possibilités,
il faudra la notion de convergence de suite de fonctions, et en particulier la notion de série de
fonctions, pour pouvoir écrire

fpxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! xk (15.157)

lorsque cela est possible. Nous renvoyons donc aux séries de Taylor, section 15.3, et en particulier
aux fonctions analytiques de la sous-section 15.3.3.

20. Je me demande si je n’ai pas une faute entre n et n` 1 quelque part. Relisez attentivement et écrivez-moi si vous
trouvez une faute.
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15.3.3 Fonctions analytiques

Nous avons vu les polynômes de Taylor et déjà noté qu’il n’est pas en général vrai que
limnÑ8 Pnpxq “ fpxq pour des x même proches du point autour duquel les polynômes de Taylor
Pn sont calculés.

Nous allons maintenant étudier la classe des fonctions pour lesquelles la série de Taylor est
égale à la fonction de départ. D’abord une proposition montrant que les coefficients de Taylor sont
les seuls pour lesquels il est possible d’espérer avoir une telle propriété.

Proposition 15.54 ([453]).
Soit une fonction donnée par la série entière

fpxq “
8ÿ

k“0
cnpx´ aqn (15.158)

sur la boule de convergence Bpa,Rq avec R ą 0 (hypothèse : le rayon de convergence est strictement
positif). Alors

cn “ f pnqpaq
n! . (15.159)

Démonstration. Par hypothèse, nous avons un rayon de convergence R ą 0, et le corolaire 15.46
nous indique que f y est de classe C8. Et nous pouvons dériver terme à terme par la proposition
15.44. Cela pour dire qu’il nous est autorisé d’utiliser la formule (15.141) pour calculer les dérivées
de f au point a. Nous avons d’abord

f ppqpxq “
8ÿ

n“p
cn

n!
pn´ pq!px´ aqn´p, (15.160)

et donc
f ppqpaq “ cpp! (15.161)

qui donne immédiatement le résultat.

Proposition 15.55.
Soit l’intervalle I “ Bpa, rq. Si il existe M tel que

|f pnqpxq| ď M

rn
n! (15.162)

pour tout x P Bpa, rq. Alors nous avons la convergence simple

Pn Ñ f (15.163)

sur Bpa, rq. Ici, Pn est le polynôme de Taylor d’ordre n pour la fonction f autour du point a.

Démonstration. Vu que nous avons |f pnqpxq| ď M
rnn! pour tout x, nous pouvons poser

Mn “ M

rn
n! (15.164)

dans le théorème 15.53 pour le faire fonctionner. Nous avons alors

|Rnpxq| ď M

rn
n! 1

pn` 1q! |x´ a|n`1 “ M

n` 1 |x´ a|
ˇ̌
ˇ̌x´ a

r

ˇ̌
ˇ̌
n

. (15.165)

Vu que x P Bpa, rq nous avons |x ´ a| ă r et donc |px ´ aq{r|n ă 1. Nous pouvons aussi majorer
|x´ a| par r et écrire

|Rnpxq| ď rM

n` 1 . (15.166)

Nous avons donc bien limnÑ8 Rnpxq Ñ 0.
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15.4 Algèbre engendrée par une matrice

Nous allons en dire le strict minimum indispensable pour notre propos. Pour plus de détails,
voir [454], et pour nettement plus de détails, [455].

Définition 15.56.
Si A P Mpn,Kq, alors l’algèbre engendrée par A est l’intersection de toutes les sous-algèbres de
Mpn,Kq contenant A.

Lemme 15.57 ([454, 1]).
Si le polynôme minimal 21 de A est de degré p, alors la partie t1, A,A2, . . . , Ap´1u est une base de
AlgpAq.
Démonstration. La partie proposée est libre parce qu’une combinaison linéaire de ses éléments est
un polynôme de degré p ´ 1 en A. Une annulation d’un tel polynôme serait contraire au fait que
le polynôme minimal est de degré p.

Cette partie est génératrice parce que, étant elle-même une sous-algèbre de Mpnq contenant A,
elle contient AlgpAq.

Corolaire 15.58 ([1]).
L’algèbre AlgpAq est commutative.

Démonstration. Écrire deux combinaisons linéaires d’éléments de la base donnée par le lemme
15.57, et notez que les produits ne font intervenir que des produits de A.

Une bonne question est de savoir si etA est dans AlgpAq. Pour le savoir il va falloir d’abord
définir l’exponentielle ; rendez-vous donc au lemme 15.61.

15.5 Exponentielle sur une algèbre normée

15.5.1 Définition

Dans ce qui suit, nous considérons une algèbre commutative.

Proposition-Définition 15.59 (Exponentielle[1]).
Soit pA, }.}q une algèbre 22 commutative de dimension finie sur C munie d’une norme d’algèbre.
Pour x P A nous définissons

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! . (15.167)

Cette définition a les propriétés suivantes :
(1) C’est bien défini pour tout x P A. C’est-à-dire que pour chaque x, la série (15.167) converge.
(2) Cela donne une application continue exp: A Ñ A.
(3) La fonction exp est différentiable et

pd expqxpyq “ exppxqy, (15.168)

le dernier produit étant la structure d’algèbre sur A.

Démonstration. Pour la différentiabilité de exp, nous voulons utiliser le théorème 15.9. Pour cela
nous posons

ukpxq “ xk

k! (15.169)

21. Toute matrice a un polynôme minimal par le lemme 9.91.
22. Définition 1.340.
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(i) Convergence simple Nous prouvons la convergence simple, c’est-à-dire pour chaque x sé-
parément, de la série (15.167) dans deux buts. D’abord de nous assurer que la définition posée
de exp a un sens, et ensuite pour commencer à vérifier les hypothèses du théorème 15.9.
Nous montrons que les sommes partielles forment une suite de Cauchy. Nous fixons x P A et
nous posons

sn “
nÿ

k“0

xk

k! . (15.170)

Soient p ą q, deux entiers. Nous avons :

}sp ´ sq} “ }
pÿ

k“q`1

xk

k! } ď
pÿ

k“q`1

}xk}
k! ď

pÿ

k“q`1

}x}k
k! (15.171)

où nous avons utilisé le fait que la norme sur A soit une norme d’algèbre.
C’est le moment d’utiliser la série exponentielle donnée dans le lemme 11.126 que nous
appliquons avec t “ }x}. La série donnée par les coefficients ak “ }x}k{k! converge et ses
sommes partielles forment en particulier une suite de Cauchy. Donc ce que nous avons à
droite dans (15.171) peut être rendu arbitrairement petit lorsque p et q sont grands.

(ii) uk est continue Il s’agit de remarquer que px` hqk “ xk ` hCpx, hq où C est une fonction
bornée de h (lorsque h est dans un voisinage de 0 P A). Donc

}px` hqk ´ xk} ď }h}}Cpx, hq} Ñ 0. (15.172)

(iii) Candidat différentielle de uk Nous trouvons à présent un candidat à être différentielle
de uk. Pour cela nous faisons le calcul suivant, sans trop nous soucier de la rigueur :

pdukqxpyq “ d

dt

”
ukpx` tyq

ı
t“0

“ k
1
k!x

k´1y “ uk´1pxqy. (15.173)

(iv) uk est différentiable Nous fixons x P A et nous posons T pyq “ uk´1pxqy. Ensuite nous
vérifions que cela vérifie la définition de la différentielle : nous devons calculer

lim
hÑ0

ukpx` hq ´ ukpxq ´ T phq
}h} “ lim

hÑ0

px` hqk ´ xk ´ kxk´1h

k!}h} “ ♣. (15.174)

Vous vous souvenez de la formule pour px ` hqk ? Essayez de vous en souvenir. Le premier
terme est xk, et le second est kxk´1h. Pour le reste c’est un polynôme dont tous les termes
contiennent au moins h2. Nous avons donc

♣ “ lim
hÑ0

h2P px, hq
k!}h} “ 0. (15.175)

Nous en concluons que uk est différentiable et que

pdukqxpyq “ uk´1pxqy. (15.176)

(v) uk est de classe C1 Nous devons démontrer que la différentielle est continue ; cela est la
continuité de l’application

duk : A Ñ LpA,Aq
x ÞÑ pdukqx. (15.177)
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La topologie sur A est celle de la norme, et celle sur LpA,Aq est celle de la norme opérateur
associée à la norme sur A. Nous avons 23 :

lim
hÑ0

}pdukqx`h ´ pdukqx} “ lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk´1px` hqy ´ uk´1pxqy} (15.178a)

ď lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}}y} (15.178b)

“ lim
hÑ0

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}. (15.178c)

Le fait que cette limite valle zéro est maintenant la continuité de uk´1.
(vi) Convergence normale sur tout compact Soit un compact K de A. Par le théorème de

Borel-Lebesgue 10.24, K est fermé et borné. C’est pour ceci que nous avons supposé que A
était de dimension finie sur R. Soit donc R ą 0 tel que }y} ă R pour tout y P K. Nous avons

}duk}K “ sup
xPK

}pdukqx} “ sup
xPK

}xk´1}
pk ´ 1q! ď sup

xPK
}x}k´1

pk ´ 1q! ď Rk´1

pk ´ 1q! . (15.179)

Mais la série
ř8
k“0

Rk

k! converge. Nous avons donc la convergence normale demandée.
(vii) Conclusion Le théorème 15.9 conclut que l’exponentielle est de classe C1 et que sa diffé-

rentielle est donnée par la formule

pd expqxpyq “
8ÿ

k“0
pdukqxpyq “

8ÿ

k“1
pdukqxpyq “

8ÿ

k“0
ukpxqy “ exppxqy. (15.180)

Notez le jeu d’indices : duk “ 0 lorsque k “ 0 (ce qui permet de faire commencer la somme
à 1) et ensuite duk fait intervenir uk´1 (ce qui fait revenir le départ de la somme à k “ 0).

15.60.
Lorsque nous disons que la différentielle de l’exponentielle est l’exponentielle elle-même, nous
référons au point 15.59(3) : la différentielle de exp en x est l’opérateur de multiplication par
exppxq.

Nous pouvons comprendre maintenant que exp est même de classe C8 parce qu’à chaque
différentiation nous tombons sur la même fonction, laquelle est de classe au moins C1.

Cependant, pour formaliser ça, il faut un peut travailler. Le cauchemar des différentielles suc-
cessives d’une application A Ñ A est que les espaces en jeu sont des emboîtements terribles de
LpA,LpA,LpA,Aqqq.

Ce qui nous sauve est que l’espace LpA, V q est un A-module, quel que soit V . En particulier
lorsque V est lui-même déjà un emboîtement. Faisons un lemme pour voir comment ça fonctionne.

Lemme 15.61 ([1]).
Si A P Mpn,Kq avec K “ R ou C, nous considérons l’algèbre AlgpAq engendrée par A 24. Alors

eAlgpAq Ă AlgpAq. (15.181)

Démonstration. Le lemme 15.57 nous dit que AlgpAq est une algèbre de dimension finie. Elle est
commutative par le corolaire 15.58. Donc la proposition 15.59 s’applique.

15.5.2 Différentielles

Lemme 15.62 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés E et V tels que V soit un E-module 25. Nous supposons les
normes soient telles que }xv}V ď }x}E}v}V .

23. N’oubliez pas de faire à part le cas k “ 0 parce que ce qui suit n’est correct que pour k ě 1.
24. Définition 15.56.
25. Définition 1.323.
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Soit une fonction différentiable f : E Ñ V telle que la différentielle df : E Ñ LpE, V q soit de
la forme

dfxpyq “ ygpxq (15.182)

pour une certaine fonction différentiable g : E Ñ V .
Alors f est C1, et deux fois différentiable telle que

d2f : E Ñ L
`
E,LpE, V q˘

pd2fqxpyqz “ zpdgxqpyq (15.183)

pour tout x, y, z P E.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(i) f est C1 Nous savons, par hypothèse, que f est différentiable. Il faut montrer que sa diffé-

rentielle est continue, en remarquant déjà que g est continue parce que différentiable.
Soit xk EÝÑ x, et calculons }dfxk

´ dfx} :

}dfxk
´ dfx} “ sup

}y}“1
}dfxk

pyq ´ dfxpyq}

“ sup
}y}“1

}`gpxkq ´ gpxq˘y}

ď sup
}y}“1

}gpxkq ´ gpxq}}y}

“ }gpxkq ´ gpxq}.

(15.184)

Donc nous avons bien dfxk

LpE,V qÝÑ dfx, ce qui signifie la continuité de df . Donc f est de classe
C1.

(ii) f est deux fois différentiable Pour montrer que df est différentiable, nous mettons di-
rectement dans la définition (11.219) le candidat

Txphq : R Ñ V

Txphqz “ zdgxpyq. (15.185)

Nous devons vérifier la limite suivante :

lim
h

EÝÑ0

dfx`h ´ dfx ´ Txphq
}h} “ 0. (15.186)

Étudions la norme du numérateur :

}dfx`h ´ dfx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}dfx`hpyq ´ dfxpyq ´ Txphqy} (15.187a)

“ sup
}y}“1

}ygpx` hq ´ ygpxq ´ ydgxphq} (15.187b)

ď sup
}y}“1

}y}}gpx` hq ´ gpxq ´ dgxphq}. (15.187c)

La limite (15.186) se déduit donc de la différentiabilité de g.
Note : la partie démontrant que f est C1 n’est pas strictement obligatoire parce qu’en vérifiant
que f est deux fois différentiable, nous vérifions de facto que df est en particulier continue.

Lemme 15.63 ([1]).
Soient des algèbres normées A et V telles que V soit un A-module vérifiant }xv} ď }x}}v} pour
tout x P A et v P V . Alors LpA, V q est un A-module vérifiant }xα} ď }x}}α} pour tout x P A et
α P LpA, V q.
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Démonstration. C’est un simple calcul utilisant la norme opérateur :

}xα} “ sup
}y}“1

}pxαqy} “ sup
}y}“1

}xαpyq} ď sup
}y}“1

}x}}αpyq} “ }x} sup
}y}“1

}αpyq} “ }x}}α}. (15.188)

Proposition 15.64 ([1]).
La fonction exp: A Ñ A est de classe C8 et vérifie, pour tout k ě 1 la récurrence

pdk expqxpyq “ ypdk´1 expqx. (15.189)

Démonstration. La formule proposée fonctionne avec k “ 1 :

pd expqxpyq “ y exppxq. (15.190)

C’est la relation 15.168.
Nous considérons k ą 1, nous supposons que exp est de classe Ck´1 et k fois différentiable.

Nous allons prouver que exp est alors de classe Ck et k`1 fois différentiable, et que la différentielle
de dk exp est donné par la formule

pdk`1 expqxpyq “ ypdk expqx. (15.191)

Pour nous mettre au clair avec les espaces en présence, nous supposons que

dk´1 exp: A Ñ LpA, V q (15.192a)
dk exp: A Ñ L

`
A,LpA, V q˘ (15.192b)

pour un certain espace vectoriel normé V , lequel est un de ces terrifiants emboîtement de type
L
´
A,L

`
A,LpA,Aq˘

¯
. Il est bien un espace vectoriel normé, et également un A-module parce qu’on

peut toujours définir la multiplication d’un élément v P V par un élément x P A comme étant la
multiplication par x du résultat final de l’évaluation emboîtée, laquelle se termine par un élément
de A. Donc tout se met bien.

Quoi qu’il en soit, nous posons
Txpyq “ ypdk expqx (15.193)

et nous vérifions ce que cela donne dans la définition de la différentielle. Si nous avons

lim
hÑ0

pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq
}h} “ 0 (15.194)

alors nous aurons prouvé tout ce qu’il nous faut.
Le numérateur est une application A Ñ LpA, V q ; nous en écrivons la norme comme il se doit :

}pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}pdk expqx`hpyq ´ pdk expqxpyq ´ hpdk expqxy}
(15.195a)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hpdk expqxy}
(15.195b)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hypdk´1 expqx}
(15.195c)

ď }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ hpdk´1 expqx} (15.195d)
“ }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}. (15.195e)
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Dans ce calcul nous avons utilisé le lemme 15.63 et Txphqy “ hpdk expqxy. Maintenant, la limite

lim
hÑ0

}pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}.
}h} (15.196)

n’est rien d’autre que la limite arrivant dans la définition du fait que dk exp est la différentielle de
dk´1 exp. Cette limite est donc zéro comme nous voulions le prouver.

Le théorème suivant est très important parce qu’il permet de définir l’exponentielle d’une
matrice. Et les exponentielles de matrices sont utiles, entre très nombreuses autres choses pour
résoudre certaines équations différentielles.

Théorème-Définition 15.65 ([1]).
Soit une algèbre normée A (pas spécialement commutative). La formule

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.197)

définit une fonction différentiable dont la différentielle est donnée par 26

pd expqxpyq “
ÿ

i,jPN

xiyxj

pi` j ` 1q! (15.198)

15.66.
Nous ne démontrons pas cela ici.

Il s’agit d’une adaptation de la proposition 15.59. Là où il faut faire attention, c’est dans
l’équation (15.174) : il n’y a pas k termes xk´1h dans px ` hqk, mais k termes de la forme xihx.
C’est pour cela que la différentielle n’est pas donnée par T pyq “ uk´1pxqy, mais bien par la somme
(15.198).

M’est avis en réalité que toute la démonstration du théorème 15.149 passe facilement au cas
présent.

15.5.3 Exponentielle de matrice

Proposition 15.67 ([456]).
Soient des matrices A,P P Mpn,Cq telle que P soit inversible. Alors 27

eP
´1AP “ P´1eAP. (15.199)

Démonstration. Pour chaque m P N nous avons pP´1AP qm “ P´1AmP . Ensuite,

eP
´1AP “

ÿ

k

pP´1AP qk
k! “

ÿ

k

P´1AkP

k! “ P´1
ÿ

k

Ak

k! P. (15.200)

Nous avons utilisé la proposition 11.96 pour sortir P´1 à gauche et P à droite de la somme.

Proposition 15.68 ([456]).
L’exponentielle de matrice vérifie

(1) e0 “ Id
(2) AmeA “ eAAm

(3) exppAqt “ exppAtq
(4) Si AB “ BA alors AeB “ eBA et eAeB “ eBeA.
26. La fonction exponentielle est, j’en suis quasiment certain, de classe C8. Si vous connaissez un moyen pas trop

douloureux de prouver cela, faites-le moi savoir.
27. La définition de l’exponentielle de matrice est 15.59 où la convergence de la somme est celle de la norme

opérateur 11.51.
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Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Juste substituer A “ 0 dans la définition. Tous les termes tombent sauf le premier.

Il faut utiliser le fait que A0 “ Id.
(ii) Pour (2) Il faut utiliser la proposition 11.96 pour écrire

Am
ÿ

k

Ak

k! “
ÿ

k

AmAk

k! “
ÿ

k

AkAm

k! “
ÿ

k

Ak

k! A
m. (15.201)

(iii) Pour (3) Pour chaque k nous avons l’égalité pAkqt “ pAtqk. En utilisant encore le coup de
la queue de suite qui converge vers zéro,

}
Nÿ

k“0

pAtqk
k! ´ peAqt} “ }

8ÿ

k“N`1

pAtqk
k! } Ñ 0. (15.202)

(iv) Pour (4) Pour prouver AeB “ eBA, c’est le même genre de manipulations que (15.201).
Maintenant, vu que A et eB commutent, l’égalité à peine prouvée montre que eA et eB
commutent.

Proposition 15.69 ([456]).
Soient A P Mpn,Cq ainsi que s, t P C. Alors

esAetA “ eps`tqA. (15.203)

Démonstration. Nous calculons le produit esAetA par le produit de Cauchy de la proposition 11.97 :

♣ “
˜ÿ

k

tk

k!A
k

¸˜ÿ

l

sl

l!A
l

¸
“

8ÿ

n“0

nÿ

m“0

tm

m!
sn´m

pn´mq!A
n. (15.204)

À ce point, nous multiplions et divisons par n! et nous réarrangons la somme de la façon suivante :

♣ “
8ÿ

n“0

An

n!

nÿ

m“0

n!
m!pn´mq! t

msn´m. (15.205)

Nous reconnaissons la somme sur m comme étant un binôme de Newton 28 pour pt ` sqn. Nous
avons donc finalement

♣ “
8ÿ

n“0

`pt` sqA˘n
n! “ ept`sqA. (15.206)

La proposition suivante dit que les exponentielles de matrices sont inversibles. Elle ne dit pas
que toutes les matrices inversibles sont des exponentielles. Ce sera la proposition 15.129.

Proposition 15.70 ([456]).
Si A P Mpn,Cq, alors eA est inversible et

peAq´1 “ e´A. (15.207)

Démonstration. Il suffit de prendre s “ 1 et t “ ´1 dans la proposition 15.69 et nous avons

eAe´A “ e0 “ 1. (15.208)

Cela prouve que eA est inversible et que son inverse est e´A.
28. Proposition 3.41.
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Proposition 15.71 ([456, 1]).
Soit A P Mpn,Cq. Nous considérons l’application

φ : R Ñ Mpn,Cq
t ÞÑ etA.

(15.209)

Nous avons la formule de dérivation
φ1ptq “ AetA. (15.210)

Démonstration. L’application φ est une fonction composée de

f : R Ñ Mpn,Rq
t ÞÑ tA

(15.211)

et
exp: Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq

A ÞÑ eA.
(15.212)

Et nous avons φ “ exp ˝f . Il y a un choix difficile à faire. Soit nous travaillons dansMpn,Rq et nous
allons devoir invoquer le théorème 15.65, soit nous travaillons dans l’algèbre AlgpAq engendrée par
A (définition 15.56) qui est une algèbre commutative 29 qui nous permet de n’utiliser que 15.168,
qui est quand même plus basique.

Coup de théâtre, nous prenons la seconde solution et nous réécrivons les fonctions f et exp de
la façon suivante :

φ : R Ñ AlgpAq
t ÞÑ etA

(15.213)

se décompose en
f : R Ñ AlgpAq

t ÞÑ tA
(15.214)

et
exp: AlgpAq Ñ AlgpAq

A ÞÑ exppAq. (15.215)

Le fait que ces applications soient bien définies est le lemme 15.61 qui assure que les espaces
d’arrivée sont bien dans AlgpAq. Et c’est parti pour le calcul :

φ1puq “ dφup1q (15.216a)
“ d expfpuq

`
dfup1q˘ (15.216b)

“ exp
`
fpuq˘dfup1q (15.216c)

“ euAA (15.216d)

Justifications :
— Pour 15.216a. Pour la dérivée, nous utilisons le corolaire 12.266.
— Pour 15.216b. La règle de la différentielle en chaine du théorème 11.234.
— Pour 15.216c. La formule (15.168).
— Pour 15.216d. Parce que fpuq “ uA et que dfup1q “ A.

Le théorème suivant montre que le produit d’exponentielle de matrices suit la règle usuelle
tant que les matrices commutent. Cela est cependant plutôt l’exception que la règle. À priori nous
avons eAeB ‰ eA`B.

29. Corolaire 15.58.
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Théorème 15.72 ([456]).
Soient A,B P Mpn,Cq telles que AB “ BA. Alors

eA`B “ eAeB. (15.217)

Démonstration. Vu que A et B commutent nous avons AetB “ etBA (proposition 15.68(4)). En-
suite nous posons

gptq “ etpA`Bqe´tBe´tA. (15.218)
Nous calculons la dérivée de g en utilisant la règle de Leibnitz et la proposition 15.71 :

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA

` etpA`Bqp´Bqe´tBe´tA

` etpA`Bqe´tBp´Aqe´tA.

(15.219)

Vu que A, B et A`B commutent, nous pouvons réarranger les facteurs en

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA

´BetpA`Bqe´tBe´tA

´AetpA`Bqe´tBe´tA.

(15.220)

Enfin, cela fait
g1ptq “ pA`B ´B ´AqetpA`Bqe´tBe´tA “ 0. (15.221)

Donc g est constante et nous avons

etpA`Bqe´tBe´tA “ gp0q “ 1. (15.222)

En multipliant à droite par etAetB nous trouvons

etpA`Bq “ etAetB (15.223)

comme annoncé.

15.6 Exponentielle et logarithme dans les réels
Pour avoir une vue synthétique du plan, voir le thème 49.

15.6.1 L’équation différentielle

Pour la suite nous notons y une solution de l’équation y1 “ y, yp0q “ 1, et nous allons en
donner des propriétés indépendamment de l’existence, donnée par le théorème 15.75.

Proposition 15.73.
Quelques propriétés de y (si elle existe) :

(1) Pour tout x P R nous avons ypxqyp´xq “ 1.
(2) ypxq ą 0 pour tout x.
(3) y est strictement croissante.

Démonstration. Nous posons φpxq “ ypxqyp´xq et nous dérivons :

φ1pxq “ y1pxqyp´xq ´ ypxqy1p´xq “ 0. (15.224)

Donc φ est constante 30. Vu que φp0q “ 1 nous avons automatiquement ypxqyp´xq “ 1 pour tout
x.

Les deux autres allégations sont simples : si ypx0q ă 0 alors il existe t P s0, x0r tel que yptq “ 0,
ce qui est impossible parce que yptqyp´tq “ 1. La stricte croissance de y s’ensuit.

30. Proposition 12.188.
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Proposition 15.74.
Quelques formules pour tout a, b P R et n P Z :

(1) ypa` bq “ ypaqypbq
(2) ypnaq “ ypaqn
(3) y

`
a
n

˘ “ n
a
ypaq.

Démonstration. Nous posons hpxq “ ypa ` b ´ xqypxq et nous avons encore h1pxq “ 0 dont nous
déduisons que h est constante. De plus

hp0q “ ypa` bqyp0q “ ypa` bq (15.225)

et
hpbq “ ypaqypbq. (15.226)

Vu que h est constante, ces deux expressions sont égales : ypa` bq “ ypaqypbq.
Forts de cette relation, une récurrence donne ypnaq “ ypaqn pour tout n P N. De plus

ypaq “ y
´a
n

ˆ n
¯

“ y
´a
n

¯n
, (15.227)

ce qui donne ypaq “ ypa{nqn ou encore ypa{nq “ n
a
ypaq.

Enfin pour les négatifs, si n P N,

yp´naq “ 1
ypnaq “ 1

ypaqn “ ypaq´n. (15.228)

Et de la même façon,

y
´

´a

n

¯
“ 1
y
`
a
n

˘ “ n

d
1

ypaq “ ´n
a
ypaq. (15.229)

15.6.2 Existence

Jusqu’ici nous avons donné des propriétés d’une éventuelle fonction y qui vérifierait l’équation
différentielle. Il est temps de montrer qu’une telle fonction existe.

Théorème 15.75.
La série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.230)

définit une fonction dérivable solution de
"
y1 “ y (15.231a)
yp0q “ 1. (15.231b)

Démonstration. La formule de Hadamard (théorème 15.25) donne le rayon de convergence de la
série (15.230) par

1
R

“ lim
kÑ8

1
pk`1q!

1
k!

“ lim
kÑ8

1
k ` 1 “ 0. (15.232)

Donc nous avons un rayon de convergence infini. La fonction y est définie sur R et la proposi-
tion 15.44 nous dit que y est dérivable. Nous pouvons aussi dériver terme à terme :

y1pxq “
8ÿ

k“0

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

xk´1

pk ´ 1q! “
8ÿ

k“0

xk

k! “ ypxq. (15.233)

Notez le petit jeu d’indice de départ de k. Dans un premier temps, nous remarquons que k “ 0
donne un terme nul et nous le supprimons, et dans un second temps nous effectuons la simplification
des factorielles (qui ne fonctionne pas avec k “ 0).
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15.76.
Nous savons que la fonction y existe parce qu’une solution de l’équation différentielle y1 “ y,
yp0q “ 1 est donnée par la fameuse série (théorème 15.75). À part cela, ce qui a été fait avec cette
équation différentielle ne permet pas de prouver l’existence de y. Donc, du point de vue de « définir
l’exponentielle par son équation différentielle », c’est pas encore gagné. Notons au passage que le
nombre e n’est pas encore bien défini via l’équation différentielle.

15.6.3 Le nombre de Neper e

Nous savons par le théorème 15.75 que x ÞÑ exppxq est une solution de l’équation différentielle
exponentielle (avec la bonne condition initiale). Or une telle solution est unique par la proposition
12.437.

Définition 15.77 (Le nombre de Neper).
Nous notons e le nombre expp1q.
Proposition 15.78.
Pour tout x P R, nous avons

exppxq “ ex. (15.234)

Démonstration. Soit y vérifiant la fameuse équation différentielle. Nous savons que y “ exp parce
que c’est l’unique solution (proposition 12.437). Nous avons :

ypxq “ yp1qx. (15.235)

Si q P Q alors q “ a{b et

ypqq “ y
´a
b

¯
“ y

ˆ
aˆ 1

b

˙
“ y

ˆ
1
b

˙a
“ `

b
a
yp1q˘a “ yp1qa{b “ yp1qq. (15.236)

Le résultat est prouvé pour les rationnels.
En ce qui concerne un élément général x P R, la fonction x ÞÑ ypxq est continue sur R, et la

fonction x ÞÑ ex également (proposition 12.404). Ces deux fonctions étant égales sur Q, elles sont
égales sur R par la proposition 7.232).

Une conséquence des propositions 15.78 et 12.399 est que

lim
xÑ´8 e

x “ 0 (15.237a)

lim
xÑ`8 e

x “ `8, (15.237b)

et en particulier,
exp: R Ñ s0,8r

x ÞÑ ex
(15.238)

est une bijection.

Lemme 15.79.
Nous avons l’encadrement 2.5 ă e ă 2.8.

Démonstration. Vu que tous les termes de la série exponentielle sont strictement positifs, nous
avons

e “
8ÿ

k“0

1
k! ą 1

1 ` 1
1 ` 1

2 “ 2.5. (15.239)

Pour la majoration, nous notons que k! ą 2k à partir de k “ 4. Donc nous gardons les termes
k “ 0, 1, 2, 3 sous la forme 1{k! et nous remplaçons les autres par 1{2n :

e ă 1
1 ` 1

1 ` 1
2 ` 1

6 `
8ÿ

k“4

1
2n . (15.240)
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Nous pouvons calculer explicitement la somme en utilisant la série géométrique de la proposition
11.124(4) :

8ÿ

k“4

1
2n “ 1 ´ `1

2 ` 1
4 ` 1

8
˘ “ 1

8 . (15.241)

En remettant tout ensemble,
e ă 2 ` 2

3 ` 1
8 “ 67

24 ă 2.8. (15.242)

Proposition 15.80 ([457]).
Le nombre e est irrationnel.

Démonstration. En vertu de la proposition 15.78, nous avons ex “ exppxq pour tout réel x. En
particulier pour x “ 1,

e “
8ÿ

k“0

1
k! . (15.243)

Supposons que e “ p{q pour certains p, q P N avec q ‰ 0 (notez que ça signifie q ě 1).
Nous avons

q!e “
qÿ

k“0

q!
k! `

8ÿ

k“q`1

q!
k! . (15.244)

Dans le membre de gauche,
q!e “ q!p

q
“ pq ´ 1q!p P N. (15.245)

Dans la première somme du membre de droite, vu que q ě k, nous avons
qÿ

k“0

q!
k! P N. (15.246)

Nous devons donc avoir
ř8
k“q`1

q!
k! P N. Nous allons maintenant prouver que ce n’est pas le cas.

Nous avons :
8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! “

8ÿ

k“1

1
śq`k
l“q`1 l

(15.247a)

“ 1
q ` 1 `

8ÿ

k“2

1
śq`k
l“q`1 l

(15.247b)

“ 1
q ` 1

«
1 `

8ÿ

k“2

1
śq`k
l“q`2 l

ff
(15.247c)

ă 1
q ` 1

«
1 `

8ÿ

k“2

1
pq ` 1qpq`kq´pq`2q`1

ff
(15.247d)

“ 1
q ` 1

«
1 `

8ÿ

k“2

1
pq ` 1qk´1

ff
(15.247e)

“ 1
q ` 1

«
1 `

8ÿ

k“1

1
pq ` 1qk

ff
(15.247f)

“ 1
q ` 1

8ÿ

k“0

1
pq ` 1qk . (15.247g)

C’est le moment d’utiliser la série géométrique de la proposition 11.124(2). Vu que q ě 1 nous
avons 1{pq ` 1q ă 1 et la somme fonctionne :

8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! ă 1

q ` 1

˜
1

1 ´ 1
q`1

¸
“ 1
q
. (15.248)
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Nous avons donc
0 ă

8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! ă 1

q
ă 1. (15.249)

Donc ce terme n’est pas un nombre entier, ce que nous avions énoncé.

15.6.4 Application réciproque : logarithme

Proposition-Définition 15.81.
L’application exp: R Ñ s0,8r est une bijection. L’application réciproque

ln : s0,8r Ñ R (15.250)

est le logarithme.

Démonstration. Le fonction exponentielle est dérivable, toujours strictement positive, donc stric-
tement croissante. Les limites en ˘8 sont 0 et `8. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.87
nous dit que c’est une bijection. En effet, l’injectivité est la stricte croissance. En ce qui concerne la
surjection, soit y P s0,8r. Vu que la limite en ´8 est zéro, il existe A P R tel que exppxq ă y pour
tout x ă A, et de la même façon, il existe B P R tel que exppxq ą y pour tout x ą B. Si a ă A et
b ą B alors exppaq ă y et exppbq ą y, donc y est dans l’image de ra, bs par l’exponentielle.

Lemme 15.82 ([1]).
Le logarithme est une fonction continue.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème de la bijection 12.54(4), et de la continuité de
l’exponentielle sur R, qui est une partie du théorème 15.75.

Proposition 15.83 (Dérivée du logarithme).
Pour tout s P R` nous avons

ln1psq “ 1
s
. (15.251)

Démonstration. L’application exp: R Ñ s0,8r est une bijection continue dérivable 31. La propo-
sition 12.180 s’applique donc et pour tout x P R nous avons

ln1 ` exppxq˘ “ 1
exp1pxq . (15.252)

Le théorème 15.75 nous indique que exp1pxq “ exppxq. Donc pour tout x nous avons ln1 ` exppxq˘ “
1

exppxq . Vu que x est arbitraire et que exp est surjective sur R`, pour tout s P s0,8r nous avons

ln1psq “ 1
s
. (15.253)

Proposition 15.84 ([1]).
Pour tout x, y P R et pour a ą 0 nous avons

lnp 1
x

q “ ´ lnpxq, (15.254)

et
lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq, (15.255)

et
lnpaxq “ x lnpaq (15.256)

et
ax “ ex lnpaq. (15.257)

31. Dérivable (et donc continue) par le théorème 15.75. Bijection par la proposition 15.81.
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Démonstration. Nous avons, par la proposition 12.405,

e´ lnpxq “ 1
elnpxq “ 1

x
. (15.258)

En prenant le logarithme des deux côtés nous trouvons

´ lnpxq “ ln
ˆ

1
x

˙
. (15.259)

Nous pouvons continuer avec la suivante.
Par définition, lnpxyq est donné par exp

`
lnpxyq˘ “ xy. Mais nous avons aussi, par la proposi-

tion 12.405 :
elnpxq`lnpyq “ elnpxqelnpyq “ xy. (15.260)

Nous avons donc démontré (15.255).
La relation (15.256) de démontre d’abord pour x P N, puis pour x P Q et enfin pour x P R. Si

n P N alors la relation (15.255) donne immédiatement

lnpanq “ n lnpaq. (15.261)

pour tout a P R.
Si m,n P N, le nombre an{m est par définition le x ą 0 tel que

xm “ an. (15.262)

En prenant le logarithme des deux côtés : lnpxmq “ lnpanq et en utilisant la relation déjà démontrée
pour N nous trouvons m lnpxq “ n lnpaq et donc

lnpam{nq “ lnpxq “ m

n
lnpaq. (15.263)

La relation est donc démontré pour lnpaqq avec q P Q`.
Nous passons à q “ ´m{n P Q´, c’est-à-dire toujours m,n P N. Nous avons, en utilisant la

proposition 15.84,
lnpa´qq “ lnp 1

aq
q “ ´ lnpaqq “ ´q lnpaq. (15.264)

Enfin si x P R nous considérons une suite de rationnels xk Ñ x. Pour chaque k nous avons

lnpaxk q “ xk lnpaq. (15.265)

Nous prenons la limite deux deux côtés. À droite nous avons tout de suite x lnpaq, et à gauche,
par continuité de la fonction ln (lemme 15.82) et de la fonction puissance (définition 12.404) nous
trouvons lnpaxq.
Lemme 15.85.
Si a, b P s0,8r alors

lnpabq “ lnpaq ` lnpbq (15.266)

et
ln
ˆ

1
b

˙
“ ´ lnpbq. (15.267)

Démonstration. Nous posons fpxq “ lnpaxq qui est une fonction dérivable 32. Alors f 1pxq “ a
ax “ 1

x .
Cette fonction f est donc une primitive de 1

x et il existe une constante K telle que

fpxq “ lnpxq `K. (15.268)

32. Dérivée du logarithme, proposition 15.83.
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Vu que lnp1q “ 0 nous avons K “ fp1q “ lnpaq. Donc

lnpaxq “ lnpxq ` lnpaq. (15.269)

En ce qui concerne la seconde formule à démontrer, nous avons

lnp1q “ ln
ˆ

1
b
b

˙
“ ln

ˆ
1
b

˙
` lnpbq. (15.270)

Étant donné que lnp1q “ 0 nous en déduisons la formule (15.267).

15.86.
La formule (15.256) en particulier est pratique pour réexprimer des fonctions puissances compli-
quées en écrivant

ax “ elnpaxq “ ex lnpaq. (15.271)

Cela aide à calculer la dérivée de x ÞÑ ax.
Notons que certains prennent (15.271) comme définition de la fonction puissance.

15.6.5 Approximations numériques de e

Nous donnons maintenant quelques approximations numériques de e, particulièrement ineffi-
caces.

Lemme 15.87.
Nous avons

2 ă e ă 3. (15.272)

Démonstration. Nous savons que yp0q “ 1 et y1p0q “ 1. La fonction y est strictement croissante
(et donc sa dérivée aussi). Nous avons donc y1pxq ą 1 pour tout x P s0, 1s, et donc

yp1q ą 1 ` 1 ˆ 1 “ 2. (15.273)

Sachant que 2 ą y1pxq pour tout x P s0, 1r nous pouvons refaire le coup de l’approximation affine,
cette fois en majorant :

yp1q ă 1 ` 2 ˆ 1 “ 3. (15.274)

De la même façon nous savons que

yp 1
n

q ą 1 ` 1
n

(15.275)

parce que y1 est minoré par 1 sur s0, 1
n r. Avec cela nous avons aussi la majoration

yp 1
n

q ă 1 ` 1
n

ˆ
ˆ

1 ` 1
n

˙
“ 1 ` 1

n
` 1
n2 . (15.276)

Et enfin nous pouvons donner l’encadrement, valable pour tout n :
ˆ

1 ` 1
n

˙n
ă yp1q ă

ˆ
1 ` 1

n
` 1
n2

˙n
. (15.277)

Pour n “ 10 nous trouvons
2.50 ă e ă 2.83. (15.278)

Bien que ce soit à mon avis humainement pas possible à faire à la main nous avons, pour
n “ 100 :

2.70 ă e ă 2.7317 (15.279)
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Cela reste un encadrement très modeste.
Une méthode plus efficace consiste à calculer directement le développement de définition

e “ expp1q “
8ÿ

k“0

1
n! . (15.280)

1 def u(k):
2 """
3 r e t u r n the kth term in the e x p a n s i o n of ’e ’
4 """
5 r e t u r n 1/ factorial (k)
6

7 def sum_u(n):
8 """
9 r e t u r n the sum of the ’n ’ first terms , that is with

10 k froim 0 to n -1.
11 """
12 L=[ u(k) for k in range (0,n) ]
13 r e t u r n sum (L)
14

15 s = sum_u (5) # This is a f r a c t i o n
16 print (s)
17 print ( numerical_approx (s) )

tex/sage/sageSnip013.sage

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 15.88
Comment trouver, avec cette méthode, un encadrement pour e ?

Ce petit programme, avec 5 termes donne e » 65{24 » 2.708. Avouez que c’est déjà bien mieux.

15.6.6 Résumé des propriétés de l’exponentielle

Théorème 15.89.
Les choses que nous savons sur l’exponentielle :

(1) Il y a unicité de la solution à l’équation différentielle
"
y1 “ y (15.281a)
yp0q “ 1. (15.281b)

(2) L’équation différentielle (15.281) possède une solution donnée par la série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.282)

(3) Cette solution est une bijection y : R Ñ s0,8r.
(4) La fonction y ainsi définie est de classe C8.
(5) Elle est également donnée par la formule

exppxq “ ex (15.283)

où e est défini par e “ expp1q.
(6) Elle vérifie

ea`b “ eaeb (15.284)
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Nous nommons exponentielle cette fonction.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 12.437.
(2) C’est le théorème 15.75.
(3) Le rayon de convergence de la série (15.282) est infini (théorème 15.75) ; elle est donc définie

sur R. Le fait que ce soit une bijection est dû au fait qu’elle est strictement croissante
(proposition 15.73) ainsi qu’aux limites (15.237).

(4) Vu que y “ y1, y est dérivable. Mais comme y1 est alors égale à une fonction dérivable, y1 est
dérivable. En dérivant l’égalité y1 “ y nous obtenons y2 “ y1 et le jeu continue.

(5) C’est la proposition 15.78.
(6) C’est la proposition 15.74(1).

Exemple 15.90 (Un endomorphisme sans polynôme annulateur[265]).
l’exponentielle permet de donner un exemple d’un endomorphisme n’ayant pas de polynôme an-
nulateur 33 : l’endomorphisme de dérivation

D : C8pR,Rq Ñ C8pR,Rq
f ÞÑ f 1 (15.285)

n’a pas de polynôme annulateur. En effet supposons que P “ řp
k“0 akX

k en soit un, et considérons
les fonctions fλ : t ÞÑ eλt. Nous avons

0 “ P pDqfλ “
ÿ

k

akD
kpfλq “

ÿ

k

akλ
kfλ “ P pλqfλ. (15.286)

Par conséquent λ est une racine de P pour tout λ P R. Cela implique que P “ 0.
D’ailleurs si on y pense bien, cet exemple n’est qu’un habillage de l’exemple 9.95. △

Proposition 15.91.
Quelques propriétés du logarithme.

(1) Le logarithme est une application dérivable et strictement croissante.
(2) Le logarithme est la primitive de x ÞÑ 1

x qui s’annule en x “ 1.

Démonstration. Elle est donc bijective, d’inverse continue et dérivable par le théorème 12.54 et la
proposition 12.180.

La dérivée de la fonction logarithme peut être calculée en utilisant la formule (12.464), mais
aussi de façon plus piettone en écrivant l’expression suivante, valable pour tout x P R :

ln
`

exppxq˘ “ x, (15.287)

que nous pouvons dériver en utilisant le théorème de dérivation des fonctions composées :

ln1 ` exppxq˘ exp1pxq “ 1. (15.288)

Mais exp1pxq “ exppxq, donc
ln1pyq “ 1

y
(15.289)

pour tout y dans l’image de exp, c’est-à-dire pour tout y dans l’ensemble de définition de ln.
Par ailleurs, expp0q “ 1 donc

lnp1q “ ln
`

expp0q˘ “ 0. (15.290)

En ce qui concerne l’unicité d’une primitive s’annulant en x “ 1, c’est le corolaire 12.202.
33. En dimension finie, le lemme 9.91 dit qu’il y en a toujours un.
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15.6.7 Dérivée de la fonction puissance

Exemple 15.92.
Soit la fonction fpx, yq “ xy, définie en 12.404. Nous allons en calculer les dérivées partielles au
point p1, 2q. Notons que f n’est pas définie pour x ă 0, mais que cela n’a pas d’importance parce
que nous pouvons nous restreindre à un voisinage du point p1, 2q. La première dérivée partielle est
facile :

Bxfp1, 2q “ pyxy´1qpx,yq“p1,2q “ 2.
Pour la seconde, il faut utiliser les propriétés de l’exponentielle et du logarithme. D’abord le
logarithme est par définition l’application réciproque de l’exponentielle (définition 15.81), donc

xy “ exp
`

lnpxyq˘. (15.291)

Ensuite nous calculons en utilisant la proposition 15.84 :

Byfp1, 2q “ By
´
ey lnx

¯
px,yq“p1,2q

“
´

ln xey lnx
¯

px,yq“p1,2q
“ lnp1qe2 lnp1q. (15.292)

△

Cet exemple est facilement généralisable aux fonctions de la forme x ÞÑ upxqvpxq. Voici une
proposition qui dit comment faire.

Proposition 15.93 ([1]).
Soit une fonction dérivable u : R Ñ R et a ą 0. Nous avons

pauq1 “ u1 lnpaqau. (15.293)

Si de plus upxq ą 0 pour tout x, nous avons

puaq1 “ au1ua´1. (15.294)

Démonstration. Nous considérons la fonction fpxq “ aupxq. Vu que fpxq ą 0 pour tout x, nous
pouvons en prendre le logarithme et écrire l’égalité, valable pour tout x :

fpxq “ elnpaupxqq “ exp
`
upxq lnpaq˘. (15.295)

Sachant la dérivée de l’exponentielle, cela n’est rien d’autre que la dérivée d’une fonction composée :

f 1pxq “ lnpaqu1pxqeupxq lnpaq. (15.296)

Pour l’autre, nous posons
gpxq “ upxqa, (15.297)

qui peut encore s’écrire sous la forme

gpxq “ ea ln
`
upxq

˘
. (15.298)

Ici encore, c’est la dérivée de fonctions composées qui donne le résultat.

15.6.8 Dérivée du logarithme

Lemme 15.94.
Si u : R Ñ s0,8r est dérivable alors lnpuq1 “ u1

u
.

Démonstration. Cela est une conséquence du théorème de dérivation des fonctions composées : si
gpxq “ lnpupxqq alors

g1pxq “ ln1 `upxq˘u1pxq “ 1
upxqu

1pxq. (15.299)
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15.6.9 Taylor pour l’exponentielle

Proposition 15.95 (Développement de l’exponentielle).
Pour tout entier n, il existe une fonction α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` xnαpxq. (15.300)

Démonstration. Il s’agit de la proposition 15.51 appliquée à la série entière (15.59).

15.6.10 Analycité

Vu que exppxq est défini par une série entière (définition 15.59) et vu la proposition 15.54, il
n’est pas étonnant que exp soit analytique. Traitons ce cas.

Exemple 15.96 (Analycité de l’exponentielle).
Soient a P R et R ą 0. Nous démontrons que exp est analytique sur Bpa,Rq. Si fpxq “ ex, alors
f pnqpxq “ ex pour tout n (équation (15.231a)). Nous avons donc

|f pnqpxq| ă ea`R (15.301)

pour tout x P Bpa,Rq. Nous partons de l’expression (15.53) du reste :

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|n`1 ď ea`R

pn` 1q!R
n`1. (15.302)

Mais nous avons la limite
lim
nÑ8

Rn`1

pn` 1q! “ 0 (15.303)

pour tout R.
Donc avec les polynômes de Taylor Pn calculés en a, nous avons Pn Ñ exp simplement sur R.
Nous pouvons donc développer la fonction exponentielle autour de n’importe quel point, et

avoir convergence des polynômes vers l’exponentielle sur tout R. Vous accepterez cependant que
si a et x sont éloignés, la convergence Pnpxq Ñ exppxq peut être extrêmement lente. △

15.6.11 Autres propriétés et petits calculs

Lemme 15.97.
Si les suites punq et pvnq sont équivalentes 34 et si pvnq admet une limite l différente de 1, alors les
suites pln unq et pln vnq sont équivalentes.

Démonstration. En effet si un “ vnαpnq alors en utilisant la formule du lemme 15.85,

lnpunq “ lnpvnq ` ln
`
αpnq˘ “ lnpvnq

ˆ
1 ` ln

`
αpnq˘

lnpvnq
˙
, (15.304)

et comme αpnq Ñ 1, la parenthèse tend vers 1.

15.6.12 Taylor pour le logarithme

Vu que lnp0q n’existe pas, il n’est pas question de développer ln autour de x “ 0. À la place,
nous allons le développer autour de x “ 1 et plus précisément nous allons étudier Taylor pour la
fonction fpxq “ lnp1 ` xq. Les résultats seront résumés dans la proposition 15.100.

34. Définition 10.32.
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Proposition 15.98 ([1]).
Soit la fonction

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1 ` xq. (15.305)

Pour tout n, il existe une fonction α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn (15.306)

pour tout x dans le domaine de f .
Notez la somme qui part de k “ 1 et non k “ 0.

Démonstration. Nous utilisons la formule de Taylor-Young (proposition 12.468). La première dé-
rivée de f se calcule en utilisant le lemme 15.94 :

f 1pxq “ 1
1 ` x

. (15.307)

Pour les dérivées suivantes, c’est juste du calcul et nous pouvons prouver par récurrence que

f pkqpxq “ pk ´ 1q!p´1qk`1

p1 ` xqk . (15.308)

En ce qui concerne l’évaluation en zéro :

f pkqp0q “
#

0 si k “ 0
pk ´ 1q!p´1qk`1 sinon.

(15.309)

Du fait que f p0qp0q “ lnp1q “ 0, la somme commence à k “ 1 et non k “ 0. Nous avons

fpxq “
nÿ

k“1

f pkqp0q
k! xk ` αpxqxn “

nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn. (15.310)

Nous étudions les polynômes de la série de Taylor pour

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1 ` xq. (15.311)

Les dérivées successives de f ont déjà été calculées en (15.308). Nous développons autour de
x “ 0. Donc fp0q “ lnp1q “ 0 et pour les autres,

f pkqp0q “ p´1qk`1pk ´ 1q!. (15.312)

Pour les polynômes de Taylor, nous avons

Pnpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.313)

où vous noterez la somme qui part de k “ 1 et non de k “ 0. Nous avons aussi la série de Taylor
de f donnée par

T pxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (15.314)

La somme est une limite ponctuelle, là où elle existe.
Jusqu’à présent, la seule certitude à props de T est que T p0q “ fp0q “ 0. Pour le reste :
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— Rien ne dit que T pxq existe pour d’autres x que x “ 1.
— Et même si T pxq existait pour d’autres x (c’est-à-dire si le rayon de convergence de (15.314)

était strictement plus grand que zéro), rien n’assurerait que la valeur serait celle de f .
— Et même si T pxq convergeait vers f sur son disque de convergence, ce ne serait pas encore

assez pour dire que f est analytique, parce que l’analycité demande que les séries de Taylor
autour de chaque point converge vers f . Or ici nous ne parlons encore que de T qui est la
série autour de x “ 0.

Lemme 15.99.
La série de Taylor de x ÞÑ lnp1 ` xq autour de x “ 0 converge sur s´1, 1s. Elle ne converge pas
pour x “ ´1.

Démonstration. En ce qui concerne le rayon de convergence de T , nous utilisons la formule de
Hadamard 35 avec

ak “ p´1qk`1

k
. (15.315)

Ce que nous trouvons est
1
R

“ lim
kÑ8 |ak`1

ak
| “ lim

kÑ8
k

k ` 1 “ 1. (15.316)

Le rayon de convergence de T est donc 1. Nous avons donc que Pn Ñ T sur s´1, 1r, et peut-être
que Pn Ñ T en x “ ˘1.

Pour x “ ´1. L’intuition nous dit que ce serait lnp0q qui n’est pas défini. C’est le cas parce que

Pnp´1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1p´1qk
k

“ ´
nÿ

k“1

1
k
. (15.317)

La limite n Ñ 8 diverge. Donc T n’est pas définie en x “ ´1.
Pour x “ 1 par contre,

Pnp1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
. (15.318)

Le critère des séries alternées 36 nous donne la convergence de cette série.

Nous savons maintenant que la série de Taylor T converge sur s´1, 1s, et que T p0q “ fp0q “
lnp1q “ 0. Le premier gros morceau intéressant vient maintenant : nous allons prouver que T pxq
converge vers ce que nous croyons, c’est-à-dire lnp1 ` xq en personne.

Proposition 15.100.
Pour tout x P s´1, 1s nous avons

lnp1 ` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.319)

De plus nous avons
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (15.320)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser l’expression du reste fourni par le théorème 12.455. Pour tout
x P s´1,8r, il existe un c P s0, xr (le c dépend de x) tel que

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1. (15.321)

35. Théorème 15.25.
36. Théorème 11.129.
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Cela est parce que f est de classe C8. Calculons un peu :

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1 (15.322a)

“ p´1qnn!
p1 ` cqn`1

1
pn` 1q!x

n`1 (15.322b)

“ p´1qn
n` 1

ˆ
x

1 ` c

˙n`1
. (15.322c)

Lorsque x ą 1, il n’y a aucune garantie sur la convergence de cela pour n Ñ 8. Pour rappel,
c P s0, xr. Si par contre x P s´1, 1r, alors nous savons que

ˇ̌
ˇ̌ x

1 ` c

ˇ̌
ˇ̌ ă 1, (15.323)

et donc convergence Pnpxq ´ fpxq Ñ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que pour la série de Taylor converge vers lnp1`xq pour x P s´1, 1r.

Nous avons également vu que la série converge pour x “ 1. Donc la fonction

gpxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.324)

est continue sur s´1, 1s et égale à lnpx ` 1q sur s´1, 1r. Vu que f : x ÞÑ lnpx ` 1q est continue sur
s´1,8r, nous avons également gp1q “ fp1q “ lnp2q.

Ceci nous mène au dernier point de notre proposition : gp1q “ lnp2q s’écrit précisément

8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (15.325)

15.101.
La formule (15.320) peut sembler très chouette pour trouver des approximations de lnp2q. Le
problème est qu’elle ne donne aucune idée de l’erreur commise en tronquant la série.

Vous pouvez, certes, écrire ceci :

1 ´ 1
2 ` 1

3 ´ 1
4 ` 1

5 “ 47
60 » 0.78. (15.326)

Hélas, ce calcul n’a aucune valeur pour affirmer que lnp2q doit être proche de 0.78. Ni même pour
affirmer que lnp2q ă 1.

Avoir des valeurs numériques de lnp2q (c’est-à-dire que « chiffres corrects devant ou derrière
la virgule ») demande d’avoir un encadrement. Cela doit donc se faire avec des formules de séries
avec reste ; les formules exactes qui demandent de sommer jusqu’à l’inifini sont inutiles pour avoir
des approximations numériques.

Dans le cas de lnp2q, une approximation numérique sera donnée à l’aide de Taylor avec reste
intégrale dans la proposition 20.152.

Lemme 15.102.
Soit la fonction 37

fpxq “ lnp1 ` xq
x

(15.327)

(1) Elle admet un prolongement de classe C8 sur s´1,8r.
(2) fp0q “ 1.

37. Pour la définition du logarithme, c’est la définition 15.81.
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La seconde condition étant évidemment avec un abus de notation entre f et son prolongement,
parce que f n’est pas définie en zéro.

Démonstration. La difficulté étant de voir que f a un prolongement en zéro et qu’elle y est de
classe C8.

La proposition 15.100 nous donne l’égalité

lnp1 ` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.328)

pour tout x P s´1, 1s ; en particulier pour x “ 0. Nous faisons le petit calcul suivant :

1
x

lnp1 ` xq “ 1
x

8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn (15.329a)

“
8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn´1 (15.329b)

“
8ÿ

n“0

p´1qn
n` 1 x

n. (15.329c)

Ce calcul n’est pas valable pour x “ 0, mais ça ne nous empèche pas de poser

T pxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n` 1 x

n, (15.330)

qui, lui, est bien définie en zéro. Le rayon de convergence de la série T est égal à 1, de telle sorte
que

T : s´1, 1r Ñ R (15.331)
de classe C8, et est égale à f sur s´1, 1rzt0u.

La série T est donc le prolongement demandé. En ce qui concerne fp0q, c’est un abus pour
écrire T p0q qui vaut immédiatement 1.

Notons qu’un calcul de limite
lim
xÑ0

lnp1 ` xq
x

(15.332)

donnait la valeur fp0q “ 1. Donc prolonger avec fp0q “ 1 était la seule possibilité pour avoir une
fonction continue. De là à dire que le prolongement ainsi créé est de classe C8, c’est une autre
histoire, qui est résoue par les séries entières.

15.6.13 Développements et calcul de limites

Lors d’un calcul de limite, développer une partie d’une expression peut être utile.

Exemple 15.103.
À calculer :

lim
xÑ0

lnp1 ` xq
x

. (15.333)

Cela est une indétermination de type 0
0 . Le développement limité du numérateur 38 nous donne

une fonction αpxq telle que limxÑ0 αpxq “ 0 et

lnp1 ` xq
x

“ x´ x2

2 ` x2αpxq
x

“ 1 ´ x

2 ` xαpxq. (15.334)

Sur le membre de droite la limite est facile à calculer :

lim
xÑ0

lnp1 ` xq
x

“ lim
xÑ0

´
1 ´ x

2 ` xαpxq
¯

“ 1. (15.335)

△
38. Proposition 15.98.
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15.6.14 Une petite intégrale

Exemple 15.104.
Soit V la région trapézoïdale de sommets p0,´1q, p1, 0q, p2, 0q, p0,´2q, comme à la figure 15.2(a).
Calculons ensemble l’intégrale double ż

V
e

x`y
x´y dV,

avec le changement de variable 39 ψpx, yq “ px ` y, x ´ yq. C’est-à-dire que nous considérons les
nouvelles variables

"
u “ x` y (15.336a)
v “ x´ y. (15.336b)

Il faut remarquer d’abord que le changement de variable proposé est dans le mauvais sens. On
écrit alors ϕpu, vq “ ψ´1pu, vq “ `pu` vq{2, pu´ vq{2

˘
, c’est-à-dire

$
’&
’%

x “ u` v

2 (15.337a)

y “ u´ v

2 . (15.337b)

La région qui correspond à V est U , le trapèze de sommets p´1, 1q, p1, 1q, p2, 2q et p´2, 2q, qu’on
voit sur la figure 15.2(b) et qu’on décrit par

U “ tpu, vq P R2 | 1 ď v ď 2, ´v ď u ď vu.

1 2

´2

´1

(a) La région V

´2 ´1 1 2

1

2

(b) La région U “ ϕ´1
pV q

Figure 15.2 – Avant et après le changement de variables

Le déterminant de la matrice jacobienne de ψ´1 est Jψ´1 ,

Jψ´1pu, vq “
ˇ̌
ˇ̌ 1

2
1
21

2 ´1
2

ˇ̌
ˇ̌ “ ´1

2 . (15.338)

On a alors, en utilisant le fait que F pxq “ aex{a est une primitive de fpxq “ ex{a (proposition
15.75) ainsi que le théorème fondamental de l’analyse (théorème 14.272),

ż

V
e

x`y
x´y dV “

ż

U
e

u
v

1
2 dV “

ż 2

1

ż v

´v
e

u
v

1
2 du dv “ 3

4pe´ e´1q.

△

15.7 Vitesses des puissances, de l’exponentielle et du logarithme

15.7.1 Un peu de théorie

Voici une série de résultats qui lient les vitesses des polynômes, du logarithme et de l’exponen-
tielle.

39. Théorème 14.290.
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Lemme 15.105.
Si P est un polynôme et si a ą 0, alors

lim
xÑ8 e

´axP pxq “ 0 (15.339)

Démonstration. Nous prouvons par récurrence que pour tout n, nous avons e´axxn Ñ 0. D’abord
nous écrivons 40

fpxq “ e´axx “ x

eax
, (15.340)

et ensuite la règle de l’Hospital 12.198 nous donne

lim
xÑ8

x

eax
“ lim

xÑ8
1

aeax
“ 0. (15.341)

En ce qui concerne la récurrence, c’est encore la règle de l’Hospital :

lim
xÑ8

xn

eax
“ n

a
lim
xÑ8

xn´1

eax
“ 0. (15.342)

Proposition 15.106.
Nous avons :

(1) Pour tout α ą 0, il existe N tel que lnpnq ď nα pour tout n ě N .
(2) Pour tout p ą 0 et tout α ą 0, il existe N tel que

lnpnqp ă nα (15.343)

pour tout n ě N .
(3) Pour tout n ě 1 nous avons la limite

lim
xÑ0`

xn lnpxq “ 0. (15.344)

(4) Nous avons
lim
xÑ0`

lnp1 ´ xq
x

“ ´1. (15.345)

(5) L’exponentielle croit plus vite que tout polynôme, et plus vite que que logarithme :

lim
xÑ8 e

´xpln xqnxα “ 0 (15.346)

pour tout n et pour tout α.
(6) Pour tout n ą 0, nous avons la limite

lim
xÑ0`

xne1{x “ 8. (15.347)

Le point (1) et sa généralisation (2) nous font dire que le logarithme croît moins vite que
n’importe quel polynôme.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) En effet, nous avons, par la règle de l’Hospital (proposition 12.197),

lim
xÑ8

xα

lnpxq “ lim
xÑ8

αxα´1

1{x “ lim
xÑ8αx

α “ 8 (15.348)

quand α ą 0. La dérivée du logarithme est dans la proposition 15.91.

40. En utilisant 12.405(3).
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(ii) Pour (2) Il faut prendre le N qui convient à l’item (1) pour nα{p. Ainsi nous avons lnpnq ă
nα{p et donc lnpnqp ď nα.

(iii) Pour (3) Lorsque x ‰ 0 nous avons

xn lnpxq “ lnpxq
1{xn , (15.349)

qui est un cas 8
8 . Nous nous en remettons à la règle de l’Hospital 12.198. D’abord nous nous

assurons de la limite des dérivées :

lim
xÑ0`

1{x
´nx´n´1 “ lim

xÑ0`
´ 1
n

xn`1

x
“ 0. (15.350)

La règle de l’Hospital conclut à l’existence de la limite demandée et à son égalité à 0.
(iv) Pour (4) En effet, par la règle de l’Hospital 12.197,

lim
xÑ0

´ lnp1 ´ xq
x

“ lim
xÑ0

´
´1

1´x
1 “ lim

xÑ0

1
1 ´ x

“ 1 (15.351)

(v) Pour (5) Notons f1pxq “ e´x{2pln xqn et f2pxq “ e´x{2xα. Le lemme 15.105 donne tout de
suite limxÑ8 f2pxq “ 0.
En ce qui concerne f1, l’item (2) nous indique que nous avons

f1pxq “ e´x{2pln xqn ď e´x{2x (15.352)

dès que x est assez grand. Le lemme 15.105 nous dit alors que limxÑ8 f2pxq “ 0.
Enfin, nous avons

e´xpln xqnxα “ f1pxqf2pxq (15.353)

et donc la limite demandée.
(vi) Pour (6) Nous passons au logarithme :

lnpxne1{xq “ lnpxnq ` lnpe1{xq “ n lnpxq ` 1
x

“ nx lnpxq ` 1
x

. (15.354)

Grâce à la limite déjà prouvée en (3), le numérateur tend vers 1 lorsque x Ñ 0`. Donc le
tout tend vers `8. Au final,

lim
xÑ0`

xne1{x “ lim
xÑ0`

elnpxne1{xq “ 8. (15.355)

Exemple 15.107.
Le lemme 12.418 a déjà prouvé la limite

lim
nÑ8n

αan (15.356)

pour tout α ą 0 et a ă 1.
L’utilisation de propriétés de l’exponentielle nous permet de donner une nouvelle preuve, plus

courte 41.
Le théorème 15.89 et la proposition 15.84 nous permettent de passer à l’exponentielle. Pour

chaque n nous avons :
nαan “ eα lnpnq`n lnpaq. (15.357)

41. C’est toujours facile de prétendre qu’une preuve est plus courte qu’une autre lorsqu’on utilise en une ligne des
très gros théorèmes qui ont mis dix pages à être démontrés.
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Ce qui est dans l’exponentielle est

α lnpnq ` n lnpaq “ n
`
α

lnpnq
n

` lnpaq˘. (15.358)

Dans la parenthèse, lnpaq ă 0 et lnpnq
n Ñ 0. Donc ce qui est dans l’exponentielle (15.357) tend vers

´8 et au final l’expression demandée tend vers zéro. △

Remarque 15.108.
Vous ne pouvez pas à priori considérer l’exemple 15.107 comme une preuve alternative au lemme
12.418, parce que vous n’êtes pas sûr que dans toute la théorie permettant de définir l’exponentielle
(en particulier la convergence de

ř
k x

k{k!), le lemme n’est pas utilisé 42.

Lemme 15.109.
La fonction de Riemann

ζpxq “
8ÿ

n“1

1
nx

(15.359)

est de classe C8 sur s1,8r.
Démonstration. Afin de faire le coup du compact, nous étudions la convergence uniforme de la
série sur tout compact de s1,8r. Soit ϵ ą 0, et regardons ce qu’il se passe sur un compact dont le
minimum 43 est 1 ` ϵ. Dans ce cas, nx ě n1`ϵ, et donc fnpxq “ 1

nx ď 1
n1`ϵ . Étant donné que la série

numérique
ř8
n“1

1
n1`ϵ converge, la fonction de Riemann converge uniformément par le critère de

Weierstrass (théorème 12.379). Nous avons donc convergence uniforme de la série sur tout compact
de s1,8r, ce qui fait que ζ est une fonction continue pour x ą 1 par le théorème 12.377.

Nous allons à présent utiliser le théorème 12.381 pour prouver que la fonction de Riemann est
C1. Il faut donc prouver que la série des dérivées pn´xq1 “ ´ lnpnqn´x converge uniformément sur
tout compact de s1,8r.

Nous prenons encore une fois un compact K dont le minimum est 1`ϵ. D’abord, nous majorons
le logarithme par un xα : lorsque n est assez grand, nous avons

lnpnqn´x ď nαn´x; (15.360)

la proposition 15.106(1) nous dit que pour tout α ą 0, il existe un n à partir duquel cette inégalité
est valide. Étant donné que 1 ` ϵ est le minimum du compact, nous pouvons encore majorer en
remplaçant x par 1 ` ϵ :

lnpnqn´x ď 1
n1`ϵ´α . (15.361)

Afin de pouvoir utiliser le critère de Weierstrass, nous devons nous assurer que la série
ř8
n“1

1
n1`ϵ´α

converge. Cela n’est vrai que si 1 ` ϵ ´ α ą 1, mais le choix de α étant encore arbitraire, nous
choisissons 0 ă α ă ϵ.

Ainsi, la série des dérivées converge uniformément sur tout compact et nous en déduisons que
cette série est bien la dérivée de la fonction de Riemann qui est C1.

Afin de traiter les dérivées d’ordre supérieur, il faut calculer

pn´xqp “ p´1qp` lnpnq˘pn´x, (15.362)

et remarquer que limxÑ8 xα{plnpxqqp “ 8. Par conséquent y a encore moyen de remplacer le
logarithme par un xα. Le reste de la preuve est la même.

Ici se termine la preuve de ce lemme. Nous restons cependant sur notre faim en ce qui concerne
la convergence uniforme de la série sur l’ouvert s1,8r. En effet, nous avons prouvé la convergence
uniforme sur tout compact (et cela nous a suffit pour prouver le lemme), mais nous n’avons pas
prouvé que la série n’était pas uniformément convergente sur s1,8r pour autant.

42. Faites la vérification et dites moi si c’est bon.
43. Pour rappel, un compact dans R a toujours un minimum.
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Nous allons montrer qu’il n’y a pas uniforme convergence en prouvant que si x est assez proche
de 1, alors la suite des sommes partielles de ζpxq est aussi proche que l’on veut de la suite des
sommes partielles de

ř8
n“1

1
n qui, elle, diverge.

Lemme 15.110.
Nous avons

lim
xÑ1`

ζpxq “ 8 (15.363)

où la limite est une limite à droite : la limite à gauche n’existe pas.

Démonstration. Soit M ą 0. Prouvons que Dϵ tel que ζp1 ` ϵq ě M . D’abord, choisissons un k tel
que

kÿ

n“1

1
n

ą M, (15.364)

et choisissons un ϵ tel que

max
nPt1,...,ku

ˇ̌
ˇ̌ 1
n

´ 1
n1`ϵ

ˇ̌
ˇ̌ ă α. (15.365)

Un tel choix de ϵ est possible pour tout α. Maintenant, nous choisissons α de façon à avoir kα ă σ.
Avec ça, nous avons

kÿ

n“1

1
n

´
kÿ

n“1

1
n1`ϵ “

kÿ

n“1

ˆ
1
n

´ 1
n1`ϵ

˙
ă kα ă σ. (15.366)

En prenant σ tel que M ´ řk
n“1p1{nq ă σ, nous trouvons ainsi un ϵ tel que

řk
n“1

1
n1`ϵ ą M . Cela

prouve le lemme.

Armé de ce lemme, il est maintenant aisé de prouver que la série définissant la fonction
de Riemann n’est pas uniformément convergente sur s1,8r. Prenons la kième somme partielle
skpxq “ řk

n“1p1{nxq. Pour chaque k, cela est une fonction bornée de x (y compris en x “ 1), donc
supxPs1,8r skpxq “ Mk. Armé de cette majoration, nous faisons

}sk ´ ζ}8 “ sup
xPs1,8r

`
ζpxq ´ skpxq˘ ą sup

`
ζpxq ´Mk

˘ “ 8, (15.367)

il n’y a donc pas moyen que la limite de }ζ ´ sk}8 quand k Ñ 8 soit nulle. Il n’y a donc pas
uniforme convergence de ζ sur l’intervalle s1,8r.
Proposition 15.111.
Pour tout polynôme P et pour tout a ą 0 la fonction fpxq “ P pxqe´ax est intégrable 44 sur r0,8r.
Démonstration. Nous avons fpxq “ P pxqe´ax{2e´ax{2, et par la vitesse comparée des exponentielles
et polynômes 45, pour un certain M ą 0 nous pouvons affirmer que P pxqe´ax{2 ă 1 sur rM,8r.
Dès lors

|fpxq| ă e´ax{2, (15.368)

qui est intégrable.

Exemple 15.112.
La fonction logarithme (définition 15.81) n’est pas définie pour x ď 0. Par conséquent la fonction
fpxq “ x lnp|x|q n’est pas définie en x “ 0. Elle est bien définie pour x ă 0 et vérifie

lim
xÑ0

x lnp|x|q “ 0. (15.369)

44. Définition 14.181.
45. Voir 15.106 et 15.105.
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Nous pouvons donc définir la fonction

f̃ : R Ñ R

x ÞÑ
#
x lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.370)

Contrairement à la fonction initiale f , cette fonction f̃ est définie et continue en 0.
Notez que sur le graphe de la fonction f̃ , la courbe est bien régulière en x “ 0.

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

△

Définition 15.113.
Soient deux suites panq et pbnq dans R. Nous disons que

(1) an Ñ 8 plus vite que pbnq si limn Ñ 8an{bn “ 8.
(2) an Ñ 8 aussi vite que pbnq si limn Ñ 8an{bn existe et est finie.
(3) an Ñ 0 plus vite que pbnq si limn Ñ 8an{bn “ 0.
(4) an Ñ 0 moins vite que pbnq si limn Ñ 8an{bn “ 8.

Exemple 15.114.
Deux petits exemples.

(1) Les suites an “ n et bn “ n2 tendent toutes deux vers 8, mais panq va plus vite parce que
an{bn “ n Ñ 8.

(2) Les suites an “ 1{n et bn “ 1{n2 tendent toutes deux vers 0, mais panq va moins vite parce
que an{bn “ n Ñ 8.

△

15.115.
Je vous laisse cogiter sur l’énoncé suivant : si A est un ensemble de suites tendant toutes vers 8,
alors il existe une suite qui converge vers 8 plus vite que tous les éléments de A.

Lorsque A est dénombrable, à mon avis, il suffit de prendre xn “ `
maxi“1,...,ntapiq

n , 2u˘2.
Lorsque A n’est pas dénombrable, je ne suis pas sûr. Écrivez-moi si vous avez une idée.

Lemme 15.116.
Si an Ñ 8, il existe une suite tendant vers 8 plus vite.

Démonstration. Il suffit de prendre bn “ a2
n.
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Lemme 15.117.
La suite an “ n! tend vers 8 vite que l’exponentielle bn “ en.

Démonstration. Nous devons étudier le comportement de n!{en lorsque n est grand. Étant donné
que e ă 3 (lemme 15.79), nous avons

n!
en

ě 1 ˆ 2 ˆ 3 ˆ 4n´3

3n “ 5
33

ˆ
4
3

˙n´3
. (15.371)

Et comme 4{3 ą 1 nous avons bien n!{en Ñ 8.

15.7.2 Nombres premiers

Le théorème suivant dit que la somme des inverses des nombre premiers diverge. Cela est à
comparer avec la proposition 11.125 qui dit que la somme des inverses des carrés converge.

Théorème 15.118.
Soit P , l’ensemble des nombres premiers. Alors la somme

ř
pPP

1
p diverge et plus précisément,

ÿ

pďx
pPP

1
p

ě lnplnpxqq ´ lnp2q. (15.372)

Démonstration. Nous posons

Sx “ tq ď x avec q sans facteurs carrésu (15.373)

et
Px “ tp P P tel que p ď xu. (15.374)

Si
Kx “ tpq,mq tels que q n’a pas de facteurs carrés et qm2 ď xu, (15.375)

alors nous avons
Kx “

ď

qPSx

ď

mď
?
x{q

pq,mq. (15.376)

Par définition et par le lemme 3.24 nous avons aussi

tn ď xu “ tqm2 tel que pq,mq P Kxu. (15.377)

Tout cela pour décomposer la somme
ÿ

nďx

1
n

“
ÿ

qPSx

ÿ

mď
?
x{q

1
qm2 ď

ÿ

qPSx

1
q

ÿ

mě1

1
m2

looomooon
“C

. (15.378)

Nous avons aussi
ź

pPPx

ˆ
1 ` 1

p

˙
“ 1 `

ÿ

pPPx

1
p

`
ÿ

p,qPPx
păq

1
pq

`
ÿ

p,q,rPPx
păqăr

1
pqr

` . . . (15.379a)

ě 1 `
ÿ

pPPx

1
p

`
ÿ

p,qPPx
pqďx

1
pq

`
ÿ

p,q,rPPx
pqrďx

1
pqr

` . . . (15.379b)

Les sommes sont finies. Les sommes s’étendent sur toutes les façons de prendre des produits de
nombres premiers distincts de telle sorte de conserver un produit plus petit que x ; c’est-à-dire que
les sommes se résument en une somme sur les éléments de Sx :

exp
˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
ě

ź

pPPx

ˆ
1 ` 1

p

˙
ě

ÿ

qPSx

1
q
. (15.380)
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La première inégalité est simplement le fait que 1 `u ď eu si u ě 0 (directe de la définition 15.89).
Les inégalités suivantes proviennent du fait que le logarithme est une primitive de la fonction
inverse (proposition 15.91) :

lnpxq ď
ÿ

něx

ż n`1

n

dt

t
ď

ÿ

něx

1
n
. (15.381)

Nous prolongeons ces inégalités avec les inégalités (15.378) et (15.380) :

lnpxq ď
ÿ

něx

1
n

ď C
ÿ

qPSx

1
q

ď C exp
˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
. (15.382)

En passant au logarithme,
ln
`

lnpxq˘ ď lnpCq `
ÿ

pPPx

1
p
. (15.383)

Ceci montre la divergence de la série de droite. Nous cherchons maintenant une borne pour C.
Pour cela nous écrivons

Nÿ

n“1

1
n2 ď 1 `

Nÿ

n“2

1
npn´ 1q (15.384a)

“ 1 `
Nÿ

n“2

ˆ
1

n´ 1 ´ 1
n

˙
(15.384b)

“ 1 ` 1 ´ 1
N

(15.384c)

ď 2. (15.384d)

Donc C ď 2.

Ce théorème prend une nouvelle force en considérant le théorème de Müntz 17.7 qui dit qu’alors
l’ensemble Spantxp tel que p est premieru est dense dans les fonctions continues sur r0, 1s muni de
la norme uniforme ou }.}2.

15.7.3 Quelques limites

Nous voyons à présent quelques calculs de limite et de développements mettant en scène des
logarithmes et exponentielles.

Exemple 15.119.
Pour trouver le développement de la fonction fpxq “ e´2x, il suffit d’écrire celui de et et de
remplacer ensuite t par ´2x. Le développement à l’ordre 3 de la fonction exponentielle est :

et “ 1 ` t` t2

2 ` t3

6 ` t3αptq. (15.385)

Le développement de fpxq “ e´2x sera donc

fpxq “ 1 ´ 2x` 4x2

2 ´ 8x3

6 ´ 8x3αp´2xq. (15.386)

Donc le polynôme de degré 3 partie régulière de g est :

1 ´ 2x` 2x2 ´ 4
3x

3, (15.387)

et la fonction reste correspondante est :

αgpxq “ ´8αp´2xq. (15.388)

△
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Exemple 15.120.
Nous savons les développements

fpxq “ lnp1 ` xq „ x´ x2

2 ` x3

3 (15.389)

et

sinpxq „ x´ x3

6 . (15.390)

Nous obtenons le développement d’ordre 3 de la fonction x ÞÑ ln
`
1 ` sinpxq˘ en écrivant

ln
`
1 ` sinpxq˘ „ `

x´ x3

6
˘ ´ 1

2

ˆ
x´ x3

6

˙2
` 1

3

ˆ
x´ x3

6

˙3
. (15.391)

Il s’agit maintenant de trouver les termes qui sont de degré inférieur ou égal à 3.
D’abord ˆ

x´ x3

6

˙2
“ x2 ´ x4

3 ` x6

36 „ x2 (15.392)

Nous avons alors aussi ˆ
x´ x3

6

˙6
„ x2

ˆ
x´ x3

6

˙
„ x3. (15.393)

En replaçant tout ça dans (15.391) nous trouvons

ln
`
1 ` sinpxq˘ „ x´ x2

2 ` x3

6 . (15.394)

△

Exemple 15.121.
Calculer

lim
xÑ8 e

1{xa1 ` 4x2 ´ 2x. (15.395)

Nous allons effectuer un développement asymptotique de la partie « difficile » de l’expression posant
d’abord x “ 1{h. Si fpxq “ e1{x?

1 ´ 4x2 alors

gphq “ 1
|h|e

h
a
h2 ` 4 “ 1

h

`
1 ` h` hαphq˘`2 ` hβphq˘. (15.396)

La première parenthèse est le développement de eh et la seconde celui de
?
h2 ` 4. Nous nous

apprêtons à faire la limite x Ñ 8 qui correspond à h Ñ 0`, nous pouvons donc supposer que
h ą 0 et omettre la valeur absolue. En effectuant le produit et en regroupant tous les termes
contenant h2, αphq ou βphq dans un seul terme hγphq,

fphq “ 1
h

`
2 ` 2h` hγphq˘ “ 2

h
` 2 ` γphq “ 2x` 2 ` γp1{xq (15.397)

où γ est une fonction vérifiant limtÑ0 γptq “ 0.
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la limite (15.395) :

lim
xÑ8 e

1{xa1 ` x2 ´ 2x “ lim
xÑ8

`
2x` 2 ` γp1{xq ´ 2x

˘ “ 2. (15.398)

△
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15.8 Trigonométrie hyperbolique
Définition 15.122.
Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont les fonctions définies sur R par
les formules suivantes :

coshpxq “ ex ` e´x

2 (15.399a)

sinhpxq “ ex ´ e´x

2 . (15.399b)

Si vous ne vous rappelez plus la définition de ex, c’est 15.59.

Proposition 15.123.
Quelques propriétés algébriques des fonctions trigonométriques hyperboliques.

(1) coshp´xq “ coshpxq
(2) sinhp´xq “ ´ sinhpxq
(3) cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1
(4) cosh2pxq ` sinh2pxq “ coshp2xq
(5) coshpxq coshpyq ` sinhpxq sinhpyq “ coshpx` yq
(6) coshpxq coshpyq ´ sinhpxq sinhpyq “ coshpx´ yq
(7) coshpxq sinhpyq ` sinhpxq coshpyq “ sinhpx` yq
(8) coshpxq sinhpyq ´ sinhpxq coshpyq “ ´ sinhpx´ yq.

Démonstration. Si s’agit simplement de remplacer les définitions et d’utiliser les formules concer-
nant les puissances, dont la formule (12.1115).

Proposition 15.124.
Quelques propriétés analytiques des fonctions trigonométriques hyperboliques.

(1) cosh1pxq “ sinhpxq
(2) sinh1pxq “ coshpxq.
(3) coshpxq ě 1.

Démonstration. Pour les dérivées, il s’agit d’utiliser la dérivation de l’exponentielle, laquelle est
facile par le théorème 15.89(1).

Pour (3), nous commençons par les x ě 0. D’abord coshp0q “ 1. Ensuite cosh1pxq “ sinhpxq “
ex´e´x

2 . Vu que x ą 0 nous avons ex ą e´x ą 0. Donc la dérivée de cosh est strictement positive
sur s0,8r. La fonction y est donc partout plus grande que coshp0q “ 1.

Pour les x ă 0, nous avons la fait que cosh est paire.

Proposition 15.125.
La fonction sinh : R Ñ R est bijective.

Démonstration. En deux parties.
(i) Injective Si sinhpaq “ sinhpbq, alors le théorème de Rolle 12.192 affirme qu’il existe c P sa, br

tel que sinh1pcq “ 0. Mais la proposition 15.124 nous dit que sinh1pxq “ coshpcq ě 1. Donc
impossible.

(ii) Surjective Nous avons
lim

xÑ´8 sinhpxq “ ´8 (15.400)

et
lim
xÑ8 sinhpxq “ 8. (15.401)

Soit y P R. Il existe m ă 0 tel que sinhpmq ă y et M ą 0 tel que sinhpMq ą y. Le théorème
des valeurs intermédiaires 10.87 nous enseigne qu’il existe x P rm,M s tel que sinhpxq “ y.
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Proposition 15.126 ([1]).
Soient a, b P R tels que a2 ´ b2 “ 1. Il existe un unique px, σq P Rˆ t˘1u tel que

"
a “ σ coshpxq (15.402a)
b “ sinhpxq. (15.402b)

Démonstration. Vu que le sinus hyperbolique est une bijection 46, il existe un unique x P R tel que
sinhpxq “ b. Maintenant un petit calcul :

a2 “ 1 ` sinhpxq2 “ 1 ` e2x ` e´2x ´ 2
4 “ e2x ` e´2x ` 2

4 “ coshpxq2. (15.403)

Vu que coshpxq2 “ a2, il existe un unique σ P t˘1u tel que σ coshpxq “ a.

Les représentations graphiques sont ceci :

y “ coshpxq

y “ sinhpxq

´3 ´2 ´1 1 2 3

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

La tangente hyperbolique est donnée par le quotient

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (15.404)

15.9 Séries entières de matrices

15.9.1 Différentiabilité

Proposition 15.127.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et la fonction

f : Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
akA

k (15.405)

46. Proposition 15.125.
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Alors
(1) La différentielle de f sur Bp0, Rq est

dfApUq “
8ÿ

k“0
ak

k´1ÿ

l“0
AlUAk´1´l, (15.406)

c’est-à-dire que l’on peut différentier terme à terme. (Ici c’est A qui est dans Bp0, Rq)
(2) La convergence de la somme 15.406 est absolue.
(3) La convergence de la somme 15.406 est normale sur tout compact.
(4) La fonction f est de classe C1 sur Bp0, Rq, c’est-à-dire que la fonction A ÞÑ dfA est continue.

Notons que dfA n’est pas tout à fait une série entière. Cependant, en ce qui concerne les normes,
c’est tout comme si ça l’était.

Démonstration. Nous posons ukpAq “ akA
k, qui est une fonction de classe C8 et dont la différen-

tielle est donnée par

pdukqApUq “ d

dt

”
ukpA` tUq

ı
t“0

“ ak
d

dt

”
pA` tUqk

ı
t“0

; (15.407)

en distribuant le produit nous trouvons tout un tas de termes dont seuls ceux contenant exactement
une fois tU ne vont pas s’annuler. Étant donné que U etA ne commutent pas nous avons l’expression
un peu moche

pdukqApUq “
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l. (15.408)

En ce qui concerne la norme, nous regardons celle de pdukqA pour un A fixé ; c’est-à-dire que nous
en regardons la norme opérateur :

}pdukqA} “ sup
}U}“1

}
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l} ď
k´1ÿ

l“0
|ak|}A}l}A}k´1´l ď k|ak|}A}k´1. (15.409)

Pour donner la convergence nous considérons un nombre r tel que }A} ă r ă R, de telle sorte que
la suite panrnq soit bornée par un nombre M et que nous puissions écrire

}pdukqA} ď k|ak|}A}k´1 “ k|ak|}A}k
}A} “ k|ak|

}A} r
k

ˆ}A}
r

˙k
ď M

}A}k
ˆ}A}

r

˙k
, (15.410)

dont la série converge. Nous avons donc convergence absolue de la série
8ÿ

k“0
pdukqA. (15.411)

Passons à la convergence normale sur tout compact. Nous nous fixons r ă R et nous nous intéres-
sons à la norme de duk sur Bp0, rq, c’est-à-dire

}duk}8 “ sup
xPBp0,rq

}pdukqA}. (15.412)

Vu que Bp0, rq est compact, ce supremum est un maximum et nous pouvons noter Ak la matrice
qui le réalise. Nous réalisons alors les mêmes manipulations que pour (15.410) :

}duk}8 “ }pdukqAk
} ď k|ak|}Ak}k´1 ď k|ak|rk´1 “ 1

r
k|ak|rk. (15.413)

Nous prenons maintenant r ă r0 ă R et M , un majorant de panrn0 q, de telle sorte qu’en multipliant
et divisant par rk0 ,

}duk}8 ď k|ak|rk0
r

rk

rk0
ď kM

r

ˆ
r

r0

˙k
, (15.414)
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dont la série converge. Nous avons donc convergence normale sur tout compact. Par voie de fait
conséquences nous avons continuité de la série

8ÿ

k“0
pdukqA (15.415)

et convergence vers dfA par le théorème 15.9.

Proposition 15.128.
Si le rayon de convergence de la série upAq “ ř8

k“0 akA
k est R, alors

(1) elle converge normalement sur tout compact de Bp0, Rq ;
(2) la fonction u y est de classe C8.

Démonstration. Nous posons
uk : Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq

A ÞÑ akA
k

(15.416)

qui est évidemment une fonction de classe C8. Nous étudions la je différentielle en m, pour k ą j
(dans une série, nous ne nous intéressons pas aux premiers termes). La je différentielle appliquée
à v1 appliquée à v2, etc s’exprime de la façon suivante :

pdjukqmpv1, . . . , vjq “ d

dt1
. . .

d

dtj

´
ukpm` t1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tjvjq

¯
ti“0

. (15.417)

Dans le produit pm` t1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tjvjqk, seuls les termes contenant exactement une fois chacun des
ti ne s’annulera pas après avoir fait la dérivée et évalué en ti “ 0. Combien de termes cela fait ?
Parmi les k facteurs, il faut en placer j qui ne sont pas m (cela fait

`
k
j

˘
possibilités), et puis il faut

ordonner ces j termes, cela fait encore j! possibilités. Au final,

}pdjukqm} ď |ak|
ˆ
k

j

˙
j!}m}k´j “ |ak|P pkq}m}k´j (15.418)

où P pkq “ k!
pk´jq! est un polynôme de degré j.

Afin d’étudier la convergence normale sur tout compact de la série des djuk, nous considérons
r ă r0 ă R et nous allons prouver la convergence normale sur Bp0, rq. Vu que c’est un compact, il
existe une matrice mk P Bp0, rq telle que

}djuk}8 “ }pdjukqmk
} (15.419a)

ď |ak|P pkq}mk}k´j (15.419b)
ď |ak|P pkqrk´j (15.419c)

“ |ak|P pkq
rj

rk (15.419d)

“ |ak|rk0P pkq
rj

ˆ
r

r0

˙k
(15.419e)

ď M

rj
P pkq

ˆ
r

r0

˙k
(15.419f)

où M est un majorant de anrn0 . Vu que r{r0 ă 1, la somme sur k converge et nous avons convergence
normale sur tout compact de

dj
8ÿ

k“0
akA

k “
8ÿ

k“0
djpakAkq (15.420)

avec un peu d’abus de notation.
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15.10 Exponentielle de matrices

Proposition 15.129.
Une matrice complexe est inversible si et seulement si elle est une exponentielle.

Autrement dit :
GLpn,Cq “ eMpn,Cq. (15.421)

Démonstration. Nous avons déjà prouvé dans la proposition 15.70 que toutes les exponentielles
étaient inversibles. Ici nous nous concentrons sur la réciproque.

Soit A P GLpn,Cq ; nous allons donner une matrice B P Mpn,Cq telle que A “ exppBq. D’abord
remarquons qu’il suffit de prouver le résultat pour une matrice par classe de similitude. En effet si
A “ exppBq et si M est inversible alors

exppMBM´1q “
ÿ

k

1
k!pMBM´1qk (15.422a)

“
ÿ

k

1
k!MBkM´1 (15.422b)

“ M exppBqM´1. (15.422c)

Donc MAM´1 “ exppMBM´1q. Nous pouvons donc nous contenter de trouver un logarithme
pour les blocs de Jordan. Nous supposons donc que A “ p1`Nq avec Nm “ 0. En nous inspirant
de (15.319), nous posons 47

Dptq “ tN ´ t2

2 N
2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qm tm´1

m´ 1N
m´1 (15.423)

et nous allons prouver que eDp1q “ 1` N . Notons que N étant nilpotente, cette somme ainsi que
toutes celles qui viennent sont finies. Il n’y a donc pas de problèmes de convergences dans cette
preuve (si ce n’est les passages des équations (15.422)).

Nous posons Sptq “ eDptq (la somme est finie), et nous avons

S1ptq “ D1ptqeDptq (15.424)

Afin d’obtenir une expression qui donne S1 en termes de S, nous multiplions par p1 ` tNq en
remarquant que p1` tNqD1ptq “ N nous avons

p1` tNqS1ptq “ NSptq. (15.425)

En dérivant à nouveau,
p1` tNqS2ptq “ 0. (15.426)

La matrice p1` tNq est inversible parce que son noyau est réduit à t0u. En effet si p1` tNqx “ 0,
alors Nx “ ´1

tx, ce qui est impossible parce que N est nilpotente. Ce que dit l’équation (15.426)
est alors que S2ptq “ 0. Si nous développons Sptq en puissances de t nous nous arrêtons au terme
d’ordre 1 et nous avons

Sptq “ Sp0q ` tS1p0q “ 1` tD1p0q “ 1 ` tN. (15.427)

En t “ 1 nous trouvons Sp1q “ 1 ` N . La matrice Dp1q donnée est donc bien un logarithme de
1`N .

47. Le logarithme d’un nombre n’est pas encore définit à ce moment, mais cela ne nous empêche pas de poser une
définition ici pour une application des réels vers les matrices.
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15.10.1 Diagonalisabilité d’exponentielle

Proposition 15.130 ([111]).
Si A P Mpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A est diagonalisable si et seulement si
eA est diagonalisable.

Démonstration. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible M telle que D “
M´1AM soit diagonale (c’est la définition 9.207). Dans ce cas nous avons aussi pM´1AMqk “
M´1AkM et donc M´1eAM “ eM

´1AM “ eD qui est diagonale.
La partie difficile est donc le contraire.

(i) Qui est diagonalisable et comment ? Nous supposons que eA est diagonalisable et nous
écrivons la décomposition de Dunford (théorème 9.257) :

A “ S `N (15.428)

où S est diagonalisable, N est nilpotente, rS,N s “ 0. Nous avons besoin de prouver que
N “ 0.
Les matrices A est S commutent ; en passant au développement nous en déduisons que A et
eS commutent, puis encore en passant au développement que eA et eS commutent. Vu que
S est diagonalisable, eS l’est et par hypothèse eA est également diagonalisable. Donc eA et
e´S sont simultanément diagonalisables par la proposition 9.214.
Étant donné que A et S commutent, nous avons eN “ eA´S “ eAe´S , et nous en déduisons
que eN est diagonalisable vu que les deux facteurs eA et e´S sont simultanément diagonali-
sables.

(ii) Unipotence Si r est le degré de nilpotence de N , nous avons

eN ´ 1 “ N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! . (15.429)

Donc

peN ´ 1qk “
ˆ
N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q!
˙k

(15.430)

où le membre de droite est un polynôme en N dont le terme de plus bas degré est de degré
k. Donc peN ´ 1q est nilpotente et eN est unipotente.
Si M est la matrice qui diagonalise eN , alors la matrice diagonale M´1eNM est tout autant
unipotente que eN elle-même. En effet,

pM´1eNM ´ 1qr “
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kM´1peN qkM (15.431a)

“ M´1

˜
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kpeN qk

¸
M (15.431b)

“ M´1peN ´ 1qrM (15.431c)
“ 0. (15.431d)

La matrice M´1eNM est donc une matrice diagonale et unipotente ; donc M´1eNM “ 1, ce
qui donne immédiatement que eN “ 1.

(iii) Polynômes annulateurs En reprenant le développement (15.429) sachant que eN “ 1,
nous savons que

N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! “ 0. (15.432)

Dit en termes pompeux (mais non moins porteurs de sens), le polynôme

QpXq “ X ` X2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` Xr´1

pr ´ 1q! (15.433)
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est un polynôme annulateur de N .
La proposition 9.96 stipule que le polynôme minimal d’un endomorphisme divise tous les
polynômes annulateurs. Dans notre cas, Xr est un polynôme annulateur et donc le polynôme
minimal de N est de la forme Xk. Donc il est Xr lui-même.
Nous avons donc Xr  Q. Mais Q est un polynôme contenant le monôme X donc Xr ne
peut diviser Q que si r “ 1. Nous en concluons que X est un polynôme annulateur de N .
C’est-à-dire que N “ 0.

(iv) Conclusion Vu que Dunford 48 dit que A “ S ` N et que nous venons de prouver que
N “ 0, nous concluons que A “ S avec S diagonalisable.

15.11 Étude d’asymptote

Lorsqu’une fonction tend vers l’infini pour x Ñ 8, une question qui peut venir est : à quelle
vitesse tend-t-elle vers l’infini ?

Il est « visible » que la fonction logarithme ne tend pas très vite vers l’infini : certes

lim
xÑ8 lnpxq “ `8, (15.434)

mais par exemple lnp100000q » 11.5 tandis que e100000 » 1043429. Sans contestations possibles,
l’exponentielle croit plus vite que le logarithme.

Soient f et g deux fonctions dont la limite x Ñ 8 est 8. Si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 0 (15.435)

nous disons que g tend vers 8 plus vite que f ; si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 8 (15.436)

nous disons que f tend vers 8 plus vite que g, et si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ a P R (15.437)

avec a ‰ 0 alors nous disons que f tend vers l’infini à la même vitesse que agpxq.
Exemple 15.131.
La fonction x ÞÑ x2 tend vers l’infini plus vite que la fonction x ÞÑ ?

x. △

Dans cette section nous allons nous contenter de déterminer les fonctions qui tendent vers l’infini
aussi vite qu’une droite oblique, que nous appellons asymptote et que nous voulons déterminer.

Exemple 15.132.
Déterminer les asymptotes obliques (s’ils existent) de la fonction

fpxq “ e1{xa1 ` 4x2. (15.438)

Tout d’abord nous remarquons que limxÑ8 fpxq “ 8. Nous sommes donc en présence d’une
branche du graphe qui tend vers l’infini. Ensuite,

lim
xÑ8

fpxq
x

“ lim
xÑ8 e

1{x
c

1
x2 ` 4 “ 2. (15.439)

48. Théorème 9.257.
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Donc le graphe de f tend vers l’infini à la même vitesse que le graphe de la fonction y “ 2x. Nous
aurons donc une asymptote oblique de coefficient directeur 2. De façon imagée, nous pouvons
penser que le graphe de f et celui de y “ 2x sont presque parallèles si x est assez grand. Afin de
déterminer l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, il nous reste à voir quelle est la « distance » entre
le graphe de f et celui de y “ 2x :

lim
xÑ8 fpxq ´ 2x “ lim

xÑ8 e
1{xa1 ` 4x2 ´ 2x. (15.440)

Cette limite a été calculée dans l’exemple 15.121 et vaut 2.
Nous concluons que le graphe de la fonction f admet l’asymptote

y “ 2x` 2. (15.441)

△

15.12 Développement en série

15.12.1 Série génératrice d’une suite

Soit un une suite telle que le rayon de convergence de

fpzq “
8ÿ

n“0
unz

n (15.442)

soit strictement positif. Alors la série f est la série génératrice de la suite punq.
Grâce au théorème 15.44 nous pouvons la dériver terme à terme autour de z “ 0. En utilisant

la petite formule (15.140) nous trouvons

f plqpzq “
8ÿ

n“l
un

n!
pn´ lq!z

n´l, (15.443)

et donc
ul “ f plqp0q

l! . (15.444)

D’où le nom de série génératrice. Cela est évidemment intéressant seulement si nous connaissons
une autre forme pour f par ailleurs.

Nous en utiliserons une pour déterminer les partitions d’un nombre en parts fixes, proposi-
tion 26.99.

15.12.2 Développement en série et Taylor

Définition 15.133.
Soit une fonction f : C Ñ C et z0 P C. Nous disons que f est développable en série entière
dans un voisinage de z0 si il existe une série

ř
n anz

n de rayon de convergence R ą 0 et r ď R tel
que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (15.445)

pour tout z P Bpz0, rq.
Proposition 15.134.
Si V est un ouvert dans C alors l’ensemble des fonctions V Ñ C développables en série entière
forme une C-algèbre.

Démonstration. Les séries entières passent aux sommes et aux produits en gardant des rayons de
convergence non nuls.
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Proposition 15.135.
Si f est développable en série entière à l’origine alors elle est C8 sur un voisinage de l’origine et
le développement est celui de Taylor :

fpxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (15.446)

pour tout x dans un voisinage de 0.

Démonstration. Si fpxq “ ř
anx

n, nous savons que f est C1 et que nous pouvons dériver terme
à terme (au moins dans un voisinage). De plus le fait de dériver ne change pas le domaine. Par
récurrence, la fonction est C8 sur le voisinage. En dérivant k fois la série

ř
anx

n nous trouvons

f pkqpxq “
8ÿ

n“k
npn´ 1q . . . pn´ k ` 1qanxn´k. (15.447)

En calculant en x “ 0 nous trouvons
f pkqp0q “ k!ak, (15.448)

d’où le terme général

ak “ f pkqp0q
k! . (15.449)

Si f est une fonction et si la série

Tf pxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (15.450)

converge, alors cette série est la série de Taylor de f .

Remarque 15.136.
La série de Taylor d’une fonction n’est pas liée à sa fonction de façon aussi raide qu’on pourrait le
croire. Même dans le cas d’une fonction C8 il peut arriver que Tf pxq ‰ fpxq.

Il peut aussi arriver que f ne soit pas développable en série entière.

Exemple 15.137.
Nous considérons la fonction

fpxq “
#
e´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.451)

Nous avons

f 1pxq “
#

2
x3 e

´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.452)

Note : pour la seconde ligne nous devons faire explicitement le calcul

f 1p0q “ lim
tÑ0

fptq ´ fp0q
t

“ lim
tÑ0

1
t
e´1{t2 “ 0. (15.453)

Plus généralement nous avons f pkqp0q “ 0, et par conséquent la série de Taylor converge (triviale-
ment) vers la fonction identiquement nulle.

Cette fonction n’est donc pas développable en série entière vu qu’il n’existe aucun voisinage de
zéro sur lequel la série de f coïncide avec f . △
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Exemple 15.138.
Développement de fpxq “ arctanpxq. Nous savons que

f 1pxq “ 1
1 ` x2 , (15.454)

alors que nous connaissons le développement

1
1 ´ x

“
8ÿ

n“0
xn (15.455)

pour tout x P Bp0, 1q. Nous avons donc successivement

1
1 ` x

“
ÿ

n“0
p´xqn (15.456a)

1
1 ` x2 “

ÿ

n“0
p´1qnx2n (15.456b)

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 ` C. (15.456c)

Notons que dans la dernière nous avons évité d’écrire la somme depuis n “ 0 (qui serait un terme
constant) et nous avons écris explicitement « `C ». Étant donné que arctanp0q “ 0, nous devons
poser C “ 0 et donc

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 . (15.457)

△

15.12.3 Resommer une série

Nous avons vu comment trouver la série correspondant à une fonction donnée. Un exercice
difficile consiste à trouver la fonction qui correspond à une somme donnée.

15.12.3.1 Les sommes du type
ř
n P pnqxn

Pour calculer 8ÿ

n“0
P pnqxn (15.458)

où P est un polynôme de degré m nous commençons par écrire

P pnq “ α0 ` α1pn` 1q ` α2pn` 1qpn` 2q ` ¨ ¨ ¨ ` αmpn` 1q . . . pn`mq. (15.459)

Nous décomposons alors la somme en m sommes de la forme

8ÿ

n“0
αk

pn` kq!
n! xn “ αk

˜ 8ÿ

n“0
xn`k

¸pkq
. (15.460)

Effectuons par exemple
8ÿ

n“0
xn`3 “ 1

1 ´ x
´ 1 ´ x´ x2 (15.461)

Notons que dans un usage pratique, ce terme devra être ensuite dérivé trois fois, de telle manière
que les termes « correctifs » n’interviennent pas. Cette méthode ne demande donc que de calculer
les dérivées successives de 1{p1 ´ xq.
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Exemple 15.139.
Calculons la fonction

fpxq “
8ÿ

n“0
n3xn. (15.462)

D’abord nous écrivons

n3 “ ´1 ` 7pn` 1q ´ 6pn` 1qpn` 2q ` pn` 1qpn` 2qpn` 3q. (15.463)

Nous avons
8ÿ

n“0
pn` 1qxn “

˜ 8ÿ

n“0
xn`1

¸1
“
ˆ

1
1 ´ x

´ 1
˙1

“ 1
px´ 1q2 . (15.464)

De la même façon,
ÿ

n

pn` 1qpn` 2qxn “
´ÿ

xn`2
¯2 “ ´2

px´ 1q3 (15.465a)

ÿ

n

pn` 1qpn` 2qpn` 3qxn “ 6
px´ 1q4 . (15.465b)

En remettant tout ensemble nous obtenons
8ÿ

n“0
n3xn “ ´ 1

1 ´ x
` 7

px´ 1q2 ` 12
px´ 1q3 ` 6

px´ 1q4 . (15.466)

Nous pouvons vérifier ce résultat en traçant les deux courbes et en remarquant qu’elles coïn-
cident.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: n=var(’n’)
sage: S(x)=sum( [ n**3*x**n for n in range(0,30) ] )
sage: f(x)=-1/(1-x)+7/((x-1)**2)+12/((x-1)**3)+6/( (x-1)**4 )
sage: S(0.1)
0.214906264288980
sage: f(0.1)
0.214906264288981
sage: f.plot(-0.5,0.5)+S.plot(-0.5,0.5)

△

15.12.3.2 Les sommes du type
ř
n x

n{P pnq
Si P pnq a des racines entières, nous pouvons le décomposer en fractions simples et utiliser la

somme 8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1 ´ xq. (15.467)

Nous avons par exemple
8ÿ

n“0

xn

n` 1 “ 1
x

ÿ

n“0

xn`1

n` 1 (15.468a)

“ 1
x

8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1 ´ xq

x
. (15.468b)
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Notez le changement de point de départ de la somme au passage.
Autre exemple :

8ÿ

n“0

xn

n` 3 “ 1
x3

˜ 8ÿ

n“1

xn

n
´ x´ x2

2

¸
(15.469a)

“ ´ lnpx´ 1q
x3 ´ 1

x2 ´ 1
2x. (15.469b)

Si le polynôme possède des racines non entières, les choses se compliquent.

Exemple 15.140.
Calculons 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 . (15.470)

Si x ě 0, en posant t “ ?
x nous trouvons

8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “ 1
t

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (15.471)

Étudions

Hptq “
8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (15.472)

Nous avons

H 1ptq “
8ÿ

n“0
t2n “

ÿ

n“0
pt2qn “ 1

1 ´ t2
. (15.473)

Une primitive de cette fonction est
1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (15.474)

En t “ 0, cette fonction vaut 0 qui est la bonne valeur. Donc nous avons bien

Hptq “ 1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (15.475)

Notons que ce que l’équation (15.473) nous dit est que Hptq est une primitive de 1{p1 ´ t2q. Il
faut choisir la bonne primitive en fixant une valeur.

Nous avons donc 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “ 1
2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ̌
?
x` 1?
x´ 1

ˇ̌
ˇ̌ (15.476)

pour x ą 0. Nous devons encore trouver ce que cela vaut pour x ă 0.
Nous posons successivement X “ ´x puis gpXq “ fp´Xq. Ce que nous devons calculer est

gptq “ 1
t

8ÿ

n“0

p´1qnt2n`1

2n` 1 . (15.477)

Si nous posons

hptq “
ÿ p´1qnt2n`1

2n` 1 , (15.478)

alors
h1ptq “

ÿ
p´1qnt2n “

ÿ
p´t2qn “ 1

1 ` t2
, (15.479)

par conséquent hptq “ arctanptq (cela avait déjà été déduit à l’envers dans l’exemple 15.138).
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Au final

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “

$
’’&
’’%

1
2

?
x

ln
ˇ̌
ˇ

?
x`1?
x´1

ˇ̌
ˇ si x ą 0

arctanp?´xq?´x si x ă 0
1 si x “ 0.

(15.480)

Notons qu’elle est continue en zéro à gauche et à droite.
△

Exemple 15.141.
Nous considérons l’exemple suivant :

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

3n` 2 . (15.481)

Nous posons t “ 3
?
x, et nous substituons :

xn

3n` 2 “ t3n

3n` 2 “ 1
t2
t3n`2

3n` 2 . (15.482)

Nous devons étudier la fonction
gptq “

8ÿ

n“0

t3n`2

3n` 2 (15.483)

Nous avons
g1ptq “

ÿ

n“0
t3n`1 “ t

ÿ

n“0
t3n “ t

1 ´ t3
. (15.484)

Notons que gp0q “ 0. △

Exemple 15.142.
Calculer le nombre 8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 . (15.485)

Nous aurions envie de dire que cela est fp´1q pour la fonction f donnée en (15.480). Le problème
est que le rayon de convergence de f étant 1, rien n’est garanti quand au fait que la fonction y soit
continue en x “ ´1. En particulier nous devons justifier le fait que

lim
xÑ´1

ÿ

n

xn

2n` 1 “ lim
xÑ´1

1?´x arctanp?´xq. (15.486)

Ce qui nous sauve est le critère d’Abel radial (théorème 15.40). En effet la série
ÿ rn

2n` 1 (15.487)

étant convergente avec r “ ´1, la série correspondante est continue sur r´1, 0s. Nous pouvons
donc calculer la série (15.485) en posant x “ ´1 dans (15.480) :

8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 “ π

4 . (15.488)

Note : la série (15.487) ne converge pas avec r “ 1. La fonction f n’est pas continue en
x “ 1. △

Exemple 15.143.
Nous avons 8ÿ

n“1
nxn´1 “ 1

p1 ´ xq2 . (15.489)
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En effet si nous désignons par f la somme à gauche, nous trouvons que f “ g1 avec

gpxq “
8ÿ

n“1
xn. (15.490)

Nous savons par ailleurs que gpxq “ 1{p1 ´ xq. Par conséquent

fpxq “
ˆ

1
1 ´ x

˙1
“ 1

p1 ´ xq2 . (15.491)

△

15.12.3.3 Sage, primitives et logarithme complexe

15.144.
Attention : Sage pourrait nous induire en erreur si nous n’y prenions pas garde. En effet ce que
vous ne savez pas mais que Sage sait, c’est que

lnp´1q “ iπ. (15.492)

Par conséquent Sage se permet de donner des primitives sans valeurs absolues dans le logarithme :

sage: f(x)=1/x
sage: f.integrate(x)
x |--> log(x)

La primitive à laquelle on s’attend d’habitude est lnp|x|q. Ici la réponse est correcte parce que si x
est négatif nous avons

lnpxq “ ln
`p´1q|x|˘ “ lnp´1q ` lnp|x|q. (15.493)

Cette fonction est donc décalée de la primitive usuelle seulement de la constante lnp´1q.
Un exemple plus élaboré :

sage: h(x)=1/(1-x**2)
sage: H=h.integrate(x)
sage: H
x |--> -1/2*log(x - 1) + 1/2*log(x + 1)
sage: H(0)
-1/2*I*pi

Exemple 15.145.
Encore une fois il faut faire attention en demandant la primitive à Sage :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=x/(1-x**3)
sage: F=f.integrate(x)
sage: F(0)
-1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3))

Cette fois la primitive proposée diffère de celle qu’on cherche de la constante complexe

´π

3 i. (15.494)

Mais il y a pire si nous voulons tracer. Nous voudrions définir la fonction F2pxq “ F pxq ´ F p0q.
Mathématiquement c’est bien de cette fonction que nous parlons, mais :
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sage: F2(x)=F(x)-F(0)
sage: F2(x)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*(2*x + 1)*sqrt(3)) +

+1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 1/3*log(x - 1) + 1/6*log(x^2 + x + 1)
sage: F2.plot(x,-0.1,0.1)
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

WARNING: When plotting, failed to evaluate function at 200 points.
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

Last error message: ’unable to simplify to float approximation’

Il refuse de tracer. Pourquoi ? La partie complexe de l’expression de F2 est mathématiquement
nulle, mais elle est en deux parties :

π

3 ` la partie imaginaire de ´ 1
3 lnpx´ 1q. (15.495)

Lorsque Sage tente de tracer, il donne à x un certain nombre de valeurs et calcule une valeur
approchée de lnpx´1q. Cette dernière ne se simplifie pas avec le nombre exact π{3. Sage reste donc
avec une partie imaginaire qu’il ne peut pas tracer.

Notez la nuance :

sage: ln(-0.1)
-2.30258509299405 + 3.14159265358979*I
sage: ln(-1/10)
I*pi + log(1/10)

Du coup nous avons aussi

sage: F2(-0.1)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(0.266666666666667*sqrt(3))

+ 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 0.0474885065133152 - 1.04719755119660*I

△

15.12.3.4 Nombres de Bell

Ici nous montrerions bien le théorème 15.167 sur les nombres de Bell parce que c’est essentiel-
lement un résultat sur les séries entières et leurs manipulations. Hélas, il demande un tout petit
peu d’équation différentielle (presque rien). Donc il est postposé jusqu’en page 1374.

15.13 Séries entières de matrices

Nous nous proposons d’étudier des séries de la forme

8ÿ

k“0
akA

k (15.496)

où A est une matrice. L’essentiel de la théorie va rester. Nous considérons une norme algébrique
(définition 11.56), c’est-à-dire }AB} ď }A}}B}.

15.13.1 Rayon de convergence

La notion de rayon de convergence de cette série reste la même : c’est la définition 15.12 qui ne
dépend que des coefficients ak et pas du tout de ce qu’on met à côté dans la somme. Évidemment
il faudra montrer que dans le cas des matrices, le nom « rayon de convergence » n’est pas usurpé.
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Proposition 15.146.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et A P Mpn,Rq une matrice vérifiant
}A} ă R. Alors la série

8ÿ

k“0
akA

k (15.497)

converge absolument, c’est-à-dire que
ř
k }akAk} ă 8.

Démonstration. Nous avons les majorations

}anAn} ď |an|}An} ď |an|}A}n. (15.498)

Par hypothèse }A} ă R et R est un supremum, donc il existe r tel que }A} ă r ă R avec panrnq
borné. Nommons M un majorant de la suite panrnq. Alors nous avons

}anAn} ď |an|rn }A}n
rn

ď M

ˆ}A}
r

˙n
. (15.499)

La série du membre de droite converge parce que c’est une série géométrique de raison plus petite
que 1, proposition 11.124.

15.13.2 Convergence et rayon spectral

Le concept de rayon spectral permet aussi de donner des informations sur la convergence de
séries de matrices. Pour rappel le rayon spectral d’une matrice est le maximum du module de ses
valeurs propres (définition 11.57). Le rayon spectral de la matrice A est noté ρpAq.

La proposition suivante sera redémontrée indépendamment dans le théorème 15.148.

Proposition 15.147 ([111]).
Si A P Mpn,Cq est telle que ρpAq ă 1, alors An Ñ 0.

Démonstration. Nous nous plaçons dans une base des espaces caractéristiques 49 de A, c’est-à-dire
que nous supposons que la matrice A a la forme

A “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚ (15.500)

où les λi sont les valeurs propres de A et les Ni sont nilpotentes. En effet nous savons que l’espace
caractéristique Fλi

est l’espace de nilpolence de A ´ λi1. Si nous notons Ai la restriction de A à
cet espace, la matrice Ni “ Ai ´ λi1 est nilpotente. Du coup Ai “ λI1`Ni et nous avons bien la
décomposition (15.500).

Nous avons donc An Ñ 0 si et seulement si pNi`λi1qn Ñ 0 pour tout i. Soit donc N nilpotente
et λ ă 1 (parce que nous savons que toutes les valeurs propres de A sont inférieures à un). Nous
avons

pλ1`Nqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk “

r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk. (15.501)

Nous voyons que le nombre de termes dans la somme ne dépend pas de n. De plus pour chacun de
termes, la puissance de N ne dépend pas non plus de n. Le terme

ˆ
n

k

˙
λn´k ď P pnqλn´k (15.502)

où P est un polynôme tend vers zéro lorsque n devient grand parce que c’est un cas polynôme fois
exponentielle.

49. Voir le théorème 9.255
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Théorème 15.148 (Thème 40[369]).
Soit A P Mpn,Kq (K “ R ou C). Les affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) limkÑ8 Ak “ 0
(2) ρpAq ă 1
(3)

ř8
k“0A

k converge.
Dans le cas où ces conditions sont vérifiées, nous avons aussi

— 1´A est inversible,
—

ř8
k“0A

k “ p1´Aq´1

Démonstration. Nous supposons qu’une norme est donnée surKn et nous considérons surMpn,Kq
la topologie associée à la norme subordonnée 50. Nous subdivisons la preuves en différentes impli-
cations.

(i) (1) implique (2) Si ρpAq ě 1, en combinant la proposition 12.114 avec la proposition 12.116,
nous avons

}Am} ě `
ρpAq˘m ě 1 (15.503)

Mais la limite Ak Mpn,KqÝÑ 0 signifie la limite }Ak} RÝÑ 0. Le fait que tous les éléments de la
suite soient plus grand que 1 empêche cette limite.

(ii) (2) implique (1) Vu que ρpAq ă 1, il existe ϵ ą 0 tel que ρpAq`ϵ ă 1. Par le lemme 12.115
il existe une norme N sur Mpn,Kq telle que NpAq ď ρpAq ` ϵ ă 1. Notons que cette norme
N dépend de A et de ϵ.
Avec cette norme nous avons

NpAkq ď NpAqk RÝÑ 0. (15.504)

Cela signifie que Ak NÝÑ 0. L’équivalence entre toutes les normes sur Mpn,Kq donne alors la
convergence Ak }.}ÝÑ 0.
Pour une preuve alternative de cette implication, voir la proposition 15.147.

(iii) (3) implique (1) La convergence d’une série implique que la norme du terme général
converge vers zéro par la proposition 11.91. Nous avons donc }Ak} Ñ 0, ce qui signifie
Ak Ñ 0, et donc ρpAq ă 1 parce que (1) implique (2).

(iv) ρpAq ă 1 implique 1´A est inversible Si µ est une valeur propre de 1´A alors

det
`p1´Aq ´ µ1

˘ “ det
`
A´ p1 ´ µq1˘, (15.505)

donc 1 ´ µ est une valeur propre de A. Donc les valeurs propres de 1´ A sont les nombres
1 ´ λi où les λß sont les valeurs propres de A. Par hypothèse, nous avons λi ă 1 pour tout i,
donc les valeurs propres de 1´ A sont toutes non nulles. Donc 1´ A est inversible (pas de
noyau).

(v) Le reste Nous montrons à présent que si ρpAq ă 1 alors
ř8
k“0A

k converge vers 1´A. Pour
cela nous savons déjà que 1´A est inversible. Nous posons

Bm “ 1`A` . . .`Am, (15.506)

ce qui donne immédiatement ABm “ A`A2 ` . . .`Am`1. Nous avons donc

p1´AqBm “ 1´Am`1. (15.507)

Nous savons que limmÑ0Am “ 0, donc

p1´Aq
8ÿ

k“0
Ak “ lim

kÑ8p1´AqBk “ lim
kÑ8p1´Ak`1q “ 1. (15.508)

Notez au passage que nous avons permuté la somme avec le produit matriciel (voir 11.5.2).

50. Si on parle de convergence d’une suite, c’est qu’il y a une topologie quelque part.
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15.13.3 Exponentielle et logarithme de matrice

La définition de l’exponentielle dans le cas des matrices est celle sur les algèbres normées non
commutatives, 15.65.

Proposition 15.149.
L’application

exp: Mpn,Rq Ñ Mpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0

Ak

k!
(15.509)

est une application de classe C8. Sa différentielle en zéro est l’identité : pd expq0 “ Id.

Démonstration. En ce qui concerne la continuité, nous savons que le rayon de convergence de la
suite 1

k! est infini ; la proposition 15.128 conclut.
Pour la différentielle, c’est la proposition 15.127 qui nous permet d’écrire

d exp0pUq “ d

dt

”
expptUq

ı
t“0

“ d

dt

” 8ÿ

k“0

tkUk

k!

ı
t“0

“
8ÿ

k“0

ktk´1Uk

k!

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“0

“ U (15.510)

parce que seul le terme k “ 1 n’est pas nul.

Nous avons vu par la proposition 15.129 que toute matrice complexe inversible a un logarithme.
Nous allons maintenant parler de logarithme de matrices réelles avec une condition sur la norme.
La formule ci-dessous montre explicitement que le logarithme est réel.

ln : tA P Mpn,Rq tel que }A´ 1} ă 1u Ñ Mpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
p´1qk pA´ 1qk`1

k ` 1 .
(15.511)

Lemme 15.150.
Si }m} ă 1 dans Mpn,Rq, alors nous posons

lnp1`mq “
8ÿ

k“0
p´1qkm

k`1

k ` 1 . (15.512)

Cette fonction a les propriétés suivantes.
(1) Elle est de classe C8.
(2) Elle est un bon logarithme au sens où

elnp1`mq “ 1`m. (15.513)

(3) Elle vérifie l’approximation
lnp1 `mq “ m` σpmq (15.514)

où σ a la propriété que
lim
kÑ8 kσ

´m
k

¯
“ 0. (15.515)

Démonstration. Le rayon de convergence de la suite ak “ p´1qk

k`1 est 1. Donc l’application donnée
est C8 sur Bp0, 1q par le théorème 15.128.

D’après la formule (15.512) nous avons

σpmq “
8ÿ

l“1
p´1qlm

l`1

l ` 1 . (15.516)
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Nous avons alors
kσpm

k
q “

8ÿ

l“1
p´1ql ml`1

klpl ` 1q , (15.517)

et donc
}kσpm

k
q} ď

8ÿ

l“1

}m}l`1

klpl ` 1q ď 1
k

8ÿ

l“1

}m}l`1

l ` 1
kÑ8Ñ 0 (15.518)

Cela prouve la dernière assertion.

Proposition 15.151.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. Nous considérons la fonction

f : R Ñ EndpV q
t ÞÑ etA.

(15.519)

Cette fonction vérifie
f 1ptq “ `

etA
˘1 “ AetA. (15.520)

Démonstration. Si nous posons fkptq “ tkAk

k! alors la fonction f est la somme : f “ ř8
k“0 fk. Nous

allons permuter la somme et la dérivation à l’aide du théorème 15.9. Vu que

f 1
kptq “ ktk´1Ak

k! , (15.521)

la suite des dérivées converge normalement surR, nous pouvons dériver terme à terme pour obtenir
´ 8ÿ

k“0
tk
Ak

k!

¯1 “
8ÿ

k“0
ktk´1A

k

k! “
8ÿ

k“1
ktk´1A

k

k! “ A
8ÿ

k“1

Ak´1tk´1

pk ´ 1q! “ AetA. (15.522)

Notez le jeu au niveau du point départ de la somme : elle passe de 0 à 1 parce que le terme zéro
est nul, mais la simplification k

k! “ 1
pk´1q! n’a pas de sens pour k “ 0.

Lemme 15.152 ([458]).
Soit A P EndpV q où V est un espace vectoriel réel de dimension finie. Si nous notons λi (i “
1, . . . , r) les valeurs propres distinctes de A alors il existe un polynôme P P RrXs tel que

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq. (15.523)

Démonstration. Le polynôme caractéristique de A se note, d’après le corolaire 12.110 de la façon
suivante :

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (15.524)

où mi est la multiplicité de la valeur propre λi. Le lemme des noyaux 9.86 nous dit qu’en posant

Vi “ kerpA´ λi1qmi (15.525)

nous avons V “ Àr
i“1 Vi. Nous nommons pi : V Ñ V la projection canonique de E sur Vi ainsi que

xi la composante de x P V dans l’espace caractéristique Vi et nous posons Ai “ pi ˝A. Les espaces
caractéristiques sont stables par A (lemme 9.252), donc pAxiqi “ Axi. Par conséquent

ř
iAipi “ A

parce que `ÿ

i

piApi
˘pxq “

ÿ

i

pAxiqi “
ÿ

i

Axi “ A
ÿ

i

xi “ Ax. (15.526)

En ce qui concerne les puissances de A nous avons de même

Ani xi “ AiA
n´1
i xiloomoon
PVi

“ AAn´1
i xi “ Anxi, (15.527)
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et donc
rÿ

i“1
Ani pi “ An. (15.528)

En particulier,
etA “

ÿ

i

etAipi. (15.529)

C’est de cette exponentielle de matrice que nous devons étudier la norme.
La décomposition de Dunford du théorème 9.257 est toujours un bon plan pour traiter avec les

exponentielles : nous avons A “ s` n avec

s “
ÿ

k

λkpk, n “
ÿ

k

pA´ λk1qpk. (15.530)

Nous montrons que la décomposition de Dunford de piA est piA “ pis` pin. Nous avons

pis “
ÿ

k

λkpipk “ λipi (15.531)

qui est bien diagonalisable. De plus les espaces caractéristiques sont stables par n, donc pin est
nilpotent. Enfin ils commutent :

rpis, pins “ λippin´ pinpiq. (15.532)

Vu que n préserve les espaces caractéristiques, lorsque v P Vk avec k ‰ i nous avons pinpiv “ 0 et
pinv “ 0. Mais si v P Vi alors

pinpiv “ pinv “ nv (15.533)

et pinv “ nv, donc les opérateurs pin et pinpi sont égaux et (15.532) donne bien zéro. En ce qui
concerne l’exponentielle de Ai nous avons

epiA “ episepin “ eλipi exp
`pA´ λi1qpi

˘
. (15.534)

Nous pouvons maintenant sérieusement nous attaquer à la norme de etA de l’équation (15.529).
D’abord nous avons }pi} “ 1 parce que l’opérateur pi est l’identité sur au moins un vecteur (en
fait tout ceux de l’espace caractéristique Vi). En utilisant les propriétés de la norme opérateur 51,
nous trouvons dans un premier temps 52 :

}etA} ď
rÿ

i“1
}etAi} ď

rÿ

i“1
|etλi |

miÿ

k“0

|t|k
k! }A´ λi1i}k

looooooooooomooooooooooon
“Pip|t|

(15.535)

où 1i est l’opérateur identité sur Vi. Petit détail dans le calcul :

}eλipi} ď
8ÿ

l“0

λli
k! }pi}l “ eλi . (15.536)

Notons que tous les termes de Pip|t|q et Pi
`|t|˘ sont positifs, de telle sorte que nous pouvons majorer

en ajoutant des termes partout. À la place d’avoir Pip|t|q comme coefficient de |etλi | nous majorons
en mettant

řr
j“1 Pjp|t|q comme coefficient :

}etA} ď
rÿ

i“1
|etλi |Pi

`|t|˘ “
rÿ

i“1
|etλi |

rÿ

j“1
Pj
`|t|˘ “ P

`|t|˘
rÿ

i“1
etRepλiq. (15.537)

L’arrivée de la partie réelle est une égalité usuelle pour les nombres complexes : |ea`bi| “ ea|ebi| “
ea.

51. Surtout le fait que ce soit une norme d’algèbre, lemme 11.61.
52. Si les valeurs propres de A sont λi, celles de tA sont tλi.
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15.13.4 Calcul effectif de l’exponentielle d’une matrice

Nous reprenons l’exemple de [459]. Soit A une matrice dont le polynôme minimum s’écrit

P pXq “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. (15.538)

Par le théorème 9.86 de décomposition des noyaux nous avons

E “ kerpA´ 1q2 ‘ kerpA´ 2q. (15.539)

En suivant les notations de ce théorème nous avons P1pXq “ pX ´ 1q2, P2pXq “ X ´ 2 et

Q1pXq “ X ´ 2 (15.540a)
Q2pXq “ pX ´ 1q2. (15.540b)

En posant
R1pXq “ ´X
R2pXq “ 1,

(15.541)

nous avons une solution de Bezout :

R1Q1 `R2Q2 “ 1. (15.542)

Conformément au théorème 9.86(3), le projecteur pi sur ker
`
PipAq˘ est pRiQiqpAq :

p1 “ projkerpA´1q2 “ ´ApA´ 2q
p2 “ projkerpA´2q “ pA´ 1q2 (15.543)

Passons maintenant au calcul de l’exponentielle 53. Nous avons évidemment

eA “ eAp1 ` eAp2. (15.544)

Afin de nous adapter au projecteurs que nous avons en main, nous écrivons A “ 1 ` pA ´ 1q et
nous utilisons la proposition 15.68(4) :

eA “ e1`pA´1q “ e1eA´1 “ eeA´1. (15.545)

Pour tout x, nous avons pA´ 1qkp1pxq “ 0 dès que k ě 2. Donc nous avons

eAp1pxq “ eeA´1p1pxq “ e
ÿ

k

pA´ 1qk
k! p1pxq “ ep1pxq ` epA´ 1qp1pxq “ eAp1pxq. (15.546)

En ce qui concerne p2 nous faisons de même en partant de eA “ e21eA´21 :

eAp2pxq “ e2
8ÿ

k“0

pA´ 1qk
k! p2pxq “ e2p2pxq. (15.547)

En recollant les morceaux avec (15.544),

eApxq “ eAp1pxq ` e2p2pxq “ ´eA2pA´ 2qx` e2pA´ 1q2x. (15.548)

Au final nous avons prouvé que

eA “ ´eA2pA´ 2q ` e2pA´ 1q2. (15.549)
53. Définition 15.65. Thème 49



1368 CHAPITRE 15. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

15.14 Lemme de Borel

15.14.1 Fonctions plateaux, Urysohn, partition de l’unité

Vous voulez une fonction de classe C8 nulle sur un ouvert, mais qui n’est pas nulle partout ?
En voici une.

Lemme 15.153.
La fonction

φpxq “
#
e´1{x si x ą 0
0 sinon.

(15.550)

est de classe C8.

Démonstration. Pour tout polynôme P nous avons la limite 54

lim
xÑ0`

e´1{x

P pxq “ 0. (15.551)

De là, en écrivant les dérivées successives de φ, il est facile de voir qu’elles sont continues en
x “ 0.

Lemme 15.154.
Soit m ą 0. Il existe une application ψm P C8pRq vérifiant

ψmpxq “

$
’&
’%

1 si x ă 0
0 si x ą m

positive si x P r0,ms.
(15.552)

Démonstration. Nous partons de la fonction φ du lemme 15.153. Ensuite nous considérons

ψmpxq “ 1 ´
şx
0 φptqdtşm
0 φptqdt (15.553)

Cette fonction est encore de classe C8. En effet, le dénominateur
şm
0 φptqdt est un simple nombre

strictement positif sans histoires tandis que la proposition 14.271 dit que x ÞÑ şx
0 φptqdt est une

primitive de φ. Vu que φ est déjà de classe C8, sa primitive l’est également.

Lemme 15.155 ([234]).
Soient a ă b dans R. Il existe une fonction f P C8pRq telle que

(1) 0 ď f ď 1,
(2) f “ 0 sur s´8, as,
(3) f “ 1 sur rb,8r.

Démonstration. C’est une variation sur le thème de la fonction du lemme 15.154 ; il s’agit de la
retourner, dilater et décaler. Posez successivement f1pxq “ ψmp´xq, f2pxq “ f1

`
mx{pb ´ aq˘ et

f3pxq “ f2px´aq et je crois que le compte est bon. La fonction f3 est celle que nous cherchons.

Proposition 15.156.
Soient a ă b ă c ă d dans R. Il existe une fonction f P C8pRq à valeurs positives telle que

(1) fpxq “ 1 si x P rb, cs
(2) supppfq Ă ra, ds.
54. Voir la proposition 15.106(3).
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Démonstration. Nous considérons la fonction ψm du lemme 15.154, et nous considérons les fonc-
tions

f1pxq “ ψd´cpx´ cq “

$
’&
’%

1 si x ă c

0 si x ą d

positive si x P rc, ds.
(15.554a)

f2pxq “ ψpb´ aqpb´ xq “

$
’&
’%

0 si x ă a

1 si x ą b

positive si x P ra, bs.
, (15.554b)

et finalement la fonction suivante répond à la question des fonctions plateaux sur R :

fpxq “ f1pxqf2pxq. (15.555)

Une variation sur le même thème est l’existence de fonctions infiniment dérivables à support
compact, c’est-à-dire des fonctions dans C8

c pRdq “ DpRdq.
Lemme 15.157 ([1]).
Pour tout n P N nous avons

lim
xÑ1´

e´1{p1´x2q

p1 ´ x2qn “ 0. (15.556)

Démonstration. D’abord le lemme 15.105 nous indique que

lim
xÑ8x

ne´x “ 0. (15.557)

Nous prouvons ensuite que

lim
xÑ0`

e´1{x

xn
“ 0. (15.558)

Pour cela nous considérons ϵ ą 0. Soit M ą 0 tel que xne´x ă ϵ pour tout x ą M . Nous considérons
δ tel que 0 ă x ă δ implique 1{x ą M .

Pour de tels x, nous avons e´1{x{xn ă ϵ.
Nous montrons enfin que

lim
xÑ1`

e´1{p1´x2q

p1 ´ x2q “ 0. (15.559)

Pour cela, soit ϵ ą 0. Soit δ tel que 0 ă x ă δ implique e´1{x{xn ă ϵ. Soit δ1 tel que 1 ă x ă 1 ` δ1
implique 1 ´ x2 ă δ. Avec ça, nous avons

1 ă x ă 1 ` δ1 ñ e´1{p1´x2q

p1 ´ x2qn ă ϵ. (15.560)

Proposition 15.158.
La fonction ξ : Rd Ñ R donnée par

ξpxq “
#
e´1{p1´}x}2q si x P Bp0, 1q
0 sinon.

(15.561)

est de classe C8 et à support compact.
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Démonstration. Le fait que le support soit compact est le fait qu’un support est toujours fermé
(c’est dans la définition) et que le support de ξ est borné, contenu dans Bp0, 1q. Le vrai travail est
de montrer que cette fonction est de classe C8.

Nous commençons par voir en dimension 1. C’est à dire la fonction

f : R Ñ R

x ÞÑ
#
e´1{p1´x2q si |x| ă 1
0 sinon

(15.562)

Le lemme 15.157 dit que f est continue. En ce qui concerne les dérivées de f , vous pouvez montrer
par récurrence que

f pnqpxq “
#

Ppxq
px2´1qfpxq si |x| ă 1
0 sinon

(15.563)

où Pn est un polynôme. Le lemme 15.157 (encore lui) nous indique que f pnq est continue.
Pour que ξ soit de classe C8, il suffit maintenant d’invoquer la proposition 7.155 qui dit que

la norme est une application de classe C8.

Corolaire 15.159.
Il existe une fonction ξ P D

`
Bp0, Rq˘ telle que

ş
R
ξpxqdx “ 1.

Démonstration. Prenez la fonction de la proposition 15.158. Si R ă 1, faites une redéfinition
ξ2 “ ξpλxq pour que le support soit dans Bp0, Rq. Ensuite, si l’intégrale n’est pas 1, encore une
redéfinition ξ3 “ µξ2.

Il ne faudrait pas croire pour autant que tout est toujours rose au pays des fonctions C8 à
support compact.

Proposition 15.160.
Si ϕ est une fonction C8 non nulle à support compact sur R, alors ϕ1{ϕ n’est pas bornée.

Plus présisément, nous posons D “ tx P R tel que ϕpxq ‰ 0u. Alors la fonction

f : D Ñ R

x ÞÑ ϕ1pxq{ϕpxq (15.564)

n’est pas bornée.

Démonstration. Quitte à décaller et à multiplier, nous supposons que ϕp0q “ 1. Sinon vous consi-
dérez x0 tel que ϕpx0q “ y0 ‰ 0 et vous adaptez tout le reste de la démonstration à vos frais.

Vu que ϕ est continue, la partie Z “ tx ě 0 P R tel que ϕpxq “ 0u est fermée. Elle est également
bornée vers le bas par 0. Donc elle possède un minimum que nous nommons a :

a “ mintx ě 0 tel que ϕpxq “ 0u. (15.565)

Les valeurs de ϕ qui vons nous intéresser sont :

ϕpxq “
#

ą 0 si x P r0, ar
“ 0 si x “ a.

(15.566)

Enfin, nous posons
M “ suptϕ1pxq{ϕpxquxPr0,ar. (15.567)

Nous supposons que M ă 8 55.

55. Vous pouvez ne pas supposer cela et voir le reste de la preuve comme une démonstration que M “ 8. Ici nous
allons faire par l’absurde et montrer une contradiction en supposant que M ă 8.
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Nous posons
F : r0, ar Ñ R

x ÞÑ
ż x

0

ϕ1ptq
ϕptq dt.

(15.568)

Vu que ϕ est de classe C8 et que x est dans r0, ar sur lequel ϕ ne s’annule pas, cette intégrale n’a
rien d’exceptionnel.

Nous pouvons majorer F de la façon suivantes :

F pxq “
ż x

0

ϕ1ptq
ϕptq dt ď

ż x

0
Mdt “ Mx ă Ma. (15.569)

La proposition 14.271 lie primitive et intégrale ; celle de ϕ1pxq{ϕpxq est ln
`
ϕpxq˘ nous avons

donc
F pxq “ lnpϕpxqq ´ lnpϕp0qq “ ln

`
ϕpxq˘. (15.570)

Mais vu que limxÑa ϕpxq “ 0, nous avons limxÑa F pxq “ 8, d’où la contradiction.

Notez que l’expression 15.570 montre que ϕ1pxq{ϕpxq tend vers ´8, ce qui est logique : la
dérivée est négative alors que ϕ reste positive. Ce que dit la proposition est qu’une fonction C8 à
support compact tend plus vite vers zéro que sa dérivée.

15.14.2 Lemme de Urysohn

Le lemme d’Urysohn comprend de nombreuses variantes plus ou moins générales. En voici une
parmi les plus simples.

Lemme 15.161 (Lemme d’Urysohn).
Soient un ouvert U de R et un compact K inclus dans U . Il existe une fonction f : R Ñ r0, 1s de
classe C8 telle que

(1) fpxq “ 1 pour x P K,
(2) supppfq Ă U .

Démonstration. Vu que K est compact, il est borné (théorème 10.24). Nous posons b “ minpKq
et c “ maxpKq. En particulier b et c sont des éléments de K et donc de U . Comme U est ouvert,
il existe des boules centrées en b et c contenues dans U . Soit r le rayon de telles boules :

Bpb, rq Ă U (15.571a)
Bpc, rq Ă U . (15.571b)

Nous posons a “ b´ r P U et d “ c` r P U . Nous considérons à présent la fonction plateau f de la
proposition 15.156. Elle est de classe C8 et vérifie fpxq “ 1 pour x P rb, cs “ K ainsi que fpxq “ 0
hors de ra, ds Ă U .

15.162.
Notons que la fonction du lemme d’Urysohn 15.161 n’épouse pas spécialement très bien la forme
de K. Si par exemple K “ r0, 1s Y r10, 11s, la fonction f sera égale à 1 au moins sur r0, 11s.

Une généralisation à plus de dimensions.

Proposition 15.163 (Urysohn, Fonctions plateau[234]).
Soit un ouvert Ω Ă Rd ainsi qu’un compact K dans Ω. Il existe une fonction ϕ P C8pRdq telle que

(1) supppϕq est compact dans Ω,
(2) 0 ď ϕ ď 1
(3) ϕ “ 1 sur un voisinage de K.
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15.14.3 Partition de l’unité

Théorème 15.164 (Partition de l’unité[234]).
Soient un compact K Ă Rd et des ouverts tΩiui“1,...,n recouvrant K. Alors il existe des fonctions
ϕi P C8pRdq (i “ 1, . . . , n) telles que

(1) 0 ď ϕk ď 1
(2) supppϕkq Ă Ωk,
(3)

řn
k“1 ϕk “ 1 sur un voisinage de K.

Ces fonctions ϕi sont une partition de l’unité subordonnée aux ouverts Ωi.

Démonstration. Nous considérons des compacts tKiui“1,...,n comme dans le lemme 7.279. Pour
chaque i nous avons Ki Ă Ωi, de telle sorte à ce que nous pouvions utiliser la proposition 15.163.
Nous avons donc des fonctions ψj P C8pRdq telles que supppψjq est compact dans Ωj , ψj ě 0 et
ψj “ 1 sur Vj qui est un voisinage ouvert de Kj .

Nous posons V “ V1 Y . . .Y Vn. C’est un ouvert qui contient K parce que

K Ă
ď

j

Kj Ă
ď

j

Ωj Ă
ď

j

Vj . (15.572)

Nous faisons de même pour K lui-même. Il existe une fonction θ P C8pRdq telle que
— supppθq est compact dans V n
— θ “ 1 sur un voisinage de K,
— 0 ď θ ď 1.

Vu que ψj “ 1 sur Vj , nous avons
řn
j“1 ψj ą 0 sur V .

Nous prouvons à présent que
1 ´ θ `

ÿ

k“1
ψk ą 0 (15.573)

sur Rd.
(i) Si x P V Alors 1 ´ θpxq ě 0 et donc

1 ´ θpxq `
nÿ

k“1
ψkpxq ě

nÿ

k“1
ψkpxq ą 0. (15.574)

(ii) Si x R V Vu que le support de θ est dans V , nous avons θpxq “ 0. Quant aux fonctions ψk,
elles font un peu ce qu’elles veulent, mais elles sont positives 56 et donc

1 ´ θpxq `
nÿ

k“1
ψkpxq ě 1 ´ θpxq “ 1. (15.575)

Vu que (15.573) est prouvé, nous pouvons poser

ϕj “ ψj
1 ´ θ ` řn

k“1 ψk
(15.576)

sans peur pour le dénominateur. Nous avons ϕj P C8pRdq. Nous savons que θ “ 1 sur un voisinage
de K. Su ce voisinage nous avons

nÿ

j“1
ϕjpxq “

ř
j ψjpxq

1 ´ θpxq ` ř
k ψkpxq “ 1. (15.577)

De plus ϕj ě 0 parce que chacun des ψj l’est et parce que nous avons montré que le dénominateur
était toujours strictement positif.

En enfin,
supppϕjq “ supppψjq Ă Ωj . (15.578)

Donc les fonctions ϕj sont celles que dont nous avions besoin.
56. Dans le Frido, « positif » signifie dans r0,8s.
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15.14.4 Le lemme de Borel

Lemme 15.165 (Lemme de Borel[102]).
Soit panq une suite dans R. Il existe une fonction u P C8pRq telle que upkqp0q “ ak pour tout
k ě 0.

Démonstration. Soit φ P C8
c pRq une fonction telle que φpxq “ 1 si |x| ď 1

2 et telle que supppφq Ă
s´1, 1r.

Nous commençons par considérer une suite de réels strictement positifs pλkq dont nous fixerons
une valeur précise plus tard, et nous posons

fkpxq “ φpλkxqak
k! x

k. (15.579)

Nous allons étudier la convergence et les propriétés de upxq “ ř8
k“0 fkpxq.

Calculons (formellement) la medérivée de fk :

f
pmq
k pxq “ ak

k!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´l
k φpm´lqpλkxqpxkqplq (15.580a)

“ ak

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´l
k φpm´lqpλkxq xk´l

pk ´ lq! . (15.580b)

Notons que nous travaillons à m fixé et que nous ne nous intéressons qu’aux termes avec k assez
grand ; nous pouvons donc supposer k ě m. De toutes façons pour

řm
k“0 fk, on a la classe C8, et

la permutation de la somme avec tout ce qu’on veut. Vu que φ est continue à support compact
nous pouvons poser

Mm “ max
0ďjďm }φj}8 “ max

0ďjďmmax
xPR |φpjqpxq|. (15.581)

Nous continuons en nous fixant un x P R et un k ě m.
Si |x| ą 1

λk
, alors φpmqpλkxq “ 0 parce que λkx est strictement hors du support de φ qui est

s´1, 1r. Donc pour |x| ą 1
λk

.
Si par contre |x| ď 1

λk
, nous avons les majorations

|f pmq
k pxq| ď |ak|

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
|λk|m´l φpm´lqpλkxqloooooomoooooon

ďMm

1
pk ´ lq! |x|k´lloomoon

ďp1{λkqk´l

(15.582a)

ď |ak|Mm|λk|m´k 1
pk ´mq!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
(15.582b)

ď |ak|Mm|λk|m´k2m
pk ´mq! (15.582c)

“ |ak|Mm2m
pk ´mq!|λk|k´m (15.582d)

où pour faire disparaitre la somme de coefficients binomiaux, nous avons remarqué que
řm
l“0

`
m
l

˘

est le nombre total de termes dans le développement de pa ` bqm, c’est-à-dire 2m. Nous voulons,
pour m fixé, étudier la convergence de la somme de cela. Notons que le 2m n’a en particulier
strictement aucune importance parce qu’on travaille à m fixé.

Nous fixons maintenant la valeur des λk :

λk “ maxt|ak|, 1u. (15.583)

Avec cela, en nous souvenant que nous n’étudions que les termes k ą m, le dénominateur de
(15.582d) est réellement croissant en k, donc nous avons la majoration

|f pmq
k pxq| ď Mm2m

pk ´mq! . (15.584)
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Au final nous avons
}f pmq
k }8 ď 2mMm

pk ´mq! . (15.585)

Et la somme de cela converge sans difficultés. Donc la série

upxq “
8ÿ

k“0
f

pmq
k pxq (15.586)

converge normalement et donc uniformément sur R. Nous pouvons alors permuter la somme et la
dérivation par le théorème 15.3. Donc

upmq “
8ÿ

k“0
f

pmq
k (15.587)

est continue. En particulier, pour évaluer en zéro, on peut faire

upmqp0q “
8ÿ

k“0
f

pmq
k p0q. (15.588)

Nous avons
fkpxq “ φpλkxqak

k! x
k. (15.589)

Pour calculer la dérivée en zéro, il suffit de la calculer sur un voisinage sur lequel φpλkxq est la
constante 1 ; un tel voisinage existe pour tout k. À ce moment le calcul est classique :

f
pmq
k pxq “

#
ak si k “ m

0 sinon.
(15.590)

Finalement nous avons bien

upmqp0q “
8ÿ

k“0
f

pmq
k p0q “ ak. (15.591)

Remarque 15.166.
Pour prouver le lemme de Borel, la première chose qui passe par la tête est la fonction toute simple

upxq “
8ÿ

k“0

ak
k! x

k. (15.592)

Évidemment si on calcule les dérivées successives de cette fonction, nous trouvons les bons résultats.
Le problème est la convergence. Rien qu’en prenant ak “ k!kk, la série ne converge pour aucun x
positif. L’idée de multiplier chacun de fk par une fonction plateau sur un petit intervalle autour
de zéro a plusieurs avantages. D’abord on conserve les dérivées correctes parce qu’on ne touche
pas à la valeur des fk sur un petit voisinage. Ensuite cela ne modifie pas la continuité ; et enfin en
multipliant par φpλkxq, ça calme méchamment les divergences parce que λkx passe vite au dessus
de 1 (et donc en dehors du support de φ) si λk est grand. D’où le fait qu’il soit normal que les λk
soient de l’ordre des ak.

15.15 Nombres de Bell

Théorème 15.167 (Nombres de Bell[102]).
Soient n ě 1 et Bn le nombre de partitions distinctes de l’ensemble t1, . . . , nu avec la convention
que B0 “ 0. Alors
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(1) La série entière
8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (15.593)

a un rayon de convergence R ą 0 et sa somme est donnée par

fpxq “ ee
x´1 (15.594)

pour tout x P s´R,Rr.
(2) Pour tout k P N,

Bn “ 1
e

8ÿ

k“0

kn

k! . (15.595)

(3) Le rayon de convergence de la série (15.593) est en réalité infini : R “ 8.

Démonstration. (1) Soient n ě 1 et 0 ď k ď n. Nous notons Ek l’ensemble des partitions de
t1, . . . , n` 1u pour lesquelles le « paquet » contenant n` 1 soit de cardinal k ` 1. Calculons
le cardinal de Ek.
Pour construire un élément de Ek, il faut d’abord prendre le nombre n ` 1 et lui adjoindre
k éléments choisis dans t1, . . . , nu, ce qui donne

`
n
k

˘
possibilités. Ensuite il faut trouver une

partition des pn` 1q ´ pk ` 1q “ n´ k éléments restants, ce qui fait Bn´k possibilités. Donc

CardpEkq “
ˆ
n

k

˙
Bn´k. (15.596)

L’intérêt des ensembles Ek est que tE0, . . . , Enu est une partition de l’ensemble des partitions
de t1, . . . , n`1u, c’est-à-dire que Bn`1 “ řn

k“0 CardpEkq, ce qui va nous donner une relation
de récurrence pour les Bn :

Bn`1 “
nÿ

k“0
CardpEkq “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Bn´k “

nÿ

l“0

ˆ
n

n´ l

˙
Bl “

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl. (15.597)

où nous avons utilisé un petit changement de variables l “ n´k. Afin d’étudier la convergence
de la série (15.593), nous allons montrer par récurrence que pour tout n, Bn ă n!. D’abord
pour n “ 0 c’est bon : B1 “ 1 parce que la seule partition de t1u est t1u. Supposons que
l’inégalité soit vraie pour une certaine valeur k, et montrons qu’elle est vraie pour la valeur
k ` 1.

Bk`1 “
nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl ď

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
l! “

nÿ

l“0

n!
l!pn´ lq! l! “ n!

nÿ

l“0

1
pn´ lq!looomooon

ď1

ď n!pn` 1q “ pn` 1q!

(15.598)
où nous avons utilisé la formule (3.74) du coefficient binomial :

`
n
l

˘ “ n!
l!pn´lq! .

Donc pour tout x P R nous avons

0 ď Bn
n! |xn| ď |x|n, (15.599)

et donc la série a un rayon de convergence au moins aussi grand que celui de la série géomé-
trique, c’est-à-dire que 1. Donc R ě 1. Nous nommons R ce rayon de convergence.

(2) Soit x P s´R,Rr. Pour une telle valeur de x à l’intérieur du disque de convergence, la
proposition 15.44 nous permet de dériver terme à terme la série 57

fpxq “
8ÿ

k“0

Bk
k! x

k “ 1 `
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!x

k`1, (15.600)

57. C’est ici qu’on utilise la convention B0 “ 0 et ça aura une influence sur le choix de la constante K plus bas.
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pour obtenir

f 1pxq “
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!pk ` 1qxk “

8ÿ

k“0

Bk`1
k! xk (15.601a)

“
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
Bl

¸
xk

k! “
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

Bl
l!pl ´ kq!

¸
xk. (15.601b)

En cette expression, nous reconnaissons un produit de Cauchy (proposition 15.32) avec al “
Bl
l! et bn “ 1

n! . Vu que ce sont deux séries ayant un rayon de convergence plus grand que zéro,
le produit a encore un rayon de convergence plus grand que zéro et nous pouvons prendre le
produit des séries :

f 1pxq “
˜ 8ÿ

l“0

Bl
l! x

l

¸˜ 8ÿ

k“0

1
k!x

k

¸
“ fpxqex. (15.602)

Étudions l’équation différentielle y1 “ yex. D’abord par un argument en lacet de chaussure 58,
une solution est de classe C8. Ensuite si une solution est non nulle, elle est de signe constant.
En effet si ypx0q ă 0 et ypx1q “ 0 (on choisit x1 minimum pour cette propriété parmi les
nombres plus grands que x0) alors il existe 59 un t P sx0, x1r tel que y1ptq ą 0, ce qui donnerait
yptq ą 0, ce qui contredirait la minimalité de x1.
Nous prétendons 60 que cette équation différentielle a un espace de solutions de dimension 1.
En effet, si y1 “ yex et g1 “ gex alors en posant φ “ y{g nous obtenons tout de suite φ1 “ 0,
ce qui signifie que φ est constante, ou encore que y et g sont multiples l’un de l’autre.
Si nous en trouvons une non nulle par n’importe quel moyen, c’est bon. Une solution étant
dérivable est continue, donc l’équation f 1 “ fex nous indique que f 1 est continue. Une solution
non nulle va automatiquement accepter un petit voisinage sur lequel la manipulation suivante
a un sens :

f 1pxq
fpxq “ ex, (15.603)

donc ln
`|fpxq|˘ “ ex ` C et fpxq “ Kee

x pour une certaine constante. Il est vite vérifié
que cette fonction est une solution de l’équation différentielle y1pxq “ ypxqex et par unicité,
toutes les solutions sont de cette forme. Autrement dit, l’espace des solutions est l’espace
vectoriel Spantx ÞÑ ee

xu. Étant donné que fp0q “ 0, nous devons choisir K “ 1
e et donc

fpxq “ 1
e
ee

x “ ee
x´1. (15.604)

(3) Nous commençons par écrire la fonction f comme une série de puissance. La partie simple
du calcul : pour x P s´R,Rr, nous avons

ee
x “

8ÿ

k“0

pexqk
k! “

8ÿ

k“0

1
k!

8ÿ

l“0

pkxql
l! “

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

kl

k!
xl

l! . (15.605)

Notons que cela n’est pas une série de puissance en x parce qu’il y a la double somme. Nous
allons inverser les sommes au moyen du théorème de Fubini sous la forme du corolaire 14.296.
Pour cela nous considérons la fonction

a : NˆN Ñ R

pk, lq ÞÑ pkxql
k!l!

(15.606)

58. Genre ce qui est fait pour prouver 15.89(4).
59. Théorème de Rolle 12.192.
60. Ou alors on utilise le théorème 32.16 avec Mpxq “ ex dans les cas n “ 1 et I “ s´R,Rr.
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et nous mettons la mesure de comptage 61 sur N et N2. Nous commençons donc à vérifier
l’intégrabilité variable par variable de |a| :

ż

N

ˆż

N

|apk, lq|dmplq
˙
dmpkq “

8ÿ

k“0

1
k!

pk|x|ql
l! (15.607a)

“
8ÿ

k“0

1
k!e

k|x|. (15.607b)

Nous devons montrer que cette dernière somme va bien. Pour cela nous posons uk “ ek|x|

k!
et nous remarquons que uk`1

uk
Ñ 0. Donc la double intégrale (15.607) converge, ergo a P

L1pN ˆ Nq, ce qui nous permet d’utiliser le théorème de Fubini 14.297 pour inverser les
sommes intégrales sommes dans l’équation (15.605) :

1
e
ee

x “ 1
e

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

1
k!

1
l!pkxql “

ÿ

l“0

1
e

1
l!

˜ 8ÿ

k“0

kl

k!

¸
xl. (15.608)

Cela est un développement en série entière pour la fonction 1
ee
ex , dont nous savions déjà

le développement (15.593) ; par unicité du développement nous pouvons identifier les coeffi-
cients :

Bl “ 1
e

8ÿ

k“0

kl

k! . (15.609)

(4) Le développement (15.605) étant en réalité valable pour tout x et tous les calculs subséquents
l’étant aussi, le développement

ee
x´1 “

8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (15.610)

est en fait valable pour tout x, ce qui donne à la série entière un rayon de convergence infini.

61. Nous passons outre les avertissements et menaces de Arnaud Girand.
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Chapitre 16

Représentations et caractères

16.1 Représentations et caractères

Définition 16.1.
Si G est un groupe, l’ensemble des homomorphismes HompG,C˚q est un groupe pour la multipli-
cation. Un élément de HompG,C˚q est un caractère abélien. Le nom « abélien » vient du fait
que le caractère prenne ses valeurs dans C˚. Nous notons Ĝ “ HompG,C˚q.
Théorème 16.2.
Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe à Ĝ.

L’isomorphisme n’est pas canonique.

Démonstration. Étant donné la structure des groupes abéliens finis donnée par le théorème 5.23,
nous commençons par nous concentrer sur G “ Z{nZ. Nous allons montrer que

HompZ{nZq » Un “ tξ P C tel que ξn “ 1u. (16.1)

Pour cela nous avons l’isomorphisme

ψ : HompZ,C˚q Ñ C˚

f ÞÑ fp1q. (16.2)

Notons que si f P HompZ,C˚q, alors fpkq “ fp1qk, donc ψ est bien un isomorphisme. Cela nous
amène à définir

φ : Hom
´

pZ{nZ,`q, pC˚, · q
¯

Ñ Un

f ÞÑ fp1q.
(16.3)

Remarquons que pour tout f P HompZ{nZ,C˚q on a bien fp1qn “ 1. En effet si rks P Z{nZ, alors
f
`rks˘ “ fp1qk et en particulier

fp1qn “ fprnsq “ fp0q “ 1. (16.4)

Donc fp1q P Un. Le φ est injective parce que si fp1q “ gp1q alors f “ g du fait que fpkq “ fp1qk “
gp1qk “ gpkq.

Nous en sommes à avoir prouvé que HompZ{nZ,C˚q » Un (introduit au lemme 19.2). Il faudrait
encore montrer que Un » Z{nZ. Pour cela nous nous rappelons du lemme 19.5 nous ayant raconté
que le groupe Un des racines de l’unité était cyclique et d’ordre n. Il est donc bien isomorphe à
Z{nZ.

Passons au cas où
G » Z{d1Zˆ Z{d2Zˆ . . .ˆ Z{dkZ. (16.5)

1379
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Dans ce cas nous montrons que

α :
ką

i“1
HompZ{diZ,C˚q Ñ HompG,C˚q

αpχ1, . . . , χkqpg1, . . . , gkq “ χ1pg1q . . . χkpgkq.
(16.6)

Ce α est injectif parce qu’en appliquant l’égalité

αpχ1, . . . , χkq “ αpχ1
1, . . . , χ

1
kq (16.7)

à l’élément g “ p0, . . . , 1, . . . , 0q alors nous trouvons χip1q “ χ1
ip1q parce que χjp0q “ 1. Du coup

χi “ χ1
i.

L’application α est en plus surjective. En effet si χ P HompG,C˚q, alors nous définissons

χipgiq “ χp0, . . . , gi, . . . , 0q, (16.8)

et nous avons alors αpχ1, . . . , χkq “ χ.
Nous devons encore montrer que α est un homomorphisme. Si χ, χ1 P Śk

i“1 HompFdi
,C˚q,

alors

αpχχ1qpg1, . . . , gkq “ pχ1χ
1
1qpg1q . . . pχkχ1

kqpgkq (16.9a)
“ χ1pg1q . . . χkpgkqχ1

1pg1q . . . χ1
kpgkq (16.9b)

“ αpχqpg1, . . . , gkqαpχ1qpg1, . . . , gkq (16.9c)
“ `

αpχqαpχ1q˘pg1, . . . , gkq. (16.9d)

Donc αpχχ1q “ αpχqαpχ1q.
Théorème 16.3.
Soit G un groupe abélien fini. Les groupes G et ˆ̂

G sont isomorphes et un isomorphisme canonique
est donné par α : g ÞÑ fg donné par

fgpχq “ χpgq. (16.10)

Démonstration. D’abord fg est bien un caractère de Ĝ parce que

fgpχχ1q “ pχχ1qpgq “ χpgqχ1pgq “ fgpχqfgpχ1q. (16.11)

Le fait que α soit un homomorphisme de groupes est direct :

fgg1pχq “ χpgg1q “ χpgqχpg1q “ fgpχqfg1pχq “ pfgfg1qpχq. (16.12)

D’autre part nous savon que G et ˆ̂
G ont le même cardinal. Il suffit donc de prouver l’injectivité

de α pour être sûr de la bijectivité. Pour cela nous devons prouver que si g ‰ e alors fg ‰ fe. Nous
savons que pour tout caractère χ P Ĝ, fepχq “ χpeq “ 1. Donc pour tout g P Gzteu, nous devons
trouver χ P Ĝ tel que χpgq ‰ 1.

En vertu de ce que nous connaissons sur la structure des groupes abéliens finis (théorème 5.23),
nous commençons G “ Z{nZ et considérons le caractère donné par χpr1sq “ e2iπ{n. Ce χ est un
isomorphisme entre G et Upnq ; nous n’avons χprksq “ 0 que si rks “ rns “ r0s. Pour rappel dans
Z{nZ, le neutre est e “ 0 et non e “ 1.

Passons au cas général :
G » Z{n1Zˆ . . .ˆ Z{nkZ (16.13)

Si g “ pg1, . . . , gkq est non nul dans G, alors il existe k tel que gk ‰ 0 et on prend

χpg1, . . . , gkq “ χkpgkq (16.14)

où χk est le caractère χipr1sq “ e2πi{nk . Ce χ est alors un caractère non trivial de G.
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16.1.1 Crochet de dualité et transformée de Fourier

Si G est un groupe abélien, nous définissons le crochet de dualité entre G et Ĝ par

x., .y : Gˆ Ĝ Ñ C˚

xg, χy “ χpgq. (16.15)

Notons que l’image de ce crochet n’est pas C˚ entier, mais seulement le groupe unitaire Upnq où
n est l’exposant 1 de G.

Si f, g sont des applications de G dans C, alors on leur associe le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (16.16)

Lemme 16.4.
Les caractères de G forment une base orthonormée de CG pour ce produit scalaire.

Démonstration. Étant donné que les χpsq sont des nombres complexe de module 1, nous avons
χpsqχpsq “ 1 et par conséquent xχ, χy “ 1.

Si par contre χ ‰ χ1, alors il existe sPG tel que χps0q ‰ χ1ps0q. Dans ce cas en effectuant un
changement de variable s Ñ s0s dans la sommation,

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

sPG
χpsqχ1psq (16.17a)

“ 1
|G|

ÿ

sPG
χps0sqχ1ps0sq (16.17b)

“ 1
|G|χps0qχ1ps0q

ÿ

sPG
χpsqχ1psq. (16.17c)

Donc nous avons trouvé
xχ, χ1y`1 ´ χps0qχ1ps0q˘ “ 0. (16.18)

Mais vu que χps0q ‰ χ1ps0q, la parenthèse est non nulle (pour rappel χps0q est un complexe de
module 1) et par conséquent xχ, χ1y “ 0.

Nous déduisons immédiatement que les caractères forment une famille libre parce que si
ř
i aiχi “

0 (la somme est sur tous les caractères), alors en prenant le produit scalaire avec χk,
ÿ

i

aixχk, χiy “ 0, (16.19)

et donc ak “ 0.
Les caractères forment donc un système libre orthonormé. De plus l’espace engendré à la bonne

dimension parce que le cardinal de l’ensemble des caractères est la dimension (complexe) de l’espace
des fonctions de G dans C parce que, en utilisant l’isomorphisme entre G et Ĝ,

Card Ĝ “ CardpGq “ dimCCG. (16.20)

Du fait que les caractères forment une base orthonormée, nous pouvons écrire, pour toute
application f : G Ñ C,

f “
ÿ

χPĜ
xχ, fyχ. (16.21)

À une fonction f : G Ñ C nous associons la transformée de Fourier

f̂ : Ĝ Ñ C

χ ÞÑ xχ, fy. (16.22)

1. Définition 1.264.
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Nous avons donc aussi une espèce de formule d’inversion

f “
ÿ

χPĜ
f̂pχqχ (16.23)

qui n’est qu’une réécriture de 16.21.

16.1.2 Groupes non abéliens

Nous avons vu que le groupe des caractères Ĝ contenait toute l’information sur un groupe
abélien. Malheureusement, pour les groupes non abéliens, ça ne va pas suffire, et nous allons
introduire la notion de représentations, dont les caractères seront un cas particulier de dimension
un.

Proposition 16.5.
Soit G un groupe (pas spécialement abélien). Nous avons

Ĝ » Hom
`
G{DpGq,C˚˘. (16.24)

Démonstration. Ce qui fait fonctionner la preuve est le fait que si f : G Ñ C˚ est un homomor-
phisme, alors f s’annule sur DpGq. L’isomorphisme est

ψ : Ĝ Ñ Hom
`
G{DpGq,C˚˘

ψpfqrgs “ fpgq. (16.25)

Cette application est bien définie parce que si f est un homomorphisme,

fpgklk´1l´1q “ fpgq. (16.26)

D’autre part ψ est un homomorphisme de groupe parce que

ψpf1f2qrgs “ pf1f2qpgq “ f1pgqf2pgq “ ψpf1qrgsψpf2qrgs “ `
ψpf1qψpf2q˘rgs. (16.27)

Pour l’injectivité de ψ, soit f1 et f2 telles que ψpf1q “ ψpf2q. Alors pour tout g P G nous avons

ψpf1qrgs “ ψpf2qrgs (16.28)

et donc f1pgq “ f2pgq.
Enfin ψ est surjective. En effet, soit f̄ P Hom

`
G{DpGq,C˚˘. Alors nous obtenons ψpfq “ f̄ en

posant
fpgq “ f̄ rgs. (16.29)

Il faut juste vérifier que le f ainsi défini est dans Ĝ, c’est-à-dire que fpg1g2q “ fpg1qfpg2q.

Cette proposition nous montre que

Ĝ “ {G{DpGq, (16.30)

alors que G{DpGq est abélien ; il n’est donc pas tellement possible que Ĝ contienne beaucoup
d’informations intéressantes sur G.

16.1.3 Représentations linéaires des groupes finis

Si dimV “ 1, alors GLpV q “ C˚ et les représentation sont les caractères abéliens.
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Exemple 16.6.
Considérons le triangle équilatéral A,B,C donné par les points

$
’’’’’’&
’’’’’’%

A “ 1 (16.31a)

B “ p´1
2 ,

?
3

2 q (16.31b)

C “ p´1
2 ,´

?
3

2 q (16.31c)

(16.31d)

Dans la base (pas orthonormée) tA,Bu de R2, ces trois points sont donnés par

A “
ˆ

1
0

˙
B “

ˆ
0
1

˙
C “

ˆ´1
´1

˙
. (16.32)

Le groupe symétrique S3 agit sur le triangle par permutation des sommets. Vues dans la base
tA,Bu, les transpositions correspondent aux matrices

ρpABq “
ˆ

0 1
1 0

˙
(16.33a)

ρpACq “
ˆ´1 0

´1 1

˙
(16.33b)

ρpBCq “
ˆ

1 ´1
0 ´1

˙
. (16.33c)

Cherchons la matrice correspondante à la permutation pA,B,Cq. Vu que A est envoyé sur B,

la première colonne sera 2
ˆ

0
1

˙
, et comme B est envoyé sur C, la deuxième colonne sera

ˆ´1
´1

˙
.

Nous avons donc
ρpABCq “

ˆ
0 ´1
1 ´1

˙
. (16.34)

Nous vérifions que ρpABCqC “ A :

ρpABCqC “
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙ˆ´1
´1

˙
“
ˆ

1
0

˙
“ 1 (16.35)

Par ailleurs, la permutation pA,B,Cq se décompose en pA,B,Cq “ pA,CqpA,Bq et nous pou-
vons vérifier que

ρpACqρpABq “
ˆ´1 0

´1 1

˙ˆ
0 1
1 0

˙
“
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙
“ ρpABCq. (16.36)

△

Définition 16.7.
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont deux représentations du groupe G, alors nous définissons la somme
directe par

`
V ‘ V 1, ρ‘ ρ1˘ donné par

pρ‘ ρ1qpgq “
ˆ
ρpgq 0

0 ρ1pgq
˙

P GLpV ‘ V 1q. (16.37)

Nous noterons souvent 2V pour la représentations pV, ρq‘pV, ρq et plus généralement l’écriture

V “ à
i

kiWi (16.38)

signifiera la représentation somme de ki termes de la représentation Wi. Ici encore un abus est
commis entre la représentation pρi,Wiq et l’espace Wi.

2. Les colonnes sont les images des vecteurs de base.
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16.1.4 Module

Nous considérons la C-algèbre GrCs des combinaisons (formelles) d’éléments de G à coefficients
dans C, c’est-à-dire l’ensemble

CrGs “ t
ÿ

sPG
assu (16.39)

avec le produit hérité de la bilinéarité :
ÿ

sPG

ÿ

tPG
asbtst “

ÿ

s

ÿ

t

asbs´1tt, (16.40)

et la somme
p
ÿ

s

assq `
ÿ

t

btt “
ÿ

sPG
pas ` bsqs. (16.41)

Le tout est une C-algèbre agissant sur V par
˜ÿ

s

ass

¸
v “

ÿ

sPG
asρpsqv P V (16.42)

Les sous-modules indécomposables seront les représentations irréductibles.

Définition 16.8.
La représentation pV, ρq du groupe G est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de V
sous ρpGq sont V et t0u.

Exemple 16.9.
La représentation de S3 sur R2 donnée par les permutations des sommets d’un triangle équilatéral
donnée dans l’exemple 16.6 est irréductible. △

La question qui vient est de savoir si une représentation possédant des sous-espaces invariants
peut être écrite comme la somme de représentations irréductibles.

Proposition 16.10.
Soit pV, ρq une représentation linéaire de dimension finie d’un groupe fini 3. Si W1 est un sous-
espace stable 4, alors il existe un sous-espace W2 également stable et tel que V “ W1 ‘W2.

Toute représentation linéaire est décomposable en représentations irréductibles.

Démonstration. Soit P : V Ñ V un projecteur sur W1, c’est-à-dire que P 2 “ P et P pV q “ W1.
Pour construire un tel projecteur, on peut par exemple prendre un supplémentaire de W1 dans V
puis utiliser la décomposition 5. Nous considérons l’opérateur

PG “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ P ˝ ρpgq´1. (16.43)

Prouvons que ce PG est encore un projecteur. D’abord pour tout g P G nous avons

ρpgqPGρpgq´1 “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpgsqPρpgsq´1 “ PG. (16.44)

La dernière égalité est un changement de variables dans la somme 6. Cela signifie que PGρ “ ρPG.

3. La démonstration marche aussi pour les groupes compacts, mais il faudrait des intégrales.
4. c’est-à-dire si ρ n’est pas irréductible.
5. Ou encore prendre une base de W1, l’étendre en une base de V et définir P comme l’annulation des coefficients

des vecteurs « complétant » la base.
6. Et c’est ça qui demande un peu de technique pour écrire la preuve dans le cas d’un groupe compact : il faut

une mesure de Haar.
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Nous avons même PGP “ P parce que si v P W1, alors

PGpvq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsqP ρpsq´1vlooomooon

PW1

(16.45a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqρpsq´1v (16.45b)

“ v. (16.45c)

Avec cela nous pouvons conclure que P 2
G “ PG parce que

PG ˝ PG “ 1
|G|

ÿ

g

PGρpgqPρpgq´1 (16.46a)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPGPρpgq´1 (16.46b)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPρpgq´1 (16.46c)

“ PG. (16.46d)

Donc PG est un projecteur, est stable sous les conjugaisons par ρpgq et commute avec ρpgq. Nous
décomposant Id de façon évidente en

Id “ PG ` pId ´PGq. (16.47)

Étant donné que l’opérateur PG commute avec tous les ρpgq, les noyaux de PG et Id ´PG sont des
sous-espaces invariants. Vu que PG est un projecteur, nous avons qpPGq “ 0 avec qpXq “ X2 ´X.
Pour appliquer le lemme des noyaux (théorème 9.86), nous remarquons que qpXq “ XpX ´ 1q et
donc

V “ kerPG ‘ kerpPG ´ 1q. (16.48)

Si nous posons W2 “ kerPG, il reste à voir que kerpPG ´ 1q “ W1. D’abord W1 Ă kerpPG ´ Idq
parce que si w P W1, ce dernier étant stable,

PGw “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgqP ρpgq´1wlooomooon

PW1

(16.49a)

“ 1
|G|

ÿ

gPG
w (16.49b)

“ w. (16.49c)

Pour prouver l’inclusion inverse, nous savons que PG et P sont des projecteurs tels que PGP “ P ,
ce qui signifie que l’image de PG est inclue à celle de P , c’est-à-dire à W1. Mais ImagepPGq “
kerp1´ PGq, donc

kerp1´ PGq “ ImagepPGq Ă ImagepP q “ W1. (16.50)

La représentation ρ se décompose donc en deux sous-représentations pρ,W1q et ρ,W2. Si l’une
des deux n’est pas irréductible, le processus peut recommencer. Vu que la dimension de V est finie,
toute représentation se décompose en une somme finie de représentation irréductibles.

16.1.5 Structure hermitienne

Soit pρ, V q une représentation de G sur un espace vectoriel complexe V . Nous voulons munir
V d’un produit scalaire hermitien (définition 9.170) tel que les opérateurs ρpgq soient tous des
isométries. C’est-à-dire que nous voudrions définir xu, vyG de telle sorte à avoir

xρpgqu, ρpgqvyG “ xu, vyG (16.51)
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pour tout g P G. Nous commençons par considérer un produit hermitien x., .y quelconque et puis
nous définissons

xu, vyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqu, ρpgqvy. (16.52)

Nous devons vérifier que c’est un produit. La seule des conditions dont la vérification n’est pas
immédiate est celle de positivité. Pour tout g P G et tout v P V , nous avons xρpgqv, ρpgqvy est
positif et nul si et seulement si ρpgqv “ 0. Étant donné que ρpeqv “ v, parmi les termes de la
somme

xu, uyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqv, ρpgqvy, (16.53)

au moins un est strictement positif (pourvu que v ‰ 0) ; les autres sont positifs ou nuls. Par
conséquent xv, vyG “ 0 si et seulement si v “ 0.

Donc les groupes finis peuvent être vus comme des parties de groupes d’isométrie. De la même
façon, en utilisant une mesure de Haar pour faire la moyenne, nous pouvons plonger les groupes
compacts dans des groupes unitaires.

16.1.6 Caractères

Définition 16.11.
Soit pV, ρq une représentation linéaire du groupe G. Le caractère de ρ est la fonction

χρ : G Ñ C

s ÞÑ Tr
`
ρpsq˘. (16.54)

Par invariance cyclique de la trace, nous avons

χρpsts´1q “ χρptq, (16.55)

ce qui fait que le caractère est une fonction constante sur les classes de conjugaison.
D’après sa fiche wikipédia, le marquis de Sade, passionné de théâtre, faisait des représentations qui avaient du caractère.

Un caractère irréductible est un caractère d’une représentation irréductible.

Définition 16.12.
Une application f : G Ñ C est centrale si elle est constante sur les classes de conjugaison.

Les traces sont des applications centrales.
L’ensemble des fonctions centrales sur un groupe fini (ou tout au moins ayant un nombre fini

de classes de conjugaison) est un C-espace vectoriel de dimension égale au nombre de classes, et
nous pouvons mettre le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (16.56)

C’est une forme hermitienne sur l’espace des fonctions centrales.

16.2 Équivalence de représentations et caractères
Cette section prend des éléments des articles lemme de Schur, caractère d’une représentation,

fonction centrale et trace de wikipédia.

Définition 16.13.
Nous disons que les deux représentations pV, ρq et pV 1, ρ1q sont équivalentes si il existe une bijec-
tion linéaire f : V Ñ V 1 telle que

f ˝ ρ “ ρ1 ˝ f. (16.57)

Nous disons alors que f entrelace ρ et ρ1.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Schur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A8re_d'une_repr%C3%A9sentation_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_centrale_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Trace_%28alg%C3%A8bre%29
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Théorème 16.14 (Théorème de Schur).
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont des représentations irréductibles non équivalentes alors la seule application
linéaire f : V Ñ V 1 entrelaçant ρ et ρ1 est la fonction nulle.

En d’autres termes, soit les représentations sont équivalentes (et il y a un isomorphisme), soit
il n’y a même pas un homomorphisme.

Démonstration. Soit f P LpV, V 1q telle que f ˝ρ “ ρ1 ˝f . Alors ker f est un sous-espace stable sous
ρpGq, et Imagepfq est un sous-espace de V 1 stable par ρ1pGq. Par irréductibilité, nous avons que
kerpfq “ t0u ou V . Même chose pour Imagepfq. Il y a deux possibilités.

(1) Si kerpfq “ t0u, alors Imagepfq ‰ t0u et alors Imagepfq “ V 1. Du coup f est injective et
surjective, c’est-à-dire est un isomorphisme.

(2) Si kerpfq “ V , alors f “ 0.

Corolaire 16.15 (Schur pour les représentations sur C).
Soit pV, ρq une représentation irréductible, alors l’ensemble

EndGpV, ρq “ tf P EndpV q tel que ρ ˝ f “ f ˝ ρu (16.58)

est l’ensemble des homothéties.

Démonstration. Soit f P EndGpV, ρq. Vu que l’espace est sur C, l’endomorphisme f a une valeur
propre λ. L’opérateur g “ f´λ1 est aussi un opérateur d’entrelacement de ρ alors que kerpgq ‰ t0u
par définition de valeur propre. Du coup kerpgq “ V , ce qui signifie que f est l’isométrie de rapport
λ : f “ λ Id.

Lemme 16.16.
Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont des représentations équivalentes de caractères χ et χ1, alors χ “ χ1.

Démonstration. Si A : V Ñ V 1 est un isomorphisme d’espace vectoriel entrelaçant ρ et ρ1, c’est-à-
dire si pour tout g, ρ1pgqA “ Aρpgq, alors ρ1pgq “ AρpgqA´1 et

χ1pgq “ Tr
`
ρ1pgq˘ “ Tr

`
AρpgqA´1˘ “ Tr

`
ρpgq˘ (16.59)

parce que la trace est un invariant de similitude (lemme 9.202).

Lemme 16.17.
Si χ est le caractère de la représentation complexe pV, ρq du groupe fini G, alors pour tout g P G
nous avons χpg´1q “ χpgq.
Démonstration. Par le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange, nous avons g|G| “ e et donc en
tant qu’opérateur, ρpgq|G| “ 1. Les valeurs propres de ρpgq sont donc des racines de l’unité. Si
nous notons λi ces valeurs propres, alors χpgq “ ř

i λi, et en considérant la matrice dans sa base
de diagonalisation (lemme de Schur complexe, 12.100), nous voyons que

χpg´1q “ Tr
`
ρpgq´1˘ “

ÿ

i

1
λi
. (16.60)

Mais λi étant une racine de l’unité nous avons 1
λi

“ λ̄i, ce qui fait que

χpg´1q “
ÿ

i

λ̄i “ χpgq. (16.61)

Proposition 16.18.
Soient deux représentations irréductibles complexes pV, ρq et pV 1, ρ1q du même groupe fini G, et χ
et χ1 leurs caractères respectifs. Nous avons
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(1) xχ, χ1y “ 0 si ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes.
(2) xχ, χ1y “ 1 si les représentations sont équivalentes.

Démonstration. Nous considérons les bases te1, . . . , enu de V et tf1, . . . , fmu de V 1. Puis nous
considérons la matrice F pk, lq “ Ekl P Mm,npCq où pour rappel, Ekl est la matrice de composantes
pEklqij “ δkiδlj . Nous posons

FGpk, lq “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ F pk, lq ˝ ρ1pgq´1. (16.62)

En nous permettant de ne pas réécrire les indices k et l de F et FG, nous montrons que FG entrelace
ρ et ρ1 :

FG ˝ ρ1ptq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsq ˝ F ˝ ρ1ps´1q ˝ ρ1ptq (16.63a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqFρ1ps´1tq (16.63b)

“ 1
|G|

ÿ

k

ρptkqFρ1pk´1q (16.63c)

“ 1
|G|ρptq

ÿ

k

ρpkqFρ1pk´1q (16.63d)

“ ρptq ˝ FG. (16.63e)

Dans ce calcul nous avons effectué le changement de variables k “ ps´1tq´1 qui donne s “ tk.
Par ailleurs nous avons

´
ρpgqF pk, lqρ1pg´1q

¯
ij

“
nÿ

r“1

mÿ

s“1
ρpgqirF pk, lqrsρ1pg´1qsj (16.64a)

“
ÿ

rs

ρpgqirδkrδlsρ1pg´1qsj (16.64b)

“ ρpgqikρ1pg´1qlj , (16.64c)

et par conséquent
FGpk, lqij “ 1

|G|
ÿ

gPG
ρpgqikρ1pg´1qlj . (16.65)

Si χ et χ1 sont les caractères de ρ et ρ1, alors nous avons le produit (16.56) qui donne

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

gPG
χpgqχ1pgq (16.66a)

“ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχ1pg´1q lemme 16.17 (16.66b)

“ 1
|G|

ÿ

g

nÿ

i“1

mÿ

j“1
ρpgqiiρ1pg´1qjj (16.66c)

“
ÿ

ij

FGpi, jqij par (16.65). (16.66d)

Si les représentations ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes, le fait que FG en soit un opérateur d’entre-
lacement implique par le théorème de Schur 16.14 que FG “ 0 et donc xχ, χ1y “ 0.

Si au contraire les représentation sont équivalentes, alors le lemme 16.16 nous dit que χ “ χ1
et nous reprenons la définition :

xχ, χy “ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχpgq “ 1
|G|

ÿ

gPG
1 “ 1 (16.67)

parce que les nombres χpgq sont des racines de l’unité.
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16.2.1 Représentation régulière

Définition 16.19.
Nous notons λ la représentation régulière gauche, agissant sur le K-espace vectoriel des fonc-
tions G Ñ K par ´

λpgqf
¯

pgq “ fpg´1hq. (16.68)

D’autre part nous considérons les fonctions δg : G Ñ K (ici K est R ou C ou pire) définie par

δgphq “
#

1 si g “ h

0 sinon.
(16.69)

La représentation régulière agit sur les fonctions δs de la façon suivante :
λpgqδs “ δgs (16.70)

parce que
`
λpgqδs

˘phq “ δspg´1hq “ δgsphq.
Lemme 16.20.
Le caractère de la représentation régulière gauche est donné par

χλ “ |G|δe. (16.71)
Démonstration. Appliquer l’équation (16.71) fonctionne parce que χλpeq est la dimension de l’es-
pace des fonctions sur G, c’est-à-dire |G|. Si par contre g ‰ e, alors λpgq est une matrice de
permutation (dans la base des δh) et a donc tous ses éléments diagonaux nuls.

Si ρ est une représentation et si f est une fonction sur le groupe, alors nous considérons
l’opérateur

ρf “
ÿ

gPG
fpgqρpgq. (16.72)

Proposition 16.21 ([460]).
Si pρ, V q est une représentation irréductible et si f est une fonction centrale sur G, alors l’opérateur
ρf est une homothétie de V de rapport

1
dimV

ÿ

gPG
fpgqχpgq (16.73)

où χ est le caractère de ρ.

Démonstration. Nous commençons par voir que ρf entrelace ρ. En effet,

ρptq´1 ˝ ρf ˝ ρptq “
ÿ

g

fpgqρpt´1gtq (16.74a)

“
ÿ

h

fptht´1qρphq chm.var.h “ t´1gt (16.74b)

“
ÿ

h

fphqρphq (16.74c)

“ ρf (16.74d)

où en écrivant fptht´1q “ fphq, nous avons utilisé le fait que f était centrale. Étant donné que ρf
entrelace une représentation irréductible, le lemme de Schur (16.14) nous indique que ρf est une
homothétie. Soit k le facteur d’homothétie. Alors d’une part Trpρf q “ nk. D’autre part,

Trpρf q “ Tr
`ÿ

g

fpgqρpgq˘ (16.75a)

“
ÿ

g

fpgq Tr
`
ρpgq˘ (16.75b)

“
ÿ

g

fpgqχpgq. (16.75c)
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Du coup effectivement
k “ 1

n

ÿ

gPG
fpgqχpgq. (16.76)

16.2.2 Caractères et représentations : suite et fin

Lemme 16.22.
Un groupe fini n’a (à équivalence près) qu’un nombre fini de représentations irréductibles.

Démonstration. Les caractères irréductibles forment un système orthonormé (proposition 16.18)
et donc libre parmi les fonctions centrales. Donc il y a au plus autant de caractères irréductibles
que la dimension de l’espace des fonctions centrales ; et ce dernier est de dimension finie donnée
par le nombre de classes de conjugaison de G.

Nous savons que les caractères de deux représentations équivalentes sont égaux. Étant donné
qu’il n’existe qu’un nombre fini de représentations irréductibles, il existe un nombre fini de carac-
tères irréductibles. Nous pouvons donc fixer les notations suivantes. Les caractères irréductibles
seront notés tφiui“1,...,h et nous noterons pσi,Wiq une représentation ayant le caractère φi.

Théorème 16.23 ([460]).
Soit pρ, V q une représentation de G de caractère χ. Alors sa décomposition en représentations
irréductibles est donnée par

pV, ρq “
hà
i“1

kipWi, σiq (16.77)

avec ki “ xχ, φiy. En particulier, à permutation près des facteurs, la décomposition d’une repré-
sentation en représentations irréductibles est unique.

Démonstration. La décomposition de χ en caractères irréductibles est donnée par χ “ ř
i kiφi ; en

prenant le produit de cette égalité avec φj et en tenant compte de l’othonormalité des caractères
irréductibles,

xχ, φjy “
ÿ

i

kixφi, φjy “ kj . (16.78)

Le théorème suivant est ce qui nous permet de dire que l’étude des caractères et l’étude des
représentations, c’est la même chose.

Théorème 16.24.
Soit G un groupe fini 7.

(1) Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont même caractères.
(2) Si χ est le caractère d’une représentation, alors

(2a) xχ, χy P N
(2b) xχ, χy “ 1 si et seulement si la représentation est irréductible.

Démonstration. Nous démontrons chaque point séparément.
(1) Le fait que deux représentations équivalentes aient même caractère est le lemme 16.16. Nous

montrons l’autre sens. Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont deux représentations irréductibles de décom-
positions

V “ à
i

kiWi (16.79a)

V 1 “ à
i

k1
iWi, (16.79b)

7. Nous sommes depuis longtemps dans l’étude des représentations des groupes finis.



16.2. ÉQUIVALENCE DE REPRÉSENTATIONS ET CARACTÈRES 1391

alors si χ “ χ1, nous avons ki “ k1
i et les représentations sont identiques.

(2) Soit pρ, V q une représentation ayant χ comme caractère. En posant ki “ xχ, φiy nous avons
la décomposition en représentations irréductibles

V “ à
i

kiWi, (16.80)

et aussi
xχ, χy “ x

ÿ

i

kiφi,
ÿ

j

kjφjy “
ÿ

i

k2
i P N. (16.81)

Ce nombre est de plus égal à 1 si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls sauf
un qui vaudrait 1. Ce cas donne une représentation irréductible.

Proposition 16.25.
Si pλ,Rq est la représentation régulière gauche de décomposition en représentations irréductibles

R “ à
i

kiWi, (16.82)

alors
(1) ki “ dimWi,
(2)

ř
ipdimWiq2 “ |G|,

(3) pour tout g P G,
ř
ipdimWiqφipgq “ 0 8.

(4) Si tpni, φiqu est la liste des couples dimension,caractère des représentations irréductibles non
équivalentes, alors pour tout s P Gzteu nous avons

řp
i“1 niφipsq “ 0 où la somme porte sur

les représentations irréductibles non équivalentes.

Démonstration. Nous notons r le caractère de la représentation régulière gauche. Nous avons

ki “ xr, φiy “ 1
|G|

ÿ

sPG
rpsqφipsq “ φipeq. (16.83)

Mais φipeq “ dimpWiq P N, donc nous avons bien ki “ dimpWiq. Le caractère de la représentation
régulière peut alors s’exprimer de deux façons :

|G|δe “
ÿ

i

pdimWiqφi. (16.84)

En évaluant cette égalité en e nous trouvons directement

|G| “
ÿ

i

pdimWiq2, (16.85)

et en l’évaluant en s ‰ e, nous trouvons

0 “
ÿ

i

pdimWiqφipsq. (16.86)

fqsdf
Le théorème suivant est valable pour les groupes finis (comme toute cette section).

Théorème 16.26 ([460]).
Les caractères irréductibles χ1, . . . , χh forment une base orthonormée des fonctions centrales sur
G.

8. Cette propriété est appelée « orthogonalité des colonnes » pour une raison qui apparaîtra au moment de
compléter le tableau (16.111).
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Démonstration. Nous savons déjà qu’ils forment un système orthonormé. Considérons le sous-
espace H “ Spantφiui“1,...,h de l’espace des fonctions centrales sur G. En vertu de la proposi-
tion 4.130, il nous suffit de prouver que HK “ t0u. Soit donc f , une fonction centrale appartenant
à HK. Pour tout i, nous avons xf, φiy “ 0 et donc aussi xf̄ , φ̄iy “ 0.

Considérant une représentation irréductible pσ,W q de caractère φ, nous savons par la proposi-
tion 16.21 que l’opérateur

σf̄ “
ÿ

g

f̄pgqφpgq (16.87)

est une homothétie de rapport xf̄ , φ̄y{ dimW “ 0. Étant donné que toutes les représentations sont
des sommes directes de représentations irréductibles, en réalité l’opérateur ρf̄ est nul pour toute
représentation ρ. En particulier pour la représentation régulière,

0 “ λf̄ pδtq “
ÿ

gPG
f̄pgqλpgqpδtq “

ÿ

g

f̄pgqδft. (16.88)

En écrivant cette égalité avec t “ e et puis en appliquant à k P G nous trouvons

0 “
ÿ

g

f̄pgqδgpkq “ f̄pkq. (16.89)

Donc f̄ “ 0 et f est nulle.

Corolaire 16.27.
Le nombre de représentations irréductibles non équivalentes d’un groupe fini est égal à son nombre
de classes de conjugaison.

Démonstration. Le nombre de classes de conjugaison est la dimension de l’espace des fonctions
centrales qui elle-même est égale au nombre de caractères irréductibles par le théorème 16.26.
Enfin deux caractères irréductibles sont égaux si et seulement si les représentations sous-jacentes
sont équivalentes.

Corolaire 16.28.
Toutes les représentations irréductibles d’un groupe abélien sont de dimension 1.

Démonstration. Le corolaire 16.27 nous dit qu’il y a autant de représentations unitaires qu’il n’y
a de représentations irréductibles (non équivalentes). Mais les classes de conjugaisons sont des
singletons (lemme 1.164). Nous avons donc exactement |G| représentations irréductibles lorsque G
est abélien.

Mais d’autre part la proposition 16.25(2) donne
ř
ipdimWiq2 “ |G| lorsque la somme parcours

les représentations irréductibles. Il y a |G| termes à la somme, donc tous les termes doivent être
1.

16.3 Représentation produit tensoriel
Définition 16.29.
Soient ρ et ϕ, deux représentations d’un groupe G sur des espaces vectoriels V et W . La représen-
tation produit tensoriel est la représentation

ρb ϕ : G Ñ GLpV bW q
pρb ϕqpgqpv b wq “ ρpgqv b ϕpgqw. (16.90)

L’espace V bW est le produit tensoriel de V et W , défini en 11.157.

Pour trouver son caractère, nous considérons une base teiu de V et une base teαu de W , et la
base tei b eαu de V bW . Donc

pρb ϕqpgqpei b eαq “ ρpgqei b ϕpgqeα. (16.91)
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Nous devons savoir quelle est la composante « ei b eα » de cette dernière expression, et c’est
évidemment

ρpgqiiραα, (16.92)

ce qui nous amène à dire que

Trpρb ϕqpgq “
ÿ

i

ÿ

α

ρpgqiiϕpgqαα “ Tr
`
ρpgq˘Tr

`
ϕpgq˘, (16.93)

c’est-à-dire au final que
χρbϕ “ χρχϕ. (16.94)

16.4 Exemple sur le groupe symétrique

Soit G “ S3, un des premiers groupes finis non abéliens. On en a une représentation de
dimension deux en tant que permutation des sommets d’un triangle équilatéral, donnée dans
l’exemple 16.6 ; nous notons ρ cette représentation.

Nous y avons aussi la représentation de signature donnée par

ϵ : S3 Ñ GLpCq
σ ÞÑ ϵpσq Id .

(16.95)

Et enfin il y a la représentation triviale. Ce sont les trois représentations irréductibles ; pour rappel
il y a autant de représentations irréductibles que de classes de conjugaison (corolaire 16.27).

Classe de conjugaison taille χ1 χϵ χρ
Id 1 1 1 2

pA,Bq 3 1 ´1 0
pA,B,Cq 2 1 1 ´1

Nous calculons par exemple le produit scalaire

xχ1, χϵy “ 1
6
`
1 ·χ1pIdqχϵpIdq ` 3 ·χ1pA,BqχϵpA,Bq ` 2 ·χ1pA,B,CqχϵpA,B,Cq˘ (16.96a)

“ 0. (16.96b)

D’autre part nous avons aussi

xχρ, χρy “ 1
6p1 · 2 · 2 ` 3 · 0 ` 2 · 1q “ 1. (16.97)

16.5 Table des caractères du groupe symétrique S4

Pour la table des caractères de S4, voir [102]. Et si vous voulez la table des caractères du groupe
diédral, vu que ce sont de isométries de Rn, il faudra voir plus bas en la section 18.17.

16.5.1 Calculs à partir de rien ou presque

Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont caractérisées par la structure des
décompositions en cycles (proposition 1.284). Elles sont données dans l’exemple 1.287.

Nous avons donc 5 classes de conjugaison, et il nous faut donc 5 représentations irréductibles
non équivalentes (corolaire 16.27) dont nous allons chercher les caractères.

La première est la représentation triviale de dimension 1 ; nous notons χ1 son caractère et nous
avons la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1 (16.98)
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Ensuite nous avons la signature qui est un morphisme non trivial ϵ : Sn Ñ t´1, 1u. Nous avons
alors la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1 (16.99)

Une troisième représentation pas trop compliquée à trouver est celle

ρp : S4 Ñ GLp4,Cq
ρppσqei “ eσpiq.

(16.100)

Cela n’est pas une représentation irréductible parce que C4 se décompose en deux sous-espaces
stables :

D “ Spanp1, 1, 1, 1q (16.101a)
H “ tx P C4 tel que x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0u. (16.101b)

La représentation induite sur D est la représentation triviale. Puis sur H, elle induit une autre
représentation que nous allons noter ρs.

Nous allons à présent déduire le caractère de la représentation ρs et prouver qu’elle est irré-
ductible. Il est cependant possible de sauter cette étape en échange d’un certain travail sur les
isométries du tétraèdre. Voir la proposition 18.197 et ensuite

Nous avons la décomposition ρp “ ρ1 ‘ ρs et donc

χp “ χ1 ` χs. (16.102)

Nous savons déjà χ1. Le caractère χp n’est pas très compliqué parce que χppσq est une matrice de
permutations des vecteurs de base. Donc la matrice ρppσq a un 1 sur la diagonale pour les i tels
que σpiq “ i. Nous avons donc

χppIdq “ 4 χpp12q “ 2 (16.103a)
χp

`p12qp34q˘ “ 0 χpp123q “ 1 (16.103b)
χpp1234q “ 0. (16.103c)

Le caractère χs peut être calculé par simple soustraction :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χs 3 3 1 0 ´1 ´1 (16.104)

Avant d’ajouter cette ligne au tableau des représentations irréductibles nous devons savoir si ρs
en est une. Pour cela, tant que nous avons son caractère nous pouvons utiliser le critère du théo-
rème 16.24 :

xχs, χsy “ 1
|S4|

ÿ

σPS4

χspσq2. (16.105)

Nous avons tout de suite |S4| “ 4 · 3 · 2 “ 24 et puis

24xχs, χsy “ 32 ` 6 · 12 ` 8 · 02 ` 6 · p´1q2 ` 3 · p´1q2 “ 24, (16.106)

donc oui, le caractère est irréductible parce que xχs, χsy “ 1. Et nous pouvons donc ajouter la
ligne (16.104) à notre tableau. Par ailleurs, nous notons qu’elle est de dimension 3.

Pour le reste nous savons qu’il y a autant de représentations irréductibles que de classes de
conjugaison, de telle sorte qu’il ne manque que deux représentations irréductibles. De plus la
proposition 16.25 nous dit que si ni est la dimension de la ie représentation irréductible, alors

|S4| “
ÿ

i

n2
i . (16.107)
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Dans notre situation, si nous nommons n1 et n2 les dimensions des deux représentations qui nous
manquent, nous avons 24 “ n2

1 ` n2
2 ` p12 ` 12 ` 32q, c’est-à-dire n2

1 ` n2
2 “ 13. Il n’y a pas des

tonnes de sommes de deux carrés qui font 13. Il y a n1 “ 2 et n2 “ 3, et c’est tout.
Nous recherchons donc encore une représentation de dimension 2 et une de dimension 3. Pour

cela nous allons un peu regarder les produits tensoriels qui s’offrent à nous. Pour faire une dimension
3, il faut faire le produit d’une de dimension 1 par une de dimension 3. Là encore le choix est très
limité et nous demande d’essayer

ρW “ ρs b ρϵ (16.108)

qui agit sur l’espace V2 b Vϵ par

ρW pgqpv b xq “ ρspgqv b ρϵpgqx. (16.109)

Pour savoir son caractère nous utilisons la petite formule toute simple (16.94) : nous multiplions
case par case les tableaux (16.104) et (16.99) :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χW 3 3 ´1 0 1 ´1 (16.110)

Avant de réellement ajouter cette ligne au tableau, nous devons nous assurer qu’elle est bien
irréductible. Nous utilisons le même critère : xχW , χW y “ 1, donc c’est bon.

Pour trouver le dernier caractère, que nous nommerons χu, il ne faut pas beaucoup d’imagina-
tion. Il suffit d’utiliser les relations d’orthogonalité du théorème 16.26, en sachant que la dimension
est 2 et qu’alors χupIdq “ 2, c’est pas trop compliqué :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 b c d e

(16.111)

Les relations d’orthogonalité des colonnes de la propriété 16.25 nous permettent de calculer les
coefficients manquants. En pratique, il suffit de prendre le produit scalaire de chaque ligne avec la
première et d’égaler avec zéro. Nous trouvons b “ 0, c “ 1, d “ 0, et e “ 2. Le tableau final est :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 0 ´1 0 2

(16.112)

Notons que nous sommes parvenus à remplir la dernière ligne sans rien savoir de la représen-
tation qui va avec. Nous allons cependant donner une interprétation géométrique et fixer cette
représentation comme agissant sur le triangle équilatéral en 16.33.

16.5.2 À propos de la représentation ρs

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsopT q
des isométries affine du tétraèdre 9 grâce à la proposition 18.197 qui donne un isomorphisme de
groupe S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Nous verrons donc ça plus en détail dans la section 18.10.19.

9. Définition 12.147.
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16.5.3 À propos de la représentation ρu

Nous nous penchons à présent sur la représentations ρu dont nous ne savons rien à part qu’elle
est de dimension 2 et son caractère.

Lemme 16.30.
Nous avons ρupsq “ Id pour tout s P V4.

Démonstration. Tous les éléments de V4 sont conjugués (à part l’identité, mais pour elle le résultat
est clair), donc il suffit de prouver le résultat pour un élément quelconque.

L’endomorphisme ρu
`p12qp34q˘ est un endomorphisme d’ordre 2 sur R2 dont la trace est 2.

Imposons donc ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
(16.113)

sous la contrainte a` d “ 2. La résolution est assez rapide et donne b “ c “ 0, a “ d “ 1.
Vous voulez une démonstration plus technologique ? Oui ? Alors commencez par remarquer que

l’opérateur A “ ρu
`p12qp34q˘ vérifie A2 “ 1, donc le polynôme X2 ´ 1 est un polynôme annulateur

de A. Il est peut-être minimal ou peut être pas, mais en tout cas le polynôme minimal divise
celui-là et donc est soit X ´ 1 soit X ` 1 soit X2 ´ 1. Dans les trois cas il est scindé à racines
simples, et l’endomorphisme A est diagonalisable par le théorème 9.211(3).

Mais comme A2 “ 1, les valeurs propres (ce qui est sur la diagonale) de A ne peuvent être que
˘1. La trace étant 2, les éléments diagonaux ne peuvent être que 1. Et A “ Id.

Le groupe V4 définit en 5.55 est normal dans S4, donc le quotient S4{V4 est un groupe par le
lemme 2.10.

Lemme 16.31.
L’application

ρ̃u : S4{V4 Ñ GLp2,Rq
rgs ÞÑ ρupgq (16.114)

est bien définie et donne une représentation irréductible de S4{V4.

Démonstration. Montrons que c’est bien défini. Si s P V4 nous devons prouver que ρupgsq “
ρupgq. Vu que ρu est un homomorphisme (c’est une représentation), et que ρupsq “ Id nous avons
directement

ρupgsq “ ρupgqρupsq “ ρupgq. (16.115)

Nous devons prouver que la représentation ρ̃u est irréductible. Si un sous-espace non trivial
Spanpxq était stabilisé par ρ̃u, il serait également stabilisé par ρu. Mais comme ρu est irréductible,
elle ne stabilise personne.

Lemme 16.32.
Le groupe S4{V4 est un groupe non-abélien, isomorphe à S3.

Démonstration. Le groupe S4{V4 a une représentation irréductible de dimension 2, et n’est donc
pas abélien par le corolaire 16.28.

Il contient |S4|{|V4| “ 24{4 “ 6 éléments (théorème de Lagrange 2.13). Or 6 “ 3 ˆ 2, donc
le groupe S4{V4 est dans le cas non-abélien du théorème 5.25(2). Cette partie parle d’unicité du
groupe non-abélien d’ordre 6. Or S3 est un groupe non-abélien d’ordre 6, donc S4{V4 est isomorphe
à S3.

Attention : il n’est pas correct de dire que S4{V4 est un sous-groupe de S4 juste parce que c’est
un quotient de S4 ; ce n’est en général pas vrai (exemple 2.11).

16.33.
Nous sommes maintenant aptes à identifier la représentation ρu. D’abord nous nous rappelons de la
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représentation ρs : S4 Ñ IsopT q de S4 sur le tétraèdre. Ensuite si A est un sommet dudit tétraèdre
et que S3 Ă S4 est la partie qui fixe A alors nous avons une représentation

ρs : S3 Ñ IsopT q (16.116)

qui agit en réalité sur le triangle équilatéral T 1 opposé au sommet A.
Nous avons finalement la chaine d’homomorphismes de groupes

S4
projÝÑ S4{V4

»ÝÑ S3
ρsÝÑ IsopT 1q (16.117)

Cela est donc une représentation S4 Ñ IsopT 1q. Elle est de dimension 2 et est irréductible (elle
contient les rotations d’angle 2π{3 qui ne fixent aucune direction). Elle est donc la représentation
ρu qui est la seule irréductible de dimension 2.

Nous avons donc montré que la représentation ρu dont nous ne savions rien est la représentation
de S3 sur un triangle équilatéral obtenue à partir de celle de S4 sur le tétraèdre, en fixant un point.
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