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Thémes

Ceci est une sorte d’index thématique.

7?7 : cardinalité

7?7 : morphismes et compagnie

7?7 . arithmétique modulo, théoreme de Bézout
7?7 : équations diophantiennes

7?7 : types d’anneaux

7?7 : sous-groupes

?? : groupe symétrique

7?7 : action de groupe

77 : classification de groupes

7?7 : produit semi-direct de groupes
77 : théorie des représentations

7?7 : espaces vectoriels

7?7 : rang

7?7 . formes bilinéaires et quadratiques
7?7 : endomorphismes cycliques

7?7 : extension de corps et polyndémes
7?7 : polynbmes

?? : polynéme d’endomorphismes

7?7 : dualité

7?7 : injections

7?7 : zoologie de I'algebre

7?7 : tribu, algebre de parties, A-systemes et co.
7?7 : théorie de la mesure

7?7 : normes

77 . inégalités

7?7 : topologie produit

77 . espaces métriques, normés

7?7 : limite et continuité

?? : intégration

7?7 : connexité

77?7 . compacts

7?7 : densité

7?7 : application réciproque

7?7 : applications continues et bornées
7?7 : suite de Cauchy, espace complet
?? : caractérisations séquentielles

7?7 : valeurs propres, définie positive
?7? : norme matricielle, norme opérateur et rayon
spectral

? . série de matrices

7?7 . décomposition de matrices
77 : systemes d’équations linéaires

?? : réduction, diagonalisation

77 . déterminant

7?7 : espaces de fonctions

77 . fonctions Lipschitz

?? : suites et séries

77?7 : suite de fonctions

?7 . exponentielle

7?7 : logarithme

77 : fonction puissance

7?7 : polynéme de Taylor

7?7 : formule des accroissements finis

7?7 . dérivation

77 . différentiabilité

7?7 : équations différentielles

77 : convexité

7?7 . espaces de Hilbert, base hilbertienne
7?7 : analyse complexe, fonctions holomorphes
?7?7 . permuter des limites

?? : déduire la nullité d’une fonction depuis son
intégrale

77 : inversion locale, fonction implicite
7?7 : points fixes

7?7 : changement de variables

77 : techniques de calcul

7?7 : méthodes de calcul

7?7 : méthode de Newton

?7? . opérations sur les distributions

77 : convolution

?? : séries de Fourier

77 : transformée de Fourier

7?7 : gaussienne

7?7 : lemme de transfert

77 : invariants de similitude

77 . isométries

77 : enveloppes

7?7 . intégration sur des variétés

7?7 . dénombrements

7?7 . caractérisation de distributions en probabi-
lités

?? : théoreme central limite

77 . probabilités et espérances conditionnelles

L’index thématique devrait venir ici, mais on verra plus tard.



-2.1 Conventions sur les matrices et changement de bases
SEC00BTTT00ZZABWA

-2.1.1 Matrices et applications linéaires
SUBSEC00AFPDo00zXdGz

Le lien entre matrice et application linéaire est donné par la définition 4.64. L’application d’une
matrice a un vecteur est (4.78). Le lien le plus simple entre ’application linéaire et les éléments de
matrice est donné par la proposition 4.67. Voici les relations :

Thi = T(ei)a (-2.1&)
T(ez) = Z Taifa (-21b)
T(CC) = ZTaixifa (—2.1C)

T(x)a = ZTaiﬂ?i- (-2.1d)

Cela définit une application ¢: M(n x m,K) — L(E, F) qui a plein de propriétés.
1
2

(1) C’est une bijection, proposition 4.67(4).

(2)

(3) C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels, proposition 4.68.
(4)

(5)

C’est un isomorphisme d’algebre, proposition 4.70.

4
)

Isomorphisme d’algebres et d’anneaux, proposition 4.70.
Isomorphisme d’espaces topologiques, proposition 4.70.

1

Lorsque nous avons une base orthonormée * nous avons aussi les propositions 9.169 et 9.169

qui donnent des formules avec produit scalaire :
(1) Tm‘ = €qn T(ei)
(2) T - Ay = Zkl Akl.%'kyl.

ou le point est le produit scalaire usuel de R”.

-2.1.2 Le changement de base

Soit un espace vectoriel V' muni de deux bases (€;)i=1,...n €t (fa)a=1,...n- Le lemme 4.107 donne
le lien entre les vecteurs de base :

(1) fa =2 Qiati
(2) i =, Qui fa
La proposition 4.108 donne un certain nombre de formules pour les coordonnées des vecteurs :
(1) Yo = Zz Q;zla%
(2) =i = X, QiaYa-
(3) zi = (Qy)i
(4) z=Qy
La transformation de la matrice d’une application linéaire lors d’un changement de base est la

proposition 4.111. Soit une application linéaire T': V' — V de matrices A et B dans les bases {e;}
et {fa}. Siles bases sont liées par f, = >; Qin€s, alors les matrices A et B sont liées par

B =Q tAQ. (-2.2)

-2.1.3 Changement de base : matrice d’une forme bilinéaire

La proposition 9.136 fait le changement de matrice d’une forme bilinéaire lors d’un changement
de base. Si la matrice de ¢ dans la base {e;} est A et celle dans la base {f,} est B, alors

B = Q'AQ. (-2.3)

Pour comparaison avec la loi de transformation des matrices des applications linéaires, voir la
remarque 9.137.

1. Définition 9.160.



-2.2. MULTIINDICE ET LISTE D’INDICES )

-2.2 Multiindice et liste d’indices
NORMooRRZCooMOKAZY

-2.1.
Je crois qu'il y a quelques incohérences de notations/dénominations dans le texte. En principe
quand on parle de R”, un multiindice [2] est une vecteur d’entiers positifs & n composantes. Si
a = (2,1) alors nous avons la notation
o % 0
0“f = . a@f (-2.4)
Cette notation pose probléme lorsque, par exemple, 0302 f # 010201 f.

Elle pose également probléme lorsque 'on veut faire une récurrence sur l'ordre de dérivation
en ajoutant une seule dérivation a la fois.

C’est pourquoi nous introduisons le concept de liste d’indices. En parlant de R”, une liste
d’indices est un vecteur arbitrairement long (mais fini) d’entiers dans {1,...,n}. Si, dans R,
a=(1,3,1,5), alors

0%f = 01030105 f. (-2.5)

Si « est une liste d’indices de longueur p, une queue de « est une liste d’indices de longueur
0 < k < pde la forme (0p—p41, Op—k42,---,0p).

-2.3 Anglicismes

Voici quelque anglicismes dont je ne me souviens jamais.
(1) Une o-algebre est une tribu, définition 14.1.

(2) Le « uniform boundedness principle » est le théoréme de Banach-Steinhaus 11.117.
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Chapitre 0

Introduction

0.1

Auteurs, contributeurs, sources et remerciements

Les remerciements, dans chaque catégorie, sont mis dans I'ordre chronologique approximatif.
Les noms en couvertures sont ceux qui ont fourni du code ITEX (typiquement : un patch via
github), par ordre chronologique approximatif d’entrée dans le projet.

0.1.1 Ceux qui ont travaillé sur le Frido

(1)
(2)

(13)

(14)

Carlotta Donadello pour I'ensemble du cours de CTU de géométrie analytique 2010-2011.
Une grosse partie de « analyse réelle » vient de la.

Les étudiants de géométrie analytique en CTU 2010-2011 ont détecté d’innombrables co-
quilles. Les étudiants du cours présentiel de géométrie analytique 2011-2012 ont signalé un
certain nombre d’incorrections dans les exercices et les corrigés. Les agrégatifs de Besangon
2011-2012 pour leurs plans et leurs développements.

Lilian Besson pour m’avoir signalé un paquet de fautes, et quelques points pas clairs en
statistiques.

Plouf qui m’a signalé une coquille dans le fil la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-
106.

Benjamin de Block pour des coquilles et une mise au point sur les conventions a propos de
R* et (RT)*.
Olivier Garet pour avoir répondu a plein de questions de probabilités.

Frangois Gannaz pour de la relecture et une version plus claire de la preuve (et de 1’énoncé)
de la proposition 19.8.

Danarmk pour des réponses a des questions dans les commentaires (allongement pour éviter
un Overfull hbox) http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675589. Et aussi pour
une discussion a propos de la topologie sur ().

Cédric Boutilier pour des réponses a des questions de probabilité statistique. https://
github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16

Remsirems pour des réponses a des questions d’analyse !

Bertrand Desmons pour plusieurs patchs rendant plus clairs de nombreux passages sur les
suites de Cauchy dans Q.

Anthony Ollivier pour m’avoir fait remarquer qu'il n’est pas vrai que A[X] est euclidien
lorsque A est integre (contre-exemple : A = 7). Ca fait une faute de moins dans le Frido.

ybailly pour avoir détecté un bon nombre de coquilles dans la partie sur les ensembles de
nombres.

Eric Guirbal pour le remplacement de frenchb par french.

1. http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675813
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http://passeurdesciences.blog.lemonde.fr/2014/01/24/la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-106
http://passeurdesciences.blog.lemonde.fr/2014/01/24/la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-106
http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675589
 https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/87 
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16
http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675813
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(15) cdreprds pour une réponse a une question d’algebre, démonstration a I'appui a propos de
pged. Egalement pour sa relecture sans pitié de la partie sur la cardinalité (en particulier
A ~ A\B) et pour avoir pointé I'utilité du théoréme de comparabilité cardinale.

(16) Antoine Bensalah pour avoir répondu & une question sur Lax-Milgram tout en méme temps
que pointé une erreur dans la démonstration et fourni 'exemple 25.61 sur 'optimalité de
I'inégalité.

(17) Guillaume Deschamps pour ses remarques a propos du fait que le chapitre « constructions
des ensembles » est tres ardu.

(18) Guillaume Barriere pour sa relecture attentive jusqu’aux corps.

(19) Samy Clementz pour avoir découvert une faute dans la définition de mesure positive sur un
espace mesurable.

) Sylvain Rousseau pour avoir clarifié une construction dans le théoréme de Bower version C*.
) Maxmax pour des typos dans I'index thématique.
22) Laurent Choulette pour une typo dans les propriétés du neutre d’un groupe.

)

Pierre Lairez pour la démonstration du théoreme d’inversion de limite et de dérivée 12.375
sans passer par les intégrales (et les lemmes correspondants & propos du module de conti-
nuité).

(24) Gregory Berhuy pour des réponses d’algebres dans les catégories facile, moyen et difficile.

(25) Benoit Tran pour avoir signalé un paquet de typos dans la démonstration de ’ellipsoide de
John-Loewner et ses dépendances.

(26) Provatiscus pour avoir signalé un paquet de choses pas claires, et surtout pour avoir trouvé
une faute dans la démonstration du fait qu’une fonction continue sur @Q se prolonge en
une fonction continue sur R. Et pour cause : cet énoncé est faux. https://github.com/
LaurentClaessens/mazhe/issues/124

(27) William pour I'environnement example qui gere correctement le triangle.
(28) Colin Pitrat pour de nombreuses remarques, typos et relecture de théorémes.

(29) Bruno Turgeon pour une trés belle moisson de fautes de frappe (euphémisme pour dire « mon
ignorance crasse de 'orthographe »).

(30) Sacha Dhénin pour une belle quantité de fautes de frappes et pour avoir soulevé quelques
points pas clairs (par exemple la définition du sous-groupe engendré dans le cas de la partie
vide).

(31) Patrice Goyer pour m’avoir signalé quelques fautes et pas mal de points pas clairs dans les
polynomes et dans la théorie généraliste des ensembles. Et pour m’avoir fait remarquer (deux
fois) que mon script de déploiement ne marchait pas.

(32) Alain Vigne pour une quantité (presque) indénombrable de fautes d’orthographe et de mau-
vaises tournure de phrase dans les espaces vectoriels, la construction de nombres, la théorie
des groupes et les anneaux. Il m’a également pointé quelque fautes et points vraiment pas
clairs dans des démonstrations dont la correction a permit de bien améliorer la qualité du
texte.

0.1.2 Aide directe, mais pas volontairement sur le Frido

(1) Plein de monde pour diverses contributions a des énoncés d’exercices. Pierre Bieliavsky pour
les énoncés d’analyse numérique (MAT1151 a Louvain la Neuve 2009-2010). Jonathan Di
Cosmo pour certaines corrections de MAT1151. Francois Lemeux, exercices sur les normes
de matrices et correction de coquilles. Martin Meyer et Mustapha Mokhtar-Kharroubi pour
certains exercices du cours Outils mathématiques (surtout ceux des DS et examens).

(2) Nicolas Richard et Ivik Swan pour les parties des exercices et rappels de calcul différentiel
et intégral (Université libre de Bruxelles, 2003-2004) qui leurs reviennent.


https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/52#issuecomment-333251728
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
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3)
(4)
(5)

Carlotta Donadello pour la partie géométrie analytique : topologie dans IR™, courbes, inté-
grales, limites. (Université de Franche-Comté 2010-2012)

Le forum usenet de math, en particulier pour la construction des corps fini dans le fil « Vérifier
qu’un polynéme est primitif » initié le 20 décembre 2011.

Mihai Bostan nous a donné ses notes manuscrites de son cours présentiel de géométrie ana-
lytique 2009-2010. (Presque) Toute la structure du cours de géométrie analytique lui est due
(qui est maintenant fondue un peu partout dans les chapitres d’analyse).

0.1.3 Des gens qui ont fait un travail qui m’a bien servi

(1)

()

(6)
(7)

Arnaud Girand pour avoir mis ses développements bien faits en ligne. Une bonne vingtaine
de résultats un peu partout dans ces notes viennent de lui.

Le site http://www.les-mathematiques.net m’a donné les preuves de nombreux résultats.

Pierre Monmarché pour son document en ligne tout plein de développements, et des réponses
a des questions.

Tous les contributeurs du Wikipédia francophone (et aussi un peu I’anglophone) doivent étre
remerciés. J’en ai pompé des quantités astronomiques ; des articles utilisés sont cités a divers
endroits du texte, mais ce n’est absolument pas exhaustif. Il n’y a a peu pres pas un résultat
important de ces notes dont je n’aie pas lu la page Wikipédia, et souvent plusieurs pages
connexes.

Les intervenants du fil « Antisymétrisation, alterné, déterminant et caractéristique » sur
les-mathematiques.net m’ont bien aidé pour la section sur les déterminants 9.1 (bien qu’ils
ne le savent pas).

Xavier Mauquoy pour 1’énoncé et la preuve du théoreme 3.37.

David Revoy pour les dessins de Pepper&Carrot de la couverture.

J’ai souvent donné entre parentheéses a c6té des mots « théoreme », « lemme » ou « proposition »
une ou plusieurs références vers les sources de la preuve que je donne. Ce sont parfois des liens vers
la bibliographie ; parfois aussi des liens hypertextes vers des sites, des blogs, etc. Tous ces gens ont
fait du bon boulot. Sans toute cette « communauté », I'internet serait mort 2.

0.2

Originalité

Ces notes ne sont pas originales par leur contenu : ce sont toutes des choses qu’on trouve
facilement sur internet ; je crois que la bibliographie est éloquente a ce sujet. Ce cours se distingue
des autres sur les points suivants.

La longueur J’ai décidé de ne pas me soucier de la taille du fichier. Il fera cinq mille pages s’il le

faut, mais il restera en un bloc. Etant donné qu’il n’existe qu’une seule mathématique, il ne
m’a pas semblé intéressant de produire une division artificielle entre I'analyse, la géométrie
ou l'algebre. Tous les résultats d’une branche peuvent (et sont) étre utilisés dans toutes les
autres branches.

Dans cette optique, je me suis évertué a ne créer que des références « vers le haut ». A moins
d’oubli de ma part?, il n’y a aucun endroit du texte qui dépend d’un lemme démontré plus
bas. Le fait qu’un théoréme B soit plus bas qu’un théoréeme A signifie qu’on peut démontrer
A sans savoir B.

La licence Ce document est publié sous une licence libre. Elle vous donne explicitement le droit

de copier, modifier et redistribuer.

Les mises a jour Ce document est régulierement mis a jour. Des fautes d’orthographe sont corri-

gées (presque) chaque jour. Si vous me signalez une faute de mathématique, elle sera corrigée.

2. Cette derniére phrase doit étre comprise comme un appel a ne pas utiliser Moodle et autres iCampus pour
diffuser vos cours de math, ou en tout cas pas comme moyen exclusif.
3. Par exemple pour les théorémes pour lesquels je n’ai pas lu ni a fortiori écrit de preuves.


http://www.les-mathematiques.net
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,302266
https://www.peppercarrot.com/fr/article285/episode-8-pepper-s-birthday-party
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Transparence Je ne fais pas semblant que ces notes soient parfaites. Les points sur lesquels je ne
suis pas sfir, les preuves que j’ai inventées moi-méme sont clairement indiqués pour inciter le
lecteur a redoubler de prudence. Une liste de questions a résoudre est inclue en la section 0.7.
Voir 0.3 pour plus de détails.

0.3 Les choses qui doivent vous faire tiquer
SECooWVHBooCaYoXP
Un cours de math doit toujours étre lu attentivement, surtout si vous avez l'intention de
resservir a un jury le fruit de vos lectures. Dans ce livre, trois éléments doivent vous faire redoubler
de prudence.

La référence [1] D’abord les références a [1] indiquent qu’une bonne partie de ce qui suit est de
I'invention personnelle de 'auteur. Cela ne veut évidemment pas dire que c’est moi qui ai
découvert le résultat. Ca veut dire que je n’ai pas trouvé le résultat ou certaines parties de
la preuve.

Les notes en bas de page Certaines notes en bas de page sont écrites dans une fonte spéciale *.
Elles indiquent des points sur lesquels je doute ou des étapes de calculs que je ne parviens
pas a reproduire en suivant mes sources. Lorsque vous voyez une telle note, redoublez de
prudence, allez voir la source, et écrivez-moi si vous pouvez résoudre le probléme.

Les environnements dédiés Et enfin certains problémes sont indiqués plus longuement dans
un environnement dédié en petits caracteres comme ceci :

ii Avertissement/question au lecteur !! 0.1

Les choses écrites comme ceci sont des questions ou des éléments sur lesquels j’at un doute.
Lisez-les attentivement. Ces notes mentionnent des points que personnellement je n’oserais
pas affirmer plein d’aplomb d un jury d’agrégation.

0.4 Quelques choix qui peuvent provoquer des quiproquos

Comme tout cours de mathématique, ce cours fait des choix qui sont parfois discutables. Voici
quelques points sur lesquels les choix faits ici ne sont peut-étre pas ceux fait par tout le monde.
Ce sont donc des points sur lesquels vous devez faire attention pour éviter les quiproquos lors par
exemple d’un oral dans un concours.

(1) Nous utilisons la définition « épointée » de limite d’une fonction en un point. Elle différe
de celle donnée par le ministere de ’enseignement en France. Si votre but est de passer
un concours d’enseignement en France, vous devriez lire 12.2; dans tous les autres cas, la
définition prise ici est celle qu’il vous faut.

(2) Un compact est une partie d’un espace topologique pour lequel tout recouvrement par des
ouverts admet un sous-recouvrement fini. Le fait d’étre séparable n’est pas inclus dans la
définition de compact. De nombreux textes francais incluent la séparabilité dans la compacité.

(3) Le logarithme sur € est une application In: C* — C définie partout sauf en zéro. Elle n’est
donc pas continue sur la fameuse demi-droite. A ne pas confondre avec une détermination
du logarithme qui est par définition continue et donc non définie sur la demi-droite.

Cela est un choix tres discutable. La raison de donner a la notation « In » cette signification
est simplement de suivre l'usage de Sage. Pour Sage, In(—1) existe et vaut .

Voir les remarques 26.77.

(4) Le mot « corps » n’implique pas la commutativité, et nous n’utilisons pas la terminologie
« anneau a division ». Voir la remarque 1.235 et la discussion 6.1.

4. Les notes comme celle-ci signifient qu'il y a certaines choses dont je ne suis pas sir.
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0.5 Autres choix pas spécialement standards

Nous listons ici quelques choix qui n’induisent pas de différences ou d’incompatibilité avec les
autres cours, mais qui doivent étre compris et justifiés.

(1) Nous n’utilisons pas les notations o(z) ou autres O(N?). D’abord parce que je n’ai jamais
trés bien compris comment elles fonctionnent, et ensuite (surtout) parce que ces notations
induisent en erreur. Ce sont des notations qui cachent, sous des notations a peu prés intuitive,
I'utilisation de théorémes pas simples.

Ecrire
f(z) = P(x) + o(z?), (0.1)

c’est un peu comme quand on écrit (horreur!)

F(x) = Jf(x)dx +C. (0.2)

Ou est le z a droite 7 Quel est le statut de C'?
Méme chose pour la notation f(z) = P(x)+o(2?). Le z de o(x?) est-il le z qu'on a & gauche ?
Si g(z) = Q(x) + o(x?), est-ce le méme o que celui de f?

(2) Nous allons étre plus calme avec la notation A[X] pour les polynémes sur 'anneau A, et
encore moins A[ X7, ..., X, ] pour les polynémes de n variables. Au lieu de cela nous utilisons
P(A) et Pp(A).

Est-ce que vous diriez que A[X] = A[Y]? Quelle est exactement la nature de X dans
P=X?+1oudans P(X)=X2+178Si Pe A[X] vaut P(X) = X? et si Q € A[Y] vaut
Q(Y) = Y2, est-ce que vous oseriez écrire P = Q ?

0.5.1 Mathématique intéressante
DEFooDABVooKdDyBw

Définition 0.2.
Une notion mathématique est intéressante si elle permet de répondre d une question que l’on
peut se poser sans connaitre la notion.

Exemple 0.3.
Etant donné un segment dans le plan, quels sont les triangles rectangles dont ce segment est
I’hypoténuse ?

Nous n’avons pas besoin de cercles pour poser cette question. Mais nous avons besoin de
connaissances sur les cercles pour y répondre. Donc I’étude des cercles est intéressante. A

Exemple 0.4.
Comment fonctionne la gravitation ?

Cette question peut étre posée sans connaitre de calcul tensoriel, d’équations différentielles ou
d’intégrales. Et pourtant, tous ces concepts sont utiles pour y répondre. A

0.6 Sage est la pour vous aider

Il existe de nombreux logiciels de mathématique. Notre préféré est Sage pour une raison tres
précise : Sage est (en simplifiant) un module pour python. Donc quand on travaille en Sage, on
dispose de tout Python. La syntaxe et la structure de Sage ne sont pas ad hoc pour faire des maths,
et ce qu’on apprend en Sage peut étre recyclé pour faire n’importe quoi : navigateur web, script
de manipulation de texte, traitement d’image, réseau neuronaux, ...

Sage est un logiciel disponible pour I’épreuve de modélisation de I'agrégation de mathématique;
il y a donc de bonnes chances que vous en ayez 1'usage.


http://www.sagemath.org
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0.6.1 Lancez-vous dans Sage

(1) Aller sur http://www.sagemath.org,
(2) créer un compte,

(3) créer des feuilles de calcul et s’amuser!!

I1 y a beaucoup de documentation sur le site officiel °, et nous vous conseillons particulierement
le livre [3].

Si vous comptez utiliser régulierement ce logiciel, je vous recommande chaudement de 'installer
sur votre ordinateur.

0.6.2 Exemples de ce que Sage peut faire pour vous

Ce livre est émaillé de petits bouts de code en Sage montrant ses différentes fonctionnalités 1a
oll nous en avons besoin . Voici une liste (non exhaustive) de ce que Sage peut faire pour vous.

(1) Calculer des limites de fonctions, exemples 43.1 et 43.2.
(2) Tracer des graphes de fonctions, exemple 43.2.

(3) Tracer des courbes en trois dimensions, voir exemple 12.201. Notez que pour cela vous devez
installer aussi le logiciel Jmol. Pour Ubuntu, c’est dans le paquet icedtea6-plugin.

(4) Calculer des dérivées partielles de fonctions & plusieurs variables, voir exemple 43.3.

(5) Résoudre des systémes d’équations linéaires. Voir les exemples 43.4 et 43.5. Lire aussi la
documentation.

(6) Tout savoir d’une forme quadratique, voir exemple 43.6.

(7) Calculer la matrice hessienne de fonctions de deux variables, déterminer les points critiques,
déterminer le genre de la matrice hessienne aux points critiques et écrire les extrémums de la
fonctions (sous réserve d’étre capable de résoudre certaines équations), voir les exemples 43.7
et 43.8.

(8) Indiquer une infinité de solutions a une équation en utilisant des parameétres. L’exemple 43.9
montre ¢a avec une équation algébrique. Un exemple concernant des fonctions trigonomé-
triques :

sage: solve(sin(x)/cos(x)==1,x,to_poly_solve=True)

[x == 1/4*pi + pix*zl]

sage: solve(sin(x)**2==cos(x)**2,x,to_poly_solve=True)

[sin(x) == cos(x), x == -1/4*pi + 2xpi*z86, x == 3/4*pi + 2*pi*z84]

Notez l'option to_poly_solve=true dans solve.
(9) Calculer des dérivées symboliquement, voir exemple 43.10.
(10) Calculer des approximations numériques comme dans ’exemple 43.11.

(11) Calculer dans un corps de polynémes modulo comme F,[X]/P ol P est un polynéme a
coefficients dans IF,,. Voir I’exemple 19.68.

Sage peut en général faire tout ce que vous étes capable de faire a I'entrée en master et
probablement bien plus, & la notable exception des limites & deux variables.

Remarque 0.5.

Sage peut toutefois vous induire en erreur si vous n’y prenez pas garde parce qu’il sait des choses
en mathématique que vous ne savez pas. Par conséquent il peut parfois vous donner des réponses
(mathématiquement exactes) auxquelles vous ne vous attendez pas. Voir par exemple 15.137 pour
le logarithme de nombres négatifs. Et aussi ceci :

5. http://www.sagemath.org
6. Soit un vrai besoin comme tracer un graphique en 3D, soit de la paresse comme calculer une grosse dérivée.


http://www.sagemath.org
http://lmgtfy.com/?q=sage+documentation
http://www.sagemath.org
http://mirror.switch.ch/mirror/sagemath/index.html
http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
http://www.sagemath.org
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o3

SageMath version 7.3, Release Date: 2016-08-04
Type "notebook ()" for the browser-based notebook interface.
Type "help ()" for help.

sage: limit(1/x,x=0)
Infinity

sage: limit (1/x*%2,x=0)
+Infinity

tex/sage/sageSnip017.sage

Sage fait une différence entre Infinity et +Infinity et donne

1
ilil(l) P o0 (0.3)
ainsi que
1
glclil})? = +0o0. (0.4)

Voir aussi la compactification en un point d’Alexandroff 7.76.

0.7 Comment contribuer et aider ?
SecooCKWWooBFgnea

0.7.1 Des preuves qui manquent

Vous trouverez un peu partout des énoncés sans preuves. Certaines sont surement tres faciles,
et d’autres probablement assez compliquées. N’hésitez pas a rédiger une preuve et me ’envoyer.

Vous pouvez m’envoyer vos preuves sous forme de « c¢’est bien fait dans tel cours », avec une
URL.

Ne me dites juste pas « c’est bien fait dans tel livre ». Je ne travaille pas a 'université, et je n’ai
pas acces a une bibliotheque universitaire ; je n’ai donc pas réellement acces a ces fameux « livres »
dont tout le monde parle.

0.7.2 Du texte qui manque

Vous remarquerez que de nombreuses pages du Frido sont des enchainements de théoremes et
démonstrations sans articulations. Autrement dit, il manque ce qu’a l'agrégation on dirait a ’oral
quand on présente le plan. Si vous avez des idées de choses a ajouter ici ou la, faites le moi savoir.

0.7.3 Des exemples qui manquent

Si vous connaissez de bons exemples, faites-le moi savoir.

0.7.4 Trucs de programmation et de ETEX
(1) Comment faire en sorte que les mots commencant par « é » soient avec les « e » dans l'index,
et non avant les « a » 7 Il me faudrait un mécanisme plus automatique que faire machin@truc.

(2) 11y a des probléemes dans la table des matiéres. « Table des matieres », « Index », et « Liste
des notations » ne pointent pas vers la bonne page.

(3) Si vous savez comment faire pdf -> epub pour créer un eBook, faites le moi savoir. Cahier
des charges :

— libre, disponible sur Ubuntu

— en ligne de commande (en tout cas : exécutable depuis un script en python ou C++)
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Attention : le Frido étant un truc assez compliqué, avant de répondre la premiere chose qui
vous passe par la téte, assurez-vous que votre solution fait avancer les choses sur le Frido et
non sur un petit document de test.

Nous en avons déja un peu discuté sur https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/
issues/13. Il faudra entre autres faire un script qui remplace tous les environnements
tizk des fichiers *.pstricks (désolé pour la convention de nommage historique) par un
simple includegraphics du fichier pdf correspondant que l'on trouvera dans le répertoire
auto/pictures_tikz.

(4) Ecrire un script (en python ou autre) qui prend en argument deux numéros ou noms de
chapitres et qui retourne ’ensemble des lignes du premier qui contient des ref ou eqref
dont le label correspondant est dans le second.

Attention : il faut tenir compte de input de facon récursive.

Bonus : calculer le hash shal de chaque ligne du résultat et ne pas lafficher si il se trouve
dans la liste du fichier commons.py.

0.8 Les politiques éditoriales

Certaines parties de ce texte ne respectent pas les politiques éditoriales. Ce sont des erreurs de
jeunesse, et j’en suis le premier triste.

0.8.1 Licence libre

Je crois que c’est clair.

0.8.2 pdflatex
Tout est compilable avec pdfIATEX. Pas de pstricks, de psfrag ou de ps<quoiquecesoit>.

0.8.3 utf8

Je crois que c’est clair.

0.8.4 Notations

On essaie d’étre cohérent dans les notations et les conventions. Pour la transformée de Fourier
par exemple, je crois que la définition du produit scalaire dans L?, des coefficients de Fourier, de
la transformation et de la transformation inverse sont cohérents. Cela demande, lorsqu’on suit un
livre qui ne suit pas les conventions utilisées ici, de convertir parfois massivement.

0.8.5 De la bibliographie

On évite d’écrire en haut de chapitre « les références pour ce chapitre sont ... ». Il est mieux
d’écrire au niveau des théorémes, entre parenthéses, les références.

Lorsqu’on écrit I’énoncé d’un théoréme sans retranscrire la démonstration, il faut mettre une
référence vers un document en ligne qui en contient la preuve. Il est vraiment fastidieux de chercher
une preuve sur internet et de tomber sur des dizaines de documents qui donnent 1’énoncé mais pas
la preuve.

0.8.6 Faire des références a tout

Lorsqu’un utilise le théoreme des accroissements finis, il ne faut pas écrire « d’apres le théoréme
des accroissements finis, blablabla ». Il faut écrire un \ref explicite vers le résultat. Cela alourdit
un peu le texte, mais lorsqu’on joue avec un texte de plus de 2000 pages, il est parfois laborieux
de trouver le résultat qu’on cherche (surtout si il existe plusieurs versions d’un résultat et que ’on
veut faire référence a une version particuliére).


https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/13
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/13
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0.8.7 Des listes de liens internes

Le début du Frido contient une espéce d’index thématique. Il serait bon de 1’étoffer.

0.8.8 Pas de références vers le futur

Dans le Frido, aucune preuve ne peut faire une référence vers un résultat prouvé plus bas. On
n’utilise pas le théoreme 10 dans la démonstration du théoreme 7. Cela est une contrainte forte
sur le découpage en chapitres et sur 'ordre de présentation des matieres.

Il est bien entendu accepté et méme encouragé de mettre des notes du type « Nous verrons
plus loin un théoréme qui ... ». Tant que ce théoreme n’est pas utilisé, ca va.
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Chapitre 1

Construction des ensembles de
nombres

1.1 Quelques éléments sur les ensembles

1.1.1 Petit mot d’introduction

Le Frido n’est pas supposé étre lu dans l'ordre de la premiere & la derniére page; les matieres
y sont présentées dans l'ordre logique mathématique, et non dans ’ordre logique pédagogique, et
encore moins par ordre de difficulté croissante.

1.1 (On saute la théorie des ensembles).
En mathématique, si on lit une démonstration et que ’on veut vraiment tout justifier, et justifier
toutes les étapes de tous les résultats utilisés, on tombe forcément un jour sur les axiomes.

Or 'axiomatique est un sujet particulierement difficile. Nous n’allons donc pas « tout justifier »
jusque la. Nous n’allons méme pas préciser quel systéeme d’axiome est utilisé. En particulier nous
n’allons pas donner 'axiomatique des ensembles : nous allons supposer connus les ensembles et
leurs principales propriétés.

Bref. Nous supposons avoir une théorie des ensembles qui tient la route. En particulier nous
supposons connues les notions suivantes :

(1) ensemble vide,

(2) ensemble, appartenance, intersection, union,

(3) application entre deux ensembles, notation f(z) pour désigner I'image de = par f,
(4) produit cartésien de plusieurs ensembles.

Ce sont toutes des choses dont la construction a partir des axiomes n’est en aucun cas évidente. En
particulier, des « définitions » comme « 'intersection de deux ensembles est I’ensemble contenant
exactement les éléments communs aux deux ensembles » ne sont pas correctes parce qu’elles passent
a coté de l'existence et de I'unicité d’un tel ensemble.

1.2 (On saute la grammaire).
Nous n’allons pas non plus formaliser la grammaire des expressions mathématiques'. Nous sup-
posons que vous étes capables de lire des expressions comme

x € N = {a >z} est infini. (1.1)

Tout cela pour dire que le Frido ne traitera que de la partie facile de la mathématique.
DefEnsemblesDisjoints

Définition 1.3.
Deuz ensembles A et B sont disjoints si leur intersection est vide? ; en d’autres termes, si il
n’existe aucun élément commun a A et B.

1. J’utilise ici des mots que je ne comprends pas, juste pour me donner I’air malin.
2. Remarquez que les mots « intersection » et « vide » sont de ceux que nous avons décidé de ne pas définir.

17
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1.4.

Remarquez par exemple que la premiere phrase de 'article de Wikipédia sur la construction de N
est « Partant de la théorie des ensembles, on identifie 0 a I’ensemble vide, puis on construit ... ».
Il est bien précisé que ’on part d’une théorie des ensembles.

1.5.
La suite de ce chapitre sera essentiellement sans exemple parce qu’avant d’avoir construit les
ensembles de nombres, je ne sais pas tres bien quels exemples on peut donner de quoi que ce soit.

1.1.2 Injection, surjection, bijection

Définition 1.6.
Soient deux ensembles E et F. Une application f: E — F est

(1) surjective si pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x) ;
(2) injective si pour tout y € F, il existe au plus un x € E tel que y = f(x) ;

(3) bijective si elle est a la fois injective et surjective.

La méthode la plus courante pour démontrer qu'une application f: E — F est injective est
de considérer x,y € E tels que f(z) = f(y), et de prouver a partir de la que x = y. Ou alors de
supposer = # y et d’obtenir une contradiction.

La technique de la contradiction est évidemment la plus courante lorsque 1’égalité f(x) = g(x)

implique une équation faisant intervenir 1/(z — y).
LEMooWBYSooFqyqQP

Lemme 1.7.
Soient deuzr ensembles A et B ainsi qu’une application f: A — B. Nous supposons qu’il existe une
application g: B — A telle que fog =1dp et go f = 1d4.

Alors f est une bijection.

Démonstration. En deux parties.

(i) Injection Supposons que f(a) = f(b). Alors en appliquant g des deux cotés, et en utilisant
le fait que g o f = Id4, nous trouvons a = b.

ii) Surjection Soit x € B. Posons a = ¢(x). Alors, en utilisant le fait que f o ¢ = Idg nous
(i) Surj g : q g

avons
fla) = (fog)(z) == (1.2)
Donc x est dans I'image de f et f est surjective.
O
1.1.3 Ensemble ordonné R —

1.8.
L’axiome du choix que nous acceptons peut s’énoncer comme ceci[4] : Etant donné un ensemble
X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X, appelée fonction de choix, qui a

chacun d’entre eux associe un de ses éléments.
DEFooRFVTooUUuFuE

Définition 1.9 ([5]).
Une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F' est une partie de B x F.
Si G est une relation binaire entre E et F, nous notons xRgy et nous disons que x est en

relation avec y.
DefooFLYOooRaGYRk

Définition 1.10.
Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation binaire® (notée <) sur E telle que pour
tous r,y,z € F,

3. Définition 1.9.
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réflexivité :z < x
antisymétrie : x <y et y < x implique r =y
transitivité : z <y et y < z implique x < z.

Pour suivre les notations de la définition 1.9, la partie G de E x E est une relation d’ordre
lorsque

(1) (z,z) € G pour tout x € G,
(2) Si(z,y) € G et (y,x) € G, alors x =y,
(3) Si(x,y) € G et (y,2) € G, alors (z,z) € G.

Dans la suite nous n’allons plus écrire de relations binaires en détaillant I’ensemble sous-jacent.
Lorsque mous avons un ensemble E et une relation d’ordre < sur E, nous disons que le couple

(E,<) est un ensemble ordonné.
DEFooVGYQooUhUZGr

Définition 1.11.
Un ensemble ordonné est totalement ordonné si deux éléments sont toujours comparables : si
x,y € E alors nous avons soit x < y soit y < x. St les éléments ne sont pas tous comparables, nous

disons que [’ordre est partiel.
DEFooBZNRooYRPGme

Définition 1.12 ([? ]).
Soit un ensemble ordonné (E,<). Un élément M € E est un élément maximal de E si pour tout
e E tel que M < x, nous avons M < x=x =M.

Nous disons que m € E est un élément minimal si pour tout x € E, nous avons r < m =

r=m.
DEFooDNWRooTiMAzK

Définition 1.13.
Soit un ensemble ordonné (E, <) et une partie A de E. Nous disons que m € A est un minimum
de A si pour tout x € A, I’élément m est comparable ¢ x et m < x.

Un élément p € E est un minorant de A si pour tout a € A, les éléments p et a sont comparables
et p < a.

Les notions de maximum et de magjorant sont définies de facon analogue.

LEMooPCRFooXRGrUr

Lemme 1.14.
Si E est un ensemble ordonné et si A est une partie finie totalement ordonnée de E, alors A

possede un unique minimum et un unique Mazimuim.
NORMooVHIBooJAOsou

1.15.

Notons qu’il n’est pas demandé & un élément maximal* d’étre comparable & tous les autres élé-
ments. Si (E, <) n’est pas totalement ordonné, un élément maximal peut ne majorer qu'une partie
de E.

Un élément maximal est plus grand que tous les éléments avec lesquels il est comparable.

Dans un ensemble totalement ordonné, les notions d’élément maximal de F et de maximum °
de F coincident ; dans le cas d’un ordre partiel, ces notions sont distinctes.

Il se peut que nous parlions d’'un « maximum » ou « élément maximum » au lieu d’un « élément
maximal », en particulier en utilisant le lemme de Zorn. Si vous voyez de telles choses, n’hésitez
pas a me le dire.

Par exemple, quand on applique le lemme de Zorn pour démontrer ’existence d’une base dans
un espace vectoriel de dimension infinie, on obtient une famille libre qui est maximale, c’est-a-dire
qui est un élément maximal dans ’ensemble, ordonné par inclusion, des familles libres de I'espace
vectoriel. C’est un élément maximal, et non un maximum, car ’ensemble des familles libres d’un
espace vectoriel non réduit & {0} n’admet pas de maximum (pour I'inclusion). Voir 4.22 et 4.23.

4. Définition 1.12
5. Définition 1.13.
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Lorsqu’une partie possede un minimum, ce dernier est nommé le « plus petit élément » de la
partie. Attention : il n’en existe pas toujours. D’innombrables exemples pourront étre vus lorsque
nous aurons construit @ et R. Typiquement les intervalles du type |a, b].

Exemple 1.16 ([1]).
Soit un ensemble E ainsi que a # b dans E. Nous considérons les parties

A={Pc FE tel que a€ P,b¢ P} (1.3a)
B={Pc E tel que be P,a ¢ P}. (1.3b)

Et enfin nous considérons l'ensemble F' = A u B, c’est a dire I’ensemble des parties de E qui
contiennent soit a soit b mais pas les deux. Nous ordonnons partiellement F' par I'inclusion.

Dans (F, <), élément E\{b} est un élément maximal, mais pas un majorant. A
DEFooLJEA0oBLGsiS

Définition 1.17.
Un ensemble ordonné est bien ordonné si toute partie non vide posséde un plus petit élément.

Autrement dit, ’ensemble ordonné E est bien ordonné si pour toute partie non vide A, il existe
x € A tel que x < y pour tout y € A.

1.18.
Quelques remarques.

(1) L’inégalité stricte (définie par : x < y si et seulement si x < y et z # y) n’est pas une relation
d’ordre parce qu’elle n’est pas réflexive.

(2) Nous verrons dans la remarque 1.368 que 'intervalle [—1, 1] dans R n’est pas bien ordonné.

(3) Un ensemble bien ordonné est forcément totalement ordonné parce que toutes les parties de
la forme {z,y} possédent un minimum. Par conséquent z et y doivent étre comparables :
r<youy <T.

Exemple 1.19.
Si E est un ensemble, I'inclusion est un ordre sur I’ensemble des parties de F, mais pas un ordre

total parce que si X,Y sont des parties de F, alors nous n’avons pas automatiquement soit X < Y
soit Y < X. A

La notion d’ordre permet d’introduire la notion d’intervalle.
DefEYAooMYYTz

Définition 1.20.

Soit un ensemble totalement ordonné (E,<). Un intervalle de E est une partie I telle que tout
élément compris entre deux éléments de I soit dans I. En language mathématique, la partie 1 de
E est un intervalle si

Va,bel,(a<z<b)=uzel.

1.1.4 Lemme de Zorn

Nous admettons I'axiome du choix qui s’énonce de la fagon suivante[7] :

Pour tout ensemble X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X,
appelée fonction de choix, qui a chaque ensemble A appartenant a X associe un élément

de cet ensemble A.
DefGHDfyyz

Définition 1.21 (Ensemble inductif[8]).

Un ensemble est inductif si toute partie totalement ordonnée admet un magjorant.
LemUEGjJBc

Lemme 1.22 (Lemme de Zorn[9]).
Tout ensemble ordonné inductif non vide admet au moins un élément maximal.
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PROPooFOETooWYLOeq
Proposition 1.23 (]10]).
Soient un ensemble inductif (E,<) et be E. Il existe un élément mazimal® m e E tel que b < m.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Un ensemble Nous considérons

Ey = {x € F tel que b < z}. (1.4)

(ii) Ep est inductif Soit une partie non vide totalement ordonnée A de Ej. Puisque E est
inductif, la partie A admet un majorant m € E.

Comme A est non vide, nous pouvons considérer x € A. Nous avons b < x parce que
x € A c Ep. Mais comme m est un majorant de A, x < m. Bref, nous avons les inégalités

b<xz<m. (1.5)

Donc m € Ej. Nous avons prouvé que m est un majorant de A contenu dans Ejp. Donc Ej est
inductif.

(iii) Zorn Puisque (Ep, <) est inductif, le lemme de Zorn 1.22 nous indique que Ej a un élément
maximal. Nous le notons m.

(iv) m_est maximal dans E Supposons avoir un élément a € E' tel que m < a. Nous avons

b<m <a, (1.6)

et donc a € Ey. Mais m est maximal dans Ej, donc a = m.

1.1.5 Complémentaire
AppComplement

Définition 1.24.
Soit E, un ensemble et A, une partie de E (c’est-a-dire un sous-ensemble de E). Le complémen-
taire de l’ensemble A, dans E, noté CA est l’ensemble des éléments de E qui ne font pas partie de

A :

(A =F\A={xeFE tel que x ¢ A}. (1.7)
Nous allons aussi régulierement noter le complémentaire de A par A°.
LEMooHRKAooRskzQL
Lemme 1.25 (Quelques relations ensemblistes).
Soient A, B,C < X. Nous avons
(1) X\(An B) = (X\A4) u (X\B). ITEMooQCGUooKnWEBo
(2) X\(Av B) = (X\A) n (X\B). ITEMooXWKCooUASx1h
(3) An (B\C)=(An B)\C.
LemPropsComplement

Lemme 1.26.
Quelques propriétés a propos des complémentaires. Si E est un ensemble et si A et B sont des
sous-ensembles de E, nous avons

(1) CCA = A, en d’autres termes, E\(E\A) = A,
(2) A\B=AnCB.

(3) (A\B)¢ = A°u B.

(4) A°\B® = B\A.

6. Définition 1.12.

ItemLemPropComplementiii
ITEMooNHDUooWtURQQ

ITEMooTBWKooTChOmC
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Démonstration. Plusieurs points.
(i) Pour (2)
(ii) Pour (3) Il faut le faire en deux inclusions.
(i) (A\B)¢ < A°u B Supposons que = € (A\B)°. Si x € A°, c’est bon. Supposons que x n’est
pas dans A€, et montrons que = € B. Le fait que x ne soit pas dans A€ signifie que x € A.

Si x n’était pas dans B, alors x serait dans A\ B, ce qui est contraire & ’hypothése. Donc
r € B.

(ii) A°u B c (A\B)¢ Supposons d’abord que z € A°. Comme A\B c A, si x € A° alors
x € (A\B)°.
Si z € B, alors x n’est pas dans A\B et donc x est dans (A\B)°.

(iii) Pour (4) Pour cette égalité, nous séparons 4 cas suivant que = est dans A ou B ou non.
Bref, nous écrivons la table de vérité :

A 1{1]0]|0
B 1101110
AN\B¢|0|0[1]0 (1.8)
B\A [0]0]1]0
Les deux dernieres lignes étant égales, nous avons 1’égalité d’ensembles annoncée.
O
DefBMLooVjlSG
Définition 1.27 (différence symétrique).
Si A et B sont des ensembles, ’ensemble AAB est la différence symétrique d’ensembles :
AAB = (Au B)\(An B). (1.9)

C’est ’ensemble des éléments étant soit dans A soit dans B mais pas dans les deux, ni dans
aucun des deux. La table de vérité de AAB est intéressante :

A 1/1]0/0
T T1To 110 EQooDJBOooKH(HBSl
AAB|0|1]1|0

La deuxieme colonne signifie que si x € A et x € B¢, alors x € AAB.
LemCUVoohKpWB

Lemme 1.28 ([11]).
Si A et B sont des parties d’un ensemble, nous avons ItemVUCooHAZLC

(1) A°AB° = AAB.

ItemVUCooHAztCii
(2) (AAB)AB = A. ITEMooSPZX0oPTgisP
(5) (AAB)® = (A°n B°)u (An B). ITEMooSMXWooYcWsRC

(4) Associativité : AA(BAC) = (AAB)AC.

Démonstration. En plusieurs points.

(i) Pour (1) Nous rappelons I’égalité X“\Y¢ = Y\X du lemme 1.26(4). De la nous écrivons

ACABC = (A° U BO\(A® A BY) = (A° A BY)°\(A° U B)® = (AUB)\(An B) = AAB. (1.11)

(ii) Pour (2) Ici, il faut remarquer que (AAB) U B = A u B et que (AAB) n B = B\A, donc

(AAB)AB = (A U B)\(B\A) = A. (1.12)
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(iii) Pour (3) Il s’agit d’utiliser le lemme 1.26(3) :

(AAB) = ((A U B)\(4 N B))C (1.13a)
=(AuB)°U(AnB) (1.13b)
= (A°n B u(An B). (1.13c¢)

(iv) Pour I’associativité (4) Nous écrivons les tables de vérités selon que z est dans A, B, C
ou non. D’abord

A 1|1]1]1]olo]o]o0
B 1/1]/ofof1|1]|0]|0
C 1lol1]o]|1]0|1]0 (1.14)
BAC |o|1(1]0]0]1]1]0
AABAC)|[1]|0|0|1]0]1]1]0

La quatrieme ligne s’écrit sur le modele de (1.10) en regardant les deuxiémes et troisiémes
lignes. La derniére ligne se fait avec la premiere et la quatrieme.
L’autre table de vérité se fait de la méme maniere :

A 1/1{1|1]0|0]0/0

B 1(1{0|0j1|1]0/|0
C 1{of1]ol1]o|1]0 (1.15)

AAB 001111111010

(AABYAC [1]0]0[1]0[1|1]0
Puisque les lignes pour AA(BAC) et pour (AAB)AC sont identiques, nous avons égalité.
O

1.1.6 Relations d’équivalence

appEqDefHbddrMp

Définition 1.29.
Si E est un ensemble, une relation d’équivalence sur E est une relation binaire” ~ qui est d la
fois
réflexive = ~ = pour tout r € F,
symétrique x ~ y si et seulement siy ~ x ;
transitive siz ~y et y ~ z, alors ¢ ~ z.
DEFooRHPSooHKBZX1

Définition 1.30.
Si E est un ensemble et si ~ est une relation d’équivalence sur E, alors nous notons E/ ~
l’ensemble quotient, c’est-a-dire l’ensemble des classes d’équivalence dans E. Un élément de
E/ ~ est de la forme

[a] = {z € E tel que x ~ a}. (1.16)

Lemme 1.31.
Soit un ensemble E et une relation d’équivalence ~. Pour a,b € E, nous avons [a] = [b] si et
seulement si a ~ b.

Démonstration. En deux parties.
(i) = Nous supposons que [a] = [b]. Par réflexivité, a ~ a et nous avons a € [a] = [b]. Mais
a € [b] signifie a ~ b, ce qu’il fallait.
(ii) <= Nous supposons que a ~ b, et nous démontrons que [a] < [b] (pour I'inclusion inverse,

vous devriez vous en sortir tout seul). Si z € [a], alors  ~ a. Mais a ~ b. Donc  ~ a ~ b,
ce qui implique z ~ b par transitivité. Or dire x ~ b implique x € [b].

7. Définition 1.9.
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O
EXooYDRVooHsAN1C

Exemple 1.32.
Sur 'ensemble de tous les polygones du plan, la relation « a le méme nombre de co6tés » est une
relation d’équivalence. Plus précisément, si P et () sont deux polygones, nous disons que P ~ Q
si et seulement si P et () ont le méme nombre de cotés. C’est une relation d’équivalence :
— un polygone P a toujours le méme nombre de cotés que lui-méme : P ~ P
— si P a le méme nombre de cotés que @ (P ~ @), alors @ a le méme nombre de cotés que P
(@~ P);
— si P a le méme nombre de c6tés que Q (P ~ @) et que @ a le méme nombre de cotés que R
(Q ~ R), alors P a le méme nombre de cotés que R (P ~ R).

A
Exemple 1.33.

Soit f une application entre deux ensembles E et F. Nous définissons une relation d’équivalence
sur F par

z~y < flo)=f(y). (1.17)
Nous notons par 7: E — E/ ~ la projection canonique. L’application
g: E/~—>F
[2] = f(x)

est bien définie et injective. Elle n’est pas surjective tant que f ne 'est pas. La décomposition
canonique de f est

(1.18)

f=gom. (1.19)
JAN

1.2 Quelques structures algébriques

Nous collectons ici les définitions des principales structures algébriques.
DEFooBMUZooLAfbeM

Définition 1.34 (Groupe).
Un groupe est un ensemble G muni d’une opération interne - : G x G — G telle que

(1) pour tous g, h, ke G, g - (h k)= (g - h) -k,
(2) il existe un élément e € G tel quee - g =g - e = g pour tout g € G,
(8) pour tout g € G, il existe un élément h e G tel que g -h="h - g=e.

Un groupe est commutatif ou abélien sig - h =h - g pour tout g,h € G.

Notons que nous avons écrit g - h et non - (g, h) comme une notation purement fonctionnelle
nous 'aurait suggéré. Dans les exemples concrets, selon les cas, la loi de groupe appliquée a g et h

sera notée tantot g + h, tantot g - h ou, le plus souvent pour un groupe générique, simplement gh.
DEFooBEHTooMeCOTX

Définition 1.35 (morphisme, automorphisme).
Soient deuz groupes G et H. Un morphisme entre G et H est une application a: G — H telle
que pour tout g,h € G nous ayons a(gh) = a(g)a(h).

Comme d’habitude, un isomorphisme est un morphisme bijectif. Un automorphisme de G est

un isomorphisme de G vers G lui-méme.
DefHXJUooKoovob

Définition 1.36 (Anneau[12]).
Un anneau® est un triplet (A, +, - ) avec les conditions

8. Nous faisons le choix qu'un anneau admet toujours un neutre pour la multiplication. Certains ouvrages parlent
dans ce cas d’anneau unitaire.
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(1) (A, +) est un groupe® commutatif. Nous notons 0 le neutre.

(2) La multiplication est associative et nous notons 1 le neutre. ITEMooGMNOo0oSTG1 Xu

(3) La multiplication est distributive par rapport a l'addition.
L’anneau (A,+, - ) est commutatif si pour tout a,b e A nous avonsa -b=1>b - a.
DEFooSPHPooCwjzuz
Définition 1.37 (Morphisme d’anneaux|[13]).
Si (A, +, ©) et (B,+, ) sont des anneaux, un morphisme d’anneaux est une application
f: A— B telle que

(1) fla+0b) = f(a) + f(b)
(2) fla - b) = f(a) - f(b)
(3) f(1) = 1.

Etant bien entendu que les significations de 1, + et - sont différentes a gauche et a droite.

1.3 Les naturels
BEEooBJBUooNYalag

Définition 1.38 ([? |).
Un triplet naturel est un triplet (N,0,s) ou N est un ensemble, o est un élément de N et s est
une application s: N — N satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) s est injective, ITEMooQAKJ0oGKdJsM
(2) s(N) = N\{o} ITEMooXPYEooFajywh
(3) Si Ac N esttel queoe A et s(A) < A, alors A= N.

Le théoréme suivant est typiquement de ceux qui vont demander de gratter la théorie axioma-

tique des ensembles avec une certaine précision 0.
THOooOXMHooXYgMgb

Théoréme 1.39.
Il existe un'' triplet naturel.

1.40 (Définition de N).
Pour la suite, nous considérons un triplet naturel (Ao, s) et nous notons N = A. Donc la nature
de tous les objets que nous allons considérer a partir de maintenant dépend du choix de triplet
naturel que nous faisons a présent. Le théoréeme 1.77 nous assurera que peu de choses devraient
réellement dépendre de ce choix.

Nous notons 0 ’élément o et 1 I’élément s(0). C’est tout ce dont nous avons besoin dans
I'immédiat.

1.3.1 Applications définies par récurrence
PROPooXTRCooKwrikq

Proposition 1.41 (Récurrence[? ).
Soit un triplet naturel (N, 0,s) et une application P: N' — {0,1} vérifiant '

(1) P(o) =1,
(2) pour tout a € N, si P(a) = 1, alors P(s(a)) = 1.
Alors P(z) =1 pour tout x € N.

9. Groupe, définition 1.34.

10. Ou alors il y a quelque chose qui m'échappe. Ecrivez-moi si vous connaissez une construction « simple ».

11. Nous verrons plus tard que toute partie infinie d’un triplet naturel fournit un nouveau triplet naturel; il en
existe donc plusieurs.

12. Les plus pointilleuses diront que 1 n’est pas encore défini. Bon j’avoue. Ce qui est important est que P prenne
ses valeurs dans un ensemble contenant deux éléments distincts. Si maintenant vous ralez parce que « deux » est
encore moins défini, prenez un ensemble quelconque A et dites que P prend ses valeurs dans {A, P(A)}. Mais étes-vous
bien certaine que P(A) # A?




26 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

Démonstration. Nous posons

A ={x e N tel que P(z) = 1}. (1.20)
Cet ensemble vérifie la propriété 1.38(3). Donc A = N. O
THOooEJPYooZFVnez

Théoréme 1.42 ([107 ]).
Soient E un ensemble, g une application de E dans E et b un élément de E. Alors il existe une
unique application f: N — E telle que :

(1) f(0)=b
(2) f(s(n)) = g(f(n)) pour tout n € N\{0}.

Démonstration. Nous commengons par 'unicité. Soient f; et fo deux telles applications. Nous
posons
A ={neN tel que fi(n) = fa(n)}. (1.21)
Nous avons 0 € A parce que f1(0) = f2(0) = b.
Supposons que fi(k) = fa(k). Alors nous avons

fi(s(k)) = g(fi(k)) = g(fa(k)) = fa(s(k)). (1.22)
Nous en déduisons que s(k) € A. Autrement dit s(A) < A. La définition 1.38(3) nous indique alors
que A = N, c’est-a-dire que f1 = fo.
Nous montrons a présent I'existence en plusieurs étapes.
(i) L’ensemble est assez grand Nous considérons 1’ensemble A des parties A € N x E telles
que
(1) (0,b)e A
(2) (n,z) € A= (s(n),g(z)) € A.
L’ensemble A est non vide parce que N x FE € A.

(ii) Le plus petit Nous posons
G=1[)4 (1.23)
AecA

et nous prouvons que G € A. D’abord (0,b) € G parce que cet élément est dans chacun
des A € G. Ensuite si (n,z) € G, alors pour tout A € A nous avons (n,z) € A et donc
(s(n),g(x)) € A. Par conséquent (s(n),g(z)) € Jges 4 = G.
Pour n € N nous posons

G, = {z € FE tel que (n,x) € G}. (1.24)
Nous avons en particulier que b € Gy parce que (0,b) € G.

(iii) G contient un (n,z) pour tout n Nous prouvons que pour tout n € N, il existe z € F
tel que (n,x) € G. Nous faisons ¢a avec la proposition 1.41 en posant

P: N — {0,1}
1 siG, # O (1.25)
n —
0 sinon.

Puisque (0,b) € G nous avons P(0) = 1. Supposons que P(k) = 1 et montrons que P(s(k)) =
1. Comme P(k) = 1, il existe = € E tel que (k,z) € G. De ce fait, (s(k),g(x)) € G, ce qui
donne Gy # & et P(s(k)) = 1.
(iv) G, est un singleton Nous avons vu que G,, n’est jamais vide. Nous allons montrer que
G, est un singleton pour tout n. Pour cela nous posons
P: N — {0,1}

{1 si Gy, est un singleton (1.26)
n —

0 sinon.

Nous prouvons par récurrence que P(n) = 1 pour tout n.
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(i) P(0) =1 Nous commencons par prouver que P(0) = 1. Nous savons que (0,b) € Go. Sup-
posons a # b tel que (0,a) € Go. Alors en posant G’ = G\{(0,a)} nous avons G’ € A.
En effet (0,0) € G’ parce que (0,b) € G et (0,b) # (0,a). De plus si (n,z) € G,
alors (s(n),g(z)) € G. Mais comme s(n) # 0 nous avons (s(n), g(z)) # (0,a) et donc
(s(n),g(x)) € G".

L’ensemble G’ serait un élément de A strictement inclus dans G. Impossible. Donc Gy
est un singleton.

(i) Récurrence Supposons que P(k) = 1, c’est-a-dire que Gy, est un singleton. Soit e 'unique
élément de Gy, : (k,e) € G. Nous avons alors aussi que (s(k), g(e)) € G. Nous devons
prouver que si y € Gy, alors y = g(e).

Supposons donc y # g(e) soit dans G Nous posons

G’ = G\{(s(k). )} (1.27)

Nous prouvons que G’ € A. D’abord (0,b) € G’ parce que s(k) # 0. Soit ensuite
(m,z) € G'. Si m = k, alors z = e (parce que par hypothése Gy est un singleton) et
nous savons que (s(m),g(e)) € G'. Si par contre m # k, comme s est injective, nous
avons aussi s(m) # s(k). Donc (s(m),g(z)) # (s(k),y) et (s(m),g(z)) € G'. Donc
G’ € A et est strictement plus petit que G. Contradiction.
Nous concluons que G est un singleton, c’est-a-dire que P(s(k)) = 1.
(iii) Conclusion Nous avons prouvé que G, est un singleton pour tout n.
(v) Et enfin Nous définissons f(n) comme étant 'unique élément de G,,. Puisque (0,b) € G
nous avons Gy = {b} et donc ¢g(0) = b.
Par définition de f, nous avons (n, f (n)) € G. Parce que G € A nous avons alors

(s(n),g(f(n))) € G. (1.28)
Autrement dit, Gy,) = {g (f(n))}. Cela montre que
f(s(n) = g(f(n)), (1.29)

et donc que f vérifie les propriétés demandées.

Remarque 1.43.
Pour faire une récurrence dont chaque élément dépend de tous les précédents (et non seulement

du dernier), il faut un peu adapter. Voir 1.93 pour un exemple dans N.
CORooVNHKooRkKtXf

Corolaire 1.44 ([10]).
Soient deur ensembles X,Y , une application a: X — Y et une application 3:Y — Y. Alors il
existe une unique application H: X x N =Y telle que

(1) H(z,0) = a(z) pour tout élément v € X ;
(2) H(z,n+1) = f(H(xz,n)) pour tout élément x € X et pour tout n € N.

Démonstration. Pour faire le lien avec les notations du théoréme 1.42, nous notons F = Fun(X,Y),

b=aekF et

g:F—>FE
s+— fos.

(1.30)

Le théoréeme 1.42 donne alors 'existence d’une application f: N — E telle que
(1) F(0) =0
(2) f(n+1)=g(f(n)).
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Nous définissons alors
H: XxN->Y

(1.31)
(z,n) — f(n)z,
et nous vérifions qu’elle satisfait aux exigences.
(1) D’abord nous avons
H(z,0) = f(0)z = b(x) = a(zx). (1.32)
(2) Ensuite, pour x € X et n € N nous avons :

H(z,n+1)=f(z+ 1)z (1.33a)
=g(f(n))z (1.33b)
=g(f(n))z (1.33¢)
— (Bo f(n))x (1.33d)
= B(f(n)x (1.33e)
= B(H(z,n)) (1.33f)

Et voila. O
1.3.2 Addition sur les naturels
DEFooIJIEooZaAdSs

Définition 1.45 (élément régulier[? ).
Soit un ensemble E muni d’une opération x: Ex E — E. Un élément s € E est régulier a gauche
st pour tout x,y € E nous avons

S¥Tr =sxy=1T=1. (1.34)

L’élément s est régulier a droite si pour tout x,y € E nous avons

TxS=yxs=1=1. (1.35)

1l est régulier si il est régulier a4 gauche et d droite.

PROPooVFOXooXmwpFh

Proposition-Définition 1.46 ([? 1]).

1l existe une unique fonction f: N x N — N vérifiant ITEMooILZSooNYIKYR
(1) f(a,0) = a pour tout a€ N ITEMooZWHQooBAjZyE
(2) f(a,s(b)) = s(f(a,b)) pour tout a,be N.

Pour a,b e N nous notons f(a,b) =a+b.

LEMooMJMToo0tUuJT

Lemme 1.47 ([? ]).
Pour tout a € N nous avons s(a) = a + 1.

Démonstration. Nous avons :

s(a) _ s(a n O) SUBEQooMNBLoo 105%}5 |
—at 5(0) SUBEQooAGUSoo&i 1183
a4l SUBE‘.QooUZQDoo?IfI%%I-ggl

Justifications.
(1) Pour (1.36a) c’est dans la définition 1.46(1) de la somme.
(2) Pour (1.36b), c’est dans la définition 1.46(2) de la somme.
(3) Pour (1.36¢). Le symbole « 1 » désigne 1’élément s(0) dans N.
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PROPooTLTS0ooGNMTmV

Proposition 1.48 ([? ]).
En ce qui concerne la somme dans N. ITEMooIFFPooX££££0
(1) La somme est associative et commutative. ITEMooSCRVooPAVEYK
(2) L’élément O est neutre. ITEMooNUTHoo JWiztv

(3) Tous les éléments de N sont réguliers'® par rapport a laddition.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Associative Nous devons prouver que (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) pour tout a,b,c € N. Pour
ce faire, nous fixons a,b € IN et nous prouvons 1’égalité demandée par récurrence sur c.
Pour ¢ = 0, nous avons (a+b)+c = a+bet a+(b+c) = a+b. Donc nous sommes d’accord 4.

Nous vérifions avec s(c) :

(a +b) + s(c)

s((a+b)+c) (1.37a)
_ S(a +(b+ C)) SUBEQooDDUBoo Jg%cjl
a+s(b+c) (1.37¢)
=a+ (b+s(c)). (1.37d)

Justifications.

— Pour (1.37b). C’est ’hypothése de récurrence. A ce stade, je vous conseille d’étre capable
de rédiger compléetement la récurrence et I’appel au théoréeme 1.42.

(ii) Neutre La définition de l’addition contient déja a + 0 = a. Nous prouvons par récurrence
que 0 + a = a pour tout a € N.

Pour a = 0, I'égalité demandé est correcte : 04+0 = 0 parce que pour tout « dans N, 0+x = .
Pour s(a) nous avons

0+ s(a) = s(0+ a) = s(a). (1.38)
La derniére égalité est I’hypothese de récurrence.

Nous posons
A ={aeN tel que 0+ a = a}. (1.39)

Nous avons prouvé que 0 € A et que s(A) < A. Le théoréme 1.42 nous assure alors que
A=N.

(iii) Commutativité Nous fixons a € N et nous prouvons par récurrence sur b que a+b = b+a
pour tout b € N. Cela va étre décomposé en plusieurs étapes.

(iv) a+0 =0+ a Pour b =0 c’est correct, car b+ 0 = 0 + b = b parce que 0 est neutre.

(v) a4+ 1 =1+ a Nous démontrons par récurrence sur a que a+ 1 = 1+ a. Avec a = 0 c’est déja
fait. Pour les autres,

s(a)+1=(a+1)+1 lemme 1.47 (1.40a)
=1+a)+1 hypothese récurrence (1.40b)
=14+ (a+1) associativité (1.40c¢)
=1+ s(a). (1.40d)

13. Elément régulier pour une opération, définition 1.45.
14. Notez que nous n’avons pas utilisé le fait que 0 était neutre des deux c6tés — chose que nous n’avons pas encore
démontré. Nous avons seulement utilisé a + 0 = a, qui est dans la définition de la somme.
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(vi) a+ b= b+ a Nousy voici. Nous fixons a et nous prouvons par récurrence que a+b = b+ a.
Pour b = 0 c’est déja fait. Pour les autres,

a+sb)=a+(b+1) (1.41a)
=(a+b)+1 (1.41b)
=0b+a)+1 hypothése récurrence (1.41c)
=b+(a+1) (1.414d)
=b+(1+a) commutativité avec 1 (1.41e)
=0b+1)+a associativité (1.411)
= s(b) + a. (1.41g)

Récurrence terminée.
(vii) Régularité Nous devons prouver que, pour tout a,z,y € N, si a + = a + y alors z = y.
Nous allons procéder par récurrence en posant

A={aeNtelque Vz,ye Nya+x =a+y =z = y}. (1.42)

Puisque 0+x = z et 0+y = y, nous avons 0 € A. Supposons a présent que a € A et montrons
que s(a) € A. Soient x,y € N tels que a + = = a + y. Nous avons :

s(a) +x =s(a)+y (1.43a)
SUBEQooNJHZoo 1Iﬁ§¥) |

SUBEQooWDJLoo fz
= a+r=a+y A C3|
> o=y SUBEQooTLYZoo(Fls:IZBélgl

= s(a+z)=s(a+vy)

Justifications.

— Pour (1.43b). En utilisant la définition de l'addition et la commutativité, nous avons
s(a) + x = s(a + x).

— Pour (1.43c). Parce que s est injective ; c’est dans la définition 1.38 d’un triplet naturel.
— Pour (1.43d). Parce que a € A.
Nous avons prouvé que s(A) c A, et donc que A = N.

O

LEMooCOMSooEWrumL
Lemme 1.49.
Nous avons 0 # 1.

Démonstration. Par définition 1 = s(0). Comme s est a valeurs dans IN\{0}, nous ne pouvons pas
avoir s(0) = 0. O

LEMoo(QBHFooCuCusQ
Lemme 1.50 ([1]).
Sia+b=0, alorsa =5b=0.

Démonstration. Soient a,b € N tels que a+b = 0, et supposons que b # 0. Par la définition 1.38(2),
nous avons b = s(c¢) pour un certain ¢ € N.

Dans ce cas nous avons a + b = a + s(¢) = s(a + ¢) # 0 parce que I'image de s ne contient
pas 0. Hélas, par hypothese nous avons a + b = 0. Nous avons obtenu une contradiction, et nous
déduisons que b = 0.

Maintenant que nous savons que b = 0, ilreste 0 =a+b=a+0 =a. O
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1.3.3 Ordre sur les naturels

DEF00AXZS0oTEMj1V
Définition 1.51 ([? ]).
Pour a,b € N, nous notons a < b st il existe x € N tel que a + x = b.
Nous notons également a < b si a < b et a # .
LEMooWMYPooLTMyWb
Lemme 1.52.
Nous avons a < s(a) pour tout a € N.
Démonstration. Cela est une conséquence du lemme 1.47 : s(a) = a + 1. O
PROPooVXBBooZcghrA

Proposition 1.53.
La relation < est une relation d’ordre compatible avec [’addition.

Démonstration. Plusieurs choses a vérifier.
(i) Réflexive Nous avons a < a parce que a + 0 = a.

(ii) Antisymétrique Soient a,b € N tels que a < b et b < a. Il existe z,y € N tels que

b=a+zx (1.44a)
a=>b+y. (1.44Db)
En substituant la seconde équation dans la premiere, b = (b + y) + = que nous récrivons, en

utilisant Passociativité 1°,
0+b=b+ (z+vy). (1.45)

En utilisant la régularité, 0 = x + y et donc = y = 0 par le lemme 1.50. Cela donne alors
a=b.

(iii) Transitive Si a < b et b < ¢, nous avons n,p € N tels que b = a + n et ¢ = b+ p. Donc
c=(a+n)+p=a+ (n+p)), (1.46)

ce qui signifie que a < ¢. Notez I'utilisation de I'associativité de la somme, démontrée en la
proposition 1.48(1).

(iv) Compatibilité Soient a,b,n € N tels que a < b. Nous devons montrer que a +n < b + n.
Puisque a < b, il existe x € N tel que b = a + x. Par conséquent,

b+n=a+z+n=(a+n)+uz, (1.47)

qui signifie bien que a + n < b+ n.

O]
LEMooPVRQooXPMKTt

Lemme 1.54.

A propos d’ordre et de stricte inégalité. ITEMooGWWFooYGPCZy
(1) Six <aetb#0, alorsz <a+b. ITEMooRWGWOOAfkrTi
(2) Siz < a, alors z < s(a). ITEMooWCOTooMWrCag
(3) Six < a, alors s(z) < a.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Pour (1) Siz < a, il existe d € N tel que x + d = a. Nous avons alors aussi
r+d+b=a+b, (1.48)

ce qui signifie que x < a + b. Mais si z était égal a a + b, nous aurions d + b = 0, ce qui
impliquerait ' d = b = 0, alors que I’hypothese stipule que b # 0. Donc = # a + b.

15. Proposition 1.48(1).
16. Par le lemme 1.50.
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(ii) Pour (2) Il s’agit seulement d’utiliser la point (1) avec b = 1 et le fait que s(a) = a + 1 par
le lemme 1.47.
(iii) Pour (3) Par hypothese, il existe b # 0 tel que = + b = a. Puisque b # 0, il existe c € N tel
que b = s(c) et donc, tel que
x+ s(c) = a. (1.49)

En utilisant le fait que s(c¢) = ¢+ 1 ainsi que l'associativité et la commutativité de I’addition
(proposition 1.48(1)) nous avons

a=uz+s(c)=s(z)+ec, (1.50)

ce qui prouve que s(z) < a.
O
LEMooCSIXooHeuWEd
Lemme 1.55.
L’élément 0 est l'unique plus petit élément de N.

Démonstration. Puisque 0 est neutre pour ’addition ", nous avons a + 0 = a pour tout a € N et

donc 0 < a pour tout a. Cela veut dire que 0 est plus petit que tout élément de IN.

En ce qui concerne 'unicité, soit z € IN tel que z < a pour tout a € IN. Si z # 0, il existe z € N
tel que z = s(x). Nous avons donc z = z en méme temps que x < z. Cela implique z = x (parce
qu'une relation d’ordre est symétrique) et donc z = z + 1. En utilisant la régularité de z pour

I’addition nous en déduisons que 0 = 1, ce qui est impossible par le lemme 1.49. ]
LEMooJRZKooOMhOkH

Lemme 1.56.
Sia<betb<a, alorsa=0>.

Démonstration. L'inégalité a < b dit qu’il existe x € IN tel que a + = = b. En mettant cela dans
I'inégalité b < a nous trouvons a + x < a qui donne, via la proposition 1.53 : x < 0. Nous en

déduisons que x = 0 parce que zéro est I'unique minimum de N par le lemme 1.55. O
PROPooGCCRooFBYrlo

Proposition 1.57.
Le couple (N, <) est totalement ordonné'®.

Démonstration. Soit a € N. Nous devons prouver que pour tout € N nous avons x < a ou a < x
(non exclusifs). Nous posons

A = {z e N tel que z < a} (1.51a)
B = {zx € N tel que a < z}, (1.51b)

et nous prouvons que A U B = N en montrant que 0 € A U B et que s(Au B) c Au B.

Nous avons 0 € A € A U B par le lemme 1.55.

Pour étudier s(A u B), nous considérons z € A U B et nous subdivisons en deux cas selon que
reAouzxeB.

(i) Size B Si x € B, alors a < x < s(x) parce que = < s(z) par le lemme 1.52. Donc s(z) €
Bc AuB.
(ii) Sizxe A Size A, ily adeux possibilités : © = a et  # a. Si = a, alors a < s(z) et donc
s(x)e Ac Au B.
Si x # a, alors le lemme 1.54(3) nous indique que s(x) < a et donc s(z) e Ac Au B.
Nous avons donc prouvé que s(A u B) © Au B, et donc que Au B = N. O
PROPooMZ0OWooHmsXzI
Proposition 1.58 ([? 1]).
L’ensemble ordonné (N, <) vérifie les propriétés suivantes.

17. Proposition 1.48(2).
18. Définition 1.11.
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ITEMooJLAHooDKukfH
(1) L’élément O est l'unique minimum de N. ITEMooYAJTooEFmOpB
(2) Toute partie non vide a un unique plus petit élément. ITEMooSRGO0ONY JJHY
(8) L’ensemble N n’a pas de plus grand élément. ITEMooK IHZ0oDRTCAx

(4) Toute partie non vide majorée a un unique plus grand élément.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) C’est le lemme 1.55.
(ii) Pour (2) Soit une partie A non vide dans N. Si 0 € A, nous avons fini.

(i) L’ensemble B Nous supposons donc que A ne contient pas zéro et nous définissons

B = {n e N\A tel que n < a,Va € A}. (1.52)

(ii) Un élément particulier dans B L’ensemble B vérifie :
— 0eB
— B # N parce que A est non vide.

La contraposée de la condition (3) de la définition 1.38 d’un triplet naturel implique
que s(B) ¢ B. Autrement dit, il existe b € B tel que s(b) ¢ B.

(iii) Deux fonctions sur A Puisque b € B, nous avons une application ¢: A — N telle que
b+ c¢(a) = a. Nous avons c(a) # 0 parce que c(a) = 0 signifierait b = a, ce qui est
impossible parce que a € A et b e B.

Comme pour tout a € A, 1’élément c(a) est non nul, il existe une fonction d: A — N
telle que c¢(a) = d(a) + 1.

(iv) s(b) € A Supposons que s(b) ¢ A. Alors il existe a € A tel que s(b) < a est faux. Puisque
Pordre est total (proposition 1.57), nous avons

o< s(b). EQooYQSFooPFf%l‘gﬁl

b<a EQooIPAWooDPIS‘%IZZﬁ]

b+a EQOOWFHROOGPIS.%%%I

Comme b € B nous avons aussi
Et enfin nous avons

parce que a € A et be B.
Les conditions (1.54) et (1.55) se résument en b < a. Le lemme 1.54(3) nous indique
alors que s(b) < a. Cela mis a coté de (1.53) conclut que a = s(b), et donc que s(b) est
dans A. Contradiction. Nous en concluons que s(b) € A.

(v) s(b) est un minimum de A En utilisant la commutativité et I’associativité de la somme
nous avons, pour tout a € A :

a=b+cla)=b+ (d(a) +1) = (b+1) +d(a) = s(b) + d(a). (1.56)

Donc s(b) < a pour tout a € A. Mais comme s(b) € A, I’élément s(b) est bien un
minimum de A.

et @’ < a. Nous en déduisons que

(vi) Unicité Si a et a’ sont des minimums de A, alors a < a
a=ad.

(iii) Pour (3) Si M € N majore tous les éléments de N, alors en particulier M > s(M). Mais

le lemme 1.52 nous indique que M < s(M). Nous avons donc s(M) = M, c’est-a-dire

M = M + 1. En utilisant la régularité de M ', nous trouvons 0 = 1, ce qui est impossible

par le lemme 1.49.

19. Dit plus simplement : en simplifiant par M.
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(iv) Pour (4) Soit A une partie non vide et majorée de N.

(i) L’ensemble B Nous posons

B = {neN\A tel que a < n,Va e A}. (1.57)

(ii) B est non vide Soit un majorant M de A : pour tout a € A nous avons a < M. Nous
avons s(M) ¢ A, parce que si s(M) était dans A, ce serait un élément de A strictement
plus grand que tout a € A. Donc B est non vide parce qu’il contient s(M).

(v) Minimum Puisque B est non vide, il posséde un plus petit élément que nous notons b. Nous
savons que b # 0 parce que sinon A serait vide. Il existe donc ¢ € N tel que b = s(c).

(vi) a < ¢ pour tout a € A Comme s(c) € B nous avons a < s(c¢) pour tout a € A. Donc, par
le lemme 1.54(3) nous avons s(a) < s(c), c’est-a-dire a + 1 < ¢+ 1. Par régularité nous avons
a<c.

Nous avons prouvé que a < ¢ pour tout a € A.

(vii) c€ A Si ¢ n’est pas dans A, alors il est dans B et il contredit la minimalité de b. Donc ¢
est dans A.

(viii) Conclusion L’élément c est dans A tout en étant plus petit que tout élément de A.

(ix) Unicité Si x est un élément minium de A, alors nous avons x < ¢ parce que  est minimum
et ¢ < x parce que ¢ est minimum, et donc x = c.

O
LEMooKUWUooPLWelf
Lemme 1.59.
Toute partie finie non vide de IN est majorée et minorée.
LEMooOEJOooQOgaxzi
Lemme-Définition 1.60.
Si A est une partie de N, il existe un unique élément m € N tel que
{ meA (1.58a)
m < aVa € A. (1.58b)
Cet élément est noté min(A) et nommé minimum de A.
Si A est majoré, il existe un unique élément M € N tel que
{ MeA (1.59)
M > aVae A. (1.59b)

Cet élément est noté max(A) et nommé mazimum de A.

Nous verrons dans le lemme 1.68 qu’une partie de N admet un maximum si et seulement si elle
est finie.

LEMooYMRJooYIAhBD
Lemme 1.61 ([1]).
. ’
Quelques affirmations sur l'ordre dans IN. ITEMooTLOTooTWNtod
.
(1) Il n’eziste pas de n € N tel que n < 0. ITEMooP JKQooGELCUM

(2) Sia,beN vérifient a > b, alors il n’existe pas de x dans N tel que a + x = b.

Démonstration. En deux parties.

(i) Pour (1) Nous savons par la proposition 1.58(1) que 0 est I'unique minimum de IN. Nous
avons donc forcément 0 < n. Si n vérifie de plus n < 0 alors nous avons n = 0 par symétrie
de la relation d’ordre <. Il n’est donc pas possible d’avoir n # 0.
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(ii) Pour (2) Si b < a il existe ¢ € N tel que b + ¢ = a. Et comme a # b, ¢ n’est pas nul et il
existe y € N tel que ¢ = s(y). Bref, nous avons
b+ s(y) = a. (1.60)
Si de plus il existe z € N tel que a + © = b nous aurions
a+z+s(y) =a. (1.61)
Comme a est régulier pour I'addition ?°, nous avons

xz+s(y) =0, (1.62)

ce qui signifie, par le lemme 1.50 que x = s(y) = 0. Puisque s prend ses valeurs dans N\{0},
cela est impossible.

O
DEFooKBUFooLvMHrf
Définition 1.62.
Soient a,b e N tels que a < b. Nous notons par {a,...,b} l’ensemble
{x e N tel que a < x < b}. (1.63)
PROPooFYMJooWihvhk

Proposition 1.63.
Toute application N — N strictement croissante est injective.

Démonstration. Soit une application strictement croissante f: N — N. Soient a,b € N tels que
f(a) = f(b). Puisque I'ordre est total ', nous supposons que a < b. Si a = b nous avons terminé.
Nous supposons donc que a # b, c’est-a-dire que a < b. Par stricte croissance nous avons alors
f(a) < f(b) qui signifie f(a) < f(b) et f(a) # f(b). Contradiction. Il n’existe donc pas de a # b
tels que f(a) = f(b). L’application f est donc injective. O
LEMooFKLPooPrmeUU
Lemme 1.64 ([1]).
Si S n’est pas majoré dans N, alors il existe une bijection N — S.

Démonstration. Nous considérons ’application suivante :

g:S— 5

1.64
n — min{x € S tel que x > n}. (1.64)

Cette application est bien définie parce que tout partie non vide de N a un plus petit élément 2.
Maintenant nous définissons f: N — S par

{ f£(0) = min(S5) (1.65a)
f(n+1) =g(f(n)). (1.65b)
C’est le théoreme 1.42 qui nous permet de le faire. Nous montrons que f est bijective.

(i) Injective Nous avons
f(n+1)e{zeS tel que z > f(n)}. (1.66)

Donc f est strictement croissante. Elle est donc injective.

(ii) Surjective Soit a € S. Nous allons voir que a est dans I'image de f. Pour cela nous posons
A = {z e N tel que f(z) < a}. (1.67)

Cet ensemble est majoré par a. En effet si © € A nous avons © < f(x) < a. La partie A de N
posséde un maximum. Nous notons M = max(A). Ce M a deux propriétés intéressantes.

20. Proposition 1.48(3).
21. Proposition 1.57.
22. Proposition 1.58(2).
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(i) D’abord Puisque M € A, nous avons f(M) < a. Une autre fagon de dire cela est de dire
que
a€{reS tel que x> f(M)}. (1.68)

Or f(M + 1) = min{z € S tel que > f(M)}. Donc f(M + 1) < a.
(ii) Ensuite Puisque M est le maximum de A, M + 1 majore A, c’est-a-dire que f(M +1) = a.

(iii) Les deux ensemble Nous avons prouvé que f(M + 1) < a et f(M + 1) > a. Nous en
déduisons, par le lemme 1.56, que f(M + 1) = a.

O
NORMooQXASooMXghjI
1.65.
Durant la preuve du lemme 1.64, nous n’avons pas été loin de prouver que
(min(S), S, g) (1.69)
est un triplet naturel.
Toute partie non bornée de N donne lieu a un triplet naturel.
DEFooAZAYooV jNzmy

Définition 1.66 ([1]).
Soit un ensemble muni d’une loi de composition interne (A,+). Soit n € N et a € A. Nous
définissons n x A par

{ Oxa=0 (1.70a)
(n+1l)xa=nxa+a. (1.70b)
DEFooLCWLooYrToFv

Définition 1.67.
Un ensemble totalement ordonné muni d’une loi de composition interne (A, +, <) est archimédien
si pour tout x,y € A avec x > 0, il existe n € N tel que n x x =y (voir la définition 1.66).

LEMooGQUWooYJQf JB
Lemme 1.68.
Une partie de N admet un mazimum si et seulement si elle est finie.
1.3.4 Multiplication dans les naturels

PROPooBB(QPooRgPOjf
Proposition-Définition 1.69.
1l existe une unique fonction f: N x N — N telle que ITEMooNTUUooDAUVSY

(1) f(a,0) =0 pour tout a € N ITEMooPPZZooQQabwn

(2) f(a,s(b)) = f(a,b) + a pour tout a,b e N.

Cette fonction est la multiplication et nous notons f(a,b) = a x b, voire ab quand il n’y a pas
d’ambigiiité. Le nombre a x b est nommé le produit de a par b.

Démonstration. En deux parties.

(i) Fonctions définies par récurrence ﬁoit a € N. Par le théoréme 1.42, il existe une unique
(0]

application f,: N — N telle que fNSU VCTooNTV K
{ fa(0) =0 (1.71a)
fa(s(0)) = fa(b) +a (1.71b)

(ii) Existence Nous considérons, pour chaque a € N la fonction f, définie par les conditions
(1.71). En posant f(a,b) = f,(b), nous avons une application qui vérifie toutes les conditions.
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(iii) Unicité Soient des applications f et g vérifiant les propriétés demandées. Soit a € N. Nous
pouvons définir f,: N — N et g,: N — N par f,(n) = f(a,b) et go(b) = g(a,b).
Les applications f, et g, vérifient toutes deux les conditions (1.71), et sont donc égales :
fa = gq pour tout a. Donc f = g.
O

1.70.
Nous supposons que la lectrice connait déja la priorité des opérations. Elle saura donc interpréter
des expressions comme a x b+ ¢ comme voulant dire (a x b) + ¢ sans que nous ayons a ajouter des

parenthéses.

PROPooGHDOooFYRmon

Proposition 1.71 ([? 1]).

La multiplication a les propriétés suivantes. ITEMooHFWR0ODCED] j
(1) n x 1 =mn pour tout n € N. ITEMooRSYMooSUrRs1
(2) 1 xn=n pour tout n € N. ITEMooWJPOooRUY jwQ
(8) La multiplication est commutative. ITEMooNBYKooXnGRrf
(4) 0 xn =0 pour tout n € N ITEMooLJQBooVpUxUv
(5) L’élément 1 est neutre pour la multiplication. ITEMooDYLIooETIBEL
(6) La multiplication est distributive par rapport a l'addition. ITEMooQBFSooWGDQYX

(7) La multiplication est associative.

Démonstration. Point par point.
(i) Pour (1) Nousavons n x 1 =nxs(0) =(nx0)+n=0+n=n.Doncnx1=n.

(ii) Pour (2) Nous le faisons par récurrence. Par définition c’est vrai pour n = 0. En ce qui
concerne la récurrence, nous supposons que 1 x n = n, et nous prouvons que 1 x s(n) = s(n) :

Ixs(n)=(1xn)+1=n+1=s(n). (1.72)

(iii) Pour (3) Soit a € N. Nous prouvons par récurrence sur b € N que a x b = b x a. Pour
b = 0 c’est bon. Pour la récurrence, nous supposons que a X b = b X a et nous prouvons que

axs(b)=sb) xa:

axsb)=axb+a (1.73a)
=bxa+a récurrence (1.73b)
=(bxa)+(1xa) par (2) (1.73¢)
=b+1)xa distributivité (1.73d)
= s(b) x a. (1.73e)

(iv) Pour (4) C’est vrai pour n = 0 par la définition 1.69(1). En ce qui concerne s(n), nous
avons

0xs(n)=(0xn)+0=0. (1.74)

(v) Pour (5) C’est la combinaison de (1) et (2).

(vi) Pour (6) Soient a,be N. Nous prouvons par récurrence sur ¢ € N que 2*

(a+b)xc=axc+bxec. (1.75)

23. Nous n’écrivons pas toutes les parentheses parce que les regles de priorité des opérations sont supposées
connues. J’invite cependant la lectrice a remarquer qu’une formalisation de ces régles n’est probablement pas facile.
Pour que tout soit rigoureux, il faudrait un algorithme qui parcourt une suite de caracteéres et 'interpréte en ajoutant
correctement les parentheses.
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Pour ¢ = 0, nous avons (a +b) x 0 = 0 ainsi que a x 0 = b x 0 = 0 en vertu des points
précédents sur la multiplication par zéro. Pour la récurrence nous utilisons associativité et
commutativité de la somme :

(a +b) x s(c)

(a+b) xc+ (a+b) ( )
axc+bxc+a+b ( )
(axc+a)+ (bxc+b) (1.76¢)
= (a x s(c)) + (b x s(c)). ( )

(vii) Pour (7) Soient a,b € N. Nous démontrons par récurrence sur ¢ € N que (a x b) x ¢ =
x (b x ¢). Pour ¢ = 0 I’égalité est triviale. Nous supposons que 1’égalité est correcte pour c,
et nous la prouvons pour s(c) :

(axb)xs(c)=((axb)xc)+axb (1.77a)
=(ax(bxc) +axb récurrence (1.77b)
= ((bx ¢) x ) +bxa commutativité (1.77¢)
=(bxc+b)x distributivité (1.774d)
bxs(c)) xa définition 1.69(2) (1.77e)
=ax (bxs(c)) commutativité. (1.771)
U
Lemme 1.72 ([1]).
La multiplication est compatible avec ’ordre :
<b=axn<bxn (1.78)

pour tout n € IN.

Démonstration. Par la définition 1.51 de lordre, si a < b, il existe ¢ € N tel que b = a + ¢. En
utilisant la distributivité 4, nous avons

bxn=(a+c)xn=axn+cxn. (1.79)
Nous en déduisons que a x n < b x n parce que ¢ X n € IN. O
LEMooEHYEooLDudfn

Lemme 1.73.
Siaxb=0, alorsa=0 oub=0 (oules deuz).

Démonstration. Supposons que a # 0. Alors il existe ¢ € N tel que a = s(c). Nous avons

O=axb=s(c)xb=cxb+0d. (1.80)
Le lemme 1.50 nous dit alors que ¢ x b =b = 0. ]
LEMooGUXGooBcKJdS
Lemme 1.74 ([1]).
Sia<betsin#0, alors
axn<bxn. (1.81)

Démonstration. L'hypotheése a < b implique qu'’il existe ¢ € N tel que a + ¢ = b. De plus ¢ # 0
parce que a # b. En utilisant la distributivité 2>, nous avons

bxn=(a+c)xn=(axn)+(cxn). (1.82)

Cela prouve que a x n < b x n. Et comme ¢ et n ne sont pas nuls, nous avons méme 2% ¢ x n # 0
et donca xn <bxn. ]

24. Proposition 1.71(6).
25. Proposition 1.71(6).
26. Lemme 1.73.



1.3. LES NATURELS 39

Une version dans 7Z sera le lemme 1.103.
LEMooSFUKooBNAple

Lemme 1.75 ([1]).
Soient a # 0 et b > 1 dans N. Alors

ab > a. (1.83)

Démonstration. 11 s’agit d’une application du lemme 1.74 en partant de 'inégalité 1 < b et en la
« multipliant » par a. ]

Proposition 1.76 ([1]).
Tous les naturels non nuls sont réguliers par rapport a la multiplication. Autrement dit, si a # 0,
alors nous avons

axXr=axy=x=71. (1.84)

Démonstration. Soit a # 0 dans IN. Nous supposons que a x & = a X y. Puisque 'ordre sur N est
total (proposition 1.57), nous pouvons supposer que y = x ; sinon il suffit de permuter les roles de
x et y dans tout ce qui suit.

Il existe d € N tel que y = = + d. En utilisant 'hypothése a x y = a x z et la distributivité >7,

axr=axy=ax(x+d) =(axz)+ (axd). (1.85)

28

Puisque (a x x) est régulier pour la somme “° nous en déduisons que

0=axd (1.86)

Le lemme 1.73 dit alors que a = 0 ou que d = 0. Etant donné que a # 0 par hypothese, nous
déduisons que d = 0, c’est-a-dire que = = y. O

1.3.5 Presque unicité des triplets naturels

Il existe de nombreux triplets naturels ; ’existence d’un triplet naturel est un théoréme de la
théorie des ensembles que nous avons accepté. Nous avons déja & peu pres montré que toute partie
non bornée de IN donne lieu & un nouveau triplet naturel. Voir 1.65.

Nous voyons maintenant que tous les triplets naturels sont équivalents au moins pour ’ordre.
THOooFUXMooJuigHK

Théoréme 1.77 ([1]).
Soient des triplets naturels (N1, 01,51) et (Na, 09, 52). Alors

(1) il existe une unique application f: N7 — N telle que
(1a) f(o1) = o2
(1b) fosy =sg0f.

(2) Une telle application est une bijection croissante.

Démonstration. En plusieurs points.

(i) Existence Nous voyons (N7, 01,51) comme un triplet naturel, et N2 comme un simple en-
semble. Nous pouvons appliquer le théoréme 1.42 & (N7, 01, s1). L’élément 01 va jouer le rdle
de 0 alors que o2 va jouer le role de b. L’application g est so. Bref, il existe une unique
application f: N7 — N3 telle que

(1) f(o1) =02
(2) f(s1(n)) = s2(f(n))

pour tout n € Nj.

27. Proposition 1.71(6).
28. Proposition 1.48(3).
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(ii) Unicité Le théoréeme 1.42 donne déja l'unicité. Nous la faisons quand méme, juste pour
vous faire plaisir. Soit g, une autre application vérifiant les mémes conditions. Pour faire la
récurrence de facon tres explicite, nous posons

P: Ny — {0,1}
- 1 sig(z) = f(x) (1.87)
0 sinon.

Notre but est de prouver que P(x) = 1 pour tout x € N1, en utilisant la récurrence telle que
décrite dans la proposition 1.41.

Nous avons f(o1) = 03 = g(01). Donc P(01) = 1. Nous supposons que, pour un certain
a € N1, nous ayons P(a) = 1, et nous prouvons que P(sl(a)) = 1.

Nous avons g(a) = f(a), et nous prenons sy des deux cotés, nous avons succéssivement

(s209)(a) = (s20 f)(a) (1.88a)

(gosi)(a) = (fos1)(a) (1.88b)

9(s1(a)) = f(s1(a)). (1.88¢)
) =

La derniére égalité signifie que P (31 1. La proposition 1.41 implique que P(z) = 1

pour tout x € V.

(iii) Bijection, définir ’inverse Nous allons trouver un inverse et le lemme 1.7 nous dit que
c’est suffisant. La partie « existence », en inversant les roles de N7 et A5 nous donne une
application g: Ny — N7 telle que

(1) g(o2) = o1
(2) gosg =s10g.
Nous allons prouver que g est un inverse de f.
(iv) fog =1d Nous posons A = {x € N3 tel que (f o g)(z) = z}. Nous avons

f(g(02)) = f(o1) = 0g, (1.89)
et donc og € A.

Supposons que x € A. Alors
(fog)(s2(2)) = (fo gosa)(z) (1.90a)
= (fos10g)(x) (1.90b)

=sg0f

= (s20 fog)(x) (1.90c¢)
= s52((fog)(x)) (1.90d)
= so(x) (1.90e)

Donc s3(x) € A. Nous en déduisons que A = N par le point (3) de la définition 1.38 d’un
triplet naturel.
(v) go f =1Id Jimagine que c’est la méme chose que dans I’autre sens (ci-dessus) .
O
PROPooCCVNooYUYcqG
Proposition 1.78.
L’ensemble structuré (N, +, x, <) est archimédien>’. En d’autres termes, pour tout a,b € N\{0},
il existe n € IN tel que
b<nxa. (1.91)

29. Je n’ai pas fait les calculs; écrivez-moi si ca pose un probleme.
30. Définition 1.67.
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Démonstration. Soient a,b e N avec a # 0.

Si a > b, nous avons le résultat avec n = 1.

Si a = b, en prenant n = s(1) nous avons le résultat. En effet s(1) x a = a + a. Puisque a # 0,
nous avons a + a = a et a + a # a, donc s(1) x a > a.

La vraie vie est avec a < b. Nous posons

X ={reNtelquel<zxa<b} (1.92)

et
B = {z x a tel que x € X}. (1.93)

L’ensemble X est non vide parce que 1 € X. L’ensemble B est alors également non vide, et majoré
par b. La proposition 1.58(4) nous indique alors que B posseéde un plus grand élément que nous
allons noter z¢ x a (o € X).

Nous posons n = s(zg), et nous avons

ToXa<zgXxXa+a=s(xrg) Xa=nxa. (1.94)

Nous en déduisons que n x a n’est pas dans B parce que xg x a est le plus grand élément de B.
Donc xy n’est pas dans X ; nous n’avons donc pas les inégalités

l1<nxa<hb. (1.95)

Laquelle des deux inégalités est fausse ? Puisque n = s(xg) = 1 et que a > 1, nous avons 1 < n x a.
Donc c’est la seconde inégalité qui est fausse. Nous avons donc n x a > b. O
DEFooNEVNooJ1mJOC

Définition 1.79.
Soit A un ensemble muni d’une loi de composition interne>' notée +. Si nous avons une application
a: N — A, alors nous définissons la notation ZN a(i) par récurrence de la fi sygnante

’ ’ i=0 B S R E SEROXea

(1) Xizg (i) = (0),
(2) Sioali) = iz ali) + a(k).
1.80.

Si vous étes attentif, vous remarquerez que la définition 1.79 a besoin du théoréme 1.42 pour
s’assurer que vaz o est bien définie pour tout N € N.

NORMooKERZooGWhWwo

PROPooXXGHooLafGsI
Proposition 1.81 (La multiplication est une somme itérée[? |).
Pour tout a,b e N, nous avons

n
Z a=axn. (1.96)
=1
Démonstration. Nous le faisons par récurrence en partant de n = 1. Avec n = 1 nous avons
1
>i_1a=a,etax1=a. Donc c’est bon.
Pour la récurrence nous avons :

n+1 s(n

n )
axs(n)=axn+a=2a+a=2a=2a. (1.97)
i=1 i=1 im

i=1
O
LEMooIETGooMyrilW

Lemme 1.82.
Soit a > 1 dans N. Pour tout n = 1 nous avons na < a™.

31. Peut-étre un anneau, mais comme nous avons l'intention, dans les propositions 1.81 et suivantes, de faire des
sommes vers (IN, +), plutét un monoide.
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Démonstration. Par récurrence. Avec n = 1 nous avons bien a < a; pas de probléme. Supposons
que na < a”, et montrons le pas de récurrence. Nous avons :

(n+1)a=na+a (1.98a)
< na+na parce que a < na (1.98b)
= 2na (1.98¢)
< 2a" récurrence (1.98d)
< aa” parce que a = 2 (1.98¢)
=a"tL (1.98f)

O
Proposition 1.83 ([? ]).
Soit a > 1. Alors
(1) Vapplication n — a™ est strictement croissante ;
(2) Uensemble {a" tel que n € N} n’est pas majoré.
Démonstration. Nous avons
a"l = a" x a (1.99a)
>a" x 1 lemme 1.75 (1.99b)
=a". (1.99¢)

Cela prouve le premier point.
Pour le second point, soit m € N. Nous devons trouver N € N tel que a”¥ > m. Puisque N est

archimédien 2, nous pouvons considérer N tel que Na > m. Le lemme 1.50 nous assure alors que
m < Na < a”. (1.100)

O

THOooKDJVooRIJRHP

Théoréme 1.84 (division euclidienne [? ]).
Pour tout a € N, pour tout b e N\{0}, il existe un unique couple (q,7) € N? tel que a = bq + r avec
0<r<b.

Sir =0, nous disons que a est divisible par b.

Démonstration. Existence puis unicité.

(i) Existence Nous posons
A = {bx tel que z € N, bz < a}. (1.101)

L’ensemble A contient 0 (avec z = 0) et est majoré par a. Donc il posseéde un plus grand
élément que nous notons bg. Puisque bg € A, nous avons bg < a et donc il existe 7 € IN tel

due EQooIUIC
by + 7 = a. QootOtCost e

Il reste & montrer que r < b. Supposons que r > b. 1l existerait alors un x tel que b+ = = r.
En mettant ¢a dans (1.102),
bg +b+z =a, (1.103)

c’est-a-dire b(q + 1) + = = a, qui signifierait b(q + 1) < a, ce qui est faux parce que bq est le
plus grand élément de A.

(ii) Unicité Supposons que nous ayons
a=bg+r=>b¢+1r (1.104)

avec 0 <r <bet 0<7' <b Ilya trois possibilités : ¢ < q, ¢ = qet ¢ > q.

32. Proposition 1.78.
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(i) Si ¢’ < ¢ Alors il existe € N tel que ¢’ + 2 = ¢, et nous avons
b +z)+r=0b¢+bx+r, (1.105)

ce qui, apres distribution et simplification, donne v’ = bz + r. Puisque nous avons x > 1,
il vient
r'=br+r=b+r=b. (1.106)
Cela n’est pas possible parce que 7’ < b. Le cas ¢’ < g n’est pas possible.
(ii) Si ¢’ = ¢ Nous avons alors immédiatement bg + r = bq + r’ et donc r = r’. Unicité.
(iii) Si ¢’ > ¢ En posant ¢ + 2 = ¢’ nous trouvons la méme impossibilité que dans le cas ¢’ < q.
O

1.3.6 Ecriture d’un naturel dans une base

1.85.
Nous avons déja donné la notation 1 = s(0). Nous continuons avec 2 = s(1), 3 = s(2), 4 = 5(3),
5=s(4),6=s(5),7=s(6),8=s(7) et 9=s(8).

Nous allons maintenant voir comment écrire des nombres plus grands.
Sib>1et N e N sont donnés, nous notons
Con = {ue{0,...,0— 1" tel que uy # 0}. (1.107)

ou les u; sont numérotés a partir de 0; donc dire uy # 0 revient & dire que le dernier est non nul,
et non 'avant dernier. Nous définissons 3

opN: Cpn — N
N
U — Z u;b’.
i=0

Cette application ¢y y sera encore bien étudiée pour la partie décimale d’'un réel. Voir la définition
11.265.

EQooWWTUoo(IIA.Ii%FSxﬁl

LEMooJUGKooGsbrhi
Lemme 1.86 ([? ]).
Soient b >1, N > 0 ainsi que u € Cy . Alors
E YHTL
bN < ¢57N(u) < bNJrl. Qoo oo{\]fci{)]é)(}]
Démonstration. En séparant la somme nous avons
N-1
(pij(’U,) = uNbN + Z u;b". (1.110)
i=0
Puisque uxn > 1 nous avons b < unb", et donc
bN < uNbN < (pr\[(u). (1.111)

Voila qui prouve la premiere inégalité de (1.109).
Pour prouver que ¢y, y(u) < b1 nous faisons une récurrence sur N.

(i) Pour N =0 Nous devons prouver que ¢, o(u) < b. Par définition ¢, n(u) = ugh®. Puisque
we {0,...,b—1}¥*! nous avons ug < b —1 < b.

33. Le symbole de sommation est défini par 1.79.
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(ii) Récurrence Nous supposons que pour tout u € Cj, y nous avons ¢y y(u) < bV 1. Et nous

devons montrer que pour tout v € C, y41 nous avons @y, y11(v) < bV 2.
Nous posons u = (vp,...,vy); nous avons alors
N .
g0b7N+1(v) = UN+1bN+1 + Z ;b (1.112a)
i=0
— N+1
= UN41b + @b, v (1) (1.112b)
<oy bV N récurrence (1.112c¢)
= (vy41 + 1)V (1.112d)
< bV H! parce que vy41 < b—1 (1.112e)
= pV+2, (1.112f)
O
LEMooKDKJooSkhcJS
Lemme 1.87 ([1]).
Soient x € N ainsi que b = 2. Nous posons
N = max{k € N tel que b* < z}. (1.113)
Alors
(1) Sin > N alors ¢ p(u) > pour tout u € Cp .
(2) Sin < N alors ¢y p(u) < x pour tout u € Cpp,.
Démonstration. En deux parties.
(i) Sin > N Nous avons, par définition de Cj,, que u, # 0, de telle sorte que
Ypn(u) = upb™ = 0" > . (1.114)
La derniére inégalité est due au fait que n ¢ {k € N tel que b* < z}.
(ii) Si n < N Nous avons
z =0 > ppn(u). (1.115)
Le seconde inégalité est une conséquence du lemme 1.86.
O
Théoréme 1.88 ([? ]).
Soit b> 2. Six € N, alors il existe un unique N € N et un unique u € Cy v tels que
x = oy N(u). (1.116)

Démonstration. Nous commencons par x < b. Dans ce cas, N = 0 parce que si ug # 0 avec k # 0,

nous avomns
N

Db’ = upd® =0 > a (1.117)
i=0

Donc x = x9b” = ug. Bref, dans le cas # < b nous avons obligatoirement N = 0 et ug = x.

Nous étudions a présent le cas z = b que nous subdivisons en plusieurs étapes.

(i) N>1 Si N =0, alors ¢po(u) =ug <b<z. Donc N > 1.

Notons incidemment que nous pouvons parler de N — 1 a partir de maintenant.
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(ii) Unicité, préambule Le lemme 1.87 nous indique que si z = ¢y x(u) pour un certain N € N
et un certain u € Cp, y, alors

N = max{k € N tel que v* < z}. (1.118)
Nous posons
N .
Xp= > udF, (1.119)
i=k

et nous allons montrer que le couple (X1, us) est le résultat de la division euclidienne ** de

X}, par b.
D’abord, u; < b, donc ¢a a bien la téte d’un reste. Ensuite, pour le quotient,
N
bXpi1+ur="> Z uibif(kJrl) + Ug (1.120&)
i=k+1
N
= > wb T (1.120D)
i=k+1
N
= > bt (1.120c)
i=k
= X}. (1.120d)

(iii) Unicité En quoi cela fait-il avancer la choucroute? Supposons que ¢, n(u) = @p ().
Alors nous avons déja prouvé que

M = N = max{k € N tel que b* < z}. (1.121)

Ensuite nous devons montrer que © = v. Nous posons X = le\ik ub =k et Yy = Zf\ik vk,
Notez que
Xo=Yy == (1.122)

Si X = Yy, alors par unicité de la division euclidienne nous avons Xg1 = Yi11 et up = vg.
Par récurrence nous avons X = Y et up = v pour tout k.

(iv) Existence Soit 2 € N. Nous posons yy = = et

Yr = byra1 + ug (1.123)

avec uy < b. Vus 'unicité dans la division euclidienne et le théoréme > 1.42 permettant la
définition par récurrence, ces conditions définissent deux suites (ux) et (yx) dans N.

Montrons qu’il existe un N € N tel que y, = 0 pour tout n = N + 1. Nous avons :

byr+1 parce que b > 2 (1.124a)
Yk peq byki1 + up = Y- (1.124b)

2Yp41 <
<

Bref : 2y;11 < yg. Par récurrence *° nous trouvons que
2Py < (1.125)
parce que yo = x. Par le lemme 1.82, si k est assez grand,

2hky < 2Py < . (1.126)

34. Théoréme 1.84.
35. Nous ne citerons pas toujours ce théoreme a chaque fois que nous définissons quelque chose par récurrence.
36. Faut-il citer la proposition 1.41 et donner explicitement la fonction P ?
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Puisque N est archimédien 7, nous pouvons considérer s € N tel que 2s > z. A ce moment
nous avons

Yn =0 (1.127)
pour tout n = s. Nous posons
N = max{k tel que y; # 0}. (1.128)
Prouvons par récurrence sur I que
al E ZBK
yv—i = D ubitO=N, RoozBKRooFaq S
i=N—I

Notez que i +1> N — 1+ 1= N, donc (i + 1) — N a un sens.

i+)—N

(i) Pour [ =0 Avec [ = 0 nous avons Zi]\iNfl u; b = uy. Il faut donc voir que yy = uy.

Nous avons
yn = byni1 + un. (1.130)
En se rappelant que yy+1 = 0, nous avons le résultat.

(ii) Pour [ +1 Pour la récurrence nous avons le calcul suivant :

YN—1-1 = byn—1 +un_1-1 (1.131a)
N
=b > N puy (1.131b)
i=N-—l
N
= > w4 (1.131c)
i=N—1
N
= > uppttEIN, (1.131d)
i=N—-l—1

La récurrence est prouvée. L’égalité (1.129) est validée pour tout .

En posant | = N dans (1.129) nous trouvons

N
yo = > b, (1.132)
=0

Mais la définition de la suite (yx) contient yo = . Donc nous avons prouvé que

N
x = Z wib” = op N (u). (1.133)
i=0
O
Exemple 1.89.
Comment écrire le nombre b en base b? Nous devons trouver un N et une suite (u;) tels que
N .
b= ub'. (1.134)
i=0

Il est facile de voir que le choix N = 1 et u = (0,1) fonctionne bien : b = 1 x b* + 0. Nous avons
donc
b=p1(1,0). (1.135)

Nous écrivons cela plus sobrement b = 10. A

37. Proposition 1.78.
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1.90.
A part des cas trés exceptionnels, nous utilisons toujours la base b = s(9) = s?(0). Nous nous
permettons donc d’écrire « 64 » le nombre ¢4 g) 2(6,4). Vous saviez que tout groupe simple d’ordre

©5(9),2(6,0) est isomorphe au groupe alterné A%@ o(5) 7 C’est la proposition 5.40.

La proposition suivante dit que le nombre qui a le plus de chiffres est le plus grand.

Proposition 1.91 ([? ]).
SiueCyn etve Cyp avec M > N alors pp n(u) < @p a1 (v).

Démonstration. Le lemme 1.86 nous dit que

oY < ppn(u) < BV (1.136)
et
oM <y ar(v) < BMHL (1.137)
Puisque M > N nous avons bV 1 < M et donc
epn(u) < VT <M < gy (0). (1.138)
]

La proposition suivante dit que si deux nombres s’écrivent avec le méme nombre de chiffres, le
plus grand est celui dont le premier chiffre différent est le plus grand. Autrement dit, les nombres
en écriture de position se classent par ordre lexicographique.

Proposition 1.92.
Soient u,v € Cy N tels que u; = v; pouri =r+1,...,N. Siu, > v, alors @p n(u) > @p N (V).

Démonstration. En découpant les sommes nous avons

N r—1

b N (u) = Z u;b' + upb” + Z u;b’ (1.139)
i=r+1 i=0
et
N r—1
N (v) = Z u; b + vb" + Z ;b (1.140)
i=r+1 1=0

Puisque " > Z;:& u;b" (lemme 1.86), nous avons aussi

r—1 r—1
S b= S o EQosTZRROoTp
=0 =0

Et le calcul final :

N r—1

oo (v) < D v o+ B+ ) b peq (1.141) (1.142a)
i=r+1 i=0
N r—1
= > wb (o DY+ b’ (1.142D)
i=r+1 =0
N r—1
< Z uib' + up b+ Z u;b? peq ur = vy + 1 (1.142¢)
i=r+1 i=0
N
= 3wt (1.142d)
i=0
= gab,N(u). (1.1426)

Et voila. O
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NORMooLNXMooWIb1P£f
1.93.
Il est aussi possible de définir des choses par récurrence de telle sorte que 1’élément x,, soit définit
en fonction de tous les z; (i < n). Voyons comment définir la suite

=1 (1.143a)
n—1
Tn = ) Tn (1.143b)
k=1
en utilisant le théoréme 1.42. Il faut prendre £E = N UN x N u ... et ensuite b = 1 et
n—1
g(T1, ..., Tp_1) = ($1,--o7$n—1,2$k)- (1.144)
k=1

L’élément x,, de la suite est la projection sur la n°composante de 1’élément f(n).

1.4 Les entiers

PROPooFIKUooVH1vTt
Proposition-Définition 1.94 ([? |).
Soient a,b,a’, b/ € N. Nous disons que (a,b) ~ (a’,b') si et seulement si
a+b =b+ad (1.145)
. s 2
(1) ~ est une relation d’équivalence sur N<. ITEMooZQSHooSDEdVK
(2) Si (a,b) ~ (V) et (z,y) ~ (&',) alors
(a+z,b+y) ~ (d+2'b+). (1.146)
L’ensemble des entiers est
Z = (N x N)/ ~, (1.147)

et nous notons a,b € 7 la classe de (a,b) € N x N.

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Symétrie C’est la commutativité de la somme dans IN, proposition 1.48(1).
(ii) Réflexive Immédiat.

(iii) Transitive Nous supposons que (a,b) ~ (u,v) et que (u,v) ~ (x,y). Alors nous avons

a+v=u+b (1.148a)
u+y=v+z. (1.148b)

En additionnant membre a membre,
at+v+u+y=u+b+v+uzx. (1.149)

La commutativité nous permet de mettre u et v a droite dans chacun des deux membres.
Ensuite la proposition 1.48(3) nous permet de simplifier par u + v. Il reste a +y = b+ x, qui
signifie (a,b) ~ (z,y).

(iv) Pour (2) L’hypothése donne les égalités

a+V =b+d (1.150a)
r+y =y+a (1.150b)

En sommant, et en utilisant ’associativité,
(a+z)+ @ +9)=(b+y)+ (d+2). (1.151)

Cela signifie bien que (a + z,b+y) ~ (¢’ + 2,0 + /).
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Lemme 1.95.
Soient a,be N. Nous avons (a,b) ~ (0,0) si et seulement si a = b.

Démonstration. Dire que (a,b) ~ (0,0) est équivalent & dire que a + 0 = b + 0, ou encore que
a=b. O

Proposition-Définition 1.96 ([? ]).
Soient a,b,x,y € N. L’application

((a,0), (2", y) — (d' + 2", 0" + )
est constante.
Nous nommons sa valeur (a,b) + (x,y).
Démonstration. Cela est une conséquence de la proposition 1.94(2). O
Proposition 1.97.
La paire (Z,+) est un groupe commutatif.
Démonstration. En plusieurs points.
(i) Neutre Le neutre est e = (0,0). En effet,
(a,b) +(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b). (1.153)
De méme e + (a,b) = (a,b) par commutativité de la somme dans N.
(ii) Inverse Il est facile de vérifier que (b, a) est I'inverse de (a,b).
(iii) Associativité Calcul direct en utilisant ’associativité dans N.
O
Proposition 1.98.
L’application
t:IN—Z
(1.154)
n — (n,0)
est un morphisme>® injectif.
Démonstration. Le fait que ce soit un morphisme est le calcul
a+0b)=(a+b,0)=(a,0)+ (b,0) = t(a) + (b). (1.155)

Pour linjectivité, supposons que t(a) = ¢(b). Alors (a,0) = (b,0), c’est-a-dire a + 0 = b + 0.
Donc a = b. O

1.4.1 Opposé
LEMooSABNooZZDIes

Lemme 1.99.
Tout élément de Z a un représentant de la forme (a,0) ou (0,b).

38. Certes N n’est pas un groupe, donc le mot « morphisme » est un peu abusé, mais vous voyez ce que je veux
dire.
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Démonstration. Soient a,b € N. Si b < a, alors nous avons

(a,b) ~ (a —b,0)
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(1.156)

ou la différence est calculée dans N et a un sens parce que nous avons supposé b < a. Si par contre

a < b alors

(a,b) ~ (0,0 —a).

Puisque I'ordre sur N est total 3, tous les cas sont couverts.

Lemme-Définition 1.100.
Soit z € 7. L’application™

est constante.
Nous nommons —z sa valeur.

Démonstration. Soient (a,b) et (z,y) dans z. Nous avons successivement :

— (a,0) ~ (2,9).
—a+y=b+ux
— (ba) ~ (y,2)
— (b,a) = (y,2)
— [fla,b) = f(z,y).

D’ou la constance de f.

Lemme 1.101.
Nous avons

(1) Z = 1(N) u —(N)
(2) «(N) n —(N) = {0}.

Démonstration. Nous avons

Montrons a présent les deux points.

fiz2—7Z
(a,b) = (b,a)

(n,0) tel que n € N}
(0,n) tel que n € N}.

(1.157)

O]

(1.158)

ITEMooSQFGooQPgIMu

ITEMooHQUQooJeqUL1

SUBEQooVJGVo 1011?')5\5'

SUBEQ0APGRAOFE YRS

(i) Pour (1) Nous savons par le lemme 1.99 que tous les éléments de Z sont de la forme (1.159a)

ou (1.159b).

(ii) Pour (2) Si z € ¢(N) n —¢(N), il existe n,m € N tels que (n,0) = (0,m), ce qui signifie
en particulier que (n,0) ~ (0,m) ou encore que n +m = 0. Le lemme 1.50 dit alors que

n=m=0.

Nous avons donc z = (0,0)

=0.

39. Proposition 1.57.

O

40. Pour rappel, z est une classe d’équivalence dans N x IN, c’est-a-dire une partie de N x IN. Ca a un sens de

prendre z comme ensemble sur lequel on définit une fonction.
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1.4.2 Ordre sur Z

Si z € Z, nous disons que z € N lorsque z € ((N). C’est un abus de notation qu’il est difficile
de ne pas faire.

PROPooMYYDooOABOdB
Proposition-Définition 1.102 (Relation d’ordre [? ] ).
Nous disons que © < y si et seulement si y — xr € N.
L’ensemble (Z,<) est totalement ordonné.
Une version dans R sera le lemme 1.361.
LEMooSVDDooWsyxNP
Lemme 1.103.
Soient a > 0 et b > 1 dans 7. Nous avons
ab > a. (1.160)
LEMooMYEIooNFwNVI
Lemme 1.104.
Toute partie bornée de 7 posséde un plus grand élément.
PROPooYJBMooZrzkNX
Proposition 1.105.
Soit a,b € 7 tels que a divise b. Alors |a] < |b].
LEMooJNXIooBmdOVi

Lemme 1.106.
L’ensemble 7Z est infini dénombrable.

1.5 Quelques résultats de cardinalité

1.5.1 Equipotence, surpotence, subpotence

Les notions d’équipotence, surpotence et de subpotence permettent de comparer les « tailles »
des ensembles sans avoir besoin de la théorie des ordinaux. Tout ceci ne sera pas trés souvent utile
par la suite. Un exemple d’utilisation de ces notions est le théoréeme de Steinitz 6.126 qui démontre

I’existence de cléture algébrique pour tout corps.
DEFo00XGXZooIgcBCg

Définition 1.107 ([? 7).
Soient deux ensembles A et B.

(1) Les ensembles A et B sont équipotents si il existe une bijection entre A et B. Nous notons

A~ B.
(2) L’ensemble A est surpotent d B si il existe une surjection de A vers B. Nous notons A > B.
(3) L’ensemble A est subpotent a B si il existe une injection de A vers B. Nous notons A < B.

Nous disons également « strictement » surpotent quand il y a surpotence mais pas équipotence, et

de méme pour la subpotence. Les symboles > et < sont alors utilisés.
PROPooWSXTooMQPcNG

Proposition 1.108 ([1, 10]).
L’ensemble A est subpotent d B si et seulement si B est surpotent a A.

Démonstration. En deux parties.

i) = Nous supposons que A est subpotent & B. Il existe une injection ¢: A — B. Nous définis-
sons f: B — A par

a sinon

f(z) = {Qp_l(l’) six e p(A) (1.161)

ol a est un élément quelconque de A. Cette application est bien définie parce que ¢ est
injective, de telle sorte que ¢! est bien définie. Puisque ¢ est définie sur tout a, application
f est une surjection.
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(ii) «= Nous supposons que B est surpotent a A. Il existe donc une surjection ¢: B — A. Pour
chaque = € A nous considérons un élément b, € ¢~ !(x), qui existe parce que ¢ est surjective.
Nous considérons ensuite ’application

f:A—>B

T — by.

(1.162)

Nous prouvons que f est une injection. Supposons que z,y € A soient tels que f(z) = f(y).
Nous avons b, = b,. Donc

z = @(bs) = p(by) = y. (1.163)
Nous avons prouvé que x = y, et donc que f est injective.
O

Vu que I’ensemble des ensembles n’existe pas*!, nous n’allons pas énoncer le fait que ces notions
donnent une relation d’ordre sur les ensembles; il faudrait parler de classes et nous ne nous en
sortirions pas. Nous allons toutefois énoncer quelques résultats qui vont dans ce sens. Pour en
savoir plus, vous pouvez lire les différentes pages de Wikipédia sur les nombres cardinaux.

1.5.2 Un peu d’infinité
DefEDZLooUMCzZR

Définition 1.109 (ensemble Dedekind infini).
Un ensemble est infint si il peut étre mis en bijection avec un de ses sous-ensembles propres
(c’est-a-dire différent de lui-méme).

Un ensemble est fini si il n’est pas infini.

1.110.

Nous adoptons les notions d’ensembles finis et infinis au sens de Dedekind. De nombreuses sources
(dont wikipédia [? 7 ]) définissent un ensemble fini comme étant un ensemble en bijection avec une
partie de IN de la forme {0,..., N}. Alors un ensemble est infini si il n’est pas fini.

Cependant, d’une part les deuz définitions d’ensembles infinis ne sont pas équivalentes, mais
d’autre part, elles sont équivalentes si on accepte axiome du choix *2. Or le Frido accepte I'axiome
du choix sans vergogne et sous toutes ses formes. Nous démontrerons donc, en utilisant le lemme
de Zorn, qu'un ensemble A est fini (définition 1.109) si et seulement si il existe une bijection

{0,..., N} —> A pour un certain N € N. Ce sera le théoréme 1.118.
LEMooTUIRooEXjfDY

Lemme 1.111.
Toute partie d’un ensemble fini est finie.

Démonstration. Nous allons prouver la contraposée : si un ensemble contient une partie infinie,
alors il est infini. Soit A < B ou A est infini. Nous allons prouver que B est infini. En vertu de la
définition 1.109, il existe une partie A’ < A et une bijection o: A’ — A.
Nous considérons la partie B’ = A’ u (B\A), qui est une partie stricte de B. Puisque A’ n
(B\A) = &, nous pouvons définir
p: B> B

o(x) sizeA (1.164)
T —
x si x € B\A.

Montrons que ¢ est une bijection.
(i) Surjectif Nous avons p(A") = A et p(B\A) = B\A. Donc

o(B") = o(A) up(B\A) = Au (B\A) = B. (1.165)

41. Voir le corolaire 1.142.
42. Et méme seulement l’axiome du choix dénombrable; si vous voulez en savoir plus, lisez la page wikipédia [? ].
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(ii) Injectif Si ¢(x) = ¢(y), nous avons 4 possibilités suivant que x et y sont dans A’ ou B\A.
Siz,ye A, alors p(z) = p(y) implique o(x) = o(y) et donc x = y parce que o est injective.
Sixze A et ye B\A alors p(x) = o(x) € A et p(y) = y € B\A. Ce cas n’est pas possible. Le
cas x € B\A et y € A’ n’est pas possible non plus.

Si z,y € B\A, alors ¢(x) = ¢(y) implique immédiatement = = y.
Nous avons une bijection entre B’ et B alors que B’ est un sous-ensemble strict de B. Donc B est

infini. O
PROPooVOKDooOStPzU

Proposition 1.112 ([1]).
Si A est fini et siw ¢ A, alors Au {w} est fini.

Démonstration. Supposons que A U {w} est infini. Il existe un sous-ensemble strict de A U {w} en
bijection avec A U {w}. Soient donc B & A U {w} et 0: B —> A U {w} une bijection.
Il y a deux possibilités : soit w est dans B, soit non.

(i) w¢ B Alors B ¢ A, et il existe x € B tel que o(x) = w. Considérons B’ = B\{xz}; cela est
une partie propre de A. Ensuite nous définissons

p: B\{z} - A

a— o(a).

(1.166)

C’est injectif parce que o est injective, et ¢’est surjectif parce que

p(B\{z}) = o(B)\e({w}) = o(B)\{w} = (AU {w})\{w} = A. (1.167)

Pour la derniere égalité nous avons utilisé le fait que w n’est pas dans A.

(ii) Si w e B Puisque B est une partie propre de A U {w}, il existe x € A\B. Nous considérons

B’ = (B\{w}) u {z} et nous définissons

p: B — A

b {a(b) sib# (1.168)
o(w) sib=uw.

Nous montrons a présent que ¢ est une bijection.

(i) Injectif Soient u,v tels que p(u) = p(v). Il y a 4 possibilités suivant que u ou v est égal a
x.
Siu = v =z on est bon.
Siu=uxzetv#x, alors p(u) = o(w) et ¢(v) = o(v). Mais x # w parce que x € A, donc
cette situation n’est pas possible parce que o est injective.
Siu#xetwv+#uax, alors p(u) = o(u) et p(v) = o(v). Dans ce cas l'injectivité de o fait
que T = y.

(ii) Surjective Soit y € A. Vu que 0: B — A U {w} est surjective, il existe b € B tel que
o(b) =y. Sib+# w alors ¢(b) = o(b) = y. Si au contraire b = w, alors p(x) = o(w) = y.
Dans les deux cas, y est dans I'image de .

Dans tous les cas nous avons construit une bijection entre une partie propre B & A U {w} et
A v {w}. O

La proposition suivante est & peu pres prise comme définition d’un ensemble fini dans [? | qui

donne également une preuve de ’équivalence avec notre définition.
PROPooBYKCooGDkfWy

Proposition 1.113.
L’ensemble N est infini*3.

43. Définition 1.109.
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Démonstration. Nous considérons la partie propre **

A ={neN tel que n > 1}. (1.169)
Ensuite nous posons
c:N—> A
(1.170)
x — s(x).

Le fait que o prenne ses valeurs dans A est parce que s prend ses valeurs dans N\{0} = A.

(i) o est injective Parce que s 'est.

(ii) o est surjective C’est dans la définition 1.38(2)

Nous avons donc une bijection entre IN et un sous-ensemble strict. O
LEMooYIWDooIQFSad

Lemme 1.114.
Soit N € N. La partie {0,..., N} est finie®®.

Démonstration. Par récurrence sur N. Avec N = 0, la partie {0} est finie parce que son seul
sous-ensemble propre est J qui n’est pas en bijection avec {0}.
Supposons que {0, ..., N} est fini. Alors {0,..., N} U {N + 1} est fini par le lemme 1.112. O

LEMooJDGOooHdyJnu
Lemme 1.115.
Sip # q, alors il n’existe pas de bijection entre {0,...,p} et {0,...,q}.
Démonstration. Supposons pour fixer les idées que p < ¢g. Dans ce cas {0,...,p} est une partie
stricte de {0,...,q}. Vu que {0,...,q} est fini (lemme 1.114), il n’y a pas de bijection avec ses
parties strictes. ]
PROPooWKSIooHcfYPN

Proposition 1.116 ([1]).
Si A est infini et si 0: A — B est injective, alors B est infini.

Démonstration. Nous allons prouver que o(A) est une partie infinie de B. Puisque A est infini,
nous pouvons considérer une partie A’ £ A et une bijection p4: A" — A. Nous définissons

¢p: o(A) - a(A)
y — 0(¢(0*1(y)))-

Cette définition a un sens parce que si y € o(A’), alors il existe un unique x € A’ tel que o(z) =y
parce que o est injective. De 1a, p4(x) € A et nous pouvons lui appliquer o.
Nous montrons que ¢p est une bijection.

(1.171)

(i) Injective Supposons que pp(a) = pp(b), c’'est-a-dire que
(copaoo H(a) = (copso0at)(b). (1.172)

Etant donné que o et ¢4 sont injectives, nous avons o~ '(a) = ¢~(b). En appliquant ¢ des
deux cotés, nous trouvons a = b.
(ii) surjective Soit y € o(A). En prenant x € (0 0 ;" 0 0~!)(y) nous avons pp(z) = y.
Donc B contient une partie infinie (0(A)). Le lemme 1.111 conclut que B est infini. O
LEMooPGPVooZzl1Fvf
Lemme 1.117.
A propos d’applications entre ensembles finis. ITEMooNCCUooBGrtdn

(1) Sio: A — B est une application quelconque et si A est fini, alors o(A) est une partie finie
de B.

44. Le fait que ce soit une partie propre est di au fait que 0 n’est pas dedans d’une part parce que le lemme 1.52
dit que 0 < 1, et d’autre part parce que le lemme 1.50 donne 0 # 1.
45. Pour rappel, la définition de {0,..., N} est 1.62.
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ITEMooKQMFooSzmXrd
(2) Sio: A— B est surjective et si A est fini, alors B est fini.
Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Zorn. Nous considérons 1’ensemble
A={X c Atel que o: X — 0(A) est injective} (1.173)

que nous ordonnons (partiellement) par l'inclusion.

(i) A est inductif Soit une partie totalement ordonnée 7 de A. Nous considérons Y =  Jx.r X,
et nous prouvons que Y est un majorant de F.

Pour cela nous commengons par prouver que Y € A. Soient a,b € Y tels que o(a) = o(b). Il
existe X1, X9 € F tels que a € X7 et b e Xo. Supposons pour fixer les idées que X; < Xo (F
étant totalement ordonné nous avons toujours X; < X5 ou Xy < X7). Puisque lordre est
I'inclusion, cela signifie que X7 < X5. Nous avons donc a,b € Xo, alors que o est injective
sur Xo. Donc o(a) = o(b) implique a = b, et o est injective sur Y. Nous avons donc prouvé
que Y € A.

Puisque pour tout X € F nous avons X < Y, nous avons X <Y (dans .A) pour tout X € F.
Bref, Y est un majorant de F dans A.

Toute partie totalement ordonnée de A est majorée. Cela signifie que A est inductif %6

(ii) Zorn L’ensemble A étant inductif et non vide (les singletons dans A sont dans .A), il possede
un élément maximal*” par le lemme de Zorn 1.22. Nous nommons A’ un élément maximal
dans A.

(iii) Bijective L’application o: A" — o(A) est injective parce que A’ € A. Nous devons prouver
qu’elle est surjective.
Supposons que y € o(A)\og(A’). Alors il existe a € A\A’ tel que o(a) = y. Dans ce cas, la
partie A’ U {a} est un majorant de A’ dans A, ce qui est impossible.
Donc o: A" — o(A) est bijective.

(iv) Conclusion L’ensemble A’ est fini en tant que partie de 'ensemble fini A (lemme 1.111).
L’application o étant injective, la proposition 1.116 conclut que o(A’) est fini. Et comme
o(A’) n’est autre que o(A) nous avons fini.

La partie (1) est prouvée. La partie (2) est maintenant facile. La partie (1) dit que o(A) est une

partie finie de B, mais si o est surjective, alors o(A4) = B. O
PROPooJLGKooDCcnWi

Proposition-Définition 1.118 (Cardinal d’un ensemble fini[1]).
Soit un ensemble I. ITEMooMNMTooEOT jdo
(1) L’ensemble I est fini*® si et seulement si il eviste une bijection entre I et {0,..., N} pour
un certain N € N. ITEMooZJFUooSNUSIk

(2) SiI est fini, il existe un unique N € N tel que I soit en bijection avec {0,..., N}.

Dans ce cas, le nombre N + 1 est le cardinal de I, et est noté Card(I).

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) (1)< Soit un ensemble A en bijection avec {0, ..., N}. Nous avons vu que {0, ..., N} est fini
dans le lemme 1.114. Le lemme 1.117(2) conclut que A est fini.

(ii) (1)= Le vrai sport est de faire I"implication inverse. Nous supposons que A est un ensemble
fini, et nous allons prouver qu’il est en bijection avec {0, ..., N} pour un N bien choisi. Nous
allons utiliser le lemme de Zorn. Soit

A ={(N,p) tel que p: {0,..., N} — A est injective}. (1.174)

Nous mettons sur A la relation d’ordre donnée par (N1, 1) < (Na, p2) lorsque

46. Plus précisément c’est I’ensemble ordonné (A, <) qui est inductif.
47. Définition 1.12; voir aussi 1.15.
48. Ensemble fini, définition 1.109.
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(1) Ny <MV,
(2) 2 étend 1, c'est-a-dire que p2 = ¢y sur {0,..., N}.

(i) A est inductif Soit une partie F totalement ordonnée de A. Nous considérons la partie
suivante de N :

S ={ne N tel que 3(n,p) € F}. (1.175)

Si S est majoré, alors il a un maximum (proposition 1.58(4)). Si M est le maximum de
S, le (M, ) de F qui correspond a ce maximum est un majorant de F.
Supposons —pour 'absurde— que F n’est pas majoré; en particulier S n’est pas majoré.

Pour chaque n € S, il existe une application ¢, telle que (n, ¢,) € F. Cela nous permet

de définir

¢:5— 4 (1.176)
n — pnp(n).

Montrons que ¢ est injective. Si ¢(m) = ¢(n), alors ¢, (m) = ¢, (n). Supposons pour
fixer les idées que n < m. Vu que (n, ¢,) et (m, g, ) sont dans F qui est ordonné, ¢,,
prolonge ¢y, ; en particulier ¢, (n) = @, (n). Mais comme ¢, est injective, m = n.
Nous avons donc une injection ¢: S — A. Mais S est non borné et donc infini*’. La
proposition 1.116 conclut que A est infini, ce qui est contraire aux hypotheses.

Donc F a un majorant et A est inductif.

(i) Lemme de Zorn Le lemme de Zorn dit que A a un élément maximal.

(iii) Conclusion Soit (N, ) un élément maximal de A. Nous allons prouver que ¢: {0,..., N} —
A est une bijection. Que ¢ soit injective est une conséquence du fait qu’elle est dans A.

Pour prouver que ¢ est surjective, nous supposons qu’elle ne ’est pas. Soit ¢ € A qui
n’est pas dans 'image de . En posant

$»:{0,...,N+1} - A

o) six#N+1 (1.177)
€T —>
a sie=N+1,

le couple (N + 1, ¢) majore strictement (N, ). Ce qui est une contradiction.

(iii) (2) existence L’existence est ce que nous venons de montrer ci-dessus.

(iv) (2) unicité Supposons que I soit en bijection avec {0,..., M} et avec {0,..., N}. Il existe
donc une bijection entre {0,...,M} et {0,...,N}. Par le lemme 1.115, cela implique que
M = N.

O

Nous ne définissons pas ce qu’est le cardinal d’un ensemble infini; c’est treés compliqué et ¢a ne

nous servira pas.
LEMooRWUDooTgoRXH

Lemme 1.119.
Si A est une partie infinie de N, alors pour tout n, la partie A\{0,...,n} est non vide.

Démonstration. Si A\{0,...,n} était vide, cela signifierait que A est une partie de {0,...,n}. Or

nous savons que {0,...,n} est fini (lemme 1.114), et que toute partie d’un ensemble fini est finie
(lemme 1.111). Donc nous aurions que A est fini, ce qui est contraire a ’hypothese. O
LEMooVFPNooVmdUXY

Lemme 1.120 ([1]).
Union d’ensembles finis.

49. Le lemme 1.64 dit qu’il existe une bijection entre S et N. De 1a nous concluons que S est infini parce qu’un
ensemble en bijection avec un ensemble infini est infini par la proposition 1.116.
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ITEMooBUCZooYLCule
(1) Si A et B sont des ensembles finis disjoints, alors AU B est fini et
Card(A u B) = Card(A) + Card(B). (1.178)
ITEMooCCWOooYwgGBp
(2) Si A et B sont des ensembles finis, alors A U B est fini. TTEMooYJSZooXQXkOX
(3) Si A est fini et si B< A alors
Card(A\B) = Card(A) — Card(B). (1.179)
ITEMooSWJCooEpBVkG
(4) Si A et B sont des ensembles quelconques, alors
Card(A u B) = Card(A) + Card(B) — Card(A n B). (1.180)
ITEMooJDUUooVMvAOn
(5) Siles {Ai}i1,..n sont des ensembles disjoints, alors
Card (] Ai) = )| Card(4;). (1.181)
i=1 i=1
ITEMooNMFSooBvsNyq

(6) Si I ou J est infini, alors I U J est infini.

Démonstration. Point par point.

(i) Pour (1) Puisque A et B sont finis, la proposition 1.118 nous dit qu’il existe des naturels
N et M ainsi que des bijections ¢4: {0,...,N} — A et pp: {0,..., M} — B. Maintenant
I’application

0:{0,.... M+ N+1} >AuB
n —
ep(n—N—-1) sin>N
est une bijection. Le fait que A et B soient disjoints est important pour l'injectivité. La

proposition 1.118 nous dit qu’alors AU B est fini. De plus, par définition le cardinal de Au B
est N+ M.

(ii) Pour (2) Nous ne supposons plus que A et B sont disjoints. Nous posons I = A et J = B\A.
Avec ¢a, I et J sont disjoints et finis (comme parties des ensembles finis, lemme 1.111), et
vérifient I U J = A U B. Le point (1) indique que I U J est fini.

(iii) Pour (3) L’ensemble A peut étre écrit sous la forme d’une union disjointe : A = Bu (A\B).
Les ensembles B et A\B étant disjoints, nous avons

Card(A) = Card(B) + Card(A\B). (1.183)

(iv) Pour (4) Nous utilisons quelques égalités d’ensembles pour ramener A U B a des cas déja
traitds : EQooSZDYoo Y

AUB=AU(B\A) = Au (B\(An B)). EREA]

Nous avons en particulier utilisé B\A = B\(A n B). La chose intéressante dans (1.184) est

que 'union est disjointe et que A n B < B. Nous pouvons donc écrire

Card(Au B) = Card(A) + Card (B\(An B)) = Card(A) + Card(B) — Card(An B). (1.185)

(v) Pour (5) Récurrence en utilisant le point (4).

(vi) Pour (6) Toute partie d'un ensemble fini est finie (lemme 1.111). Donc si I v J était fini,
I et J devraient 1’étre.

O]
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DefEnsembleDenombrable
Définition 1.121.
Un ensemble est dénombrable si il peut étre mis en bijection avec N. Il est non dénombrable
st il est infini et ne peut pas étre mis en bijection avec N.

Une chose vraiment amusante avec cette définition que 'on met en rapport avec la défini-
tion 1.109, c’est qu'un ensemble fini n’est ni dénombrable ni non dénombrable °°.

LEMooDTAEooIBdHyo
Lemme 1.122.
Si A est dénombrable et si il existe une surjection f: A — B, alors B est fini ou dénombrable.
LEMooSRZWooASgEfy
Lemme 1.123.

Si A est un ensemble fini ou dénombrable, alors il existe une surjection N — A.

1.5.3 Dénombrabilité et ensemble des naturels
PROPoo0OBKMooWEGCVM

Proposition 1.124 ([1, 10]).
Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration. Soit A, une partie infinie de N.

(i) Définition de o Nous voulons construire une application o: N — A telle que
I1(A)FUBEQOoEIEMooZCTOWT

o(0) = mi
{ o(k+1) = min (A\a({O, ey k}))

Les laches, par prudence, diront juste que c’est défini par récurrence et n’insisteront pas.
Nous, nous insistons.

(1.186a)
FUBEQOOWWOAOOAEfrP .186b)

Nous allons définir o(n) a l'aide du théoréeme 1.42. Pour cela nous posons E = P(A), b = &

et
g F—>F

7 A siZz=A (1.187)
Z v {min(A\Z)} sinon.
Notons que la proposition 1.58(2) nous indique que toute partie non vide de N posseéde un

minimum ; la définition de g a donc un sens. Le théoréeme 1.42 donne alors une application
f: N — E telle que

(1) f0)=b=g
(2) f(n+1)=g(f(n)) pour tout n > 0.

Prouvons par récurrence que f(n) est un ensemble fini pour tout n. D’abord f(0) = &.
Ensuite, si n = 0 est tel que f(n) est fini, alors en particulier f(n) # A et nous avons

F(n+1) = g(f(n)) = F(n) U {min (A\f(n))}. (1.188)
Dans ce cas, f(n + 1) est également fini comme union de deux ensembles finis.

o(n) = min (A\f(n)). EQOOGHQHOO&%%%CSI

Avec n = 0, nous avons ¢(0) = min (A\J) = min(A). La condition (1.186a) est donc déja
satisfaite.

Nous posons

Nous devons encore prouver (1.186b). Pour tout n, la relation entre f(n) et o(n) est donnée
par

{ f0) =2 (1.190a)

f(n+1) = f(n)uon). (1.190b)

50. Beaucoup de sources disent qu'un ensemble est dénombrable lorsqu’il est en bijection avec une partie de IN.
Cela laisse la porte ouverte aux ensembles finis. Par exemple Wikipédia|[? |].
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Par récurrence nous avons alors
n—1
fn) = | Jto®)} = o({0,...,n — 1}) EQooPXFE0o RS
k=0

pour tout n > 1. Nous avons alors la condition 1.186b en substituant (1.191) dans la définition
(1.189) écrite avec n + 1 :

o(n+ 1) = min (A\f(n + 1)) = min (A\a({o, .. ,n})). (1.192)
(ii) o est strictement croissante Vu que A\o{0,...,k} < A\c{0,...,k — 1}, le minimum

est plus grand ou égal : o(k + 1) = o(k). Mais o(k + 1) est sélectionné dans 1’ensemble
A\c{0,...,k}, qui ne contient justement pas o(k). Donc o(k + 1) # o(k).

(iii) o est définie sur N Il faut montrer que pour tout k, 'ensemble A\c {0, ..., k} est non vide.
Si il létait, cela signifierait que A  ¢{0,...,k}. Par le lemme 1.117(1), la partie {0, ..., k}
est finie dans IN. Le lemme 1.111 dit alors qu’en tant que partie de 0{0, ..., k}, I'ensemble A
est fini. Mais comme les hypothéses disent que A est infini, nous avons une contradiction et
nous concluons que o est bien définie sur tout IN.

(iv) o est injective Une application N — N strictement croissante est injective par la propo-
sition 1.63.

(v) o est surjective Soit a € A. Vu que o est strictement croissante et que o(0) = 0, nous
avons o(a) = a. Si o(a) = a nous avons terminé. Supposons o(a) > a. Alors

min (A\c{0,...,a}) > a. EQOONHTBOO&?%@%XI

Si ({0,...,a}) ne contenait pas a, alors A\c({0,...,a}) le contiendrait et nous n’aurions
pas l'inégalité (1.193). Donc a € o({0,...,a}) et a est bien dans I'image de o.

O]

1.125.
La proposition 1.124 pourrait étre prouvée plus facilement en acceptant le théoreme de Cantor-
Schréder-Bernstein 1.137. 11 existe une injection A — N parce que A est une partie de N. Mais
puisque A est infini, il possede une partie dénombrable. Cela donne une surjection A — N et donc
une injection N — A. Le théoréeme de Cantor-Schroder-Bernstein conclut.

Cela dit, une telle preuve demanderait des outils plus complexes.

1.126.

La proposition suivante donne une bijection explicite entre IN et N x IN. Elle n’a rien de trans-
cendante, mais je ne résiste pas a la donner ici parce qu’elle est utilisée dans l'article Un peu
de programmation transfinie de David Madore®!. Son utilité est de pouvoir créer un langage de
programmation pouvant traiter des paires d’entiers rien qu’en traitant des entiers.

PROPooLPKUooAlsYJg
Proposition 1.127 (Une bijection N x N — N).
La fonction
fi:NxN->N
v+ siz <y (1.194)
() =17, )
T +xr+y sty <.

est une bijection.

Démonstration. 11 s’agit de prouver qu’elle est injective et surjective. Dans la suite, tous les nombres
sont des entiers positifs.

51. Et comme j’aime beaucoup cet article, il me fallait une excuse pour le placer ici.
http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html.


http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html
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(i) f est injective Pour k£ € N donné, nous allons prouver que

(1) Péquation f(x,y) = k possede au maximum une solution avec z < y,

(2) T’équation f(z,y) = k possede au maximum une solution avec y < z,

(3) si k =y? + z avec x < y alors il est impossible que k = 22 + 2/ + 3/ avec ¢/ < 2.
On y va.

(1) Nous supposons y? +z = t? 4+ z avec < y et z < t. Pour fixer les idées, nous supposons
t > y et nous posons t =y + s (s = 1). En substituant, et en isolant z,

2

z=x—28y—$ (1.195a)
<x—2sy (1.195b)
<z —2sr (1.195¢)
— 2(1 — 25) (1.195d)
<0. (1.195¢)

Impossible parce que z = 0.

(2) De méme nous supposons x2 + z +y = 22> + z +t avec y < x et t < z. Nous posons
z =1 + s, et nous déballons le méme genre de calculs en isolant ¢.

(3) Enfin nous supposons 42 + x = 22 + 2z +t avec © < y et t < z. Les plus courageux
diviseront en trois cas : y < z, y = z et y > z et feront les calculs. Par exemple, pour le
cas y > z nous posons y = z + s et nous substituons :

(y+s)P+ax=22+z+t (1.196)
qui donne
T=z4t—225—8" <2225 -5 =22(1—5)—s>< —s5<0 (1.197)

parce que s > 1, donc 1 — s < 0.

(ii) f est surjective Nous devons prouver que tous les éléments de N sont dans I'image de
N x N par f. En premier lieu, 0 = f(0,0). C’est un bon début. Soit @ € N non nul; nous
montrons que tous les nombres de a? & (a + 1)? sont des images de f. D’abord a® = f(0,a),
ensuite les nombres

f(l,a),f(Q,a),...,f(a—1,a) (1198)
prennent les valeurs a® + 1, ..., a®> + a — 1. Enfin nous avons f(a,0) = a® + a et les nombres
f(a,1),..., f(a,a) prennent les valeurs de a® + a + 1 & a® + 2a = (a + 1)? — 1.

O

Sachez que cette fonction s’étend aux ordinaux (mais la ce n’est plus pour rigoler).
CORooNRPIooZPSmga

Corolaire 1.128.
Il existe des parties {IN;}ien telles que Uie]N N; = N et que chaque N; soit en bijection avec N

Démonstration. Nous considérons la bijection f: N — IN x N donnée par (I'inverse de celle donnée)
par la proposition 1.127, et nous posons

N; = f1(i,N). (1.199)

L’application
1N = {(i, k) bren (1.200)

est une bijection. Or ’ensemble {(i, k)}ren est évidemment en bijection avec N. Par composition
nous avons le résultat. O
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LEMooDLWFooNAJbbq
Lemme 1.129 ([1]).
Si il existe une surjection N — A, alors A est fini ou dénombrable.
Démonstration. Pour chaque a € A, I'ensemble f~!(a) est une partie de IN.
(i) Une application La proposition 1.58(2) nous permet de poser
c: A—> N
(1.201)

a+— min (f(a)).
(ii) o est injective Supposons que o(a) = o(b). Nous appelons x ce nombre :

£ = min (f_l(a)) = min (f_l(b)). (1.202)

Nous avons z € f~!(a) n f~1(b), ce qui implique que f(z) = a et que f(x) = b; donc a = b.

Donc o est une injection.

(iii) A est infini Si A est fini, le lemme est prouvé. Donc a partir de maintenant nous supposons
que A est infini. Le but est de prouver qu’il est dénombrable, c¢’est-a-dire de construire une
bijection A — IN.

(iv) o(A) est dénombrable Puisque o: A — N est injective et que A est infini, la proposition
1.116 dit que o(A) est infini dans N. La proposition 1.124 nous dit alors que o(A) est
dénombrable.

Soit une bijection ¢: o(A) — N.

(v) La candidate bijection Nous posons

f=po0o: A—>N (1.203)

et nous allons prouver que c’est une bijection.
(vi) Injective Puisque ¢ et o sont injectives, I'égalité (¢o)(a) = (¢o)(b) implique immédiate-
ment a = b.

(vii) Surjective Soit £ € N. Puisque ¢ et o sont des injections, nous pouvons poser a =
(et h) (k). 1 est alors immédiat que f(a) = k.

O
PROPooENTPooSPpmhY
Proposition 1.130 ([17 ]).
Une union dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.

Démonstration. Soient A; des ensembles finis ou dénombrables. Nous posons A = [ ;. A4s, et nous
considérons les parties IN; du corolaire 1.128. Puisque A; est dénombrable ou fini et que N; est
dénombrable, il existe une surjection ¢;: N; — A;.

Nous définissons s: N — N par n € Ny, et nous posons enfin

p:N—> A
(1.204)
n— @s(n)(n)

Nous prouvons que ¢ est surjective.
Soit a € A;. Il existe n € N; tel que a = p;(n). Mais comme n € N;, nous avons s(n) = i. Donc

a = @i(n) = psmy(n) = p(n). (1.205)

Donc ¢: N — A est surjective.
Le lemme 1.129 conclut que A est fini ou dénombrable. ]
LEMooRXSRooBUWOyb

Lemme 1.131 ([1]).
Si N est un ensemble dénombrable, alors il existe une bijection g: {1,2} x N — N.
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Démonstration. D’abord nous définissons une bijection ¢: {0,1} x N — N par

0:{0,1} x N > N

1.206

(n, k) — 2k + n. ( )

Ensuite si f: N — N est une bijection, il suffit de poser g(n, k) = f(cp(n, k)) O
PROPooDMZHooXouDrQ

Proposition 1.132 ([? ]).
Si N est un ensemble dénombrable, alors pour tout n € IN, ’ensemble N™ est dénombrable.

Les ensembles dénombrables sont les plus petits ensembles infinis possibles, comme en témoigne

la proposition suivante.
PROPooUIPAooCUEFme

Proposition 1.133.
Tout ensemble infini contient une partie en bijection avec N.

Démonstration. Soient un ensemble infini Fy et une partie propre E; en bijection avec Fy. Nous
notons ¢: Ey — FE7 une bijection.
Soit xg € Fo\E; (axiome du choix et tout ¢a). Nous définissons

¥: N = {o"(20)}

" s o (a0) (1.207)

et nous allons prouver que c¢’est une bijection. Que ce soit surjectif est immédiat. Pour 'injectivité,
soit ¥ (x0) = ¢'(zo) avec k # 1. Supposons pour fixer les notations que k > 1. Alors, vu que ¢ est
inversible nous pouvons écrire

2o = " (o) = (" (x0)) (1.208)

ott il est entendu que ¢%(zg) = zg. Cela signifie que zg est dans I'image de ¢, c’est-a-dire dans
FE1, ce que nous avons exclu par choix de ¢ dans Eg\F;. Donc en réalité ¢ (z¢) # ¢!(xg) dés que

k#1. O
PropQEPoozLq0Q

Proposition 1.134.
Toute partie d’un ensemble fini est finie, et toute partie d’un ensemble dénombrable est finie ou

dénombrable.
LEMooGTOTooFbpvzU

Lemme 1.135.

Soit un ensemble E non dénombrable ainsi qu’une application f: E — F ou F est un ensemble
quelconque. Si f(E) est dénombrable (ou fini), alors il existe y € f(E) tel que f~(y) est indénom-
brable.

Démonstration. Nous avons

E=Jr . (1.209)

yeF

Si tous les f~1(y) sont dénombrables, alors E est une union dénombrable (F est dénombrable)
d’ensembles dénombrables. 11 serait donc dénombrable (proposition 1.130), ce qui est contraire a
I’hypothese. O

1.5.4 Théoréeme de Cantor-Schroder-Bernstein

Lemme 1.136 ([? ]).
Soient un ensemble A et une partie B de A. Si il existe une injection f: A — B alors il existe une
bijection a: A — B.

LEMooTNMHooBpdzab

Nous donnons deux preuves de ce lemme.

Premiére preuve de 1.136. Nous posons Y = A\B et nous décomposons la preuve en étapes.
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(i) Les f*(Y) sont disjoints Vu que f prend ses valeurs dans B, nous avons f*(Y) c B pour
tout k. Et vu que Y = A\B, nous avons

fk(Y) AY = & EQooDNHJoo&JEEIEﬁI

pour tout k. L’application f étant injective, elle vérifie f(C n D) = f(C) n f(D). Nous
appliquons f des deux cotés de (1.210) :

YY) = @ (1.211)

pour tout k,m € N.

(i) Une décomposition Nous posons

X=Jrr=yu G E). (1.212)
keN k=1
Vu que f(X) < B nous avons 'égalité
B = f(X)u (B\f(X)). (1.213)

(iii) A\X = B\f(X) Supposons z € A\X. Vu que Y = A\B est dans X, I’élément x n’est pas
dans A\B et donc est dans B parce qu’il est dans A. Mais = n’est pas dans X et en particulier
pas dans f(X) parce que f(X) < X. Donc z est dans B\ f(X).

Dans l'autre sens, nous supposons que z € B\f(X). Vu que B < A nous avons x € A.
Comme z est hors de f(X), il est hors des f*(Y) pour k > 1. Mais = € B, donc z est hors
de A\B = f°(Y). Donc z est hors de f¥(Y) pour tout k > 0. Donc z est hors de X.

(iv) La bijection Nous considérons ’application

a: A— B

@) sizeX (1.214)
! x sixe A\X.

Nous démontrons dans les points suivants que « est bijective.

(v) Injective Nous supposons a(z) = a(y). Il y a 4 possibilités suivant que z et y soient dans
X ou A\X.

Siz,ye X alors f(z) = f(y) et donc z = y parce que f est injective.
Size Xetye A\X, alors f(x) = y. Mais f(z) € f(X) et y € AAX = B\f(X). Donc
I'élément f(z) = y est dans f(X) n (B\f(X)) = &. Il n’est donc pas possible d’avoir
alz) = a(y) avec z € X et y e A\X.
Size A\X et y e X, c’est la méme chose.
Siz,ye A\X, alors x = a(z) = a(y) = v.

(vi) Surjective Soit y € B. Il y a deux possibilités : y € X et y € A\X. La premiére se divise
endeux:yeY et ye | Jio, fF(Y). Ony va.

(i) y e Y Ce cas n’est pas possible parce que y € B alors que Y = A\B.

(ii) y e f¥(Y) avec k =1 Nous avons

ye fF(fFHY)) < f(X) < aA). (1.215)

(iii) y € A\X Alors y = a(y).
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Deuziéme preuve de 1.136[10]. Nous posons Y = A\B et
M={McAtelqueY u f(M) c M}. (1.216)

Nous allons dire de nombreuses choses a propos de ce M.
(i) M_est non vide Nous avons A € M parce que Y et f(A) sont dans A.
(ii) Si M e M alors Y < M C’est dans la définition de M.

(iii) Encore un ensemble Vu que M est non vide, nous pouvons poser

X= ()M (1.217)
MeM

sans nous poser trop de questions. Cela étant fait, nous pouvons passer aux choses sérieuses.

(iv) f(X) < M pour tout M € M Soit M € M. Nous avons

f ( X) c f ( M) SUBEQooRJKWo€1q1§<iISZa}5|
cY U f(M) (1.218b)
M SUBEQooSAVZogf}é\i)é%(il

Justifications.
— Pour (1.218a). Parce que X < M.
— Pour (1.218c). Parce que M € M.

(v) XeM VuqueY c M pour tout M dans M, nous avons Y < (;ex¢ M = X. Nous devons
prouver f(X) < X. Nous venons de prouver que f(X) c M pour tout M € M, donc

fX)c (| M=x. (1.219)
MeM
L’ensemble X est le plus petit élément de M pour I'inclusion.

(vi) Y u f(X) c X Ca fait partie de X € M. Mais c’est bien de le dire explicitement parce que
nous allons 'utiliser quelques fois dans la suite.

(vii) Y U f(X) e M Vuque X € M, nous savons déja que Y U f(X) c X. En appliquant f des
deux cOtés,

f(Y U f(X)) < f(X). (1.220)

En ajoutant Y des deux cotés,
Yuf(Yuf(X))cYuf(X), (1.221)

et donc Y u f(X) e M.
(viii) Y U f(X) = X Nous savons déja que Y u f(X) € M. Vu que X est le plus petit élément
de M, nous avons
X cYuf(X). (1.222)
L’inclusion inverse étant déja faite, nous avons I’égalité.

(ix) B\f(X) = A\X Nous avons :

AX =A\(Y u f(X)) (1.223a)
— (A\Y) A ( A\ X)) SUBEQooBVZCo&AEB%’B];l
—BA ( A\ X)) SUBEQooUATVoFf’E%'Sl
— (B A)\f(X) SUBEQooKWVWo 10%55)5 |
_ B\f(X) SUBEQooQTTSoFfE%PéIgl

Justifications :
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— Pour (1.223b). Complémentaire de réunion, lemme 1.25(2).

— Pour (1.223c). Parce que A\Y = B du fait que Y = A\B.
(1.223d). Lemme 1.25(3).

— Pour (1.223e). Parce que B ¢ A.

— Pour

(x) Notre bijection Nous voulons définir

a:A— B

= f(z) sizeX (1.224)
’ x sixe A\X.

Pour y parvenir, nous devons prouver que « prend effectivement ses valeurs dans B. Ensuite
nous prouverons que « est une bijection.

(xi) a prend ses valeurs dans B Si # € X nous avons «a(z) = f(x) € B. Si au contraire
x € A\X nous avons

a(r) =ze€ A\X = B\f(X) c B. (1.225)

(xii) « est injective Soient x,y € A tels que a(z) = a(y). Il y a quatre possibilités suivant que
x et y sont dans X ou dans A\X.

(i) xe X, ye X Alors f(z) = a(z) = a(y) = f(y). Vu que f est injective, nous trouvons que
r=uy.

(ii) z € X, ye A\X Nous avons a(x) = f(x) € f(X) et a(y) =y € AAX = B\f(X). Il n’est
donc pas possible d’avoir a(z) = a(y) dans ce cas.

(iii) z € A\X, ye X Idem.

(iv) z € A\X, ye A\X Dans ce cas nous avons «(z) = z et a(y) = y. Donc = = y.

(xiii) « est surjective Soit b € B. Il y a deux possibilités : be f(X) ou b ¢ f(X).
(i) Sibe f(X) Soit z € X tel que f(x) =b. Alors a(x) = f(z) = b.
(ii) Sib¢ f(X) Alors be B\f(X) = A\X, et donc a(b) = b.

O
THOooRYZJooQcjlcl
Théoréme 1.137 (Cantor-Schréder-Bernstein).
Soient deux ensembles A et B pour lesquels il existe des injections f: A — B et g: B — A. Alors
il existe une bijection entre A et B.

Démonstration. La composée go f: A — A est injective et prend ses valeurs dans g( f (A)) c
g(B) — A. Bref, l'application go f: A — g(B) est injective. Le lemme 1.136 donne alors une
bijection p: A — g(B).

Nous montrons que g~ "

o@: A — B est une bijection.

(i) Injective Nous supposons z,y € A tels que

g (o) = g (o). (1.226)

Nous appliquons g des deux cotés : p(x) = p(y). Puisque ¢ est une bijection, cela entraine
x=y.
(ii) Surjective Soit b € B. En posant a = ¢! (g(b)) nous avons bien (g7' o ¢)(a) = b.
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1.5.5 Comparabilité cardinale

Le théoréme de comparabilité cardinale énonce que si A et B sont des ensemble, alors nous

avons toujours A > B ou A < B (ou les deux ; dans ce cas A ~ B par Cantor-Schroder-Bernstein).
THOooCBSKooCmzfUf

Théoréme 1.138 (Théoréme de comparabilité cardinale[1? ? ]).
Entre deur ensembles, il existe forcément une injection de l'un dans ['autre.

Démonstration. Nous allons montrer que le graphe d’une injection de A dans B ou de B dans A
est donné par un élément maximal (au sens de l'inclusion) de ’ensemble (inductif) des graphes
d’injections d’une partie de A dans une partie de B.

Nous allons utiliser le lemme de Zorn 1.22 & I’ensemble °2

XcA
A= {(X,Y,cp) tel que { Y c B } (1.227)
p: X — Y est injective.

que nous ordonnons par l'inclusion, c’est-a-dire par (Xi,Y7,p1) < (X2, Y2, p2) lorsque X; < Xy,
Y1 (e Y2 et (P2|X1 = @1

Nous passons rapidement sur le fait que cet ensemble est inductif, et nous considérons tout de
suite un élément maximal (X,Y, ). Il y a deux possibilités : soit p(X) = B, soit ¢(X) # B.

(i) Si ¢(X) = B Dans ce cas, ¢: X — B est une surjection. L’ensemble A est donc surpotent a
B. La proposition 1.108 conclut que B est subpotent a A.
(ii) Si ¢(X) # B Nous subdivisons en deux nouveaux cas : soit X = A, soit X # A.

(i) Si X = A Alors nous avons une injection p: A — B, et c’est bon.
(ii) Si X # A Nous sommes dans le cas X # A et ¢(X) # B. Soient a € A\X et be B\p(X).

Nous considérons ’application

v: X ufa} > Y u{b}

p(r) sizeX (1.228)
€T +—>
b siz = a.

C’est une application injective. Donc le triplet (X u {a},Y U {b}, %) majore (X,Y, ¢).
Nous avons une contradiction et ce cas n’est pas possible.

O]

1.139.

Le théoreme de comparabilité cardinale couplé au théoréeme de Cantor-Schréder-Bernstein nous
indique que pour tout ensembles A et B, nous avons soit A < B, soit B < A. Et si A < B < A,
alors A ~ B.

Nous ne sommes pas loin de dire que la relation < donne un ordre total sur ’ensemble des
ensembles. C’est trés beau sauf que I'ensemble des ensembles n’existe pas®3. I1 faudrait parler de
classe des ensembles, mais ¢a nous meénerait trop loin. Toujours est-il que ces deux théorémes
montrent qu’on n’est pas loin d’avoir un ordre sur les ensembles, et que cela est une des bases
possibles pour développer les nombres cardinaux.

1.5.6 Théoreme de Cantor, ensemble des ensembles
THOooJPNFooWSxUhd

Théoréme 1.140 (Cantor|[? |).
Un ensemble est toujours strictement subpotent a son ensemble des parties.

52. Attention : dans le Frido, la notation f: A — B, signifie que f est définie sur tout ’ensemble A, mais pas
qu’elle est surjective sur B.
53. Corolaire 1.142.



1.5. QUELQUES RESULTATS DE CARDINALITE 67

Démonstration. Soit un ensemble E et son ensemble des parties P(E). Nous commengons par
prouver qu’il n’existe pas de surjection E — P(FE). Soit en effet une application f: E — P(E).
Nous posons

D ={x e E tel que z ¢ f(x)}. (1.229)

Nous prouvons que D ne peut pas étre dans 'image de f. Supposons que y € FE soit tel que
fly)=D.
(i) Siye D Alors par définition de D, nous avons y ¢ f(y) = D. Contradiction.

(ii) Si y ¢ D Alors y € f(y) = D, contradiction.

Donc aucune surjection f: E — P(F) n’existe. En particulier pas de bijections.

Par ailleurs, l'application ¢g: P(E) — E qui fait g({a}) = a (et n’importe quoi d’autre sur les
autres éléments de P(E)) est une surjection P(E) — E.

Donc P(E) est toujours strictement surpotent & E. O

1.141.

Le théoréme de Cantor implique en particulier qu’il existe (au moins) une infinité dénombrable
d’ensembles infinis de cardinalité différentes (plus évidemment une infinité dénombrable d’en-
sembles finis de cardinalité différentes).

Pour tout ensemble A, il est donc possible de dire « soit E, un ensemble strictement surpotent

a A
CORooZMAQOooP£fJosM

Corolaire 1.142.
1l n’existe pas d’ensemble contenant tous les ensembles.

Démonstration. Si E était un tel ensemble, nous aurions P(E) < E parce que les éléments de
P(E) sont des ensembles. Or cela donnerait une surjection £ — P(E) alors que cela est impossible
par le théoreme de Cantor 1.140. O

1.5.7 Ajouter ou soustraire des cardinalités

Nous allons prouver une série de résultats que nous pourrions résumer en « ajouter ou retrancher

des parties de cardinalité plus petite ne change pas la cardinalité ».
LEMooUFCAooSyZtZj

Lemme 1.143 ([1]).
Si A est infini et B est fini, alors Au B ~ A.

Démonstration. Nous supposons que A et B sont disjoints®®. La proposition 1.118 nous permet

de considérer une bijection ¢: {1,...,n} — B.
Puisque A est infini, la proposition 1.133 nous permet de considérer N < A et une bijection
p: N — N.

Maintenant, il s’agit seulement d’insérer B dans A en le mettant « au début » de N et en
décalant les autres éléments. La bijection est

frAuB— A
x six e AN (1.230)
z—<Sp(pt(z)+n) sizeN
(v =) sixz e B.
0
LEMooXMVDooIWLWis

Lemme 1.144.
Si A est infini et si A est surpotent a B, alors A~ AU B.

54. Adaptez la démonstration au cas ou l'intersection n’est pas vide.
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Démonstration. 1l existe évidemment une injection A — A u B. Donc le théoréeme de Cantor-
Schréder-Bernstein 1.137 nous indique que trouver une injection A U B — A suffira pour la peine.
Nous allons utiliser le lemme de Zorn 1.22 avec ’ensemble

XcB }

1.231
px: Au X — A est injective. ( )

A= {(X,gox) tel que {

muni de l'ordre de I'inclusion : (X, px) < (Y, ¢y)si X € Y et py(z) = ¢x(x) pour tout x € AuX.

(i) A est inductif Soit une famille F = {(X;, ¢;)}ier complétement ordonnée indexée par l'en-
semble /. En posant X = |J,c; Xi et p(x) = @;i(z) dés que z € A U X;, I'élément (X, )
majore F.

(ii) Un maximum Le lemme de Zorn nous assure que A posséde (au moins) un élément maxi-
mal. Soit un tel élément maximum (X, ¢).

(iii) X ~ B Ah oui, vous auriez aimé avoir X = B. Mais non; il n’y a pas de garantie. Nous
allons montrer que X ~ B, et ¢a suffira.

Vu que X < B, si X n’est pas équipotent a B, il est strictement inclus dans B. Nous pouvons
donc considérer

be B\X (1.232a)
a€ A\p(X). (1.232b)

Nous considérons alors 'élément (Y, 1) € A défini par

Y = X u{b} (1.233a)
P(x) = {a = ’ (1.233b)
o(x) sinon .

Cet élément majore (X, p).
Donc X ~ B.

(iv) Résumé de la situation Nous avons A ~ A U X ainsi qu’une injection p: Au X — A et
une bijection ¥: B — X.

(v) Conclusion si A est disjoint de B Si A et B sont disjoints, nous avons une bijection

l:AuB— A

. {ap(ac) size A (1.234)
¢(¥(z)) sizeB.

(vi) Conclusion si A n’est pas disjoint de B Il suffit de poser C' = B\ A et nous avons

AuB=[Au(AnB)]uC. (1.235)

Cette union est disjointe, AU (AN B) est surpotent a A et C est subpotent a B. La conclusion
est donc encore valable.

O

La proposition suivante sera utilisée en théorie de la mesure, dans I’exemple 14.68.
PropVCSooMzmIX

Proposition 1.145 ([? 10]).
Si S est un ensemble infini alors il existe une bijection p: {0,1} x S — S.
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Démonstration. Nous posons A = {0} x S et B = {1} x S. L’ensemble A est infini et surpotent a
B (pas strictement, mais quand méme).
Donc A est idempotent a A U B par le lemme 1.143. Mais A est idempotent a S, donc

S~A~AuB={01}xS5. (1.236)

]
CORo0JCSIoo0e0ICT

Corolaire 1.146.
Si A est un ensemble infini, alors A posséde deux sous-ensembles disjoints Ay et As qui sont tous
deuz en bijection avec A.

Démonstration. La proposition 1.145 donne une bijection ¢: {1,2} x A — A. Il suffit de poser
A =p(1,A) et Ay = (2, A). O

Maintenant que nous pouvons mettre dans A deux copies disjointes de A, il n’est pas tres
étonnant que nous puissions en mettre une infinité dénombrable. C’est en substance ce que signifie

la proposition suivante.
PROPooFKBEooKXqujV

Proposition 1.147.
Si A est infini, alors A x N ~ A.

Démonstration. La démonstration se base sur le fait qu’a 'intérieur de A, nous pouvons construire
autant de copies de A deux a deux disjointes que nous le voulons. La k® « copie » sera naturellement
I'image de k x A.

Voyons tout cela en détail.

(i) Ce que nous allons faire Nous allons construire, pour tout ¢ > 1 des parties A;, B; ¢ A
telles que

— A;n B =,

— A, Bi © B;q,

— Ai = By~ A,

— AimAj:@sii;éj

(ii) La construction Nous commengons a zéro en utilisant le corolaire 1.146 pour construire

des parties disjointes Ag et By de A telles que Ag ~ By ~ A.
Ensuite, puisque By ~ A, il existe A; et By dans By tels que A1 n By = Jet A1 ~ By ~
By ~ A. Cela est notre construction pour ¢ = 1.

Pour la récurrence, puisque A; ~ B; ~ A, nous considérons A;1 et B;y1 dans B; tels que
Aii1n By = et Aj1 =~ Bjy1 ~ B; & A. C’est encore le corolaire 1.146 qui fait le travail.

(iii) Les propriétés Nous avons A; N A;11 = & parce que A; " Aj1 < A; n B; = .

Nous devons encore montrer que A; N A; = & des que 7 # j. Supposons que j > i. Nous
avons les inclusions
Donc AjnA;jc BinAj = .

(iv) Une injection Nous pouvons a présent écrire une injection qui termine presque la preuve.
Pour cela nous considérons pour tout ¢, une bijection ¢;: A — A;. Ensuite nous posons

p: AxN-—>A

(a,k) — Yr(a). (1.238)

. Lélément i (a) est donc dans Ay N A;; ce n’est

Si ¢(a,k) = ¢(b,1), alors ¢y(a) = i(b)
1(b). Cette derniere égalité n’est possible que si a = b

possible que si k = [. Donc ¢;(a) =
parce que ; est une bijection.
Donc ¢ est une injection, et nous avons prouvé que A x N < A.
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(v) La bijection Nous venons de prouver que A x N < A. La surpotence A x N > A étant
évidente, le théoreme de Cantor-Schroder-Bernstein 1.137 conclut que A x N ~ A.
O
LEMooDHWSooFghano
Lemme 1.148 ([1]).
Sois un ensemble A muni de deuzx sous-ensembles B et B’ équipotents et disjoints. Alors A\B est
équipotent a A\B’.

Démonstration. Soit une bijection v: B’ — B. L’application
p: A\B — A\B’

x siz¢ B (1.239)
v W(x) sixzeB.

est la bijection cherchée. O
LEMooIVCBooHWQiZB

Lemme 1.149 ([? ]).

Si A est un ensemble infini et si B < A, alors A ~ A\B.

Démonstration. Nous pouvons écrire
A= (A\B)u B. (1.240)

Le théoréeme de comparabilité cardinale 1.138 nous indique que soit A\B < B, soit A\B > B.
Nous allons étudier les deux cas.

(i) Si A\B > B Dans ce cas, (A\B) u B ~ A\B par le lemme 1.144. Alors, notre résultat est
prouvé parce que A = (A\B) u B ~ A\B.

(ii) Si A\B < B Dans ce cas, le lemme 1.144 nous indique que A = (A\B)uB ~ B. Mais A ~ B
est exclu par I’hypothese. Ce cas est donc impossible.
O
LEMooMRVQooUZSSyL
Lemme 1.150 ([1]).
St A est infini et si B est une partie strictement subpotente de A, alors il existe U — A disjoint
de B et équipotent a B.

Démonstration. Le lemme 1.149 nous donne une bijection p: A — A\B. Il suffit alors de poser
U = p(B). Cette partie est disjointe de B parce que ¢ prend ses valeurs dans A\B. ]

Lemme 1.151 ([? ]).
Soit un ensemble infini A ainsi qu’un sous-ensemble B < A. Nous supposons l’existence d’une
fonction surjective f: B — B x B.

Alors B< Bx B<B < A.

Démonstration. La premieére est I'hypotheése sur f. La seconde est l’existence (évidente) d’une
surjection B x B — B. La troisieme est le fait que B soit inclus dans A. O
LEMooPOEFooXaifhT
Lemme 1.152 ([? ]).
Soit un ensemble infini A ainsi qu’un sous-ensemble strictement subpotent B < A. Nous supposons
lexistence d’une fonction surjective f: B — B x B.
Alors f peut étre étendue en une injection f: D — D x D ou D < A contient strictement B.

Démonstration. Par le lemme 1.150, nous considérons une partie U c A disjointe de B et équipo-
tente a B. Nous pouvons écrire le développement

(BuU)x (BuU)=(BxB)u(BxU)u(UxB)u((UxU,). (1.241)
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Nous savons que B est surpotent a U (il est méme équipotent) ; donc le lemme 1.144 nous dit que
B u U =~ B. De plus il existe une bijection B — U, donc

UrBaBxBaBxU~UxB=~UxU. (1.242)

Chacun des ensembles U x B, Bx U et U x U est équipotent & U. Leur union est donc équipotente °°
a U et nous avons une bijection

p:U—->UxBu(BxU)u (U xU). (1.243)

Et enfin nous définissons
g: BuU— (BxU)x (Bul)

f(z) sizeB (1.244)
xTr —>
o(z) sizel.
Cette définition est bonne parce que U et B sont disjoints, et g est injective. O

Le théoréme suivant est une généralisation de la proposition 1.145. Elle implique, entre autres
choses, qu’il existe une bijection entre R et R x R. Pour le cas de N x N ~ N, il y a la proposition

1.127 qui donne une bijection explicite et donc sans axiome du choix et sans lemme de Zorn.
THOooDGOVooRdAURVi

Théoréme 1.153.
Si A est infini, alors A~ A x A.

Démonstration. Une fois de plus, ce sera le lemme de Zorn qui va s’y coller. Soit ’ensemble

XcA }

1.245
p: X — X x X est surjective. ( )

A= {(X,gp) tel que {

Cet ensemble est non vide parce que A est infini; il contient donc une partie dénombrable N, et
nous connaissons la surjection N — IN x N du lemme 1.127.

Nous ordonnons A par I'inclusion : (X, ¢) < (Y, ¢) lorsque X c Y et ¢|x = . La tambouille
usuelle montre que A est un ensemble inductif et le lemme de Zorn 1.22 donne l'existence d’un
élément maximal que nous notons (B, ¢).

Puisque B est subpotent & A (parce qu’il est inclus), soit il est strictement subpotent, soit il
est équipotent. Nous commencons par montrer que B ne peut pas étre strictement subpotent a A.

En effet, si nous avions une surjection B — B x B, alors que B est strictement subpotent a
A. Le lemme 1.152 nous dit alors que ¢ peut étre étendue, ce qui contredirait la maximalité de
(B,¢).

Donc la partie B est équipotente a A : il existe une bijection g: A — B. Mais nous avons une
surjection B — B x B et donc aussi une injection B x B — B. Vu que nous avons par ailleurs une
injection B — B x B, le théoreme de Cantor-Schroder-Bernstein 1.137 nous donne une bijection
¢: B x B — B. Avec ca, 'application

fiAxA—-A (1.246)
(a,b) = ¢(g(a), g(b)) '
est une bijection. Donc les ensembles A et A x A sont équipotents. O
LEMooNKKDooUvSYPO
Lemme 1.154.
Si A est infini, et st pour tout i € N nous avons A; ~ A, alors
4~ A (1.247)

€N

55. Lemme 1.144.



72 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

Démonstration. Pour chaque i € N nous avons une bijection ¢;: A; — A. Nous posons

e0)
p: AxN— ZL=J0Ai EQooCHJAooFfI&/}%\gI

(a,7) = pi(a).

Cette application est surjective mais peut-étre pas injective parce que les A; peuvent avoir des
intersections non vides. Nous avons alors le calcul

AxAxN SUBEo0TOrERg LA
0

. U A SUBEQooRVPRo@.? izglgjl
i=0

oA SUBEQooFJRGoFﬂli%%%l

Justifications :
— Pour (1.249a), c’est la proposition 1.147.
— Pour (1.249b), c’est la surjection (1.248).
— Pour (1.249¢), c’est le fait que seulement Ay possede déja une surjection vers A.

Donc | J; A; est a la fois surpotent et subpotent a A. Il est donc équipotent par le théoreme
1.137. O

1.6 Groupes

1.6.1 Définition, unicité du neutre

La définition d’un groupe est la définition 1.34.
LEMooECDMooCkWxXf

Lemme-Définition 1.155 (Unicités).
Dans un groupe, l'inverse et le neutre sont uniques. Plus précisément, si G est un groupe nous
avons :

(1) il existe un unique élément e € G tel que eg = ge = g pour tout g € G, ITEMoo0THTooYqmMPP

(2) pour tout g € G, il existe un unique élément h € G tel que gh = hg = e.

Le e ainsi défini est nommé neutre de G. Le h tel que gh = hg = e est nommé l'inverse de g et

est noté g .

Démonstration. Chaque point séparément.

(1) Supposons que e; et e vérifient la propriété. Nous avons pour tout g € G : e1g = ge; = g. En
particulier pour g = eg nous écrivons ejes = ege; = eo. Mais en partant dans 'autre sens :
€29 = ges = g avec g = e1 NOUS avons ese; = e1es = e1. Kn égalant ces deux valeurs de eseg
nous avons e; = es.

Pour la suite de la preuve nous écrivons e I'unique neutre de G.

(2) Supposons que kq et ko soient deux inverses de g. On considere alors le produit kj gks. Puisque
kig = e, on a kigks = eky = ko; mais, comme gks = e, on a aussi k1gks = k1e = k1. Le
produit est donc a la fois égal a ki et a ko, et donc k1 = k.

O
LEMooWYLRooNOdZnp

Lemme 1.156.
Soient deux groupes G et H. Si ac: G — H est un morphisme de groupes®®, alors

(1) aleg) = epq.

56. Définition 1.35.
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(2) a(g™!) = a(g)™".

Lemme-Définition 1.157.
Soit un groupe G. L’ensemble des automorphismes de G, noté Aut(G), est un groupe pour la
composition.

LEMooSQQDooCm0Ovqi

LEMooBIBFooBHxFYC
Lemme 1.158.
Si G est un groupe et si h € G, alors les applications
Ly: G- G
" (1.250)
g—hg
et
Ry,: G- G
" (1.251)
g— gh

sont des bijections.

Démonstration. D’abord si Ly(g1) = Lx(g2), alors hgy = hgo et en multipliant & gauche par h~1
nous avons g; = go; donc Ly est injective. Ensuite Lj; est surjective parce que si g € G, alors
g =Lu(h™'g).

Pour I'application Ry, la preuve est une simple adaptation. O

1.6.2 Classes de conjugaison
DEFooOLXPooWelsZV

Définition 1.159 (classe de conjugaison).
Soit un groupe G et un élément g € G. La classe de conjugaison de g est la partie

Cy = {kgk™ tel que k € G}. (1.252)
LEMooQYBJooYwMwGM
Lemme 1.160.
Un groupe est commutatif si et seulement si ses classes de conjugaison sont des singletons.

Démonstration. Supposons que G soit commutatif. Alors
Cy = {kgk™" tel que k € G} = {g}. (1.253)

Donc les classes de conjugaison sont des singletons.
Dans l'autre sens, si les classes sont des singletons, on a kgk~! = ¢ pour tous k,g € G. Cela

signifie immédiatement que G est commutatif. 0
defGroupeCentre

Définition 1.161 (centralisateur[? ]).
Soient un groupe G, un sous-groupe H et un élément h € H. Le centralisateur de h dans G est
l’ensemble des éléments de G qui commutent avec h :

Za(h) = {z € G tel que hz = zh}. (1.254)

Le centralisateur de H dans G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les
éléments de H :

Za(H) = ) Za(h). (1.255)
heH

Le centre d’un groupe G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les autres :

Za =Za(G) ={z€ G tel que gz = zg,Vg € G}. (1.256)
DEFo0ZTSMooBislIy
Définition 1.162 (normalisateur[? ]).
Soient un groupe G et un sous-groupe H. Le normalisateur de H dans G est

Ng(H) ={g € G tel que gH = Hg}. (1.257)
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DEFooNIIMooFkZgvX
Définition 1.163 (Sous-groupe normal).
Un sous-groupe N de G est normal ou distingué si pour tout g € G et pour tout n € N,
gng~ ' e N. Autrement dit lorsque gNg~—' < N.

Lorsque N est normal dans G il est parfois noté N < G.
DEFooUXXTooCCLmQe

Définition 1.164.
Un sous-groupe H de G est un sous-groupe caractéristique si a(H) < H pour tout automor-
phisme®” a de G.

Lemme 1.165 ([? ]).
Si H est un sous-groupe caractéristique de G, alors «(H) = H pour tout automorphisme o de G.

Démonstration. Si o est un automorphisme de G, alors a~! est encore un automorphisme de G.
En particulier o~ (H) < H.
Soit h € H. Nous devons prouver que h € a(H). Pour cela :

h=a(a(h)eala(H)) < a(H). (1.258)

O
DefGroupeSimple
Définition 1.166 (Groupe simple).
Un groupe est dit simple si il est non trivial et si les seuls sous-groupes normauz qu’il admet sont
lui-méme et le sous-groupe réduit a I’élément neutre.

1.7 Sous-groupe normal

propGroupeNormal
Proposition 1.167.
Soit N un sous-groupe de GG. Les propriétés suivantes sont équivalentes : ITEMooDYEU00OuKEqQ

(1) N est normal®® dans G.

ITEMooPYTEooZhvrUa
(2) N est une union de classes de conjugaison® de G, ITEMooJWTLooBRmriQ
(3) gNg~' = N pour tout g € G, ITEMooVRZIooAorhRY
(4) gNg~' = N pour tout g € G, ITEMooJGUOooYsh0Za
(5) gN = Ng pour tout g € G, ITEMooMRYR00Zi£CCe

(6) Le normalisateur® de N est G : Ng(N) = G.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) (1) implique (3) C’est la définition de sous-groupe normal.
1

(ii) (3) implique (4) Soit g € G. Nous avons gNg~
theése & g~') g7'Ng = N. En combinant nous avons

< N, mais aussi (en appliquant I’hypo-

N cg(g7'Ng)g™t c gNg™L. (1.259)

Nous avons l'inclusion dans les deux sens. Donc 1’égalité.

(iii) (4) implique (5) Soit g € G. Un élément général de gN est de la forme gn avec n € N.

Nous devons trouver un n’ € N tel que gn = n’g. En posant n’ = gng~' nous avons

n =gng tegNg ' c N. (1.260)

Il est immédiat de prouver que gn = n’g. Cela prouve que gN < Ng.
Le méme raisonnement donne Ng < gN.

57. Automorphisme de groupe, définition 1.35.
58. Définition 1.163.
59. Définition 1.159.
60. Définition 1.162.
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1 1

(iv) (5) implique (3) Un élément de gNg~ est a = gng™" avec n € N. Nous devons prouver
que a € N. Puisque gn € gN, par hypothese il existe n’ tel que gn = n’g. En remplacant
dans la définition de a,

a=gng t=n'ggt =n'eN. (1.261)

(v) (5) implique (2) Pour chaque a € G nous notons Cj, la classe de conjugaison de a dans G :
C, = {gag™' tel que g € G}. EQOOJIEVOOFIA.i%%I

Comme a € C, (prendre g = e dans (1.262).) nous avons forcément

Nec |G (1.263)
neN

Prouvons maintenant 'inclusion inverse. Nous avons déja prouvé que (5) implique (3). Donc
sin e N, alors gng~' € N. Nous avons alors

Cy = {gng~! tel que ge G} c N. (1.264)

Donc il est vrai que N = [ J,,cn Cn-

(vi) (2) implique (1) Nous supposons que N < G est un sous-groupe de la forme

N=]JC, (1.265)

ael

ou I est une partie de GG. Nous devons montrer que pour tout g € G et pour tout n € N nous
avons gng~ ' € N. Puisque n € N, il existe a € I tel que n € C, et donc il existe k € G tel
que n = kak~'. Nous avons donc

gng ' = g(kak™Hg™! = (gk)a(gk) ' e C, c N. (1.266)

La lectrice attentive aura remarqué 'utilisation de ’axiome du choix. La prudence 'incitera
a ne pas le faire remarquer au jury.

(vii) (6) si et seulement si (5) C’est la définition du normalisateur.

O
Définition 1.168.
Soit g€ G et n € Z. Nous définissons g" par
(1) ¢° = e et g" = gg" ! sin est positif.
(2) sin <0, nous posons g" = (g~1)~™.
L’ordre d’un groupe et I'ordre d’un élément d’un groupe sont deux choses différentes.
DEFooKWBCooM1mpCP

Définition 1.169 (Ordre d’un groupe).
Soit un groupe G.
l6]

(1) Si G est un ensemble fini, l'ordre de G est son cardinal®", et nous le notons |G)|.

(2) Si lensemble G est infini, nous disons que |G| = c© et qu’il est d’ordre infini.
Oui : nous pourrions simplement toujours dire « cardinalité » et écrire Card(G). Au lieu de ¢a,
dans le cas particulier des groupes, il y a une tradition de dire « ordre » et d’écrire |G|.

DEFooKSTVoo00ObpgC
Définition 1.170 (Ordre d’un élément).
L’ordre d’un élément g de G est le naturel
min{n € N\{0} tel que g" = e}, (1.267)

st il existe ; dans le cas contraire, nous disons que l’ordre de g est infini.

61. Définition 1.118.
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1.171.
Nous verrons que le corolaire 2.14 au théoréeme de Lagrange dira que 'ordre d’un élément divise

I’ordre du groupe.
LemHUkMxp

Lemme 1.172 ([? 10]).
Soient un groupe G et deuz sous-groupes normauz? H et K tels que H n K ﬁéﬁéo]ﬁ%‘(}ﬁnésoénnlgl%

(1) Tout élément de H commute avec tout élément de K. ITEMooVVBG0oZSJqip

(2) HK est un sous-groupe de G. IMTE00PCBZ00QoZFOD

(3) L’application
p:Hx K-> HK

(. K) > b (1.268)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Point par point.

(i) (1) Soient h e H et k € K. Nous voulons montrer que hk = kh. Pour cela nous considérons
Iélément a = hkh~'k~'. Comme H est normal dans G, nous avons

kh ke H (1.269)

et donc a € H. De méme K étant normal dans G, nous avons hkh™! € K et donc a € K. Au
final a € H n K = {e}. Nous avons prouvé que

hkh 'kl =, (1.270)

et donc que hk = kh.

(ii) @ Puisque H et K sont des sous-groupes, {e} est dans les deux, de telle sorte que e € HK.
De plus si h; € H et k; € K, la commutativité du point (1) donne

(hlk‘l)(hgk‘z) = hlhgk'lk‘g e HK. (1.271)

Donc le produit de deux éléments de HK est dans HK.
(iii) (3) En trois sous-parties.

(i) Morphisme Soient h; € H et k; € K. En utilisant la commutativité du point (1) nous

¢ ((h, k) (h2, k2)) = @(hiha, kiks) (1.272a)
= (h1ha)(k1k2) (1.272b)
= (h1ky1)(hok2) (1.272c)
= (1, k1)p(ha, ka). (1.272d)

(ii) Injectif Si p(hi, k1) = ¢(ha, k2) nous avons successivement

hiky = haks (1.273a)
hikihy' = ko (1.273b)
hikihy Ykt = Kok (1.273c)
hihg ' = kokyt (1.2734d)

Le membre de gauche est un élément de H et le membre de droite un élément de K.
Comme H n K = {e} nous avons h1h2_1 = e et kgkl_l = e, c’est-a-dire hy = hg et
k1 = ko.

62. Sous-groupe normal, définition 1.163.
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(iii) Surjectif Un élément général de HK est hk avec h € H et k e K, c’est a dire ¢(h, k).

O
DefvtSAyb

Définition 1.173.
L’exposant du groupe G est le plus petit entier non nul n tel que g" = e pour tout g € G. S’il

n’existe pas un tel n, nous disons que ’exposant du groupe est infini.
PROPooSWHHooOzqWkw

Proposition 1.174.
A propos d’exposant de groupe et de ppcm.

(1) Si lensemble des ordres de tous les éléments d’un groupe est majoré, alors l’exposant du
groupe est le plus petit commun multiple des ordres des éléments du groupe.

(2) Pour un groupe fini, l’exposant est le ppcm des ordres des éléments du groupe.

Le théoreme de Burnside 9.287 nous donnera un bon paquet d’exemples de groupes d’exposant
fini dans GL(n, C).
PropSRMJooIDPBoW
Proposition 1.175.
Soit un groupe G. Nous considérons un sous-groupe normal H de G ainsi qu’un morphisme : G —

H. Alors
(1) ¥(H) est normal dans (G)
(2) Si G/H est abélien alors ¥(G)/Y(H) est abélien.

Démonstration. Soient h € H et g € G. Alors 1(g)y(h)w(g9)~t = w(ghg™) € ¥ (H). Donc 9 (H)
est normal dans ¥(G).

Pour la seconde partie nous notons [. . .] les classes par rapport a ¢ (H) et .- celles par rapport
a H. Nous avons

[¥(g)]l = [¢(g1)¢(g2)] (1.274a)
= [1(9192)] (1.274D)
= {¢(g192)(h) tel que h € H} (1.274c)
= {¢(g192h) tel que h e H} (1.274d)
¢<{9192h tel que h € H}) (1.274e)

= (9192) (1.274f)
= ¢(291) (1.274g)
= refaire a I'envers (1.274h)
= [¢(g2)][¥(g1)]- (1.274i)

Par conséquent ¢(G)/y(H) est abélien. O

1.7.1 Permutations, groupe symétrique

Nous donnons ici quelques éléments a propos du groupe symétrique. Beaucoup de choses sup-

plémentaires sont reportées a la section 5.6. Voir aussi le théeme ?77.
DEFooJNPIooMuzIXd

Définition 1.176.
Soit un ensemble E. Une permutation de ’ensemble E est une bijection E — E. Le groupe
symétrique de E est le groupe des bijections E — E ; il est noté Sg.

Le groupe symétrique S,, est le groupe des permutations de ’ensemble {1,...,n}. C’est donc
l’ensemble des bijections {1,...,n} — {1,...,n}.

DEFooSupportPermutation

Définition 1.177.
Le support d’une permutation o est l’ensemble constitué des éléments modifiés par o :

suppo = {i € {1,...,n} tel que o(i) # i}.



78 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

DEFooMVFKooMpXMQy
Définition 1.178 ([? ]).
Soient une permutation o € E ainsi que a € E. La o-orbite de a est l’ensemble

Q5(a) = {o'(a)}ien- (1.275)
LEMooSGWKooKFIDyT
Lemme 1.179 ([? ]).
Le groupe symétrique Sy, est un ensemble fini contenant n! éléments.

LEMooUPBOooWbwMTx
Lemme 1.180 ([? ]).
Deuz résultats.
(1) Tout groupe est isomorphe & un sous-groupe d’un groupe symétrique.
(2) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe da un sous-groupe de Sy,.
Démonstration. Soit, pour g € G donné, ’application
7. G —> G
g (1.276)
T — gI.

Commencons par prouver que cela est une bijection. D’une part, 7,(z) = y pour x = g~ 'y (surjec-
tion) et, d’autre part, 74(z) = 74(y) implique gz = gy et donc x = y (injection).
Nous avons donc 74 € Sg. De plus I'application

p: G— Sg

g—Tg

(1.277)

est un morphisme de groupe. Il est injectif parce que si 7, = 75, alors gr = hx pour tout z. En
particulier g = h.
Donc ¢: G — Image(p) est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de Sg.

Un groupe fini de cardinal n est isomorphe a un sous-groupe de Sg ; or Sg est isomorphe a un
des S,. (]

1.7.2 Décomposition en cycles

Définition 1.181 (cycle[? ]).
Soit E un ensemble de cardinal® n. Soit un entier 1 < k < n. Un élément o € Sg est un k-cycle
si il ne posséde qu’une seule orbite%* non réduite a un élément et qu’elle est de cardinal k.

LEMooADNGooDZpdTb
Lemme 1.182 ([1]).
Soient un k-cycle o et a € Q. Alors
Qy(a) = {a,0(a),...,oc" 1 (a)} (1.278)
et o¥(a) = a.
En particulier, les éléments 0%(a) avec ¢ =0,...,k — 1 sont tous distincts.

Démonstration. Soit [ le plus grand entier tel que les o?(a) avec 0 < i < [ soient tous distincts, et
notons A = {o"(a)};—o,..;. Cet ensemble satisfait

— Card(A)=1+1
— A c Qy(a), et donc Card(A) < Card(2,(a)) = k par le lemme 1.120(3).

63. Définition 1.118.
64. Définition 1.178.
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Que vaut ¢'7!(a) ? Par maximalité de I, o'*1(a) est un des o?(a) avec i < I. Par injectivité de o,
nous avons donc forcément o'*1(a) = a.

Donc pour tout i > [ il existe j < I tel que o'(a) = 07 (a) (parce que o'(a) = o'~'"1(a)). Nous
en déduisons que

Qo (a) = {o'(a)}o<ict = A. (1.279)
Le cardinal de Q,(a) étant k par hypothese nous avons k =1 + 1, et donc [ = k — 1. O
LEMooANVHooOQiTwY

Lemme 1.183.
Si o est une cycle de longueur k, et si b e Qy(a), alors

Qs (a) = Qo (b) = {o"(b) }ico,..h—1. (1.280)

Démonstration. Comme b € Qy(a), il existe I < k — 1 tel que b = ¢'(a). Pour tout i nous avons
oi(a) = o*~*1(b), et donc Q,(a) < Qu(b).

Mais pour tout i nous avons aussi *(b) = o'*1(a) et donc Q,(b) = Q(a).
Nous avons donc montré que Q,(a) = Q,(b). La seconde égalité est le lemme 1.182 appliqué a
b. ]
LEMooMIHGooQfALDbc

Lemme 1.184 ([1]).
Soient un ensemble fini E, une permutation o € Sg ainsi que a € E. Si b € Qy(a), alors Q,(b) =

Qs (a).

Lemme 1.185 ([? ]).
Tout k-cycle est d’ordre%® k.

Démonstration. Soit le cycle {a,o(a),...,c" 1(a)}. Tous les o’ (a) avec i < k — 1 sont distincts et
o*(a) = a. Donc o* est 'identité, et 'ordre de o est plus petit ou égal & k.

Sii < k— 1, alors 0(a) # a parce que les éléments du cycle sont distincts. Donc o # Id pour
1 < k — 1. Nous en déduisons que ’ordre de o est k. ]

LEMooQLSAooBrXDXw

Lemme 1.186 ([? 7 ]).
Tout élément du groupe symétrique Sy, peut étre décomposé en un nombre fini de cycles de supports
disjoints.

Cette décomposition est unique d l’ordre prés de ’écriture des cycles.

Plus précisément, si o est une permutation, alors il existe un unique ensemble fini {w;}icr de
cycles de supports disjoints tels que%S o = [Lics wi-

Démonstration. Soit o € Sg. Si les éléments {a,c(a),...o%(a)} sont distincts, alors soit o**+1(a)
est distincts des autres, soit 07! (a) = a. Il n’est en effet pas possible d’avoir c**1(a) = o'(a) avec
[ < k parce que ca contredirait I'injectivité de o.

Soit donc a € E. Nous considérons le cycle (a,c(a),...,o"(a)) olt k est maximum tel que tous
les éléments sont distincts.

Soit ce cycle contient tous les éléments de FE, soit il existe un élément b hors de ce cycle. Dans
le second cas, nous considérons le cycle commencant par b.

Et ca continue. .. O

LEMooWXXLooIzrwJT

Lemme 1.187 ([? ]).

Deuz cycles de support disjoint commutent.
LEMooVVPWooMkRjyR

Lemme 1.188 ([? ]).
Tout cycle de longueur r est le produit de r — 1 transpositions.

65. Définition 1.170.
66. Ici I est un ensemble fini et vu que les supports sont disjoints, le produit est commutatif.
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Démonstration. 11 suffit de vérifier que

(a1,...,a,) = (a1,a.)(ar,ar-1) ... (a1,as). (1.281)

O
LEMooGGLUooUSzuAx

Lemme 1.189 ([1]).
Soit une permutation o € Sg. Soit un cycle ¢ et une permutation s de supports disjoints telles que

o =soc. Alors LEMooUHWTooFptoZU
(1) Si a € supp(o), alors pour tout g € N nous avons c(a) = 0%(a). ITEMooHSDLoo TAKYZA
(2) Sia e supp(c), alors

Qy(a) = Qc(a) = supp(c). (1.282)
(3) Si a € supp(c), alors
. Q,
c(z) = {U(ﬁ) e (@) (1.283)
x sinon.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Si a € supp(c), alors c(a) = o(a) Soit a € supp(c). Nous savons que c(a) # a, et vu que ¢

est injective, nous devons aussi avoir ¢(c(a)) # c(a). Donc a et c(a) sont dans supp(c). Etant
donné que les supports de ¢ et de s sont disjoints, nous déduisons que c(a) n’est pas dans le
support de s, et donc que

o(a) = (soc)(a) = s(c(a)) = c(a). (1.284)

(ii) 0%(a) = ¢?(a) Juste une récurrence sur le point précédent : si b € supp(a), alors o(b) = ¢(b) €
supp(a).

(iii) Si a € supp(a), alors Q,(a) = Q.(a) Utilisant le point précédent, ainsi que la définition
1.178 d’une orbite,

() = {0%(a)} = {¢*(a)} = Qe(a). (1.285)

(iv) supp(c) < Qc(a) Comme toujours, a est un élément de supp(c). Nous considérons b € supp(c)

et nous montrons que b € Q.(a). Etant donné que b € supp(c), nous avons c(b) # b, de telle
sorte que €.(b) contienne au moins deux éléments distincts.
Méme chose pour a : 'ensemble €.(a) contient au moins a et c(a). Vu que ¢ est un cycle,
il n’existe qu’une seule orbite non triviale. Donc Q.(a) = Q.(b). En particulier b € Q.(b) =
Qec(a).

(v) Qc(a) < supp(c) Soit b € Q.(a). Le lemma 1.183 nous permet de dire que Q.(a) = Q.(b).
Comme Q.(b) contient au moins deux éléments (parce qu'il est égal & Q.(a) et que a est dans
le support de ¢), nous savons que c¢(b) # b et donc que b € supp(c).

(vi) La formule pour c(z) Six € Q,(a), alors ¢(x) = o(z) par le point (1). Si x n’est pas dans

Q.(a) = supp(c), alors x n’est pas dans le support de ¢ et donc ¢(z) = z.
O
Le lemme suivant permet d’extraire le cycle de o associé a un élément de F.
LEMooFFTBooCZsaFu
Lemme 1.190 ([1]).
Soient un ensemble finie E ainsi que o € Sg, et a € E tel que o(a) # a. Nous posons
c:E—-FE
o(x) sizeQy(a) (1.286)
xTr —>
T stnon

Alors
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(1) Sibe Qy(a), nous avons (b)) = Qs (a).
(2) Sib¢ Qy(a), nous avons Q.(b) = {b}.
(3) ¢ est un cycle.

Démonstration. Sibe Q,(a), alors a9(b) € Q,(a) pour tout ¢ € N, et donc
c1(b) = o(b) € Qy(a) (1.287)
pour tout ¢g. Donc nous avons
Qc(b) = {c1(b) tel que ¢ € N} = {09(b) tel que g € N} = Q,(b) = Qy(a). (1.288)

La derniere égalité est le lemme 1.184.

Sibé¢ Qy(a), alors ¢(b) = b et Q.(b) = {b}.

Nous avons prouvé que c¢ a une seule orbite de taille plus grands ou égale & 2. Donc ¢ est un
cycle. ]

Théoréme 1.191 ([? ).
Soit un ensemble fini E de cardinal au moins deuzx. Soit une permutation o € Sg.
— 1l existe des cycles c1,...,cm G support disjoints tels que 0 = c10...0¢Cp,.

— Cette décomposition est unique a [’ordre pres.

Démonstration. Plusieurs points.

(i) Existence Nous choisissons des éléments {a;}i—1 ..., tels que les Q,(a;) forment une partition
de E en sous-ensembles disjoints. En posant I = min{r tel que o”(ax) = aj}, nous avons

Qo (ag) = {09 (ar) g=1,...15—1 (1.289)
et tous les 09(ay) sont distincts pour ¢ = 1,...,0; — 1.
Posons
c.: F—- F
o(x) sixzeQy(ag) (1.290)
xXr —>
T sinon.
Le lemme 1.189 dit que ¢ est un cycle. Vu que c(ag) = o(ax), le cycle ¢ est un li-cycle.
Nous montrons a présent que o = ¢j o...¢,. Soit z € E. Il existe un k € {1,...,p} tel que
x € Qy(ar) = Qe (ar) = Qe (2), (1.291)

la derniere égalité est parce que x € €, (ar). Nous en déduisons que ci(x) = x. D’autre part
sil # k, alors x n’est pas dans Q,(q;), et donc ¢;(z) = z. Au final,

(cro...¢p)(x) = cp(x) = o(z). (1.292)

(ii) Unicité Nous supposons avoir o = ¢10...0¢, = 7107, ol les ¢; et les ; sont deux ensembles
de cycles de supports disjoints. Nous avons

supp(o) = supp(7;)- (1.293)

-

Il
—

q

supp(ci) = |
% J=1
Montrons que si supp(¢;) nsupp(7y;) # &, alors supp(c;) = supp(7y;). En effet si a € supp(c;)n
supp(7;), alors

supp(c;) = QCi(a’) = Qy(a) = Q'Yj (a) = SUPp(’Yj)- (1.294)
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Et comme les supp(v;) sont disjoints, I’ensemble supp(c;) n’a d’intersection qu’avec un et un
seul des supp(7;). Cela définit donc une application

u: {l,...,p} = {1,...,q}

. T (1.295)
i — l'unique j tel quesupp(c;) = supp(y;).
Autrement dit, Papplication u permet d’écrire
supp(c;) = supp (Vu(i))- (1.296)
L’application u est injective. En effet si u(i) = u(l), nous avons
supp(c;) = supp (Yu(i)) (1.297a)
supp(c;) = supp (yu()) (1.297b)
u(i) = u(l). (1.297¢)
Donc supp(c¢;) = supp(c;). Et comme les supports sont disjoints, i = [.
L’application u est surjective. En effet, soit j € {1,...,q}. Soit a € supp(v;). Il existe un i tel
que a € supp(c;). Nous avons alors a € supp(y;) N supp(c;), autrement dit u(i) = j.
Maintenant 'application u: {1,...,p} — {1,...,q} est bijective. Nous en déduisons que
p = q. Concluons en montrant que ¢; = Vu(s)- Soit a € supp(¢;) = supp (’yu(i)).
Nous avons
ixeQy
ci(x) = {J(x) st @€ ((a) (1.298)
x sinon
et
ixzel
vi(z) = {U(x) o o(a) (1.299)
x sinon,
et donc ¢; = ;.
U]
LemmvZFWP
Lemme 1.192 ([? ]).
Soit o = (i1,...,1x) € Sp, un cycle de longueur k et 0 € S,,. Alors
0o~ = (0(i1),...,0(ik)). (1.300)
Tous les cycles de longueur k sont conjugués entre eut.
PropEAHWXwe

Proposition 1.193 (Classes de conjugaison et structure en cycles[? ).

Une classe de conjugaison® dans S, est formée des permutations ayant une décomposition en
cycles disjoints de méme structure. Autrement dit, deux permutations o et o’ sont conjuguées si et
seulement si le nombre k; de cycles de longueur i dans o est le méme que le nombre k. de cycles
de longueur © dans o’.

Démonstration. Soit ¢ = c1...cnp la décomposition de o en cycles ¢; de supports disjoints. Si 7
est une permutation, alors

o' =107t = (a1 L (TemT Y, (1.301)

mais 7¢;7~! est un cycle de méme longueur que ¢;, puisque le lemme 1.192 nous dit que si 0 =
(a1,...,ax),alors et ™' = (7(a1),...,7(ax)). Notons encore que les cycles 7¢;7~! restent & support
disjoints.

Donc tous les éléments de la classe de conjugaison de o sont des permutations de méme structure
que o.

67. Définition 1.159.
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Réciproquement, si ¢/ = ¢} ...c,, est une décomposition de ¢’ en cycles disjoints tels que la

longueur des ¢; est la méme que la longueur des ¢}, alors il suffit de construire des permutations 7;
telles que Ticn—;l = ¢}, & travers le lemme 1.192. Comme les supports des ¢; et des ¢} sont disjoints,

la permutation i ... T, conjugue o et o’. O
EXooQAXRooBsPURs

Exemple 1.194.
Voyons les classes de conjugaison de S3. Etant donné que ce groupe agit par définition sur un
ensemble & 3 éléments, aucun élément de S3 ne posséde un cycle de plus de 3 éléments. Il y a donc
seulement des cycles de longueur deux ou trois (a part les triviaux). Aucun élément de S3 n’a une
décomposition en cycles disjoints contenant deux cycles de deux ou un cycle de deux et un de trois.
En résumé il y a trois classes de conjugaison dans S3. La premiere est celle contenant seulement
I'identité. La seconde est celle contenant les cycles de longueur deux et la troisiéme contient les
cycles de longueur 3.
Ce sont donc

Cy = {Id} (1.302a)
Cy ={(1,2),(1,3),(2,3)} (1.302b)
C3 = {(1,2,3),(2,1,3)}. (1.302¢)
A

DEFooXNAFooGTbTTJ

Définition 1.195 (transposition).
Une transposition est une permutation® qui échange deux éléments de E. Plus précisément, une
bijection 0: E — E est une transposition si il existe a,b e E tels que

a six=>
olx)=<b siz=a (1.303)
xr  sinon.

ExVYZPzub
Exemple 1.196.
Les classes de conjugaison de S4. Nous savons que les classes de conjugaison dans Sy sont caracté-
risées par la structure des décompositions en cycles (proposition 1.193). Le groupe symétrique Sy
posséde donc les classes de conjugaison suivantes.

(1) Le cycle vide qui représente la classe constituée de I'identité seule.
(2) Les transpositions (de type (a,b)) qui sont au nombre de 6.

(3) Les 3-cycles. Pour savoir quel est leur nombre nous commengons par remarquer qu'il y a
4 fagons de prendre 3 nombres parmi 4 et ensuite 2 fagons de les arranger. Il y a donc 8
éléments dans cette classe de conjugaison.

(4) Les 4-cycles. Le premier est arbitraire (parce que c’est cyclique). Pour le second il y a 3
possibilités, et deux possibilités pour le troisieme ; le quatrieme est alors automatique. Cette

classe de conjugaison contient donc 6 éléments. ITEMooGCMYooKZgFHX

(5) Les doubles transpositions, du type (a,b)(c, d). Dans ce cas, tous les nombres sont permutés,
et I'image de 1 détermine la double transposition. Il y a 3 images possibles, et donc 3 éléments
dans cette classe.

A
PropPWIJbu
Proposition 1.197.
Tout élément de S, peut étre écrit sous la forme d’un produit fini de transpositions.

Démonstration. Un élément de S, se décompose en un nombre fini de cycles par le lemme 1.186 et
chacun des cycles peut étre décomposé en un nombre fini de transpositions par le lemme 1.188. [

68. Une permutation est une bijection, définition 1.176.
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Cette décomposition n’est pas a confondre avec celle en cycles de support disjoints. Par exemple
(1,2,3) = (1,3)(1,2).
Le théoreme suivant, qui donne la notion de parité d’une permutation, est la clef pour savoir

quelles positions du jeu de taquin sont possibles ou impossibles[? ? |.
PROPooKRHEooAxtmRv

Proposition-Définition 1.198 (parité d’une permutation).
A propos de décomposition ne permutations.

(1) Si une permutation peut étre écrite sous forme d’un produit d’un nombre pair de transposi-
tions, alors toute décomposition en permutations sera en quantité paire.

(2) Si une permutation peut étre écrite sous forme d’un produit d’un nombre impair de transpo-
sitions, alors toute décomposition en permutations sera en quantité impaire.

Une permutation qui se décompose en une quantité paire de transpositions est une permutation
paire (et impaire sinon).

DEFooNHXSoo0QzCPzD
Définition 1.199.

La signature est l'application
e: Sg — {—1,1}
1 si o est paire (1.304)
g —>
—1 st o est impaire.
LEMooWGRXooHWyzLC

Lemme 1.200.
Nous disons qu’un élément o € S, est une inversion pour les nombres i < j si o(i) > o(j). Soit
N, le nombre d’inversions que o € Sy, posséde (c’est le nombre de couples (i,7) avec i < j tels que

o(1) > o(j)). Nous avons
(o) = (=1)Ne (1.305)
ol € est la signature® dans S,,.
LemhxnkMf
Lemme 1.201 ([? ]).

Un k-cycle est une permutation impaire si k est pair et paire si k est impair.
ProphIuJrC

Proposition 1.202 ([? ]).

Soit Sy, le groupe symétrique. ITEMooBQKUooFTkvSu
(1) L’application €: S, — {1, —1} est l'unique homomorphisme surjectif de S, sur {—1,1}.
(2) Sis=ty---ty est le produit de k transpositions, alors e(s) = (—1)¥.

Démonstration. Soit 0,0 € S,. Afin de montrer que €(0f) = €(0)e(), nous divisons les couples
(,7) tels que i < j en 4 groupes suivant que 6(i) = 6(j) et 0(9(2')) z 0(9(]')). Nous notons Ny,
Ny, N3 et N4 le nombre de couples dans chacun des quatre groupes :
(4, 7) a(0(1) <a(0(5)) | o(0(3) > (6(5))
6(1) <0(j) Ny Ny
0(i) > 6(j) N3 Ny
Nous avons immédiatement Ny = N3 + Ny et N9 = No + Ny. Les éléments qui participent a

N, sont ceux ot 6(i) et 6(j) sont dans ordre inverse de o (6(i)) et o(6(j)) (parce que 6 est une
bijection). Donc N, = Ny + N3. Par conséquent nous avons

e(o)e(f) = (—1)N2 s () NstNa — (_)N2#tNa — (_1)Now — ¢(00). (1.306)
Nous avons prouvé que € est un homomorphisme. Pour montrer que € est surjectif sur {—1, 1} nous
devons trouver un élément 7 € S,, tel que €(7) = —1. Si 7 est la transposition 1 <> 2 alors le couple
(1,2) est le seul a étre inversé par 7 et nous avons €(7) = —1.

69. Définition 1.199.
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Avant de montrer I'unicité, nous montrons que si o = t;...t; alors (o) = (—1)¥. Pour cela
il faut montrer que €(7) = —1 deés que 7 est une transposition. Soit 7;;, la transposition (i, ) et
0= (i,i+1,...,7—1) alors le lemme 1.192 dit que

Tij = 011,07 (1.307)
La signature étant un homomorphisme,
€(7ij) = €(0)e(rj_1)e(0) " = e(rj_14) = —1. (1.308)
Nous passons maintenant a la partie unicité de la proposition. Soit un homomorphisme surjectif
v: Sy, — {—1,1} et 7, une transposition telle que ¢(7) = —1 (qui existe parce que sinon ¢ ne serait
pas surjectif ). Si 7/ est une autre transposition, il existe o € S, tel que 7/ = 070! (lemme 1.192).
Dans ce cas, (7)) = o(1) = —1, et sio = (1 ...7%),
k
p(o) = (—1)" = €(0). (1.309)
O
COR00ZLUKooBOhUPG

Corolaire 1.203.
Si o€ Sy, alors
elo) =e(e™). (1.310)

Démonstration. Comme énoncé par la proposition 1.202, € est un homomorphisme, donc
e(o)e(o™) = e(oo™!) = €(Id) = 1. (1.311)

Puisque €(o) et e(c™!) ne peuvent valoir que +1, ils doivent étre tous les deux égaux a 1 ou tous
les deux a —1 pour que le produit soit 1. ]

1.8 Anneaux
DEFooKWKGooIOwGTA

Définition 1.204.
Un isomorphisme d’anneauz est un morphisme d’anneauz ™", bijectif.

La distributivité de la partie (3) de la définition 1.36 ne traite que de 'addition; pas de la

soustraction. Voici une lemme qui dit que ¢a fonctionne quand méme.
LEMooVPYUooRzexke

Lemme 1.205 ([10]).
Soient un anneau A ainsi que a,b,ce A. Alors

a(b—c) = ab— ac. (1.312)

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

a(b—c)+ac=a((b—c)+c) SUBEQOOKCOWO@f%%%%V)II

— ab. SUBEQOOMLLOO&I\{%IT%%T’)[]

Justifications :
— Pour 1.313a. Distributivité.
— Pour 1.313b. Parce que (b—c¢) + ¢ =b.

Nous avons donc a(b—c) +ac = ab et donc I’égalité demandée en ajoutant —ac des deux cotés. [
LEMooVUSMooWisQpD
Lemme 1.206.

Pour tout élément a d’un anneau nous avons a - 0 = 0.

70. Nous utilisons ici le fait que tous les éléments de S, sont des produits de transpositions, proposition 1.197.
71. Définition 1.37.



86 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

Démonstration. L’élément 0 est le neutre de I'addition. Il peut étre écrit 1 — 1, et en utilisant la
distributivité sous la forme du lemme 1.205,

a-0=a-(1-1)=a—a=0. (1.314)

Notons que la derniere égalité s’écrit en détail a—a = a+(—a) qui donne le neutre de 'addition. [
PROPooNCCGooXjVyVt

Proposition 1.207.
Dans un anneau > non nul, le neutre pour Uaddition est distinct du neutre pour la multiplication.

Démonstration. Supposons par contraposée que dans un anneau A, 1 = 0. Alors, pour tout a € A,

onaa=1la=0a=(1—1)a=a—a=0,doul'on déduit —a = 0 et par suite, a = 0. O
LEMooLTERooVKgqjn

Lemme 1.208 ([1]).

Un peu d’arithmétique. Soit un anneau A et un élément a € A. ITEMooUGHCooOPgoeR
(1) 1x1=1. ITEMooJMBSooVgvVug
(2) (1) xa = —a. ITEMooXJGMooKNL1HU
(3) —(—a) = a. ITEMooYMRKooHVYYKU

(4) (=1) x (=1) = 1.
Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Pour (1) La définition de 1 est que 1 x a = a pour tout a. En particulier pour a = 1 nous
avons le résultat.

(ii) Pour (2) Nous avons

(- xa+a=ax((-1)+1)=ax0=0. (1.315)

Nous avons utilisé le fait que la multiplication était distributive et que le zéro était absorbant
(lemme 1.206).

(iii) Pour (3) Nous avons —a +a = 0 par définition de la notation —a. Donc a est bien l'inverse
de —a pour ’addition.

(iv) Pour (4) En utilisant les points (2) et (3) nous avons
(—1) x (1) = —(=1) = 1. (1.316)
O

Soit X un ensemble et un anneau (A, +, x). Nous considérons Fun(X, A) ’ensemble des appli-
cations X — A. Cet ensemble devient un anneau avec les définitions

(f+9)(z) = f(z) + g(z) (1.317a)
(fo)(@) = f(z)g(). (1.317b)

C’est la structure canonique d’anneau sur Fun(X, A).

Définition 1.209.
Le centralisateur de x € A dans A est l’ensemble

{y € A tel que xy = yx}, (1.318)

le centre de A est
{y € A tel que xy = yz,Vx € A}. (1.319)

72. Définition 1.36.
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DefooQULAooREUIU
Définition 1.210 (Idéal dans un anneau).
Un sous-ensemble I — A est un idéal d gauche si

(1) I est un sous-groupe pour l’addition,
(2) pour tout a€ A, al < I.

De méme nous disons que I < A est une idéal a droite lorsque I est un sous-groupe pour l’addition
et Ia < I pour tout a € A.
Lorsqu’un ensemble est idéal a gauche et a droite, nous disons que c’est un idéal bilatére.

Lorsque mous parlons d’idéal sans précision, nous parlons d’idéal bilatére.
PROP0ooGXMRooTcUGbi1

Proposition-Définition 1.211.
Soit A, un anneau, I un idéal bilatére™ de A. Nous considérons la relation d’équivalence x ~ y si
et seulement si x —y € 1. Sur le quotient™

Al ~= A/I, (1.320)
nous mettons les opérations
(1) [z] + [yl = [+ + 9]
(2) [z]ly] = [zy].
Nous avons alors les résultats suivants : ITEMooEJPEooRKAqmS
(1) Les opérations sont bien définies, ITEMooYBEGooT1HgNz

(2) Uensemble A/I, muni de ces opérations, est un anneau. Le neutre pour laddition est [0],
Uinverse de [a] est [—a] que nous noterons —[a].

ITEMooLNRLooMkoWXZ
(3) la surjection canonique w: A — A/I est un morphisme.
Cet anneau est appelé anneau quotient.
Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) Nous savons que, par définition,
z={x+itel queiel} (1.321)
Calculons le produit de représentants génériques de = et de ¥ :
(1:+i1)(y+i2) =y + xio + yi1 + 1112. (1.322)
Puisque I est un idéal, nous avons xis + yi1 + 192 € I et donc bien
(x+i1)(y+i2) ETY. (1.323)

(ii) Pour (2) Il s’agit de vérifier les conditions de la définition 1.36.

D’abord A/I est un groupe de neutre [0]. En effet, vu que (A, +) est un groupe commutatif
de neutre 0, nous avons

(1) Neutre : [a] + [0] = [a + 0] = [a].
(2) Associativité : [a] + ([b] + [c]) = [a] + [b+¢] =[a+ b+ c] = [a + b] + [c].
(3) Inversibilité : I'inverse de [a] est [—a] parce que [a] + [—a] = [a — a] = [0].

73. Définition 1.210.
74. Définition 1.30.
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Nous pouvons noter —[a] I’élément [—a]. Le groupe A/I est commutatif :
[a] + [b] = [a + b] = [b+ a] = [b] + [a]. (1.324)

Donc (A/I,+) est un groupe commutatif de neutre [0].
L’associativité de A donne l'associativité dans A/I :

([a][b])[c] = [ab][c] = [abc] = [a][be] = [a]([b][c])- (1.325)
Et enfin pour la distributivité,
[a]([b] + [c]) = [a][b+ c] = [a(b+ ¢)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][c]. (1.326)

Nous avons prouvé que A/l est un anneau de neutre [0] et d’unité [1].

(iii) Pour (3) Nous devons vérifier les trois conditions de la définition 1.37. Cela est immédiat
parce que 7(z) = [z].
O
DefrYwbct
Définition 1.212.
Soient A un anneau commutatif et S < A. Nous disons que 6 € A est un PGCD de S si

(1) 0 divise tous les éléments de S.
(2) sid divise également tous les éléments de S, alors d divise §.

Nous disons que € A est un PPCM de S si

(1) S|,
(2) si S | m, alors p | m.

Remarque 1.213.
Au sens de la définition 1.212, le pged n’est pas unique. Dans 7 par exemple les nombres 4 et —4
sont tous deux pged de {4, 16}.

Dans 7Z cependant, nous modifions implicitement la définition et nous n’acceptons que les
positifs, de telle sorte a ce que I'unique pged soit effectivement le plus grand pour 'ordre usuel sur
2.

Pour I'unicité dans Z, voir 3.21.

1.8.1 Anneau intégre
DiviseursAnneau

Définition 1.214 (Diviseurs dans un anneau).
Soient a,b e A. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur (4 gauche) de b si il existe c€ A
tel que ac = b. On dit que c’est un diviseur de b a droite si ca = b pour un certain c€ A.

Un cas particulier est le cas des diviseurs de zéro. L’absence de tels diviseurs dans un anneau
est une propriété intéressante : on dit dans ce cas que 'anneau est integre. Nous étudions ces
anneaux plus en détail en section 1.11.

Un élément a € A est régulier a droite si ba = 0 implique b = 0. Il est régulier & gauche si
ab = 0 implique b = 0.

DEFooHRRYooTmbUTH
Définition 1.215 (Eléments nilpotents, unipotents).
On dit que a € A est nilpotent si il existe n € N tel que a™ = 0. Il est dit unipotent si a — 1 est
nilpotent, c’est-a-dire si (a — 1) = 0 pour un certain n € N.

DEFooCIHVooAhpJxy
Définition 1.216 (Eléments inversibles).
Un élément a € A est dit inversible si il existe be A tel que ab = 1.

L’ensemble U(A) des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication. Nous
notons A* = A\{0}.
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Conformément a la définition 1.214 de diviseur, nous posons la définition suivante pour les
diviseurs de zéro.

Définition 1.217 ([? ]).
Un élément a # 0 est un diviseur de zéro a gauche si il existe x # 0 tel que ax = 0. L’élément
a est un diviseur de zéro a droite si il existe y # 0 tel que ya = 0.

Nous disons que a est un diviseur de zéro si il est un diviseur de zéro d gauche ou d droite.
DEFooTAOPooWDPYmd

Proposition-Définition 1.218 (Anneau integre[l]).
Soit A un anneau non réduit a {0}. Les assertions suivantes sont équivalentesiipmooMxMKo OXMYpKN

(1) A ne posséde pas de diviseurs de zéro. ITEMooLAJCooFuxXrV
(2) La régle du produit nul s’applique dans A : pour tous a,b € A, si ab = 0, alors a = 0 ou

b=0. ITEMooQNTFooSRrVPK

(8) On peut simplifier par un méme élément non-nul, deuzr expressions produit dans A qui sont
égales : pour tous a,b,c€ A avec a # 0, si ab = ac, alors b = c.

Un anneau non réduit a {0} qui vérifie ces propriétés est dit intégre.

Démonstration. En trois implications.

(i) (1) implique (2) Siab = 0avec b # 0 alors a est un diviseur de zéro. Vu que nous supposons
que A n’a pas de diviseurs de zéros, a est nul. De méme, si a # 0 b devrait étre nul.

(ii) (2) implique (3) Si ab = ac, alors a(b — ¢) = 0 et 'hypothese dit que soit a = 0, soit
b—c=0.Doncsia#0,alorsb—c=0.

(iii) (3) implique (1) Si A = {0}, le point (3) n’est pas applicable.
Sia # 0 et ax = 0, alors nous avons aussi ax = a x 0. Par propriété de simplification, x = 0.
Donc a n’est pas un diviseur de zéro a gauche. Nous prouvons de la méme facon qu’il n’y a
pas de diviseurs de zéro a droite.

O]

1.8.2 Fonction puissance

Voici une premiere définition de la fonction puissance. Il y en aura d’autres, de plus en plus
générales. Voir le theme 77.

DEFooGVSFooFVLtNo
Définition 1.219.
Si A est un anneau, st a € A et si n € N, nous définissons a™ par récurrence :
(1) a® =1 (I'unité pour la multiplication dans A), ITEMooQUIP0oG jAgdb

(2) akFtl = ¢ - oF.

Le lemme suivant dit que le point (2) de la définition 1.219 aurait pu étre écrit a* - a au lieu

de a - a*.
LEMooWPARooYLZ1zr
Lemme 1.220 ([1]).
Si A est un anneau, si a € A et si n € N, alors
av=a -a"t=a"! - q. (1.327)

Démonstration. Cela se prouve par récurrence. Pour n = 1 c’est 1'égalité a = a®a qui est correcte
parce que par définition a” = 1.
Supposons que le résultat soit bon pour n et voyons ce que ¢a donne pour n + 1 :

n+1 n 1

a""t =aa Définition de a"* ( )
= a(a" ta) hypothése de récurrence pour a” ( )

= (aa" Ha associativité (1.328¢)
( )

=a"a Définition de a”.
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O
1.9 Le groupe et anneau des entiers
Certes (7, +) est un groupe mais en ajoutant la multiplication, (7, +, x ) devient un anneau ’.
1.9.1 Division euclidienne o .
ThoDivisEuclide
Théoréme-Définition 1.221 (Division euclidienne[? ]).
Soient a € Z et b e N*. Il existe un unique couple (q,7) € Z x N, avec 0 < r < b, tel que
a=bq+r. (1.329)

L’opération (a,b) — (q,r) ainsi définie est la division euclidienne. Le nombre q est le quotient
et r est le reste de la division de a par b.

Démonstration. Remarquons que r = a — bg, et donc, une fois ’existence et 'unicité de ¢ établie,
celle de r suivra.

(i) Unicité Nous supposons avoir (¢,7) € Z x N tels que

{ 0<r<b (1.330a)
a=qb+r. (1.330b)
Ce systeme implique que

0<a—gb<hb. (1.331)

En ajoutant gb dans les trois membres de cette inégalité,
gb<a<(qg+1)b. (1.332)
Cela implique que
q = max{k € Z tel que kb < a}. (1.333)

Donc ¢ est unique et la relation a = bg + r implique que r est également unique.
Soit
E ={qe 7Z|bg < a}.
La partie E est non vide (parce qu’elle contient —|a|) et admet un majorant : I’élément |a.
Elle admet donc un maximum ¢ par le lemme 1.104. Ce maximum vérifie

bg<a<blg+1). (1.334)

Cela donne 0 < a — bg < b et le résultat, en posant r = a — ¢b.

1.9.2 PGCD, PPCM et Bézout

Puisque Z est un anneau intégre, nous avons la définition 1.212 de pged et de ppcm.
PROPooAVRGooUfhjwF

Proposition 1.222 (PPCM et PGCD).
Soient p,q € Z*.

(1) Le pgcd de p et q est le plus grand diviseur commun de p et q.
(2) Le ppem de p et q est leur plus petit multiple commun.

Démonstration. Démontrons le premier point. Notons ¢ le pged de p et ¢. Si d est un diviseur
commun de p et ¢, alors d divise ¢. Dans Z, d | § implique d < ¢ (proposition 1.105). O

75. Définition 1.36.
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Lemme 1.223.
Soient p,q € Z*. Les entiers ppcm(p, q) et pged(p,q) fournissent les isomorphismes de groupes
sutvants :

pZ " qZ = ppem(p, q)Z (1.335a)
pZ + qZ = pged(p, q)Z. (1.335Db)
DefZHRXooNeWIcB

Définition 1.224.

Si pged(p, q) = 1, nous disons que p et q sont premiers entre eux. Si nous avons un ensemble
d’entiers a;, nous disons qu’ils sont premiers dans leur ensemble si 1 est le PGCD de tous les
a; ensemble.

Les nombres 2, 4 et 7 ne sont pas premiers deux & deux (& cause de 2 et 4), mais ils sont
premiers dans leur ensemble parce qu’il n’y a pas de diviseurs communs plus grand que 1, au
triplet (2,4, 7).

ThoBuNjam
Théoréme 1.225 (Théoréme de Bézout "[? ], theme ?77?).
Deuz entiers non nuls a,b € Z* sont premiers entre eux si et seulement si il existe u,v € 7 tels que

au +bv =1 (1.336)

Démonstration. Soit d = pged(a,b) et des nombres u, v tels que au + bv = 1. Le PGCD d divise a
la fois a et b, et donc divise au + bv. Nous en déduisons que d divise 1 et est par conséquent égal
a l.

Nous supposons maintenant que pged(a,b) = 1 et nous considérons 1’ensemble

E = {au + bv tel que u,v € Z} n N*. (1.337)

C’est-a-dire I’ensemble des nombres strictement positifs pouvant s’écrire sous la forme au + bv. Cet
ensemble est non vide parce qu’il contient par exemple soit a soit —a. Soit m le plus petit élément

de E et écrivons e
m = auy + buy. q{“f%%%%l

Par le théoréme de division euclidienne ”” (avec a et m), il existe des entiers uniques q et 7 tels que

a=mq+r (1.339)
avec 0 < r < m. En remplagant m par sa valeur (1.338), a = (au; + bvy)g + 7 et
r=a(l —uq) — bug, (1.340)

c’est-a-dire que r € Za + Zb en méme temps que 0 < r < m. Si r était strictement positif, il serait
dans F. Mais cela est impossible par minimalité de m. Donc r = 0 et a est divisible par m.

De la méme fagon nous prouvons que b est divisible par m. Puisque m divise a la fois a et b
nous avons m = 1. O

Une généralisation de Bézout 1.225 a plus de 2 variables.

PROPooWSMTooMdfqgse
Proposition 1.226.
Si{ai}i=1,.. N sont des entiers tels que pged(aq,...,an) =1, alors il existe des entiers {u;}i—1,.. N
tels que
Dlaiu; = 1. (1.341)
(3

76. Il y a une super application ici : https://perso.univ-rennesl.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_
prix.pdf.
77. Théoréme 1.221.
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CorgEMtLj
Corolaire 1.227.
Soient p et q deux entiers premiers entre euz. Alors

7+ q7 = (1.342)
en particulier, pour tout x € 7, il existe u,,v, entiers tels que u,p + vyq = x.

Notons que 'application pZ + qZ vers Z n’est évidemment pas injective : les u, et v, ne sont
pas uniques a x fixé.

Démonstration. Soit x € Z. Le théoréme de Bézout nous donne k et [ tels que kp + lqg = 1. Alors,
(xk)p + (xl)q = . O

La proposition suivante établit que si x est assez grand, alors il peut méme étre écrit comme
une combinaison de p et g a coeflicients positifs. Elle sera utilisée pour démontrer que les états
apériodiques d’une chaine de Markov peuvent étre atteints a tout moment (assez grand), voir la

définition 38.47 et ce qui suit.
PropLAbRSE

Proposition 1.228.
Soient a et b deux éléments de N premiers entre eux. Il existe N > 0 tel que tout x > N appartient
a alN + bN.

Démonstration. Soient a et b, premiers entre eux, et x € IN. Disons tout de suite, pour éviter les
cas triviaux et pénibles, que z, a et b sont strictement positifs.

(i) Une décomposition pour = On applique le théoreme 1.221 de division euclidienne a = et
a + b : il existe des entiers p,, r,, uniques, tels que

{ x=(pz—1)(a+b)+71s (1.343a)
0<ry<a-+hb. (1.343b)

En d’autres termes, p;(a + b) est le premier multiple de a + b supérieur ou égal a . De plus,
ps est strictement positif car x ’est. Il existe alors des entiers u et v tels que

EQooXYSZ Pui
ua +vb =pyla+b) —x RooX¥s oo(]ﬂ§4lélljjl

par le corolaire 1.227. Ainsi, x peut s’écrire
x = (pr —u)a+ (ps — v)b. (1.345)

(ii) Des maximums Il s’agit maintenant de savoir si nous pouvons étre assuré d’avoir p, > u
et pp > v deés que x est assez grand. Pour cela, grace au corolaire 1.227, nous considérons les
nombres u; et v; définis par

uia + vib =1 (1.346)

pour i = 1,...,a + b. Nous posons u* = max{u;}, v* = max{v;}, et p* = max{u*, v*}. Nous
posons alors N = p*(a + b), et considérons = > N.

(iii) Nouvelle décomposition pour = Nous voulons écrire
EQooIKNWoo t
z = (e —wg)a + (pz — vi)b 54

pour un certain k. Cela demande uga + vpb = ua + vb = p,(a + b) — x par I’équation (1.344).
Vu que p;(a+b) —z > 0, les nombres uy, et vy existent : il suffit de prendre k = p,(a+b) —x.

(iv) Conclusion Avec tous ces choix, nous avons d’abord x > p*(a + b) et donc

z=(py—1)(a+b)+ry>p*(a+b), (1.348)



1.9. LE GROUPE ET ANNEAU DES ENTIERS 93

ce qui donne

(pe —1)(a+b) >p*(a+b)—ry > (p—1)(a+0). (1.349)

ou encore p, > p*. Nous avons finalement
Pz =pF = Ut =y (1.350)

et
= 0% = . (1.351)

De ce fait, la décomposition (1.347) est celle que nous voulions.

1.229.

Une méthode pour obtenir les entiers naturels u et v qui permettent la décomposition x = au + bv
est d’abord de choisir ug et vy tels que aug et bvy soient les plus proches possibles de x/2, puis de
décomposer le nombre (relativement petit) x — aug — bvg en aug + bvy. Deux nombres u et v qui
fonctionnent sont alors u = ug + u1 et v = vy + v1.

Exemple 1.230.
Ecrivons 1000 = u - 74+ v - 5 avec u,v € N. D’abord 72 - 7 = 504 et 100 - 5 = 500. Nous avons
donc

1004 =72 - 7+ 100 - 5. (1.352)

Ensuite 4 =25 —-21 = -3 - 7+ 5 - 5. Au final,
1000 =75 - 7+ 95 - 5. (1.353)

A

1.9.3 Sous-groupes de (%, +) PropSsgpZestn?
I'Op Sgp estn

Proposition 1.231.
Une partie H du groupe (7, +) est un sous-groupe si et seulement si il existe n € N tel que H = nZ.

Démonstration. Soit H # {0} un sous-groupe de Z. L’ensemble H n N* contient un élément
minimum que nous notons n. Nous avons certainement nZ < H parce que H est un groupe (donc
n +n et —n sont dans H dés que n est dans H). Nous devons prouver que H < nZ.

Six € H, par le théoreme de division euclidienne 1.221, il existe ¢ € Z et r € N, uniques, tels
que z =nqg+1r et 0 < r <n. Nous savons déja que ng € H, donc r = x —ng € H. Le nombre 7 est
donc un élément de H strictement plus petit que n. Mais nous avions décidé que n serait le plus
petit élément de H n IN*. Par conséquent r = 0 et x = ng € nZ. ]

Notons que si un sous-groupe H de Z est donné, alors le nombre n tel que H = n’Z est unique.
En effet si nZ = mZ nous avons que n divise m (parce que m € mZ < nZ) et que m divise n parce
que n € m%. Par conséquent n = m.

1.9.4 Résultats supplémentaires sur ’anneau des entiers
CORooLINXo0oBlUKPG

Corolaire 1.232.
Les quotients de Z sont Z/nZ.

Démonstration. Tous les idéaux de Z sont de la forme n’Z. En effet en vertu de la proposition 1.231,
les seuls sous-groupes de Z (en tant que groupe additif) sont les nZ. Tous les idéaux sont donc
de cette forme. De plus les nZ sont effectivement tous des idéaux "® : si a € nZ et si k € Z alors
ak € nZ. O

78. Définition 1.210.
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PropZpintssiprempUzn
Proposition 1.233.
Soient n = 2 un entier et ¢: Z — Z/nZ la surjection canonique. Nous noterons @ = ¢(a). Alors
lensemble des inversibles de 7/n7 est donné par

U(Z/nZ) = ¢(Pp) = {T tel que 0 < = < n tel que pged(z,n) = 1}. (1.354)

ot P, est l'ensemble P, = {x €{0,...,n— 1} tel que pged(z,n) = 1}.
De plus,
Card (U(Z/n7)) = ¢(n). (1.355)

Démonstration. Soit 0 < x < n tel que pged(z,n) = 1. Il existe donc ™

1. En passant aux classes,

u,v € 7 tels que ux +vn =

ut =1, (1.356)

donc 7 est 'inverse de Z. Cela prouve que ¢(P,) < U(Z/nZ).
Nous prouvons maintenant 'inclusion inverse. Soient T et ¥ inverses 'un de l'autre : 7y = 1. 1l
existe donc q € Z tel que zy — gn = 1, ce qui prouve * que pged(z,n) = 1. O

1.10 Corps

1.10.1 Définitions, morphismes
DefTMNooKXHUd

Définition 1.234 ([? ]).
Un corps est un anneau®' (A, +, x) dans lequel tout élément non nul est inversible pour I’opération

X (pour lopération +, tous les éléments sont inversibles parce que (A,+) est un groupe).
REMooYRNUooYgBBKF

Remarque 1.235.

Un anneau est ce qu’on appelle « ring » en anglais. Un corps est en anglais « field ». De plus le
mot « field » comprend la commutativité. Donc certains utilisent le mot « corps » pour dire « corps
commutatif » et parlent alors d’anneau a division pour parler de corps non commutatifs.

La proposition suivante donne une caractérisation d’un corps, en disant un tout petit peu plus
que la définition 1.234.

Proposition 1.236.
L’anneau A est un corps si et seulement si U(A) = A*.

Démonstration. En deux parties.

(i) Sens direct Nous supposons que A est un corps. D’une part tous les éléments non nuls sont
inversibles, c’est-a-dire A* < U(A).
Pour l'inclusion inverse, nous montrons qu’une élément inversible ne peut pas étre nul. Cela
n’est autre que le lemme 1.206 couplé a la proposition 1.207 : @ - 0 = 0 # 1 pour tout a.

(ii) Sens inverse Si U(A) = A*, nous avons immédiatement que tous les éléments non nuls
sont inversibles et donc que A est un corps.
O
LEMooJNIBooAURhrt
Lemme 1.237.

Si K est un corps et si a € K vérifie a®> = 1, alors a = +1.
LemAnnCorpsnonInterdivzer

Lemme 1.238.
Un corps non nul est un anneau intégreS?.

79. Théoréeme de Bézout 1.225

80. A nouveau avec le Théoréme de Bézout.
81. Définition 1.36.

82. Définition 1.218.
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Démonstration. Soit un produit nul ab = 0. Si @ # 0, alors il est inversible et nous multiplions
ab = 0 par a~!. Nous trouvons b = 0 parce que Oa~! = 0. ]

Conséquence : dans un corps nous avons toujours la régle du produit nul, et I’élément nul n’est
jamais inversible.

Définition 1.239 (Morphisme de corps).
Un corps étant un anneau sans plus de structure, un morphisme de corps n’est qu’un morphisme
des anneauz®3.

Le lemme suivant montre que définir un morphisme de corps comme étant simplement un
morphisme des anneaux est une bonne idée.

LEMooWB0OPooZnsZgQ
Lemme 1.240.
Sip: K — K’ est un morphisme de corps, alors
(1) pour tout a € K nous avons p(a™') = ¢(a)~!;
(2) le morphisme @ est injectif.
Démonstration. Vu que ¢(1) = 1, nous avons aussi
1= g(aa™t) = p(a)pla™). (1.357)

-1
= p(a)™".
Pour 'injectivité nous supposons ¢(a) = ¢(b). Etant donné que K’ est un corps, nous pouvons
multiplier par ¢(b)~! :

Donc, par unicité de I'inverse %, p(a™1)

p(a)p(b) ! =1. (1.358)

En utilisant le premier point nous avons 1 = ¢(a)¢(b~!), puis le morphisme d’anneaux : 1 =
©(ab™1), et encore le morphisme d’anneaux nous permet de déduire ab~! =1 et donc a =b. [

1.11 Anneau integre
SECAnneauxIntegres

La définition d’un anneau intégre est la définition 1.218.
LEMooZSMEooUmSXWZ

Lemme 1.241.
Un corps® est un anneau intégre.

Démonstration. En effet, soient un corps K et deux éléments x,y € K tels que xy = 0. Si y est

inversible, alors nous pouvons multiplier par y~! pour trouver z = 0. Cela prouve que K est un

anneau integre. O
EXooLDXRooSxUAXs

Exemple 1.242.

L’ensemble 7 avec les opérations usuelles est un anneau intégre %6, A

Exemple 1.243.
L’anneau Z/6Z n’est pas intégre parce que 3 - 2 = 0 alors que ni 3 ni 2 ne sont nuls. AN

Nous verrons au théoreme 3.127 que 'anneau A est inteégre si et seulement si A[X] est intégre.
CorZnInternprem

Corolaire 1.244.
L’anneau Z/nZ est intégre si et seulement sin est premier.

83. Définition 1.37.

84. Lemme 1.155(2).

85. Définition 1.234.

86. Anneau integre, définition 1.218.
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Démonstration. Supposons que n soit premier. La proposition 1.233 donne les inversibles de Z/nZ
par
U(Z/nZ) = {T tel que 0 < x < n tel que pged(z,n) = 1}. (1.359)

Mais comme n est premier, pged(z,n) = 1 pour tout z, et donc tous les éléments de Z/nZ sont
inversibles. Donc 7Z/nZ est intégre.
Si n n’est pas premier, alors n = pg avec 1 < p < ¢ <n. Alors

[plnldln = [pdln = [0]n- (1.360)

Donc lorsque n n’est pas premier, 'anneau Z/nZ posséde des diviseurs de zéro et n’est alors pas

integre. O
1.11.1 Elément premier

DEFo0ZCRQooWXRalw

Définition 1.245 ([? ]).
Soit un anneau commutatif A. Un élément p € A est premier si il est

(1) non nul,

(2) non inversible, ITEMooPMTTooCVHPIm

(3) sip divise un produit ab, alors il divise soit a soit b (ou le deux).

Le lemme suivant est souvent pris pour la définition d’un nombre premier lorsqu’on parle de
N ou Z.

Lemme 1.246 ([? 1]).
Dans N, un nombre est premier si et seulement si il admet exactement deuxr diviseurs entiers
distincts.

Démonstration. En deux parties.
(i) = Soit un élément premier p € N. Il y a trois possibilités : p =0, p=1et p > 1.
Le nombre p = 0 n’est pas premier parce qu’il est nul. Le nombre p = 1 n’est pas premier
parce qu’il est inversible. Donc nous savons que si p est premier, alors p > 1.
Un élément p > 1 dans N a toujours au moins deux diviseurs distincts : 1 et p. Soit un
diviseur k de p. Il existe [ € N tel que p = kl. Vu que p est premier et divise le produit ki, il
divise k ou [. Disons que p divise k. De cette facon p divise k et k divise p.

Il existe donc n € N tel que k = np. En y substituant p = kl, on trouve k = np = nkl. En
simplifiant par k, il vient
1 =nl, (1.361)
ce qui prouve que n = [ = 1 et donc que k = p et donc que p n’a pas d’autres diviseurs que
1 et p.
(ii) «= Nous supposons que p € N ait exactement deux diviseurs entiers distincts. Nous vérifions
que p vérifie les trois conditions de la définition 1.245.
(1) p # 0 parce que 0 a nettement plus que deux diviseurs distincts.
(2) p # 1 parce que 1 a exactement un diviseur. Donc p n’est pas inversible dans N.

(3) Soit p admettant exactement deux diviseurs distincts. Soit p divisant le produit ab’ pour
certains a et b’ dans N. Nous supposons que p ne divise pas a, et nous allons prouver
que p divise b’ en supposant d’abord que p ne divise pas .

(i) Un ensemble Pour cela nous posons
E ={xeN tel que p | ax,p | x}. (1.362)

Nous posons b = min(E). Nous avons pour hypotheése que E est non vide; en
particulier 0 < b.
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(ii) b < p On vérifie que si p + k € E alors k € E. Donc b ne peut pas étre plus grand que
p. Vu que p lui-méme n’est pas dans F, nous avons b < p.

(iii) Division euclidienne Nous effectuons la division euclidienne du théoréme 1.221 :

p=mb+r. (1.363)

En multipliant par a, ar = ap — mab. Vu que ab est un multiple de p ap — mab est
un multiple de p. En particulier ar est divisible en p.

(iv) La contradiction Nous avons donc r € E, alors que r < b. Impossible.

O
PROPooWMNPooZdv0Bt
Proposition 1.247 ([? ]).
Dans un anneau intégre®” tout élément premier est irréductible®®.

Démonstration. Soit p, un élément premier dans un anneau integre A.

(i) p n’est pas inversible Cela fait partie de la définition d’un élément premier.

(ii) p n’est pas un produit d’inversibles Soient a,b € A tels que p = ab. Par le point (3) de
la définition 1.245, p divise soit a soit b. Supposons que p divise a. Alors il existe x € A tel
que a = pzr. En remettant dans p = ab nous avons :

p— EQooPYBGooH-“.IE%.%l

Mais I'anneau est intégre et permet donc des simplifications par tout élément non nul. La
relation 1.364 donne donc

1= ab, (1.365)

ce qui signifie que b est inversible.

Un travail similaire montre que a est inversible si p divise b.

Exemple 1.248.
Si nous avons ’égalité 7 = ab dans Z, alors soit a soit b vaut 1. Mettons a = 1. Dans ce cas, b =7
et n’est donc pas inversible. A

Sur un anneau non integre, la notion d’élément premier n’est pas aussi intéressante que sur un

anneau integre. Par exemple la proposition 1.247 devient fausse.
EXooEIUEooCZCPMC

Exemple 1.249.
Soit 'anneau Z2. L’élément (1,0) est premier mais pas irréductible.

(i) (1,0) est premier L’élément (1,0) est non nul; ¢a c’est pas cher. Pour qu’il soit inversible,
il faudrait (1,0)(z,y) = (1,1). Entre autres, 0 x y = 1, ce qui est impossible. Donc il n’est
pas inversible.

Supposons que (1,0) divise le produit (a,b)(c,d) = (ac,bd). Alors il existe (z,y) tel que
(1,0)(z,y) = (ac,bd). Cela signifie que x = ac et 0 x y = bd. En particulier, soit b = 0 soit
d=0.Sib=0, nous avons (a,b) = (a,0) et effectivement, (1,0) le divise.

(ii) (1,0) n’est pas irréductible Nous avons (1,0) = (1,0)(1,0). Donc I’élément (1,0) est le
produit de deux éléments non inversibles.

A

87. Si pas integre, voir 'exemple 1.249.
88. Toutes les définitions dans le theme ?7.
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1.12 Symbole de sommation

1.12.1 Somme a valeurs dans un groupe commutatif

Si S est un ensemble fini, nous savons de la proposition 1.118 qu’il existe un unique N € N

pour lequel il existe une bijection ¢: {0,..., N} — S. Cette bijection n’est a priori pas unique.
DEFooLNEXooYMQjRo

Lemme-Définition 1.250 ([1]).
Soient un groupe commutatif (G,+) ainsi qu’un ensemble fini I contenant n éléments. Soit une
application f: I — G. Si o1,09: {1,...,n} — I sont deux bijections, alors®

2 F(@1(@) = ), f(o2(0). (1.366)

La valeur commune est notée

@) (1.367)

Démonstration. Nous commengons par considérer une transposition o (qui permute k et [ avec
k <1). Nous avons

n k—1 -1 n
D@ =D FO+fR)+ D) FO+ O+ Y fG) (1.368a)
i=1 i=1 i=k+1 i=l+1
k—1 -1 n
=Y @+ O+ D, fE) + FR) D FG) (1.368b)
i=1 i=k+1 i=l+1
= > f (o). (1.368c)
=1

Pour cela nous avons utilisé le fait que G est commutatif pour permuter f(1) € G et f(k) € G avec

-1 .
Di—ki1 S (1) € G
Une permutation quelconque est un produit de telles transpositions (proposition 1.197). Donc
pour toute permutation ¢ nous avons

fo(@) =, ). (1.369)

1 =1

n n
1=

d

La définition 1.250 donne lieu & un certain nombre de remarques.

(1) Elle donne la somme sur un ensemble fini. Un probléme avec les ensembles infinis (outre
la convergence) est 'ordre de sommation. Si vous voulez sommer sur 7, dans quel ordre le
faire ?

(2) Pour aller plus loin, et sommer sur des ensembles infinis, il faut regarder la définition 11.155.
PROPooJBQVooNgWErk

Proposition 1.251.
Soient un groupe commutatif (G, +), un ensemble fini I, une application f: I — G et une bijection

o:1— 1. Alors
D) = Fo()). (1.370)
el el
Si nous avons une application L: S — S, nous notons

D F(L(s)) = D(f o L)(s). (1.371)

seS seS

89. Pour rappel, le symbole >, est défini par 1.79.
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Cette fagon d’écrire donne une interprétation pour la notation ), gec (hg) qui arrive dans la

proposition 1.253. II s’agit de considérer 'application Lj, du lemme 1.158, de considérer *°

Y f(hg) = 3 (f 2 Lu)(g) R )

geG geG

et de faire tourner la définition 1.250. La méme chose tient pour définir 3, (gh) a l'aide de Rj.

Lemme 1.252.
Soit un ensemble A fini pouvant étre écrit comme une union disjointe A = Ji_; Ax, ; nous suppo-
sons que les A; sont non vides. Soient un groupe commutatif (G, +) et une application f: A — G.

Alors
D)= > fla) (1.373)

aceA k=1acAy

Démonstration. Le lemme 1.111 nous indique que les parties Ay sont des ensembles finis. Nous
notons

(1) N[) = 0, et Nk = Card(Ak),
(2) Sk = Zle Np.
(3) ¢k: {1,..., N} — A, une bijection (I’existence est dans la proposition 1.118).

Nous avons Card(A) = S, par le lemme 1.120(4). Nous définissons une belle bijection comme il
faut :
a:{l,...,5,}—> A
{ ”}, . (1.374)
i~ or41(i — Sk)
pour i € | Sk, Sk+1]-
(i) a est bien définie Puisque i > Sy et i < Ski1 nous avons i — S € {1,..., Nxy1}, et donc

Y11 S’applique bien a i — Sg.

(ii) « est injective Supposons que (i) = «(j). Si i € | Sk, Sk+1] et 7 € 1S, Si4+1], alors a(i) =
Vr+1(t — Sk) € Agy1 et a(y) = pi+1(4 — Si) € Aj41. Vu que les A; sont disjoints, nous avons
k =1, et donc

Prt1(u— Sk) = prr1(d — Sk)- (1.375)

Etant donné que g1 est injective, nous avons ¢ — Sy, = j — Sk, ce qui montre que i = j.

(iii) « est surjective Soit a € A. Il existe k tel que a € Ay. Nous avons donc un s € {1, ..., Ny}
tel que a = pg(s). En posant i = s + S, nous avons bien a = a(s + Si) parce que s + Si €
1Sk—1, Sk]-

Vu que « est une bijection, nous avons 1’égalité

Sn
S (@) = Y (o a)i). (1.376)
acA i=1

Nous avons encore besoin d’introduire une bijection. Nous posons

Br: 1Sk—1,Sk] — Ak

1.377
iH(pk(i—Skfl). ( )

C’est une bijection parce que ¢y, en est une, et que i — i — Sk_1 est une bijection de ]Sk_1, Sk].

90. Le fait que Lj soit une bijection n’a pas d’importance ici.
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Nous pouvons maintenant terminer :

2 f(@) =2 (Foa)i) (1.378a)

_ i Z (o a)(i) SUBEQooNVKWoﬁgg%%LS]

= Zn: | D Flen(i— Skor) (1.378¢)

=2 2 (&) (1.378d)
k=1 ’LG]Sk_l,Sk]

Y (2 f(a)> (1.378¢)

i=1 \a€eAg

Justifications :

— Pour (1.378b). Associativité de la somme.
O
PROPooWJQQooFINSEc

Proposition 1.253 ([1]).
Soient un groupe fini G et une fonction f: G — A ot A est un anneau commutatif. Alors

> fg) =D, flgh) = ) f(hg) (1.379)

geG geG geG
pour tout h € G.
Démonstration. Nous avons une bijection ¢: {0,..., N} — G garantie par la proposition 1.118. Sa
définition est
> f(g Z (). (1.380)
gelG =0

Par ailleurs, le lemme 1.158 donne une bijection Lp: G — G et permet de considérer la composée

¢':{0,...,N} - G

T, (1.381)

La proposition 1.250 nous permet d’utiliser la bijection ¢’ au lieu de ¢ pour exprimer la somme
2.4ec- Ensuite un jeu de notation utilisant (1.372) donne

N N
> ) Z (i) = D (') = D (foLnop)i
geG . =0 =0 1=0 (1382)
Z foLn)( = Y. (foLn)g) =Y, f(hg).
1=0 geG geG
En ce qui concerne )’ gec | (gh), c’est la méme chose, en utilisant Ry, au lieu de Ly, O

Tout cela nous permet de définir une somme sympathique et bien connue.

Lemme 1.254.
Soit n € N. Nous avons

Zn] nin + 1). (1.383)

k=0
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Démonstration. La preuve est pratiquement immédiate par récurrence. Nous allons donner une
preuve plus « constructive », qui formalise I'idée classique d’écrire la somme a ’endroit et a ’envers.
Nous notons S la somme »;'_, k. Le lemme 1.250 dit que si les o;: {0,...,n} — {0,...,n} sont
des bijections, alors >,;_ f(o1(k)) = 2p_o f(02(k)). Nous sommes intéressé au cas f(i) = i.
En prenant o1(k) = k et 02(k) = n — k, nous avons

S=>k= i(n — k). (1.384)

k=0 k=0
Donc
n n n
25=Z(k+(n—k))=2n=n21=n(n+1). (1.385)
k=0 k=0 k=0
En divisant par deux, nous obtenons le résultat annoncé. O

1.13 Symbole de produit

NORMooDBOFooQCwb0Y
1.255.
Si (G, - ) est un groupe et si H — G, nous notons le produit des éléments de H par

[To=> 9 (1.386)

geH geH

ou & droite, c’est la somme déja définie. La différence entre [] et )] est que nous utilisons | |
pour les groupes notés « multiplicativement » comme (G, - ) alors que nous utilisons ) lorsque le
groupe est noté « additivement » comme (G, +).

Dans le cas d’un anneau (A, +, - ), la distinction est importante pour savoir quelle opération
est sous-entendue.

La définition 1.79(1) signifie qu'une somme vide vaut zéro : 3, . x = 0. Vu que zéro est la
fagon usuelle de noter le neutre pour une opération notée « + », lorsque 'opération est notée

nous avons 1_[ EQooCSDSoo&c%%z{%
r=1 . I

e

parce que 1 est la facon usuelle de noter le neutre d’une opération notée « - ».
Notez que (1.387) n’est pas une nouvelle définition ou une nouvelle convention. C’est seule-
ment 'égalité er@x x = 0, avec des notations adaptées a un groupe dont 'opération est notée

multiplicativement.
PROPooQMUDooQQVRIe

Proposition 1.256.
St E est un ensemble fini et si G est un groupe commutatif, alors pour toute fonction f: E — G
et pour toute permutation®' o de E,

[T1r@&) =]]+(e) (1.388)

el ek

Démonstration. C’est exactement la proposition 1.250, sauf qu’ici la loi de groupe est notée mul-
tiplicativement au lieu d’additivement. O

1.13.1 Sous-groupe engendré
DefooRDRXooEhVxxu

Définition 1.257 (Sous-groupe engendré).
Soit A une partie du groupe G. Le sous-groupe engendré par A est lintersection de tous les
sous-groupes de G contenant A. Nous notons ce groupe grg(A).

Lorsque A est fini (disons A = {ay,...,a,}), on note aussi le sous-groupe engendré {ay, ..., an).

91. Une permutation est une bijection, définition 1.176.
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1.258.
Un sous-groupe engendré n’est jamais vide parce qu’il contient toujours au moins le neutre (parce
que c’est un sous-groupe). Si G est un groupe, le sous-groupe gr () lui-méme contient e 92,
1.259.
Dans de nombreux cas, le groupe « ambiant » G est entendu par le contexte et nous noterons gr(A)
au lieu de grg(A).
4 5 X
6 7>, le groupe gr(A) est a comprendre dans GL(2,R). Il
faudrait étre fou pour avoir en téte un autre groupe que GL(2,R) sans le préciser.

D’ailleurs, connaissez-vous un groupe contenant la matrice A et n’étant pas un sous-groupe de

GL(2,C)?

Si par exemple A est la matrice <

Lemme 1.260.
Si G est un groupe et A une partie de G, alors gr(A) est un sous-groupe de G.

Le sous-groupe engendré par A est le plus petit (pour l'inclusion) groupe de G contenant A.
Plus formellement, nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.261.
Tout sous-groupe de G contenant A contient gr(A).

Démonstration. Si H est un sous-groupe de G contenant A, alors gr(A) est 'intersection de H
avec tous les autres sous-groupes de G contenant A. Il contient donc gr(A). O
LemFUIZooBZTCiy

Lemme 1.262 ([? ]).

Si A est une partie du groupe G, alors le sous-groupe gr(A) engendré®® par A est Iensemble de

tous les produits finis d’éléments de A et de A~' (Iidentité est le produit a zéro éléments).
C’est-a-dire que tout élément de gr(A) peut étre écrit sous la forme*

ﬁgfi (1.389)

i=1
ot a; €Z et g: N — A nest pas spécialement injective : il peut arriver que g; = g;.
Démonstration. Puisqu’un produit vide est égal a I'identité %, le lemme est vrai (un peu triviale-

ment) dans le cas on A = (. A partir de maintenant, nous supposons que A est non vide.
Nous nommons gr(A) le groupe engendré par A et H, 'ensemble

H=1{g1...gntelquegie AuA}. (1.390)

Nous commencgons par prouver que H est un groupe.
— Puisque A est non vide, nous considérons a € A. Dans ce cas, e = aa~' € H. Donc e € H.
— L’inverse de g1 ...g, est g, ... g7 L qui est également dans H.
— Le produit de ¢; ... g, par hi ...h,, tous éléments de H, est également dans H °.

Comme H est un groupe contenant A, nous avons gr(A) c H parce que gr(A) est une intersection
dont un des éléments est H.

Par ailleurs tout groupe contenant A doit contenir les inverses et les produits finis, donc H
gr(A).

Au final, H = gr(A), ce qu'il fallait. O

92. Demandez-vous si il est possible que gr(&) contienne d’autres éléments que e.

93. Définition 1.257.

94. Les a; négatifs correspondent aux inverses. Notons que si g € A, il n’y a pas de garanties que g~ soit également
dans A.

95. Voir 1.255.

96. Et c’est ici qu’on se rend compte que la décomposition n’est probablement que rarement unique.
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LEMooCFTVooKvmyKN
Lemme 1.263.
Soit un groupe G et un sous-groupe H = gr(hy,...,hy). Si a € G, alors
aHa ! = gr(ahia™, ... ahya™t). (1.391)
Démonstration. 1l s’agit d'une conséquence du lemme 1.262. Un élément de gr(ahia™t, ..., ahy,a™t)

-1

est un produit d’éléments de G de la forme ah;a™! ou (ahja™)7t = ozhj_loz_l. Or nous avons

ahiatahja™! = ahihja e aHat (1.392)

Donc
gr(ahiat, ... ahya™t) c aHa L. (1.393)
L’inclusion dans l'autre sens est du méme tonneau. O
DEFooWMFVooLDqVxR

Définition 1.264 (Partie génératrice, groupe monogene).
Sotient un groupe G, et une partie A < G. Si gr(A) = G, alors nous disons que A est une partie
génératrice du groupe G.

Un groupe est monogéne st il a une partie génératrice réduite a un seul élément.
DefHF JWooFxkzCF

Définition 1.265 (Groupe cyclique).
Un élément a € G est un générateur de G si tous les éléments de G s’écrivent sous la forme a™
pour un certain n € Z. Un groupe fini et monogéene est dit cyclique.

Exemple 1.266.

Soit le groupe (Z/10Z, +). L’élément [2]19 n’est pas générateur parce que ses puissances’’ sont
gr([2]10) = {[2]10 [4]10; [6]10, [8]10, [0]10}- (1.394)
Par contre I’élément [3]1p est générateur : ses puissances sont dans ’ordre
[3]10, [6]10, [9]10, [2]10; [5]10, [8]10, [1]10, [4]10, [T]10, [O]10- (1.395)
A
Un exemple presque identique, mais un peu masqué sera ’exemple 18.169.
1.14 Module sur un anneau
DEFooHXITooBFvzrR

Définition 1.267 (module sur un anneau[? ).
Soit un anneau A. Un module a gauche sur A est la donnée d’un triplet (M,+, - ) ou

(1) + est une loi de composition interne a M, c’est-a-dire +: M x M — M,

(2) - est une loi de composition externe, c’est-a-dire - : A x M — M
telles que

(1) (M,+) est un groupe”®.

(2)a-(zr+y)=a -x+a vy,

(3) (a+b) "z=a -xz+b -z,

(4) (ab) -z =a - (b-x)

(5) 1 -x=uw.

97. Attention aux notations; en général on écrit la loi de groupe de fagon multiplicative et on parle des puissances
d’un élément, mais ici on écrit la loi de groupe additivement, donc les « puissances » sont en réalité les multiples.
98. Nous verrons dans la proposition 1.268 qu’il est forcément commutatif.



104 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

pour tout a,be A et x,y € M.
Si M et N sont des A-modules, un morphisme de M vers N est une application f: M — N
qui
(1) est un morphisme de groupes entre (M,+) et (N, +)
(2) vérifie f(a - z) =a - f(x) pour tout a€ A, z € M.
L’ensemble des morphismes entre M et N est noté Homa (M, N). Si B st une sous-anneau de A,

nous parlons de Homp(M, N) pour parler des morphismes de groupes qui ne vérifient f(a - x) =

a - f(x) que pour a € B.
PROPooGARGooDiMqtN

Proposition 1.268.
Si M est un module sur un anneau, alors (M, +) est un groupe commutatif.

Démonstration. 1 suffit de calculer (1 + 1) - (x + y) de deux facons différentes :
141 - (z+y)=1-(z+y)+1 - (z+y) =c+y+z+y (1.396)

d’une part et
14+1) - (z+y)=0+1) - z2+(1+1) y=z+zx+y+y, (1.397)

d’autre part. En égalant les deux expressions, il vient

r+y+r+ty=z+z+y+uy, (1.398)
qui se simplifie (nous sommes dans un groupe) en y + = = x + y. O
DEFooKHWZooIfxdNc

Définition 1.269.

Un espace vectoriel est un module® sur un corps commutatif'®".

DEFooRUKVooLnXxdS
Définition 1.270 ([? ]).
Soient un A-module M et un ensemble I. Une famille {m;};cs est libre si les m; sont linéairement
indépendants, c’est-a-dire si pour tout choiz d’une partie finie J dans I et d’éléments (a;)jer
dans A, si nous avons
Z (ijj = 0, (1'399)
jedJ
alors aj = 0 pour tout j.
DEF00WB0Boo JNyyBF
Définition 1.271 ([? ]).
Soit S, une partie du A-module M. Le sous-module engendré par S est 'ensemble des éléments
de M qui sont des combinaisons linéaires finies d’éléments de S, c’est-d-dire de sommes de la
forme

Dt (1.400)

ou T est fini dans S et a; € A.

1.14.1 Module produit
DEFooLCJEooBvVmkV

Lemme-Définition 1.272 ([? ]).
Soient un anneau A et un ensemble I. Le A-module produit A! est I’ensemble des applications
11— A

En termes de notations, nous écrivons ceci :

AI = {(ai)id, a; € A} (1401)

99. Définition 1.267.
100. La condition de commutativité n’est pas indispensable, mais comme nous ne parlerons que de corps commu-
tatifs. ..
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L’ensemble Al devient un module par les définitions, pour x,y € Al etae A :

ar = (ax;)ier (1.402a)
T+ y = (Ti+ Yi)iel EQOOODBMO{OQ%%S]

En d’autres termes, AT = Fun(I, A).

Lemme 1.273.
Pour chaque i € I nous considérons Uélément e; € AT donné par
ei: I — A
_ {1 sij=i (1.403)
J = .
0 sinon.

La famille {e;}ier est libre'®" dans A”.

Démonstration. Soient J fini dans I ainsi que des éléments a; € A (j € J). Nous supposons que 102

2jes ajej = 0. Calculons un peu :

Z aje; = 2 a;0ji)ier = (Z a; ﬂ> . (1.404)
el

jeJ jed jeJ

Pour que le tout soit nul dans A’ il faut que

> ajdi (1.405)

jed

soit nul pour tout ¢ € I. Si nous fixons ¢ € I, la somme sur j posséde un seul terme non annulé par
dj;i, et c’est le terme j = 4. Nous avons donc a; = 0. O

DEFooBMEPooFsCHgb
Définition 1.274.

Nous notons AY) le sous-module de A’ engendré'%® par les e;.

Lemme 1.275 ([1]).
Lensemble AY) est Uensemble des applications I — A de support fini.

Démonstration. En deux sens.

(i) Size AD Pour rappel, la définition 1.272 nous dit que x est une application I — A. Vu
que x est dans le sous-module engendré par les ¢;, il existe une partie finie J < I telle que

x = Z xje;. (1.406)
jed
Pour 7 € I nous avons

ey
= a5y = { sLee (1.407)

Py sinon.
Donc le support de = est dans J qui est fini. Vu que toute partie d’un ensemble fini est fini
(lemme 1.111), le support de z est fini.

(ii) Si x est de support fini Supposons que le support de x: I — A soit la partie finie J < I.
En notant z; = z(j) pour tout j € J, nous avons

r =) wje;. (1.408)
jedJ

101. Définition 1.270.
102. Pour rappel, les sommes finies sont définies par 1.250.
103. Définition 1.271.



106 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

OJ
THOooPDZCooJnHbOd
Théoréme 1.276 (Propriété universelle de A(U)[? ]).
Soient un anneau A ainsi qu’un A-module P. Pour ¢ € HomA(A(I), P), nous considérons

I > P
olr: 1 (1.409)
i— o(e;).
(1) L’application
. Hom(AY), P) - Fun(I, P
f: Hom (A", P)  Fun(1, P) La10)

¢~ 9l
est une bijection.
(2) L’application inverse est g: Fun(I, P) — Homy (AW, P) donnée par
g() (D ajes) = > ap(j) (1.411)
jeJ jedJ
pour tout J fini dans I et choix de aj € A.

Démonstration. Nous allons montrer que g(f(¢)) = ¢ et que f(g(¥)) = % pour tout ¢ €
Hom 4 (AU, P) et pour tout ¢ € Fun(I, P).
Dans un premier sens nous avons :

g(F(®) (2 a5e) = 21aif(#)(9) (1.412a)
’ _ Zj:aj & (ej) SUBALIGNooBWPLOﬁ}.IZ{i%%l

_ GZ(Z ajej). SUBALIGNooUOQPo 1012711.1%3'
J
Justifications :
— Pour (1.412b), nous avons utilisé le fait que f(¢)(i) = ¢|1(i) = d(e;).
— Pour (1.412c¢), nous utilisons le fait que ¢ est un morphisme de modules.
Et pour 'autre sens,
Fla()(@) = g(¥)(e:) = ¥ (0). (1.413)
Vérifions que cela est suffisant pour que f soit une bijection.
(i) Surjectif Soit ¢ € Fun(Z, P). Nous avons f(g(w)) = 1), ce qui prouve que ¥ est dans 'image
de f.
(ii) Injectif Supposons que f(¢1) = f(¢p2). Alors en appliquant g des deux cotés, il vient ¢ =
P2
O

1.14.2 Sous-module

Soient M un A-module et x = (x;);e; une famille d’éléments de M paramétrée par I’ensemble
I. Nous considérons 'application
Ly : AD s pp
1.414
(ai)ier — Y ai;. (1414)
iel
Ici AU désigne 'ensemble de toutes les applications I — A de support fini (définition 1.274).
DefBasePouyKj
Définition 1.277.

A Uinstar des espaces vectoriels, les modules ont une notion de partie libre, génératrice et de bases :
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(1) Si py est surjective, nous disons que x est une partie génératrice.
(2) Si py est injective, nous disons que la partie x est libre.

(8) Si g est bijective, nous disons que la partie x est une base.

Définition 1.278.
Un sous-ensemble N < M est un sous-module si (N,+) est un sous-groupe de (M,+) et si
a - x €N pour tout x € N et pour tout a € A.

Exemple 1.279.
Un anneau A est lui-méme un A-module et ses sous-modules sont les idéaux. A

Définition 1.280.
Soit M un module sur un anneau commutatif A. Un projecteur est une application linéaire
p: M — M telle que p*> = p.
Une famille (p;)icr sur M est orthogonale si p; o p; = 0 pour tout i # j. La famille est
compléte si Y, ;pi = 1.
ThoProjModpAlsUR
Théoréme 1.281.
Soient des sous-modules My, ..., M, du module M tels que M = M1 @ ...® M,,. Les applications
p; définies par
pi(z1+ ...+ xp) = (1.415)

forment une famille orthogonale de projecteurs et p1 + --- + p, = 1d.
Inversement, si (p1,...,pn) est une famille orthogonale de projecteurs dans un module £ tel
que Y, p; = 1d, alors

M = @pi(M). (1.416)

Définition 1.282.
Un module est simple ou irréductible si il n’a pas d’autres sous-modules que {0} et lui-méme. Un
module est indécomposable si il ne peut pas étre écrit comme somme directe de sous-modules.

Un module simple est a fortiori indécomposable. L’inverse n’est pas vrai comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 1.283.

Soit & = C[X]/(X?) vu comme C[X]-module. C’est le C[X]-module des polynémes de la forme
aX + b avec a,b € C. L’ensemble des polynémes de la forme aX est un sous-module. Le module
€ n’est donc pas simple. Il est cependant indécomposable parce que {aX} est le seul sous-module
non trivial. En effet si F est un sous-module de £ contenant aX + b avec b # 0, alors F contient

X(aX +b) = bX et donc contient tout &. A
DefAEbnJqI

Définition 1.284 (Algebre[? |).
Si K est un corps commutatif'**, une IK-algébre A est un espace vectorie muni d’une opération
bilinéaire x: A x A — A, c’est-a-dire telle que pour tout x,y,z € A et pour tout o, § € K,

1105

(1) (x+y) xz=xxX2z+yxz
(2) cx(y+z2)=xXxy+zxz
(3) (azx) x (By) = (af)(z x y).

St A et B sont deur K-algébres, une application f: A — B est un morphisme d’algébres entre
A et B si pour tout x,y € A et pour tout « € K,

(1) f(zy) = f(=)f(y)
(2) flz+ay) = f(z)+af(y)

104. Définition 1.234
105. Définition 1.269.




108 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

0l MOUS GVONS NOté TY pour T X y.
LEMooVKLKooSAHmpZ

Lemme 1.285 ([1]).
Soient une algébre A et une famille (X;);er de sous-algébres de A (ici I est un ensemble quelconque).
Alors la partie X = (),o; X; est une sous-algébre de A.

iel

Démonstration. Nous devons prouver que si z et y sont dans X et A € K, alors xzy, x + y et Az
sont dans X. Pour tout ¢ € I nous avons z,y € X; et donc zy € X;, x + y € X; et Az € X; (parce

que X; est une algebre). Donc xy, z + y et Az sont dans X; pour tout I, et donc dans X. ]
DefkAXaWY

Définition 1.286.
L’algébre engendrée par X est l'intersection de toutes les sous-algébres de A contenant X (qui
est une algébre par le lemme 1.285).

1.15 Caractéristique d’un anneau
LEMDEFooVEWZooUrPaDw
Lemme-Définition 1.287.
Soit application
w7 — A

(1.417)
n—mn -1y

oun -1y signifie Y7_, 1a.
(1) C’est un morphisme d’anneaus.
(2) Le noyau est un sous-groupe de Z
(8) Il existe un unique p € 7 tel que ker(u) = pZ.

Ce p est la caractéristique de A.

Par exemple la caractéristique de @Q est zéro parce qu’aucun multiple de I'unité n’est nul.
A propos de diagonalisation en caractéristique 2, voir 'exemple 9.202.

Lemme 1.288.
Si A est de caractéristique nulle, alors A est infini.

Démonstration. En effet, ker p = {0} implique que nly # mly deés que n # m et par conséquent

A contient Z1 4, et est infini. O
LemHmDaYH
Lemme 1.289.

Si p est la caractéristique de 'anneau A, alors nous avons l’isomorphisme d’anneaux
Z1g ~7/pZ. (1.418)
Démonstration. L’isomorphisme est donné par 'application nly — ¢(n) si ¢ est la projection
canonique Z — Z/pZ. O
PropGExaUK

Proposition 1.290.
La caractéristique d’un anneau fini divise son cardinal.

Démonstration. Si A est un anneau, le groupe 7Z agit sur A par
n - a=a+nly. (1.419)
Chaque orbite de cette action est de la forme
Op={a+nlytelquen=0,...,p—1} (1.420)

ou p est la caractéristique de A. Les orbites ont p éléments et forment une partition de A, donc le
cardinal de A est un multiple de p. O
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LEMooJQIKooQgukqn
Lemme 1.291 ([? ).
Un anneau totalement ordonné est de caractéristique nulle.

Démonstration. Le morphisme p: Z — A, n +— nl 4 est strictement croissant, en particulier pu(z) #
p(y) deés que = # y. Donc ker(u) = {0}. O

L’ensemble typique de caractéristique p est ), = Z/pZ.

PropFrobHAMKTY
Proposition 1.292.
Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique p. L’application
Froby: A— A
4 (1.421)
x— a?

est un automorphisme d’anneau unitaire.

Nous le nommons le morphisme de Frobenius. Nous utiliserons aussi les itérés du morphisme
. k
de Frobenius : Frob*: & — 27",

Exemple 1.293.
Soit a factoriser X? — 1 dans IF,,. Grace au morphisme de Frobenius, nous avons immédiatement

XP—1=(X—-1)7 (1.422)

A

LemCaractIntergernbrcartpre
Lemme 1.294.
La caractéristique '’ d’un anneau intégre est zéro ou un élément premier!V7.

Démonstration. Si A est integre, alors Z14 est a fortiori intégre. Notons p la caractéristique de
A. Si p =0, la preuve est finie ; supposons donc que p # 0. Alors, 'anneau 7Z/pZ est isomorphe a
714, et est donc intégre. Or, la proposition 1.244 dit que Z/pZ est inteégre si et seulement si p est
premier, ce qui conclut la preuve. O

Exemple 1.295.

Il existe des corps dont la caractéristique n’est pas égale au cardinal (contrairement a ce que
laisserait penser l'exemple des Z/pZ). En effet les matrices n x n inversibles sur [Fg forment un
corps qui n’est pas de cardinal trois alors que la caractéristique est 3 :

(D)

A

1.15.1 Caractéristique deux

Beaucoup de résultats demandent une caractéristique différente de deux. Qu’a donc de parti-
culier la caractéristique deux ?

Si K est un corps de caractéristique 2, alors ’égalité x = —z n’implique pas x = 0, puisque
2z = 0 est vérifiée pour tout x. Cela se répercute sur un certain nombre de résultats. Par exemple,
en caractéristique deux, une forme antisymétrique n’est pas toujours alternée : voir le lemme 9.2.

106. Définition 1.287.
107. Définition 1.245.
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1.16 Polynémes

1.16.1 Polynémes d’une variable

Et voila la définition que tout le monde attendait ; la définition des anneaux de polyndmes.
Pour ne pas taper trop fort du premier coup, nous commencons par les polyndémes d’une seule
variable 198,

L’ensemble des polynoémes sur A sera simplement AN (notation 1.274). Puisque N est un
ensemble bien particulier possédant plein de structure, nous allons pouvoir installer sur A®) yne
structure non seulement de A-module (ga c’est déja fait), mais en plus d’anneau, ainsi qu’'une
évaluation.

DEFooFYZRooMikwEL
Définition 1.296.
L’ensemble des polynémes en une indéterminée sur ['anneau A est 'anneau
P(A) = AN (1.424)
défini en 1.274.
1.297.
En ce qui concerne la notation A[X], voir 1.16.2. Pour K(X) lorsque K est un corps, voir 6.76.
DefDegrePoly

Proposition-Définition 1.298 ([? ]).
Soit P non nul dans P(A). Nous notons a, la valeur'"” de P enne N : P = (ap)nen-
(1) L’ensemble {n € N tel que a,, # 0} est fini dans N.
(2) Cet ensemble posséde un minimum et un mazximum.
Le degré de P est
deg(P) = max{n € N tel que a,, # 0}, (1.425)

et la valuation de P est
val(P) = min{n tel que a, # 0}. (1.426)

Dans le cas du polynome nul, l’ensemble {n € N tel que a,, # 0} est vide, et les définitions ne
s’appliquent pas. Nous convenons que

val(0) = 400 (1.427a)
deg(0) = —c0. (1.427b)

Démonstration. Le fait que P soit non nul implique que A = {n € N tel que a,, # 0} est non vide.
De plus cet ensemble est fini parce que P € AN, Toute partie finie non vide de N étant majorée
et minorée (lemme 1.59), le lemme 1.60 définit correctement le minimum et le maximum de A. O

Vu que A®) egt engendré par les e;, tout polynéme sur A s’écrit P = " | a;e;.
DEFooNXKUooLrGeuh
Définition 1.299.

Nous ajoutons deuz structures ¢ AN,

L’évaluation Siae€ A et si P e AN nous définissons P(a) par
Pla) = (Z aie;)(a) = Z aa, EQOODJISOOEIE.%%"SI
i=0 i=0

étant entendu que o® =1 dans A.
Cette définition s’étend immédiatement au cas ou B est un anneau qui étend A. Dans ce cas
nous powvons définir P(b) pour tout P € AN et be B avec la méme formule (1.428).

108. Pour les polyndémes a plusieurs variables, voir la définition 3.54.

109. Ici il y a une énorme subtilité de terminologie. Formellement, P est une application N — A. Cela n’a rien a
voir avec le fait que P puisse étre évalué sur A avec des formule du type P(x) = 3, an,2". D’ailleurs nous n’avons
pas encore vu cette évaluation.
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Le produit C’est ici que la structure particuliére de N est utilisée. Nous définissons le produit
AN 5 AR A e g fagon swivante. Si (Py)ren est la suite (presque partout nulle)
d’éléments de A qui définit P et si (Qp)ren est celle de QQ, nous notons

(PQ)n = Y. PrQn—k, EQooTNCS ook I
k=0
et donc PQ = Y ,(PQ)ie;. Plus explicitement,

bjej) = i ( Z aibj)ek. EQOOCIBUOO&%%%IN
0

k=0 " (i,j)eN?
i+j=k

m

(D aiei)(
=0 i

Notons qu’a droite, la somme sur k est une somme finie.

PROPooGDQCooHziCPH
Proposition 1.300.
Soit un anneau A. A propos de structure sur AN,
(1) Awec le produit, l’ensemble AN devient un anneau.
(2) L’application
AN 4
g (1.431)
P+— P(a)

est un morphisme d’anneauz''’. En particulier, (PQ)(a) = P(a)Q(a).

Démonstration. En plusieurs points

(i) Anneau L’identité pour le produit dans AN est le polynéme donné par ag = 1 et a; = 0
pour i # 0. Cela se vérifie en utilisant directement la définition (1.430). La distributivité

aussi 1,

(i) Le morphisme Nous notons Py les éléments de la suite définissant P et Q ceux de Q.
Alors nous avons

(P+Q)(@) = D (Pe+ Qr)ak = > Pra¥ + > Qo = P(a) + Q(a). (1.432)
k k

k

Vous aurez noté que la premiere égalité était la définition (1.402b). De méme,

P(a)Q(a) = (X, Paa™) (X Q™) =Y Qi (D Paa™)a" = Y1) QePua™"  (1.433a)
n k k n k. n

= > (D, PQmt)a™ =D (PQ)ma™ = (PQ)(c). (1.433D)
m =0 m
O
LEMooWVUXooQlaepO
Lemme 1.301.
(N)

Si A est commutatif, alors AN est commutatif.

Démonstration. Soient P,Q € AN : pour rappel, le produit est donné par la définition 1.429.
L’application
¢:{0,...,n} - {0,...,n}

1.434
k—n—%k ( )

110. Définition 1.37.
111. Je n’ai pas fait les calculs, écrivez-moi pour me dire si ca va facilement.
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est une bijection. Voici maintenant le calcul :

(PQ)n = ;Pk’@n—k (1.435a)
_ an Pt SUBEQooISTNogLEYSTY,
k=0
= i PrkQr (1.435c¢)
k=0
_ i AP, SUBEQooCUMASGF JqgH)
= IE(:;P)n- (1.435¢)

Justifications
— Pour (1.435b). Lemme 1.250 et le fait que ¢ soit une bijection.
— Pour (1.435d). Commutativité de A.

1.16.2 La notation A[X
[ ] SUBSECooLEKVooFBPSJz

Si A est un anneau, nous avons déja défini les polynémes en une indéterminée sur A comme
étant le module A®) qui est devenu un anneau par la proposition 1.300.
Le polynéme donné par la suite (ay),en est souvent notée

>lapx*. (1.436)
k

Par exemple avec a = (4,2,8) nous avons a = 8X2 + 2X + 4. Nous utiliserons souvent cette
notation, qui est trés pratique parce qu’elle s’adapte bien aux regles de multiplication et d’addition,
en particulier la distributivité.

Il'y a (au moins) deux fagons de comprendre ce que signifie réellement « X » dans cette notation.

1.16.2.1 Premiére facon (qui botte en touche)

La premiére est de dire qu’il n’a pas de significations, et que X? est un simple abus de notations
pour écrire (0,0,1,0,---). Avec cette facon de voir, nous notons I’anneau des polynémes sur A par
« A[X] » ot le X n’a pas d’autres raisons d’étre que d’avertir le lecteur que nous réservons la lettre
« X » pour utiliser la notation pratique des polynomes.

1.16.2.2 Seconde fagon (la bonne)
SUBSUBBEMooHNEVYooBXEHxg

1.302.

La seconde fagon de voir le « X » est de nous rappeler que A"/ a une base en tant que module : les
ex, dont nous avons parlé plus haut. Nous posons X = ej, et nous prenons la convention X? = 1.
Alors nous avons e; = X* et nous notons A[X] Panneau A®N) exprimé avec X.

Dans les deux cas, il n’est pas vraiment légitime d’écrire des égalités comme « P(X) = X2 +
2X — 3 », et encore moins de dire « Le polynéome P, évalué en X vaut X2 + 2X — 3 » : il est plus
correct d’écrire « P = X2 +2X — 3 ».

Le lemme suivant montre que ces notations tombent vraiment & point. La véritable difficulté
de I’énoncé est de comprendre qu’il n’est pas trivial.

Nous avons vu dans la définition 1.299 que si B est un anneau qui étend A, et si P € A[X],
alors nous avons une définition de P(b) pour tout b € B. Nous appliquons cela & B = A[X], qui
est un anneau qui étend A. Autrement dit, si P et ) sont des polynomes, ¢a a un sens d’écrire
P(Q) et le résultat sera un élément de A[X].

(N)
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Dans le cas particulier Q = X, nous avons une chouette formule.

LEMooGKWQooVOyeDX
Lemme 1.303.
Nous avons
P(X)=P (1.437)
pour tout P e A[X].
Démonstration. Si P = (ag)ren alors par définition P(a) = Y, axa* dés que a est dans un

anneau B qui étend A. Nous considérons le cas particulier B = A[X] et o = X, c’est-a-dire
Q =(0,1,0,...), 'élément P(X) de A[X] vaut

2 X k’ EQOOABULOOH:E@%SI
k

qui est exactement P lui-méme. O

Mais il faut bien comprendre que si P est le polynome (—3,2,1,0,...), noté X2 +2X — 3, écrire
P(X) = X2 +2X — 3 est une pirouette de notations que rien ne justifie par rapport & simplement
écrire P = X2 42X — 3.

1.16.3 Action du groupe symétrique

DefActionGroupe
Définition 1.304 (Theme ?77).
Une action de groupe G sur un ensemble E est la donnée, pour chaque élément g € G, d’une
fonction ¢4 : E — E, de telle sorte que :

¢e(x) =z, Vre E;
bgn(x) = bg(Pn(z)), Vg, he G, Vx € E.

On dit dans ce cas que G agit sur E.

Par souci de notations, nous notons P, (A) 'anneau des polynémes de n variables sur A. La
propriété universelle de P, (A) = AN") du théoréme 1.276 nous donne une application

g: Fun (N",P,(A)) — Homu (Pr(A), Pr(A)) (1.439)
Avec cela nous pouvons énoncer et démontrer le lemme qui donne I’action de S, 2 sur P, (A).
LEMooIRVQooHvoNBq
Lemme 1.305 ([? ]).
Pour o € S, nous définissons
o: N" — P, (A
¢ (4) (1.440)
M = €q(m)-
Alors Uapplication
S, — H Pn(A), Pn(A
p oz (Pa(4),Pr(4)) o

o — g(¢o)

est une action 3.

Démonstration. Nous commengons par donner une expression a notre p. Un élément de P, (A) est
de la forme ZmelN” amem, et nous avons 114

p(o)( Z Umem) = Zamqﬁg(m) = Eameg(m). (1.442)

meN”

112. Définition du groupe symétrique S, en 1.176.

113. Définition 1.304.

114. La somme est définie par 1.250, et ¢a va étre important. Ah oui, en réalité partout, les sommes sont finies
parce que les an, (m € N™) sont presque tous nuls. Il faudrait écrire sur la somme sur {m € N? tel que a, # 0},
mais vous vous imaginez la complication dans la notation.
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Nous avons tout de suite p(Id) = Id.
En ce qui concerne la composition, nous avons d’une part

p(alag)(; Amem) = g(%@)(; Amem) = ; A€oy s (m)s (1.443)
et d’autre part,
p(01)p(02) (D amem) = p(01) (D ameay(m)) (1.444a)
m _ o) i aggl(m)em) SUBEQooTSCYOﬁC.EMi%ﬁ
= ; Ay () 1 (m) (1.444¢)
_ Zamealaz ) SUBEQooQPGPo 1Vzgi%’5|

La proposition 1.251 est utilisée pour (1.444b) et pour (1.444d). O

1.16.4 Corps des fractions
DEFo0GJYX0001JQvP

Définition 1.306 ([? ]).
Soit un anneau commutatif et intégre''> A. Nous posons E = A x A\{0}, et nous définissons les
deux opérations suivantes sur E : ITEMooWBWHooYsXFkO

(1) (a,b) + (¢,d) = (ad + cb,bd) ; ITEMooGOOIooCHGLR1
(2) (a,b)(c,d) = (ac,bd).
Et aussi la relation d’équivalence (a,b) ~ (¢, d) si et seulement si ad = be.
Le corps des fractions de A est le quotient

Frac(A) = (A x A\{0})/ ~ . (1.445)

Nous notons a/b la classe de (a,b).
Lorsque A est un anneau de polyndémes
rationnelles.

Y6 alors les éléments de Frac(A) sont des fractions

Le fait que A soit intégre est important pour étre certain que bd # 0 sous I’hypothese que
b,d # 0.
La proposition suivante montre encore que le corps des fractions est le plus petit corps que 'on

puisse imaginer & partir d’'un anneau.
PROPooIJBEooDjsoHr

Proposition 1.307 ([10, 1]).
Soit un anneau commutatif A. Tout corps commutatif contenant un sous-anneau zls’omm"phe117 a
A contient un sous-corps isomorphe d Frac(A).

Démonstration. Soit un corps K contenant un sous-anneau A’ isomorphe & A. Nous notonso: A" —
A un isomorphisme d’anneaux entre A’ et A.

(i) Une partie bien choisie Nous considérons la partie suivante de K :

S = {ab~! tel que a,be A'}. (1.446)

1

(ii) S est un corps Deux éléments arbitraires de S sont ab~' et xy~!. Nous devons prouver

plusieurs choses.

115. Définition 1.218.
116. Définition 1.296.
117. Morphisme d’anneaux, définition 1.37.
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(i) Neutres En prenant a = b = 1 nous avons ab~! = 1 € S. En prenant a = 0 et b = 1 nous
avons ab~! =0¢€ S.

(i) Somme 11 faut remarquer que ab=' + zy~! = (ay + xb)(by)~!. En effet,

(ay + zb)(zb) ™! = (ay + xb)y b1 (1.447a)
_ ayy_lb_l " xby_lb_l SUBEQooRGPSo&Xﬁ;%%}jI
— a4 wyil SUBEQooOHJGoﬂJ 4P70n5|

Justifications :
— Pour (1.447Db). Distributivité.
— Pour (1.447¢). Commutativité dans A.

(iii) Produit Il s’agit du méme genre de calculs en utilisant les mémes propriétés. Nous avons
(ab™ ") (wy™") = (az)(by)~". (1.448)

(iii) Ce qui va étre notre isomorphisme Ensuite nous montrons que ’application

p: S — Frac(A)

b~ > o(a)/o(b) (1.449)

est bien définie et est un isomorphisme de corps.

(iv) Bien définie Si ab~! = xy~! alors ay = xb. Puisque o est un isomorphisme nous avons
aussi o(a)o(y) = o(x)o(b) et donc o(a)/o(b) = o(x)/o(y) par définition des classes de

Frac(A).
(v) Morphisme Deux éléments arbitraires de S sont ab~! et xy~!. Calculons un peu :

() (oy™) = plazy~bY) SUBEQooRo1\1To<3f<vg%ol§I
_ 90((0433)(172/)71) SUBEQooNOTAo 12Xg6%(§|
= o(az)/o(by) (1.450c¢)
= (0(@)/o()) (o(x)/(y)) oz Vﬁ%ﬁ‘il
= p(ab YHp(zy ™). (1.450e)

Justifications :

— Pour (1.450a). Commutativité dans A.
— Pour (1.450b). Associativité dans A.
— Pour (1.450d). Définition 1.306(2) de la multiplication de fractions.

(vi) Surjectif Tout élément de Frac(A) est de la forme a’/b" avec a/,b" € A, et donc de la forme
o(a)/o(b) avec a,be A’. Un tel élément est 'image par ¢ de ab™ 1 €S.

(vii) Injectif Si p(ab™!) = p(xy~ ) alors o(a)/o(b) = o(x)/o(y), et par définition des classes
nous avons o(a)o(y) = o(b)o(x). De 1a nous avons o(ay) = o(bzx) et donc ay = bx (parce
que o est un isomorphisme). Nous en déduisons que ab™! = zy~ 1.

O]

1.308.
Soit un anneau A et son anneau des polynomes P(A). Si o € A, nous avons la définition 1.299 qui
donne ’évaluation P(«).

Si par contre P et @ sont des polyndmes sur A, nous n’avons pas encore défini ce que serait
I’évaluation de la fraction rationnelle P/Q en a. Nous comblons & présent ce manque.
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DEFooLBIWooCPCaSY
Définition 1.309 (Evaluation d’une fraction rationnelle).
Soit un corps K contenant l'anneau A. Si R = P/Q € Frac(A) et si a € K nous définissons

R(a) = (P/Q)(a) = P(@)Q ' (a). (1.451)

Dans cette formule, les polynémes, l’inverse et le produit sont calculés dans IK et non dans A.
ThogbhWgo

118

Théoréme-Définition 1.310.
Soit A un anneau commutatif intégre.

(1) 1l existe un couple (K,e€) ou K est un corps commutatif et e: A — K est un morphisme
injectif d’anneauz tels que pour tout X € K, il existe (a,b) € A x A* tels que

X = e(a)(e(®)) (1.452)

(2) Si (K',€) est un autre couple qui vérifie la propriété, les corps K et K' sont isomorphes.
Le corps K associé a l'anneau A est le corps des fractions de A, et sera noté Frac(A).

(3) Nous posons

oc: Ax A" > K ( )
1.453
-1
(a,b) — e(a)(e(b)) .
Nous avons
o(za,xb) = o(a,b) (1.454)
pour tout a,b,r € A.
1.16.5 Corps totalement ordonné
DefKCGBooLRNdJf
Définition 1.311.
Ordre et choses reliées dans un corps. ITEMoo000VooJWwIQr
(1) Un corps K est totalement ordonné si il existe une relation d’ordre tcitﬁ-:ll\}légzﬁj%%%anBj
(1a) x <y implique x + z < y + z pour tout x,y,z € K CONDooBYYDoOE1XgP0
(1b) x =0 et y = 0 implique xy = 0. TtemooWUGS0oRSRVYC

(2) SiK est un corps totalement ordonné, nous y définissons la valeur absolue par

| = {90 Sl:fv EQooNONAoof.SEAG
—Tr S1x

ItemVX0ZooTYpcYN

(3) La suite (xy,) dans le corps totalement ordonné K est de Cauchy si pour tout € € KV, il
existe N € N tel que si p,q = N alors |z, — z4| <e.

0
0.

VANA\%

ITEMooDERQooLmJwFR

(4) La suite (xy,) dans le corps totalement ordonné K est convergente si il existe g € K tel que
+ . . .

pour tout € € K, il existe N tel que si k = N alors |x — q| < e. ITEMooKZZYooDaidGU

(5) Un corps totalement ordonné est complet si toute suite de Cauchy y es&fﬁﬁcvo%ﬁEgggEthyh

(6) Sia,ec K avec e > 0 alors nous définissons la boule ouverte de centre a et de rayon € par
B(a,e) = {x € K tel que |a — z| < €}, (1.456)
et la boule fermée par

B(a,e) = {x € K tel que |a — x| < €}. (1.457)

118. Les fractions rationnelles, définition 1.306.
119. Définition 1.11.
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Lemme 1.312.
Une suite (xy,) converge vers q si et seulement si pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que xj € B(q, €)
pour tout k = N.

Démonstration. 11 s’agit de mettre cote a cote les points (4) et (6) de la définition 1.311. O

1.313.
Ces boules prendront une nouvelle force avec le super-théoreme 7.86.

Parmi ces définitions, celles de suite convergente, de Cauchy et de corps complet seront utili-
sées dans le cas de @ (et de R pour la complétude). Elles seront prouvées étre équivalentes aux
définitions topologiques dans le cas particulier de IR et Q) lorsque la topologie métrique sera définie.
Dans cet état d’esprit nous n’allons pas démontrer tout de suite que IR est un corps complet. Nous
allons directement démontrer que c’est un espace topologique complet.

LEMooXJTAooZauchx

Lemme 1.314 (Regle des signes|? ).

Soit un corps totalement ordonné K ainsi que z,y € K. Nous avons :

(1) Siz <0 ety<O0 alors zy = 0.
(2) Sixz<0ety=0 alors zy <O0.
(3) Siw>0ety<0 alorsay <0. ITEMooRGYAooCUI£ss
(4) 0<1. ITEMooMRNHooLg1PKn
(5) Six >0 alorsz™!>0.

LemooANTJooYxQZDw

Lemme 1.315 (Propriétés de la valeur absolue).

Soit K un corps totalement ordonné. Si x,y € K alors 2’ ItemooNVDIooSuiSoB
(1) Stz >0 alors —z < 0. ITEMooVNAZooSxmtuH
(2) Six <0 alors —z > 0. ITEMooSDNHooDnjScE
(3) |z[ =0 ITEMooLQLTooTITPVM
(4) |z| = 0 si et seulement si xz =0 ITEMooV JAE0oOEatzY
(5) | = x| = |- ItemooOMKNooRlanvk
(6) |z +y| < |z + yl. ITEMooEFMLooYVCUHD
(7) |lzyl = |=|ly|

Démonstration. Point par point

(i) (1) Nous partons de z > 0 et nous ajoutons —z des deux cotés en profitant de la définition
d’un corps totalement ordonné : x — x > —x et donc 0 = —xz, c’est-a-dire —z < 0.

(ii) (2) Nous partons de x < 0 et nous ajoutons —z des deux cotés.
(iii) (8) Six > 0 alors c’est vrai. Sinon, x < 0 et [x| = —x > 0 par le point (1).

(iv) (4) Siz = 0 alors z = —x et |z| = 0. Au contraire si z # 0 alors —z # 0 et que x soit
positif ou négatif, nous aurons toujours +x # 0.

(v) (5) Il faut décomposer en deux cas selon que = > 0 et = < 0. Supposons z > 0. Alors d’une
part |x| = z. D’autre part —z < 0 par le point (1), de telle sorte que

| —z| = —(—2) = a. (1.458)

Nous avons donc |z| = | — z| = x.

Le méme raisonnement tient avec z < 0.

(vi) (6) Nous supposons que z < y et nous distinguons divers cas suivant la positivité de = et y.

120. La « valeur absolue » est définie en (1.311)(2).
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(1) Siz,y>0. Dans ce cas, z +y >y >0, donc |z +y| =z +y = |z] + |y|.
(2) Siz,y <0. Dans ce cas, x + y < 0 et nous avons |z + y| = —x —y = |z| + |y|.

(3) Siz <0ety=>0.Nous subdivisons encore en deux cas suivant que x + y est positif ou
négatif. Si x + y = 0, alors nous écrivons successivement

<0 (1.459)
<y<y+lz|=|z|+ |yl (1.459Db)

et donc |z +y| =z +y < |z| + [y].

Nous supposons a présent que < 0, y = 0 et x + y < 0. Dans ce cas il suffit d’écrire
|z +y| = |(—z) + (—y)| pour retomber dans le cas précédent a inversion pres de x et y.

(vii) Pour (7) Il suffit de prendre les 4 cas suivant les signes de x et y, et d’utiliser les régles
de signes du lemme 1.314 dans la définition 1.455.

O
RemooJCAUooKkuglX
Remarque 1.316.
La partie (6) est trés importante parce que c’est elle qui fera presque toutes les majorations dont
nous aurons besoin en analyse. En effet elle donne I'inégalité triangulaire de la fagon suivante : si
x,y, z € IK nous avons

[z —yl =z —2)+(E-yl<|z—z+[z -yl (1.460)
LEMooQXDCooPEABBm

Lemme 1.317 (A propos de boules).
Soient un corps totalement ordonné K et des éléments x,y € K. Soit aussi € > 0 dans IK. Nous

avons . ITEMooXJGVooSebiip
(1) y € B(x,€) si et seulement six —e <y < x + €. ITEMooRUBBooRayiMs
(2) Siye B(x,€) alors y € B(xz,€) pour tout € > e.
Démonstration. Pour rappel,
r—y siz—y=0
lz—y| = . (1.461)
y—x siz—y<O0.

Nous pouvons maintenant démontrer nos assertions.
(i) (1) En deux parties.

(i) = Nous supposons que |z — y| < €.
Si z —y = 0 alors I'hypothese signifie x —y < €, ce qui donne y > x — €. Mais I'inégalité
x —y = 0 donne également x > y et donc = + € > y + € > y. Notez le jeu de I'inégalité
non stricte qui se change en inégalité stricte.

Si  —y < 0 nous pouvons faire le méme raisonnement.
(ii) <= Des inégalités z — e < y et y < = + € nous tirons x — y < € et y — x < e. Donc quel que
soit le signe de x — y nous avons toujours |z — y| < e.
(ii) (2) Cest immédiat parce que
lr —y| <e<é€. (1.462)

O
LEMooVZNCooRJatKK
Lemme 1.318.
Tout corps totalement ordonné est de caractéristique nulle.



1.17. LES RATIONNELS 119

1.17 Les rationnels

Une construction treés explicite est faite dans [? |. Ici nous allons prendre plus court :

Définition 1.319.
Le corps des fractions de 7, (définition 1.306) est noté Q et ses éléments sont les rationnels.

1.320.
Les résultats énoncés ici sont utilisés plus bas et servent de guide & une éventuelle contributrice qui
voudrait écrire une partie dédiée & @Q et ses propriétés de base '?!. Nous espérons que des preuves

se trouvent dans [? |. En tout cas, chére lectrice, je t’invite & ne rien prendre pour évident.
PROPooUULNooKbwuEw

Proposition 1.321.
L’application
[i7—Q

e 21 (1.463)

est une injection.

Démonstration. Supposons que f(a) = f(b), c’est-a-dire que a/1 = b/1. En vertu de la relation
d’équivalence donnée en 1.306, nous avons al = bl, c’est-a-dire a = b. [

1.322.
A partir de maintenant, nous allons identifier la partie f(Z) a Z. Nous nous autorisons donc a dire

que 4 € QQ ou que —7 € Q, et méme que 0 € Q.
PROPooDHIAocoZysvNs

Proposition 1.323.

L’ensemble des rationnels est infini dénombrable??.

123 et la proposition 1.321 donne une injection f: 7 — Q.

Démonstration. L’ensemble 7 est infini
Donc f(Z) est infini.
L’ensemble Q) contient une partie infinie. Il est donc infini par le lemme 1.111.
L’application
9: 7 - Q

1.464
a,b— a/b ( )

est surjective alors que Z? est dénombrable. Le lemme 1.122 dit alors que @ est fini ou dénombrable.
Vu que nous avons déja prouvé que Q) était infini, nous déduisons que Q est infini dénombrable. [

1.17.1 Relation d’ordre

DEFoo0ZEXXooUt0OhgB
Proposition-Définition 1.324.
Pour a,b,c,d € Z nous disons que
a_ ¢
. > y (1.465)
st et seulement si ad = bc dans Z.
Avec cette définition, (7,>) est un ensemble totalement ordonné.
LEMooEBTIooGMoHsj
Lemme 1.325.
Tout rationnel est majoré par un naturel.
PROPooBTCCooVVvaeL

Proposition 1.326.
Siq <1 dans Q, alors qv < x pour tout x € Q+.

121. Par exemple, définir une relation d'ordre sur QQ et expliciter I'inclusion de Z dans Q.

122. Ouais, je sais, dans les définitions prises ici, un ensemble dénombrable est toujours infini. Mais ’exces de
précision ne tue pas, loin s’en faut.

123. Lemme 1.106.
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PROPooMXGPooDUkOuv
Proposition 1.327.
Le corps Q est archimédien '**.
1.17.2 Caractéristique
LEMooYCPUooNxEPhB

Lemme 1.328.
Le corps Q est de caractéristique > nulle.

1.18 Suite de Cauchy dans un corps totalement ordonné
LEMooLTBIooSZnvsQ

Lemme 1.329 ([? 1]).

Tout corps commutatif de caractéristique nulle contient un sous-corps isomorphe a Q.

Démonstration. Soit un corps IK de caractéristique nulle. Nous savons du lemme 1.287 que

w: 7 — K

(1.466)
n — nlgk

est un morphisme d’anneaux vérifiant ker(u) = {0}. Nous posons Z = u(Z). L’application p: Z —
Z est un isomorphisme d’anneaux. Prouvons cela :

(i) Morphisme L’application p est un morphisme par le lemme 1.287.
(ii) Surjectif Par définition les éléments de Z sont dans I'image de Z.

(iii) Injectif Six,y € 7Z vérifient p(z) = p(y), alors p(z —y) = 0 parce que p est un morphisme.
Mais K est de caractéristique nulle, c’est-a-dire ker(p) = {0}. Donc x —y = 0.

Le corps K contient donc un sous-anneau isomorphe & Z. Puisque Z et K sont commutatifs, la
proposition 1.307 s’applique et KK contient un sous-corps isomorphe a Frac(Z) = Q. O

La proposition suivante donne des précisions a propos du lemme 1.329.

PROPooKNROooFdgIeQ
Proposition 1.330 ([1]).
Soit un corps totalement ordonné IK. Nous considérons 'application
4 —- K
a (1.467)
ne—n -1k
et ensuite
c: QR -K
© 71 (1.468)
a/b— p(a)u(b)”.
Alors

(1) L’application o est bien définie.
(2) L’application o est un morphisme de corps.
(3) Siq<q dans Q, alors o(q) < o(¢).

Démonstration. En plusieurs morceaux.

(i) o est bien définie Montrons que o est bien définie. Pour cela nous considérons a, b, z,y € Z
tels que a/b = x/y dans Q. Par définition des classes (définition 1.306 du corps des fractions),
nous avons ay = bxr dans Q. Vu que p est un morphisme nous avons alors

p(a)p(y) = p(b)p(x) (1.469)
et donc p(a)u(b)™t = p(z)p(y) !, c’est-a-dire o(a/b) = o(x/y). L’application o est donc bien
définie.

124. Définition 1.67.
125. Définition 1.287.
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(ii) Morphisme pour la somme L’application g est un morphisme d’anneaux, comme déja
dit depuis le lemme 1.287. Notons aussi que, parce que KK est commutatif,

py) =" (1.470)

u(gy) ™ = plg)~

En utilisant la définition 1.306(1) de la somme nous avons

a(p/q+x/y) = o((py + qx)/qy) (1.471a)
= [ulpy) + plgx)]u(gy) ™ (1.471b)
= u(py),u(qy)_l + ,u(q:l?),u(qy)_1 (1.471c¢)
= p(P)(@) ™" + plx)p(y)~ (1.471d)
=o(p/q) + o(z/y). (1.471e)

(iii) Morphisme pour le produit Méme genre de calculs que pour la somme.

(iv) Croissante Nous savons aussi par le lemme 1.314(4) que 1 > 0. Puisque p est un morphisme
d’anneaux,

p(n+1) = p(n) + p(l) = p(n) +1 (1.472)

La définition 1.311(1a) dit alors que pu(n) = 0 pour tout n € N. Nous avons pour la méme

raison que si m = n dans N, alors u(m) = u(n) dans K.
Soient maintenant p, g € N, et prouvons que o(p/q) = 0. D’abord

a(p/q) = wp)p(g) ™! (1.473)

ott u(p) = 0 et u(q) = 0. Ensuite le lemme 1.314(5) nous indique que u(g)~! = 0. Enfin la
condition 1.311(1b) nous permet de conclure que o(p/q) = 0.

Finalement, si ¢; > g2 dans @, alors q; — g2 = 0, et nous avons

o(q) =o(@+q —q) =0(q) + (g1 — ¢2) = 0(q2) (1.474)

par la condition 1.311(1a).

]
NORMooJRRZooTwTVYG

1.331.
Si K est un corps totalement ordonné, la proposition 1.330 nous donne un morphisme de corps
o: Q — K qui respecte I'ordre. Pour ¢ € Q et k£ € K nous notons

gk = o(q)k. EQOOERFIOOPfi\ﬁﬁI
Nous pourrons donc écrire % pour o(1/2)k.

Le lemme suivant explique que la notation (1.475) n’est pas complétement idiote.

LEMooWIONooGTKfcJ
Lemme 1.332.
Soit un corps commutatif totalement ordonné K. Soit k € IK. Nous avons
k+ k = 2k. (1.476)
Démonstration. Vu que o: @@ — K est un morphisme, il vérifie (1) = 1, donc
kE+k=cl)k+o(l)k (1.477a)
= (c(1) +o(1))k (1.477b)
=o0(2)k (1.477¢)
= 2k. (1.4774)
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PROPooTFV0OooFoSHPg
Proposition 1.333.
Toute suite convergente dans un corps totalement ordonné est de Cauchy.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné K et une suite x, K, 2. Soit € > 0. Tl est
important de se rendre compte que € € K et que l'inégalité est au sens de 'ordre dans K ; en
particulier ce n’est pas € € R ni € € Q. D’ailleurs nous n’avons pas encore défini R.

Vu que (z,,) converge vers x, il existe N € N tel que pour tout k& > N,

|z — x| < e. (1.478)
Soient p,q > N. Alors en utilisant la majoration du lemme 1.315(6),
E MQY
2y — xq| = |(zp — @) + (z — zg)| < |2p — 2| + |2 — 24| < 2. Qooti Goo{“fi%gl

En analyse en général, on s’arréte la et on dit que (z,,) est de Cauchy parce qu’il n’y a pas vraiment
de différence entre réaliser une majoration avec € ou avec 2¢. Détaillons toutefois comment ca se
passe dans le cas ou € est un élément d’un corps totalement ordonné.

Le 2¢ arrivant & la fin de (1.479) est en réalité € + € = 0(2)e en vertu de ce qui est raconté en
1.331 et en vertu du lemme 1.332.

Considérons € = o(1/2)e, que nous pouvons noter € = €/2. Vu que € > 0, il existe un N’ tel
que pour tout p, g > N’ nous ayons

|z — 24| < 26 = 0(2)0(1/2)e = o(1)e = €. (1.480)
Ce dernier € étant bien celui fixé au début de la preuve, nous en déduisons que (z,) est de
Cauchy. O

1.18.1 Suites de Cauchy dans les rationnels
PropFFDJooAapQ1P

Proposition 1.334 ([? ]).

Principales propriétés des suites de Cauchy dans Q). TtemRKCIooJguHdji
(1) Toute suite convergente est de Cauchy'?0. TtemRKCIooJguHdjii
(2) Toute suite de Cauchy est bornée. TtemRKCIooJguHdjiii

(3) Sixn, — 0 et si(y,) est bornée, alors xpy, — 0

(4) Si(zy) et (yn) sont de Cauchy alors (zy,+yn), (Tn—yn) €t (Tnyn) sont égf"}ﬁﬁ%%ﬁ’i\ﬁi&gﬁﬁﬁéﬂq
(5) Si il existe a,b € Q tels que x,, — a et y, — b alors rp, +yn > a+0b, xy —y, > a—b et
TnYn — ab. TtemRKCIooJguHdjvi

(6) Soit (x,,) une suite de Cauchy qui ne converge pas vers zéro. Alors il existe ng tel que la suite

i) soit de Cauchy.

Tn n=ng
Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 1.333.

(2) Soit (z,) une suite de Cauchy dans Q. Avec ¢ = 1 dans la définition, si ¢ > N, nous avons
lzg —zN| < 1. (1.481)
Et donc pour tout ¢ plus grand que N, xy —1 < x4 < xy + 1, ou encore, pour tout n :
|xn| < max{|z1], |x2], ..., |xN]|, |zN + 1]} (1.482)

La suite est donc bornée.

126. Et non la réciproque, qui sera justement la grande innovation des nombres réels.
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Soit € > 0. Les hypothéeses disent qu’il existe un N tel que |z,| < € dés que n > N. Et
il existe aussi M = 0 tel que |y,| < M pour tout n. Du coup, lorsque n = N nous avons
|Tnyn| < Me.

En ce qui concerne la somme,
EqDCNBooAzrrRBi
2 + Yp — g — Ygl < |2p — 2| + [yp — yal- 4 (Alzlfé]?)l

Soit Ny tel que si p, ¢ = Ny alors |z, — 24| < € et Na de méme pour la suite (y,). En prenant
N = max{Ni, No}, la somme (1.483) est plus petite que 2¢ des que p,q = N.

Passons a la démonstration du fait que le produit de deux suites de Cauchy est de Cauchy.
Les suites (z,,) et (y,) sont bornées et quitte & prendre le maximum, nous disons qu’elles sont
toutes les deux bornées par le nombre M : pour tout n nous avons |z,| < M et |y,| < M.
Nous avons :

’xpyp - mqu| < |$pyp - $qyp| + |5L“qyp - quq| < |?Jp||xp - $q| + |$q’|?/p - yq|- (1.484)

Puisque (z,) et (y,) sont de Cauchy, si p et ¢ sont assez grands, les deux différences sont
majorées par € et nous avons

|[ZpYp — Tq¥ql < Me+ Me = 2Me, (1.485)

ce qui prouve que (x,y,) est de Cauchy.

En ce qui concerne la somme, nous pouvons tout de suite calculer
|Tn + yn — (@ + 0)| < |zp, — al + |yn — b (1.486)

Il existe une valeur de n a partir de laquelle le premier terme est plus petit que € et une a
partir de laquelle le second terme est plus petit que €. En prenant le maximum des deux, la
somme est plus petite que 2e.
En ce qui concerne le produit,

|Tnyn — ab| < |Tpyn — ayn| + |ayn, — abl < |yn||2n — a| + |al|yn — b]. (1.487)

Les suites |z, — a| et |y, — b| convergent vers zéro; la suite (y,) est bornée parce que conver-
gente (combinaison des points (1) et (2)) et a (la suite constante) est également bornée. Donc
par le point (3), nous avons

Yn|Tn — al + aly, — 0] — 0. (1.488)
Au passage nous avons également utilisé la propriété de la somme que nous venons de dé-
montrer.

Soit (x,) une suite de Cauchy dans @Q ne convergeant pas vers zéro : il existe a > 0 tel que
pour tout N € N il existe n > N tel que |x,| > «. Mais notre suite est de Cauchy, donc il
existe ng € IN tel que si p,q = ng alors

vo| 9

|z)p — x| < (1.489)

En fixant N = ng, on obtient un naturel n = ng tel que |z,| = a. De plus, comme la suite est
de Cauchy, si p > n nous avons aussi |z, — z,| < §. Cela implique |z,| > § et en particulier
xp # 0.

Nous venons de prouver que la suite ne s’annule plus a partir de 'indice n, et méme que
|zk| = /2 pour tout k = n. La suite (1/xg)g=n est donc bien définie.

Soit € > 0. Soit ng tel que |z, — x4 < € pour tout p,q > ng. Soit K plus grand que ng et que
n. En prenant p, ¢ > K, nous avons |z,| > § et |z, > §. Nous en déduisons que

1 1

L O e 4
Tp g

|zg — p| < 2

c. (1.490)

TpT a2
||

Donc <i> est de Cauchy.
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1.19 Insuffisance des rationnels

Nous allons voir qu’il n’existe pas de nombres rationnels z tels que 2> = 2, mais que pourtant

il existe une infinité de suites de rationnels (z,,) tels que z2 — 2.
LemJPIUooWFHaFM

Lemme 1.335.
Un entier = est pair si et seulement si Uentier x> est pair.

Démonstration. Si x est un nombre pair, alors il existe un entier a tel que x = 2a alors 2% = 4a

est pair.
Inversement, si x est impair alors il existe un entier a tel que z = 2a + 1 et alors 22 =
4a® + 4a + 1 = 2(2a? + 2a) + 1 est impair. O

Le théoréme 3.37 nous dira que tous les 4/n sont irrationnels dés que n n’est pas un carré

parfait. Voici déja le résultat pour n = 2. Le fait que v/2 existe dans R sera la proposition 1.395.
PropooRJMSooPrdeJb

Proposition 1.336 (Irrationalité de 1/2).
1l n’existe pas de fractions d’entiers dont le carré soit égal a 2.

Démonstration. Nous supposons que la fraction d’entiers a/b est telle que a?/b? = 2, et nous allons
construire une suite d’entiers strictement décroissante et strictement positive, ce qui est impossible.
Grace au lemme 1.335 nous avons successivement les affirmations suivantes :

— Z—szaveca;ﬁOetb;ﬁo.
— a® = 2b%, donc a? est pair.
— a est alors pair et a? est divisible par 4. Soit a? = 4k.
— 4k/b? = 2, donc 4k = 2b%, donc b? = 2k et b? est pair.

— Nous déduisons que b est pair.

La fraction % est alors une nouvelle fraction d’entiers dont le carré vaut 2. En procédant de la
a/

méme fagon, en remplacant a par a/2 et b par b/2, on obtient que la fraction d’entiers Vi ala
méme propriété.

En particulier, tous les nombres de la forme a/2™ sont des entiers. Ils forment une suite stric-
tement décroissante d’entiers strictement positifs. Impossible, me diriez-vous ? Et vous auriez bien
raison : toute partie non vide de N admet un plus petit élément '27. Il n’y a donc pas de fractions

d’entiers dont le carré vaut 2. O
LEMooOTVUooImvusn

Lemme 1.337 (Série géométrique).
Siq# 1 dans Q et p e N nous avons

p +1

1—qP
Mgk = 17‘1 (1.491)
k=0 4

Démonstration. En posant S, =1+ ¢q + ¢®> + -+ + ¢P, nous avons Sp—qSp=1~— g+ et donc

p +1
1—¢P
— k _
k=0
O
Proposition 1.338.
La suite donnée par
1 1
m”:1+ﬂ+m+ﬁ (1.493)

est de Cauchy et ne converge pas dans Q.

127. Voir [? ], et attention : ce n’est pas tout a fait évident.
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Démonstration. Si p > ¢ > 0 nous avons

p
1
Ty — a9 = ). o (1.494a)
k=g+1
p
1 1 SUBEQooAXILo<oEﬁ
< 1. gﬁ%%l
k_ZqH (q+ 1! g+ 1)kt
1 P 1 SUBEQooNDPTooDSEY
B
<q+1>'p~oo,;)<q+1>k (rai)
1 1 SUBEQooEMHJO()S Ui
PAGE)
1
(g+ 1)1 — sy
1 qg+1
— 1.494e
(¢+1! ¢ ( )
1
< —. 1.494f
o ( )

Justifications :

— Pour (1.494b), il s’agit de remplacer dans k! tous les facteurs plus grands que (¢ + 1) par
q + 1. Cela rend le dénominateur plus petit.

— Pour (1.494c), il y a une inégalité parce que la suite p — >%_,1/(q + 1)¥ est une suite
strictement croissante.

— Pour (1.494d), le lemme 1.337 donne la valeur de la somme finie. En ce qui concerne la limite,
nous avons demandé p > ¢ > 0 et donc ¢ + 1 > 1. Dans ce cas la limite fonctionne.

Cette inégalité une fois établie nous permet de prouver les assertions. La suite (x,) est de
Cauchy car, pour tout € € Q s’écrivant € = § avec a,b € N, en prenant p,q > b, nous avons

1 1 a

Montrons par ’absurde que cette suite ne converge pas dans Q). Pour cela, nous supposons que
limy e 7, = 3 € Q. Pour tout p > ¢ nous avons établi

O<zp—2 < —.
p — Zq
qq!
Prenons la limite p — o0 ; par stricte croissance de la suite, les inégalités restent strictes :

0<% py< BTy

b qq!

(1.496)

Si n > b alors nous pouvons écrire
(1.498)

avec « € Z parce que le dénominateur commun entre 3 et x, est dans n!. En prenant donc ¢ > n

dans (1.497) nous pouvons écrire

1
0<2 <~ (1.499)
g qqV’
c’est-a-dire 0 < a < %, ce qui est impossible pour «a € Z. O

LEMooDTXYooKwmlZh
Lemme 1.339.
Soit A > 0 dans Q. Il existe un rationnel ¢ > 0 tel que ¢*> < A.

Démonstration. Vu que Q est archimédien (proposition 1.327), il existe n € N tel que 1 < nA.
Pour ce n, nous avons

()2 < - <A (1.500)
O
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La proposition suivante donne une suite de rationnels qui convergerait dans R vers v/A (non
encore défini a ce stade). Il est expliqué dans [? | que la suite peut étre vue comme une forme
de méthode de Newton 34.54; voir 'exemple 34.57. Si vous aimez les dessins et les approches

géométriques, il y a une explication sur Wikipédia[? |.

Proposition 1.340 ([? ]).
Soient A > 0 dans Q et xg € Q. La suite (xy) définie par

1 A
Tht1 = 5 | Tk +—
Tp

(1) La suite y,, = x3 converge dans Q vers A.
(2) La suite (xy) est de Cauchy dans Q.

(3) La suite (xy) ne converge pas dans @ dans le cas de A = 2.

a les propriétés suivantes :

Démonstration. En plusieurs points.

(i) La suite s; En posant yj = z7 nous calculons que

(yx — A)Q'

— A=
Yk+1 1y

Autrement dit, la suite s = yr — A vérifie
2
Sk+1 = Tk .
4(A + Sk)

Quelle que soit la valeur de sy = 3 — A, nous avons

o @A (@A)
4(A+s0)  4(A+ k- A) 4o

PROPooSTQXooH1IGVE

EQOOOUIVOOPﬁ%)ﬁI

(1.502)

(1.503)

(1.504)

Donc a partir de s1, tous les éléments sont positifs. Vu que A > 0 nous avons aussi

52 Sk

k
Spa1 < —- = —
L]

et donc s; < s0/4*. Donc s — 0.

(1.505)

(ii) La suite (yx) Nous venons de prouver que si yx = A + s, alors s — 0. Autrement dit, la

suite yp converge vers A dans Q.
La suite (yg) est donc de Cauchy par la proposition 1.334(1).

(iii) La suite (z) est de Cauchy Soit € > 0 dans Q. Puisque (yi) est de Cauchy, il existe

ng € N tel que
|22 — 22| < €

pour tout r,s = ng.

(1.506)

Soit par ailleurs ¢ # 0 dans @ tel que ¢® < A, assuré par le lemme 1.339. Quitte & augmenter
la valeur de ng, nous supposons que ., Ts > ¢, et en particulier que x, + x5 # 0. Cela permet

d’écrire d’abord

22 — 2% = (z, + z5) (2, — x5)

et ensuite de prendre la valeur absolue et de diviser par |z, + x| :

2 2
‘x’f‘ J— x8| — M < i.
|$r+x8| 2q

Donc (xj) est une suite de Cauchy.

(1.507)

(1.508)
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(iv) Pas de convergence pour A =2 Supposons que z; — a € Q. Dans ce cas nous aurions

:L'% —a>=A=2 (proposition 1.334(5)). Mais nous savons par la proposition 1.336 que

a® = 2 est impossible dans Q.

O

Notons que cette proposition ne présume en rien de ’existence ou de la non-existence dans @Q
d’un élément qui pourrait décemment étre nommé /A. 1l se fait que le théoreme 3.37 dira que /n
est soit entier, soit irrationnel.

1.341.
Un petit programme en python pour explorer la suite de la proposition 1.340.

#!/usr/bin/python3

sl def rec(A,x):

return ((x**2+A)/x)/2

=
|

3 # Compute square root of 3
x = 1000 # Initial guess: 1000

for i in range (1,100):
print (i, x, x**2, x**x2-A)
x = rec(A, x)

tex/frido/codeSnip 4.py

1.20 Les réels

Une construction des réels via les coupures de Dedekind est donnée dans [? |.
NormooHRDZooRGGtCd

1.342.

La construction des réels va nécessiter un petit « bootstrap » au niveau de la topologie. En effet
la notion de suite de Cauchy est une notion topologique (définition 7.203) alors que la topologie
métrique (celle entre autres de QQ) ne sera définie que par le théoreme 7.86. Nous avons donc di
définir en la définition 1.311 ex nihilo les notions de

— suite de Cauchy
— suite convergente
— complétude

Nous allons ensuite construire R comme ensemble de classes d’équivalence de suites de Cauchy
dans Q). Ce ne sera que plus tard, apres avoir défini la notion d’espace métrique que nous allons
voir que sur R, ces trois notions coincident avec celles topologiques 2. Et par conséquent que R
sera un espace métrique complet 129,

Dans cette optique, il est intéressant de lire ce que dit Wikipédia & propos des suites de Cauchy
dans l'article consacré a la construction des nombres réels|? |.

1.20.1 L’ensemble

Soit € I’ensemble des suites de Cauchy '*" dans Q). Soit aussi I'ensemble £y constituée des suites
qui convergent vers zéro 3%,

128. Proposition 7.211.

129. Théoréme 1.380 pour la complétude en tant que corps et théoreme 1.333 pour la complétude en tant que espace
métrique.

130. Définition 1.311(3)

131. Nous rappelons qu’a ce niveau nous n’avons pas encore prouvé que toutes les suites de Cauchy convergent.
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En posant
T+y= (xn + yn) (1.509)

et
TY = (xnyn)a (1'510)

132 commutatif dont le neutre de 1’addition est la suite constante

I’ensemble £ devient un anneau

z, = 0 et le neutre pour la multiplication est la suite constante x, = 1.
PROPooNUQVooAAkicK

Proposition 1.343.
La partie & est un idéal'®® de 'anneau E.

Démonstration. Nous savons par la proposition 1.334(1) que les suites convergentes sont de Cau-
chy ; par conséquent & < £.

L’ensemble structuré (£p, +) est un sous-groupe de &£ par les propriétés de la proposition 1.334
(il s’agit du fait que la somme de deux suites convergeant vers zéro est une suite convergente vers
7610).

En ce qui concerne la propriété fondamentale des idéaux, si x € &y et y € £ nous devons prouver
que xy € &. Puisque (&, - ) est commutatif, cela suffira pour étre un idéal bilatére. Vu que y est
une suite de Cauchy, elle est bornée; et étant donné que  — 0 nous avons alors zy — 0 (par la

proposition 1.334(3)). O
DefooFKYKooOngSCB

Théoréme-Définition 1.344 (L’anneau des réels[? ).
Sur l’ensemble quotient /&y, les opérations
(1) u+v=u+v
(2) u-v="1uv
sont bien définies et donnent a €/&y une structure de corps commutatif appelé corps des réels et
noté R

Démonstration. Nous divisons la preuve en plusieurs parties.

(i) Les opérations sont bien définies La partie & est un idéal par la proposition 1.343. Le
quotient est donc bien défini et est un anneau par la proposition 1.211(2).

(ii) Caractérisation des classes Soit g € QQ et une suite x convergente vers g. Cette suite est
de Cauchy comme toute suite convergente. Montrons que

z = {suites qui convergent vers g}. (1.511)

Siyexalorsy =+ h avec h € &, et comme h, — 0, on a y, — ¢. Réciproquement, si
Yn — q alors pour chaque n nous avons

Yn = Tn + (Yn — Tn), (1.512)

mais y, — n, — 0. Donc la suite y — x € & ce qui signifie que y € Z.
(iii) Neutre et unité Il est vite vérifié que 0, la classe de la suite constante égale a zéro est
neutre pour I'addition. De méme, 1, est un neutre pour la multiplication.

(iv) Corps Nous devons prouver que tout élément non nul est inversible. C’est-a-dire que si
x € € ne converge pas vers zéro >4 alors il existe y € £ tel que zy € 1.
Nous savons par la proposition 1.334(6) que z étant une suite de Cauchy dans @, il existe
1

est une suite de Cauchy. Nous posons alors
"/ n=ng

ng € N tel que

0 sin<
yn:{ Ss T (1.513)

1 .
2 sin>ng.

132. Définition 1.36.
133. Définition 1.210.
134. x € € peut soit ne pas converger du tout, soit converger vers autre chose que zéro.
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Nous avons alors

0 sin<ng
(2y)n = { . (1.514)
1 sin>ng

et donc zy € 1.

O
NORMooWBYNooBQaPPk
1.345 (Quelques notations entre QQ et R).
Si k — xj, est une suite, nous notons (z) avec des parentheses la suite elleeméme. Le k dans (zy)
est un indice muet, et dans les cas ou il peut y avoir une ambiguité, nous pouvons noter (x)ken-
Cette dernieére notation est plus lourde, mais plus exacte.

Le mieux est d’écrire simplement x la suite, mais alors il faut étre prudent et ne pas noter z la
limite. Nous éviterons donc d’écrire x; — .

Si (xg) est une suite de Cauchy dans @, nous notons z ’élément de R qui lui correspond. En
fait = (zx) : & est la suite-elle méme, mais pour nous souvenir de l'origine nous allons adopter
cette notation.

D’autre part nous définissons

p:Q-R
(1.515)
q— [k — 4],
c’est-a-dire que ¢(q) est la classe de la suite constante xzj = g.
PropooEPFCooMtDOfP
Proposition 1.346.
Soit Uapplication
Q- R
Pk (1.516)
q—q.
ot par q nous entendons la classe de la suite constante égale a q (qui est de Cauchy).
(1) C’est un homomorphisme de corps injectif.
(2) Image(p) est un sous-corps de R
(3) ¢: Q — Image(p) est un isomorphisme de corps.
Démonstration. Le fait que ce soit un homomorphisme est simplement
—la+d)=q+d=q+q
— ¢laq') = q¢' = 74'-
En ce qui concerne I'injectivité, si g est tel que p(q) = 0 = &, c’est que
©(q) = {suites de Cauchy qui convergent vers zéro} (1.517)
Mais nous savons aussi que '3°
»(q) = q = {suites de Cauchy qui convergent vers ¢} (1.518)
Nous en déduisons que ¢ = 0. 0

Lorsque dans la suite nous parlerons d’un élément de @ comme étant un réel, nous aurons en
téte I'image de cet élément par ¢.
LEMooYLQBooFistHs
Lemme 1.347.
Soient q,1 € Q tels que § = 1. Alors g =1 dans Q.

135. Voir dans la démonstration du théoreme 1.344.
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Démonstration. La suite constante x,, = ¢ est un représentant de ¢, et la suite constante y, = [
est représentant de [. Dire que [ = ¢ signifie qu’il existe une suite z € & tel que

rT=y+ =z (1.519)
Pour tout n nous avons donc x,, = y,, + 2, ou encore
Zn=q—1 (1.520)

pour tout n. Puisque z est une suite constante, elle ne peut appartenir a &y que si elle est la suite
constante nulle, c¢’est-a-dire si ¢ = . ]

1.20.2 Relation d’ordre

Définition 1.348.
Nous définissons les parties ET et £~ de € par

(1) x € ET si et seulement si pour tout € > 0 (e est dans Q), il existe N, tel que n > N, implique
Tp > —€.
(2) x €& siet seulement si pour tout € > 0, il existe N¢ tel que n > N, implique =, < €.

Nous notons aussi ETT = ET\&.

Dans le lemme suivant, le point (2) peut sembler perturbant. Il s’agit de dire que si z est la

classe de la suite constante 0, alors il est le neutre pour ’addition dans IR.
LEMooJOYQooCD1hHW

Lemme 1.349 (A propos du zéro).
Nous avons ITEMooKRBYoo0ZGhhch
(1) ET n & = {0}.

ITEMooRCIZooHUIymE
(2) Six =0 alors x = 0.
LEMooSWYXooMKMLYI
Lemme 1.350.
Les parties ET et £~ partitionnent £ de la fagon suivante :
(1) ETnE™ =& ITEMooZRVX00ANHSpZ

(2) E¥LE =€

Démonstration. On prouve d’abord que £ET n £~ < &, I'inclusion inverse est évidente. Soit € > 0
et x€ £ nE . Il existe un N € N tel que x,, > —€ et z,, < € pour tout n > N. Par conséquent,
|z,| < € pour tout n = N et la suite x converge vers zéro, c’est-a-dire z € &.

Pour prouver le second point, soit x € E\E™, et prouvons que x € £T. La condition x ¢ £~
donne qu’il existe un a > 0 (dans Q) tel que pour tout n, il existe p > n avec x, > . Mais x est
une suite de Cauchy, donc nous avons un ng tel que si n,p > ng alors |z, —z,| < §. En particulier,
si n > ng, et si p > n est tel que x, > o, on obtient

Q@
Ty > 6 >0 (1.521)
Par conséquent x € £ parce que x € £ et les x,, sont tous positifs & partir d’'un certain rang. [J
LEMooXNWSooHbNcAV
Lemme 1.351 ([1]).
Six e T, alors il existe N tel que x, > 0 pour tout n > N.

Démonstration. La suite x ne tend pas vers zéro. Donc il existe § > 0 tel que pour tout N > 0 il
existe n > N vérifiant z,, > 9.

Mais la suite z est également de Cauchy. Ecrivons cette condition pour d/2. 11 existe Ny > 0
tel que p,q > Ny implique |z, — z4| < §/2.
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Nous fixons n > Ny tel que z,, > . Alors pour tout p > N5 nous avons aussi

o
|zp — x| < 7 (1.522)
Cela implique que x;, > /2 > 0 pour tout p > Na. O

La proposition suivante est une version plus précise du lemme 1.351.

Proposition 1.352 ([10]).
Soit x € ETT. Il existe r € QT\{0} et N € N tel que x,, = r pour tout n > N.

Démonstration. Fixons € € Q1\{0}, et procédons par 'absurde. Du coup nous savons trois choses

sur la suite (27). ITEMooTNZDooHKZdBe
(1) Hypothése absurde : pour tout ¢ € Q*\{0} et pour tout N € N, il existe p > N vérifiant
zp < q.

(2) Vuque x e &Pt < €T il existe Py € N tel que z,, > —e pour tout n > Py.
(3) La suite = est de Cauchy. Donc il existe P, € N tel que si m,n = Py, nous avons |z, — x| <
€/2.
Nous considérons P > max{P;, P»} et nous prenons ¢ = ¢/2, N = P dans la propriété (1). Il existe
donc p > P tel que z, < ¢/2.
Prenons aussi n > p et écrivons les deux autres propriétés :

(1) z,, > —e parce que n > p > P > Pj.

(2) |zp — zp| < €/2 parce que n,p > P > Ps.
Du coup nous avons

Tn < T+ % <e (1.523)

et donc —e < x,, <.
Au final, nous avons prouvé que pour tout € € Q\{0}, il existe P tel que n > P implique
|z, | < e. Cela signifie que

2y 2 0, (1.524)
c’est-a-dire x € &y, ce qui est contraire a I’hypothese. O
LEMooRKSXooFsIohe

Lemme 1.353 ([? ]).
Quelques propriétés du partitionnement. ITEMooRQVKooCnwhOY
(1) x €& si et seulement si (—x) € ET ITEMooJUPO000BubgA
(2) xe &t etyeET impliquex + ye EF ITEMooDQLI00PViuVC

(3) xe &t etye T implique xy e EF
(4) Sixz,ye & sont tels que x —y € & alors soit x,y € ET soit x,y € E~.

Démonstration. Point par point.

(1) Définition de T et £~

(2) Pour n = N/, nous avons z, > —¢/2 et y, > —¢/2. Donc x,, + yn > —¢.

(3) Siz ouy est dans & alors zy € & et c’est bon. Si par contre x,y € ETT alors le lemme 1.351
nous indique que pour n suffisamment grand, z, > 0 et y, > 0. Et dans ce cas, (zy), > 0,
c’est-a-dire xy € ET.

(4) Supposons que x —y € & avec x € E1 et prouvons qu’alors y € £T. Soit donc € > 0; il existe
ny tel que z, > —§ des que n > ny. Mais  — y € &, donc il existe ny tel que |z, — yn| < §
dés que n = ny. En prenant n plus grand que ny et ne, nous avons en méme temps

Ty > —g (1.525a)
T — Y] < <. (1.525b)
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Cela implique que y,, > —e¢ et donc que y € £T.
Nous pouvons de méme prouver que si x € £~ alors y € £7.

]
DefooLMQIooTgzZXd
Définition 1.354 (Positivité dans R).
Vocabulaire et notations.

(1) Nous notons R = £/&.
(2) Nous notons RT = £7.
(3) Nous notons R~ = E~.
(4) Un élément de R est positif si il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant a .
(5) Un élément de R est négatif si il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant ¢ £~ .

(6) Lorsque nous parlons de nombres réels, le symbole « 0 » signifie &y ou plus précisément la

classe d’un élément de £ modulo &;.
REMooOCXLooKQrDoq

1.355.
Avec les conventions de la définition 1.354, et en anticipant sur nos connaissances & propos des
réels,

(1) zéro est positif et négatif.

(2) L’intersection entre Rt et R~ est le singleton {0}.

(3) L’ensemble des nombres strictement positifs est noté (R™)* ou RT\{0}.
(4)

4) Le mot « positif » signifie « positif ou nul » ; le mot « négatif » signifie « négatif ou nul ». Ce

sont des conventions qui sont également celles de Wikipédia[? |.
DEFooBXHJooOEYPRI

Définition 1.356 (Ordre sur R).

Sia,be R nous notons a < b si et seulement sib—ae ET.
PROPooYMJVooNAsXae

Proposition 1.357.

Le couple (R, <) est un corps totalement ordonné '35

Démonstration. 11 s’agit de vérifier, dans l'ordre, les définitions 1.10, 1.11 et 1.311(1). Pour la suite

nous considérons x,y, z € R et des suites de Cauchy a, b, ¢ telles que x = a, y =bet z =c.

(i) Réflexivité Pour savoir si # > x, nous devons nous demander si z —z € £E*. Nous avons
r—x=a—a=0=0.

(ii) antisymétrie Nous supposons que x > y et y > x. Du c6té des suites de Cauchy, cela signifie
quea—be Et et b—ae ET. Le lemme 1.353(1) nous indique alors que a—b = —(b—a) € £~
Donc

a—be&tn& ={0}. (1.526)
Donc le réel z — y est la classe de la suite constante 0. Le lemme 1.349(2) dit alors que
x —y = 0 ou encore que x = y.

(iii) transitivité Nous supposons que z < y et y < z. Alors nous avons

c—a=c—b+b—a (1.527a)
=(c—=b)+ (b—a) (1.527b)
e+ & (1.527c)
cet (1.527d)

ol nous avons utilisé le lemme 1.353(2). Puisque ¢ —a € £1, nous avons z —x = ¢ —a = 0.
(iv) Ordre total Nous devons prouver que pour z,y € R nous avons toujours z < y ou y < x
Supposons que nous n’ayons pas = < y, c'est-a-dire b —a ¢ £T. Vu le lemme 1.350(2)
avons b —a € £, ce qui donne, par le lemme 1.353(1) que a — b e £T, c’est-a-dire y < x.

136. Corps totalement ordonné, définition 1.311.
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(v) Corps ordonné Enfin nous devons vérifier les deux conditions de la définition 1.311(1).

Pour la premiere condition, nous supposons z < ¥, c¢’est-a-dire b — a € £. Nous avons donc
b+c)—(a+c)=b+z—a—c=b—aec&™, (1.528)

donc a +c < b+ ¢, c’est-a-dire x + z < y + z.
Pour la seconde condition, c’est le lemme 1.353(3).

O]

Définition 1.358.
Puisque R est un corps totalement ordonné (proposition 1.357), si x € R, nous définissons |z|

conformément ¢ 1.311(2).

LEMooTJAX00oKEqPCG
Lemme 1.359.
L’application
Q- R
ek (1.529)
q—q

dont nous avons déja parlé dans la proposition 1.346 est strictement croissante.

Démonstration. Nous supposons ¢ < [ dans Q). Nous devons montrer que g < [ dans R, c’est-a-dire
que g <letqg#l.
Considérons la suite constante z,, = [ — ¢ € Q. Pour tout ¢ > 0 dans () nous avons

Tp=1—¢q>0> —¢, (1.530)
et donc x, € E*. Donc | — ¢ > 0. Cela signifie ¢ < L.
D’autre part le lemme 1.347 dit que ¢ = [ uniquement si ¢ = [, ce qui est exclu parce que ¢ < [.

Donc g # . O
LEMooNHMTooEdtBnQ

Lemme 1.360.
Sia,be R satisfont a+b =0, alorsa=0b=0.
Voici une version dans R du lemme 1.103.
LEMooKAXFooIPyzJC

Lemme 1.361.
Soient a > 0 et b > 1 dans R. Nous avons

ab > a. (1.531)

Remarque 1.362.
Comme déja mentionné plus haut, & chaque fois que nous parlerons d’un élément de @Q comme
étant un élément de IR, nous considérons la classe de la suite constante.

LemooYNOVooOwoRwD
Lemme 1.363.
Si z,y,z € R avec x > 0 sont tels que z > y/x alors zx > y.
Démonstration. Nous savons que
s Yegnfoy = e+ (1.532)
x
Puisque x € £T, multiplier par x fait rester dans £ :
vx—al e £FT. (1.533)
x

Un représentant de z¥ est la suite n — x, 2>
n

et donc que zx > y. O

= yn. Donc 22 = y. Cela signifie que zox —ye £F
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LemooMW0OUooVWgaEi
Lemme 1.364.
Pour tout a € R, il existe pe N tel que p > a.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves différentes de ce lemme.

(i) Premiére fagon L’élément a de R admet un représentant (a,) qui est une suite de Cauchy
dans Q. C’est donc une suite bornée, c’est-a-dire qu’il existe m,q € N tels que |a,| < m/q
pour tout n (proposition 1.334(2)). Soit M un naturel strictement plus grand que m/q 3.

La suite de Cauchy (M — a,)nen est constituée de rationnels positifs et est donc dans 7.
La classe de M — a est donc un réel positif 138, Par définition de la relation d’ordre, M > a.

(ii) Seconde fagon La suite (a,) est majorée par %, donc on a dans Q et pour tout n :
m
an < — =M < gM. (1.534)
q

L’application ¢: @ — R est croissante, donc

¢((an)) < p(gM). (1.535)

En corolaire, nous avons
LEMooMWOUooVWgbFi

Lemme 1.365.
Pour tout x € R, il existe q € Z tel que q < x.

Démonstration. Utilisation du lemme précédent avec ¢ = —x : on prend g = —p. O
ThoooKJTTooCaxEny

Théoréme 1.366 ([? ]).

Le corps R est archimédien .

Démonstration. La proposition 1.357 dit que R est totalement ordonné. Soient x,y € R avec x > 0;
posons a = % Le lemme 1.364 nous donne un p € N tel que p > a. Nous concluons alors avec le
lemme 1.363 :

pr > axr = Yy = y. (1.536)
T

O]

Le lemme suivant n’est pas loin de dire que Q) est dense dans IR, a part que nous n’avons pas
encore donné de topologie sur R.

LemooHLHTooTyCZYL

Lemme 1.367.
A propos de rationnels entre des réels. ITEMooGVTMooQsoTCi
(1) Six,yeR sont tels que x <y, alors il existe s € Q tel que © < s < y. ITEMooCVDS00Aj imCL

(2) Sie>0 dans R, il existe n € N tel que 1 <.

Démonstration. Nous avons par hypothese que y — x > 0 et donc le fait que R soit archimédien
(théoréme 1.366) nous donne g € N tel que ¢(y — ) > 1. Soit

E = {n € 7Z tel que "< x}. (1.537)
q

137. Lemme 1.325.
138. Et nous allons d’ailleurs arréter de toujours préciser « la classe de » lorsque ce n’est pas nécessaire.
139. Définition 1.67.
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Cet ensemble n’est pas vide a cause du lemme 1.365; de plus, comme |z|q < ng pour un certain
no (a cause du lemme 1.364), I’ensemble E est majoré par ng. Donc E posséde un plus grand
élément 'Y p qui vérifie

1
Pepc?tl (1.538)
q q
De plus (p + 1)/q < y parce que
+1 1 1
p7:£+f<x+f<x+y—x:y (1.539)
q qa (g q
ou nous avons utilisé I'inégalité stricte y — z > %.
Nous avons donc )
e<P oy (1.540)
q

et le nombre (p + 1)/q convient comme s. Le point (1) est prouvé.
Pour le point (2), par le point (1) nous considérons s € Q tel que 0 < s < e. Si s = p/q avec
p,q € N nous avons

0<-<=<e (1.541)

L _p
q q
O
REMooX0IOooHjwMvA

Remarque 1.368.
Le lemme 1.367 a également pour conséquence que des ensembles comme [—1, 1] ne sont pas bien
ordonnés (définition 1.11). En effet la partie |0, 1| ne possede pas de minimum parce que si z € |0, 1|
alors 0 < z et il existe s € Q (a fortiori s € R) tel que 0 < s < z, c’est-a-dire que x n’est pas un

minimum de |0, 1].
Tant que nous y sommes dans les encadrements de réels. . .

1.369.
Soit go € Q tel que 0 < gp < 1. On définit alors d; € {0,1} comme valant 1 si 2gyp > 1 et 0 sinon.
Puis on pose ¢1 = 2q9 — d;.
Poursuivant de la sorte, on crée une suite (d,)n>1 : ¢’est le développement dyadique de g.
LEMooRSLIooVrZMxM
Lemme 1.370 ([1]).
Soit q, ¢ deux rationnels tels que 0 < q < ¢’ < 1. Il existe deuz entiers naturels a et N tels que

/
q<3v <(.

Démonstration. On crée les développements dyadiques de ¢ et ¢/, que 'on note respectivement
(dp)n=1 et (d),)n=1. Notons
E = {neN tel que d, # d,}. (1.542)

Comme ¢ # ¢, les développements dyadiques sont différents !, I'ensemble E est non-vide, et il

admet un plus petit élément N. Or, ¢ < ¢/, et donc nécessairement dy < dy. On construit alors
N i
a = Zizl dl2 . ]
CorDensiteDyadiques
Corolaire 1.371.
Pour tous réels z, y tels que 0 < x < y < 1, il existe un nombre de la forme d = a/2", avec n € N

etaeN, a<2" tel quex < d <y.
LEMooEGYLooCGrDrl

Lemme 1.372 ([1]).
Soient des réels a, b, x,y tels que
a<z<b (1.543)

140. Lemme 1.104.
141. A vérifier tout de méme. ..
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et
a<y<b, (1.544)

alors |z —y| < |b—al.
LEMooTPLUooXiCZHJ
Lemme 1.373.

Soient deux réels a,b tels que
(1) a =0,
(2) b=0
(3) a+b=0.

Alorsa =0 et b= 0.
LEMooNLGSoo0SGdvAo
Lemme 1.374.

SiaeRR, alors a®> = 0 et a®> = 0 si et seulement si a = 0.
LEMooVXAXooNhxtSU

Lemme 1.375.
Soit un réel strictement positif a. Si b > 1, alors ab > a.

1.20.3 Complétude

Le théoréme 17.132 donne une complétion de tout espace métrique en un espace complet. Il
serait tentant de 1'utiliser ici pour définir R a partir de Q). Cette méthode ne fonctionne cependant

pas parce que la démonstration de 17.132 utilise le fait que R est complet.
LEMooXCVRooOSZYWv

Lemme 1.376.
Nous avons

lp(q)] = ©(lq]) (1.545)

pour tout q € Q.

Démonstration. Soit g € Q. Si g = 0 alors nous avons d’une part |¢| = ¢ dans Q, et d’autre part
©(gq) = 0 dans R. Donc au final

lp(a)| = ¢(a) = »(lal)- (1.546)
Supposons au contraire que g < 0. Alors |g| = —¢g dans @, mais aussi ¢(q) < 0. Donc
(@)l = —pla) = e(—q) = ¢(|ql)- (1.547)
]
LemooRTGFooYVstwS

Lemme 1.377 ([? 1]).
Toute suite de Cauchy dans Q converge dans R vers le réel qu’elle représente.

Plus précisément, en suivant les notations de 1.345, si (zy) est une suite de Cauchy dans Q,
alors

(1) p(zk) est une suite de Cauchy dans R.
R _
(2) p(xg) — 2.
Ici T est la classe de la suite x. C’est donc un élément de R.
Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy de ), c’est-a-dire que x3 € @ pour tout k et qu’elle

est de Cauchy. Elle représente un réel & € R, et nous voulons prouver que pour la topologie de IR
nous avons lim, o ¢(z,) = Z.

(i) ¢(x)) est de Cauchy Soit € > 0 dans R. Nous considérons €’ € Q tel que 0 < ¢’ < e. Plus
précisément tel que

0<p() <e. (1.548)
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Soit N > 0 tel que |z, — x4| < € pour tout p,q = N. Cela existe parce que (zj) est dans
Cauchy dans Q). Nous avons alors

[p(zp) — @(zg)| = [p(zp — 24)]| (1.549a)
_ 90(|$p . wq|) SUBEQooZPTIo 1Y§215%13]
< go(él) SUBEQooDOFUo {J (Eépcyjl
<e (1.549d)

Justifications :

— Pour (1.549b). C’est le lemme 1.376.

— Pour (1.549¢). L’application ¢ est croissante, lemme 1.359.
Donc la suite ¢(xy) est de Cauchy.

(ii) p(xg) B, # Nous devons prouver que pour tout € € R, il existe N tel que n > N implique
o(zy) € B(;Tc, e). Nous allons faire ¢a en deux parties. D’abord € € QQ et ensuite € € R.

(i) Avec € € Q Soit € € Q. Puisque x est une suite de Cauchy dans Q, il existe N tel que si

p,n > N nous avons EQooJURNoofo
Tp — €< Ty < Tp+ € 81%75%3

Ces inégalités sont dans Q). Nous fixons p et nous commencons par écrire plus en détail
la premiere inéquation :
Ty —€— Ty <O0. (1.551)

Autrement dit, pour tout n nous avons
(xp — €)n < Tn. (1.552)

Pour rappel, la suite x, — € est la suite constante dans Q. La suite

n— T, — (Tp — €)n (1.553)

est dans £1. Donc, en vertu de la définition 1.356 nous avons

z—x,—€=0. (1.554)
Nous pouvons aussi bien écrire
z = p(xp) — p(e). (1.555)
En prenant autre inégalité de (1.550) nous trouvons de la méme maniére que
z < @(zp) + p(e). (1.556)
Ces deux inégalités ensemble montrent que

o(zp) € B(Z,¢(€)). (1.557)

(ii) Avec e € R Nous considérons € € R et ¢ € @Q tel que p(€') < e. Par le point précédent, il
existe N tel que p > N implique

o(zp) € B(Z,0(¢)). (1.558)
Etant donné que ¢(€') < € nous avons

¢(zp) € B(Z,¢()) < B(Z,€). (1.559)



138 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

PROP00ZSQYooWRKNGY
Proposition 1.378.

Soit une suite convergente xy 8, q. Alors

(k) = ¢(q) (1.560)

ot @ est la fonction qui a un rationnel fait correspondre la classe de la suite constante correspon-
dante 2.

Démonstration. Le fait d’avoir une convergence z; — ¢ dans @ implique que la suite (x) est de
Cauchy, par la proposition 1.334(1).

Le lemme 1.377 nous indique que ¢(xy) est une suite dans R qui converge vers ¢, la classe de
la suite (xg).

A prouver : ©(x) = q. Autrement dit, nous devons prouver que la classe de la suite constante
ar = q et la classe de la suite = sont les mémes.

La suite (zx — q) est de Cauchy dans @ et converge vers zéro par hypotheése. Donc les suites

et (q) sont dans la méme classe. O
PROPooFGBOooHiZqgbs

Proposition 1.379 ([1]).
Deuz choses d propos de suites de rationnels convergeant vers un réel. ITEMooMAVY0oKFtqlx

(1) Soit un réel x. Il existe une suite de rationnels strictement croissante QU UTAR YSE S oG

(2) Si de plus x > 0, alors la suite (toujours strictement croissante) peut étre choisie parmi les
rationnels strictement positifs.

Démonstration. Le lemme 1.367 nous sera d’une grande aide. Soit x € R. Il existe gg € Q tel
que * — 1 < qo < z. Ensuite nous construisons la suite par récurrence : g est choisi tel que
qr—1 < qr < x. Cela regle le point (1).
Pour (2). Il suffit de faire la méme chose, en partant de 0 < gy < . O
THOooUFVJooYJlieh
Théoréme 1.380 (Complétude de R, critere de Cauchy[? |).
Nous avons :

(1) Le corps R est un corps complet (définition 1.311(5))

(2) Une suite dans R est convergente (définition 1.311(})) si et seulement si elle est de Cauchy
(définition 1.311(3)).

Notez la grande similitude entre ce théoreéme et le théoreme 7.225. Ils ne sont pas équivalents,
ne parlent pas exactement du méme objet « R », ni des mémes notions de suites de Cauchy et de
complétude.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy dans R. Pour chaque n, il existe par le lemme 1.367

un y, € Q tel que
1 1
Ty —— < Yp < Ty + —. (1.561)
n n

(i) (yn) est une suite de Cauchy dans @ Nous prouvons que (y,) est une suite de Cauchy
dans @ (définition 1.311(3)). Vu que (x,) est de Cauchy pour le corps R, si € > 0 dans R
est donné, il existe n¢ tel que si p,q = n,, alors |z, — x4 < €.

Nous avons : ) 1

9= val < lp = pl + [ = g + g gl < ket (1.562)
En choisissant N > max{n,, 1} (ce qui est possible par le lemme 1.364), et en prenant
p,q > N¢, nous avons

[Yp — Yq| < 3, (1.563)

142. Voir les notations en 1.345.
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ce qui prouve que (yp,) est une suite de Cauchy dans @), pour la notion de suite de Cauchy

dans Q.

(ii) Le réel représenté Puisque (y,) est de Cauchy dans @Q, elle représente un réel que nous

notons y.

(iii) Convergence de (z,,) Nous prouvons que x, B

Nous savons qu’une suite de Cauchy de rationnels converge dans R vers le réel qu’elle re-

présente, c’est-a-dire : y, &, y ou chaque y, € Q est vu comme la suite constante (cela
est le lemme 1.377). Autrement dit, pour € > 0, il existe un N, € N tel que si p > N, alors

|y — yp| < e. Pour un tel p nous avons

_ _ 1
5=l <15 = vpl + lyp — 29| <€+ . (1.564)

Donc deés que p est plus grand que max{N,, %}, nous avons |y — p| < 2¢, ce qui signifie que

la suite (x,,) converge vers y dans R.
Ceci achéve de prouver que R est un corps complet.

En ce qui concerne I'équivalence entre les suites convergentes et de Cauchy, nous venons de
prouver que toute suite de Cauchy dans R est convergente. La réciproque est la proposition 1.333.

O]

Nous avons terminé avec la construction des réels. Les propriétés topologiques arrivent en la
section 10.3. En particulier le théoreme 7.225 pour la complétude de R en tant qu’espace métrique.

1.20.4 Intervalles

Nous avons déja défini la notion d’intervalle pour un espace totalement ordonné en 1.20. Nous

posons quelques notations dans R.

DEFooAQBUooKLChOW

Définition 1.381.
Soient a # b dans R. Nous définissons les parties suivantes de R :

(1) la,b] = {zr e R tel que a < z < b}
(2) la,b] = {z e R tel que a < x < b}
(3) la,b] = {z e R tel que a < x < b}
(4) [a,b] = {z € R tel que a < x < b}
(5) |—0,a] = {z e R tel que x < a}
(6) -
(7) la, o] = {x e R tel que x > a}
(8) [a, 0] = {zx e R tel que x > a}.
(9) 1=, o[ = R.

La proposition 1.387 nous dira que tous les intervalles de R sont d’une de ces formes.

w,a] = {x e R tel que x < a}

1.20.5 Maximum, supremum et compagnie

Ce n’est un secret pour personne que R est un ensemble totalement ordonné'*3 : il y a des
éléments plus grands que d’autres, et mieux : a chaque fois que je prends deux éléments différents

dans R, il y en a un des deux qui est plus grand que 'autre. Il n’y a pas d’ex equo dans R.

Définition 1.382.
Soit A, une partie de R.

(1) Un nombre M est un majorant de A si M est plus grand que tous les éléments de A : pour

toutxe A, M > x

143. Proposition 1.357.
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(2) Un nombre m est un minorant de A si m est plus petit que tous les éléments de A : pour
tout x € A, m < .

Nous parlons de majorant ou de minorants stricts lorsque les inégalités sont strictes.

Nous insistons sur le fait que I'inégalité n’est pas stricte. Ainsi, 1 est un majorant de [0, 1]. Des
qu’'un ensemble a un majorant, il en a plein. Si s majore 'ensemble A, alors s + 1, s + 4, et s + %
majorent également A.

Exemple 1.383.

Une petite galerie d’exemples de majorants.
— L’intervalle fermé [4, 8] admet entre autres 8 et 130 comme majorants,
— Dlintervalle ouvert ]4, 8| admet également 8 et 130 comme majorants,
— 7 n’est pas un majorant de [1,5]uU]8, 32],
— 10/10 majore les notes qu’on peut obtenir a un devoir.
— lintervalle [4, o[ n’a pas de majorant.

JAN
DefSupeA
Proposition-Définition 1.384 (Least-upper-bound property[? |).
Soit A une partie majorée de R. Il existe un unique élément M € R tel que
(1) M >z pour tout x € A,

(2) pour tout e, le nombre M — e n’est pas un majorant de a, c’est-a-dire qu’il existe un élément
re A tel quex > M — €.

Cet élément est nommé supremum de A et est noté sup(A). De la méme fagon, infimum
de A, noté inf A, est le plus grand de ses minorants.

Par convention, si la partie n’est pas bornée vers le haut, nous dirons que son supremum n’existe
pas, ou bien qu’il est égal a +00, suivant les contextes. Pour votre culture générale, sachez toutefois
que o ¢ R.

Démonstration. Nous faisons la preuve pour I'infimum.

(i) Unicité En ce qui concerne 'unicité, soient m; et mg, deux infimums de A. Supposons
m1 > my. Alors il existe € > 0 tel que my < mg + € < my (c’est le lemme 1.367). Cela prouve
que mg + € est un minorant de A et donc que msg n’est pas un infimum.

(ii) Existence Soit A, une partie de R. Nous allons trouver son infimum en suivant une méthode
de dichotomie. Pour cela nous allons construire trois suites en méme temps de la fagon
suivante. D’abord nous choisissons un point zg de A et un point z; qui minore A (qui existe
par hypothese) :

xo est un élément de A,

21 est un minorant de A,

ang = X (1565)
bo = T
bl = 1.

Ensuite, nous faisons la récurrence suivante :

an + by,
xn—&-l = 2 )
an Si T,4+1 minore A
an+1 = .
Tpy1 sinon, (1.566)
b Tpi1 Sixpy1 minore A
n+1 — .
bn, sinon.
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Nous allons montrer que (ay,) et (by,) sont des suites convergentes de méme limite et que cette
limite est I'infimum de A.

Soit n € N; il y a deux possibilités. Soit a, = a,_1 et b, = x,, soit a, = x, et b, = b,_1.
Supposons que nous soyons dans le premier cas (le second se traite de fagon similaire). Alors
nous avons

|an - bn| = |an71 - $n|
_ ap—1 + bn—l
=lan-1- =5 — (1.567)
1
= ilan—l - bn—l‘a

ce qui prouve que |a, — b,| — 0. Nous montrons maintenant que la suite (a,) est de Cauchy.
En effet nous avons
0 1

ap — Ap_1| = < —. 1.568

|an, — a1 {‘angbn‘ 5 (1.568)
Il en est de méme pour la suite (b,). Ce sont deux suites de Cauchy (donc convergentes par
la proposition 1.333) qui convergent vers la méme limite. Soit ¢ cette limite.
Le nombre ¢ minore A. En effet si a € A est plus petit que £, les éléments b, tels que
|b, — ¢| < |a — £| ne peuvent pas minorer A. D’autre part, pour tout €, le nombre ¢ + € ne

peut pas minorer A. En effet, £ est la limite de la suite décroissante (a,), donc il existe a,
entre £ et £ + €. Mais a,, ne minore pas A, donc £ + € ne minore pas non plus A.

Nous avons prouvé que toute partie minorée de R possede un infimum.

La preuve que toute partie majorée posséde un supremum se fait de la méme facon. O
LEMooSSVKooDPhSkq
Lemme 1.385.
Soit une partie A de R. Si M est un majorant de A, alors M = sup(A).

Démonstration. Si M < sup(A), alors en posant € = sup(A) — M, le nombre sup(A) — € est encore
un majorant de A, ce qui est impossible par définition d’un supremum. O

1.20.5.1 Intervalles
LEMooRMUCooMKiTGr

Lemme 1.386 ([1]).

Soit une partie A de R. ITEMooIQECo0F  JFKz

(1) Nous supposons que A admette un supremum qui n’est pas dans A. Si x est un élément de
A strictement plus petit que sup(A), alors il existe y € A tel que x <y < sup(A4).

(2) Nous supposons que A admette un infimum qui n'est pas dans A. Si x est un élément de A
strictement plus grand que inf(A), alors il existe y € A tel que inf(A) <y < x.

Démonstration. Soit € > 0. Par définition 1.384 d’un supremum, le nombre sup(A4) — € n’est pas

un majorant de A. Autrement dit, il existe y € A tel que y > sup(A4) — e. Vu que sup(A) est plus

grand que tous les éléments de A et qu’il n’est pas lui-méme dans A, nous avons aussi sup(A) > y.
En mettant bout a bout :

x < sup(A) — e <y < sup(A4). (1.569)

O

PROPooHPMWooQJXCAS

Proposition 1.387 ([1]).
Tous les intervalles'** de R sont d’une des formes listées dans la définition 1.581.

Démonstration. 1l y a beaucoup de cas, et nous ne les feront pas tous '4°.

144. Définition 1.20.
145. Si vous avez un doute, écrivez-moi.
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(i) Si I est borné vers le haut et vers le bas Ily a4 possibilités suivant que inf(I) et sup(I)
soient ou non dans I.

(ii) Si inf([) € I et sup([) € I Nous prouvons que I = [inf(I),sup(IT)].
(i) Dans un sens Si = € I nous avons inf(]) < x < sup(I) parce que inf(J) est un minorant
de toute élément de I alors que sup(/) est un majorant de tout élément de I. Donc
x € [inf(I),sup(7)].
(ii) Dans ’autre sens Soit inf(I) < 2 < sup(I). Vu que I est un intervalle et que sup(/) et
inf(7) sont deux éléments de I, nous avons x € I.

(iii) inf(I) € I et sup(I) ¢ I Nous allons démontrer que I = [inf(1), sup(I)[.
(i) Dans un sens Soit = € I. Nous savons (par définition de I'infimum et du supremum) que

inf(I) < z < sup(z). Mais nous sommes dans un cas ou sup(/) # z parce que sup(])
n’est pas dans I. Donc

inf(I) <z <sup({), (1.570)
ce qui montre que I < [inf(I), sup(l)][.

(i) Dans P’autre sens Soit = € [inf([),sup(I)[. Nous utilisons le lemme 1.386(1) : il existe
y € I tel que inf(J) < z <y < sup(I). Vu que inf(I) € I, que y € I et que I est un
intervalle, nous avons aussi x € I et donc I < [inf(I), sup(I)[.

(iv) inf(I) ¢ I et sup() € I C’est le méme raisonnement, mais en utilisant 'autre partie du
lemme.

(v) inf(I) ¢ I et sup() ¢ I Nous prouvons que I = |inf(I),sup(I)][.

(i) Dans un sens Nous avons

I c {x € R tel que inf(I) <z <sup(I)}. (1.571)

Mais comme inf([) et sup(I) ne sont pas dans I, nous pouvons les enlever dans le
membre de droite :

I c {z € R tel que inf(I) <z <sup(I)} = |inf(I),sup(I)[. (1.572)

(ii) Dans ’autre sens Si x € I, nous avons inf(/) < x < sup(/). En utilisant les deux parties
du lemme, nous avons y; et yo dans I tels que

inf(I) < y1 <z < ys <sup(l). (1.573)

Vu que I est un intervalle, nous en déduisons que x € I.

(vi) inf(I) = —oo, sup(I) € I Nous prouvons que I = |—o0,sup(])].

(i) Dans un sens L’inclusion I ¢ {x € R tel que x < sup([/)} est automatique : sup(/) majore
tous les éléments de 1.

(i) Dans Pautre sens Soit < sup(/). Vu que I n’a pas d’infimum, il existe y € I tel que
y < x < sup(l). Comme I est un intervalle nous déduisons que x € I.

Je vous laisse voir les autres cas. O

1.20.5.2 Quelques exemples

En matiere de notations, le maximum de I’ensemble A est noté max A, le supremum est noté
sup A. Le minimum et I'infimum sont notés min A et inf A.

Exemple 1.388.
Exemples de différence entre majorant, supremum et maximum.

— Le nombre 10 est un supremum, majorant et maximum de l'intervalle fermé [0, 10],



1.20. LES REELS 143

— Le nombre 10 est un majorant et un supremum, mais pas un maximum de 'intervalle ouvert

10,10,
— Le nombre 136 est un majorant, mais ni un maximum ni un supremum de l'intervalle [0, 10].
A
En utilisant les notations concises, ces différents cas s’écrivent ainsi :
10 = max[0, 10] = sup[0,10] 10 = sup|0, 10[ (1.574)

Exemple 1.389.

Si on dit qu’'un pont s’effondre & partir d’une charge de 10 tonnes, alors 10 tonnes est un supremum
des charges que le pont peut supporter : si on met 9,999999 tonnes dessus, il tient encore le coup,
mais si on ajoute un gramme, alors il s’effondre (on sort de 'ensemble des charges acceptables). A

Exemple 1.390.
Si on dit qu'un pont résiste jusqu’'a 10 tonnes, alors 10 tonnes est un maximum de la charge
acceptable. Sur ce pont-ci, on peut ajouter le dernier gramme. Mais a partir de l&, le moindre truc

qu’on ajoute, il s’effondre. A
LEMooWCUXooFqTwDK

Lemme 1.391.
A propos de bornes d’un intervalle.

(1) La borne inférieure d’un intervalle est son infimum,
(2) la borne supérieure est le supremum.

(3) Si de plus lintervalle est fermé, linfimum est un minimum et le supremum est un maximum.

Exemple 1.392.
Quelques exemples dans les intervalles.

(1) A = [1,2]. Tous les nombres plus petits ou égaux a 1 sont minorants, 1 est infimum et
minimum. Le nombre 2 est un majorant, le maximum et le supremum.

(2) B = ]3,7[. Le nombre 7 est le supremum et est un majorant, mais n’est pas le maximum
(parce que m ¢ B). L’ensemble B n’a pas de maximum. Bien entendu, —1000 est un minorant.

Dans les deux cas, le nombre 53 est un majorant. A
Il existe évidemment de nombreux exemples plus vicieux.

Exemple 1.393.

Prenons F = {% tel que n € Np}, dont les premiers points sont indiqués sur la figure 1.1. Cet
ensemble est constitué des nombres 1, %, %, ...Le plus grand d’entre eux est 1 parce que tous les
nombres de la forme % avec n = 1 sont plus petits ou égaux a 1. Le nombre 1 est donc maximum
de E.

L’ensemble E n’a par contre pas de minimum parce que tout élément de E s’écrit % pour un
certain n et est plus grand que %H qui est également dans F.

Prouvons que zéro est I'infimum de E. D’abord, tous les éléments de E sont strictement positifs,
donc zéro est certainement un minorant de E. Ensuite, nous savons que pour tout € > 0, il existe
un n tel que % est plus petit que €. L’ensemble E posséde donc un élément plus petit que 0 + &,

et zéro est bien 'infimum. AN

L’exemple suivant est une source classique d’erreurs en ce qui concerne linfimum. Il sera a
relire apreés avoir vu la définition de limite (définition 10.23).

Exemple 1.394.

Les premiers points de I’ensemble F' = {# tel que n € Ny} sont représentés a la figure 1.2. Bien
que (comme nous le verrons plus tard) la limite de la suite x,, = (—1)"/n soit zéro, il n’est pas
correct de dire que zéro est I'infimum de ’ensemble F'. Le dessin, au contraire, montre bien que
—1 est le minium (aucun point est plus bas que —1), tandis que le maximum est 1/2.
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1/2
1/3
. 114 1{5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10

FIGURE 1.1: Les premiers points du type z,, = 1/n. LabelFigSuiteUnSurn

Nous reviendrons avec cet exemple dans la suite. Pour 'instant, ayez bien en téte que zéro
n’est rien de spécial pour I’ensemble F' en ce qui concerne les notions de maximum, minimum et
compagnie. A

; 1/2

114 1/6 1/8 1/10

~1/9

. —I/5 —1/7
~1/3

—1

FIGURE 1.2: Les quelques premiers points du typeafelpig8uiteInverseAlterne

1.20.6 Racines B
SUBSECooMBCNooEqjjTY

Dans cette section, nous définissons 4/ pour x € Q*. Vous notez que c’est fait de fagon assez
algébrique “°, ou en tout cas, en restant proche des définitions. Des définitions plus technologiques
utilisant la continuité de x — z™ et qui prouvent que 'application est bijective sur un domaine
choisi avec prudence existent (voir la définition 12.382). Il est méme expliqué dans [? | que la

méthode décrite ici permet de définir {/x pour tout n entier, et pas seulement pour n = 2.
PROPooUHKFooVKmpte

Proposition 1.395.
Soit g € QF. Il existe un unique r € R tel que > = q.

Plus précisément, en termes des notations de 1.345, pour tout g € Q™ il existe un unique r € R
tel que 72 = ©(q).

Démonstration. En deux parties : d’abord 'existence et ensuite 'unicité.

(i) Existence Si g =0, c’est 7 = 0. Nous supposons g > 0. La suite (z) de la proposition 1.340
a la propriété d’étre de Cauchy dans Q. Donc il existe un réel r qui est la classe de cette
suite. Nous posons donc

r =z (1.575)

2 nous avons, par définition du produit dans R,

272 @ EQooPHLFoth.l%ei%J‘gl

146. Discutable parce que des limites sont utilisées.

En ce qui concerne r
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c’est la classe de la suite de Cauchy donnée par les x% Posons yi, = xi; la relation (1.576)
s’écrit

r? =g (1.577)
La proposition 1.340 nous dit également que y est une suite de Cauchy et que

ur — ¢ (1.578)

La proposition 1.378 donne alors § = ¢, et finalement

r? =q=¢(q). (1.579)

Ici tout n’est pas encore terminé avec ’existence parce qu’il faut nous assurer que r = 0. Ce

n’est pas tres compliqué : si r < 0, alors nous pouvons faire le choix —r qui convient tout
aussi bien : (—7)? = r2.

(i) Unicité Supposons 1,72 € R tels que 3 = r3. La proposition 1.357 dit que R est totalement

ordonné ; disons pour fixer les idées que r; < ry. Cela signifie, par définition de I'ordre sur

R, que 79 — r1 = 0. En posant s = r9 — r1 nous avons ro = r1 + s. Passons au carré; la

distribution dans le calcul suivant provient du fait que IR est un corps :

r2 = (r1 +5)2 =12 + 2r5 + 52 (1.580)

Vu que r% =q= r%, nous avons 2r;s + s2 = 0 ou encore

s(2r;1 +s) =0. (1.581)

Puisque R est un corps, c’est un anneau intégre 47 et la régle du produit nul s’applique : soit

s =0, soit 2rg + s = 0. Puisque 73 > 0 et que s = 0, nous avons 2ry + s > 0 et donc s = 0.
Nous en déduisons que r{ = ro.
O

1.20.7 Corps valué
DEFooBWXXo00AkBBRS

Définition 1.396 (Valeur absolue, corps valué[? ? ]).
Soit un corps K. Une valeur absolue sur K est une application |.|: K — R™* telle que

(1) |x| =0 si et seulement si x =0,
(2) |z +yl < || + [yl
(3) leyl < [=[lyl-
Un corps muni d’une valeur absolue est un corps valué.

Un corps valué sera un espace topologique métrique dans la définition 7.140. Dans le cas d’un
corps totalement ordonné, nous avons une valeur absolue donnée par 1.311(2) et les principales
propriétés dans le lemme 1.315.

1.20.8 Partie entiere, partie fractionnaire
LEMooLEXTooGAQxGB

Lemme-Définition 1.397 ([? ]).
Pour tout réel x, il existe un unique entier n vérifiant

n<z<n+l (1.582)

Dans ce cas nous avons x —n € [0, 1].

Le nombre n ainsi défini est la partie entiére de x, et il sera noté int(z). Le nombre x —int(x)
est la partie fractionnaire de x que nous notons frac(z).

1l est toutefois a noter que la partie fractionnaire de x n’est pas garantie d’étre une fraction ;

cette dénomination est donc un peu trompeuse.
LEMooMMSAooFiRkQd

Lemme 1.398.
Si X € R n’est pas un entier, alors int(\) +2 > A.

147. Lemme 1.238.
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1.21 Les complexes

La notion de module d’un nombre complexe |z| sera donnée beaucoup plus tard, dans le lemme
10.88. La raison est que le module demande la racine carrée.

Définition 1.399 (Nombres complexes[? |).
L’ensemble des nombres complexes C est I'ensemble R? muni des opérations suivantes :

(1)
xg: CxC—->C EQooIJWOoo P%Ié%
((z,9), (2, 9)) = (z2" —yy', 2 + ya') (£553)
(2)
+0: CxC—>C

((ﬂfvy),(l‘/,y/)) — ($+x/’y+y’) (1584)

(3)
- RxC—->C

(A (2,9)) = (A, Ay). (1.585)

Lemme 1.400.
Le triplet (C, +¢, x¢) est un anneau
neutre pour la multiplication est (1,0).

Y8 commutatif dont le neutre pour l’addition est (0,0) et le

Démonstration. Ce ne sont que des calculs. Juste pour vous montrer, voici la premiére partie pour
I’associativité :

((a,5) (1)) (5. ) = (az — by, ay + ba)(s, 1 (1.5864)

= (axs — bys — ayt — bxt,axt — byt + ays + bxs). (1.586b)

Nous avons utilisé la distributivité sur R, provenant du fait que R est un corps par le théoréme

1.344. O
Lemme 1.401.

L’anneau C est un corps.

Démonstration. 11 suffit de trouver un inverse pour chaque élément non nul. Soit un élément non
nul (a,b) € C. En combinant les lemmes 1.373 et 1.374 nous savons que a® +b? > 0. En particulier,
cet élément est inversible dans R, et nous pouvons considérer I’élément suivant de C :

2= (a2ib2’_a2ib2)‘ (1.587)
Prouver que z(a,b) = (1,0) est maintenant juste un calcul. O
Lemme 1.402.
L’application
piR—0 (1.588)
x — (x,0)
est un morphisme d’anneauzs ™.
Démonstration. Simples calculs. Par exemple
o(xz) = (za',0) = (z,0)(2",0) = p(x)p(z’). (1.589)
O

148. Définition 1.36.
149. Définition 1.37.
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1.403.
Admirez ...

— Un nombre complexe est un couple de réels.

— Un réel est une classe d’équivalence de suites de Cauchy de rationnels.

— Une suite de Cauchy de rationnels est une application N — @ vérifiant certaines propriétés.
— Un rationnel est une classe d’équivalences d’éléments de Z.

— Un élément de Z est une classe d’équivalence de couples de naturels.

— Un naturel sera .. .la c’est plus compliqué. Une construction vraiment rigoureuse des naturels
risque d’étre en dehors du cadre du Frido.

Bref, les objets que nous manipulons sont d’une effroyable complexité.

1.404.
A partir de maintenant, lorsque nous parlons de R, nous parlons en réalité de o(R) < C.

Lemme 1.405.
Nous avons (0,1)? = (—1,0). Nous notons i = (0, 1).

Démonstration. Calcul direct a partir de la définition 1.583. O

La proposition suivante donne la forme cartésienne des nombres complexes. Pour la forme

trigonométrique, il faudra attendre la proposition 18.58.
PROPooKQHLooMFxNLe
Proposition 1.406 ([1]).
L’application
‘R? > C
/ . (1.590)
(a,b) — ap(1) + bi

est un isomorphisme de R-module °.
Cette proposition permet d’écrire tout nombre complexe sous la forme a + bi pour des réels a

et b.
DEFooQDDVooRYDsAJ

Définition 1.407.
Si z = a + bi est un nombre complexe (avec a,b € R), son complexe conjugué est le nombre
a — bi.

L’étude de la série géométrique est reportée a (beaucoup) plus tard, & la proposition 11.101.

Dans I'immédiat il nous est possible de calculer la somme partielle.
LEMooAFSCooWEV1vp

Lemme 1.408 (Somme partielle de la série géométrique).
Soit g € C. Nous avons

N 1 B q
Z . (1.591)

n=0 1_q

. Nous avons évidemment Sy — ¢Sy = 1 — ¢Vt et

+qV
i Log™ AT

1—g¢q

Démonstration. Posons Sy =1+ q + .
donc

O]

150. Module, définition 1.267.
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Chapitre 2

Théorie des groupes

Pour rappel, la notion de groupe est définie en 1.34.

2.1 Groupes

2.2  Groupe dérivé

DEFooVHZAooUgmesE
Définition 2.1.
Si G est un groupe et si g,h € G, nous notons [g,h] = ghg~*h™! le commutateur de g et h.

L’élément neutre est toujours un commutateur : pour g = h, [g,9] = g99 g~ ' =e.

DEFooBNLPooShKYXa
Définition 2.2.
Le groupe dérivé de G est le sous-groupe noté D(G) ou [G,G] engendré' par les commutateurs.

Autrement dit, D(G) est l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant tous les com-
mutateurs. Le groupe D(G) contient toujours au moins le neutre parce que c’est un groupe.

En vertu du lemme 1.262, le groupe dérivé de G est I’ensemble des produits finis de commuta-
teurs. C’est-a-dire que si S, est 'ensemble des produits de m commutateurs, alors

D(G) = @ Sim. (2.1)

LemMMOCooDJJJhy
Lemme 2.3.
Le groupe dérivé est un sous-groupe caractéristique?, et un sous-groupe normal®.

Démonstration. 11 est évident que si o € Aut(G) alors

a(lg. h]) = [a(g), a(h)], (2.2)

c’est-a-dire que D(G) est un sous-groupe caractéristique. En particulier si ¢ est un commutateur,

alors zcaz~! en est encore un, ce qui montre que D(G) est normal dans G. Plus spécifiquement,
z(ghg ' h ™! = (zgz™ N (zha™ ) (zg 2™ (xh 2™ (2.3a)
= (zgz Y (zhz 1) (xgz™ )Y xha™1) 7L (2.3b)
O
PropAPRGooHBkELE

Proposition 2.4.
Le groupe quotient G/D(G) est abélien.

1. Définition 1.257.
2. Définition 1.164.
3. Définition 1.163.

149



150 CHAPITRE 2. THEORIE DES GROUPES

Démonstration. En ce qui concerne le fait que G/D(G) soit abélien, nous savons que pour tout
g,h € G nous avons h~1g~thg € D(G) et donc

[9][h] = [gh] = [ghh~'g"'hg] = [hg] = [R][g]- (2.4)
[

Le groupe quotient G/D(G) est appelé I'abélianisé de G et est parfois noté G,

Si f: G — A est un morphisme entre le groupe G et un groupe abélien A, alors f ( ) =
Du coup f passe au quotient de G par D(G), et il existe une unique application f: G/D(G)
telle que f = fom ott m: G — G/D(G) est la projection canonique.

2.3 Théoremes d’isomorphismes

DEFooWBIYooGNRYOp
Définition 2.5.
Soient un groupe G, un ensemble X et une application f: X — G. Le noyau de f est la partie

ker(f) = {z e X tel que f(x) = e} (2.5)
ou e est l'élément neutre de G.

Si G est un groupe et si N est un sous-groupe normal, alors 'ensemble G/N a une structure
de groupe et la projection canonique 7: G — G/N est un morphisme surjectif de noyau N.

ThoPremierthoisomo
Théoréme 2.6 (Premier théoréeme d’isomorphisme).
Soit 0: G — H un morphisme de groupe. Alors
(1) ker(0) est normal dans G,
(2) Image6 est un sous-groupe de H TtemWLCLAk
(8) nous avons un isomorphisme
G
~ 1 0 2.6
ker() 08¢ (26)

Démonstration. Point par point.
(1) Le fait que ker(f) soit un sous-groupe de G est clair; montrons qu’il est normal. Si g € G et
u € ker(), alors (g~ ug) = 0(g1)0(u)0(g) = (H(g))_le( ) = 1p, et donc g~ 'ug € ker(6).
(2) 1 suffit de remarquer que si h = 6(g) et b’ = 0(g’), alors h='h' = (g~ 1¢g").
(3) Si [g] représente la classe de g dans G/ ker(0), I'isomorphisme est donné par ¢([g]) = 6(g).

O
THOooURXUooQJvkjx
Théoréme 2.7 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme).
Soient H et N deux sous-groupes de G et supposons que N soit normal*. Alors
(1) NH = HN est un sous-groupe.
(2) Le groupe N est normal dans N H.
(3) Le groupe N n H est normal dans H. ItemjRPajc
(4) Nous avons l’isomorphisme
HN H
— . 2.7
N Hn N 27)

Démonstration. Point par point.

4. Si N n’est pas normal, il y aura la proposition 2.8.
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(1) Tl est clair que 1 € NH. Soient nh et n’h’ deux éléments de NH ; alors en tenant compte
du fait que N est normal,
nhn'h = nhn'h" hh' € NH. (2.8)
—
eN
Cela prouve que N H est un groupe.

De la méme facon, nous prouvons que HN est un groupe par

hnh'n’ = hh' Q'_lnﬁ: n'e HN (2.9)
eN

Nous devons encore prouver que HN = NH. Pour cela, nh € HN, car nh = hh™'nh, les
trois derniers facteurs formant un élément de N par normalité ; de méme hn € N H, montrant
que NH = HN. Enfin, comme (nh)~! = h='n~!, les inverses de NH sont dans HN = NH.

(2) N est normal dans G, a fortiori dans I'un de ses sous-groupes.

(3) 1 suffit de voir que, si h € H et n€ N n H, alors hnh~! € N n H. Or, hnh~! € H puisque
H est un sous-groupe ; et hnh™! € N car N est un sous-groupe normal de G.

(4) 11 faut d’abord remarquer que H et N étant des groupes et le produit NH étant un groupe,
nous avons NH = HN. Soit le morphisme injectif

ji: H—> HN
J (2.10)
h—h
et la surjection canonique
c: HN — HN/N (2.11)
Nous considérons ensuite 'application composée
:H—> HN/N
/ / (2.12)
h — hN.

(i) f est surjective L’application f est surjective parce que 1'élément hnN € HN/N est
I'image de h, étant donné que hnN = hN.

(ii) ker(f) = Hn N Sia € Hn N, nous avons f(a) = aN = N, et donc H n N < ker(f).
D’autre part, si h € H vérifie h € ker(f), alors f(h) = hN = N, ce qui est uniquement
possible lorsque h € N.

Le premier théoréme d’isomorphisme implique alors que H/ker(f) ~ Image f, c’est-a-dire
H/NnH~HN/N. (2.13)

O
PROPooVBGMooPT1yLF

Proposition 2.8 (Deuxiéme théoreme d’isomorphisme (suite)).
Soient N et H des sous-groupes de G. Si H normalise N, c’est a dire si A(Nh™' € N pour tout
h € H, alors nous avons l’isomorphisme

(2.14)

ThoezgBep
Théoréme 2.9 (Troisieme théoréme d’isomorphisme).
Soient N et M deux sous-groupes normauz de G avec M < N. Alors N/M est normal dans G/M
et

(G/M)/(N/M) ~ G/N. (2.15)
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Démonstration. Afin de montrer que N /M est normal dans G/M, nous considérons g € G, nM €
N/M et nous calculons

gnMg™t = gng L gMg™' = gng™' M e N/M. (2.16)
— ——
=M eN

Pour prouver I'isomorphisme nous considérons le morphisme

v: G/M — G/N

oM o gN (2.17)

Ce morphisme est surjectif et son noyau est N/M, parce que ¢(gM) = N uniquement si g € N.
Nous pouvons appliquer le premier théoreme d’isomorphisme a ¢ en écrivant

(G/M)/ker(p) ~ Image ¢, (2.18)

c’est-a-dire
(G/M)/(N/M) ~ G/N. (2.19)
O

2.4 Indice d’un sous-groupe et ordre des éléments

LEMooFNVRooRCkjLc
Lemme 2.10.
Lorsque H est normal dans G, alors la définition

[a] ) [b] _ [ab] EQooEUESooS&JE%Iﬁl
définit une loi de groupe sur ’ensemble G/H .

Démonstration. Le neutre est [e] et associativité ne pose pas plus de probléme que I'existence d’un
inverse. Le point & vérifier est que la formule (2.20) est une bonne définition : [ah] - [bh'] = [ab]
pour tout h,h’ € H. Nous avons :

[ah] - [ah'] = [ahah'] = [ahb]. (2.21)

Pour montrer que c’est [ab], 'astuce est d’introduire bb~' & coté du a :

[ahb] = [abb~'hb] = [ab] (2.22)
parce que b~ 'hb e H du fait que H soit normal dans G. O
EXooFNIKooHxePSs

Exemple 2.11 ([? ]).
Il ne faudrait pas croire que le groupe quotient G/H est forcément un sous-groupe de G. Par
exemple le quotient Z/2Z est 'ensemble {0, 1} muni de I'addition. En particulier 1 4+ 1 = 0, ce qui
est évidemment faux dans 7Z. Le groupe (Z, +) ne possede aucun élément d’ordre 2.

Il n’en est pas moins vrai que ’application

:G—>G/H
/ / (2.23)
g9 [g]
est un morphisme de groupes. A
DEFooMPIAooIeZNaR

Définition 2.12.
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini, l'indice de H dans G est le nombre |G|/|H|, souvent
noté |G : H|.

Le théoreme de Lagrange dira en particulier que 'indice est toujours un nombre entier. C’est
a ne pas confondre avec le degré d’une extension de corps (définition 6.55).
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TholLagrange
Théoréme 2.13 (Théoréme de Lagrange).
Soit H un sous-groupe du groupe fini G. Alors ITEMooDPKSooNpOusd
(1) L’ordre de H divise l’ordre de G.
(2) Les trois nombres suivants sont égaux :
— le nombre de classes de H a gauche,
— le nombre de classes de H a droite,
— U’indice de H dans G.

En particulier si H est distingué dans G, nous avons

G/H| = . (2.24)

Démonstration. Nous commengons par montrer que les classes de H ont toutes le méme nombre
d’éléments que H. En effet pour chaque g € G nous avons la bijection

p: H—>gH

2.25
h — gh. ( )

L’injectivité de ¢ est le fait que gh = gh’ implique h = h’. La surjectivité est par définition de la
classe.

Les classes a gauche formant une partition de G, le cardinal de G est le produit de la taille des
classes par le nombre de classes :

|G| = |H| - nombre de classes. (2.26)

En particulier nous voyons que |H| divise |G|.
La derniére formule exprime simplement que G/H est par définition le nombre de classes de H

a gauche (ou a droite) dans G. O
CorpZItFX

Corolaire 2.14.
L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise l’ordre du groupe. En particulier dans un groupe d’ordre
n tous les éléments vérifient g" = e.

Démonstration. Soit G un groupe fini et considérons, a g € G fixé, le sous-groupe
H = {g* tel que k € N}. (2.27)

Par le théoréeme de Lagrange 2.13, 'ordre de H divise |G|, mais 'ordre de H est le plus petit & tel
que gF = e, c’est-a-dire 'ordre de g. ]

D’autres résultats a propos d’ordres et d’indices de groupes finis dans la proposition 3.32 et le
lemme 3.34. En particulier le théoreme de Cauchy 3.28 qui dit : si p divise ’ordre du groupe G,
alors G contient au moins un élément d’ordre p.

2.5 Suite de composition

DefJWZSooNcntfK
Définition 2.15 (Suite de composition).
Soit un groupe G.

(1) Une suite de composition dans G est une suite finie de sous-groupes (G;)i—o,...n telle que
{e}=G,<cGp1S...€G SGy=GCG (2.28)

et telle que Giqq est normal® dans G;.

5. Nous rappelons au cas oli, que « normal » signifie « distingué ».
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(2) Les groupes G;/Gi+1 sont les quotients de la suite de composition.

(8) Une suite de Jordan-Hdlder est une suite de composition dont tous les quotients sont
stmples.

L’objet de nos prochaines pérégrinations mathématiques est de montrer que tout groupe fini

admet une suite de Jordan-Hoélder (théoreme 2.21).
LemsKpXCG

Lemme 2.16 (du papillon ou de Zassenhaus[? |).
Soient G un groupe et des sous-groupes A et B. Soient A’ normal dans A et B’ normal dans B.

Alors
(1) A/(An B') est normal dans A'(A n B)
(2) (A" n B)B’ est normal dans (A n B)B’
(3) Nous avons les isomorphismes de groupes

A(AnB) (AnB)B" B'(AnDB)
A(AnB) (AnB)B" B(A'nB)

(2.29)

Démonstration. Nous n’allons pas démontrer chacun des points ; pour plus de détails, nous dirons
simplement que « la preuve est tres similaire dans les autres cas ».
Commencons par montrer que A’'(A n B’) est un groupe. Si a,be A’ et z,ye An B,

axby = zxtaxbrry (2.30)

En utilisant la normalité, 2~ taz € A’, donc zx~taxbr=t € A’ et donc le tout est dans A’'(A n B').
L’ensemble A’(A n B’) est également stable pour I'inverse parce que

e et =gt gt (2.31)
—

eA’

Nous montrons maintenant que A’(A n B’) est normal dans A’(A n B). Soient a,b € A’,
reAnB et fe An B. Alors

(bf) " (az)(bf) = (bf) (agbz” L af) (2.32a)
=ceA’

= f~ lacef (2.32b)
=~ lacf flaf (2.32c)

—

=yeAnB’
=~ lacfy (2.32d)

eA’

e A/(AnB). (2.32¢)

Pour prouver I'isomorphisme

A(AnB) (AnB)B
A(AnB) (A'nB)B"’

(2.33)

nous allons utiliser le deuxiéme théoréme d’isomorphisme (2.8) que nous appliquons & H = An B
et N = A’/(A n B’). La vérification que H normalise N est usuelle. Nous commengons par écrire

A'(An B")(An B) A~B _—
TAnD, > AnBAAGNTD) PP

Pour simplifier un peu cette expression nous prouvons d’abord que

(AnB) A A'(AnB') = (A A B)(An B. EaprREy
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L’inclusion  est facile. Pour lautre sens, étant donné que A’(A n B’) < A nous avons
AnBnA(AnB)=BnA(AnB). EQOOEEVIOOH&).%%SI

Un élément de B n A/(A n B) est un élément de B qui s’écrit sous la forme s = ax avec a € A’
et z € An B. Nous avons alors a = sz~ avec s € B et 27! € A n B. Par conséquent a € B et
donc a € A’ n B. Donc un élément de B n A'(A n B) s’écrit sous la forme ax avec a € A’ n B et
xr € An B. Autrement dit

BnA(AnB)c (A" nB)(An B) (2.37)

et nous avons
(AnB)nA(AnB)=BnA(AnB)c (A nB)(An B, (2.38)
et donc I'égalité (2.35). Toujours dans I'idée de simplifier (2.34) nous remarquons que A N B’ est
un sous-ensemble de A n B, donc A’'(A n B')(An B) = A/(A n B). Il reste donc
A(AnB) AnB
A(ANB) (A nB)(AnB)

(2.39)

Etant donné que les hypotheéses sur A et B sont symétriques, le membre de droite peut aussi
s’écrire en inversant A et B. Nous en sommes a
B'(AnB) A(AnB)
B'(A'nB) A(AnB')’

(2.40)

Nous devons encore justifier B'(A n B) = (An B)B' et B'(A’ n B) = (A’ n B)B’. Vérifions la
premiére égalité, et laissons la seconde au lecteur. Si be B’ et x € A n B, alors

br =xgx ‘bz e (An B)B. (2.41)
=
eB’
O
PROPooUIXNooJdKuAs

Proposition 2.17.
Si G est un groupe fini et si (G;) est une suite de composition pour G, alors l'ordre de G est le
produit des ordres de ses quotients.

Démonstration. Etant donné que G;41 est toujours normal dans G;, le théoréme de Lagrange 2.13
s’applique et, a chaque pas de la suite de composition, nous avons :

_ Gl
|Gt

‘ Gi (2.42)

Git1

11 suffit maintenant d’écrire |G| de fagon télescopique :

Gl= ] Gil (2.43)

0<i<n—1 |Gital

O
DEFoo0SZZSooCrgDyo

Définition 2.18.
Nous disons que les deuz suites de composition (G;)o<i<r €t (Hj)o<j<s sont équivalentes sir = s
et si il existe une permutation o € S,._1 telle que

Gi _ Hoq)
Giv1 Ho@py41

(2.44)

Proposition 2.19 (Schreider).
Deuz suites de composition d’un méme groupe admettent des raffinements équivalents.
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Démonstration. Soient les suites de composition

{e}=Gnc...cGicGy=G (2.45a)
{e}=Hp,<...CH CHy=G (2.45b)

Nous raffinons la suite (G;) en remplagant G;+1 < G; par
G = Gi+1(Gi N Hn) (= Gi+1(Gi N anl) c... < Gi+1(Gi N H()) = Gy, (2.46)

et de méme pour (Hj). Le groupe Gi41(G; n Hy,) est normal dans Gi11(G; n Hi_1) parce que Giqq
étant normal dans G;, et Hy, dans Hj_q, le lemme 2.16 s’applique. Nous avons donc bien défini un
raffinement.

Nous devons maintenant prouver que les deux raffinements ainsi construits sont des suites de
composition équivalentes. D’abord elles ont la méme longueur mn parce que chacun des m éléments
de la suite (G;) a été remplacé par n éléments et inversement, chacun des n éléments de la suite
(Hj) a été remplacé par m éléments.

Par ailleurs, les quotients du raffinement de (G;) sont de la forme

Gi+1(Gi N Hk) N Hk+1(Hk N G@) Equ'i |
Git1(Gi n Hpy1)  Hipp1(Hi 0 Gigr) ’

en vertu du lemme du papillon (2.16). Le membre de droite de (2.47) est un des quotients du

raffinement de (H;). O
LemBSicRJ

Lemme 2.20 (Schreider strictement décroissant).
Soient X1 et Yo, deux suites de composition strictement décroissantes du groupe G. Alors elles
admettent des raffinements équivalents strictement décroissants.

Démonstration. Par hypothése, 31 et Yo n’ont pas de répétitions. Soient X7 et 34, des raffinements
équivalents donnés par le lemme de Schreider. Etant donné que ce sont des suites de composition
équivalentes, elles ont le méme nombre de quotients réduits a {e}, c’est-a-dire le méme nombre de

répétitions.
Les suites X} et XY obtenues en retirant les répétitions de X} et X} sont des raffinements
équivalents de Y1 et ¥ et strictement décroissants. ]
ThoLgxWIC
Théoréme 2.21 (Jordan-Holder).
A propos de suites de Jordan-Hdlder dans un groupe fini. ITEMooRSDDooNHKFYO
(1) Tout groupe fini admet une suite de Jordan-Holder. ITEMooGBOCooBAgnyt

(2) Toutes les suites de Jordan-Hélder dans un groupe fini sont équivalentes.

Démonstration. En deux parties.

(i) Pour (1)

(ii) Pour (2) Par définition, une suite de Jordan-Holder n’a pas de raffinement strictement
décroissant (& part elle-méme) parce que G;11 est normal maximum dans G;. Si 31 et ¥y sont
des suites de Jordan-Hélder nous pouvons considérer les raffinements équivalents strictement
décroissants ¥} et X5 du lemme de Schreider 2.20. Nous avons ¥} ~ X}, mais par ce que
nous venons de dire & propos de la maximalité, ¥} = X; et X} = Xy, D’ou le résultat.

O
2.6 Groupes résolubles
Def0SYNooTROIKs
Définition 2.22.
Le groupe G est résoluble si il existe une suite finie de sous-groupes G;
{e}=G,cGp1c...cGicGy=G (2.48)

avec G normal dans Giy1 et G;/Git1 abélien.
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Il s’agit d’un groupe qui admet une suite de composition® dont les quotients sont abéliens.
LemOARMooYhYmbH

Lemme 2.23 ([? ]).

Soit G un groupe et H un sous-groupe normal. Le groupe G/H est abélien si et seulement si’
D(G)c H.

Démonstration. Les propositions suivantes sont équivalentes :
— Le groupe G/H est abélien
— pour tout x,y € G, [7][y] = [y][z]
— [2]lyll="]ly "] = [e]
— [zya~ly ] =[]
— [x,y] € H, voir la définition 2.1.
— D(G)c H.

U
PropRWYZooTarnmm

Proposition 2.24 ([? ]).
Un groupe est résoluble si et seulement si sa suite dérivée termine sur {e}.

Démonstration. Grace au lemme 2.3 et a la proposition 2.4, si la suite dérivée termine sur {e} alors
la suite dérivée est une suite qui répond aux conditions de la définition 2.22 de groupe résoluble.

Il faut donc encore montrer le sens direct. Nous supposons que G est un groupe résoluble et
nous étudions sa suite dérivée. Nous avons une suite

{e}=G,cGp1c...cGicGy=G (2.49)

avec G;/G;11 abélien et G; 11 normal dans G;. Nous allons prouver par récurrence que D*(G) < G;.
Pour i = 0 nous avons bien G © Gg. Notre hypothese de récurrence est :

Di(G) -G EqEAQEooE&e%]EBl

Par le lemme 2.23 nous avons aussi

D(Gi) - G'H—l' EqEDJXOOLP%%ij

En dérivant (2.50) et en tenant compte de (2.51), D'*1(G) = D(G;) = G;4+1. Donc par récurrence
nous avons bien D¥(G) = G}, pour tout k. En particulier pour k¥ = n nous avons D*(G) = G,, =
{e}. O

PropBNEZooJMDFIB
Proposition 2.25.

Soient des groupes G et H. Nous supposons que G est résoluble et nous considérons un morphisme
Y: G — H. Alors ¢Y(G) est résoluble.

Démonstration. Puisque G est résoluble, il existe une suite de sous-groupes G; tels que
{e}=G,cGp1c...c G cGy=G (2.52)

avec G; normal dans Gj41 et G;/G,11 abélien. Nous posons ¥ (G); = ¥(G;) et nous avons ¢ (G),, =
¥({e}) = {e} ainsi que ¥(G)o = ¥(G); donc

{e} = ¥(G)n (Gt © ... cY(G)1 < P(G)o = P(G). (2.53)
La proposition 1.175 nous indique que ¥ (G); est normal dans ¥(G);+1, et que ¥ (G);/V(G)it1
est abélien. O

6. Voir définition 2.15.
7. Ici D(G) est le groupe dérivé de G, voir 2.2.
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2.7 Action de groupes

Le concept d’action d’un groupe est donné par la définition 1.304
Lemme 2.26.
Pour tout g € G,
(1) L’application ¢4: E — E est injective,
(2) Pour Uinverse : (¢g)~! = ¢y-1.

Démonstration. Siz,y € E sont tels que ¢4(z) = ¢4(y) alors en appliquant ¢,-1 aux deux membres
nous trouvons

(¢g*1¢g)(x) = (¢g*1¢g)(y)7 (254)
ce qui donne x = y parce que @g-1¢y = ¢g-14 = ¢ = Id.
Les trois dernieres égalités écrites disent que ¢ -1 est l'inverse® de bg. O

Pour alléger les notations, on convient d’écrire g - x, voire plus simplement gz au lieu de ¢4(x).

Le deuxiéme axiome d’action de groupe dit que la notation ghx ne souffre d’aucune ambiguité.
DEFooMZXFooXbwGj j

Définition 2.27 (Orbite).
Si G agit sur un ensemble E, nous notons G - x l'orbite de x € F sous l'action de G :

G - x = {gz tel que g € G}.
DEFooMDYGooLrOERP
Définition 2.28 (Stabilisateur).
Si G est un groupe agissant sur l'ensemble F, et si x € E, nous notons G ou Stab(x) le stabili-
sateur de x :
Stab(z) = G, = {g € G tel que g - x = x}. (2.55)

Définition 2.29 (Fixateur).
Si G est un groupe agissant sur l’ensemble E, et si g € G, nous notons enfin Fix(g) le fizateur
de g :
Fix(g) = {x € E tel que g - © = x}. (2.56)
DefuyYJRh
Définition 2.30.
L’action de G sur E est fidéle si I’élément neutre est le seul élément de G a fixer tous les points
de E, c’est-a-dire si
(gr=2 VreE)=g=ce. (2.57)

Un exemple d’action fidele tout a fait non trivial sera donné avec ’action du groupe modulaire
sur le plan de Poincaré dans le théoréme 23.95.
Le groupe G agit toujours sur lui méme a gauche et a droite. L’action & gauche est g - h = gh;
celle & droite est g - h = hg~ .
DEFooCORTooEeOLPT

1

Définition 2.31.
L’action adjointe définie par g - h = ghg™" est une maniére pour un groupe d’agir sur lui-méme
1

par automorphismes. Cela est souvent noté Ad(g)h = ghg™".

En effet pour tout g € G, l'application Ad(g): G — G est un automorphisme de G.

Si H est un sous-groupe de G, nous notons G/H le quotient de G par la relation g ~ gh pour
tout h € H. Lorsque la distinction est importante, nous noterons (G/H), pour les classes & gauche
et (G/H)4 pour les classes a droite.

Nous avons une relation d’équivalence a gauche et une a droite. D’abord

T~yy<szh=y (2.58)

8. Si vous décidez de dire ¢a a un jury dans un concours, soyez préts a préciser les domaines.
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pour un certain h € H. Ensuite
T~qy<ehr=y (2.59)

pour un certain h € H.
Le lemme suivant est une généralisation du théoréeme de Lagrange 2.13.

Lemme 2.32.
L’ensemble (G/H), est fini si et seulement si l'ensemble (G/H)q est fini. Si il en est ainsi, alors
(G/H)q4 et (G/H)q ont méme cardinal, qui vaut lindice de H dans G.

Démonstration. L’application
f:(G/H)g — (G/H)a

]y [ (2.60)

est une bijection bien définie. En effet si x ~, y, nous avons h € H tel que y~th = 271, c’est-a-dire

que 271 ~g y~ ! et f est bien définie. Le fait que f soit surjective est évident. Pour I'injectivité,
soient x,y € G tels que

f(lzlg) = f([ylg)- (2.61)

1 1

Alors 71 ~4 471, ce qui implique I'existence de h € H tel que ha~' = y~!, ou encore que zh™! = v,

ce qui signifie que x ~4 ¥.
Pour I’énoncé a propos de 'indice, nous procédons en plusieurs étapes simples.

(1) Les classes (les éléments de (G/H)4) forment une partition de G.

(2) Toutes les classes ont le méme nombre d’éléments par la bijection

filzlg = [yl

2.62
xh — yh. ( )
(3) Le nombre d’éléments dans une classe est égal a |H| par la bijection
dxlg — H
g: [z]g (2.63)
zh — h.
Par conséquent
|G| = |H| - nombre de classes = |H| - Card ((G/H)g), (2.64)
et nous avons bien o
Card ((G/H),) = ||H‘| = |G : H|. (2.65)
O
Propszymlr
Proposition 2.33 (Orbite-stabilisateur|? ]).
Soient G un groupe agissant sur un ensemble ¥ et x € F.
(1) Les ensembles G - = et G/G, sont équipotents. ITEMooCHUGo0COFHYk

(2) L’orbite de Fix(x) est finie si et seulement si Fix(x) est d’indice fini dans G. Dans ce cas

nous avons

Card(G - z) = |G : Fix()|. Eat

Une autre fagcon d’écrire la méme formule :
. EqC
G| = | Fix()]|O% . ek

C’est la formule (2.66) qui est nommée formule des classes sur wikipédia.

Démonstration. En deux points.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Action_de_groupe_%28math%C3%A9matiques%29#Formule_des_classes.2C_formule_de_Burnside
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(1) Soit l'application
v: G x—> G/Gy

a -z [a].

(2.68)

Cette application est bien définie parce que si a - £ = b - x, alors il existe h € G, tel que
b = ah, et par conséquent [a] = [b]. Cette application est une bijection et par conséquent
G - z est équipotent & G/G,.

(2) Soit y € O, et Ay, = {g € G tel que g - = = y}. L’ensemble A, est une classe a gauche de
Fix(x), par conséquent |A,| = |Fix(x)| pour tout y € O,. Les A, pour différents y sont
disjoints et nous avons de plus

U 4 =c. (2.69)

y€O,

Les ensembles A, divisent donc G en |O,| paquets de |Fix(z)| éléments. D’oti la formule

(2.67).
O
CORooRRVHooTyCjZZ
Corolaire 2.34.
Soit Cy la classe de conjugaison d’un élément g du groupe fini G. Alors
Card(Cy) = |G : Za(g)| (2.70)

ot Zg(g) est le centralisateur de g dans G° de G.

Démonstration. C’est une application de la proposition 2.33 (formule (2.66)) dans le cas de l'action
adjointe de G sur lui-méme.

En effet, si nous considérons I'action adjointe, I’orbite est la classe de conjugaison : Cy = G - g.
Et le stabilisateur de g pour I'action adjointe n’est autre que le centralisateur de g :

Fix(g) = {h e G tel que h - g = g} (2.71a)

— {h e G tel que hgh™! = g} (2.71b)

= {h € G tel que gh = hg} (2.71c¢)

= Za(9)- (2.71d)

Donc la formule Card(G - g) = |G : Gg4| devient, dans le cas de 'action adjointe de G sur

lui-méme : Card(Cy) = |G : Zg(9)|- O
Lemme 2.35.

Soit G un groupe agissant sur ’ensemble E. On définit x ~ o' si et seulement si il existe g € G tel
que g - x =x2'. Alors
(1) la relation ~ est une relation d’équivalence.
(2) la classe [x] est lorbite O, de x sous G.
CorARFVMP

Corolaire 2.36 (Equation des orbites).
Soient G un groupe agissant sur l’ensemble E et Oy, ..., Ok la liste des orbites (distinctes). Alors

(1) E =, O;, lunion est disjointe,

(2) Card(E) = >, Card(O;).
DefcSuYxz
Définition 2.37.
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E. Un domaine fondamental ou une transversale
est une partie de E contenant un et un seul élément de chaque orbite.

9. Définition 1.161.



2.7. ACTION DE GROUPES 161

Autrement dit, les images des éléments d’un domaine fondamental F' forment une partition de
I’ensemble :

E=|]g(F) (2.72)

geG

ou g(F) =
g(F) ng'(F
Proposition 2.38 (Equation des classes|? |).

Soit G, un groupe fini opérant sur un ensemble E. Si E” est un ensemble contenant exactement
un élément de chaque orbite dans F\Fixg(FE), alors

¢g(F ) = {¢4(z) tel que z € F}. L'union est disjointe, c’est-a-dire que si g # ¢/, alors
) =

PropUyLPdp

O] = [Fix(B) + Y =10 SR

Si de plus G est un p-groupe, alors
Eqgb
|E| = | Fixg(E)| mod p. PEEY

Démonstration. Par le corolaire 2.36, nous avons |G| = >, 5/ |Og| ot E' est une transversale. En
séparant la somme entre les orbites a un élément et les autres,

G| = Card(Fixg(E)) + ) _l6l EacggERs

FOREIORS avons utilisé le fait que |G| = | Fixg(x)]|Oy|.

Si G est un p-groupe alors si € E”, Fixg(z) est un sous-groupe propre de G et donc | Fixg ()]
est un diviseur propre de |G|. Du coup la fraction |G|/| Fixg(z)| est une puissance non nulle de p
et I'équation (2.73) devient immédiatement (2.74). O

Corolaire 2.39 (Equation des classes).
Soient G un groupe, et C1,. .., C; la liste de ses classes de conjugaison contenant plus d’un élément.

Alors

Card(G) = Card (Z +Z|G Z,,| = Card (2 +Z o dar§1X )gl)) EakEfueg

st g; € CZ

Démonstration. Etant donné que les classes de conjugaison sont disjointes, le cardinal de G est
bien la somme des cardinaux de ses classes. Les classes ne contenant qu’un seul élément sont celles
des éléments de Z(G). En ce qui concerne les autres orbites, Card(Cy,) = |G : Z,,| par le théoreme
orbite-stabilisateur (proposition 2.33). O

THOooEFDMooDfos0Ow
Théoréme 2.40 (Formule de Burnside).
St G est un groupe fini agissant sur l’ensemble fini E et si Q) est [’ensemble des orbites, alors

Z Card (Fix(g)). EqTPQS.bf]?\gI

geG

Card Q
) |G|

Démonstration. Nous considérons ’ensemble

A ={(g,x) € G x E tel que gx = x}, (2.78)


http://fr.wikipedia.org/wiki/Action_de_groupe_%28math%C3%A9matiques%29
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et nous en calculons le cardinal de deux fagons. D’abord

Card(A) = Z Card{g € G tel que gx = =} (2.79a)
el
= ) Card(Fix(z)) (2.79b)
zeE
= > )] Card(Fix(x)) (2.79¢)
wEe) TEW

_l&l EQm LS

=, Card(w)
=|G]|. (2.79¢)

Pour obtenir (2.79d) nous avons utilisé 'équation des classes (2.67). L’autre fagon de calculer
Card(A) est de regrouper ainsi :

Card(A) = Z Card{z € F tel que gz = z} = Z Card(Fix(g)). (2.80)
9eG gelG

En égalisant les deux expressions de Card(A) nous trouvons

|G| Card(Q) = ) Card(Fix(g)). (2.81)
geG

O

PROPooMYKKooLetZWi

Proposition 2.41.
Soient G un groupe, et H, un sous-groupe du centre de G.

(1) H est normal dans G.
(2) Si G/H est monogéne, alors G est abélien.

Proposition 2.42 ([? ]).

L’indice du centre d’un groupe n’est jamais un nombre premier.
THOooRGSTooIWyhqgt

Théoréme 2.43.
Soit G un groupe cyclique'® d’ordre n.

(1) Tout sous-groupe de G est cyclique.
(2) Pour chaque diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe Hg de G d’ordre d.
Si a est un générateur de G, alors Hy peut étre décrit des fagons suivantes :
Hy = {x e G tel que 2% = e} = {x € G tel que Iy € G tel que y* = z} = (a™?). (2.82)

DEFoo(DHPooCfDEuL
Définition 2.44.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Nous disons que l’action est transitive si elle
posséde une seule orbite. L’action est libre si g - x = ¢’ - x implique g = ¢'.

2.8 Produit semi-direct de groupes

Définition 2.45.
Une suite exacte est une suite d’applications comme suit :

fooop, g, T (2.83)

ot pour chaque i, les applications f; et fi11 vérifient ker(fi11) = Image(f;). Lorsque les ensembles
A; sont des groupes, alors nous demandons de plus que les f; soient des morphismes.

10. Définition 1.265.
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Trés souvent nous sommes confrontés a des suites exactes de la forme

1 At

G—1-B 1 (2.84)

ou G, A et B sont des groupes, 1 est I'identité. La premiére fleche est application {1} — A qui
a 1 fait correspondre 1. La derniere est I'application B — 1 qui a tous les éléments de B fait
correspondre 1. Le noyau de f étant I'image de la premiére fleche (c’est-a-dire {1}), I'application f
est injective. L’'image de g étant le noyau de la derniére fleche (c’est-a-dire B en entier), 'application

g est surjective.
DEFooKWEHooISNQzi

Définition 2.46.

Soient N et H deux groupes et un morphisme de groupes ¢: H — Aut(N). Le produit semi-
direct de N et H relativement d ¢, noté N x4 H est l’ensemble N x H muni de la loi (que l'on
vérifiera étre de groupe)

(n,h) - (0, 1) = (nen(n'), k). EPER)

Attention a I'ordre quelque peu contre-intuitif. Lorsque nous notons NV x4 H, c’est bien ¢: H —
Aut(N), c’est-a-dire H qui agit sur NV et non le contraire.

Lorsque N et H sont des sous-groupes d’'un méme groupe, le plus souvent ¢ est ’action adjointe
définie en 2.31.

Le théoréme suivant permet de reconnaitre un produit semi-direct lorsqu’on en voit un.
THOo0ZNYTooPhnIdE

Théoréme 2.47 ([8]).
Soit une suite exacte de groupes

1 N—t~G—=sH 1 (2.86)

Si il existe un sous-groupe H de G a partir duquel s est un isomorphisme, alors

G ~i(N) x, H (2.87)
ot o est laction adjointe™ de H sur i(N).

Démonstration. Nous posons N = i(IN) et nous allons subdiviser la preuve en petits pas.

(1) N est normal dans G. En effet étant donné que la suite est exacte nous avons N = ker(s).
Le noyau d’un morphisme est toujours un sous-groupe normal.
(2) N n H = {e}. L’application s étant un isomorphisme depuis H, il n’y a pas d’éléments de H

dans ker(s) autre que e. TtemzIaXGM

(3) G = NH. Nous considérons g € G et h € ﬁ:cel que s(g) = s(h). L’existence d’un tel h est
assurée par le fait~que s est surjective depuis H. Du coup nous avons e = s(gh™!), c’est—é:diNre
gh~! € ker(s) = N. Nous avons donc bien la décomposition g = (gh~!)h, et donCIQeITU&lﬁé

(4) L’écriture g = nh avec n € N et h € H est unique. Si nh = n/R’, alors n = n’K’h~1, ce qui
signifierait que /’h~! € N. Mais étant donné que H n N = {e}, nous obtenons h = h’ et par
suite n = n/. TtemUZ1rKo

(5) L’application

:G—> NxH
¢ (2.88)
nh— (n,h)
est une bijection. C’est une conséquence des points (3) et (4).
(6) Sisur N x H nous mettons le produit
(n,h) - (n',h') = (nopn’, hh') (2.89)

11. Le fait que H agisse sur i(N) fait partie du théoréme.
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oll o est I'action adjointe du groupe sur lui-méme, c’est-a-dire o, (y) = zyz ", alors ¢ est un
isomorphisme. Si g, ¢’ € G s’écrivent (de fagon unique par le point (5)) g = nh et ¢’ = n'h’

alors

p(nhn'h) = ¢p(n hn’ff_l hh) (2.90a)

eN
= ¢((nhn/h™1) (k1)) (2.90b)
= (nhn’h™%, hh) (2.90c)
= (n,h) - (n',h) (2.90d)
= ¢(nh)p(n'n’). (2.90e)
O
CoroGoh0Z

Corolaire 2.48.
Soit G un groupe, et N, H des sous-groupes de G tels que

(1) H normalise N (c’est-a-dire que op(n) = hnh=' € N pour tout he H et ne N12),
(2) H N = (e},
(3) HN = G.

Alors Uapplication
v: Nxs H—>G

(1) > (2.91)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. En plusieurs parties.

(i) ¢ est un morphisme Simple calcul en utilisant la formule (2.85) du produit dans N x, H :

Y((n, h)(n', 1)) = ¢ (non(n'), hh') (2.92a)
— nhn'h~ hh/ (2.92b)
= nhn'h’ (2.92c)
= Y, B (', ). (2.924)

(ii) ¢ est injective Supposons que ¢ (n,h) = (n',h’). Alors nh = n'h’ et
n=n'nhL. (2.93)

En multipliant par (n/)~! nous trouvons

R'h~t = (n')"ne N. (2.94)

Donc W’h™' € H n N = {e}. Nous en déduisons que h = h’ et donc que n = n’.

(iii) 1 est surjective Nous savons que HN = G. Soit g € G. Il existe h € H et n € N tel que
g~ = h~In~!. Avec ces éléments nous avons

g =nh =1Y(n,h). (2.95)
]

Dans les hypotheses, 'ordre entre N et H est important lorsqu’on dit que c’est N qui agit sur
H ; mais ’hypothese NH = G est équivalente & HN = G (passer a 'inverse pour s’en assurer).
Insistons encore un peu sur la notation : dans N x, H, c’est H qui agit sur N par o.

12. Ou encore que H agit sur N par automorphismes internes.
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2.9 Groupe de torsion

Soit G un groupe. Un élément g € G est un élément de torsion si il est d’ordre fini. La
torsion de G est 'ensemble de ses éléments de torsion. Nous disons qu’un groupe est un groupe
de torsion si tous ses éléments sont de torsion.

Exemple 2.49.
Le groupe additif QQ/Z est un groupe de torsion parce que si [z] = [p/q], alors ¢[z] = [p] = [0]. A

2.10 Famille presque nulle

Soit (G, +) un groupe abélien et F = {g;}ic; une famille d’éléments de G indicés par un
ensemble I. Le support de F est 'ensemble {i € I tel que g; # 0}. La famille est dite presque
nulle si le support est fini.

Nous disons que F est une suite si I = IN.
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Chapitre 3

Anneaux

Attention aux conventions. Dans le Frido, un corps peut étre réduit a {0} et un idéal premier
ne peut pas étre {0}. Ces conventions ont une série de conséquences un peu partout, par exemple
dans la proposition 3.79 ou nous parlons d’idéal maximum propre. Comparez par exemple avec [?
|. Soyez attentifs.

En cas de doutes, nous suivons les conventions de Wikipédia.

3.1 Inversibles et nilpotents

Le concept d’anneau est la définition 1.36.
LEMooOYZEooLivKWI

Lemme 3.1.
Si a et b commutent, nous avons, pour tout r € N et r > 0, la formule

at Tl prtl = (a _ b) (i ar—kbk> ) Eqarpurtxgs‘lﬁ
k=0

Démonstration. Démontrons cela par récurrence. Le cas r = 0 est évident. Pour un r donné, si
(3.1) est vraie, alors

r+2 b?‘+2 _ a?’+1a o aT+1b + a'l‘—i-lb o b?“—i-lb

_ ar+1(a _ b) + (arJrl _ br+1)b

=a"a—0b)+ (a—D) (Z a” kbk>

=(a—b <r+1 (Zar kbk> )
_ (a—b) (ar+1 + Z a” kbk+1>
k=0
r+1
_ (a—b)( r+1+ Z r+1 k’bk/>
k'=1
r+1
_ ((l—b) (2 a(r-‘rl) k’bk’>
k'=0

Proposition 3.2.
Si a est un élément nilpotent de l'anneau A, alors 1 — a est inversible. Si a est nilpotent non nul,
alors il est diviseur de zéro.
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Démonstration. Soit n le minimum tel que @™ = 0. En vertu de la formule (3.1) nous avons

l=1-a"=(1—-a)(l+a+-+a"H=00+a+-+a"H(1—a). (3.2)

n—1

La somme 1 +a+ ---+ a"" " est donc un inverse de (1 — a). O

3.2 PGCD, PPCM et éléments inversibles

La définition de pged et ppem dans un anneau commutatif est la définition 1.212. Dans la
plus grande tradition, elle a été introduite sans motivation, et utilisée par-ci par-la. Nous revenons
maintenant dessus.

Commencons par donner une autre vision de la divisibilité dans les anneaux integres.
PropDiviseurIdeaux

Proposition 3.3.
Dans un anneau intégre' A, on a léquivalence suivante concernant deux éléments a,be A :

a|b< (b) c(a). (3.3)

Donc la divisibilité devient en réalité une relation d’ordre dont nous pouvons chercher un
maximum et un minimum. Si S est une partie de A, nous notons a | S pour exprimer que a | x
pour tout x € S; de la méme facon, S | b signifie que = | b pour tout x € S.

Nous rappelons également la définition 1.37 de morphisme d’anneaux. Remarquons que si f
est un morphisme, nous avons f(0) = 0 et f(z)~! = f(z1).

Lemme 3.4 ([?7]).
Les éléments inversibles d’un anneau sont diviseurs de tous les éléments.

Démonstration. Soit k inversible d’inverse k' : kk’ = 1; soit aussi a € A. Alors a = k(k'a), ce qui
montre que k divise a. O

Lemme 3.5 ([?7]).
Dans un anneau, 1 est un pged de a et b si et seulement si les seuls diviseurs communs sont les
inversibles.

Démonstration. Supposons pour commencer que 1 est un pged de a et b. Un diviseur commun de
a et b doit donc diviser 1. Or un diviseur de 1 est forcément inversible.

Dans 'autre sens, les diviseurs communs de a et b sont tous inversibles et donc diviseurs de 1.
Donc 1 est un pged de a et b. O

3.2.1 Calcul effectif du PGCD et théoréme de Bézout
subSecIpmnhO

Soient a et b, deux entiers que nous allons prendre positifs. Nous allons voir maintenant 1’al-
gorithme de Euclide étendu qui est capable, pour a et b donnés, de calculer le PGCD de a et b,
et un couple de Bézout (u,v) tel que ua + vb = pged(a,b). Ce calcul est indispensable si on veut
implémenter RSA (19.2).

Cela se base sur le lemme suivant.
LemiVqgita

Lemme 3.6.
Soient a,b e N et des nombres q et r tels que a = gb + r. Alors pged(a,b) = pged(r, b).

Démonstration. 11 suffit de voir que les diviseurs communs de a et b sont diviseurs de r et que les
diviseurs communs de r et b divisent a.
Si s divise a et b, alors dans I’équation

1. Définition 1.218.
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les termes a/s et gb/s sont entiers, donc r/s est aussi entier, et s divise r.
Inversement, si s divise r et b, alors il divise ¢b + r et donc a. ]

Remarque 3.7.
Ce lemme est surtout intéressant lorsque a = gb+ r est la division euclidienne de a par b : en effet,
dans ce cas r < b, et le calcul du PGCD de deux nombres (a et b) est ramené & un calcul de PGCD
de deux nombres plus petits (b et 7).

L’algorithme pour calculer pged(a, b) consiste a écrire des divisions euclidiennes successives de
la maniere suivante :

a = qb+ro r9 < b (3.43)
b=gqsre + 13 r3 < T2 (3.4b)
(3.4c)

en remarquant que pged(a,b) = pged(b,m2) = pged(ra, r3). Etant donné que les inégalités ry < b
et r3 < rg sont strictes, en continuant ainsi nous finissons sur zéro, c’est-a-dire qu'’il existera un n
pour lequel 7,.1 = 0; et donc

T"n—1 = gn+1Tn,

et & ce moment nous avons pged(a, b) = pged(rp—1,7n) = Tn.

3.2.1.1 Algorithme d’Euclide pour le PGCD
SUBSECooAEBLooFGJRkg

Ecrivons P'algorithme[? | en détail (parce que Bézout, ca va étre la méme chose en cing fois
plus compliqué). On pose

o =a (3.5a)
r = b (35b)

(ce qui explique que nous n’ayons pas utilisé rg et r; précédemment). Ensuite on écrit la division
euclidienne a = ¢2b + 19, c’est-a-dire ry = gor1 + r2. Cela donne ro et g9 en termes de g et rq :

T2 =To — Q271 (3.6)
Ensuite, sachant 75 nous pouvons continuer :

1= q3r2 + 13 (3.7)
donne g3 et r3 = r1 — q3r2. On continue avec ry = 473 + 4. Tout cela pour poser la suite

To = a

SUBEQooDYUEooYN
= b : ki8S
Tk = Qk+2Tk+1 + Tk+2

ou la troisieme équation définit ri o et qrio en fonction de ri et r. 1, a 'aide du théoreme de la
division euclidienne. La suite (r) ainsi construite est strictement décroissante et a chaque étape
le lemme 3.6 et le principe de l'algorithme d’Euclide nous donnent

{ pged(r, "k+1) = pged(Try1, Tht2) = pged(a, b) (3.9a)
0<rgse1 <7ge (3.9b)

La suite étant strictement décroissante, nous prenons 7,, le dernier non nul : r,.17 = 0. Dans ce
cas, en prenant kK = n — 1 dans la la derniére équation (3.8) devient :

Tn—1 = Gn+1Tn (310)

avec pged(a,b) = pged (s r1) = .
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Exemple 3.8.
Calculons le PGCD de 18 et 231. Pour cela nous écrivons les divisions euclidiennes en chaine :

9231 = 18 - 12+ 15 (3.11a)
18=1-15+3 (3.11b)
15=5-5+0. (3.11c)

Donc le PGCD est 3 (le dernier reste non nul). A

3.2.1.2 Algorithme étendu : calcul effectif des coefficients de Bézout
SUBSECooRHSQooEuBWbd

La difficulté est de construire la suite qui donne des coeflicients de Bézout. Elle va étre construite
a Penvers. Nous supposons déja connaitre la liste compléte des 7y jusqu’a r, = pged(a,b), ainsi
que la liste complete des divisions euclidiennes

Tk = Qk+2Tk+1 t Th42- (3.12)
Nous voulons trouver les couples (ug,vy) de telle fagon & avoir & chaque étape
T = UpTk + VETh—1. (3.13)

Notons que c’est a chaque fois 7, que nous construisons. La premiere équation de type Bézout a
résoudre est
Ty = UnTn + UnTp—1, (3.14)

sachant que r,_1 = gn117n. On pose v, = 0 et u, = 1 et c’est bon. Pour la récurrence, supposons
les coefficients u; et v connus, et déterminons les coefficients up_1 et vi_1. Pour ce faire, nous
égalons les deux expressions pour 7, :

T = ULTE + VkTh—1 = Uk—1Tk—1 + Vb—1Tk—2; (3.15)
dans laquelle nous substituons ry_o = qpreg_1 + 7% :

URTk + VpTh—1 = Ug—1Tk—1 + Vk—1(qTk—1 + Tk) (3.16)
= (Uk—1 + QrVE—1)Tk—1 + Vk—1Tk (3.17)

et nous égalons les coefficients de 7 et rp_1 pour obtenir

{ Vp—1 = Uk (3.18a)
Up_1 = UV — Vp—1Gk- (3.18b)

Des que uy et v ainsi que g sont connus, on peut calculer ux_1 et vi_q.
La derniére équation, celle avec k = 1, est

Tn = U1T1 + V170, (3.19)

c’est-a-dire EaNDMLooDvai
pged(a, b) = uib + via. oo Zlfyb(jl

Nous avons ainsi trouvé des coefficients de Bézout pour a et b.

3.2.2 Générateurs

3.9.
Les éléments de Z/nZ ne sont pas des éléments de Z ; ce sont des parties de Z. Pour rappel :

[a], = {a + kn tel que k € Z}. (3.21)



3.2. PGCD, PPCM ET ELEMENTS INVERSIBLES 171

Pour écrire les éléments de Z/nZ, nous pouvons écrire

{[iln}i=1,..n (3.22)

ou
{[i]n tel que 1 < i < n}. (3.23)

Mais attention : ’ensemble

[i]n (3.24)
=1

]

est tres différent. Ce dernier ensemble est 7Z.
PROPooEWREooUOSMsE

Proposition 3.10 ([? ]).
Soit n = 2.
(1) L’anneau 7Z/n7 contient n éléments
(2) Nous avons Z./n7 = {[k|n}k—o,...n—1-
PROPooSKSYooZoDhIP

Proposition 3.11 ([? ]).
Soient n = 2, a premier avec n, be N, et mq,...,m, € N. Alors

(1) Nous avons Z/nZ = {[am; + bln}i=1.. n;
(2) Nous avons Z/nZ = {[b+ k]n}i=o0,...n—1
(3) Nous avons Z/nZ = {[kalk—o,. . n—1}-
PROPooMTWGooEMbvDi

Proposition 3.12 (7 ]).
Soitn = 2 et m € Z. Nous avons équivalence entre

(1) pged(n,m) =1,
(2) [m], engendre le groupe (Z./nZ,+)
(3) [m], est inversible dans ((Z/nZ)*, - ).

3.2.3 Générateurs pour le groupe multiplicatif
PROPooKSCRooPyInSv

Proposition 3.13 ([? ]).
Le groupe ((Z/nZ)*, : ) est cyclique.

La proposition suivante est un pas important dans I'algorithme de Shor permettant aux ordi-

nateurs quantiques de factoriser rapidement des grands nombres.
PROPooZCKXoo0tocKE

Proposition 3.14 ([? ]).
Soient A, B € N tels que pged(A, B) = 1. Alors il existe p,m € N tels que AP = mB + 1.

3.2.4 Décomposition en facteurs premiers
LemPRuUrsD

Lemme 3.15 (Lemme de Gauss).
Soient a,b,c € 7 tels que a divise be. Si a est premier avec ¢, alors a divise b.

Démonstration. Puisque a est premier avec ¢, nous avons pged(a,c) = 1 et le théoreme de Bé-
zout 1.225 nous donne donc s,t € Z tels que sa + t¢ = 1. En multipliant par b, nous avons
sab + tbc = b. Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a divise

be. Par conséquent b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a. O
LemAXINooOeuMJZ

Lemme 3.16 (Lemme d’Euclide[? ]).
Soient a,b € 7. Si le nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou b.
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Démonstration. Comme p est premier, si il ne divise pas a c’est que pged(a,p) = 1. Dans ce cas le
lemme de Gauss 3.15 implique que p divise b. ]

Le théoréeme fondamental de I'arithmétique permet de décomposer des nombres en facteurs

premiers.
ThoAJFJooAveRvY

Théoréme 3.17 (Décomposition en facteurs premiers|? |).
Tout entier strictement positif peut étre écrit comme un produit de nombres premiers d’une unique
facon, a Uordre prés des facteurs.

En d’autres termes, pour tout entiern > 1, il existe une unique suite finie unique (p1,k1),. . -(pr, kr)
telle que :

(1) les p; sont des nombres premiers tels que, si i < j, alors p; < pj;

(2) les k; sont des entiers naturels non nuls ;
ki
(3) n=1Tli.ipi"

Démonstration. Soit n un entier positif. Nous prouvons 'existence d’une décomposition en facteurs
premiers par récurrence. Le nombre n = 1 est le produit d’une famille finie de nombres premiers :
la famille vide.

Supposons que tout entier strictement inférieur a un certain entier n > 1 est produit de nombres
premiers. Deux possibilités apparaissent pour n : il est premier ou non. Si n est premier, et donc
produit d’un unique entier premier, a savoir lui-méme, le résultat est vrai. Si n n’est pas premier,
il se décompose sous la forme kl avec k et [ strictement inférieurs a n. Dans ce cas, I’hypothese de
récurrence implique que les entiers k et | peuvent s’écrire comme produits de nombres premiers.
Leur produit aussi, ce qui fournit une décomposition de n en produit de nombres premiers. Par
application du principe de récurrence, tous les entiers naturels peuvent s’écrire comme produit de
nombres premiers.

Nous prouvons maintenant 1’unicité. Prenons deux produits de nombres premiers qui sont
égaux. Prenons n’importe quel nombre premier p du premier produit. Il divise le premier produit,
et, de 1a, aussi le second. Par le lemme d’Euclide 3.16, p doit alors diviser au moins un facteur dans
le second produit. Mais les facteurs sont tous des nombres premiers eux-mémes, donc p doit étre
égal a un des facteurs du second produit. Nous pouvons donc simplifier par p les deux produits. En
continuant de cette maniére, nous voyons que les facteurs premiers des deux produits coincident

précisément. 0
LEMooDTQQooYoJABt

Lemme 3.18 ([1]).
Nous notons P l'ensemble des nombres premiers dans N. Soient des suites finies (ap)pep €t (bp)pep-

Nous posons
a=]]pw et b=]]s" (3.25)
peP peP

Alors a | b si et seulement si a, < b, pour tout p.

Démonstration. Dire que a | b signifie qu’il existe s € N tel que as = b; le théoreme 3.17 nous
permet de décomposer s en s = Hpe?? p®r. Puisque le produit dans IN est commutatif et associatif,

b=as= Hp5p+“p. (3.26)
peP

Par unicité de la décomposition de b (toujours le théoréme 3.17), nous en déduisons que b, =
Sp + ap = ap.

Dans I'autre sens, ’hypothése a, < b, implique I'existence de s, > 0 tels que b, = a, + s,. En
posant s = [ [ .p p*r, nous avons

as = Hp5p+ap - Hpbp =b. (3.27)
peP peP

Donc a | b. ]
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PROPooBKQNooFglPGI
Proposition 3.19.

Soient x € Z ainsi que p,q € N. Si q divise xP, alors q divise x.
LEMooGLZHooUcRNgu

Lemme 3.20.
Soient un nombre premier q ainsi que a € Z. Soit un entier n = 1. Le nombre q divise a si et
seulement si il divise a™.

Démonstration. Nous numérotons les nombres premiers p; pour que p; soit ¢q. La décomposition
en nombre premiers du théoréeme 3.17 nous dit que

a=q"][pf (3.28)
i#1
et

a = q"" Hp;““ (3.29)
1#1

Nous avons équivalence entre les énoncés suivants :

— ¢ divise a
— a1 #0
— nay # 0 (parce que n # 0)
— ¢ divise a".
O
LEMooBJVJooFyuFeN

Lemme 3.21 ([1]).
Dans N, le pged? et le ppcm sont uniques.

Démonstration. Supposons que d1 et d9 soient des pged de la partie S. Puisque §; | S, nous avons
01 | 02 parce que &y est un pged. Le méme raisonnement, inversant d; et do montre que do | 7.
Si (ap) sont les éléments de la décomposition de 0, et (by) ceux de J, alors le lemme 3.18 nous
indique que a, < b, et b, < ap, ce qui implique que a, = bp.
La démonstration pour le ppcm s’effectue selon le méme principe. ]
LEMooJIGRooARiIPC
Lemme 3.22.
Soit une partie S de N.
(1) Le pgcd de S est le plus grand élément de N divisant tous les éléments de S.
(2) Le ppecm de S est le plus petit élément de N que tous les éléments de S divisent.
LEMooEVIZooPAkKQZW
Lemme 3.23 ([1]).

Soient a,be Z et ke N tels que ab = ¢* et pged(a,b) = 1. Alors il existe a, B € Z tels que a = «
et b= p~.

k

Démonstration. Nous décomposons a, b et g en facteurs premiers suivant le théoreme 3.17 :

o= Ii[p?i SUBEQOOBJEQOOE%@%%%
b= prz (3.30b)
q ::IiIZ%i‘ (3.30¢)

D’un part, en utilisant la commutativité et ’associativité du produit,

ab = Hp?#bi. (3.31)

2. Le pged et ppem sont définis dans 1.212.
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D’autre part, puisque ab = ¢*, nous avons
’L k 1
ab = ([ [p#)* Hp @ (3.32)
i

En vertu de I'unicité de la décomposition en facteurs premiers, pour chaque 7 nous avons
a; + b; = kq;. (3.33)

Comme a et b sont premiers entre eux, si a; # 0 alors b; = 0 et inversement. Prenons un ¢ tel que
a; # 0. Alors b; = 0 et nous avons a; = kg¢;. Idem pour les b;.
Donc tous les a; et les b; qui sont non nuls sont des multiples de k. Nous posons a; = ks; et

nous reportons dans (3.30a) :
a= Hp’“l = ([ [, (3:34)

de telle sorte que a soit une puissance k°. La méme chose tient pour b. ]
PROPooNQBOooHWqTvs

Proposition 3.24.

Soient a,b € Z\{0} décomposés en a = [[,cpp™ et b=[],p p% . En posant

my = min{ay, by} (3.35a)
M,, = max{a,, by}, (3.35b)
nous avons
pged(a, b) Hpmp (3.36a)
peP
ppem(a, b) Hp . (3.36b)
peP

Pour rappel, la définition de pged et ppem sont dans 1.212.

Démonstration. Nous commencgons par le pged. Nous notons 6 = [ |
0 est un pged de {a,b}. Il y a deux propriétés a vérifier.

peP p™? et nous prouvons que

(i) 0 divise a et b Puisque m;, = min{ay, by}, nous avons m, < a, et m, < by,. Le lemme 3.18
nous dit alors que 6 | a et 6 | b.

(ii) Si d divise a et b De méme, si s | a et s | b, nous avons s, < a, et s, < by, ce qui montre
que s, < m, et donc que s | 9.
Pour le ppcm, nous posons p = Hpep pMr | et nous prouvons que y est un ppem de {a,b}.

(i) a et b divisent p Pour tout p, nous avons M, > a,. Le lemme 3.18 implique que a | p.
Idem pour b, donc tous les éléments de {a, b} divisent u.

(ii) Si a et b divisent r Supposons que a et b divisent un certain nombre r. Alors a, < rp, et
b, < rp. Donc rp, > max{ap, by} = M,. Nous en déduisons que p | .

Puisque les pged et ppem sont uniques (lemme 3.21), nous avons prouvé que § et p sont les

nombres recherchés. O
CORooQIMHooUzLUJY

Corolaire 3.25 ([1]).
Un élément m € Z* vérifie m <
q g pTL 1'

p" et pged(m,p™) # 1 si et seulement si m = qp pour un certain

ii Avertissement/question a la lectrice !! 3.26
1l faut vérifier si le corolaire 3.25 est correct. Et puis rédiger des démonstrations de tout ce petit
monde.
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LemheKdsa
Lemme 3.27.
Un entier n > 1 se décompose de fagon unique en produit de la forme n = gqm? ot q est un entier
sans facteurs carrés et m, un entier.

Démonstration. Pour n = 1, c’est évident. Nous supposons n = 2.
En ce qui concerne existence, nous décomposons n en facteurs premiers® et nous séparons les
puissances paires des puissances impaires :

T S
n=[]p ] (3.37a)
i=1 j=1
T S S
= (]_[p?‘” Hq”ﬂ') [Ta - (3.37h)
i=1 j=1 j=1
m?2 q

Nous passons & l'unicité. Supposons que n = g1m? = gam3 avec g1 et go sans facteurs carrés
(dans leur décomposition en facteurs premiers). Soit d = pged(my,m2) et ki, ko définis par m; =
dki, mg = dko. Par construction, pged(ki, ko) = 1. Etant donné que

n = qdk? = gd?k2, RS

nous avons q1k? = qok3 et donc k? divise gok3. Mais k1 et ko n’ont pas de facteurs premiers en
commun, donc k? divise go, ce qui n’est possible que si k1 = 1 (parce que k? n’a que des facteurs
premiers alors que g2 n’en a pas). Dans ce cas, d = mj et my divise mg. Si mo = Imy alors
I’équation (3.38) se réduit & n = gym? = g2l>m? et donc

Q= gl (3.39)
ce qui signifie [ = 1 et donc m; = mo. O

Les nombres premiers ne sont pas si rares que c¢a dans N. Nous allons voir dans 15.111 que
la somme des inverses des nombres premiers diverge. Pour comparaison, la somme des inverses
des carrés converge par la proposition 11.102. Il y a donc, dans un certains sens, plus de nombres
premiers que de carrés; dans un autre sens, il y en a autant : une infinité dénombrable.

3.2.5 Ordre d’un élément dans un groupe fini

Voir plus d’informations dans la partie 5.2 sur les groupes monogenes.
THOooSUWKooICbzgM

Théoréme 3.28 (Théoreme de Cauchy[? ).
Soit un groupe fini d’ordre* n. Pour tout diviseur premier p de n, le groupe G posséde au moins
un élément d’ordre p.

Le lemme suivant indique que sous hypotheése de commutativité, ’ordre d’un élément est une

notion multiplicative.
LemyETtdy

Lemme 3.29 ([? ).
Soit G un groupe et a,b e G tels que ab = ba d’ordres respectivement r et s, deur nombres premiers
entre eux. Alors [’élément ab est d’ordre rs.

Démonstration. Etant donné que (ab)™ = a"*b"® = 1, 'ordre de ab divise rs. Et comme r et s sont
premiers entre eux, 'ordre de ab s’écrit sous la forme r1s1 avec 71 | r et s1 | s. Nous avons

QT1SIpTIST — (ab)”'151 =1, (3.40)

3. Théoreme 3.17.
4. Définition 1.169.
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que nous élevons a la puissance r9 ou o est défini en posant r = 179 :
a™ryt = 1. (3.41)

Et comme "' = 1, nous concluons que b = 1. Donc s | rs;. Par le lemme de Gauss 3.15, nous
avons en fait s | s1. Puisqu’on a aussi s1 | s, nous avons s = s1.
Le méme type d’argument donne r = rq, et finalement 'ordre de ab est r1s1 = rs. O

LemSkIOOG
Lemme 3.30 ([? ]).
Un sous-groupe d’indice 2 est un sous-groupe normal.

Démonstration. Si H est un tel sous-groupe d’un groupe G, alors G posséde exactement deux
classes a gauche par rapport & H (théoréeme de Lagrange 2.13) et se partitionne donc en deux
parties : G = H u xH avec x ¢ H. De méme pour les classes a droite : G = H v Hx. Puisque la
classe a droite Hx n’est pas H,ona xH = Hzx, et H est normal dans G par la proposition 1.167. [

PropubeiGX

Lemme 3.31 ([7]).
Soit H, un sous-groupe normal d’indice m de G. Alors pour tout a € G nous avons a™ € H.

Démonstration. Par définition de 'indice, le groupe G/H est d’ordre m. Donc si [a] € G/H, nous

avons [a]™ = [e], ce qui signifie [a™] = [e], ou encore a™ € H. O
PROPooVWVIooQzuAlA

Proposition 3.32 ([? ]).

Soit un groupe fini G et H, un sous-groupe normal d’ordre n et d’indice m avec m et n premiers

entre eux. Alors H est l'unique sous-groupe de G a étre d’ordre n.

Démonstration. Soit H' un sous-groupe d’ordre n. Si h € H' alors h™ = 1 et h™ € H par le lemme
3.31. Etant donné que m et n sont premiers entre eux, par le théoreme de Bézout 1.225, il existe
a,b e 7 tels que

am + bn = 1. (3.42)
Et donc, h = h' = (h™)?*(h™)°. En tenant compte du fait que h™ = 1 et A € H, nous avons h € H.
Ce que nous venons de prouver est que H < H et donc que H = H' parce que |H'| = |H| =
|G|/m. O
3.33.

Notons que cette proposition ne dit pas qu’il existe un sous-groupe d’ordre n et d’indice m. Il dit

juste que si il y en a un et si il est normal, alors il n’y en a pas d’autre.
LemgAUBYn

Lemme 3.34.
L’ensemble des ordres d’un groupe commutatif est stable par PPCM®.
Autrement dit, si x € G est d’ordre r et si y € G est d’ordre s, alors il existe un élément d’ordre

ppem(r, s).

Démonstration. Soit m = ppcem(r, s). Afin d’écrire m sous une forme pratique, nous considérons
les décompositions en facteurs premiers de r et s :

k

r= pr‘z (3.43a)
i=1
k

s = Hpii (3.43b)
i=1

5. Définition 1.212.
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ol {p;}i—1,. i est 'ensemble des nombres premiers arrivant dans les décompositions de r et de s.
Si nous posons

k
r = P 3.44a
(3
i=1

;>

k
s = H pfi, (3.44b)
1

Z:
a; <p;

alors ppem(r, s) = r's’ et 7/ et s’ sont premiers entre eux. L’élément /" est d’ordre et I’élément
y*/%" est d’ordre s’. Maintenant nous utilisons le fait que G soit commutatif et le lemme 3.29 pour
conclure que Pordre de z/" y*/5" est 1's' = m. O

3.2.6 Ecriture des fractions
THOooWYQVooRBaAAM

Théoreme 3.35.
Tout élément de QT s’écrit de facon unique comme quotient de deux entiers premiers entre eut.

Démonstration. En deux parties©
(i) Unicité Supposons avoir § = ¢ avec pged(a,b) = pged(c, d) = 1. Nous avons
ad = be (3.45)

donc
(1) a divise be mais est premier avec b donc a divise ¢ par le lemme de Gauss 3.15.
(2) ¢ divise ad mais est premier avec d donc ¢ divise a par le lemme de Gauss 3.15.
En conclusion a divise ¢ et ¢ divise a, ergo a = c. L’égalité b = d est alors immédiate.

(i) Existence Soit le quotient {. Nous avons

a _ a/pgcd(a,b)’ (3.46)
b b/pged(a,b)
qui est encore un quotient d’entiers parce que pged(a,b) divise aussi bien a que b. Il faut
montrer que les nombres a/pged(a,b) et b/ pged(a,b) sont premiers entre eux. Pour cela
nous supposons que k est un diviseur commun. En particulier, les nombres a/k pged(a, b) et
b/k pged(a,b) sont des entiers, ce qui fait que k pged(a,b) est un diviseur commun de a et b.
Etant donné que pged(a,b) est le plus grand tel diviseur, nous devons avoir kpged(a,b) =
pged(a, b) c’est-a-dire que k = 1. Donc les nombres a/ pged(a, b) et b/ pged(a, b) sont premiers
entre eux.
O
PROPooRZDDooLJabov
Proposition 3.36.

Les entiers p et q sont premiers entre eux si et seulement si p> et g> sont premiers entre eux.

Démonstration. Si p? et ¢® sont premiers entre eux, par le théoréme de Bézout 1.225 il existe
a,b e 7 tels que

ap* +bg* =1 (3.47)

Dans ce cas, (ap)p + (bg)g = 1, ce qui montre (par encore Bézout, mais I'autre sens) que p et ¢
sont premiers entre eux.

Réciproquement, supposons que p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. Alors pged(p, q) = k # 1.
L’entier k divise p et donc p?; et 'entier k divise ¢ et donc ¢?. Au final, k divise p® et ¢2, ce qui
montre que p2 et q2 ne sont pas premiers entre eux. ]

6. Définitions des pged et ppcm en 1.212.
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Une des conséquences de ces résultats sera le fait que 4/n est irrationnelle dés que n n’est pas
un carré parfait, théoreme 3.37.
Nous avons déja vu dans la proposition 1.336 que /2 était irrationnel. En fait le théoréme

suivant va nous montrer que le nombre y/n est soit entier, soit irrationnel.
THOooYXJIooWcbnbm

Théoreme 3.37.
Soit n € N. Le nombre \/n est rationnel si et seulement si n est un carré parfait.

Démonstration. Supposons que y/n soit rationnel. Le théoréme 3.35 nous donne p, g € N premiers
entre eux tels que y/n = p/q. La proposition 3.36 nous enseigne de plus que p? et ¢? sont premiers
entre eux. Nous avons

p* = ng* (3.48)

Le nombre ¢ est alors un diviseur commun de ¢? et de p. Donc ¢ = 1 et n = p® est un carré
parfait. O

3.2.7 Equation diophantienne linéaire a deux inconnues
subsecZVKNooXNjPSE

Soient a, b et ¢ des entiers naturels donnés. Nous considérons 1’équation
EqTOVSooJ
axr + by = c d @(%1531

a résoudre(? | pour (z,y) € N2.

Si a ou b est nul, c’est facile; nous supposons donc que a et b sont tous deux non nuls. Nous
commencons par simplifier 'équation en cherchant les diviseurs communs. Soit d = pged(a,b) et
notons a = da’, b = db’. Nous avons déja ’équation

d(d'z +b'y) = c, (3.50)

et donc si ¢ n’est pas un multiple de d, il n’y a pas de solution *. Si par contre ¢ est un multiple de
d alors nous écrivons ¢ = ¢’d et I’équation devient

dr+by=¢ (3.51)

C’est maintenant que nous utilisons le théoréme de Bézout 1.225 : puisque a’ et b’ sont premiers
entre eux, nous avons la relation a’u+bv = 1 pour certains ® nombres entiers u et v. Nous récrivons
notre équation sous la forme a’z + 'y = ¢(a’u + b'v) et rassemblons les termes :

a'(z —cdu) =b(dv—y). (3.52)

C’est-a-dire que si (z,y) est une solution, alors a’ divise b'(c'v — y). Mais comme a’ et b’ sont
premiers entre eux, le nombre a’ doit forcément? diviser ¢'v — y. Disons v — y = ka’. Alors
a'(z — du) = b'kd’ et donc

r="Vk+du. (3.53)

Nous trouvons alors une expression pour y en injectant ce résultat dans o’z +b'y = ¢ et en utilisant

le théoreme de Bézout, : a/c/u = (1 — b'v)c’. Au final nous avons prouvé que toutes les solutions
FqYCQVooZzHuRq
sont de la forme

{ r=bk+cu (3.54a)
y=uvc —dk (3.54b)
avec k € Z. Si nous ne voulons réellement que les solutions dans IN et non dans 7Z, il faut seulement
un peu restreindre les valeurs de k. Il en reste un nombre fini parce que ’équation pour = borne &

vers le bas tandis que celle pour y borne k vers le haut.
Par ailleurs, il est tres vite vérifié que tous les couples (z,y) de la forme (3.54) sont solutions.

7. Exemple : 8z 4+ 2y = 9. Le membre de gauche est certainement un nombre pair et il n’y a donc pas de solution.
8. Nous avons décrit un algorithme pour les trouver en démontrant I’équation 3.20.
9. C’est Gauss 3.15 qui le dit, et vous savez que lorsque Gauss dit, c’est forcément vrai.
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Exemple 3.38.
Résoudre I’équation 2z + 6y = 52.
Nous pouvons factoriser 2 dans le membre de gauche et simplifier alors toute 1’équation par 2 :

x + 3y = 26. (3.55)

Nous cherchons une relation de Bézout pour u+3v = 1. Ce n’est heureusement pas trés compliqué :
u = —5, v = 2. Nous pouvons alors écrire

r+3y=26x(=5+3x2), (3.56)
et donc z + 5 x 26 = —3(y — 26 x 2), et en posant kK = y — 26 x 2 nous avons
x = —3k — 130. (3.57)
En injectant nous trouvons ’équation 3y — 3k — 130 = 26 et donc
y=52+k. (3.58)
AN

3.2.8 Quotients

Nous écrivons a = b mod p essentiellement si il existe k € 7Z tel que b+ kp = a. Plus générale-
ment nous notons [al, = {a + kp|k € Z} et Pécriture « a = n mod p » peut tout autant signifier
a = [b], que a € [b],. La différence entre les deux est subtile mais peut de temps en temps valoir
son pesant d’or.

Proposition 3.39.
Soit n € N. Le groupe (Z/nZ,+) est monogéne. Sin # 0, il est cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous considérons la surjection canonique p: Z — Z/nZ. Si a € Z, alors u(a) =
ap(1). Par conséquent Z/nZ = gr(u(1)) parce que tout groupe contenant (1) contient tous les
multiples de u(1), et par conséquent contient u(Z) = Z/nZ.
Soit © € Z/nZ et considérons xg, le plus petit naturel représentant x. Nous notons x = [zg].
Le théoreme de la division euclidienne 1.221 donne l'existence de g et r avec 0 < r <net g =0
tels que
To =Mngqg+r. (3.59)
Nous avons [zg] = [r] = u(r) parce que z¢o—r est un multiple de n. Nous avons donc [zg] € u(INy,—1).
Par conséquent
Z/nZ = w(Z) = u(Np_q). (3.60)
La restriction p: N,,_; — Z/nZ est donc surjective. Montrons qu’elle est également injective. Si
w(zo) = p(xy), alors &1 = xg + kn. Si nous supposons que x; > xg, alors k > 0 et si 29 € N,,_1,
alors 1 > n — 1.

L’ordre de Z/nZ est donc le méme que le cardinal de N,,_1, c’est-a-dire n. Le groupe Z/nZ est
donc fini, d’ordre n et monogene parce que Z/n7Z = gr(u(1)). Il est donc cyclique. O

Lemme 3.40 ([? ).
Soit g € N avec q = 2. Soient n,d € N tels que ¢* —1 | ¢ — 1. Alors d | n.

Démonstration. Par le théoreme de division euclidienne 1.221, il existe a,b € Z tels que n = ad+b
avec 0 < b < d. En remarquant que ¢% € [1] gi—1 NOUS avons

7" = (¢)¢" € [1ya_1¢" = [¢"]ga1- (3.61)

Pour cela nous avons utilisé d’abord le fait que si a € [z], alors a” € [2"]x et ensuite le fait que
[1]zz = [2]p. D’autre part 'hypothese ¢¢ — 1 | ¢" — 1 implique

g" € [1] . (3.62)
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Par conséquent le nombre ¢" est a la fois dans [¢"],_; et dans [1],«_;. Cela implique que

[l]q’i—l = [qb]qd—la (363)

ou encore que ¢” € [1]4a—1 ou encore que ¢“—1]¢ -1

Etant donné que b < d et que ¢ = 2, nous avons que ¢® — 1 < ¢% — 1; donc pour que ¢% — 1
divise ¢® — 1, il faut que ¢® — 1 soit zéro, c’est-a-dire b = 0.

Mais dire b = 0 revient a dire que d | n, ce qu’il fallait démontrer. O

3.3 Bindéme de Newton et morphisme de Frobenius

PropBinomFExOiL
Proposition 3.41 ([? ]).
Pour tout x, y € R et n € N, nous avons

o= 5 ()t sy

<Z> - k'(nnlk)' (3.65)

sont les coefficients binomiauz.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. La vérification pour n = 0 et n = 1 se fait
aisément pour peu que I'on se rappelle que z° = 1 et que 0! = 1, ce qui donne entre autres (0) = 1.
Supposons que la formule (3.64) soit vraie pour n = 1, et prouvons la pour n + 1. Nous avons

3 (s 3 (Dot S

La seconde grande somme peut étre transformée en posant i = k + 1 :

n—1 n
Y n—k, k+1 _ n n—(i—1), i—1+1
2 (k)x Yy Z (Z _ 1)% Yy ; (3.67)

k=0 i=1

dans lequel nous pouvons immédiatement renommer ¢ par k. En remplacant dans la derniere
expression de (3.66), nous trouvons

($ _|_y)n+1 _ xn+1 _|_yn+1 + Z [<Z> + (ki1>:| l,n—k:-&-lyk‘ (3.68)
k=1

La thése découle maintenant de la formule
n n n+1
() ()= () @00

n! N n! _nlln—k+1)+nlk  nln+1) (3.70)
Elin—k)!  (k—D!n—k+1)! Em-—k+D!  kn+1-—Fk)! ’

qui est vraie parce que

par simple mise au méme dénominateur. O
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LEMooLPCXo0YIzJsD
Lemme 3.42 ([1]).
Sin =k nous avons
n! nk-1

<
Kln—k)! = &l

(3.71)

Démonstration. Nous décomposons le produit définissant n! en les facteurs entre 1 et n —k et ceux

entren—k+1letn:
n

nl=(n—-k! [ i<n*'n-kL (3.72)
i=n—k+1
Donc
n! nk-1
< 3.73
kEl(n —k)! k! ( )
O

Tant que nous sommes & démontrer des égalités, en voici une.

LEMooLP0QooICJYdV
Lemme 3.43 ([?]).
Pour a,be R et n e N nous avons
n—1
a” + (=)™ = (a +b) Z (—=1)kan—1=kpk, (3.74)
k=0
Démonstration. C’est un simple calcul :
n—1 n—1 n—1
(a+0) Y (=1)Fa 1Rk = Y (=D)FamFpb 4 Y (—1)Fan T (3.75a)
k=0 k=0 k=0

a® + nZ:l(—l)kankbk + EQ(_l)kanklkarl —E?EEP)QP%WOO&%%&
k=1 k=0

S (_ 1 )n— 1yn SUBEQOOLTIHOO@%%%l

Justifications.

— Pour (3.75b). Dans la premieére somme, nous avons séparé le terme k£ = 0 et dans la seconde
nous avons séparé le terme k =n — 1

— Pour (3.75¢). Dans la seconde somme, décaler les termes pour sommer de 1 & n — 1 et
remarquer que ce qu’on obtient annule la premiere somme.

O

Propqrrdem

Proposition 3.44.
Soit A un anneau commutatif de caractéristique premiére p. Alors o(x) = xP est un automorphisme
de lanneau A. Nous avons la formule

(a+b)P =aP + 0P (3.76)

pour tout a,b e A.

Démonstration. Nous utilisons la formule du binéme de la proposition 3.41 et le fait que les coef-
ficients binomiaux non extrémes sont divisibles par p et donc nuls. O
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3.4 1Idéal dans un anneau

La définition d’un idéal dans un anneau est la définition 1.210.
DefSKToo0OTauAR

Définition 3.45 (Idéal engendré par un élément).
Si p est un élément d’un anneau A alors nous notons (p) l’idéal dans A engendré par p, c’est-d-
dire pA.

DefAJVTPxb
Définition 3.46.

Un sous-ensemble B < A d’un anneau est un sous anneau si
(1) 1e B
(2) B est un sous-groupe pour l’addition

(8) B est stable pour la multiplication.

Remarque 3.47.
Un idéal n’est pas toujours un anneau parce que l'identité pourrait manquer. Un idéal qui contient
I'identité est I’anneau complet.

Exemple 3.48.

L’ensemble 27 est un idéal de Z. On peut aussi le noter (2). A
PROPooJALPooHFIObB

Proposition 3.49 (Premier théoréme d’isomorphisme pour les anneaux).

Soient A et B des anneaux et un homomorphisme f: A — B. Nous considérons l’injection ca-

nonique j: f(A) — B et la surjection canonique ¢: A — A/ker f. Alors il existe un unique

isomorphisme

f: A/ker f — f(A) (3.77)

tel que f =jo fodg.

A B (3.78)

| ]

A/kerf7>f(A) c B

PropIJJIdsousphi
Proposition 3.50.
Soient I un idéal de A et la projection canonique
¢: A— A/l (3.79)
C’est une bijection entre les idéaur de A contenant I et les idéaux de A/I.
Dit de facon imagée :
.y .y EqKpri
{idéaux de A contenant I} ~ {idéaux de A/I}. Fﬂﬁ)‘}]

Démonstration. Si I < J et si J est un idéal de A, alors ¢(J) est un idéal dans A/I. En effet un
élément de ¢(J) est de la forme ¢(j) et un élément de A/I est de la forme ¢(i). Leur produit vaut

P(1)o(j) = ¢(ij) € ¢(J). (3.81)

Soit maintenant K un idéal dans A/I et soit J = ¢~ (K). Etant donné qu’un idéal doit contenir
0 (parce qu'un idéal est un groupe pour l'addition), [0] € K et par conséquent I = ¢~ (K). O
PROPoAHACYnpEGAEHK
Proposition 3.51 ([1]).
Si A est un anneau, nous avons les équivalences
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ITEMooLAAVooXhTcMe
10
(1) A est un corps ™. ITEMooDGZIooRopYGx
11 - 77 \
(2) A est non nul et ses seuls'" idéaur a gauche sont {0} et A. ITEMooLPWHooDJpTbR

(3) A est non nul et ses seuls idéaux a droite sont {0} et A.

Démonstration. Nous allons montrer que le point (1) est équivalent aux deux autres.

(i) (3) implique (2) Si I est un idéal & gauche différent de {0}, alors il contient un certain

a # 0. Puisque A est un corps, il contient un inverse a~!, et comme I est un idéal, a1 c I.
En particulier a='a e I. Donc 1€ I et I = A.

(ii) (2) implique (1) Supposons que les seuls idéaux de A soient {0} et A. Soit a € A. Si a est
non nul, alors aA = A, en particulier, 1 € aA, c’est-a-dire qu’il existe b € A tel que ab = 1.
L’élément a est donc inversible.

]
DEFIdealMax
Définition 3.52.

Un idéal I dans un anneau A est dit idéal maximal ou idéal maximum si tout idéal J vérifiant

I cJc A estsoit I, soit A.
PROPooSHHWooCyZPPw

Proposition 3.53 (Theme ?77).
Un idéal I dans un anneau A est mazimum si et seulement si A/I est un corps.

Démonstration. Soit un idéal maximum I < A. Alors les idéaux contenant I sont A et I. L’appli-
cation ¢ de la proposition 3.50 est une bijection, donc I’ensemble des idéaux de A/I ne contient
que deux éléments. Les seuls idéaux de A/I sont donc {0} et A/I; donc A/I est un corps par la
proposition 3.51.

Dans l'autre sens, c’est la méme chose : si A/I est un corps, il posséde exactement deux idéaux,
donc A ne contient que deux idéaux contenant I. Donc I est un idéal maximum. ]

3.5 Polynémes de plusieurs variables
DEFooZNHOooCruuwl
Définition 3.54.
L’ensemble des polynéme de n variables sur Uanneau A est AN") | clest-d-dire 'ensemble des
suites indexées par N" et dont seulement une quantité finie de coefficients sont non nuls.
Le produit sur A[X1,...,X,] est défini par

(PQ) (1, ..., k) = 2 Pyt Qi (3.82)
(I1,e5ln) (M1 ymin JENT X N™
lLi+m;=k;
3.55.
Dans A[X1, ..., X,], la multiplication n’est pas la multiplication de fonctions N — K, parce que

le but est d’obtenir la multiplication usuelle au niveau des évaluations.

Définition 3.56.

Si P est un polynome de n wvariables sur A, et si (z1,...,z,) € A", ’évaluation de P sur
(x1,...,2p) est
P(my,...,xn) = Y Poy g2t (3.83)
(kl,‘..,kn)EN"

Notez que la somme, bien que sur N", est une somme finie.

10. Définition 1.234.
11. Je vous laisse vous poser de grandes questions sur le fait que le vide est un idéal ou non.
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3.57.
Comme dans le cas des polynémes d’une seule variable, les X; dans la notation A[ X7, ..., X, ] sont
a prendre a la légere. L’anneau des polynomes de n variables sur A aurait mieux fait d’étre noté
par exemple par P, (A).

Le fait est que nous avons les polynémes élémentaires définis par

Xi(ky, ... kn) = (3.84)

1 si(k1,..., k) =(1,0...,0)
0 sinon.
et que anneau des polyndémes peut étre vu comme A (les polynémes constants) étendus par les
X;.
Quoi qu'il en soit, les X; dans la notation A[X7,...,X,] sont des indices muets. L’anneau
A[X1, ..., X,] est exactement le méme que A[Th,...,T,].

3.5.1 Divisibilité et classes d’association o ]
DivisibiliteAnneauRéfit&gi=s

Définition 3.58.
On dit de deux éléments a,b € A qu’ils sont associés si il existe un inversible u € A tel que a = ub.

La classe d’association d’un élément a € A est 'ensemble des éléments qui lui sont associés.
LemRmVTRq

Lemme 3.59.
Si A est un anneau intégre et si a,b € A sont deux éléments vérifiant a | b et b | a, alors ils sont
associés, c’est a dire qu’il existe un inversible u € A tel que a = ub.

Démonstration. Les hypotheses a propos de la divisibilité nous indiquent que a = xb et b = ya
pour certains z,y € A. Alors,
b(1 —yzx) = 0. (3.85)

Etant donné que A est intégre, cela montre que b = 0 ou 1 — yz = 0. Si b = 0 nous avons
immédiatement a = 0 et le lemme est prouvé. Si au contraire yxr = 1, c’est que y et x sont

inversibles et inverses I'un de 'autre. O
LEMooJB0XooYkMRrz

Lemme 3.60.
Si A est un anneau et si a € A, la classe d’association de a est aU(A) ou U(A) est l’ensemble des
éléments inversibles de A.

Exemple 3.61.
Dans Z][i], les inversibles sont +1 et +i. Donc les éléments associés & z sont z, —z, iz et —iz.
Notons au passage que la notion de divisibilité dans Z[i] n’est pas immédiatement intuitive. En
effet bien que 7 ne soit pas divisible par 2 (ni dans 7Z ni dans Z[i]), le nombre 7 + 6i est divisible
par 2 + i dans Z[i]. En effet :
(2+14)(441) =7+ 6i. (3.86)

A

Exemple 3.62.
Si K est un corps, I'élément XY de K[X,Y] n’est pas premier parce que XY | X2Y? alors que
XY ne divise ni X2 ni Y2 A

ii Avertissement/question au lecteur !! 3.63
Est-ce que quelqu’un connait un anneau contenant Z dans lequel T est divisible en 2 ¢
Peut-étre Z étendu par tous les 1/2™ ¢

3.5.2 PGCD et PPCM

Pour le théoreme de Bézout et autres opérations avec des modulo, voir le theme ?7. Le pged
et le ppcm sont définis en 1.212.



3.5. POLYNOMES DE PLUSIEURS VARIABLES 185

Lemme 3.64.
Soient A un anneau intégre et S < A. 570 est un PGCD de S, alors ’ensemble des PGCD de S
est la classe d’association de 6.

De la méme facon si p est un PPCM de S, alors ’ensemble des PPCM de S est la classe
d’association de .

Démonstration. Soient § un PGCD de S et v un inversible dans A. Si x € S nous avons § | = et
donc = = aé. Par conséquent x = au~'ud et donc ud divise z. De la méme maniére, si d divise
pour tout x € S, alors d divise 0 et donc § = ad et ud = aud, ce qui signifie que d divise ud.

Dans l'autre sens nous devons prouver que si &’ est un autre PGCD de S, alors il existe un
inversible u € A tel que & = wd. Comme ¢ divise x pour tout = € S, nous avons &’ | 4, et
symétriquement nous trouvons § | ¢§'. Par conséquent (lemme 3.59), il existe un inversible u tel
que § = ud’.

Le méme type de raisonnement tient pour le PPCM. O

Si § est un PGCD de S, nous dirons par abus de langage que § est le PGCD de .S, gardant en
téte qu’en réalité toute sa classe d’association est PGCD. Nous noterons aussi, toujours par abus
que 0 = pged(S).

Remarque 3.65.
La classe d’association d’un élément n’est pas toujours trés grande. Les inversibles dans 7 étant
seulement +1, nous pouvons obtenir I'unicité du PGCD et du PPCM en imposant qu’ils soient
positifs.

Pour les polynémes, nous obtenons 'unicité en demandant que le PGCD soit unitaire.

Dans les cas pratiques, il y a donc en réalité peu d’ambiguité a parler du PGCD ou du PPCM
d’un ensemble.

3.5.3 Anneaux intégres et corps

Le fait d’étre integre pour un anneau n’assure pas le fait d’étre un corps. Nous avons cependant
ce résultat pour les anneaux finis.
PropanfinintimpCorp
Proposition 3.66.
Un anneau fini intégre est un corps.

Démonstration. Soit A un tel anneau. Soit a # 0. Les applications

lo: © — ax (3.87a)

Te: T — Ta (3.87b)

sont injectives. En tant que applications injectives entre ensembles finis, elles sont surjectives. Il
existe donc b et ¢ tels que 1 = ba = ac. Nous trouvons que b et ¢ sont égaux parce que '

b = b(ac) = (ba)c = c. (3.88)

Par conséquent b est un inverse de a. O

PropzhFgNJ

Proposition 3.67.
Soit n € IN*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) n est premier.
(2) Z/nZ est un anneau intégre.
(3) Z/nZ est un corps.

12. 1l faut étre un peu souple avec les notations communément employées dans les ouvrages mathématiques, et
que nous reprenons telles quelles. Dans I’équation qui suit, b(ac) est le produit de b par ’élément ac, et non quelque
chose comme le produit de b avec I'idéal (ac) par exemple.
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Démonstration. L’équivalence entre les deux premiers points est le contenu du corolaire 1.244. Le
fait que 7Z/n7 soit un corps lorsque 7Z/n7Z est intégre est la proposition 3.66. Le fait que 7Z/nZ soit
integre lorsque Z/nZ est un corps est une propriété générale des corps : ce sont en particulier des
anneaux inteégres (lemme 1.238). O

3.5.4 Elément irréductible
DeirredBDhQfA

Définition 3.68 (Elément irréductible[? ]).
Un élément d’un anneau commutatif est irréductible si il n’est ni inversible, ni le produit de deux
éléments non inversibles.

3.69.
Nous allons voir dans la section 3.8 que le concept d’élément irréductible n’est vraiment utile que
dans le cas des anneaux integres.

Exemple 3.70.

Un corps n’a pas d’élément irréductible parce qu’a part zéro, tous les éléments sont inversibles.
Mais 0 n’est pas irréductible parce qu’il peut étre écrit comme produit d’éléments non inversibles :
0=0-0. A

Exemple 3.71.
Les éléments irréductibles de I'anneau 7 sont les nombres premiers. En effet les seuls inversibles de
Z sont +1. Si p est premier et p = ab avec a, b € Z, alors nous avons soit a = +1 soit b = £1. A

3.6 Anneau factoriel
DEFooVCATooPJGWKq

Définition 3.72 (Anneau factoriel).
Un anneau commutatif A est factoriel si il vérifie les propriétés suivantes.

(1) L’anneau A est intégre (pas de diviseurs de zéro).

(2) Siae€ A est non nul et non inversible, alors il admet une décomposition en facteurs irréduc-
tibles : a = p1...pg ou les p; sont irréductibles.

(3) Sia=q...qm est une autre décomposition de a en irréductibles, alors m = k et il existe

une permutation™ o € Sy, telle que p; et do(i) Soient associés 14

Un anneau factoriel permet de caractériser le pged et le ppcm de nombres.

Proposition 3.73.
Soit une famille {a,} d’éléments de A qui se décomposent en irréductibles comme

ai = | |pp*" (3.89)

Alors

pged{a,} = pzlmi{ak’i}. (3.90)
k

De plus le PGCD est :

(1) Un multiple de tous les diviseurs communs des a;.

(2) Unique pour cette propriété a multiple prés par un inversible'°.

13. Définition 1.176.

14. Définition 3.58.

15. Soyez prudent avec cette affirmation : je n'en n'ai pas de démonstrations sous la main et ne suis pas certain que ce
soit vrai.
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De la méme maniere,
maxi{ak,i}

ppem{an} = | | py,
k

(3.91)

Un anneau factoriel a une relation de préordre partiel donnée par a < b si a divise b. En termes

d’idéaux, cela donne l'ordre inverse de celui de I'inclusion ¢ : @ < b si et seulement si (b) < (a).
EXooCWJUooCDJgkr

Exemple 3.74.

L’anneau Z[Z\/g] n’est pas factoriel parce que 4 a au moins deux décompositions distinctes en

irréductibles :

4=2-2, (3.92)
et
4=(1+iV3)(1—iV3). (3.93)
A
Nous allons voir dans I’exemple 3.111 que Z[i/2] est factoriel parce qu’il sera euclidien.
3.7 Anneau principal et idéal premier
DEFooMZRKooBPLAWH

Définition 3.75.
Un idéal I dans A est principal a gauche si il existe a € I tel que I = Aa. Il est principal a
droite si il existe a € I tel que I = aA. Nous disons qu’il est principal si il est principal a gauche

et a droite.
DEFooGW0ZooXzUlhK

Définition 3.76.
Un anneau est principal si

(1) il est commutatif et intégre

(2) tous ses idéaux sont principaur.

Souvent pour prouver qu'un anneau est principal, nous prouvons qu’il est euclidien (défini-
tion 3.106) et nous utilisons la proposition 3.108 qui dit qu’un anneau euclidien est principal.
Une maniere de prouver qu’un anneau n’est pas principal est de prouver qu’il n’est pas factoriel,

théoreme 3.99.
DEFo0AQSZooVhvQWv

Définition 3.77.
Nous disons qu’un idéal I dans A est premier si I est strictement inclus dans A et si pour tout

a,be A tels que abe I nous avonsae€ I oube I.
LEMooYRPBooYxXXsi
Lemme 3.78.

L’idéal nul (réduit a {0}) est premier si et seulement si A est intégre.

Démonstration. En deux sens.

(i) Si {0} est premier Alors A # {0} parce que I = {0} est propre (définition d’idéal premier).

De plus, si ab = 0, alors ab € I qui est un idéal premier. Donc soit a soit b est dans I,
c’est-a-dire que soit a soit b est nul. Donc A est intégre.

(ii) Si A est intégre Alors A # {0} et I'idéal I = {0} est strictement inclus dans A. Si ab € I,
alors ab = 0 et comme A est inteégre, soit a soit b est nul, c’est-a-dire appartient & I.

O]
PROPooRUQKooIfbnQX

Proposition 3.79 (7 ]).
Soit un anneau commutatif'” et un idéal I dans A.

16. Voir proposition 3.3.
17. Tous les anneaux du Frido sont commutatifs
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ITEMooUGBTooOGrnWl
(1) I est un idéal premier si et seulement si A/I est un anneau intégre. ITEMooGLXS00Uj INGR
(2) I est un idéal mazimal si et seulement si A/I est un corps. ITEMooTFFQoo0UajFu

(3) Tout idéal mazimal propre est premier.

Démonstration. En plein d’étapes.

(i) I premier implique A/I intégre Evacuons le cas trivial pour étre stir. Si I = {0} alors A
est integre par le lemme 3.78. Donc A/I = A/{0} = A est inteégre également.
Soient a,b € A tels que [a][b] = [0]. Donc [ab] = [0], c’est-a-dire ab € I. Puisque I est un
idéal premier nous avons a € I ou b € I, c’est-a-dire [a] = 0 ou [b] = 0; nous en déduisons
que A/I est un anneau intégre.

(ii) A/I intégre implique I premier Soit ab e I. Alors [ab] = 0, ce qui signifie que [a][b] =0
donc que [a] = 0 ou que [b] = 0 parce que A/I est intégre. Mais la condition [a] = 0 signifie
a € I, et [b] = 0 signifie b € I. Nous avons donc prouvé que soit a soit b est dans I, c’est-a-dire
que I est premier.

(iii) Si I est un idéal maximum Nous devons montrer que tout élément non nul de A/I est
inversible. Un élément non nul de A/I est [z] avec x € A\I.

Nous considérons J = Az + I, qui est un idéal parce que pour tout a € A, aAx+al € Ax+ 1.
Mais comme [ est maximal, J = I ou J = A.

Si J = I, nous aurions que pour tout a € A et pour tout ¢ € I, ax + i € I. En particulier pour
a =1 et ¢ = 0 nous aurions z € I, ce qui est contraire a 'hypothese faite sur z.

Donc J = A. En particulier, 1 € J, c’est-a-dire qu’il existe a € A et i € I tels que ax +1i = 1.
En passant aux classes, [ax] = 1, c’est-a-dire [a][z] = 1 qui signifie que [a] est un inverse de
[z] dans A/I.

(iv) Si A/I est un corps Si x € A\I, il faut prouver que tout idéal contenant I et z est A.

Un idéal contenant I et x doit contenir 'idéal J = Ax + I. Comme z ¢ I, nous avons [z] # 0
dans A/I. Donc [z] est inversible et il existe a € A tel que [ax] = [A]. Clest-a-dire que
axr — 1 € I. Nous avons alors

l=azx+ (1 —ax). (3.94)
1
€

C’est-a-dire que 1 € Ax + I et donc Az + I = A.

Enfin nous prouvons que tout idéal maximal propre est premier.

Si I est maximal, A/I est un corps par le point (2), et vu que I est propre, le corps A/I n’est
pas réduit a {0}. Donc le lemme 1.238 dit que A/I est un anneau integre. Le point (1) dit alors
que I est un idéal premier. O

Remarque 3.80.
Puisqu’un corps peut étre réduit a {0}, dans (2), I'idéal peut étre A. Mais pas dans (3), parce

qu’un idéal premier est propre, ca fait partie de la définition 3.77.
PROPooHABIooBZZQMj

Proposition 3.81 ([? ]).
Si A est un anneau commutatif intégre, alors un idéal I dans A est premier si et seulement si A/I
est integre.

Démonstration. Supposons que I soit un idéal premier. Si [a], [b] € A/I sont tels que [a][b] = 0,
alors [ab] = 0, ce qui signifie que ab € I. Mais alors, puisque I est premier, soit a soit b est dans I.
Cela signifie que soit [a] soit [b] est nul dans A/I. Cela prouve que A/l est un anneau integre.
Dans I’autre sens, nous supposons que A/I est integre. Cela implique immédiatement que I # A
parce que A/A n’est pas un anneau intégre (tout le monde est évidemment diviseur de zéro).
Soient donc a,b € A tels que ab € I. Alors [a][b] = [ab] = 0 dans A/I, mais comme A/I est
integre, cela implique que soit [a] soit [b] est nul. Autrement dit, soit a soit b est dans I. O
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PropomqgcGe
Proposition 3.82 (Théme 77, [1]).
Soit A un anneau principal'® qui n’est pas un corps. Pour un idéal propre I de A, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

ITEMooNOVFooEHtcwE
.y L 119 .
(1) I est un idéal mazximal'” ; ITEMooMQWVooNocVEY
e 77 . 20 .
(2) I est un idéal premier non nul ; ITEMoo JBXGooEISHuW

(3) il existe p irréductible® dans A tel que I = (p).

Démonstration. En plusieurs implications.

(i) (1) implique (2) Par hypothese, I est un idéal propre, de plus il n’est pas égal a {0}, parce

que lorsque A et {0} sont les seuls idéaux, nous avons un corps (proposition 3.51). Etant
donné que I est un idéal maximal, le quotient A/I est un corps par la proposition 3.53.

Soient maintenant, pour entrer dans le vif du sujet, des éléments a, b € A tels que ab € I. Dans
le corps A/I nous avons [ab] = 0, et par définition du produit dans le quotient, [a][b] = 0.
Par intégrité de 'anneau A/I (un corps est un anneau intégre, lemme 1.241) nous avons soit
[a] = 0, soit [b] = 0, soit les deux en méme temps. Dans tous les cas, soit a soit b est dans I.

(ii) (2) implique (3) Maintenant I est un idéal premier non réduit a {0}. Puisque A est un
anneau principal, il existe x € A tel que I = (x). Nous devons prouver que x peut étre
choisi irréductible; et nous allons faire plus : nous allons prouver que x ne peut étre que
irréductible 22.

Supposons que x ne soit pas irréductible. Alors il existe a,b € A non inversibles tels que
x = ab. Si a € (x) alors il existe k € A tel que a = xk, et en particulier, a = abk, c’est-a-dire
1 = bk (parce que A est principal et donc inteégre). Cela signifie que b est inversible alors que
nous avions dit qu’il ne I’était pas. Nous en déduisons que a n’est pas dans (x). On montre
de maniére similaire que b n’est pas dans (x) non plus.

Nous nous retrouvons donc avec a,b € A tel que ab € I sans que ni a ni b ne soient dans 1.
Cela contredit le fait que I soit un idéal premier. En conclusion, = est irréductible.

(iii) (3) implique (1) Nous avons I = (p) avec p irréductible dans A. Supposons que J est un
idéal différent de A contenant I. Comme A est principal, il existe y € A tel que J = (y). En
particulier p € J, donc p = ay pour un certain a € A. Mais p est irréductible, donc soit a
est inversible, soit y est inversible. Si y est inversible, alors J = A, ce qui est exclu. Si a est
inversible, alors (y) = (p), et I = J.

O]

3.83.

Dans la proposition 3.82, ’hypothese d’idéal propre est importante. En effet dans le cas I = A,
nous avons évidemment que I est un idéal maximum. Mais A n’est d’abord pas un idéal premier
parce qu’un idéal premier doit étre strictement inclus dans 'anneau. Et ensuite, A est en général
loin d’étre garanti d’étre égal a (p) pour un de ses éléments p.

PropoTMMXCx
Proposition 3.84.
Soit A un anneau principal, et soit p € A un élément irréductible. Alors
(1) (p) est un idéal mazimum. ITEMooKP JQooWaPZXS

(2) A/(p) est un corps.

18. Définition 3.76.
19. Définition 3.52.
20. Définition 3.77.
21. Définition 3.68.
22. ca me semble un peu trop facile. Lisez attentivement, et écrivez-moi pour dire si vous étes d'accord ou pas.
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Démonstration. Nous notons I = (p). Soit un idéal J contenant I. Comme A est principal, J est
monogene : J = (¢). Mais comme p est dans I qui est dans J, il existe a € A tel que p = qa.
Puisque p est irréductible, soit ¢, soit a est inversible. Si ¢ est inversible, alors J = A. Si a est
inversible, alors nous avons p = qa, donc ¢ = pa~!, ce qui signifie que g € (p) et donc que J = I.
Cela prouve que (p) est un idéal maximum.
Le fait que A/(p) soit un corps est maintenant la proposition 3.53. O

Exemple 3.85.
L’anneau Z est principal parce qu’il est intégre et que ses seuls idéaux sont les nZ qui sont

principaux : nZ est engendré par n. A
EXooCJRPooYkWdyr

Exemple 3.86 (Les idéaux de Z/nZ).
Les idéaux de 7Z/nZ sont principaux, mais 'anneau 7/n7Z n’est pas principal lorsque n n’est pas
premier. Nous allons voir ca.

(i) Les idéaux de Z/nZ sont principaux Soit un idéal S dans Z/nZ. Nous considérons la
projection canonique ¢: Z — Z/nZ. La proposition 3.50 dit que S = ¢(J) ou J est un idéal
de Z contenant nZ. Mais le corolaire 1.232 nous dit qu’alors J = mZ pour un certain m.
Pour que mZ contienne n#Z, il faut que m divise n.

Bref, S = ¢(mZ) avec m | n. Nous montrons maintenant que S est engendré par [m]s,.
D’abord, ’élément [m],, est bien dans ¢(mZ). Ensuite un élément de ¢(mZ) est de la forme

[km]n = k[m]n € ([m]n). (3.95)

Donc S < ([m],). Et 'inclusion dans l'autre sens est tout aussi immédiate : un élément de
([m]n) est de la forme
k[m], = [km], = ¢(km) € ¢p(m7Z). (3.96)

(ii) Si n n’est pas premier, Z/nZ n’est pas principal Le fait est que lorsque n n’est pas
premier, Z/n7Z n’est pas intégre (corolaire 1.244).

(iii) Moralité Un anneau comme Z/6Z est un anneau dont tous les idéaux sont principaux,
mais qui n’est pas principal.

A

Exemple 3.87.
Nous verrons dans la proposition 26.23 que I’anneau des fonctions holomorphes sur un compact de

C est principal. JAN
DEFooXSPFooPumQSy

Définition 3.88.
Nous disons que deuz éléments d’un anneau principal sont premiers entre eux si leur PGCD

est 1.
ThofPXwiM

Théoréme 3.89.
St A est un anneau principal et si p et q sont premiers entre eux dans A, alors on a l’isomorphisme
d’anneaux

A/pgA ~ A/pA x A/qA. (3.97)

3.7.1 Autour du théoréme de Bézout

Rappel de notations : si A est un anneau et si p € A, nous notons (p) I'idéal engendré par p,

c’est a dire pA. C’est la définition 3.45.
LEMooARNUooXqrJGa

Lemme 3.90 ([? ]).
Soient un anneau principal® A ainsi que a,be A.

(1) d est PGCD de {a,b} si et seulement si (d) = (a) + (b).

23. Définition 3.76.
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(2) m est PPCM de {a,b} si et seulement si (m) = (a) N (b).

Théoréme 3.91 ([? ? ]).
Soient un anneau principal et S < A non vide.

(1) d est un PGCD de S si et seulement si il génére l'idéal engendré par S.
(2) m est PPCM de S si et seulement si (m) = [ yeg(s).
Toute partie d’un anneau principal admet un PGCD et un PPCM?*.

ii Avertissement/question au lecteur !! 3.92
La preuve est a revoir.

Démonstration. Puisque I'anneau A est principal, tous ses idéaux sont principaux et donc engen-
drés par un seul élément. En particulier il existe §, u € A tels que

(6) =>(s) (3.98a)
() =[(s) (3.98D)

seS

(i) PGCD Montrons ce que § est un PGCD de S. Pour tout z € S, nous avons (z) < (J), et
donc § | z. Par ailleurs si d | x pour tout x € S, nous avons (z) < (d) et donc

D) < (d), (3.99)

puis (9) < (d) et finalement d | 4.

(iil) PPCM Si z € S nous avons (u) < (z) et donc = | p. D’autre part si | m pour tout z € S,
alors (m) < (z) et donc (m) < (u), finalement p | m.

O
CorimHyXy

Corolaire 3.93 (Théoreme de Bézout[? ]).
Soit un anneau principal A. Deux éléments a,b € A sont premiers entre eux si et seulement si il

existe un couple (u,v) € A? tel que

ua + vb = 1. (3.100)

A la place de 1 on aurait pu écrire n’importe quel inversible.

Démonstration. Pour cette preuve, nous allons écrire pged(a,b) I'ensemble de PGCD de a et b,
c’est-a-dire la classe d’association d’'un PGCD.
Si a et b sont premiers entre eux, alors

1€ pged(a,b) = > (2) = (a) + (b). (3.101)

r=a,b

A Tinverse, si nous avons ua + vb = 1, alors 1 € (a) + (b), mais puisque (a) + (b) est un idéal
principal, (1) = (a) + (b) et donc 1 € pged(a, b). O

Le lemme de Gauss est une application immédiate du théoréeme de Bézout. Il y aura aussi un
lemme de Gauss a propos de polynémes (lemme 6.46), et une généralisation directe au théoréeme

de Gauss, théoreme 6.45.
LemSdnZNX

Lemme 3.94 (Lemme de Gauss[? ]).

Soit A un anneau principal et a,b,c € A tels que a divise be. Si a est premier avec ¢, alors a divise
b.

24. Ce n’est pas aussi trivial que ¢a parce qu’il faut encore qu’il existe des éléments vérifiant les formules données.
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Démonstration. Comme a est premier avec ¢, nous avons pged(a,c) = 1 et Bézout (1.225) nous
donne donc s,t € A tels que sa + tc = 1. En multipliant par b,

sab + tbc = b. (3.102)

Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a divise bec. Par conséquent
b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a. O

Un cas usuel d’utilisation est le cas de A = IN*.

3.7.2 Idéal premier
PROP00ZICGooNmblhl

Proposition 3.95 ([? 1], theme 77).
Sott un anneau principal A et un élément p # 0 dans A. Nous avons équivalevi(i%ﬂoeoém AooWLFUTX

(1) (p) est un idéal premier,

ITEMooKQRMooBNPDMX
(2) p est un élément premier, ITEMooZYY JooCHiBhL
(8) p est un élément irréductible, ITEMooHPAT 00YoGzgD

(4) (p) est un idéal mazimum propre®>.

Démonstration. En plusieurs implications.

(i) (1) implique (2) En plusieurs points.

— La condition p # 0 est dans les hypotheses de la proposition.
— Si p était inversible, nous aurions (p) = A et donc pas que (p) est un idéal premier.

— Soient a,b € A tels que p | ab. En particulier, (ab) € (p). Mais comme (p) est un idéal
premier, cela implique soit a € (p) soit b € (p). Donc soit p divise a soit p divise b.

(ii) (2) implique (3) Un anneau principal est intégre; c’est dans la définition 3.76. Dans un
anneau integre, tout élément premier est irréductible, c’est la proposition 1.247.

(iii) (3) implique (4) Soit un idéal I contenant (p). Puisque A est principal, I est engendré
par un seul élément ; soit I = (a). Vu que p € I, ’élément a divise p. Mais comme p est un
élément premier, a | p implique a = p ou a = 1. Dans le premier cas, I = (a) = (p), et dans
le second cas, I = (a) = (1) = A. Donc (p) est bien un idéal maximum.

De plus l'idéal (p) est propre. En effet avoir (p) = A dirait en particulier que 1 € (p),
c’est-a-dire qu’il existe x € A tel que xp = 1. Or p étant irréductible, il est non inversible.

(iv) (4) implique (1) C’est la proposition 3.79(3).

O

Un exemple d’élément premier non irréductible est [4]g dans I’anneau non principal 7/67Z. Voir
3.104 et le lemme 3.105.

3.7.3 Anneau noethérien
DEFooPWMHooCnrQuJ

Définition 3.96.
Un anneau est dit noethérien si toute suite croissante d’idéaux est stationnaire (d partir d’un
certain rang).

Montrer que tout anneau principal est noethérien est le premier pas pour montrer que tout
anneau principal est factoriel.

25. Ce « propre » n'est pas dans I'énoncé sur Wikipédia. Je ne comprends pas pourquoi, et j'ai posé la question sur la
page de discussion.
https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Idéal_premier
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LEMooHQPVooTfkhRV
Lemme 3.97.
Tout anneau principal®® est noethérien.

Démonstration. Soit (Jy,) une suite croissante d’idéaux et J la réunion. L’ensemble J est encore
un idéal parce que les J; sont emboités. Etant donné que I'idéal est principal nous pouvons prendre
a € J tel que J = (a). Il existe N tel que a € Jy. Alors pour tout n > N nous avons

JcJycJyc (3.103)

La premiére inclusion est le fait que J = (a) et a € Jy. La seconde est la croissance des idéaux et la
troisiéme est le fait que J est une union. Par conséquent pour tout n = N nous avons Jy = J,, = J.
La suite est par conséquent stationnaire. O]

Exemple 3.98.
Il y a moyen d’avoir un anneau noetherien non principal. C’est le cas de Z/6Z dont nous parlerons

dans 3.105. A
THOooANCAooBChmwp

Théoréme 3.99 ([? ]).

Tout anneau principal est factoriel.
EXooYCTDooGXAjGC

Exemple 3.100 (Z[i+/5] n’est ni factoriel ni principal).
Puisque (iv/5)2 = —5, les éléments de Z[i+/5] sont les éléments de C de la forme a + biy/5 avec
a,b € 7. Nous définissons la norme sur Z[i+/5] par 2’

N: 7Z[iv5] - N

_ (3.104)

Z— 2Z.

Le fait que ce soit a valeurs dans IN est un simple calcul :
N(z + iyV5) = (z + iyv5)(x — iyV5) = 2 + 5y°. (3.105)

De plus N est multiplicative : N(z122) = N(z1)N(z2).
Nous pouvons maintenant déterminer les inversibles de Z[iv/5]. Si « est inversible, alors il
existe (8 tel que a8 = 1. Au niveau de la norme,

N(a)N(B) =1, (3.106)

ce qui implique que N(a) = 1. Or I'équation x? + 532 = 1 dans N donne y = 0, z = +1.
Au final, les inversibles de Z[iv/5] sont +1.
L’anneau Z[iy/5] n’est alors pas factoriel (définition 3.72) parce que

2 x 3= (1+14v5)(1 —iV5). (3.107)

Cela donne deux décompositions du nombre 6 en produit d’éléments non associés 2 (2 n’est associé
qu’a 2 et —2) parce que les inversibles sont 1 et —1.

Le fait que Z[iv/5] ne soit pas factoriel implique qu’il ne soit pas principal, théoréme 3.99. A

3.8 Anneau Z/67
SECo0SWGKooEe0ZTO
Nous allons donner quelques propriétés de cet anneau, et en particulier voir que dans cet anneau
non integre, la notion d’élément irréductible n’est pas tres intéressante.

26. Définition 3.76.
27. C’est le carré de la norme usuelle, mais c’est I'usage dans le milieu.
28. Définition 3.58.
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Voici pour commencer un calcul de la table de multiplication de A = Z/6Z. Pour les multiples
de (par exemple) [4]¢ nous écrivons

1 x [4]6 = [4e] (3.108)
et ensuite
2 x [4]6 = [8]s = [2]s, (3.109)
puis
3 x [4]6 = [2 + 4]6 = [6]6 = [0]s; (3.110)

et caetera. Le résultat est :

(3.111)

=)
[es] Nenll Nl Nenll Nan) Naw]
N O N O
WO W OoO|Ww O
N O | O
N WO O

Pour ne pas alourdir, nous n’avons pas écrit [z]¢ partout au lieu de z.

3.101 (Inversibles).
Les éléments inversibles de Z/6Z sont ceux qui ont un [1]¢ dans leur table de multiplication. Ce
sont donc

U(z/6%) = {[1]s, [5l6}- (3.112)

3.102 (Diviseurs de zéro).
Les diviseurs de zéro sont ceux qui ont un [0]g dans leur table de multiplication, c¢’est-a-dire

{[2ls, [3]6: [4]6 }- (3.113)

3.103 (Irréductibles).
Les irréductibles sont ceux qui ne sont ni inversibles ni produit de deux éléments non inversibles.
Les non inversibles sont :

{[0]s, [2]6: [3]6 [4]6}- (3.114)

Ils sont candidats a étre irréductibles. Les produits de ces éléments (on oublie les crochets) sont :

2x2=4 (3.115a)
2x3=0 (3.115b)
2x4=2 (3.115¢)
3x3=3 (3.115d)
3x4=0 (3.115¢)
4x4=4. (3.115f)

Donc [0]g, [2]6, [3]6 et [4]¢ ne sont plus candidats a étre irréductible. Bref, il ne reste aucun
candidats.

L’anneau Z/6Z n’a aucun élément irréductible.
NORMooAX0KooAQMXoB

3.104 (Eléments premiers).
Les éléments non nuls et non inversibles sont 2, 3 et 4.
(i) Pour 2 L’élément [2]g divise 2, 4 et 0.
— Les (a,b) tels que ab = 2 sont : (1,2), (2,4) et (5,4). L’élément 2 divise donc toujours
a ou b.
— Les (a,b) tels que ab = 4 sont : (1,4), (2,5) et (4,4). L’élément 2 divise donc toujours
a ou b.
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— Les (a,b) tels que ab = 0 sont : (0,x), (3,2) et (4,3). L’élément 2 divise donc toujours
a ou b. En particulier, [2]¢ divise [0]¢ ; c’est important.

Donc [2]g est un élément premier.
(ii) Pour 3 L’élément [3]¢ divise 3 et 0.
— Les (a,b) tels que ab = 3 sont : (1,3) et (3,5). L’élément 3 divise donc toujours a ou b.

— Les (a,b) tels que ab = 0 sont : (0,x), (3,2) et (4,3). L’élément 3 divise donc toujours
a ou b.

Donc [3]¢ est un élément premier. L’élément [4]g divise 4, 2 et 0.

— Les (a,b) tels que ab = 4 sont : (1,4), (2,5) et (4,4). L’élément 4 divise donc toujours

a ou b.

— Les (a,b) tels que ab = 2 sont : (1,2), (2,4) et (5,4). L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

— Les (a,b) tels que ab = 0 sont : (0,x), (3,2) et (4,3). L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

Donc [4]g est un élément premier.

Au final, les éléments premiers dans Z/6Z sont

{[2ls, [3]6: [4]6 }- (3.116)

Vous noterez que 7Z/67 a des éléments premiers non irréductibles. Cela est un contre-exemple

a la proposition 3.95 dans le cas d’un anneau non-integre.
LEMooZSELooGOFEIz

Lemme 3.105 ([1]).
L’anneau 7/67 est noetherien, mais ni intégre ni principal®®.

Démonstration. Comme c’est un anneau fini, toute suite croissante de quoi que ce soit devient
stationnaire ; donc Z/6Z est noetherien.

Puisque 7Z/67 a des diviseurs de zéro, il n’est pas integre. Et s’il n’est pas intégre, il n’est pas
factoriel non plus. O

3.9 Anneau euclidien
DefAXitWRL

Définition 3.106 (Wikipédia).
Soit A un anneau intégre. Un stathme euclidien sur A est une application a: A\{0} — N tel
que

(1) Ya,be A\{0}, il existe g, € A tel que

ITEMooLVJAooLpjgEz

a=qgb+r (3.117)

et a(r) < a(b).
(2) Pour tout a,b e A\{0}, a(b) < a(ab).

Un anneau est euclidien si il accepte un stathme euclidien.

Le stathme est la fonction qui donne le « degré » a utiliser dans la division euclidienne. La

contrainte est que le degré du reste soit plus petit que le degré du dividende.
ExwqlCuwvV

Exemple 3.107.
Le stathme de N pour la division euclidienne usuelle est a(n) = n. Si a,b € N nous écrivons

a=qgb+r (3.118)

29. Toutes les définitions dans le theme ?7.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Anneau_euclidien
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ou ¢ est 'entier le plus proche inférieur a a/b (on veut que le reste soit positif) et » = a — gb. Nous
avons donc a
r—bza—b(q+1)<a—bg=0, (3.119)

ce qui montre que r < b. A

Cet exemple ne fonctionne pas avec Z au lieu de IN parce que le stathme doit avoir des valeurs
dans N. Cela ne veut cependant pas dire qu’il n’existe pas de stathme sur 7 ; cela veut seulement

dire que a(x) = x ne fonctionne pas.
Propkllxnv

Proposition 3.108 ([? ]).
Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau principal et o un stathme sur A. Nous considérons un idéal I
non nul de A. Nous devons montrer que I est généré par un élément. En I'occurrence nous allons
montrer qu'un élément a € I\{0} qui minimise a(a) va générer*° I.

Soit x € I. Par construction, il existe ¢, € A tels que z = aq + r avec r = 0 ou a(r) < a(a).
Etant donné que z,a € I, r € I. Sir # 0, alors r contredirait la minimalité de a(a). Donc r = 0 et
T = aq, ce qui signifie que I est principal. O

PROPooPJGLooQSrJTU
Proposition 3.109.
L’anneau 7, est principal et euclidien.

Démonstration. Nous allons seulement montrer que «(x) = |z| est un stathme euclidien. Ainsi Z
sera, euclidien et donc principal par la proposition 3.108.

D’abord Z est integre, c’est I’exemple 1.242.

La condition «a(b) < a(ab) est immédiate : |a| < |ab| pour tout a,b € Z.

Soient maintenant a,b € Z. Nous définissons ¢g, g € IN tels que

|a| = qo|b| + 70 (3.120)

avec 1 < |b|. Cela existe parce que a(x) = x est un stathme sur N par '’exemple 3.107.

(i) Sia>0et b>0 Alors a = qob + ro et le couple (go,79) vérifie les conditions de la défini-
tion 3.106(1).

(ii) Sia>0et b <0 Alors a = —qob + ro, et le couple (—qp,ro) vérifie les conditions de la
définition 3.106(1).
(iii) Sia<0 et b>0 Alors a = —qob — 19, et le couple (—qg, —r¢) vérifie les conditions de la

définition 3.106(1) parce que

a(—rg) =ro < |b| = a(b). (3.121)

(iv) Sia<0et b<0 Alors a = qob — 79, et le couple (qo,—rg) vérifie les conditions de la
définition 3.106(1).

O]

Nous venons de voir que Z est principal; le lemme suivant nous dit que Z[X] n’est lui, pas
principal.
LEMooDJSUooJWyxCL
Lemme 3.110 ([? ).

Si A est un anneau intégre>' qui n’est pas un corps, alors A[X] n'est pas principal.

Démonstration. Soit un élément non nul a € A.

30. Un tel élément existe. ..
31. Définition 1.218.
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(i) Un idéal principal contenant a et X est A[X] Soit (P) un idéal principal contenant a
et X. Puisque a € (P), il existe @ tel que a = QP. Donc P divise a dans Z[X]. L’égalité des
degrés indique que P est un polyndéme constant, c’est-a-dire en réalité un élément de A. Soit
P=FkeA
Comme P divise X, nous avons aussi X = k() pour un certain @) € Z[X]. L’égalité des degrés
dit qu’il existe ¥’ € A tel que Q = k'X et donc Q = K'X = K'kQ, ce qui implique que kk' = 1.
L’idéal engendré par k contient donc en particulier k&’ = 1 et donc contient A[X] en entier :

1=Kkek(P)=(P). (3.122)

(ii) Si (a,X) = A[X] alors a est inversible Si (a,X) = A[X], en particulier, 1 € (a, X), ce
qui signifie qu’il existe des polynémes U,V € A[X] tels que

1=UX + Va. (3.123)

Nous évaluons cette égalité en 0 : comme (UX)(0) = 0, nous avons 1 = V(0)a, ce qui signifie
que V(0) est un inverse de A. Donc a est inversible.

(iii) Si a n’est pas inversible alors (a, X) n’est pas principal Si (a, X) était principal, alors
nous aurions, par ce qui est dit plus haut, (a, X) = A[X]. Mais cette derniére égalité impli-
querait que a soit inversible.

En conclusion, si A n’est pas un corps, il posséde un élément ni nul ni inversible. Dans ce cas,
I'idéal (a, X) n’est pas principal dans A[X] et nous en déduisons que A[X] n’est pas un anneau

principal. O
Nous verrons dans le lemme 3.133 que si K est un corps, alors K[X] est principal.
ExeDufyZI
Exemple 3.111.
Prouvons que Z[iy/2] est un anneau euclidien. Pour cela nous démontrons que
N: Z[iv2] - N
[iv2] B0ZUTooZ gty

a + biv2 — a® + 2b?

est un stathme euclidien.
Soient z = a + bin/2, t = @’ + b'iv/2. Nous cherchons ¢ et r tels que la division euclidienne
s’écrive z = gt + r. Soient «, 8 € Q) tels que
z

2ot piva (3.125)

Nous désignons par a+ €1 et 5+ €2 les entiers les plus proches de « et 5. Nous avons |e1|, |e2] < %
Nous posons alors naturellement

q=(a+e)+ (B +e)iv2 (3.126)
et nous calculons r = z — ¢t :
20 ey —a'er + i\/i(elb/ — (1/62). (3.127)
Nous trouvons
N(r) = a?e + 4023 + 2a% % + 20763 < Za’Q - gb’2. (3.128)

D’autre part N(t) = a? + 2b%, et nous avons donc bien N(r) < N(t).
En ce qui concerne la seconde propriété du stathme, un petit calcul montre que

N(zt) = (a® + 2b%)(a”? + 2V"?), (3.129)

et tant que ¢ # 0 nous avons bien N(zt) > N(z). A
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Notons en particulier que Z[iy/2] est factoriel et principal.

ExluqIkE
Exemple 3.112 (Décomposition en facteurs irréductibles dans Z[iv/2]).
Les éléments inversibles de Z[iy/2] sont +1, donc deux éléments a et b sont associés (définition 3.58)
si et seulement si a = +b.

De plus si p est irréductible®?, alors —p est irréductible. Les éléments irréductibles de Z[iv/2]
arrivent donc par pairs d’éléments associés. Soit {p;} une sélection de un élément irréductible parmi
chaque paire. Tout élément x de Z[iv/2] peut alors étre écrit x = +p{*...pdn. Cette écriture va
étre pratique pour comparer des décompositions en facteurs irréductibles d’éléments. A

Le lemme suivant fait en pratique partie de 'exemple 3.115, mais nous I’isolons pour plus de

clarté 33.
LemTScCIv

Lemme 3.113.
Sia et b sont deuz éléments premiers entre eux de Z[in/2), et si il existe y € Z[in/2] tel que ab = 3>,
alors a et b sont des cubes (dans Z[iv/2]).

Démonstration. D’apres 'exemple 3.112 nous pouvons écrire

y==£pit...pon" (3.130a)
a=+pit...pp" (3.130Db)
b=+pit .. pbh (3.130c)

ot les p; sont les irréductibles de Z[iv/2] « modulo +1 » au sens ou la liste des irréductibles est
{p:} U{—pi} (union disjointe). Etant donné que a et b sont premiers entre eux, a; et 5; ne peuvent
pas étre non nuls en méme temps alors que leur somme doit faire 30;. Nous avons donc pour chaque
i soit a; = 30; soit B; = 30; (et bien entendu si o; = 0 alors o; = 8; = 0).

Etant donné que +1 sont également deux cubes, a et b sont bien des cubes.

Notons que nous avons utilisé de facon capitale le fait que Z[iv/2] était factoriel. ]

3.9.1 Equations diophantiennes

ExZPVFooPpdKJc
Exemple 3.114.
L’équation diophantienne
z? =3y + 8 (3.131)
n’a pas de solution. En effet si nous prenons ’équation modulo 3 nous obtenons
[2%]3 = [3y° + 8]3 = [8]3 = [2]s. (3.132)
Or dans 7Z/37, aucun carré n'est égal a deux : 02 =0# 2,12 =1#2et 22 =4=1# 2. A
ExmuQisZU
Exemple 3.115.
Résolvons I’équation diophantienne
% +2 =y (3.133)

Une premiére remarque est que z doit étre impair. En effet si = 2k, nous devons avoir 7>
pair. Mais un cube pair est divisible par 8. Donc y? = 8] pour un certain I. L’équation devient
4k? + 2 = 81, c’est-a-dire 2k? 4+ 1 = 41. Le membre de gauche est impair tandis que celui de droite
est pair. Impossible.

Nous pouvons écrire 1’équation sous la forme z2 + 2 = (z +1i/2)(z —iv/2). Et nous considérons
Z[i+/2] muni de son stathme N donné par (3.124).

L’élément i+/2 est irréductible parce que N (iy/2) = 2, et si nous avions iy/2 = pq, alors nous
aurions N (p)N(q) = 2, ce qui n’est possible que si N(p) ou N(q) vaut 1.

32. Définition 3.68
33. Merci & Marvoir pour m’avoir souligné le manque.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Utilisateur:Marvoir
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Nous prouvons maintenant que les éléments x + iv/2 et = — i4/2 sont premiers entre eux.
Supposons que d soit un diviseur commun ; alors il divise aussi la somme et la différence. Donc d
divise a la fois 2z et 2i4/2.

Etant donné que iv/2 est irréductible et que 2i/2 = (—i\/§)3, les diviseurs de 2i4/2 sont les
puissances de (—iy/2). Alors nous devrions avoir d = (iv/2)? et donc

z = (iv2)%q (3.134)

pour un certain ¢ € Z[iy/2]. Dans ce cas nous avons N (z) = 2° N(q), mais nous avons déja précisé
que x ne pouvait pas étre pair, donc S = 0 et nous avons d = 1.
Comme les nombres x + i4/2 sont premiers entre eux et que leur produit doit étre un cube, ils

doivent étre séparément des cubes (lemme 3.113). Nous devons donc résoudre séparément z+iv/2 =
v’
Cherchons les x et y entiers tels que = + i4/2 = 3. Si nous posons z = a + biy/2, il suffit de

calculer 23 :

| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20

| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
sage: var(’a,b’)

(a, b)

sage: z=a+I*sqrt(2)*b

sage: (z**3).expand()

3xI*sqrt(2)*a"2%b - 2*Ixsqrt(2)*b~3 + a3 - 6xa*b”2

En identifiant cela & = + i4/2 nous trouvons le systéme

{ z = a® — 6ab? (3.135a)
1 = 3a% — 2b° (3.135b)

ou, nous le rappelons, x, a et b sont des entiers. La seconde équation montre que b doit étre
inversible : b(3a? — 2b?) = 1. Il y a donc les possibilités b = +1. Pour b = 1 I’équation devient
3a® — 2 = 1, c’est-a-dire a = +1. Pour b = —1 l'équation devient 3a®> — 2 = —1, impossible. En
conclusion les possibilités sont

(z,2) = (5,1 +1iV2) (3.136a)
(z,2) = (5,—1 +iV?2) (3.136b)
(3.136¢)

Le travail avec  — i4/2 donne les mémes résultats.
Les deux solutions de 1’équation 22 + 2 = y3 sont alors (5, 3) et (-5, 3). A

3.9.2 Triplets pythagoriciens et équation de Fermat pour n =4

Définition 3.116.
Les solutions entiéres (positives) de l'équation x> +1y? = 2% sont appelés triplets pythagoriciens.

Ils donnent toutes les possibilités de triangles rectangles dont les c6tés ont des longueurs en-
tieres.

Définition 3.117.
On dit qu’un triplet pythagoricien est primitif si les trois nombres sont premiers dans leur en-
semble 3.

34. Définition 1.224.
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Remarquons que c’est équivalent & montrer que les trois nombres sont premiers deux a deux :
en effet, si deux parmi x, y et z sont divisibles par un nombre, alors tous les trois sont divisibles

par ce nombre *°, donc les nombres z, y et z sont premiers deux & deux.
LemTripletsPythagoriciensPrimitifs

Lemme 3.118.
Dans un triplet pythagoricien primitif (x,y,z), on a toujours z impair et :

— Sott x impair et y pair;

— Ssoit T pair et y impair.

Démonstration. Remarquons que le fait d’imposer que le triplet soit primitif, interdit aux nombres
x et y d’étre pairs en méme temps. En effet, si c¢’était le cas, alors 22 et y? seraient aussi pairs,
donc leur somme 22 aussi, d’ou z serait pair et les trois nombres ne seraient pas premiers entre
eux.

Nous montrons a présent que les nombres x et y ne sont pas tous les deux impairs. Par I’absurde,

si z = 2a + 1, nous avons 22 = 4a® + 4a + 1 € [1]4; de la méme maniére, y? € [1]4. On en déduit

alors que 22 = 22 + 32 € [2]4. Le nombre 2? est donc pair, donc z est pair : disons z = 2c.
Alors, 22 = 4c¢® € [0]4. Comme les classes modulo 4 sont disjointes, nous aboutissons & une
contradiction. O

PropXHMLooRnJKRi
Proposition 3.119 (Triplets pythagoriciens[? ? |).
Un triplet (z,y,z) € (N*)? est solution de x> I:FXyQ =z

. subeqLVHFooVgWs
premiers entre eux tels que |

2 si et seulement si il existe d € N et u,v € N*

z = d(u® —v?) (3.137a)
y = 2duv (3.137b)
z = d(u® +v?) (3.137c)
FUBEQSOORQKBOOCBquA
ou
x = 2duv (3.138a)
y = d(u® — v?) (3.138b)
z = d(u® + v?) (3.138c)

La différence entre les deux est seulement d’inverser les roles de x et y.

Démonstration. Montrons d’abord que les formules proposées sont bien des solutions; nous véri-
fions (3.137) :
2?4+ y? = (v — v?)? + 4d*uPo? = &P (u? + v?)?, (3.139)

qui correspond bien au z? proposé.

Une vérification du méme style fonctionne pour (3.138).

Nous allons maintenant prouver la réciproque : toute solution est d’une des deux formes propo-
sées. Déterminer les triplets primitifs suffira parce que si (x,y, z) n’est pas une solution primitive,
alors en posant k = pged(z,y, z), le triplet (%, Z, %) est primitif. Connaissant les triplets primitifs,
nous obtenons tous les autres par simple multiplication.

Soit donc (z,, #) un triplet pythagoricien primitif. Sans perte de généralité 3%, grace au lemme

3.118, nous pouvons supposer z pair tandis que y et z seront impairs. Comme 2% = (z+y)(z—vy),

nous avons (g)z _ <z Z y) <z ; y) ' (3.140)

Puisque z et y sont premiers entre eux, les nombres z — y et z + y sont également premiers entre
eux 7. Donc les facteurs premiers (qui arrivent au moins au carré) de (2/2) sont chacun soit dans

35. Parce que k et k% ont les mémes facteurs premiers.
36. En échangeant les roles de x et y ici, nous obtenons a la fin la seconde forme des solutions.
37. Siz—y = kn et z+ y = km, faisant la somme et la différence on voit que y et z sont divisibles par k.
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(z + y)/4 soit dans (z — y)/4. Nous en déduisons que ces derniers sont des carrés d’entiers. Nous
posons

2=y 2 21y 2
=u = v°. 3.141

Y=, 22 (3141)

Bien entendu u et v sont non nuls parce que nous avons exclu la possibilité de triplets dont un

élément serait nul. Avec tout cela nous avons (z/2)? = u?v? et donc x = 2uv puis par somme et
différence :

x = 2uv (3.142a)

y =v? —u? (3.142b)

z=u?+ 0% (3.142¢)

ce qu’il fallait. O

Remarque 3.120.

Les solutions dans lesquelles z, y ou z sont nuls sont faciles a classer. La solution (1,0,1) n’est
pas dans les formes proposées. En effet elle ne peut pas étre de la premiere forme : avoir y = 0
demanderait qu'un nombre parmi d, u et v soit nul, ce qui est interdit. La solution (1,0, 1) ne peut

pas non plus étre de la seconde forme parce que x y est pair.
propFKKKooFYQcxE

Proposition 3.121 ([? ]).

Les équations x* + y* = 22 et 2% + y* = 24

n‘ont pas de solution dans (N*)3.

Démonstration. Sila premiere équation n’a pas de solution, alors la seconde n’en a pas non plus
parce que z* est un carré. Nous nous concentrons donc sur I'équation z4+y* = 22 et nous supposons
qu’il existe au moins une solution dans (N*)3. Nous en choisissons une (z,y, z) avec z minimum
(les 2 dans différentes solutions étant dans N, il en existe forcément un minimum **). Du coup,
les trois nombres x, y et z sont premiers dans leur ensemble parce qu'une division par leur pged
donnerait une nouvelle solution qui contredirait la minimalité de z.

Nous posons z* = z2 et y* = 2. Ils vérifient équation z2 + §> = 22 et par la proposition
3.119, il existe u,v € N* premiers entre eux tels que, sans perte de généralité 3%, on ait

T =2uw (3.143a)
= W — 2|eanKKKooFYchE1 (3.143D)
Y- u I eqnFKKKooFYQcxE2 (3.143(3)

Si u est pair, alors v est impair (et inversement) parce que pged(u,v) = 1 Si u est pair, alors u = 2a
et v =2b+ 1, ce qui donne y = 4a® — 4b?> — 4b — 1 € [—1]4. Or nous avons déjd vu qu'un carré est
dans [0]4 ou dans [1]4. Il faut donc que w soit impair. Le lemme 3.118 implique alors que v soit
pair.

De I’équation 3.143b, nous en déduisons que v? + § = u?; de plus u?, v? et § sont premiers
dans leur ensemble : en effet, u et v sont premiers entre eux, et si I'un parmi u? et v? a un facteur
commun avec y, alors 'autre doit avoir aussi (dans une égalité a + b = ¢, si deux des nombres
ont un diviseur commun, le troisieme I’a aussi). Comme j = 2, le triplet (v,y,u) est un triplet
pythagoricien primitif. Nous appliquons de nouveau la proposition 3. 119 elpmg}%oso%u (gg%gt que v
est pair : il existe donc deux nombres r et s premiers entre eux tels que &

v=2rs (3.144a)
y=r’—s (3.144b)
u=r?+ s (3.144c)

38. Voir quelque chose comme le lemme 1.134.
39. En inversant les roles de x et y au besoin.
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Avec cela, T = 2uv = 4rs(r? + s2). Remarquons que les trois nombres r, s et 2 + s? sont premiers
entre eux dans leur ensemble ; or, comme Z est un carré ces nombres doivent séparément étre des

carrés :
r=a’ (3.145a)
s =32 (3.145b
r? 4 52 =42, (3.145c¢)

En mettant les deux premiers dans la troisiéme équation, nous avons o 4+ 3% = 42. Donc (a?, 82,y

est une solution. Nous allons montrer que v < z, ce qui terminera la preuve, puisque z était supposé
minimal. Nous avons :

z=u®+0? par 3.143c
=72 4+ 5% 4+ 4r?s? par 3.144
=72 + 4r?s?
>,
et a fortiori v < z. O

3.10 Polyndémes a coefficients dans un anneau commutatif
BEMooXFHBooMBEDHPN

Lemme 3.122.

Nous considérons un polynome P € A[X], et le quotient A[X]/(P). Pour tout polynome @Q € A[X]

nous avons les égalités

QX) = Q%) = @ (3.146)
Démonstration. Si Q = Y, arpX k alors par la linéarité de la prise de classes,
Q _ Z akﬁ. EQooXl})RMoo(I:E(iF4 |
k

Nous insistons sur le fait que cette égalité n’est rien d’autre que l'itération de la définition de la
somme dans ’espace quotient : & + y = x + y ainsi que du produit kx = kzx ﬁéﬁnition 1.211).

Toujours par définition du produit appliqué a 1’élément X nous avons (X)? = X2; par récurrence
Xk = XF et

Q=Y aX* = Q(X). (3.148)
k

Le fait que Q@ = Q(X) n’est rien d’autre que le fait que dans A[X] nous avons Q = Q(X),
comme expliqué dans le lemme 1.303. ]

3.10.1 Mondémes

3.123.
Les éléments de la forme \X* avec A € A et k € N sont des mondmes.
Nous allons aussi considérer

Ap[X] = {P € A[X] tel que deg(P) < n}. (3.149)

Cet ensemble est un sous-module libre.

3.10.2 Evaluation

Soit P € A[X]. A priori, P n’est qu’une suite dans A indexée par N.
Nous avons déja défini son évaluation sur un élément o € A dans la définition 1.299 :

P(a) = Zakak. (3.150)
k

Cette somme est toujours finie.
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NORMooQFTJooLBcPx1
3.124.
L’ensemble A[X] est une algébre et donc un espace vectoriel. Il posséde un unique élément nul
qui est celui dont tous les coefficients sont nuls; cela est immédiat par la construction en tant que
suites presque nulles.

Il n’y a a priori pas équivalence entre le fait d’étre un polyndéme nul et le fait de s’évaluer a

zéro sur tous les éléments de A. Cela sera discuté dans le théoréeme 6.102 et I'exemple 19.40.
DEFooRFBFooKCXQsv

Définition 3.125.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour o € B nous
définissons Ala]p comme étant 'intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A.

Comme dit plus haut, nous nous permettons d’écrire A[«a] sans préciser B lorsque ce dernier

sera clair dans le contexte.
PROPooPMNSoo0OkHOxJ

Proposition 3.126.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour tout o € B nous
avons

Ala] = {P(«) tel que P € A[X]} (3.151)

ot encore une fois, P(a) est calculé dans B ; le contexte est clair la-dessus.

Démonstration. Si A’ est un sous-anneau de B contenant A et «, alors A’ contient tous les P(«)
avec P € A[X]. Nous avons donc

{P(a) tel que P e A[X]} < Ala]. (3.152)

Par ailleurs, {P(«) tel que P € A[X]} est un sous-anneau de B contenant A et . Donc A[«] y est
inclus. 0

3.10.3 Polynomes sur un anneau integre
ThoBUEDrJ

Théoreme 3.127.
L’anneau A est intégre si et seulement si A[X] est intégre.

Démonstration. Soient P et @ des éléments non nuls de A[X]. Puisque 'anneau A est integre,
nous avons

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) (3.153)

et le produit ne peut pas étre nul. L’anneau A[X] est donc intégre.

Si A[X] est integre, A est intégre parce qu’il peut étre considéré comme sous-anneau de A[X].
O

3.128.
Si A n’est pas integre, soient «, 8 € A non nuls tels que o5 = 0. Le produit des polynémes X — aX
et X — fest (aX) - () =0; le degré du produit n’est pas la somme des degrés.

Les personnes qui ont tout compris jusqu’ici remarqueront que la notation « X — P(X) »
n’est pas correcte parce que du point de vue que nous adoptons ici, un polynéme n’est pas une
application.

Corolaire 3.129.
Si A est intégre, les inversibles de A[X] sont les éléments inversibles de A.

Démonstration. Pour que @ soit inversible, il faut un P tel que PQ = 1. Mais 'anneau A étant
integre, les degrés s’additionnent. Par conséquent ils doivent étre de degré zéro et il faut que
P,Q € A. Donc @ est un inversible de A. O
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3.10.4 Division euclidienne

Le théoreme suivant établit la division euclidienne dans A[X] du polynéme P par un poly-

néme D.
ThodivEuclPsFexf

Théoréeme 3.130.
Soit D # 0 dans A[X] de coefficient dominant inversible dans A. Pour tout P € A[X], il existe
Q, R e A[X] tels que

P=QD+R (3.154)

avec deg(R) < deg(D).

Les polynomes @ et R sont déterminés de facon univoque par cette condition.
DefMPZooMmMymG

Définition 3.131.

Le polynome Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de P par D. Si le reste
de la division de P par D est nul on dit que D divise P et on note D | P. Autrement dit D divise
P si il existe Q tel que P = QD.*°

3.132.
Le théoréeme 3.130 nous incite & utiliser le degré comme stathme euclidien sur A[X] dés que A est
un anneau integre. Or cela ne fonctionne pas en général, parce que trés peu de polyndémes ont a

priori un coefficient dominant inversible.
LEMooIDSKooQfkeKp

Lemme 3.133 (Théme ?77).
Si K est un corps®', alors l'anneau IK[X] est euclidien et principal.

Démonstration. Puisque K est un corps, tous les éléments sont inversibles et le degré donne un
stathme par le théoréme 3.130. L’anneau K[X] est donc euclidien et par conséquent principal
(proposition 3.108). O

Dans le théoréeme 6.38 nous donnerons une preuve directe du fait que IK[X] est principal en
montrant que tous ses idéaux sont principaux. Nous y démontrerons donc un peu moins pour un

peu plus cher, mais avec le plaisir de ne pas devoir passer par un stathme.
DefDSFo00ZVbNAX

Définition 3.134 ([? |).
Soit un anneau A. Deuz polynomes P et Q) dans A[X] sont dits étrangers entre euzx si 1 est un
pged®? de P et Q. Un ensemble de polynomes (P;)icr est étranger dans leur ensemble si 1 est
un pged des P;.

Les polynomes P et () sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs de P et ()
sont les inversibles.

Les notions de polynémes étrangers entre eux ou de polyndémes premiers entre eux ne sont pas
identiques, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.135 ([1]).

Soient dans Z[X] les polynémes P(X) = 2X + 2 et Q(X) = 2X?2 + 2. Le nombre 2 est diviseur

commun et n’est pas un diviseur de 1. Donc 1 n’est pas un pged de P et (). Ils ne sont pas étrangers.
Mais ils sont premiers entre eux parce qu’ils n’ont pas d’autres diviseurs communs que les

inversibles (1 et —1). A

3.10.5 Polynéme primitif

DefContenuPolynome
Définition 3.136.
Le contenu du polynome P =Y, a; X' € K[X] est le pged de ses coefficients : ¢(P) = pged(a;).

40. Ceci se rapproche tout naturellement des notions générales de divisibilité dans un anneau intégre, vues en
sous-section 3.5.1.

41. Définition 1.234.

42. Définition 1.212.
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Définition 3.137 (Ordre d’un polynome).
Soit P un polynome irréductible de degré n sur IF,[X]. L’ordre de P est

min{k tel que P | X* —1}. (3.155)
DEFooDV00OooKaPZQC
Définition 3.138 (Polynéme primitif).
Soit p, un nombre premier et P un polynéme de degré n dans Fp[X]|. Nous disons que P est
primitif si
(1) P est unitaire et irréductible,

(2) les racines de P sont d’ordre p™ — 1 dans Fp[X]/P.
DEFooAIYGooRAEfHU

Définition 3.139 (Polynéme primitif au sens du pged).
Soit un anneau A. Un polynome P € A[X] est primitif au sens du pgcd si ses coefficients sont
premiers entre eux.

3.140.
Pour rappel, il y a plusieurs fagons de périphraser le fait que les coefficients soient premiers entre
eux. Nous pouvons dire ...

(1) Le pged de ses coefficients est 1 parce que c’est la définition 3.88 pour avoir des nombres
premiers entre eux.

(2) Le contenu de ses coefficients est 1. Parce que le contenu est précisément le pged, défini-
tion 3.136.

La notion de polyndéme primitif au sens du pged est particuliere aux polyndémes a coefficients
dans un anneau comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.141.
Si K est un corps, tout polynome unitaire dans K[X] non nul est primitif au sens du pgcd.

Démonstration. Un polynéme unitaire a un 1 parmi ses coefficients, donc le pged est forcément
1. O

Lorsque nous utiliserons la notion de polyndéme primitif au sens du pged, nous le mentionnerons
explicitement. C’est par exemple le cas pour le corolaire 3.153.

3.10.6 Racines des polyn6mes

Définition 3.142.
Soient A un anneau et P € A[X]. On appelle racine un élément o € A tel que P(a) = 0; c’est-

a-dire que, en remplacant toutes les occurrences de X par o dans l’expression de P, on obtient

0.
PropHSQooASRbeA

Proposition 3.143.
Soient A un anneau et P un polynome non nul dans A[X]. Si a € A est une racine de P alors
X — a divise P, et réciproquement.

Démonstration. Nous notons le polynéme p = X — « par analogie avec le polynéme minimal dont
il sera question dans la trés semblable proposition 6.92. Le sens réciproque est clair : si p divise P,
alors « est racine de P.

Pour le sens direct, remarquons que si « est racine de P, alors P est de degré au moins égal a
1, et nous pouvons donc effectuer la division euclidienne ** de P par p : il existe des polynémes Q

et R tels que PrOBHSO00A
P=Qu+R TOPHSQooARRERY

43. Théoreme 3.130.
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avec deg(R) < deg(u). Donc R est une constante, élément de A : appelons-le a. En évaluant (3.156)
en q, il vient

0=P(a) = Qa)u(a) + a, (3.157)
et nous en déduisons que a = 0, ce qui montre que P = Qu et que p divise P. O

Définition 3.144 (Racine simple et multiple d’un polynome).

Soit A un anneau ainsi qu’un polynéme P € A[X] et o € A racine de P. La multiplicité de a par
rapport a P est lentier h tel que P est divisible par (X — o) mais pas divisible par (X — a)"*1,
Nous noterons 0, (P) la multiplicité de o par rapport a P.

3.145.
Pour une définition générale d’une racine simple de ’équation f(x) = 0, voir la définition 34.50.

La proposition 3.143 nous indique que toute racine est de multiplicité au moins égale a 1.
PROPooQCZSooVokxXQ

Proposition 3.146.
Soient un anneau A, un polynome P € A[X] de degré n, ainsi qu’une racine o € A de P. Alors il
existe un polynome Q € A[X] de degré n — 1 tel que P = (X — a)Q.

PropahQQpA
Proposition 3.147.
Lélément o € A est une racine de multiplicité h du polynome P si et seulement si il existe

Q e A[X] tel que P = (X — a)"Q avec Q(a) # 0.

LemIeLhpc
Lemme 3.148.
Soient P et Q des polynomes non nuls de A[X] et € A. Alors
(1) 0,(P + Q) < min{f,(P),0,(Q)}, et l'égalité a lieu si 0, (P) # 0,(Q) ; TtemTeLhpciv

(2) 0a(PQ) = 0,py + 0a(Q), et 'égalité a lieu si A est integre.

Dans le théoréme suivant, la partie importante en pratique est le point (2) parce qu’il dit que,
lorsque nous cherchons les racines d’un polynéme, nous pouvons nous arréter lorsque nous en avons
trouvé autant que le degré, multiplicité comprise.

ThoSVZooMpNANi
Théoréeme 3.149.
Soit A un anneau intégre et P € A[X]|\{0}, un polynome de degré n.
(1) Sioa,...,ap € A sont des racines deux d deux distinctes de multiplicités ki, ..., ky, alors il

existe Q € A[X], de degré n — p, tel que P = QT [/_1(X — a;)¥i et Q(ai)[ﬁrﬁ)oé’xﬁ’éﬁé%ﬁﬁpm

(2) La somme des multiplicités des racines de P est au plus deg(P).

Démonstration. Si p = 1, soit « une racine de multiplicité k& de P. La définition de la multiplicité
d’une racine nous dit que P est divisible par (X — a)* mais pas par (X — «)**!. Donc il existe
Q € A[X] tel que P = Q(X — a)*. Il reste & voir que Q(a) # 0. Cela est une conséquence de la
proposition 3.143 : si Q(a) était nul, on pourrait lui factoriser (X — ) et donc avoir (X — a)*+!
qui se factorise dans P, ce qui n’est pas possible.

Nous supposons que p = 2 et nous effectuons une récurrence sur p. Nous considérons donc les
p—1 premieéres racines aq, . .., ap—1 et un polynéme R € A[X] tel que R(«;) # Opouri =1,...,p—1
et

P=(X-a)".. (X —a, )" 'R (3.158)

-

"

S
Par hypothese P(ay,) = S(ap)R(ap) = 0. L’anneau A étant integre, S(ay) # 0 parce que a; # oy
pour ¢ # p. Par conséquent, R(ay,) = 0.
Nous devons encore vérifier que la multiplicité o, est k, par rapport a R. Pour cela nous
utilisons le point (2) du lemme 3.148 afin de dire que le degré de oy, pour P = SR est k,. Par

conséquent
R= (X —ap)rT (3.159)
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avec T'(ap) # 0 et enfin

P
P=][(X - (3.160)
i=1
De plus T'(a;) # 0, sinon R(c;) serait nul. O
CORooUGJGooBofWLr

Corolaire 3.150.
Un polynome de degré n sur un anneau intégre possede au maximum n racines distinctes.

Démonstration. Le théoreme 3.149(2) dit que la somme des multiplicités des racines de P est au
maximum n. Mais la proposition 3.143 dit que toutes les racines ont une multiplicité au moins
égale a un. Donc il ne peut pas y en avoir plus de n. O

Proposition 3.151 ([? ? ).
Soit un anneau intégre et n > 0. Les racines n® de l'unité forment un groupe cyclique dont I’ordre

divise n.
LEMooHDJIooPTpUCJ

Lemme 3.152.
Soit le polynome P = X? — 1 sur Uanneau intégre** A. Si 1 +#
+1.

—1% alors les racines de P sont

Démonstration. Le fait que +1 sont racines est le lemme 1.208(1)(4). Puisque par hypothese 1 #

—1, le corolaire 3.150 termine la preuve. O
CORo00ZCSOooHQVAQOV

Corolaire 3.153 (Conséquence du lemme de Gauss[? ]).

Soient A un anneau factoriel et Frac(A) son corps des fractions. Un polynéme non constant P €

A[X] est irréductible (sur A) si et seulement si il est drréductible et primitif au sens du pged*® sur
Frac(A4)[X].

Exemple 3.154.
Il ne faudrait pas croire qu’étre irréductible dans un anneau A implique d’étre irréductible dans le
corps des fractions. En effet soit A = Z[v/5] et P = X? — X — 1. Nous savons que sa factorisation

est . (X 1 +2\/g> <X 1 —2\/5> ‘ (3.161)

Si vous ne le saviez pas, faites juste le calcul pour vous en assurer.
Ce polyndme est irréductible sur Z[+/5] mais pas irréductible sur Frac (Z[+v/5]). A

3.10.7 Quelques identités

LemISPooHIKJBU

Lemme 3.155 ([17 ]).
Quelques identités de polyndomes. TtemLTBooAcyMEN
(1) Sin est impair, alors 1 + X divise 1 + X™. TtemLTBooAcyMENi1
(2) Pour tout n nous avons X™ —1= (X —1)(1+ X +---+ X" 1). ITEMooILIVooHtmiLn

(3) X" —a" = (X —a) 31y al X"

Démonstration. Plusieurs points.

44. Définition 1.218.

45. A mon avis cette hypothése n'est pas nécessaire. Et d'ailleurs j'ai un peu du mal 3 voir des exemples exotiques
d'anneaux intégres dans lesquels 1 = —1. Il y aurait [0,1] modulo 2, certaines de ses parties, comme Z/2Z. Et quoi
d’autre?

46. Définition 3.139.
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(i) Pour (1) Nous allons utiliser le lemme 3.1 avec a = 1, b = —X et r = n — 1. Notez que n
étant impair, 7 = n — 1 est encore positif. En ce qui concerne le membre de gauche de (3.1),
nous remarquons que (—X)" = (—1)"X"™ = —X". Nous avons donc :

1+ X" =( a—bZ n=lokt () 4 X)), (3.162)

Cela prouve que 1+ X divise 1 + X™.
(ii) Pour (2) Posons P = X +...+ X" ! Nous avons XP = P — X + X" et donc

(X-1)(1+P)=X+XP-1-P=X+(P-X+X")—1-P=X"—1. (3.163)

(iii) Pour (3) Déja fait dans (3.1).



Chapitre 4

Espaces vectoriels (début)

4.1 Parties libres, génératrices, bases et dimension

Nous avons déja défini (dans 1.269) un espace vectoriel comme étant un module sur un corps
commutatif. En explicitant un peu, cela donne ceci[? ].
Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble E muni de deux opérations :

— une loi de composition interne +: F x £ — FE,
— une loi de composition externe - : K x F — F
telles que
(1) (E,+) soit un groupe abélien,
(2) pour tout u,v € E et pour tout k, k' € K,
(2a) k(u+v) = (ku) + (kv)
(2b) (kK u = k(K u)
(2¢) (k+K)u = (ku) + (K'u)
(2d) lu=u
ou 1 est le neutre de KK et ot nous avons directement adopté la notation ku pour k - w.
Si u € E, nous notons —u 'inverse de u dans le groupe (E, +).
Définition 4.1 (Partie libre).

Si E est un espace vectoriel, une partie A de E est libre si pour tout choix d’un mombre fini
d’éléments {u;}i=1,..n de A, Uégalité

ajug + -+ apuy, =0 (4.1)
implique a; = 0 pour tout i (ici les a; sont dans le corps de base).

Remarque 4.2.
Notons que le vecteur nul n’est dans aucune partie libre, ne fiit-ce que parce que a0 = 0 n’implique
pas a = 0.

Si A est une partie de l’espace vectoriel E, nous notons Span(A) l’ensemble des combinaisons
linéaires finies d’éléments de A. Les coefficients de ces combinaisons linéaires sont dans le corps de
base K.

Définition 4.3 (Partie génératrice).
Une partie B d’un espace vectoriel E est génératrice si Span(B) = E.

Remarque 4.4.
Ces définitions demandent des commentaires en dimension infinie !.

1. Nous n’avons pas encore défini le concept de dimension, mais nous nous adressons au lecteur trop pressé.

209
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(1) Tout élément peut étre écrit comme combinaison linéaire finie d’une partie génératrice. Cela
ne signifie pas que nous pouvons extraire une partie finie qui convient pour tous les éléments
a la fois. Lorsque ’espace est de dimension infinie, ceci est particulierement important.

(2) La définition séparée de liberté dans le cas des parties infinies a son importance lorsqu’on
parle d’espaces vectoriels de dimension infinie (en dimension finie, aucune partie infinie n’est
libre) parce que cela fera une différence entre une base algébrique et une base hilbertienne

par exemple.
DEFooNGDSooEDAwTh

Définition 4.5 (Base).
Une base de l’espace vectoriel E est une partie d la fois génératrice et libre.

Nous prouvons & présent que tout élément non nul d’un espace vectoriel possédant une base >

se décompose de facon unique en combinaison linéaire finie d’éléments d’une base.
PROPooEIQIooXfWDDV

Proposition 4.6 ([1]).
Soient un espace vectoriel E sur K muni d’une base {e;}icr. Si v € E, alors il existe un unique
couple (J,¢) ou

(1) J est une partie finie de I ;

(2) ¢: J — K est une application

(3) v=2jescli)e;-
Les éléments c(i) seront notés v; et sont les composantes de v dans la base. Sous-entendu, on
prolonge ¢ de J vers I par zéro sur I\J.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E et une base {e;}icr ou I est un ensemble & priori
quelconque. Soit v € E. Puisque E = Span{e; }cy, il existe une partie finie J de I et des coefficients

{vj}jes dans K tels que
v = Z Vj€j. (4'2>
jed

Cela donne l'existence.
En ce qui concerne l'unicité, soient J et K des parties finies de I et des coefficients {v;};ec et

w tels que
{wn}rerc tels @ EQooFKNEooICpy,
v=2vjej= Zwkek. (I.SI
jedJ keK
Nous posons L = J u K. Remarquez que les unions suivantes sont des unions disjointes :

L=(N\K)u(JnK)u(K\J) (4.4a)

J=(J\K)u (JnK) (4.4b)

K=(KnlJ)u(K\J). (4.4c)
Ecrivons 0 = v — v en utilisant les expressions de v de (4.3) et en décomposant les sommes :

0= Z vje; — Z Wiek (4.5a)

jed keK

= 2 vje; + 2 vje; — 2 Wgek — Z WEEL (4.5b)
jeJ\K jeJnK keKnJ ke K\J

= Z vjej + Z (vj —wj)ej — Z Wkek. (4.5¢)
jeJ\K jeJnK keK\J

La-dessus, nous posons
Uy sile J\K
=<y —w sileJnK (4.6)

—wy sile K\J.

2. Nous n’avons pas démontré que tout espace vectoriel possede une base. Donc & notre niveau, il est possible
que ce théoreme soit sans objet pour beaucoup d’espaces.
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Nous avons alors EQooCTWRo0ZK
Z e = 0. {ﬁfuﬂ
leL
Vu que {e;}ier est libre, la partie {e;};cr est également libre. Donc ’équation (4.7) implique que
o; =0 pour tout [ € L.
Nous devons prouver que

{j e J tel que v; # 0} = {k € K tel que wy # 0} (4.8)

et que pour [ dans cet ensemble, v; = w;.

Soit j € J; il y a deux possibilités : soit j € J\K, soit j € J n K. Dans le premier cas nous
avons déja vu que a; = v; = 0. Dans le second cas, aj = v; — w; = 0, c’est-a-dire v; = wj.

Donc j € J vérifiant v; # 0 implique j € J n K et I’égalité des coefficients. Idem avec k € K

tel que wg # 0 implique ke J n K. ]
LEMooDJSIooYcsvhO

Lemme 4.7 ([1]).
Soit un espace vectoriel admettant des bases. Un endomorphisme est une bijection si et seulement
st il change toute base en une base.

Démonstration. En deux parties. Soit un espace vectoriel E¥ possédant des bases et un endomor-
phisme f: F — F.

(i) Si f est bijective Soit une base {v;};es; nous devons voir que {f(v;)}ier est une base.

(i) Libre Si J est une partie finie de I et si les \; sont des scalaires tels que },; ; A; f(v;) = 0,

alors
0= Nif(vy) = F( D Avj)- (4.9)

jed jed
Mais comme f est bijective, cela implique que )| jeJ
est une base, cela implique que A; = 0 pour tout j.

Ajv; = 0. En retour, parce que {v;}

(ii) Générateur Soit = € E. Puisque f est bijective, il existe un unique y € E tel que z = f(y).
Comme {v;};cr est une base, il existe une partie finie J < I et des scalaires {\;};c tels

que
Y= Z Ajv;. (4.10)
jed
Nous avons alors
z = fly) = D \if(vy), (4.11)
jedJ

qui montre que {f(v;)}ier est bien génératrice de E

(ii) Si f change les bases en bases Soit un endomorphisme changeant toute base en une
base. Nous devons prouver qu’il est bijectif.

(i) Injective Nous considérons une base {v;};cr. La partie {f(v;)}ier est par hypotheése égale-
ment une base.
Soient x,y € E tels que f(x) = f(y). Il existe J et K finis dans I qui permettent de
décomposer x et y respectivement dans la base {f(v;)}ics. Quitte a poser J' = J U K,
nous supposons que J suffit®. Il existe donc des scalaires {)\;}jes et {i;}jes tels que
L= Zje] Ajf(v;) ety = ZjeJ i f (v5).
La relation f(z) = f(y) donne immédiatement, par la linéarité de f,

D = 1) f () = 0. (4.12)

jed

Du fait que {f(v;)}ier soit une base, nous déduisons que A; — p; = 0 pour tout j. Donc
x =y, et f est injective.

3. Nous utilisons le fait que 'union de deux parties finies d’un ensemble est finie (lemme 1.120(2)).
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ii) Surjective Soit x € E. Puisque v;) hier est une base, il existe des scalaires \; tels que
(ii) Surj a ; j tels q

T =D Nf () = F( D) Avy)- (4.13)

jeJ jeJ

Donc f est surjective.

Définition 4.8.
Un espace vectoriel est de type fini si il contient une partie génératrice finie.

Nous verrons dans les résultats qui suivent que cette définition est en réalité inutile parce qu'un

espace vectoriel sera de type fini si et seulement si il est de dimension finie.
LemytHnlD

Lemme 4.9.
Si E a une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille de n + 1 éléments est lice.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Pour n = 1, nous avons E = Span(e) et
donc si v1,v2 € E nous avons v1 = Aje, v2 = Age pour certains éléments non nuls Aq, Ay du corps
de base. Nous avons donc A\gv; — Ajvg = 0. Cela prouve que {vi,vs} est liée.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour k < n, c’est-a-dire que pour tout espace
vectoriel contenant une partie génératrice de cardinal k < n, les parties de k + 1 éléments sont
liées. Soit maintenant un espace vectoriel muni d’une partie génératrice G = {ey,...,e,} de n
éléments, et montrons que toute partie V = {v1,...,v,41} contenant n + 1 éléments est liée. Dans
nos notations nous supposons que les e; sont des vecteurs distincts et les v; également. Nous les
supposons également tous non nuls. Etant donné que {e;} est génératrice nous pouvons définir les
nombres \; ;. par

n
vi = . Aiker (4.14)
k=1
Puisque
n
Upt1 = Z An+1kek # 0, (4.15)
k=1

quitte a changer la numérotation des e;, nous pouvons supposer que A,41, # 0. Nous considérons
les vecteurs

Wi = Apg1,0V — NinUntl- (4.16)
En calculant un peu,
n n
w; = )\n+1,n Z )\i7kek — /\i,n Z )\n+17kek (4.17&)
k=1 k=1
n—1
= Z (An+1m ik — AimAnt1k) €k (4.17b)
k=1
parce que les termes en e, se sont simplifiés. Donc la famille {w;,...,w,} est une famille de n
vecteurs dans l'espace vectoriel Span{ey, ..., e,_1}; elle est donc liée par I'hypothése de récurrence.
Il existe donc des nombres aq, ..., a, € K non tous nuls, tels que

n n n
0= Z o;W; = Z ai)\n-i-l,nvi - Z ai/\i,nvnﬂ. qu?ﬁﬁ%&
i=1 i=1 =1

Vu que Apy1, # 0 et que, parmi les «;, au moins un est non nul, nous avons au moins un des
produits ajAp+1, qui est non nul. Par conséquent (4.18) est une combinaison linéaire nulle non
triviale des vecteurs de {v1,...,vn41}. Cette partie est donc lie. O
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LemkUfzH1
Lemme 4.10.
Soient L une partie libre et G une partie génératrice d’un espace vectoriel E. Si l’ensemble des
parties libres L' telles que L — L' = G posséde un élément maximum™, alors cet élément est une
base.

Qu’entend-on par « maximale » 7 La partie B candidate, doit étre libre, contenir L, étre conte-
nue dans G et de plus avoir la propriété que Va € G\B, la partie B u {x} est liée.

Démonstration. D’abord si G est une base, alors toutes les parties de G sont libres et le maximum
est B = GG. Dans ce cas le résultat est évident. Nous supposons donc que G est liée.

La partie B = {b1,...,b;} est libre parce qu’on I’a prise parmi les libres. Montrons que B est
génératrice. Soit x € G\B; par hypothése de maximalité, B U {z} est liée, c’est-a-dire qu’il existe
des nombres \;, A, non tous nuls tels que

Zl: Aibi + Apt = 0. TR

i=1

Si Ay = 0 alors un de \; doit étre non nul et ’équation (4.19) devient une combinaison linéaire
nulle non triviale des b;, ce qui est impossible parce que B est libre. Donc A, # 0 et

l
1
T=—1 D7 Xib. (4.20)
T =1

Donc tous les éléments de G'\B sont des combinaisons linéaires des éléments de B, et par consé-
quent, G étant génératrice, tous les éléments de F sont combinaisons linéaires d’éléments de B. [

ThonmnWKs
Théoréme 4.11 (Théoréme de la base incomplete).

Soit E un espace vectoriel de type fini sur le corps K. ItemBazxTZ

(1) Si L est une partie libre et si G est une partie génératrice contenant L, alors il existe une
base B telle que L < B c G.

ITEMooFVJXo0GzzpOu
(2) Toute partie libre peut étre étendue en une base. ITEMooFBUA0OSSZxgx
(3) Toutes les bases sont finies et ont méme cardinal. ITEMooJ I JSooGuIMdt

(4) Si'V est un sous-espace vectoriel de E, et si L est une base de V', alors il existe une base de
FE qui contient L.

Démonstration. Point par point.

(1) Comme E est de type fini, il admet une partie génératrice G de cardinal fini n. Donc une
partie libre est de cardinal au plus n par le lemme 4.9. Soit L, une partie libre contenue dans
G (ga existe : par exemple L = (). La partie B maximalement libre contenue dans G et
contenant L est une base par le lemme 4.10.

(2) Notons que puisque E lui-méme est générateur, le point (1) implique que toute partie libre
peut étre étendue en une base.

(3) Soient B et B’, deux bases. En particulier B est génératrice et B’ est libre, donc le lemme 4.9
indique que Card(B’) < Card(B). Par symétrie on a I'inégalité inverse. Donc Card(B) =
Card(B').

(4) La partie L étant une base de V, elle est en particulier libre dans E. Par le point (2), L peut
étre étendue en une base.

O]

4. Encore une fois, a part quelques cas triviaux, il n’est pas clair & ce point que ce maximum existe.
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REMooYGJEooEcZQKa
Remarque 4.12.
Le théoreme de la base incompléte 4.11(2) est ce qui permet de construire une base d’un espace
vectoriel en « commencant par » une base d’un sous-espace. En effet si H est un sous-espace de F,

alors une base de H est une partie libre de F et donc, peut étre étendue en une base de E.
DEFooWRLKooArTpgh

Définition 4.13.
La dimension d’un espace vectoriel de type fini est le cardinal® d’une® de ses bases.

Il existe une infinité de bases de R™. On peut démontrer que le cardinal de toute base de R™
est m, c’est-a-dire que toute base de R™ possede exactement m éléments.

Exemple 4.14.

La base de canonique de R™ est la partie {e1,...,en}, ol le vecteur e; est
0
ej= |1| <« j-eme
0

La composante numéro j de e; est 1 si ¢ = j et 0si i # j. Cela s’écrit (e;); = d;; ot J est le
symbole de Kronecker défini par

1 sit=j
bij=4 .7 (4.21)
0 sit#y
Les éléments de la base canonique de R™ peuvent donc étre écrits e; = ZZLl 0i kCk- A

Le théoréme suivant est essentiellement une reformulation du théoréme 4.11.
ThoMGQZooIgrXjy

Théoréme 4.15.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et {e;};c; une partie génératrice_de .
P fi {eiier p 9 ITEMo6TZUDooFEgymQ

(1) 1l existe J I tel que {e;}ics est une base. Autrement dit : de toute partie génératrice nous

pouvons extraire une base. ITEMOOCJQGOOXWj sfm

(2) Soit {f1,...,fi} une partie libre. Alors nous pouvons la compléter en utilisant des éléments
ei. C’est-a-dire qu’il existe J < I tel que {fi} U {ei}ics soit une base.
PROPooVEVCooHkrldw
Proposition 4.16.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors ITEMooZNLDooBISkJyBS

(1) toute partie contenant n + 1 éléments est liée. ITEMooSGGCoo0UsuBS

(2) toute partie libre contenant n éléments est une base,

(3) toute partie génératrice contenant n éléments est une base.

Démonstration. Soit une partie M contenant n + 1 éléments. L’espace E possede une partie géné-
ratrice contenant n éléments (n’importe quelle base). Donc M est liée par le lemme 4.9.

Une partie libre contenant n éléments peut étre étendue en une base; si ladite extension est
non triviale (c’est-a-dire qu’'on ajoute vraiment au moins un élément) une telle base contiendra
une partie de n + 1 éléments qui serait liée par le lemme 4.9.

5. Définition 1.118.
6. Le théoréme de la base incompleéte 4.11(3) montre que cette définition ne souffre d’aucune ambiguité.
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Pour la derniére assertion, soit une partie génératrice {v;};er ou I contient n éléments. Par le
théoreme 4.15(1) nous pouvons en extraire une base : il existe J < I tel que {v;};ec; soit une base.
Si I'inclusion J < I était stricte, alors la base {v;},es contiendrait moins de n éléments, ce qui

serait en contradiction avec le théoreme 4.11(3). O
DefCodimension

Définition 4.17.
Soit F' un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E. La codimension de F' dans E est

codimpg(F) = dim(E/F). (4.22)

ii Avertissement/question au lecteur !! 4.18
Voir que E/F a une structure vectorielle, expliciter sa dimension en fonction de celles de E et F'.

4.1.1 Et en dimension infinie

Dans ZFC, en dimension infinie, il existe aussi une base pour tout espace vectoriel ainsi qu’un
théoreme de la base incompléte. Nous ne parlerons pas de ce qu’il se passe lorsque nous ne consi-

dérons que ZF 7.
LEMooSSRXooIyfgNz

Lemme 4.19 ([? ]).
Soient un IKK-espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel V de E. Soient encore deux sous-espaces
vectoriels W1 et Wy tels que

(1) VﬁWl = {0},
(2) V+ W, =F.
Alors il existe un supplémentaire W de V' tel que Wy < W < Wa.

Juste une remarque : dans le Frido le symbole « < » ne signifie pas une inclusion stricte.

Démonstration. Nous divisons en petits morceaux.

(i) Un gros ensemble Soit A I'ensemble des sous-espaces vectoriels S de E tels que W) < S <
Wy et SNV = {0}. Puisque W; < A, cet ensemble n’est pas vide. De plus A est partiellement
ordonné pour I'inclusion.

(ii) A est inductif Nous prouvons maintenant que A est inductif®. Pour cela, soit une partie
A’ totalement ordonnée et U = | J 4 4 A.
Alors, la partie U est un sous-espace vectoriel de E. En effet si x,y € U, alors il existe
A1, Ay e A tels que z € Ay et y € As. Comme A’ est totalement ordonné, I'un des ensembles
parmi A; et As est inclus dans 'autre. Sans perdre de généralité, disons A; < A,. Alors
les opérations s’effectuent dans A, : nous avons z,y € Ao, et donc Az € Ay < U ainsi que
r+ye Ay cU.
De plus, U contient W7, et est contenu dans Ws. Ainsi, U € A et majore A’ pour I'inclusion.
En bref, A est bien inductif.

(iii) Utilisation de Zorn Le lemme de Zorn 1.22 nous donne alors un élément maximal W de
A. Cet élément vérifie

(1) WV ={0},
(2) W1 cWc WQ,
(3) pour tout W’ € A, nous avons W’ < W par maximalité de W.

(iv) Supplémentaire Montrons que ce W est un supplémentaire de V. Soit x € E. Le but
est de trouver une décomposition de z en somme d’un élément de W et un de V. Comme
V + Wy = E, nous avons v € V et wy € Ws tels que

T =0+ ws. (4.23)

7. Si vous ne savez pas ce que signifient les sigles « ZF » et « ZFC » vous ne devriez pas étre en train de lire ceci,
et encore moins penser a le resservir a un jury d’agrégation.
8. Définition 1.21.
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Si wye € W alors c’est fini. Sinon ...
Soit X = Span{W, ws}. Vu que X contient strictement W et que W est maximum dans A,
la partie X n’est pas un élément de A. Comme X est un sous-espace vectoriel de E tel que
Wy € X < W, la seule possibilité pour que X ne soit pas dans A est que X n'V # {0}. Soit
donc y # 0 dans X n V. Par définition de X,
EqD 55:29

vl Deconpost
pour w' € W, wy € Wy et A € K. Nous avons A # 0, sinon nous aurions y € W n V et donc
y = 0 puisque W est dans A. La décomposition (4.24) permet alors d’écrire wy = (y —w')/\
et finalement

1 1 1
x=v+x(y—w')=v—|—xy— Xw’ : (4.25)
—_—
eV eW

La somme d’espaces vectoriels £ =V + W est donc établie.

Corolaire 4.20.
Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel posséde un supplémentaire.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E ainsi qu’un sous-espace vectoriel V. Si V = FE nous
sommes O.K. Sinon nous considérons v € E\V et nous posons W = Kv et Wy = E.
Vu que V et W sont des espaces vectoriels, nous avons V n W; = {0}, et puisque Wy = E,

nous avons V + Wy = E. Le lemme 4.19 nous donne alors un supplémentaire de V. O
PROPooHDCEooMhDjPi

Proposition 4.21 (Base incompléte).
Tout espace vectoriel (non réduit a {0}) posséde une base.

Démonstration. Soit A 1'ensemble des familles libres de E. Il n’est pas vide parce que {v} en est
une des que v est non nul dans E. Rapidement :

— Densemble A est ordonné pour 'inclusion,

— si A’ est une partie totalement ordonnée, I'union est un majorant,
— donc A est inductif,

— soit un maximum F' de A.

La partie F' est libre parce qu’elle est dans A. Elle est génératrice parce que si v n’est pas dans
Span(F') alors la partie F' U {v} est encore libre, et majore strictement F pour 'inclusion, ce qui
n’est pas possible.

Donc F est une base de E. O
THOooOQLQooHqEeDK

Théoréme 4.22 (Base incompléte, dimension quelconque).
Soit une partie {e;}ic; génératrice de 'espace vectoriel E (ici, I est un ensemble quelconque® ).
Soit Iy € I tel que {e;}icr, soit libre.

Alors il existe I tel que Iy < Iy < I tel que {e;}icr, soit une base de E.

Note : une telle partie Iy existe en prenant un singleton. Mais I'existence n’est pas le sujet ici.

Démonstration. Soit A I'ensemble des parties J de I telles que Iy < J < I et telles que {e;}ics
soit libre.

Encore une fois, A est inductif pour 'ordre partiel donné par l'inclusion. Soit J un élément
maximum par le lemme de Zorn 1.22. Puisque J € A, la partie {e;};cs est libre. Mais elle est
également génératrice parce que si e n’est pas dedans, J ne serait pas maximum, étant majorée
par J u {k}.

Donc {e;};cs engendre tous les e; avec i € I et donc, tous les éléments de E. ]

9. Un cas d’utilisation intéressant est de poser I = E et e; = ¢. Pensez-y.
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NORMooREVQooEFJWta
4.23 ([10]).
Une preuve alternative du théoreme de la base incompléte serait de prouver que l’ensemble des
parties libres est inductif. De ce fait, la proposition 1.23 permet de dire que toute partie libre peut
étre complétée en une base.

4.1.2 Espace librement engendré
DEFooCPNIooNxsYMY

Définition 4.24 ([? ]).

Soient un ensemble S et un corps K. L’espace vectoriel librement engendré sur S, noté Fi(S)

est l’ensemble des applications S — K qui sont non-nulles en un nombre fini de points de S.
Autrement dit, o: S — K est dans Fi(S) si {x € S tel que o(x) # 0} est fini'".

Le lemme suivant donne tout son sens a l’expression « librement » engendré. 11 dit que Fi(S)
possede une base indexée par S lui-méme.

LEMooLOPAooUNQVku
Lemme 4.25.
L’ensemble des applications ds données par
0s: S - K
; 1 sit=s (4.26)
0 sinon

avec s € S forment une base'! de Fi(S).

Démonstration. Pour prouver que les §; sont générateurs, nous considérons g: S — K non nul sur
la partie finie {s;};c; de S. Alors nous avons

9= 9(si)0s,. (4.27)

el

Pour prouver que les d; forment une partie libre, nous supposons avoir A; € K tels que

g=> Xibs, =0 (4.28)

el

Soit j € I. Nous avons

0= f(s;5) = Y Nids,(55) = Aj. (4.29)
el Y
=i
Donc les coefficients A; sont tous nuls, et nous avons prouvé que la partie est libre. ]

11 est parfois pratique d’écrire les éléments de Fi(S) comme sommes « formelles » d’éléments
de S. Cela va encore lorsque S est un ensemble n’ayant aucune somme bien définie.

Mais attention : si S = R, I’élément 4+ 7 de Fr(R) n’est pas 11. L’élément 11 de Fr(R) est un
élément completement différent. Bref, il n’est pas judicieux d’écrire les éléments de Fx(S) comme
des combinaisons linéaires d’éléments de S. Pour z € S il vaut mieux écrire explicitement &, que
x. La somme 6, + 0, est parfaitement bien définie dans I’ensemble des applications de S vers K.

4.2 Applications linéaires

Le lien entre matrice et applications linéaires est la définition 4.64 et toutes les propriétés qui
s’en suivent.

10. Parce que nous 'aimons bien, nous ne résistons pas a faire un renvoi vers la définition 1.109.
11. Définition 4.5.
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4.2.1 Définition
DEFooULVAooXJuRmr

Définition 4.26.
Soient des espaces vectoriels E et F' sur le corps IK. Soit un sous-corps I de IK. Une application
T: E — F est dite L-linéaire si

— T(z+y) =T(z) +T(y) pour tout x ety dans E,

— T'(Az) = \T'(x) pour tout \ dans K et x dans E.

Nous noterons Lr,(E, F) l’espace des applications L-linéaires de E vers F.
Si vous avez bien suivi, les égalités dans la définition 4.26 sont des égalités dans F'.

4.27.

Le plus souvent, si E est un espace vectoriel sur IK, alors nous ne considérerons que les applications

K-linéaires. Autrement dit, nous écrirons le plus souvent simplement L(E, F') sans préciser le corps.
Il pourra pourtant arriver que, pour un espace vectoriel sur €, nous considérions les applications

seulement R-linéaires. Ce sera le cas dans le lemme 27.144.
DefDQRooVGbzSm

Lemme-Définition 4.28.
L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F est noté L(E, F) et devient un espace
vectoriel sur IK avec les définitions suivantes :

(1) (T1 + T3)(x) = Ti(x) + Ta(x),

(2) (AT)(z) = AT'(x).

EXooMAWMooEaNWpl

Exemple 4.29.
Pour tout b dans R la fonction T, () = bz est une application linéaire de R dans R. En effet,

— Ty(z +y) = bz +y) = bz + by = Ty(z) + Ty(y),
— Tp(ax) = blaz) = abx = aTy(x).
De la méme fagon on peut montrer que la fonction T définie par T (z) = Az est une application

linéaire de R™ dans R™ pour tout A dans R et m dans N. A
ex_affine

Exemple 4.30.

Soit m € N. On fixe A dans R et v dans R™. L’application Uy de R™ dans R™ définie par
Ux(x) = Az + v n’est pas une application linéaire lorsque v # 0, parce que si a est un réel différent
de 0 et 1, alors av # v, d’ou

Ux(ax) = Max) + v # a(Az + v) = aUx(z).

A
exampleT_A

Exemple 4.31.
Soit A une matrice fixée de M(n x n,R). La fonction T4: R™ — R"™ définie par T4(z) = Ax est
une application linéaire. En effet,

— Tyx+y)=Alz+y) = Az + Ay = Ta(z) + Ta(y),

— Ta(ax) = A(ax) = a(Azx) = aTa(z).

A
LEMooLGEHooVEEoiU

Lemme 4.32.
Si une application linéaire est inversible, alors son inverse est linéaire.

Démonstration. Soient une application linéaire inversible f: E — F', ainsi que z,y € F. Nous
avons

FF @+ ') = '@)+ (W) =2 +y = f(f 'z +y). (4.30)

En prenant f~! des deux cotés, nous trouvons

FHa)+ ) = @ +y). (4.31)
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De méme :
FOF @) = M (@) = Az = f(f (), (4.32)
ce qui nous donne Af~1(z) = f~1(\z). O
DEFoo0AO0GooKuJSup

Définition 4.33 (Quelques ensembles d’applications linéaires).
Soient E et ' des espaces vectoriels.

— L’ensemble des applications linéaires de E vers F' est noté L(E, F), comme déja dit en 4.28.

— Une application linéaire E — E est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomor-
phismes de E est noté End(E).

— Un endomorphisme bijectif est un automorphisme. L’ensemble des automorphismes de E
est noté Aut(E).

— Une application linéaire bijective E — F est un tsomorphisme d’espace vectoriel. L’en-
semble des isomorphismes de E — F est noté'> GL(E,F). C’est un groupe par le lemme
4.32.

Remarque 4.34.

Les ensembles définis en 4.33 concernent la structure d’espace vectoriel seulement. Lorsque nous
verrons la notion d’espace vectoriel normé, nous demanderons de plus, la continuité, laquelle n’est
pas automatique en dimension infinie. Voir aussi les définitions 11.176.

Définition 4.35.
St E est un espace vectoriel, si X est un espace vectoriel, et si f: X — E est une application, le
noyau de f est le noyau de f lorsque E est vu comme un groupe pour Uaddition'3, c’est-a-dire la
partie

ker(f) = {zx € X tel que f(x) = 0}. (4.33)

PROPooRLLPooKYzsJp

Proposition 4.36.
Le noyau d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Soit une application linéaire f: E — F. Si x,y € ker(f) et si A € K alors

flx+y)=flx)+ fly) =0+0=0, (4.34)

donc x + y € ker(f), et
f(Ax) = Af(z) =0, (4.35)
donc Az € ker(f). O

Proposition 4.37.

Si E et F sont des espaces vectoriels de dimension n et si{e;}i=1,.n et {fiti=1,.n sont des bases
respectivement de E et F, alors il existe une unique application linéaire T: E — F' telle que
T(e;) = fi pour tout i.

Démonstration. En deux parties.

(i) Existence Soit v € E. Vu que {e;} est une base, v se décompose de fagon unique en v =
>, viej. Alors la définition

T(v) = Z vi fi (4.36)

est une bonne définition et satisfait aux exigences.

(ii) Unicité Soient T" et U satisfaisant aux exigences. Alors pour tout ¢ nous avons 1'(e;) = Ul(e;).
Si v € E s’écrit de la forme v = )} v;e; alors la linéarité impose T'(v) = >, v;T(e;) =
> viU(e;) = U(v). Donc T = U.

12. Le fait d’utiliser une notation similaire & celle des matrices inversibles n’est pas anodine : le lecteur en est sans
doute conscient.
13. Définition 2.5.
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O
LEMooJXFIooKDzRWR

Lemme 4.38 ([1]).
Soient des espaces vectoriels V. et W de dimension finie. Soient des bases {e;} de V et {fn} de W.
Nous posons

Vi * V -W

(4.37)
v = ;i fa
ou v; est défini par la décomposition (unique) v =), vie;.
Alors :
(1) La partie {©in} est une base de L(V,W). ITEMooPMLWoONbTyJT

(2) Au niveau des dimensions : dim (L(V,W)) = dim(V) dim(W).
Démonstration. 1l faut prouver que {p;o} est libre et générateur.

(i) Générateur Soit une application linéaire b: V' — W. En décomposant b(v) dans la base
{fa}, nous définissons b, : V — K par

b(v) = > ba(v) fa- (4.38)
Nous posons b,; = by(€;). Ainsi,

b(v) = X vibaifo = D boitia(v). (4.39)

Donc b peut étre écrit comme combinaison linéaire des @;q.

(ii) Libre Supposons que ), @Gia@ia = 0 pour certains coeflicients a;o € K. Nous avons, pour
toutveV :

0= Z aia@ioz(v) = Z AiaVifa, (440)
e} e}
mais comme les f, forment une base, chaque terme de la somme sur « est nul :

D aiqui = 0. (4.41)
7

Et comme cela est valable pour tout v et donc, pour tout choix de v;, nous avons a;, = 0
pour tout 7 et pour tout a.

La formule de dimension est simplement la cardinalité de la base trouvée; c’est la définition 4.13.

O]

4.2.2 Linéarité et bases

Proposition 4.39 ([? ]).
Soient deux espaces vectoriels E et F. Une application linéaire'* f: E — F est injective si et
seulement si ker(f) = {0}.

Démonstration. Nous supposons que f est injective. Si x € ker(f), alors f(z) = 0. Or f est linéaire,
donc f(0) = 0. Nous avons donc f(x) = f(0) et donc z = 0 parce que f est injective.
Dans lautre sens, soient z,y tels que f(z) = f(y). Par linéarité de f nous avons f(z —y) =0,
et donc x — y = 0 parce que ker(f) = {0}. Donc = y et f est injective. O
PROPo0ZFKZooBGLSex
Proposition 4.40 ([? ]).

Soit fe L(E,F) ou E et F sont deuz espaces vectoriels. ITEMooPPMEooTaZqtm

(1) Si f est injective et si {v;}ier est libre, alors {f(v;)}ier est libre.

14. Définition 4.26.
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ITEMoo0ZSPooQBrDGi
(2) Si f est surjective et si {v;}icr est génératrice, alors {f(v;)}ier est générf%gbOIEYooIdenv

(8) Si f est une bijection, alors l'image d’une base par f est une base.

Démonstration. En trois parties.

(i) (1) Nous devons montrer que {f(vj)}jes est libre pour tout J fini dans I. Soit donc une

partie finie J < I et des scalaires ' tels que 2jes Aif(vj) = 0. La linéarité de f donne 16

f( Z )\jUj) =0. (4.42)

jeJ
Par injectivité de f nous avons alors Zj Ajvj = 0. Comme les v; eux-méme forment une
partie libre, nous avons A; = 0 pour tout j € J.

(ii) (2) Soit y € F. Puisque f est surjective, il existe = € E tel que f(z) = y. Etant donné que
{vi}icr est générateur, il existe une partie finie J < I et des scalaires \; € K tels que

z =) A (4.43)
jedJ

En appliquant f aux deux cOtés, et en tenant compte de la linéarité de f,

y=f(@) =Y \if(v)), (4.44)

jed
ce qui prouve que y est une combinaison linéaire des f(v;).

(iii) (8) Une base est a la fois libre et génératrice et une bijection est & la fois injective et
surjective. Les deux premiers points permettent de conclure.

O
CORooXIPKooWThOsr
Corolaire 4.41 ([1]).
Si E et F sont des espaces vectoriels isomorphes de dimensions finies. Alors leurs dimensions sont
égales.

Démonstration. Puisque F et F' sont isomorphes, il existe une bijection f: F — F. Par la propo-
sition 4.40(3), 'image d’une base de F est une base de F'. Donc les espaces E et F' ont des bases
contenant le méme nombre d’éléments. O

4.2.3 Rang

La proposition 4.42 et le théoreme 4.43 sont valables également en dimension infinie; ce sera

une des rares incursions en dimension infinie de ce chapitre.
DefALUAooSPcmyK

Proposition-Définition 4.42.
L’image d’une application linéaire est un espace vectoriel. La dimension de cet espace est le rang
de ladite application linéaire.

Démonstration. Soit une application linéaire f: E — F'. Nous considérons v, w dans I'image de f
ainsi que A dans le corps de base commun a E et F.

Soient vg € FE et wyg € E tels que v = f(vg) et w = f(wp). Alors v + w = f(vo + wp) et
Av = f(Avg). Donc I'image est bien un espace vectoriel. O

15. Des éléments du corps de base K.
16. Voir les propriétés de la définition 4.26.



222 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS (DEBUT)

ThoGkkffA
Théoréme 4.43 (Théoréme du rang).
Soient E et F' deux espaces vectoriels (de dimensions finies ou non) et soit f: E — F une appli-
cation linéaire.

Si (us)ses est une base de ker(f) et si (f(v¢)), . est une base de Image(f) alors

teT
(us)ses U (Ut)teT (445)

est une base de F.
En dimension finie, nous avons en plus la formule suivante :

rk(f) + dim(ker f) = dim E, EQOOUEOQOOL&E&%%I

c¢’est-a-dire que le rang'” de f est égal a la codimension'® du noyau.

Démonstration. Nous devons montrer que

(us)seS Y (Ut)teT (447)

est libre et générateur.
Soit # € E. Nous définissons les nombres z; par la décomposition de f(x) dans la base (f(vt)) :

f(z) = Z ze f (vt). (4.48)

teT

Ensuite le vecteur  — ), z;v; est dans le noyau de f, par conséquent nous le décomposons dans

la base (us) :
T — thvt = Z Tsls. (4.49)
t seS

Par conséquent

T = szus + thvt. (4.50)
s t
En ce qui concerne la liberté nous écrivons

thvt + Zwsus =0. (4.51)
t S

En appliquant f nous trouvons que

Dlaf(o) =0 (4.52)

et donc que les x; doivent étre nuls. Nous restons avec ), z us = 0 qui & son tour implique que
xzs = 0. ]

Un exemple d’utilisation de ce théoreme en dimension infinie sera donné dans le cadre du

théoreme de Fréchet-Riesz, théoreme 25.17.
PROPooQCIXooHIyPPq

Proposition 4.44 ([? ]).
Soit E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Soient V et W des sous-espaces
vectoriels de E. Alors

dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V n W). (4.53)

17. Définition 4.42.
18. Définition 4.17.
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Démonstration. Nous considérons ’application

VxW->FE
4 (4.54)
(z,y) —a+y.

C’est une application linéaire dont I'image est V + W. Nous avons donc, pour commencer

dim(V + W) = dim ( Image(y)). (4.55)
Nous appliquons a présent le théoreme du rang 4.43 a 'application ¢ :

dim(V + W) = dim (Image(p)) (4.56a)
= dim(V x W) — dim (ker(p)) (4.56b)
= dim(V) + dim(W) — dim (ker(y)). (4.56¢)

Nous devons maintenant étudier ker(y). D’abord, (v, w) € V xW appartient a ker(¢) si et seulement
si v + w = 0. Nous avons donc

ker(p) = {(z, —z) tel que x € V.n W}. (4.57)
Nous montrons & partir de cela que dim (ker(¢)) = dim(V n W) en montrant que I'application

P: VW — ker(p) (4.58)
x— (z,—x)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’abord v est injective parce que si ¢(z) = 1 (y), alors
(x,—x) = (y,—y) et donc x = y. Ensuite, 1 est surjective parce qu'un élément générique de ker(p)
est (z,—x) = Y(z) avec x € V. n W. L’application v étant un isomorphisme d’espaces vectoriels,
nous avons bien dim (ker(y)) = dim(V n W). O
CORooCCXHooALmxKk
Corolaire 4.45.
Soient deux espaces vectoriels E et F' de méme dimension finie'®. Pour une application linéaire
f: E — F, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective ;
(2) f est surjective;
(3) f est bijective.

Démonstration. Si f: E — E est surjective, alors rk(f) = dim(F), ce qui donne, par le théoreme
du rang 4.43, dim (ker(f)) = 0, c’est-a-dire que f est injectif.

De la méme facon, si f est injective, alors dim (ker(f)) = 0, ce qui donne rk(f) = dim(E) ou
encore que f est surjective. ]

Exemple 4.46.
Le corolaire 4.45 n’est pas correct en dimension infinie. Par exemple en prenant f(e;) = f(e2) = €3
et ensuite f(eg) = ex—1 pour tout k > 2. Cette application est surjective mais pas injective. A

Une conséquence du théoreme du rang est que les endomorphismes ont un inverse a gauche et
a droite égaux (lorsqu’ils existent). En résumé, ce que le corolaire 4.47 dit est que si AB = 1, alors

BA =1.
CORooNFJLooJtzFwN

Corolaire 4.47.
Soit un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie. Si f admet un inverse d gauche,
alors

(1) f est bijective,

19. Les deux mots sont importants : les dimensions doivent étre égales et finies.
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(2) f admet également un inverse a droite,
(3) les inverses a gauche et a droite sont égauz.

Tout cela tient également en remplacant « gauche » par « droite ».

Démonstration. Soit g, un inverse a gauche de f : gf = Id. Cela implique que f est injective et
que g est surjective, et donc qu’elles sont toutes deux bijectives par le corolaire 4.45. Puisque f est
bijective, elle admet également un inverse a droite, soit h. Nous avons : gf = Id et fh = Id.
Alors gfh = h parce que gf = Id, mais également gfh = g parce que fh = Id. Donc g =
h.?%0 O

C’est ce corolaire qui nous permet d’écrire f~! sans plus de précisions dés que f est une
bijection.

Exemple 4.48 (Pas en dimension infinie).
Tout cela ne fonctionne pas en dimension infinie. Par exemple avec une base {ey}ren nous pouvons
considérer 'opérateur

f(ek) = €k+1- (4.59)
Il est injectif, mais pas surjectif. Si on pose
exr_1 sik=1
e) = 4.60
g(ex) {0 G h—0 (4.60)
alors nous avons gf = Id, mais pas fg = Id parce que ce (fg)(eg) = 0. JAN
LEMooRZDTooEuLTr0

Lemme 4.49.
Si E et F sont des espaces vectoriels et si f: E — F est une application linéaire inversible, alors
son tnverse est également linéaire.

Démonstration. Nous avons f~(x +vy) = f~1(z) + f~!(y). En effet,

FUH @)+ W) = (@) + (7 w) =2 +y. (4.61)

De la méme facon,
FOF (@) = A, (462)
donc f~1(\z) = A\f~(z). O
PROPooHLUYooNsDgbn

Proposition 4.50.
Soient un espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphisme f: E — E et une partie {v;}ier
tel que {f(vi)}ier soit une base.

Alors {v;}ier est une base.

Démonstration. Soit x € E. Il existe une partie finie J < I et des scalaires \; tels que
z =Y Nfy) = F(D ), (4.63)
J J

ce qui prouve que f est surjective. Le corolaire 4.45 nous dit alors que f est une bijection. L’ap-
plication inverse est également linéaire par le lemme 4.49.

Une application linéaire bijective (comme f~!) transforme une base en une base par la propo-
sition 4.40. Donc

FH{f(0)}) (4.64)

est une base. O

20. C’est le méme argument que celui employé pour la preuve du lemme 1.155 (2), & ceci prés que nous devions
montrer ’existence de l'inverse & droite.
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PROPooADES00ATJSTH
Proposition 4.51.
Soit un espace vectoriel E de dimension finie et deux applications linéaires f,g: E — E telles que
go f=1d. Alors f et g sont bijectives.

Démonstration. En plusieurs étapes

(i) f est injective Si f(z) = f(y), alors en appliquant g nous avons

g(f(@) =9(f W), (4.65)

ce qui donne x = y.

(ii) f est surjective C’est maintenant le corolaire 4.45.

(iii) g est surjective Pour tout z € F nous avons g(f(:n)) = z. Donc I'image de f(FE) par g est
E.

(iv) g est injective C’est maintenant le corolaire 4.45.

O]
LEMooDAACooE1DsYb

Lemme 4.52 ([? ]).
Soit une application linéaire f: B — F. ITEMooEZEW00ZGogsZ

(1) L’application f est injective si et seulement si il existe g: F — E telle que go f =1d|g.
(2) L’application f est surjective si et seulement si il existe g: F — E telle que fog=1d|p.

Démonstration. Nous démontrons séparément les deux affirmations.

(1) Si f est injective, alors f: E — Image(f) est un isomorphisme. Si V' est un supplémentaire de
Image(f) dans F' (c’est-a-dire F' = Image(f)@V') alors nous pouvons poser g(z+v) = f~1(x)
ou = + v est la décomposition (unique) d’un élément de F' en x € Image(f) et v € V. Avec
cela nous avons bien g o f = Id.

Réciproquement, si il existe g: F' — FE telle que go f = Id alors f: F — E doit étre injective.
Parce que si f(z) =0 avec z # 0 alors (go f)(x) =0 # z.

(2) Si f est surjective nous pouvons choisir des éléments z1,...,z, dans E tels que {f(x;)} soit

une base de F'. Ensuite nous définissons

g F—-F
N anf(ar) = Y apay. (4.66)
k k

Cela donne fog =Id|p parce que si v e F alors v = Y, vi f(x)) avec vi, € K, et nous avons

(fog)w) =D u(fog) (flzr) = f (Z vk%k) = D oS () = v. (4.67)

k k k

Réciproquement, si il existe g: F' — E tel que f og = Id alors f doit étre surjective, parce
que
F = Image(f o g) = f(Image(g)) < Image(f). (4.68)

O]

4.3 Matrices

Les matrices et les applications linéaires sont deux choses différentes. Une application linéaire 2!

est une application d’un espace vectoriel vers un autre, et une matrice est un simple tableau de
nombres sur lesquels nous définissons des opérations, de telle sorte a fournir une structure d’espace
vectoriel. Le lien entre ces opérations et les opérations correspondantes sur les applications linéaires
sera fait plus tard. Voir la définition 4.64 et ce qui s’en suit.

21. Définition 4.26.
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4.3.1 Définitions

Les notions topologiques sur les espaces de matrices sont pour plus tard, a commencer par la
définition 7.169.

Définition 4.53.
Soit un anneau A ainsi que des entiers m, n strictement positifs. L’ensemble M(n x m,A) est
l’ensemble des applications

{1,...,n} x{1,...,m} — A, (4.69)
et est appelé ensemble des matrices n x m sur A.
Si A est une matrice, nous notons A; ; au lieu de A(7, j) 'image de (¢, j) par 'application A.
Définition 4.54.
Quelques ensembles de matrices particuliers.
(1) Sin =m, alors :
— nous disons que la matrice est carrée,
— nous notons M(n, A) pour M(n x n, A),
— n est appelée ordre de la matrice.
(2) Sin =1, alors la matrice est appelée matrice-ligne.
(8) Sim =1, alors la matrice est appelée matrice-colonne.
4.55.
On note les isomorphismes naturels M(1 x m, A) ~ A™ et M(n x 1, A) ~ A™.

LEMooYWTEooQyLxKv
Lemme-Définition 4.56.

Nous considérons les opérations suivantes sur M(n x m,A) :

Somme (A+ B);; = Ai; + Bij,

Produit par un scalaire (A - A); ; = AA; j pour tout A,B € M(n x m,A) et Ae A.
Alors (H\/[(n xm,A),+, - ) est un A-module??.

LEMooMBZTooKdGvON
Lemme-Définition 4.57.
Avec la multiplication
M(n x p, A) x M(p x m, A) - M(n x m, A)
(4.70)

p
(A,B) — (AB)ZJ = Z Ai,kBk,ja
k=1

Iespace M(n,K) est une K-algébre??.

Définition 4.58.

Pour un élément A € M(n x m, A) nous définissons encore
La transposée A}; = Aj;,

La trace Tr(A) = >, Ai;.

Remarque 4.59.

Quelques remarques directes sur les définitions.

(1) La motivation de cette définition pour le produit apparaitra plus loin, mais le Frido n’étant
pas un livre d’introduction, j'imagine que le lecteur a déja une idée.

22. Définition 1.267
23. Définition 1.284.
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(2) Nous verrons plus loin en 9.10.1 que la définition de transposée d’une application linéaire
n’est pas tout a fait évidente; elle sera la définition 9.174.

Ici nous avons bien défini la transposée d’une matrice, pas d’une application linéaire.

Remarque 4.60.
Quelques remarques a propos de structures supplémentaires.

(1) Nous utiliserons (presque) tout le temps des matrices & coefficients dans un corps. Il est clair
que, si K est un corps (commutatif), alors M(n x m,K) a une structure d’espace vectoriel
sur K.

(2) Par ailleurs, sur les matrices carrées d’ordre n fixé, le produit de deux matrices est bien défini.
Ainsi, M(n, A) se voit conférer une structure d’anneau, dont le neutre pour la multiplication
est la matrice carrée 1,, (notée aussi 1 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la taille), donnée

par
1 i
I;; = { e (4.71)
0 sinon.
Il est vite vu que si A est une matrice carrée d’ordre n, alors Al = 1A = A.
LEMooUXDRooWZbMVN
Lemme 4.61 ([1]).
Si A, B et C sont des matrices, nous avons
t _ pt At
(1) (AB) =DB'A ’ ITEMooXDYQooAlnArd
(2) Tr(ABC) = Tr(CAB).
Démonstration. La premiere est un simple calcul :
(AB); = (AB)ji = > AjkBri = ) AL By = (B' A" (4.72)
k k
Pour la seconde :
Tr(ABC) = Y | A; 1 BrCri = >, CliAixBry = Y (CAB), = Tr(CAB). (4.73)
ikl ikl !
O

4.62.

La seconde égalité est importante et est nommée invariance cyclique de la trace. Elle sert, entre
autres nombreuses choses, a prouver que la trace d’'une matrice d’une application linéaire ne dépend
pas de la base choisie. Ce sera la proposition 9.157.

LEMooLXAHooPRyHaF
Lemme 4.63.
Sotient des matrices A, B € M(n,K). Si pour tout x,y € K" nous avons
D Aijiyy = Y Bijwiy (4.74)

alors A = B.

Démonstration. 11 suffit de choisir z; = §; 1, et y; = 0;; et d’effectuer les sommes ; par exemple
D AijSiky; = Y Ak (4.75)
ij J

Apreés avoir effectué toutes les sommes, nous nous retrouvons avec Ay; = By, ce qui signifie
A=B. O
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4.3.2 Identifier matrices et applications linéaires

Voir dans I'index thématique, -2.1.1.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E, F' sur le corps K. Nous considérons les

bases >* {e;} pour E et {f,} pour F.
DEFoo0JVOAooUgGKme

Définition 4.64.
Nous considérons l’application

¥: M(n x m,K) — L(E, F) EQooVzQiiooMyFEes
A fa .

ot fa est définie par

Falz) = EAa,iwz‘fa EQooBVGHooJFi%l

si x; sont les coordonnées de x € E dans la base {e;}.

4.65.

Nous allons prouver un certain nombre de résultats montrant que cette application a toutes les
propriétés imaginables permettant d’identifier les matrices aux applications linéaires : elle est un
isomorphisme pour toutes les structure que vous pouvez raisonnablement imaginer.

A cette application v il manque cependant une propriété importante : elle n’est pas cano-
nique. Elle dépend des bases choisies. Autrement dit : nous avons a priori autant d’applications
différentes qu’il y a de choix de bases sur E et F2°.

Nous allons prouver maintenant quelques résultats montrant que les matrices et les applications
linéaires, dans le cas des espaces vectoriels K™ sont deux présentations de la méme chose.

Le fait que 9 est continue sera la proposition 12.113.

4.66.
Lorsque A € M(n,K) est une matrice et x € K" un vecteur, nous notons Az 1’élément de K"

donné par E FVTooM
(A.ZL‘)Z = ZAi’jacj. Qooq °° Fﬁfﬁ%]ﬂ
J

Autrement dit, Az = fa(x).

Cette convention et de nombreuses autres & propos de matrice sera rappelée dans -2.1.
PROPooGXDBooHfKRrv

Proposition-Définition 4.67.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E, F sur le corps IK. Nous considérons les bases
{ei} pour E et {fo} pour F.

Nous considérons l’application

¢: M(n x m,K) — L(E, F)

4.79
A iy (4.79)

ot fa est définie par

fA (.%‘) = Z Aoa7ixifo¢ EQOOZKEKOONX‘E%}E&

si x; sont les coordonnées de x € E dans la base {e;}.
Alors ITEMooKZYYo0ZPTkpq
(1) Nous avons
faled)a = Aas. (4.81)
24. C’est le théoréme 4.11 qui nous permet de considérer des bases. Et ce théoréme ne fonctionne que parce que
nous avons supposé une dimension finie.

25. Bonne question. Est-ce qu'il y a moyen de construire deux choix de bases donnant la méme application v ? Ecrivez-
moi si vous savez la réponse.
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ITEMooANXFooGIuxUR
(2) Nous avons
E KO0JooY,
faled) = Y Aaifa. RooOK0JooYgr ey
“ ITEMooXLLLooKfigfB
(8) Nous avons
EQooAXRJooU j
AT = o, iLg- .
(fa(@), = X A, gy
' ITEMooHSMLooRJZref

(4) L’application v est une bijection.

Si f est une application linéaire, alors la matrice 1~ (f) est la matrice associée a f dans les
bases choisies.

Remarque : les bases ne sont supposées étre canoniques en aucun sens du terme. Les dimensions
de F et F ne sont pas non plus supposées identiques.

Démonstration. En nous rappelant que (e;); = d; ; nous avons
EQooWGZHooI
fA(ej) = Z Aa,i(ej)ifa = Z Aa,jfou sz%%%l
1o’ o

donc fa(ei)a = Aq,i. Cela prouve la formule du point (1).

Le point (2) est une simple somme sur « de (1).

La formule du point (3) est simplement la composante f, de la définition 4.80.

Prouvons que 1 est injective. Si f4 = fp, nous avons en particulier fa(e;)o = fB(€i)a et donc
Aa,i = Ba,i-

Prouvons que 1 est surjective. Pour cela nous considérons f € L(E, F) et nous posons A, ; =
f(ei)a- Nous avons alors f = f4 parce que

falw) = ), Aniwifo = ) fledavifo = 3 f(Q wieafa = ), f(@)afa = f(2). (485

O

La proposition suivante montre que le produit matriciel correspond a la composition d’appli-

cations linéaires, pourvu que l'on travaille avec les bases canoniques sur K.
PROPooIYVQooOiuRhX

Proposition 4.68 ([1]).
Soit un corps commutatif K. Nous considérons des espaces vectoriels E et F' munis de bases

{ei}i=1,...,n et {foa}()c:l,...,m’ ‘
L’application déja définie>"

: M(m x n,K) > L(E, F) (4.86)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le fait que ¥ soit une bijection est la proposition 4.67. Nous devons montrer que
c’est une application linéaire.
Pour A € K nous avons le calcul

(677

V(AA)(er) = fraler) = Z()\A)a,i (er)i fa = )\ZAa,kfa = Afa(ej). (4.87)

=0k,

Donc ¢(AA) = M\(A).
Si A, B € M(n,K) nous avons de la méme fagon, farp = fa + [B. O

26. Notez la position du n et du m. Sachez noter les bornes des sommes écrites dans la démonstration.
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PROPooCSJNooEqcmFm
Proposition 4.69.
Soient des espaces vectoriels E, F et G de dimensions n, m et p munis de bases®” {e;}, {fi} et
{gi}. Nous considérons les applications

: M(m x n,K) > L(E, F) (4.88a)
P: M(p x m,K) - L(F,QG) (4.88b)
P: M(p xn,K) - L(E,G). (4.88¢)
Nous avons
¥(A) o p(B) = (AB) (4.89)

pour toutes matrices A € M(p x m,K) et B e M(m x n,K).

Démonstration. Nous considérons les applications linéaires associées a A et B : fa: F — G et
fB: E — F et la composée fq0 fp: E — G. Et puis c’est le calcul :

(fao fB)(ex) = fA(Z Bij(er);fi) (4.90a)
=2 Bij,ka(fi) (4.90D)
= 2 Bik Y, Ars(fi)sgr (4.90c)
= iBi,k;,igr (4.90d)
= i(AB )r kGr (4.90e)
= J:AB(GI@)- (4.90f)

Donc f o fp = fap comme il se doit. m

Nous pouvons particulariser au cas ou £ = F = G.
PROPooFMBFooEVCLKA

Proposition 4.70.
Si E est un espace vectoriel muni d’une base {e;}, alors lapplication

: M(n,K) — End(E) (4.91)

est un isomorphisme d’algébre?® et d’anneaux?.
Démonstration. Le fait que 1 soit un isomorphisme d’algebre est juste la combinaison entre les
propositions 4.68 et 4.69.

En ce qui concerne l'isomorphisme d’anneaux, il faut en plus identifier les neutres. Le neutre
pour la composition d’applications linéaires est I’application identité et le neutre pour la multipli-
cation de matrices est la matrice identité. Nous devons donc montrer que ¥(0) = fs = Id. Juste
un calcul :

fs(x) = Z 0ijxje; = Z Tie; = T. (4.92)

Donc oui, fs est 'identité. O

Le fait que 9 est continue sera la proposition 12.113.

Voila. Soyez bien conscient que ’application 1 dont nous avons beaucoup parlé est surtout
intéressante dans le cas des espaces de la forme K™. Dans ce cas, nous avons une identification
canonique entre M(n, K) et End(IK™) qui est un isomorphisme d’anneaux et d’algebres.

27. Avec trois ensembles, nous renongons a utiliser des alphabets différents pour numéroter les éléments des bases.
28. Définition 1.284.
29. Définition 1.37
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Nous verrons que ce 1 respecte encore les inverses®” et les déterminants 3.

4.71.
Il convient de ne pas confondre matrice et application linéaire (bien que nous le ferons sans ver-
gogne). Une matrice est un béte tableau de nombres, tandis qu’'une application linéaire est une
application entre deux espaces vectoriels vérifiant certaines propriétés.

Cependant si les espaces vectoriels F et F' sont munis de bases, alors il y a une application

¥: M(m x n,K) — L(E, F) (4.93)

qui a toutes les propriétés imaginables 32,

Cette application dépend des bases choisies. Il n’y a donc pas de trucs comme « la matrice de
telle application linéaire » ou comme « voici une matrice, nous considérons I'application linéaire
associée ».

Cependant, sur des espaces comme R" ou plus généralement sur IK", nous avons une base cano-
nique et toute personne raisonnable utilise toujours la base canonique (sauf mention du contraire).
Dans ces cas il est sans danger de dire « la matrice associée a telle application linéaire » sans
préciser les bases.

Mais si un jour vous utilisez une base autre que la base canonique sur R", précisez-le et plutét
deux fois qu’une 3.

4.72.

Tant que nous sommes a parler de matrice et d’applications linéaires, les plus acharnés anti-abus de
language ** remarqueront qu’il n’est pas vrai que « étant donné une base, une application linéaire
a une matrice ».

En effet, une base est une partie libre et génératrice (définition 4.5). Or une partie d’'un ensemble
n’est pas muni d’un ordre. Toutes les permutations de colonnes de la matrice sont encore possible
d’apres 'ordre que I'on met sur les vecteurs de la base.

Encore une fois, la base canonique n’a pas de probleme parce que les {e;} de R" viennent avec un
ordre indiscutable. Plus généralement, tres souvent, lorsqu’on construit une base, la construction
suggere un ordre.

4.3.3 Déterminant
DEFooYCKRooTrajdP

Définition 4.73.
Si A e M(n,K) nous définissons le déterminant de A par la formule

n

det(4) = Y (17 [Aioq (4.94)

oSy i=1

(o

ot la somme est effectuée sur tous les éléments du groupe symétrique® S, et ou (—1)° représente

la parité de la permutation o.

En se souvenant que |S,| = n!, nous sommes frappés de stupeur devant le fait que le nombre
de termes dans la somme croit de facon factorielle (c’est plus qu’exponentiel, pour info) en la taille
de la matrice. Cette formule est donc sans espoir pour une matrice plus grande que 3 x 3 ou a la
rigueur 4 x 4 & la main. A ordinateur, il est possible de monter plus haut, mais pas tellement.

30. Proposition 4.88.

31. Proposition 9.10.

32. Et elle en aura encore plus lorsque nous aurons vu les déterminants.

33. Au passage, non, les coordonnées polaires ne sont pas une base de R?. C’est un systéme de coordonnées, et ce
n’est pas la méme chose.

34. Dont I'auteur de ces lignes fait partie.

35. Pour le groupe symétrique, c’est la définition 1.176, le fait que ce soit un groupe fini est le lemme 1.179, et
pour la somme sur un groupe fini c¢’est la définition 1.250.
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4.3.4 Déterminant en petite dimension

Z) est le nombre

. . . . . a
En dimension deux, le déterminant de la matrice (
c

a b
det =
c d
Ce nombre détermine entre autres le nombre de solutions que va avoir le systeme d’équations
linéaires associé a la matrice.

Pour une matrice 3 x 3, nous avons le méme concept, mais un peu plus compliqué ; nous avons
la formule

a b| Cd b EQooQRGVooCFX%ch}l
o . :

a1l aiz2 ais a1l a2 ais ass a3 as  ass as1 sy
det as21 a2 A3 | = |21 a2 A3 = ail —a + a3 . (4.96)
a3z2 as3 aszi azr  as2
aszp asz ass aszyp asz2 ass

4.3.5 Manipulations de lignes et de colonnes

Nous voudrions savoir ce qu’il se passe avec le déterminant d’une matrice lorsque nous sub-
stituons a une ligne ou une colonne, une combinaison des autres lignes et colonnes. Lorsqu’une
matrice est donnée, nous notons Cj sa j° colonne.

LEMooRSJTooQEoOtN
Lemme 4.74 ([1]).
Si A et B sont des matrices, alors
(AB)! = B'A". (4.97)
Démonstration. 11 suffit de calculer les éléments de matrice :
(AB)!; = (AB);, ZAJ kBri = Z B!, (B'AY), ;. (4.98)
O
LEMooCEQYooYAbctZ

Lemme 4.75 ([17 ]).
Si A est une matrice, alors det(A) = det(A?).

Démonstration. Nous commencons par écrire la définition du déterminant :
n
det(A") = > (o) [ [(AD)ioq) = Z ()] [ Avyi- (4.99)
oESy i=1 i

Pour chaque o séparément, en utilisant la proposition 1.256 pour ré-indexer le produit :
H Ao(i),i = H Ai,a_l(i)- (4.100)
i i

Nous profitons du fait que I'application ¢: S,, — S, donnée par (o) = o~ ! soit une permutation

de S,, pour appliquer la définition 1.250 et faire la somme sur o~ ! :
det(A?) Z HAW 1) Z (™) [ [Aiow = det(4) (4.101)

ot nous avons utilisé le fait que e(c~!) = €(o) (corolaire 1.203). O

Le fait que det(A) = det(A?) permet, dans toutes les propositions du type « ce qui arrive au
déterminant si on change telle ligne ou colonne » de ne donner qu'une preuve pour la partie « ligne »
et déduire automatiquement le cas « colonne ». Le lemme suivant donne un exemple d’utilisation.
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LEMooWMQWooGWF1mC
Lemme 4.76 ([1]).
Soit une matrice A. Nous considérons la matrice B obtenue d partir de A par la permutation de
lignes Ly, < L; ainsi que la matrice C obtenue d partir de A par la permutation de colonnes
Cy < C.
Alors C* = B.

Démonstration. Calculons les éléments de matrice de C' :

(AYij sij#kj#1 (A sij#kj#I
Cij =1 (AYx sij=1 = Ay sij=1I (4.102)
(AN sij=k A sij=k.

Ensuite nous prouvons que C! = B en écrivant les éléments de C? :

AiJ SlZ#k,Z?ﬁl
(CYij=Cji=13 A, sii=I (4.103)
AlJ sii=k.

Cette derniére expression est la matrice A aprés permutation des lignes L < L;, c’est-a-dire la
matrice B. ]

Pour la suite nous écrivons ¢ la matrice « identité », c’est-a-dire celle dont les entrées sont
précisément les d; . Nous écrivons également Fj; ; la matrice contenant des zéros partout sauf en
(7,7) ou elle a un 1, c’est-a-dire

(Eij)kg = 61051 (4.104)
PROPooFQRDooRPfuxk
Proposition 4.77 (Permuter des lignes ou des colonnes Ly < L;[? 1]).

Sotient une matrice A € M(n,K), deuzx entiers k # | inférieurs ou égauz a n. ITEMooATHWooHKzZey's

(1) Si B est la matrice obtenue a partir de A en permutant deux lignes ou deuz colonnes, alors

det(A) = — det(B). (4.105)
ITEMooDNHWooOMgmxa
(2) Si B est la matrice obtenue a partir de A par la permutation de lignes Ly < L;. Alors

B=SA (4.106)

avec S = 4§ + EkJ + El,k - Ek,k - Eu.
Autrement dit : la matrice S est une matrice de permutations de lignes'ITEMooSHRQoerquD

(8) La matrice S vérifie det(S) = —1 ITEMooQXSE0oMWiKbL

(4) Nous avons
det(SA) = det(S) det(A). (4.107)

Démonstration. Point par point

(i) (1) pour les colonnes Soient k et [ fixés, et considérons la permutation des colonnes C, et
(. Nous notons « la permutation (k,[) dans S, (groupe symétrique, définition 1.176). Nous
avons

Bij=A (4.108)

1,a(j)»

ou encore : A; j = B; ;). Par définition,

det(4) = > e(0) ] [ Ao (4.109)

o€ES), i=1
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C’est le moment d’utiliser la proposition 1.253 a propos de somme sur des groupes avec
G=S5,,h=aet

f(o) = ¢€(o) H Ai o (i)- (4.110)
Nous savons que €(a) = —1 et que € est un morphisme par la proposition 1.202(1), donc
flao) = €(ao) HA@(M)(@') = —€(o) HBi,a(i)‘ (4.111)

Avec ¢a, nous concluons :

det(4) = Y f(o) =D flao) == >} e(0) [ [ Biwwy = — det(B). (4.112)

o€ESy o o€ESy =1

(ii) (1) pour les lignes Que se passe-t-il si nous permutons les lignes Ly et L; ? Si nous notons
B’ la matrice obtenue & partir de A par la permutation de lignes Ly <> L;, et C celle obtenue
de A! aprés permutation de colonnes O}, <> C; alors nous avons C! = B’. Le lemme 4.76 nous
dit que C* = B’. En utilisant le lemme 4.75 sur le déterminant de la transposée,

det(B') = det(C?) = det(C) = — det(A") = — det(A). (4.113)

Voila qui prouve le résultat pour les permutation de lignes.

(iii) (2) Si k = [, il n’y a pas de permutation, et il est vite vu que la matrice S est l'identité
parce quil y a quatre fois le terme E} ;.. Nous supposons donc que k # [; en particulier
5k,l =0.

Il s’agit surtout d’un beau calcul :

(5A)i; = Z SimAm,j; = Aij + Z(dk,ifshm + 01,i01,m — Ok,i0k,m — 01,i01,m) Am,; (4.114a)
= Aij +0kiALj + 01iAkj — Ok iAkj — 1AL (4.114b)

Sii#jeti+#l, alors (SA);j = A; ;. Sii =k, alors
(SA)r; = Ay + Ay — Ay = A, (4.115)

c’est-a-dire que la k° ligne de SA est la ¢ ligne de A.

Avec i = [ nous obtenons la k¢ ligne de A.

Tout cela montre que SA est la matrice A dans laquelle les lignes k et [ ont été échangées,
c’est-a-dire SA = B.

(iv) (3) En utilisant la définition du déterminant,

det(S) = > €(@) [ [Siwe) (4.116a)

o€Sy i=1
= Z e(o) l_[ (0i,0(6) + Ok,i00(5) + O,i0k0(i) — Ok,i0k0(i) — 01i0L,0(5)) - (4.116D)

Nous utilisons I’associativité et la commutativité du produit pour séparer les facteurs i = k
et 1 = [ des autres :

det(S) = > €(0) [ [ 8.0 Grote) + Ot = Oroe)) Gto) + Okt = Oto(t))- (4.117)
M
A cause des facteurs i # k et i # [, les o pour lesquels le tout n’est pas nul doivent vérifier
d;,0(i) = 1 pour tout i différent de k et I. Les deux seuls sont donc o = Id et la permutation
o = (k,l). Pour o = Id, nous avons

| | 5i,i(5k¢,k + 5l,k — 5k,k:)(5l,l + 5k,l — 5l,l) = 0. (4.118)
i#k
il
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Dernier espoir : 0 = (k,[). Pour ce terme nous avons €(o) = —1 et
1_[ 0, (Okg 4 010 — Ok ) (01 + Ok — O k) = 1. (4.119)
i#k
i#l

Au final dans det(S), il n’y a que le terme o = (k,1) qui est non nul, et il vaut —1. Donc
det(S) = —1. (4.120)
(v) (4) Tl s’agit de mettre bout a bout les points déja prouvés :

det(SA) = —det(A) = det(5) det(A). (4.121)

0
CORooAZFCooSYINvB1

Corolaire 4.78 ([? ]).
Soit une matrice A € M(n,K). Si deuz lignes ou deuzx colonnes de A sont égales, alors det(A) = 0.

Démonstration. Si deux colonnes sont égales, la matrice ne change pas lorsqu’on les permute, alors
que le déterminant change de signe. La seule possibilité est que det(A) = —det(A), ce qui signifie
que det(A4) = 0. O

Notons que si pour k # [ nous avons Cj = ACj, alors nous avons aussi det(A4) = 0.
La réciproque n’est pas vraie : il existe des matrices dont le déterminant est nul et dont aucune

entrée n’est nulle. Par exemple
1 2
( 1 2) . (4.122)

PROPooNGZJooHjtMyn
Proposition 4.79 (7 ]).
Soient A€ M(n,K), et ve K". Si B est la matrice A avec la substitution Ly — Lj +v et C est
la matrice A avec la substitution L; — v, alors

det(B) = det(A) + det(C). (4.123)

Démonstration. En utilisant ’associativité de la multiplication,

det(B) = > H Bi (i) (4.124a)

o0€Sn
Z 1;[ Bio()) Bjo) (4.124b)
i#]
; ([ [0 G) T Vo)) (4.124c)
~ Yo ﬁJAz o Z )T Croiiin SUBEQooKATCo&\(BE%\Sl
_ )+ Y e [ Croty (;Z(j) SUBEQ0oCOTDopPELEY S
— det(A) + det(C).Z#] (4.124f)

Justifications :
— 4.124d parce que pour i # j nous avons A; ,;) = Cj 5(;)

e

— 4.124e parce que v, ()

a(j)
U
PROPooPYNHooLbeVhj

Proposition 4.80 (Combinaison de lignes ou colonnes Ly — Ly + AL;[? |).
Sotient une matrice A € M(n,K), deux entiers k # | inférieurs ou égauz a n.
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ITEMooJSRDooTggEy0

(1) Si B est la matrice obtenue d partir de A par la substitution Ly — Li+AL; ou Cx, — Ci+ACy,
alors

det(A) = det(B). (4.125)

ITEMooHKZWooVZDgnf

(2) Si B est la matrice A dans laquelle nous avons opéré la substitution Ly — Ly + AL, alors
B=UA (4.126)
avec U = 0 + A\Ey, c’est-a-dire que U est une matrice de combinaison c{eréwon

8PGYJooWTTghT
(3) La matrice U vérifie det(U) = 1.
(4) Nous avons

ITEMooBBEA00ZJVGNV

det(UA) = det(U) det(A). (4.127)

Démonstration. Point par point.

(i) (1) Soit la matrice C' obtenue a partir de A par Ly, — AL;. En considérant le vecteur v = ALy,
nous sommes dans la situation de la proposition 4.79. Donc

det(B) = det(A) + det(C). (4.128)
Mais dans la matrice C, nous avons L = AL;, ce qui implique det(C) = 0 par le corolaire

4.78. Donc det(A) = det(B) comme il se devait.

(ii) (2) Encore un calcul :

(UA);; = Z (5i,m + )‘(Ek,l)i,m)Am,j =A;; + Azék,iél,mAm,j = A;j + N0 Ag ;. (4.129)

m

Cela donne, pour i = k la ligne
(UA)k; = Ak + My, (4.130)

ce qui correspond bien a Ly — L + AL;.

(iii) (3) Nous calculons le déterminant de U = 6 + AE},; avec k # [. Nous avons dans un premier
temps :

n
det(U) = > €(0) [ [(0i00) + Adki01.0()- (4.131)
o€eSy i=1
Puisque nous avons toujours dy ;6;; = 0, le terme o = Id donne 1.

Pour les o # 1d, le facteur A, ;0; 5(;) ne s’annule pas, uniquement si i = k et o(i) = I. Donc
le seul terme non nul autre que o = Id peut provenir de ¢ = (k,[). Pour ce terme, nous
isolons les termes i =l et ¢t =k :

(Ok,o(k) + Ak kOk,o(k)) (O1,0(1) + Ak 10k 0 (1))- (4.132)

Le dernier facteur est nul.

(iv) (4) En mettant bout a bout les résultats prouvés,

det(UA) = det(A) = det(U) det(A). (4.133)

PROPooXUFKooDaPmE
Proposition 4.81 (Multiplication par un scalaire d’une ligne ou colonne Ly — ALg[? ]).
Soient une matrice A€ M(n,K), un entier k # | inférieur ou égal a n. Soit la matrice B obtenue
a partir de A en multipliant la ligne Ly par A € K. ITEMooBKIGooCDQEDt

(1) det(B) = Adet(A)
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ITEMooWRRCooFXkRNW
(2) En considérant la matrice T = 0 + (A — 1)E} j;, nous avons

B =TA, (4.134)

¢’est-a-dire que la matrice T' est une matrice de multiplication de ligne Rl S6OHEESYVRZK
(8) Nous avons det(T') = A.

ITEMooIFRVooWQYgkK
(4) Et aussi : det(T'A) = det(T") det(A)
Démonstration. Point par point.
(i) (1) La matrice B est donnée par les éléments
Aij ii#k
By =40 7 (4.135)
Afi@j siit=k

c’est-a-dire B; j = (1 + (A — 1)62-7;6)141‘73-. Nous mettons cela dans la définition du déterminant

de B :
det(3) = 3 « ﬁBM ZH (14 (3 198, o) As o E30OSMTOOFRSR

o€SH

L’associativité du produit dans K nous permet de séparer le produit de la facon suivante :

H (T+ A =10 0) ) Ai o) = H (T+ A =1)80)x) HAi,a(i) = /\HAi,o(i)' (4.137)

i=1 i
En remettant dans (4.136), nous trouvons det(B) = det(A).
(ii) (2) Cest un cas particulier de la proposition 4.80(2) en prenant k = [ et en adaptant le \.
(iii) (3) Nous calculons le déterminant de la matrice ' = ¢ + (A — 1) Ej, . La formule du déter-

minant donne
n

det(T Z H io() T A= 1Dokilkon)- (4.138)
9 i=1

Si i # (i), alors non seulement J; ,; = 0, mais en plus 6y 0y o(;) = 0. Donc seul o = Id
reste dans la somme sur o € S,. Il reste donc

det(T ﬁ — 1)dk4) (H 1) —1)) =\ (4.139)

=1 i#k

ou nous avons utilisé encore ’associativité pour isoler le facteur ¢ = k.

(iv) (4) Il faut mettre bout a bout les résultats déja établis :

det(T'A) = Adet(A) = det(T') det(A). (4.140)

4.3.6 Réduction de Gauss

Nous avons vu les matrices d’opérations élémentaire sur les lignes et colonnes :
— Permutation de lignes Ly < L; : S(n;k,1) = 6 + Ey; + Ei, — Ex, — Ey 1, proposition 4.77.
— Combinaisons de lignes Ly — Ly + AL; : U(n; k,l,\) = § + AE};, proposition 4.80.

— Multiplication d’une ligne par un scalaire Ly, — ALy, : T'(n; k, A) = §+(A—1) E}, 1, proposition
4.81.
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Ces matrices seront dans la suite, notées G. Et elles vérifient 'importante propriété
E LQTV iVY
det(GA) = det(G) det(A) RooLQTVoop Y 3T

pour toute matrice A.
PROPooJBTZooNLobpf

Proposition 4.82 (Réduction de Gauss[1]).
Soit une matrice A € M(n,K) de déterminant non nul : det(A) # 0. Alors il existe des matrices
G1,...,Gn toutes de type S, U ou T telles que

Gi...GyA=6. (4.142)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. D’abord pour n = 1, la matrice A contient
un seul élément A;; qui est non nul par hypotheése. Nous pouvons multiplier sa ligne par 1/A4
pour obtenir le résultat. Plus précisément, nous avons 1’égalité

1

T 1, ——
( A

JA=19§ (4.143)
dans M(1,K). Notons que K est un corps (donc Ap; est inversible) commutatif, ce qui permet
d’écrire 1/A; 1 sans ambiguité.

Supposons le résultat prouvé pour n, et voyons ce qu'il se passe pour n+ 1. Puisque det(A) # 0,
aucune de ses colonnes n’est nulle (corolaire 4.78). Il existe donc un k tel que Ay ; # 0.

Par la proposition 4.77, la matrice

BW = S(n+1;k,1)A (4.144)

est une matrice telle que Bgll) = Aj1 # 0. Ensuite, par la proposition 4.81 la matrice

B® —T(n+1;1, L)B“) (4.145)
Ap1

vérifie Bﬁ) =1.
Puisque la multiplication par la matrice U(n + 1;k;l; \) réalise, par la proposition 4.80, la
substitution Ly — Li + AL;, la matrice

n+1
B9 = TTUGn+ 10,1, - BB (4.4
k=2

a toute sa premiere colonne nulle a ’exception de B§31) =1

Nous n’avons pas donné de nom ni démontré de théorémes & propos de la substitution Cj —
Cyr + AC;. En passant éventuellement par les transposées et en utilisant les lemmes 4.74 et 4.75
nous obtenons une matrice U'(n + 1; k,1, A) ayant la propriété que la matrice

n+1
BY =T[U'(n+1;k1,-B)B® (4.147)
k=2
vérifie Bﬁ? = Bj(jll) — 0 pour tout j sauf j = 1. En d’autres termes, la matrice B® est de la forme

1 0 ... 0

BW — n (4.148)

oul A’ est une matrice de taille n.
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Voyons quelques propriétés de A’. Nous savons que

V=T]GiA (4.149)

ou les G; sont de type S, T ou U. Puisque det(SA) = det(S) det(A) (et idem pour T et U), nous
avons

det(B Hdet ) det(A), (4.150)

et comme aucun des det(G;) n’est nul, nous avons encore det(B®) # 0, ce qui implique det(A’) # 0
La récurrence peut avoir lieu. Il existe des matrices G telles que

Gl ... GhyA =6 (4.151)

ou les G sont de taille n, ainsi que le §. En remarquant que

1 0 ... 0
S(n+ 1;k,1) = C Smik—1,0-1) | (4.152)
0
et pareillement pour les matrices T' et U, nous voyons qu’en prenant
1 0 0
G ! (4.153)
ol G '
0
nous avons
1 0 0
x 3) 0
G:B® = | M = Spt1 (4.154)
E ' s LS GRA "
0
ou nous avons mis un indice sur le dernier § pour étre plus explicite. O
4.3.7 Matrices inversibles
PROPooMLWRooRWEZXE
Proposition-Définition 4.83.
Soit une matrice A€ M(n,K). Si les matrices By et By de M(n,K) vérifient
ABy = B1A=9¢ (4.155)
et
ABy = B A =6, (4.156)

alors B1 = Bsy. Dans ce cas, nous disons que A est inversible et nous notons A~' lunique matrice
telle que AA™1 = A71A =4.

Démonstration. La preuve est réalisée dans le cas général par le lemme 1.155. Mais si vous en
voulez une preuve avec les notations d’ici, en voici une.
Nous avons AB; = AB>. En multipliant & gauche par Bj, nous trouvons BiAB; = B1ABs. En
remplacant B1 A par ¢ des deux coOtés, il reste By = Bo. O
LEMooGZCTooQigDvC
Lemme 4.84 ([? ]).
Si A e M(n,K), alors il existe au plus une matrice B € M(n,K) telle que AB = .
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Démonstration. Soient des matrices B, C' € M(n, K) telles que AB = AC = 4. Nous allons montrer
que B =C.

Pour cela nous considérons les applications linéaires fa, fp, fo € End(IK") associées par la
proposition 4.67. Puisque AB = §, par la proposition 4.69, nous avons fa o fp = fap = Id. La
proposition 4.51 nous dit alors que f4 et fp sont bijectives.

En particulier, comme {e;} est une base, son image par fp est une base par la proposition 4.40.
La proposition 4.50 dit alors que {fg(e;)} est une base. Nous décomposons fg(er) — fc(er) dans
cette base :

fBler) = foler) = Y a;fp(e;) (4.157)
J
ot les a; dépendent & priori de k. Puisque fa o (fp — fc) = 0, nous avons

0= fa(fsler) — foler)) = Y (fao fB)(e;) = Zajej. (4.158)

J

Donc les «; sont tous nuls.
Nous en déduisons que fp(ex) = fo(er), et donc fp = fo. Cela implique que B = C par la
proposition 4.67(4). O
PROPooECIIooVMCIwz
Proposition 4.85 ([? ]).
Si A, B € M(n,K) vérifient AB = 0, alors BA = 9.

Démonstration. L’astuce est de poser C = BA — ) + B et de montrer que C = B. Pour cela, un
rapide calcul commence par montrer que

AC = ABA—- A+ AB=AB=. (4.159)
Donc C' est également un inverse a droite de A. Le lemme 4.84 donne alors C = B. O
CORooBQLXooTeVighb

Corolaire 4.86.
Soit A e M(n,K). Si il existe B e M(n,K) tel que AB = §, alors A est inversible et son inverse
est B.

Démonstration. 11 s’agit d’une paraphrase de la proposition 4.85 et de la définition 4.83. O
LEMooZDNVooArIXzC

Lemme 4.87.
Si une matrice A n’est pas inversible, alors le produit AB n’est inversible pour aucune matrice B.

Démonstration. Soient une matrice non inversible A, ainsi qu'une matrice quelconque B. Suppo-
sons que AB soit inversible. Alors

AB(AB™1) = . (4.160)
Donc la matrice B(AB™!) est un inverse de A. Contradiction. O
PROPooNPMCooPmaCwu

Proposition 4.88.
Une matrice est inversible si et seulement si son application linéaire associée est inversible. Dans
ce cas, nous avons

fal = far (4.161)
Démonstration. Dans le sens direct, si A est inversible nous avons AA~! = §. Donc
EQooQQ0Soo
faofar = faa—r = fs=1d ERty]

ou nous avons utilisé la proposition 4.69 pour la composition et la proposition 4.70 pour I’identité.
L’égalité (4.162) indique que f4 est inversible et que son inverse est f4-1.
Dans l'autre sens, ’application f;l existe. Soit B € M(n,K) sa matrice. Alors nous avons

fo=1d= fao fp = fas. (4.163)
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Le fait que Papplication 1): A — f4 soit une bijection *® implique que AB = §, c’est-a-dire que A

est inversible et que B = A~L. O
LEMooMCIDooYBHrbq

Lemme 4.89 ([1)).

Soient une matrice inversible A € M(n,R) et r < n. Il existe une permutation o € S, telle que la

matrice a € M(r,R) donnée par

ai; = A (4.164)

i,0(4)

soit inversible.

4.3.8 Inversibilité et déterminant
PROPooAVIXooMtVCet

Proposition 4.90.
Une matrice au déterminant non nul est inversible.

Démonstration. Si A est une matrice telle que det(A) # 0, alors la proposition 4.82 nous donne
des matrices G1,..., Gy telles que

Gi...GNA=6. (4.165)
Donc la matrice G1 ... Gy est un inverse de A par le corolaire 4.86. O]
PROPooEOKBooKUROFg

Proposition 4.91.
St une matrice A a une ligne ou une colonne de zéros, alors

(1) det(A) =0,
(2) A n’est pas inversible.

Démonstration. Par définition, nous avons

det(4) = > e(0) [ [Aiow)- (4.166)

o€ESy i=1

Si la k¢ ligne est nulle, alors Ay, ;) = 0 pour tout 0. Donc tous les produits contiennent un facteur
nul. Donc det(A) = 0.
Pour toute matrice B nous avons

(AB)ik = ) Akt Buk- (4.167)
I

Si la k° ligne de A est nulle nous avons (AB)gx = 0 et donc pas AB = §. Donc A n’est pas
inversible. O

4.3.9 Quelques ensembles de matrices particuliers

Certains ensembles de matrices ont une importance particuliere, que nous développerons plus
tard.

Définition 4.92 (Groupe linéaire de matrices).
On note GL(n, A) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A, qui sont inver-
sibles. En d’autres termes, GL(n,A) = U(M(n, A)).

DefMatriceOrthogonale
Définition 4.93 (Groupe orthogonal de matrices).
On dit qu’une matrice A est orthogonale si son inverse est sa transposée, c’est-a-dire si A™1 =
At. On note O(n,A) Uensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans A, qui sont
orthogonales.

36. Proposition 4.67(4).
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4.3.10 Déterminant et combinaisons de lignes et colonnes
SUBBHBooKMZVooBREwRH

Proposition 4.94.
Soient des matrices A, B € M(n,K) telles que det(A) # 0 et det(B) # 0. Alors

det(AB) = det(A) det(B). (4.168)

Démonstration. La proposition 4.82 nous donne _des matrices de permutations de lignes et de
, , 37 |EQooDNZUooHthZJ
colonnes G1,...,Gy et G7,..., Gy telles que

Gi..GNyA=6 (4.169a)
G’l o 'NB =J. (4.169Db)
Nous avons
(G/l...G'N)(Gl...GN)AB = 0. (4.170)
=4

En prenant le déterminant des deux cotés et en tenant compte de (4.141),
1 =det(d) = det (G} ...GyG1...GNAB) = det(G] ...Gly)det(G1...Gy) det(AB).  (4.171)

Mais en méme temps, les équations 4.169 donnent

det(Gy...Gy) = det(A)™! (4.172a)
det(G) ...G'y) = det(B) L. (4.172b)

Cela pour dire que
1 = det(A)"det(B) " det(AB), (4.173)
et donc ce qu’il nous fallait. O
PROPooWVJFooTmqoec

Proposition 4.95.
Soient des matrices A, B € M(n,K) telles que det(A) = 0 et det(B) # 0. Alors

det(AB) = det(BA) = det(A) det(B) = 0. (4.174)

Démonstration. 1l existe des matrices de manipulations de lignes et de colonnes Gfi,...,Gy telles
que G1...GyB = 4. Donc

0 =det(A) =det(Gy...GNBA) = det(G1...Gy) det(BA). (4.175)

Donc det(BA) = 0. O

4.3.11 Transvections

Nous nommons F; ; la matrice remplie de zéros sauf a la case 4, j qui vaut 1. Autrement dit
(Ei )k = 0ikdj1- (4.176)

Définition 4.96.
Une matrice de transvection est une matrice de la forme

’T@j()\) =1Id -l-)\Ei,j (4177)

avec i # j.

37. Les plus acharnés préciseront que pour avoir le méme N des deux c6tés, il a fallu compléter avec des matrices
6 la ou il y en avait le moins.
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Une matrice de dilatation est une matrice de la forme
Dl(>\) =1d —l—()\ — 1)Ei,z‘- (4.178)

Ici le (A — 1) sert a avoir \ et non 1 + X. C’est donc une matrice qui dilate d’un facteur X\ la
direction i, tout en laissant le reste inchangé.

Si o est une permutation (un élément du groupe symétrique Sy ) alors la matrice de permu-
tation associée est la matrice d’entrées

(Pa)i,j = 5i,a(j)' (4179)
LemyrAXQs
Lemme 4.97.
La matrice T; j(A\)A = (1 + AE; j)A est la matrice A a qui on a effectué la substitution

Li — Li + AL;. (4.180)
La matrice AT; j(\) est la substitution
Cj — Cj + AC;. (4.181)

La matrice AP, est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les colonnes avec o.

La matrice P,A est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les lignes avec o 1.

Démonstration. Calculons la composante k, [ de la matrice E; ;A :

(Eij Akt = Y (Bij)kmAm, (4.182a)
= D 0iGjmAm, (4.182b)
= (51"]914]'71. (4182(3)

C’est donc la matrice pleine de zéros, sauf la ligne i qui est donnée par la ligne j de A. Donc
effectivement la matrice

A+ AE; ;A (4.183)

est la matrice A a laquelle on a substitué la ligne 4 par la ligne 4 plus A fois la ligne j.
En ce qui concerne 'autre assertion sur les transvections, le calcul est le méme et nous obtenons

(AEi;) = Apidjy. (4.184)

Pour les matrices de permutation, nous avons

(APt = Akoq) (4.185)

et
(Po At = Y 0kom)Ami = D Sa=1(ymAmi = Ag=1(i)1- (4.186)
OJ

4.3.12 Mineur, rang

Pour la définition du rang d’une matrice, nous en donnons une qui est clairement inspirée de

I’application linéaire associée.
DEFooCSGXooFRzLRj

Définition 4.98 ([? ]).
Le rang d’une matrice de M(n,K) est la dimension de la partie de K™ engendrée par ses colonnes.

Il est possible d’exprimer le rang d’une matrice de fagon plus « intrinseque » via le concept de
mineur.
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Définition 4.99 ([? ]).
Les mineurs d’une matrice sont les déterminants de ses sous-matrices carrées.

Dans la suite nous désignerons souvent par le mot « mineur » la sous-matrice carrée elle-méme
au lieu de son déterminant.

Lorsque A est une matrice, nous notons f4 I'application linéaire associée a la matrice A par
I'application (4.76).

LEMVecsaRgFixe

Lemme 4.100.
Soit K un corps commutatif3®. Si A est une matrice carrée d’ordre n et de rang v a coefficients
dans K, alors il existe des vecteurs (x;)i=1,..n formant une base de K" tels que

Ja(z;) #0 (4.187)

pouri <r et
Fa(ws) =0 (4.188)

pour i > r.

Démonstration. Soit V le sous-espace de K™ engendré par les colonnes de A. Nous considérons la
base canonique {e;} de K", ainsi que v; le vecteur créé par la i® colonne de A. Nous avons

vi = fa(ei). (4.189)

Les vecteurs v; engendrent V', donc nous pouvons en extraire une base par le théoréme 4.15(1).
Soit donc {vj}ic; une base de V avec J < {1,...,n}.

La base de K™ que nous cherchons commence par les vecteurs {e;};es. Ces vecteurs vérifient
fa(ej) = v; # 0 parce que des vecteurs d’une base ne sont jamais nuls.

Pour la suite de la base, nous pourrions penser au théoréeme de la base incompleéte 3, mais les
vecteurs ainsi complétant la base ne sont pas garantis de s’annuler par f4. Voir 'exemple 4.101.

L’idée est d’utiliser le noyau de fa4 qui est un sous-espace vectoriel par la proposition 4.36. Soit
une base® {z;} de ker(f). Les vecteurs {e;j}jes forment une base de Image(f4). Puisque les z;
forment une base de ker(f4), le théoréme du rang 4.43 dit alors que {e;};es U {21} est une base de
K"™.

Il y a r éléments dans J parce que I'espace engendré par les colonnes de A est de dimension
r par hypotheése. Donc il y a n — r éléments dans les {z} pour que le tout ait le bon nombre

d’éléments. O
EXooRKVQooZOGDEf

A— (; ;) _ (4.190)

Elle est de rang 1. En suivant I'idée de la démonstration, nous commencons la base de R? par le
vecteur e; qui vérifie

Exemple 4.101.
Soit la matrice

Faler) = (;) . (4.191)

L’utilisation du théoreme de la base incomplete ne permet pas de trouver un second vecteur de
base v tel que fa(v) = 0. En effet ce théoréme donne juste 1’existence d’une completion de la base,
mais pas de propriétés particulieres de la base obtenue. Elle pourrait donner v = e3 comme second
vecteur de base. Mais alors

fa(v) = fa(e2) = (;) # 0. (4.192)

38. Comme toujours.
39. Théoréme 4.11(2).
40. Cette base contient n — r éléments, mais ce n’est pas trés important pour la suite.
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. , , 1
Au contraire, le noyau de fs est donné par le sous-espace engendré par (_ 1). Une base

convenable est donc {e1,e; — ea}. A
PROPooEGNBooIffJXc

Proposition 4.102.

Le rang d’une application linéaire®*

U est égal au rang de sa matrice®® dans n'importe quelle base.

4.3.13 Matrices équivalentes et semblables
DefBLELooTv1HoB

Définition 4.103.
. i .
Deuz relations d’équivalence entre les matrices. TtemPFXCoo0UbSCt

(1) Deux matrices A et B sont équivalentes dans M(n,K) si il existe P,Q € GL(n,K) telles
que A = PBQ™!.
(2) Deux matrices sont semblables si il existe une matrice P € GL(n,K) telle que A = PBP~!.
LemZMxxnfM
Lemme 4.104.
Une matrice de rang®® r dans M(n,K) est équivalente da la matrice par blocs

T, — (% 8) (4.193)

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute matrice A € M(n,K) de rang r, il existe
P,Q € GL(n,K) telles que QAP = J,.. Soit {e;} la base canonique de K", puis {f;} une base telle
que Af; =0 dés que i > r, qui existe par le lemme 4.100.

Nous considérons la matrice inversible P telle que Pe; = f; ; ses colonnes sont donc précisément
les f;, si bien que

0 ..
APe; = Af; = { se=r (4.194)
# 0 sinon.
La matrice AP se présente donc sous la forme
M 0
AP = < . O> (4.195)

ou M est une matrice r x r. Nous considérons maintenant une base {g;}i—1,.., dont les r premiers
éléments sont les r premiéres colonnes de AP et une matrice inversible Q) telle que Qg; = e;. Alors

Csi<
QAPe; = {e’ mrs=r (4.196)

0 sinon.
Cela signifie que QAP est la matrice J,. O
CorGOUYooErf0Ie

Corolaire 4.105 (Equivalence et rang).
Deuz matrices sont équivalentes®® si et seulement si elles sont de méme rang.

Démonstration. D’abord il y a des implicites dans I’énoncé. Puisque nous voulons, soit par hypo-
these, soit par conclusion, que les matrices A et B soient équivalentes, nous supposons qu’elles ont
méme dimension. Soient donc A et B deux matrices carrées d’ordre n.

Par le lemme 4.104, deux matrices de méme rang r sont équivalentes a J.. Elles sont donc
équivalentes entre elles.

41. Définition 4.42.
42. Définition 4.98.
43. Définition 4.98.
44. Définition 4.103(1).
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Inversement, supposons que A et B soient deux matrices équivalentes : A = PBQ ™! avec P et
Q inversibles. Alors

Image(PBQ™') = {PBQ v tel que v e K"} (4.197a)
= PB{Q v tel que v € K"} (4.197b)

N ~—
= P(B(K")). (4.197¢)

L’ensemble B(IK™) est un sous-espace vectoriel de K™. Comme le rang de P est maximum, la
dimension de P(B(KK™)) est la méme que celle de B(K™). Par conséquent

dim (Image(PBQfl)) — dim (B(K")) = rk(B). (4.198)
Le membre de gauche de cela n’est autre que rk(A) = dim (Image(PBQ™1)). O

4.3.14 Algorithme des facteurs invariants
PropPDfCqee

Proposition 4.106 (Algorithme des facteurs invariants[? |).
Soit (A, 6) un anneau euclidien muni de son stathme et U € M(nxm, A). Alors il existedy, ..., ds €
A* et des matrices P € GL(m, A), Q € GL(n, AA) tels que nous ayons

dy

U="r Q (4.199)

avec d; | diyq1 pour tout i.

Démonstration. Nous allons donner la preuve plus ou moins sous forme d’algorithme.
D’abord si U = 0 c’est bon, on a la réponse. Sinon, nous prenons ’élément (ig, jo) dont le
stathme est le plus petit et nous Pamenons en (1, 1) par les permutations

Cy < C;
Jjo
(4.200)
L) — L;,
Ensuite nous traitons la premiere colonne jusqu’a amener des zéros partout en dessous de w1 de
la fagon suivante : pour chaque ligne successivement nous calculons la division euclidienne

Ui 1 = qui + i, (4.201)

et nous faisons
Li i Lz - qu, (4202)

c’est-a-dire que nous enlevons le maximum possible et il reste seulement r; en u;1. Vu que le but est
de ne laisser que des zéros dans la premiére colonne, si le reste n’est pas zéro, nous ne sommes pas
contents *°. Dans ce cas nous permutons L1 < L;, ce qui aura pour effet de strictement diminuer
le stathme de w11 parce qu’on va mettre en uq,1 le nombre 7; dont le stathme est strictement plus
petit que celui de uq ;.

En faisant ce jeu de division euclidienne puis échange, on diminue toujours le stathme de uq 1,
donc ¢a finit par s’arréter, c’est-a-dire qu’a un certain moment, la division euclidienne de w; 1 par
u1,1 va donner un reste nul et nous serons contents.

45. Si il est zéro, nous passons a la ligne suivante
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Une fois la premiere colonne ramenée a la forme
u1,1
0
Cy = B (4.203)
0
nous faisons tout le méme jeu avec la premiere ligne, en faisant maintenant des sommes divisions
et permutations de colonnes. Notons que ce faisant, nous ne changeons plus la premiere colonne.

En fin de compte, nous trouvons une matrice 46
Uy 0O ... 0
0
u=1| . (4.204)
: A
0

Si I’élément u; ne divise pas un des éléments de A, disons a; ;, alors nous opérons
C1 — C1 - Cj. (4.205)
Cela nous détruit un peu la premiére colonne, mais ne change pas u1,1. Nous avons maintenant

Ui 0 ... 0
0
*
U= ) 4 (4.206)
%k

0

Et nous refaisons tout le jeu depuis le début. Cependant, lorsque nous allons nous attaquer a
la ligne 7, uq1,1 ne divisera pas u; ;, ce qui donnera lieu a une division euclidienne et un échange
L, < L;. L’échange consistant a mettre r; a la place de uy,1 et réciproquement, diminuera encore
strictement le stathme. Encore une fois, nous allons travailler jusqu’a avoir la matrice sous la forme

Ui, 0O ... 0

v=| , EaAPPYE

: A
0
sauf que cette fois, le stathme de w1 est strictement plus petit que la fois précédente. Si u; 1 ne
divise toujours pas tous les éléments de A, nous recommencons encore et encore. En fin de compte,
nous finissons par avoir une matrice de la forme (4.207) avec uj,; qui divise tous les éléments de
A.
Une fois que cela est fait, il faut continuer en recommencgant tout sur la matrice A. Nous avons
maintenant
U1,1 0
U= u272 . (4.208)
0 B

Sous cette forme nous avons uq 1 | uz 2 et uy 1 divise tous les éléments de B. En effet u; ; divisant
tous les éléments de A, il divise toutes les combinaisons de ces éléments. Or tout 1’algorithme ne
consiste qu’a prendre des combinaisons d’éléments.

Nous finissons donc bien sur une matrice comme annoncée. De plus, n’ayant effectué que des
combinaisons de lignes, nous avons seulement multiplié par des matrices inversibles (lemme 4.97).

O]

46. Nous nommons toujours par la méme lettre U la matrice originale et la matrice modifiée, comme il est d’usage
en informatique.
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4.4 Changement de base

Soit un espace vectoriel E muni de deux bases (€;)i=1...n €t (fa)a=1,..n- Les deux bases sont
liées entre elles par EQooFRQRoo
fa = Qiaei. s
i

Ici QQ n’est pas une application linéaire £ — E : () est seulement un tableau de nombres, donnant
les coordonnées des vecteurs f, dans la base de e;. Eventuellement Q peut étre vu comme une
application linéaire K" — K"™.

Dans la suite nous nommerons Q! la matrice inverse de Q. Inverse au sens des bétes ta-
bleaux de nombres, sans interprétation en tant qu’application linéaire. De méme pour Q! qui est
la transposée de Q.

4.4.1 Changement de base : vecteurs de base
LEMooIHZGoo0ZoYZd

Lemme 4.107.
Soit un espace vectoriel E sur K ainsi que deuzx bases (€;)i=1,..n, (fa)a=1,..n de E liées par

fa = Zl Qiyaei. AlOTs
e; = Z Q;ﬁ fa- EQooZQPAoo(\ZEIé.Li%%l

Démonstration. Nous multiplions I'égalité fo, = >}, Qie; par le nombre a7 Q;; € K et nous
sommons sur « :

21Qujfa = 2 (AiaQu))er = €. (4.211)

O]

4.4.2 Changement de base : coordonnées
PROPooNYYOooHqgHryX

Proposition 4.108.
Soit un espace vectoriel E sur K. Soient deuxr bases (€;)i=1,.n €t (fa)a=1,.n liées par fo =
> Qia€i. Nous considérons un méme vecteur dans les deuz bases : ), x;e; = ;PEM‘BAE%Q\T&SU@D

_ -1,
(1) Yo =2 Qu i ITEMooKPWTooMwdbPu

(2) Ty = Zoz Qi,aya-

Démonstration. Soit un vecteur x € E. Il peut étre écrit dans les deux bases :

- Zl’iez‘ _ Zyafa- EQooGS.]Moo(GZE?iIgzjI

En remplagant e; par sa valeur (4.210) nous avons 1’égalité
D 2iQut fo = D Yafa- (4.213)
e o

Puisque les f, sont linéairement indépendants, 1’égalité des sommes donne 1’égalité de chacun des
termes :

Yo = ) 1iQ (4.214)
i
En identifiant = € E au vecteur dans IK" de ses coordonnées dans la base {e;} nous pouvons écrire

Yo = (Q'2)a, (4.215)

Le point (1) est prouvé.

47. Attention & la bonne interprétation de ce nombre : on fait bien référence & I’élément situé en («, j) de la matrice
Q7! et pas autre chose.
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En ce qui concerne le point (2), nous repartons encore de (4.212), mais nous y substituons la
définition des f, :

Z €Tr;€e; = Z yaQiyaei. (4216)
i ai
Vous voulez des détails 7 Allez, une étape de plus que le strict nécessaire : nous écrivons

20 (@i = D yaQia)es = 0. (4.217)

Par linéaire indépendance des e;, nous avons annulation de tous les coeflicients, c’est-a-dire

= Qiala; (4.218)

comme annonceé. O

4.109.

Attention a l'ordre des indices dans la derniére égalité : la matrice () vient avec les indices dans
'ordre i, o, tandis que la matrice Q! vient avec les indices dans I’ordre opposé : a,i. C’est pour
cela qu’il est intéressant de noter avec des lettres latines les indices se rapportant a la premiére
base, et avec des lettres grecques ceux se rapportant & la seconde base.

NORMooNWKZooPMwYTO
4.110.
Les formules de changement de coordonnées de la proposition 4.108 s’écrivent souvent de la fagcon
suivante : ITEMooLHQCooBRvS1p
_ (-1
(1) Yo = (@ 2)a ITEMooNXUGooJIeoBE
(2) y=Q "= ITEMooEFILooNENamW
(3) @i = (Qy); ITEMooMOKHooFEJvIW
(4) z=Qy

Ces égalités reposent sur un petit paquet d’abus de notations qu’il convient de bien comprendre.
Ici, x et y sont les éléments de IK™ donnés par les composantes de = dans les bases {e;} et {fa},
et Q est vu comme une matrice, un opérateur linéaire sur IK"”. Autrement dit, le choix des bases
permet d’identifier I avec K" et la matrice ) avec I’application linéaire fg de la proposition 4.67.

4.4.3 Changement de base : matrice d’une application linéaire
PROPooNZBEooWyCXTw

Proposition 4.111.
Soit une application linéaire t: E — E de matrices A et B dans les bases {e;} et {fa}. Si les bases
sont lices par

= ZQi,aei, (4.219)

alors les matrices A et B sont liées par
B = Q AQ. (4.220)

Démonstration. L'hypothése sur le fait que A et B sont les matrices de t signifie que pour tout
reF,

= D Ajiriej = ) Bapysfa- (4.221)
— e

En remplagant e; par son expression (4.210) en termes des f, et x; par son expression x; = (Qy);
(proposition 4.108), nous avons

=2, 45i(Qy)iQ. 5 fa (4.222a)
ijo
= Z Q7' A)ai(QY)ifa (4.222D)

= Z Q rAQY)uf, (4.222¢)
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Puisque les f, forment une base, nous en déduisons Q' AQy = By. Et comme y est un élément
quelconque de K™, nous en déduisons ’égalité de matrices

B— Q_IAQ. ooWKTYooPZfiagl;l
O

Il s’agit bien d’une égalité de matrices ou, a la limite, d’applications linéaires sur K™, et non
d’une égalité d’application linéaire sur F.

4.5 Espaces de polynémes
SecEspacePolynomes
Attention : les polyndémes en-soi, font ’objet de la définition 1.296.
Pour chaque k > 0 donné, nous définissons

PE—{(p:R->Rilp:z—ag+aix+az®+- - +apz® a;eR,Vi=0,...,k} (4.224)

Il est facile de se convaincre que la somme de deux polyndmes de degré inférieur ou égal a k est
encore un polynome de degré inférieur ou égal a k. En outre il est clair que la multiplication par
un scalaire ne peut pas augmenter le degré d’un polynoéme. L’ensemble P]]fi est donc un espace
vectoriel muni des opérations héritées de Pr.

La base canonique de I'espace PE est donnée par les mondmes B = {x — 27 |j =0,...,k}. Le
fait que cela soit une base est vraiment facile a démontrer, et est un exercice trés utile si vous ne
I’avez pas encore vu dans un cours précédent.

Nous allons maintenant étudier trois applications linéaires de 77]1’2L vers d’autres espaces vecto-
riels.

L’isomorphisme canonique ¢ : Pﬁ — RF*! Nous définissons ¢ par les relations suivantes
QS(CL']) = €j+1, V]E {0,,]43}

Cela veut dire que pour tout p dans 77]1’%, avec p(x) = ag + a1x + asx® + - + apz®, Pimage

de p par ¢ est
k

k
o(p) = ¢ (Z aj$j> = Z ajejt1.
=0

J=0

Exemple 4.112.
Soit k=5 on a

-8
~7
P(—8 — Tx — 4a? + 42° + 22°) = _44 (4.225)
0
2
A

Cette application est clairement bijective et respecte les opérations d’espace vectoriel, donc
c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. L’existence d’un isomorphisme entre 77]1'% et RFF!
est un cas particulier du théoréme qui dit que pour chaque m dans Ny fixée, tous les espaces
vectoriels sur R de dimension m sont isomorphes a R™. Vous connaissez peut étre déja ce
théoreme depuis votre cours d’algebre linéaire.

La dérivation d : Pﬁ — 791’&*1 L’application de dérivation d fait exactement ce qu’on attend d’elle
d(z%) =d(1) =0, d(z/) =427t Vje{l,... k}.

Cette application n’est pas injective, parce que l'image de p ne dépend pas de la valeur de
ag, donc si deux polyndmes sont les mémes a une constante pres ils auront la méme image
par d.
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Exemple 4.113.
Soit k=3 on a

d(—8 — 12z + 42°) = —12(1) + 4(32%) = —12 + 1222 (4.226)

Noter que d(—30 — 12z + 423) = d(—8 — 12z + 423). Cela confirme, comme mentionné plus
haut, que la dérivée n’est pas injective. A

L’intégration I : P]’f{ — §+1 Nous pouvons définir une application qui est « a une constante

pres » application réciproque de la dérivation. Cette application est définie sur les éléments

de base par
I(27) = - : 4.227
@)= (4.227)
Bien entendu, la raison d’étre et la motivation de cette définition apparaitront lorsque nous
développerons une théorie générale de 'intégration.

Exemple 4.114.

Soit k=4 on a
3 5

16+ 22 + 2% + %) = 62 + 22 + = +

x
= 4.228
3t (4.228)

A

Remarque : étant donné que dans la définition de I nous avons décidé d’intégrer entre zéro
et x, tous les polyndémes dans Pﬁ“ qui sont 'image par I d’un polynoéme de 73]'}“{ ont ag = 0.
Cela veut dire que nous pouvons générer toute I'image de I en utilisant un sous-ensemble de
la base canonique de PLt!, en particulier By = {z + 27 |j = 1,...,k} < B nous suffira. Cela
n’est guere surprenant, parce que l'image par une application linéaire d’un espace vectoriel

de dimension finie ne peut pas étre un espace de dimension supérieure.
Les applications de dérivation et intégration correspondent évidemment & des applications
linéaires de PR dans lui-méme.
L’espace de tous les polynémes étant de dimension infinie, il peut servir de contre-exemple assez
simple. Dans la sous-section 11.3.2, nous verrons que toutes les normes ne sont pas équivalentes
sur ’espace des polyndmes.

4.6 Projection et orthogonalité
PropProjScal

Proposition 4.115.
Si nous écrivons projy l'opération de projection sur la droite qui sous-tend Y, alors nous avons
XY

e
Démonstration. Les vecteurs X et Y sont des fleches dans l’espace. Nous pouvons choisir un
systeme d’axe orthogonal tel que les coordonnées de X et Y soient

| projy X| = (4.229)

x l
x=1|y|, vy=[o (4.230)
0 0

ou [ est la longueur du vecteur Y. Pour ce faire, il suffit de mettre le premier axe le long de Y, le
second dans le plan qui contient X et Y, et enfin le troisiéme axe dans le plan perpendiculaire aux
deux premiers.

Un simple calcul montre que X Y = a2l +y -0+ 00 = zl. Par ailleurs, nous avons
| projy X|| = . Par conséquent,

XY X-Y
l i

| projy X[ = (4.231)

O]
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Corolaire 4.116.
Si la norme de Y est 1, alors le nombre X Y est la longueur de la projection de X surY .

Démonstration. Poser |Y]|| = 1 dans la proposition 4.115. O

4.7 Dualité

PropEJBZooTNFPRj
Proposition 4.117.
Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est égal au

rang de A, c’est-a-dire d la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue

dans A.
Def JPGSHpn

Définition 4.118.
Soit E un espace vectoriel sur K.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur son corps de base K.

Le dual algébrique de E, noté E*, est l’ensemble des formes linéaires sur E. Ainsi, E* =
GL(E,K).

Nous verrons plus tard qu’en dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toujours
continues. Nous définirons donc aussi un concept de dual topologique. Voir la proposition 11.61,

la remarque 11.64 et la définition 11.66.
DEFooTMSEooZFtsqa

Lemme-Définition 4.119.
Si E est un espace vectoriel et si {e;} est une base de E, alors nous définissons
et F—>K
(4.232)
ej = dij,

et sa prolongation par linéarité.
Ces élements du dual E* forment une base appelée base duale.

Notons que si v € E est un vecteur, ¢a n’a aucun sens a priori de parler de v*. Il s’agit bien de

définir toute la base {e}} a partir de toute la base {e;}.
LEMooQLWNooYUpGdo
Lemme 4.120 ([? ).

Soit un espace vectoriel & de dimension finie. ITEMooHHTLooNCjgfn
(1) Si o est une forme linéaire non nulle sur E, alors il existe x € E tel queedit) By ArooUWBKDK

(2) Six #0 dans E, alors il existe une forme linéaire o sur E telle que o(z) = 1.

Démonstration. En deux parties.

(i) Pour (1) Puisque « est non nulle, nous pouvons considérer v € E tel que a(v) # 0. Alors
en posant © = a(v)~!v, nous avons le résultat.

(ii) Pour (2) Soit un vecteur non nul que nous écrivons sous la forme x = " | z;e; (pour une
certaine base {e;}i—1,..n de E). Supposons que xj # 0. Alors la forme

a: F—-K
(4.233)
Y Yk/Tk

fait D'affaire.
O
LEMooKTREooBrnWVz

Lemme 4.121.

Soit un espace vectoriel de dimension finie E sur le corps K. Si {aq,...,an} est une base de E*,

alors Uapplication

¢: F—> K"

(4.234)

z— (o1(2),...,0n(x))
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. En deux parties.

(i) ® est injective Soit z € ker(®). Nous avons «;(z) = 0 pour tout 7. Si z # 0, alors le lemme

(i)

4.120 dit qu’il existe 8 € E* tel que B(z) # 0.
Décomposons un tel 8 dans la base de {«;} :

,8 = znl ﬁzal (4.235)
i=1
Alors nous avons .
0# B(z) = Y. i ailz) =0. (4.236)

Contradiction. Donc ker(®) = {0} et ® est injective.

® est surjective Les espaces vectoriels E, E* et IK™ ont tout trois, une dimension n. Donc
® est une application linéaire injective entre deux espaces de méme dimension. Elle est donc
surjective par le corolaire 4.45.

]
PROPooDBPGooPagbEB

Proposition-Définition 4.122 ([? ]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie sur le corps K. Toute base du dual E* est duale
d’une unique base de E. Cette base est dite préduale.

Démonstration. Nous considérons une base F = {a1,...,a,} de E*. Nous devons prouver qu’il
existe une unique base de E dont la base duale est F.

(i) Existence Le lemme 4.121 nous indique que Papplication

o B K (4.237)
T — (al(:c),...,an(x)) '
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Soit la base canonique de K" : (e, ..., €,). Puisque ® est un isomorphisme, (@fl(ei))izl "
17"'7

est une base de E. Nous allons montrer qu’elle est préduale de («;). Nous posons e¢; = &7 (¢;)
et nous calculons :

ai(ej) = Q4 ((I)_I(Ej)> (4238&)
_ @(@71(6]‘))2. SUBEQooACVAO@l\(gggl‘EISI

= (&); (4.238c¢)
_ 5i,j SUBEQooOYNHo f%%[ﬁ

Justifications :
— Pour 4.238b, nous remarquons que «;(z) = ®(x);.
— Pour 4.238d, nous utilisons le fait que les ¢; forment la base canonique de K".

Unicité Soit une base préduale (e;) de (a;). Nous avons, par définition, que a;(e;) = &; ;.
Donc
(c1(ej), ..., anlej)) = €. (4.239)

Nous appliquons ®~! & cette derniére équation pour obtenir ej = (I)_l(Ej). Donc les e; sont
déterminés de fagon unique a partir des «;.

O]
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4.7.1 Orthogonal
DEFooEQSMooHVzbfz

Définition 4.123.
Soit E, un espace vectoriel, et F un sous-espace de E. L’orthogonal de F est la partie F+ < E*
donnée par

Ft = {a e E* tel que Yz € F,a(x) = 0}. Eq(llf')églbejl

Cette définition d’orthogonal via le dual n’est pas du pur snobisme. En effet, la définition
« usuelle » qui ne parle pas de dual,

Ft={yeFEtelqueVze F,y -z =0}, (4.241)

demande la donnée d’un produit scalaire. Evidemment dans le cas de R™ muni du produit scalaire
usuel et de l'identification usuelle entre R™ et (R™)* via une base, les deux notions d’orthogonal
coincident.

La définition 4.123, au contraire, est intrinseque : elle ne dépend que de la structure d’espace
vectoriel.

Si B ¢ E*, on note B° son orthogonal :

B° = {z € E tel que w(z) = 0,Vw € B}. (4.242)

Notons qu’on le note B° et non Bt parce qu'on veut un peu s’abstraire du fait que (E*)* = E.
Du coup on impose que B soit dans un dual, et on prend une notation précise pour dire qu’on
remonte au pré-dual, et non qu’on va au dual du dual.

PropXrTDIi
Proposition 4.124.
Soient un espace vectoriel et F', un sous-espace vectoriel de E. Nous avons
dim F + dim F+ = dim E. (4.243)
Démonstration. Soit {eq,...,e,} une base de F' que nous complétons en une base {ei,...,e,} de
E par le théoreme 4.11. Soit {ef, ..., e;} la base duale. Alors nous prouvons que {e;,,..., e} est

une base de FT.

D’abord, ce sont des éléments de F'L, parce que si i < p et si k > 1, nous avons e;+k(ei) =0;
donc oui, e;Jrk e Ft.

Ensuite, en tant que partie d’'une base de F'*, c’est une partie libre. Il reste & montrer que c’est
générateur.

Enfin F+ < Span{e},k € {p + 1,...,n}} parce que si w = >}_, wke}, alors w(e;) = w;, mais
nous savons que si w € F-, alors w(e;) = 0 pour i < p. Donc w = 22=p+1 wker. O

La proposition 9.170 donnera une version plus terre a terre de la proposition 4.124 en disant que
si nous avons un produit scalaire, alors E = F@® F+ ot F- est cette fois défini comme 1’orthogonal
pour le produit scalaire.

4.8 Représentation de groupe

DEFo00XVMSooXDIfZV
Définition 4.125 (Représentation).
Soit un groupe G. Une représentation de G est un couple (E,p) ot E est un espace vectoriel et
p est une application p: G — GL(FE) vérifiant

p(g) o p(h) = p(gh). (4.244)
pour tout g, h € G.

Définition 4.126.
Une représentation™® p: G — GL(E) est fidéle si elle est injective
La dimension de E est le degré de la représentation (E, p).

48. Définition 4.125.
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Le fait que la représentation p: G — GL(FE) soit fidele ne dit pas que chacun des p(g) est
injectif.
PROPooHNQOoo0SzeEFG
Proposition 4.127.
Soit un corps K. Si G est un groupe dans M(n,KK) (c’est-a-dire un groupe de matrices n x n d
coefficients dans IK), alors Uapplication

p: G — GL(K")

gty (4.245)

ot fa est lapplication linéaire associée a A, est une représentation de G.

Démonstration. La représentation dont nous parons n’est autre que 'application v de la définition
4.64, dont nous connaissons beaucoup de propriétés. La proposition 4.70 dit, entre autres, que
Y(AB) = ¥(A)Y(B), c’est a dire que p(AB) = p(A)p(B), et donc que p est une représentation. [

4.9 Somme directe d’espaces vectoriels

Si V et W sont des espaces vectoriels, ce que nous notons V@ W n’est rien d’autre que ’espace

vectoriel de ’ensemble V' x W.
DEFooJKAWooKkkkwm

Proposition-Définition 4.128 ([? 7 ).
SiV et W sont des espaces vectoriels sur le méme corps K, alors les définitions

(1) (vi,w1) + (v2,w2) = (V1 + V2, w1 + W2)
(2) Mv,w) = (Av, Aw)

donnent une structure d’espace vectoriel sur V- x W.

Cet espace sera noté V@ W et est appelé somme directe de V et W.
DEFooIJDNooRUDUYF

Définition 4.129 (Sous-espaces en somme directe[? |).
Soient un espace vectoriel E ainsi que des sous-espaces vectoriels {F;}ier (I est un ensemble fini

ou infini). Nous disons que les F; sont en somme directe si pour tout élément u € Y, ; F;, il
existe un unique ensemble {u;}icr tel que
(1) u= Zie[ g
(2) u; € F; pout tout i,
(3) {j €l tel que uj # 0} est fini.
LEMooDQMQooInVVDY

Lemme 4.130 ([17 ]).
Soient un espace vectoriel E ainsi que des sous-espaces vectoriels F;. Nous avons équivalence entre
les assertions suivantes.

(1) Les F; sont en somme directe™’.
(2) i) ui =0 avec u; € Fy et si {j €I tel que uj # 0} est fini, alors tous les u; sont nuls.

(3) Chaque espace F, est en somme directe avec la somme des précédents, c’est a dire que pour

tout k,
k—1
(Z F> N Fj, = {0}. (4.246)

=1

ITEMooPLXGooCOQgen
(4) Pour tout k,

Fy, N <2 F) = {0}. (4.247)

1#k

49. Définition 4.129.
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PROPooCASNooEqisqa
Proposition 4.131 ([? ]).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et deur sous-espaces Fy et Fy satisfaisant

(1) F1n Fy = {0},
(2) dim(Fy) + dim(Fy) > dim(E).
Alors E = F| @ F5.
Démonstration. Soient une base {e;}e; de Fy et {f,} de F. Nous commengons par prouver que

la partie B = {e;} u {fa} est libre.
Supposons en effet, avoir des coeflicients a; et b, tels que

Dlaiei + ) bafa = 0. (4.248)
) [e%
Cela implique que Y. aje; = — >, bafa. Or X aje; € Fi et — ) bafoa € Fa. Donc les éléments
D aie; et Y b fo sont dans Fy n Fy = {0}. Nous avons alors les égalités
Y laie; =0 (4.249)
i
et
D bafa = 0. (4.250)
(0%

La premiére implique a; = 0 pour tout ¢ et la seconde implique b, = 0 pour tout «.

Donc B est une partie libre de E contenant dim(F}) + dim(F) > dim(E) éléments. La pro-
position 4.16(1) nous indique alors qu’en réalité dim(Fy) + dim(F») = dim(E). Comme B est une
partie libre contenant dim(F) éléments, c’est une base par la proposition 4.16(2). O

4.9.1 Structure réelle
DEFooCIFSooVmcNtE

Proposition-Définition 4.132 ([? 7 1]).
Soit un espace vectoriel E sur C. Il existe une application o: E — E telle que

(1) 0? = o (involution)
(2) Pour tout o, B € R, f(az + By) = ac(x) + Bo(y).

Une telle application est une structure réelle sur E.

Démonstration. La proposition 4.21 nous permet de considérer une base {e;};c; de E. Alors, nous
définissons B
el el

Notez que la somme est toujours finie. O
PROPooPZHPooNdarzg

Proposition 4.133.
Soit un espace vectoriel E sur C et une structure réelle® o sur E. Nous posons

Er = {veFE tel que o(v) = v}. (4.252)

Alors
(1) La partie ER est un espace vectoriel réel.

(2) Nous avons la décomposition en somme directe®’

E = ER®iER. (4.253)

50. Définition 4.132.
51. Définition 4.128.
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Démonstration. En plusieurs parties.

(i) Espace vectoriel réel Si v, w € ER, alors

oclv+w)=0)+o(w)=v+w, (4.254)

et si Ae R,
o(Ax) = do(x) = Az. (4.255)
Donc ER est un espace vectoriel réel.

(ii) Premieére somme directe Nous définissons

ET = {ve E tel que o(v) = v}, (4.256a)
E™ ={ve FE tel que o(v) = —v} (4.256b)

Nous prouvons que
Y:ETxE- - E

4.257
(a,b) > a+b ( )
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Puisque 1 est linéaire, il suffit de prouver qu’elle est bijective.
(i) Surjectif Sive E, alors en posant v = (v + o(v)), v— = 3 (v — (v)), nous avons
v=vy +v_, vieET, v_€eE, (4.258)

et donc v = Y (vy,v_).

(ii) Injectif Supposons ¥ (a,b) = («a, ). Alors a+b = a + (8 et donc a — a = § — b. Comme
a—acEt et B—be E~, nous savons que a —a = 3 —be Et n E~. Etant donné que
Et nE~ ={0}, nous avons a —a = 3 — b = 0.

Nous avons donc la somme directe £ = Et® E~.

(iii) Conclusion Par définition, E* = ER. Il nous reste & voir que E~ = ¢E™. Nous prouvons
les inclusions dans les deux sens.

(i) EZ ciE* Soit v e E~. Nous avons iv € ET ; en effet

o(iv) = io(v) = —io(v) = iv. (4.259)
Donc iv € ET pour ve E~.
(ii) iET < E— Soit v € E™T, et voyons que iv € E~. En effet,

o(iv) = —io(v) = —iv. (4.260)

O]

4.134.

Lorsque nous avons une structure réelle o sur un espace vectoriel complexe E, nous écrivons
E = Er @ iER sans préciser dans la notation « Er » que cet ensemble dépend du choix de o. En
particulier si F' est un sous-espace vectoriel de E, nous utiliserons la notation Fg relativement a
la méme involution que celle utilisée pour FE.

Lemme 4.135.
Soit un espace vectoriel complere E muni d’une structure réelle . Si F' est un sous-espace de E
alors Fr = Er N F.

Démonstration. Par définition,

Fr = {v e F tel que o(v) = v}. (4.261)
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(i) Fr © F' C’est dans la définition de FR (sous-ensemble de F).

(i) Fr € Er Si v € FR, alors o(v) = v. Mais cette égalité est précisément celle qui permet
d’étre dans ER.

O]

Vous remarquerez que ce lemme ne fonctionne que parce que nous avons choisi la méme struc-
ture réelle sur F' que sur F.



Chapitre 5

Classification de certains groupes

5.1 Théorémes de Sylow

Lemme 5.1.
Soient H et K des sous-groupes finis de G. Alors
H| - |K]|
Card(HK) = ————. 5.1
Attention : dans ce lemme, ’ensemble H K n’est pas spécialement un groupe. Ce serait le cas
si H normalisait K, c’est-a-dire si nous avions hkh~! € K, V(h,k) e H x K.

ThoCauchyGpFini
Théoréme 5.2 (Théoreme de Cauchy[? |).
Soit G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|. Alors
(1) G contient un élément d’ordre p.
(2) Si G est un p-groupe, il existe un élément central d’ordre p dans G.
ThoIfd1EB

Lemme 5.3 (Théoréme de Cayley).
Si G est un groupe d’ordre n alors il est isomorphe a un sous-groupe du groupe symétrique Sy,.

Démonstration. L’action a gauche de G sur lui-méme

p: G- S,

p(x)g — g (5:2)

est une permutation des éléments de G. Cela donne un morphisme injectif parce que si p(x) = ¢(y)

nous avons xg = yg pour tout g et en particulier pour g = e nous trouvons = = y. O
LemaQxjcm

Lemme 5.4.

Soit p un diviseur premier de n. Alors le groupe symétrique Sy se plonge dans GL,(F)).

Démonstration. Soit {e;} la base canonique de ). Nous avons le morphisme injectif ¢: S,, —
GL(n,F) donné par ¢(0)e; = ey(;).- O
RemFzxxst
Remarque 5.5.
En mettant bout a bout les lemmes 5.3 et 5.4, nous trouvons que si p est un diviseur premier de
|G|, alors G peut étre vu comme un sous-groupe de GL(n,F)).
DEFooPRCHooVZdwST
Définition 5.6.
Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre p™ pour
un certain m (dépendant de [’élément).
Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Un p-Sylow dans G est un p-sous-groupe
d’ordre p™ ot p" est la plus grande puissance de p divisant |G|.

259
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Notons que si p est un nombre premier, alors tout groupe d’ordre p™ est un p-groupe.

Lemme 5.7.
Soit G un groupe fini et P, Q des p-sous-groupes. Nous supposons que @Q normalise P. Alors PQ
est un p-sous-groupe de G.

Si S est un p-Sylow, alors p ne divise pas le nombre |G : S| = |G|/|S].
Propvocmon
Proposition 5.8.
Soit le corps fini Iy, = Z/pZ (p premier). Soit T le sous-ensemble de GL,,(IF},) formé des matrices
triangulaires supérieures de rang' n et dont les éléments diagonauz sont 1. Alors T est un p-Sylow

de GL,(Fp).

Démonstration. Nous commengons par étudier le cardinal de GL,,(IF,). Pour la premiere colonne,
la seule contrainte a vérifier est qu’elle ne soit pas nulle. Il y a donc p™ — 1 possibilités. Pour la
seconde, il faut ne pas étre multiple de la premiere. Il y a donc p™ — p possibilités (parce qu’il
y a p multiples possibles de la premiéres colonne). Pour la k-iéme colonne, il faut éviter toutes
les combinaisons linéaires des (k — 1) premieres colonnes. Il y a p*~! telles combinaisons et donc
p" — p*~1 possibilités pour la k-iéme colonne. Nous avons donc

Card (GL(n, ]Fp)) =0p"-1)@"—-p)...(p" — p"_l) (5.3a)
—p P> " P =) =) (p—1) (5.3b)
= pn(n2_1)m (53C)

ou m est un entier qui ne divise pas p.
En ce qui concerne le cardinal de 7', le calcul est plus simple : pour la premiere ligne nous

avons p"~! choix (parce qu’il y a un 1 qui est imposé sur la diagonale), pour la seconde p"~2, etc.
En tout nous avons alors
n(n—1)
Tl=p 2z, (5.4)
et T est un p-Sylow de GL,(IF)). O

Proposition 5.9.
Soit p un nombre premier. Un groupe fini G est un p-groupe st et seulement l’ordre de G est p"™
pour un certain n.

Démonstration. Supposons que G est un p-groupe. Soit ¢ un nombre premier divisant |G|. Par le
théoréeme de Cauchy (5.2), le groupe G contient un élément d’ordre ¢, soit g un tel élément. Etant
donné que G est un p-groupe, g?" = ¢g? = e pour un certain n. Donc g = p" et ¢ = p parce que g
est premier. Nous venons de prouver que p est le seul nombre premier qui divise |G|. L’ordre de G
est par conséquent une puissance de p.

Nous nous intéressons maintenant & l'implication inverse. Nous supposons que |G| = p™ pour
un certain entier n > 0. Soit g € G ; nous notons r l'ordre de G. Le sous-groupe gr(g) est d’ordre
r, donc r divise |G| (par le théoréme 2.13 de Lagrange). Le nombre r est alors une puissance de
p. O

LemwDYQMg
Lemme 5.10.
Soit G, un groupe fini de cardinal |G| = n et p, un diviseur premier de n. Nous notons n = p™ - r
ot p ne divise pas r. Soit H un sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G. Alors il existe g € G tel
que

m

gSg T nH (5.5)

soit un p-Sylow de H.

1. Définition 4.42.
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Démonstration. Nous considérons ’ensemble G/S sur lequel H agit. Si a € G, le stabilisateur de
[a] dans G/S est

Fix ([a]) = {h € H tel que [ha] = [a]} (5.6a)
= {h e H tel que a 'ha € S} (5.6b)
=aSa™!' N H. (5.6¢)

Nous cherchons a € G tel que U'entier

Card(H) EqZp
Card (aSafl N H) Pg%

soit premier avec p. En effet, dans ce cas le groupe Fix([a]) est un p-Sylow de H parce que
|H : aSa=! n H| ne divise pas p. La formule des orbites (équation (2.67)) nous dit que

|H|

m = Card (O[a]) (58)

Supposons que toutes les orbites aient un cardinal divisible par p. Etant donné que G/S est une
réunion disjointe de ses orbites, nous aurions

G
p | Card(G/S) = |]S]‘ (5.9)
alors que S étant un p-Sylow, p ne peut pas diviser |G|/|S|. Toutes les orbites n’ont donc pas un
cardinal divisible par p, et il existe un a € G tel que (5.7) soit vérifiée. O
ThoUkPDX{

Théoréme 5.11 (Théoréme de Sylow).
Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Alors

ITEMooETYHooX1UMQZ
(1) G posséde au moins un p-Sylow?.
(2) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow. TtemMzNRVE
(3) Les p-Sylow de G sont conjugués. TtemkYbdzZ

(4) Siny est le nombre de p-Sylow de G, alors n,, divise |G| et ny, € [1],.

Démonstration. En plusieurs points.

(1) Nous savons de la remarque 5.5 que G est un sous-groupe de GL,(IF),) et que ce dernier a
un p-Sylow par la proposition 5.8. Par conséquent G possede un p-Sylow par le lemme 5.10.

(2) Soit H un p-sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G (qui existe par le point précédent). Par
le lemme 5.10 il existe a € G tel que aSa™! N H soit un p-Sylow de H. Mais H est un p-groupe
et un p-Sylow dans un p-groupe est automatiquement le groupe entier. Par conséquent,

H=aSa ' nH (5.10)

et H c aSa~!, ce qui signifie que H est inclus dans un p-Sylow.

(3) Soit H un p-Sylow. Nous venons de voir que si S est un p-Sylow quelconque, alors H est
inclus au p-Sylow aSa~! pour un certain a € G. Donc H est un p-Sylow inclus dans le p-Sylow
aSa~!, donc H = aSa™!.

4) Le fait que n, divise n vient du fait que tous les p-Sylow ont le méme nombre d’éléments
P
(ils sont conjugués) et sont deux a deux disjoints. Donc ils forment une partition de G et
G| = ny|S| si S est un p-Sylow quelconque.
P y

2. Définition 5.6.
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Montrons maintenant que n,, est congru a un modulo p. Soit E ’ensemble des p-Sylow de G.
Le groupe G agit sur E par conjugaison. Soit S un p-Sylow et considérons I’ensemble

Es={T'eEtelques T =TVseS}. (5.11)

ou l'action est celle par conjugaison. C’est ’ensemble des points fixes de E sous 'action de
S. L’ensemble E est la réunion des orbites sous S et chacune de ces orbites a un cardinal qui
divise |S| = p™. Par conséquent |Op| vaut 1 lorsque T' € Eg et est un multiple de p sinon.
Nous avons donc

|E| =|Es| mod p. (5.12)

Nous voulons obtenir |Eg| = 1. Evidemment S € Eg parce que si s € S alors sSs~! = .
Nous voudrions montrer que S est le seul élément de Eg. Soit T € Eg, c’est-a-dire que T est
un p-Sylow de G tel que

sTs™ 1 =T (5.13)

pour tout s € S. Soit N le groupe engendré par S et T. Montrons que 1" est normal dans N.
Un élément g dans N s’écrit

g = Sit1 - Sply (514)

avec s; € S et t; € T. Sit e T, en utilisant le fait que T est un groupe et le fait que S le
normalise, nous avons

gtg™t = sty sttt st ot s e T (5.15)

Donc T est un sous-groupe normal de N. Mais S et T sont conjugués dans N (parce que
ils sont des p-Sylow de N), donc il existe un élément a € N tel que aTa~! = S. Mais étant
donné que T est normal,

S=alTa ' =T. (5.16)

Ceci acheéve la démonstration des théorémes de Sylow.

Proposition 5.12.

1

Si S est un p-Sylow dans le groupe G alors pour tout g € G, l’ensemble gSg~" est encore un

p-groupe.

Démonstration. Si les éléments de S sont d’ordre p™, alors nous avons

(gsg~ 1)1 = gsig™! =e. (5.17)

Pour avoir gsfg~! = e, il faut et suffit que gs? = ¢, alors s¢ = e, c’est-a-dire ¢ = p™. Donc ¢Sg~"
est encore un p-Sylow. O
Lemcmbzum

Lemme 5.13 ([?]).
Soit G, un groupe fini et p, un nombre premier. Si H et K sont des groupes distincts d’ordre p,
alors H n K = {e}.

Démonstration. L’ensemble H n K est un sous-groupe de H. Par conséquent son ordre divise celui

de H qui est un nombre premier. Par conséquent soit |H n K| = 1, soit |H n K| = |H|. Dans le
second cas nous aurions H = K, alors que nous avons supposé que H et K étaient distincts. [
PropyfhTmf

Proposition 5.14 ([? ]).
Soit G un groupe fini et n le nombre de sous-groupes d’ordre p dans G. Alors le nombre d’éléments
d’ordre p dans G vaut n(p — 1).
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Démonstration. Si g est un élément d’ordre p dans G, le groupe H engendré par g est d’ordre p.
Réciproquement si H est un groupe d’ordre p, tous les éléments de H\{e} sont d’ordre p (parce
que l'ordre d’un élément divise l'ordre du groupe). Donc 'ensemble des éléments d’ordre p dans
G est la réunion des ensembles H\{e} ou H parcourt les sous-groupes d’ordre p dans G. Chacun
de ces ensembles possede p — 1 éléments et le lemme 5.13 nous assure qu’ils sont disjoints. Par
conséquent nous avons n(p — 1) éléments d’ordre p dans G. O

Corolaire 5.15.
Un groupe d’ordre premier est cyclique.

Démonstration. Soit p Pordre de G. Le nombre de sous-groupes d’ordre p est n = 1 (et c’est G
lui-méme). La proposition 5.14 nous dit alors que le nombre d’éléments d’ordre p dans G est p— 1.
Donc tout élément est générateur. O

5.2 Groupe monogene
SECo0oXIHPooWVSjhT
Le théoreme suivant donne quelques informations a propos des groupes monogenes. Il impli-
quera dans le corolaire 19.16 qu’un groupe monogene d’ordre n possede ¢(n) générateurs ol ¢ est

la fonction indicatrice d’Euler définie en 19.11.
THOooDOMZooOEYHAe

Théoréme 5.16.
Un groupe monogene est abélien. Plus précisément,

(1) un groupe monogéne infini est isomorphe a 7Z,

(2) un groupe monogéne fini est isomorphe a Z/nZ pour un certain n.

Démonstration. Le groupe est abélien parce que g = a”, ¢ = " implique g¢' = ¢"*™ = ¢'g. Nous
considérons un générateur a de G (qui existe parce que G est monogene) et le morphisme surjectif

f+Z -G

p— ab.

(5.18)

Si G est infini, alors f est injective parce que si a” = a™, alors " = e, ce qui rendrait G cyclique
et par conséquent non infini. Nous concluons que si G est infini, alors f est une bijection et donc
un isomorphisme Z ~ G.

Si G est fini, alors f n’est pas injective et a un noyau ker f. Etant donné que ker f est un sous-
groupe de G, il existe un (unique) n tel que ker f = nZ et le premier théoréme d’isomorphisme

(théoréme 2.6) nous indique que
Z/ker f = Z/nZ = Image f = G. (5.19)
O

Le lemme suivant donne une démonstration alternative, avec une construction plus explicite

de I'isomorphisme.
LemZhxMit

Lemme 5.17 ([1]).
A propos de groupes monogénes®

(1) Soit un groupe monogéne G d’ordre fini n dont g est un générateur. Alors il existe un iso-
morphisme

¢: G— (Z/nZ,+) (5.20)
tel que ¢(g) = 1.

3. Définition 1.264.
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(2) Si G est un groupe monogéne d’ordre infini et si g est un générateur, alors il existe un

isomorphisme
¢:G— (Z,+) (5.21)

tel que ¢(g) = 1.

(8) Soient G et H deux groupes monogénes de méme ordre. Soient g un générateur de G et h,
un générateur de H. Il existe un isomorphisme de G sur H qui envoie g sur h.

Démonstration. Commencons par enfoncer une porte ouverte : comme le groupe est monogene,
I’ordre du groupe est égal a 'ordre de son générateur. Nous séparons les cas selon que 'ordre soit
fini ou non.

(i) L’ordre de G est fini et vaut n Si k € 7Z, nous notons [k], la classe de k modulo n, c’est-
a-dire 'ensemble {k + pn tel que p € Z}.
Nous construisons 'isomorphisme ¢: G — Z/nZ de la fagon suivante :

¢(g™) = [m]n. (5.22)

Cela est une bonne définition parce qu’'une égalité du type g™ = g™ implique que m et m’
soient dans la méme classe modulo n. Nous vérifions que cela est un isomorphisme entre G
et Z/n’Z.

(i) Morphisme Pour l'identité, si x = e alors m = 0 et ¢(e) = [0],. Et si x = g*, y = ¢ alors
p(zy) = (g™ = [k + U] = [K]n + [[]n = o(2) + ¢(y).

(i) Injectif Supposons ¢(g*) = ¢(g') avec k > 1. Nous avons h¥ = h!, donc h*~! = ¢, ce qui
donne k — I € [0],, ou encore [k], = [l],. En particulier g¥ = ¢.

(iii) Surjectif La classe [k], est I'image de g*.

(ii) L’ordre de G est infini Si l'ordre de G est infini alors un élément = € G s’écrit de fagon
unique sous la forme x = ¢ avec m € Z. Dans ce cas nous définissons directement ¢(g™) =
m.
Le reste de la preuve est alors identique au cas d’ordre fini, mais sans les complications liées
au modulo.

La derniére assertion s’obtient des précédentes par composition d’isomorphismes.

5.3 Automorphismes du groupe Z/nZ

Notons que Z/n’Z = F,, est un groupe pour 'addition tandis que (Z/nZ)* est un groupe pour
la multiplication. Il ne peut donc pas y avoir d’équivoque.

ThoozyeSn
Théoréme 5.18 ([? ]).
Pour chaque x € (Z/n7Z)* nous considérons application
Oyt L0l — Z/n
=i 2/ / (5.23)
Y — xy.
L’application
o: ((Z/nz)*, - ) — Aut (Z/nZ,+) (5.24)
ainsi définie est un isomorphisme de groupes.
L’énoncé de ce théoreme s’écrit souvent rapidement par
Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*, (5.25)

mais il faut bien garder a lesprit qu’a gauche on considére le groupe additif et a droite celui
multiplicatif.
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Démonstration. Nous notons [z] la classe de x dans Z/nZ. Nous avons Z/nZ = [1]. Soit f un
automorphisme de (Z/nZ, +) ; pour tout r € 7Z nous avons

(D) = £0r[1]) = rf([1]) = [r]f([1D)- (5.26)

En particulier, puisque f est surjective, il existe un r tel que f([r]) = [1]. Pour un tel r nous avons

[1] = [r]f([1]), c’est-a-dire que nous avons montré que f([1]) est inversible dans ((Z/nZ)*, - ).
Nous montrons & présent que*

o: Aut((Z/nZ,+))

f

((z/nZ)*, -)
f()

N
(5.27)

>

est un isomorphisme.

Nous commengons par la surjectivité. Soit [a] € (Z/nZ)*. Les élément [a] et [1] étant tous
deux des générateurs de (Z/n’Z,+), il existe un automorphisme de Z/nZ qui envoie [1] sur [a] par
le lemme 5.17. Cela prouve la surjectivité de o.

En ce qui concerne l'injectivité, considérons des automorphismes f; et fo de (Z/nZ, +) tels que
fi([1]) = f2([1]). Les automorphismes f; et fo prennent la méme valeur sur un générateur et donc
sur tout le groupe. Donc f; = fs.

Enfin nous prouvons que ¢ est un morphisme, c’est-a-dire que o(fog) = o(f)o(g). Nous avons

Flo(1) = f(o(OD[]) = g(DS([1]) = o(f)o(g). (5.28a)

O
Ce dernier résultat s’étend aux groupes cycliques.
PROPooBZ0OMooVOHoY£f
Proposition 5.19.
Si G est un groupe cyclique® d’ordre n, alors
Aut(G) = (Z/nZ)*. (5.29)
CorwgmoTK

Corolaire 5.20.
Si p divise g — 1 alors Aut(Fy) posséde un unique sous-groupe d’ordre p.

Démonstration. Si a est un générateur de IFy alors le groupe
a—1 EqAdGii
gr (aqp ) @ zjéhk’)b]}I

est un sous-groupe d’ordre p. En ce qui concerne 1'unicité, soit .S un sous-groupe d’ordre p. Il est
donc d’indice (¢ — 1)/p dans F et le lemme 3.31 nous enseigne que le groupe donné en (5.30) est
contenu dans S. Il est donc égal a .S parce qu’il a I'ordre de S. Le fait que S soit normal est dii au
fait que Iy est abélien. O

5.4 Groupes abéliens finis

Source : [? ].

Nous rappelons que ’exposant d’un groupe fini est le ppcm des ordres de ses éléments. Dans
le cas des groupes abéliens finis, 'exposant joue un réle important du fait qu’il existe un élément
dont 'ordre est 'exposant. C’est le théoreéme suivant.

Théoréme 5.21 (Exposant dans un groupe abélien fini).
Un groupe abélien fini contient un élément dont 'ordre est l’exposant du groupe.

4. Le o donné ici est I'inverse de celui donné dans 1’énoncé. Cela ne change évidemment rien a la validité de
I’énoncé et de la preuve.
5. Définition 1.265.
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Démonstration. Soit G un groupe abélien fini et © € G, un élément d’ordre maximum m. Nous
montrons par ’absurde que 'ordre de tous les éléments de G divise m. Soit donc y € G, un
élément dont l'ordre ne divise pas m; nous notons ¢ son ordre. Vu que ¢ ne divise pas m, le
nombre ¢ possede au moins un facteur premier plus de fois que m : soit p premier tel que la
décomposition de ¢ contienne p? et celle de m contienne p® avec § > «. Autrement dit,

m = p*m’ (5.31a)
q=7p"q (5.31b)

ol m’ et ¢ ne contiennent plus le facteur p. L’élément z étant d’ordre m, Pélément 2P” est d’ordre
m’. De la méme maniére, Pélément y? est d’ordre p°. Etant donné que p? et m’ sont premiers
entre eux, 1'élément 27" y? est d’ordre p®m’ > m. D’olt une contradiction avec le fait que z était
d’ordre maximal.

Par conséquent l'ordre de tous les éléments de G divise celui de x qui est alors le ppcm des

ordres de tous les éléments de G, c’est-a-dire 'exposant de G. ]
PropfPRVxi

Proposition 5.22.
Soit G un groupe abélien fini et x € G, un élément d’ordre mazrimum. Alors

(1) 1l existe un morphisme ¢: G — gr(x) tel que p(z) = x. TtemKRYwjU
(2) 1l existe un sous-groupe K de G tel que G = gr(z) ® K.

Démonstration. Nous notons a I'ordre de x qui est également 'exposant du groupe G.

Nous allons prouver la premiére partie par récurrence sur lordre du groupe. Si G = gr(x),
alors c’est évident. Soit H un sous-groupe propre de GG contenant x et tel que le probléme soit déja
résolu pour H : il existe un morphisme ¢: H — gr(z) tel que ¢(z) = z. Soit y € G\H, d’ordre b.
Nous allons trouver un morphisme ¢: gr(H,y) — gr(z) telle que ¢(z) = x.

Pour cela nous commencons par construire les applications suivantes :

@: Z/VZ x H — gr(x)

(F,h) > ao(h) (532)

ou [ est encore a déterminer, et

p: Z)bZ x H — gr(y, H)
(k,h) — y*h. (5.33)

Pour que @ soit bien définie, il faut que a divise bl. L’application p est bien définie parce que k est
pris dans Z/bZ et que b est 'ordre de y.
Nous allons construire le morphisme ¢ en considérant le diagramme

ker(p)— 7Z/b% x H —— gr(y, H) (5.34)
| 5
gr(z)

que l'on voudra étre commutatif. Puisque p est surjective, les théoremes d’isomorphismes nous

disent que
707 x H

gr(y, H) ~ (5.35)

ker p

Si [k, h] est la classe de (k, h) modulo ker(p) alors nous voudrions définir ¢ par
- - Eqge
?([k.h]) = $(F.h). I

Pour que cela soit bien défini, il faut que si (7, z) € ker p, alors,

o ([k7, hz]) = ¢ ([k, h]), (5.37)
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c’est-a-dire que ¢(7, z) = e. Du coup la définition (5.36) n’est bonne que si et seulement si
ker(p) < ker(p). (5.38)

Nous pouvons obtenir cela en choisissant bien .

Déterminons d’abord le noyau de p. Pour cela nous considérons un nombre § divisant b tel
que gr(y) m H = gr(y®). Nous aurons p(k,h) = e si et seulement si y* = e. En particulier
h=yFegr(y)nH=gr(y?). Si h=(y?)™ = y™P, alors k = —m}3 et nous avons

ker(p) = {(—mB,y™) tel que m € Z}. (5.39)

En plus court : ker(p) = gr(B8,y"). Nous devons donc fixer I de telle sorte que 3(3,y %) = e.

Etant donné que ¢ prend ses valeurs dans gr(zx), il existe un entier o tel que p(y=?) = 2%; en

utilisant cet «, nous écrivons

$(B,y77) = 2p(y™) = 2. (5.40)

Par conséquent nous choisissons | = —a/f. Nous devons maintenant vérifier que ce choix est
légitime, c’est-a-dire que a divise bl et que o/ est un entier.

Etant donné que y est d’ordre b,
e = (1) = ol %) = ply ) = at?e, (5.41)

Par conséquent a divise %O‘ = —bl.
Pour voir que [ est entier, nous nous rappelons que a est 'exposant de G (parce que = est
d’ordre maximum) et que par conséquent b divise a. Mais a divise a%. Donc a/f est entier.
Nous passons maintenant a la seconde partie de la preuve. Nous considérons un morphisme
¢: G — gr(z) tel que p(z) = x. La premiére partie nous en assure l’existence. Nous montrons que

P: G — gr(z) @ker(p

g ((9),90(9)7") (5.42)

est un isomorphisme. D’abord gp(g)~! est dans le noyau de ¢ parce que ¢(g)~! étant dans gr(x),
et ¢ étant un morphisme,

e(9e(9)7") = e(9)plg) " =e. (5.43)

L’application 7 est un morphisme parce que, en utilisant le fait que G est abélien,

P(g192) = (¢(9192), 9192¢0(9192) ") (5.44a)
= (plo)p(92): g10(91) " g20(92) ") (5.44b)
= ¥(91)¥(g2)- (5.44c)

L' = ¢, ce qui

L’application 1 est injective parce que si ¥(g) = (e,e) alors ¢(g9) = e et go(g)~
implique g = e.

Enfin 1 est surjective parce qu’elle est injective et que les ensembles de départ et d’arrivée ont
méme cardinal. En effet par le premier théoréme d’isomorphisme (théoréme 2.6) appliqué a ¢ nous

avons

Gl = lgr(@)] - [ker(p)]. (5.45)

O
ThoRJWVJd
Théoréme 5.23.
Tout groupe abélien fini (non trivial) se décompose en

G~7/h7.. ®T)dT (5.46)

avec dy = 1 et d; divise dj 1 pour toutt=1,...,r — 1.
De plus la liste (dy, ..., d,) vérifiant ces propriétés est unique.
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Démonstration. Soit 1 un élément d’ordre maximal dans . Soit n; son ordre et
Hy = gi(1) = Fo,. (5.47)

D’apres la proposition 5.22(2), il existe un supplémentaire K; tel que G = F,,, @ K;. Si K1 = {1}
on s’arréte et on garde G = IF,;,. Sinon on continue de la sorte en prenant xa d’ordre maximal
dans K etc.

Nous devons maintenant prouver I'unicité de cette décomposition. Soit

G=Fy;®.. OF; =Fs ®...®F,. (5.48)
L’exposant de G est d, et s;. Donc d, = s,. Les complémentaires étant égaux nous avons
Fg,®..@F;_, =F;,®...0F,, _,. (5.49)

En continuant nous trouvons r = q et d; = s;. ]

5.5 Groupes d’ordre pq

Lemme 5.24.
Soit G un groupe d’ordre pq ou p et q sont des nombres premiers distincts. Nous supposons que
p<gq.

(1) Le groupe G posséde un unique q-Sylow.

(2) Cet unique q-Sylow est normal dans G.

(3) 1l n'est ni {e} ni G.

(4) Le groupe G n’est pas un groupe simple®.

Démonstration. Soit n, le nombre de g-Sylow; par le théoreme de Sylow 5.11(1) le groupe G
possede des ¢-Sylow et par 5.11(4),
ng € [1]g- (5.50)

De plus le nombre n, divise |G| = pqg. Donc n, vaut p, ¢ ou 1. Avoir n, = p n’est pas possible
parce que ng € [1], et p < q. Avoir ny = ¢ n’est pas possible non plus, pour la méme raison. Donc
ng = 1. Notons H l'unique ¢g-Sylow de G.
Le fait que H soit normal est une conséquence de 5.11(3) parce que le conjugué de H est encore
un g-Sylow alors que H est 'unique g-Sylow.
Vu que
1<p=|H| <pq=|G|, (5.51)

le sous-groupe H n’est ni réduit a l'identité ni le groupe entier.
Par conséquent G n’est pas simple parce qu’il contient un sous-groupe normal non trivial. [J

Avant de lire le théoréeme suivant, n’oubliez pas de lire la définition d’un produit semi-direct 2.46.
ThoLnTMBy

Théoréme 5.25 ([? ]).
Soient deux nombres premiers distincts’ p et g avec q > p.

(1) Si p ne divise pas ¢ — 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique et plus précisément le seul

groupe (a isomorphisme prés) d’ordre pq est Z./pqZ. TTEMooFQXT0oFLALUD

(2) Sip | q—1, alors il n'existe que deux groupes d’ordre pq :
— Le groupe abélien et cyclique 7 /pq7Z.

6. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, 1.166.
7. Le cas p = q sera traité par la proposition 5.28.
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— Le produit semi-direct non abélien
EgN
G = 7./q7 x , T,/ p7, S D)

ot (1) est d’ordre p dans Aut(Z/q7Z).
(3) Sip et q sont premiers entre euz, le produit est direct®.

Démonstration. Division de la preuve en plusieurs parties.

(i) Préliminaires avec Sylow Soit un groupe G d’ordre pq. Soient H, un ¢-Sylow et K, un
p-Sylow de G. Ils existent parce que p et ¢ sont des diviseurs premiers de |G| (théoréme de
Sylow 5.11). Si ng est le nombre de g-Sylow dans G alors n, divise |G| et ny = 1 mod q.
Donc d’abord ng vaut 1, p ou ¢. Ensuite ny, = ¢ est exclu par la condition n, = 1 mod ¢;
la possibilité n, = p est également impossible parce que p = 1 mod ¢ est impossible avec
p < q. Donc ny, = 1 et H est normal dans G.

L’ensemble H n K est un sous-groupe a la fois de H et de K, ce qui entraine que (théoréme
de Lagrange 2.13) |H n K| divise & la fois p et ¢. Nous en déduisons que |H n K| = 1 et donc
que H n K = {e}.

Etant donné que H est normal, 'ensemble H K est un sous-groupe de G. De plus 'application

V: Hx K — HK

(. k) v Bk (5.53)

est un bijection. Nous ne devons vérifier seulement l'injectivité. Supposons que hk = W'k’
Alors e = h"'WK'k™ 1, et donc

A = (K )l e HA K = {e}. (5.54)

Par conséquent |pg| = |H x K| = |HK|, et HK = G. Le corolaire 2.48 nous indique que
G=Hx,K EAGIRIEN,

ou  est l'action adjointe. Nous devons maintenant identifier cette action. En d’autres termes,
nous savons que H = 7/q7 et K = 7./pZ et que ¢: 7/pZ — Aut(Z/q7) est un morphisme.
Nous devons déterminer les possibilités pour .
Soit ny, le nombre de p-Sylow de G. Comme précédemment, n, vaut 1, p ou g et la possibilité
nyp = p est exclue. Donc n, est 1 ou g.

(ii) Si p ne divise pas ¢ — 1 Si p ne divise pas ¢ — 1 alors il n’est pas possible d’avoir n, = ¢
parce que n, € [1],. Or dire n, = ¢ demanderait ¢ € [1],, c’est-a-dire ¢ = kp + 1, qui
impliquerait que p divise ¢ — 1.

La seule possibilité est que n, = 1. Dans ce cas, K est également normal dans G. Du coup
le produit semi-direct (5.55) est en réalité un produit direct (¢ est triviale) et nous avons

G =7Z/qZ x Z/pZ = Z/pqZ. (5.56)

(iii) Si p divise ¢ — 1 Cette fois n, = 1 et n, = ¢ sont tous deux possibles. Ce que nous sa-
vons est que p(Z/pZ) est un sous-groupe de Aut(Z/qZ). Par le premier théoréme d’isomor-
phisme 2.6, nous avons

_ 1Z/pZ]
| ker |’

|0 (Z/pZ)]

ce qui signifie que |p(Z/pZ)| divise |Z/pZ| = p. Par conséquent, |¢o(Z/pZ)| est égal & 1 ou p.
Si c’est 1, alors 'action est triviale et le produit est direct.

(5.57)

Nous supposons que |p(Z/pZ)| = p. Le corolaire 5.20 nous indique que Aut(Z/qZ) possede
un unique sous-groupe d’ordre p que nous notons I'; c’est-a-dire que I' = Image(y). Vu que

p: Z/pZ — Aut(Z/qZ) est un morphisme, I' est généré par (1) qui est alors un élément
d’ordre p, comme annoncé.

8. Cette affirmation me semble trés bizarre. Comment deux nombres premiers distincts pourraient ne pas &tre premiers
entre eux??7?
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(iv) Unicité Nous nous attaquons maintenant a 1'unicité. Soient ¢ et ¢’ deux morphismes non
triviaux Z/pZ — Aut(%/q7Z). Etant donné que Aut(Z/q7Z) ne posséde qu'un seul sous-groupe
d’ordre p, nous savons que Image(¢) = Image(¢’) = I'. Nous pouvons donc parler de ¢'~! en
tant qu’application de Z/pZ dans I'. Nous montrons que

[ Z)qZ %, Z)pZ — T/qZ X » T/ pZ,

5.58
(k) = (b, (k) 5%

oll v = ¢! 0 ¢ est un isomorphisme de groupes. Le calcul est immédiat :
f(hl, kl)f(thkg) = (hl, Oé(]ﬁ)) (hQ, Oé(kg)) (5.59&)
= (hlgol(a(kl))hgma(klkg)) (5 59b)
= f(h1e(k1)h, kiks) (5.59¢)
= f((h1, k1), (h2, k2)). (5.59d)

Par conséquent Z/qZ x, 7./pZ ~ 7,/q7 X 1 L[ pZ.

O

Note : il existe des nombres premiers p et g tels que ¢ =1 mod p. Par exemple 7 =1 mod 3.

Proposition 5.26 ([? ]).
Soit G un groupe fini d’ordre pq ot p et q sont deux nombres premiers distincts vérifiant

{ p#1 modgq (5.60a)
g#1 mod p. (5.60b)
Alors G est cyclique, abélien et

G ~7/pZ x ZL/q7Z. (5.61)

Démonstration. Soient n, et ng les nombres de p-Sylow et ¢g-Sylow. Par le théoréme de Sylow 5.11,
n, divise pg et n, =1 mod p. Le second point empéche n, de diviser p. Par conséquent n,, divise
q et donc n, vaut 1 ou ¢. La possibilité n, = ¢ est exclue par I'hypothese ¢ # 1 mod p. Donc
n, = 1, et de la méme facon nous obtenons n, = 1.

Soient S 'unique p-Sylow et T', 'unique ¢-Sylow. Pour les mémes raisons que celles exposées
plus haut, ce sont deux sous-groupes normaux dans G. Etant donné que S est d’ordre p” pour un
certain n et que l'ordre de S doit diviser celui de G, nous avons |S| = p. De la méme facon, |T'| = q.
Par conséquent S est un groupe cyclique d’ordre p et nous considérons z, un de ses générateurs.
De la méme fagon soit y, un générateur de T'.

Nous montrons maintenant que x et y commutent, puis que zy engendre G. Nous savons que
S N T est un sous-groupe a la fois de S et de T', de telle fagon que |S n T'| divise a la fois |S| = p
et |T'| = ¢q. Nous avons donc |S nT| = 1 et donc S n T se réduit au neutre. Par ailleurs, S et T
sont normaux, donc

(zyz™ Ny ' eT (5.62a)
z(yz Ny ) €S, (5.62b)

donc xya:_ly_l = e, ce qui montre que ry = y.

Montrons que zy engendre G. Soit m > 0 tel que (xy)™ = e. Pour ce m nous avons =" =y
et y=™ = x™, ce qui signifie que x™ et y™ appartiennent a S N T et donc ™ = y"" = e. Les
nombres p et ¢ divisent donc tous deux m; par conséquent ppcem(p,q) = pg divise m. Nous en
concluons que zy est d’ordre pq (il ne peut pas étre plus) et qu’il est alors générateur.

Pour la suite nous allons d’abord prouver que G = ST puis que G ~ § x T'. Nous savons déja
que |S N T| = 1, ce qui nous ameéne a dire que |ST| = |S||T|. En effet si 5,8’ € S et ¢,¢' €t et si
st = s't', alors t = s~ 1s't’, ce qui voudrait dire que s~'s’ € T et donc que s~ s’
avons

—m

= e. Au final nous

|ST| = |S[|T| = pq = |G|. (5.63)
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Par conséquent G = ST. En nous rappelant que S nT = {e} et que S et T sont normaux, le
lemme 1.172 nous dit que G ~ S x T. Le groupe S étant cyclique d’ordre p nous avons S = Z/pZ
et pour T, nous avons la méme chose : T' = Z/qZ. Nous concluons que

G ~ 7/p7 x 7.)q7. (5.64)

O
ThoImkljy

Théoréme 5.27 (Théoréme de Burnside|? |).
Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

Démonstration. Soit G un p-groupe non trivial. Nous considérons ’action adjointe G sur lui-méme.
Les points fixes de cette action sont les éléments du centre :

Zg ={z€ G tel que 0,(z) = z,Vx € G} = Fixg(QG). (5.65)

Nous utilisons I’équation aux classes (2.38) pour dire que |G| = | 25| mod p. Mais | Z¢| n’est pas
vide parce qu’il contient Iidentité. Donc | Z¢| est au moins d’ordre p. O
PropssttFK

Proposition 5.28.
Si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p ou p* est abélien.

Rappel : un groupe d’ordre p ou p? est automatiquement un p-groupe.

Démonstration. Si |G| = p, alors le théoréeme de Cauchy 5.2 nous donne l'existence d’un élément
d’ordre p. Cet élément est alors automatiquement générateur, G est cyclique et donc abélien.

Si par contre G est d’ordre p?, alors les choses se compliquent (un peu). D’aprés le théoréme
de Burnside 5.27, le centre Z n’est pas trivial; il est alors d’ordre p ou p?. Supposons qu’il soit
d’ordre p et prenons z € G\ Z. Alors le stabilisateur de x pour I'action adjointe contient au moins
Z et z, c’est-a-dire que | Fixg(z)| = p+ 1. Etant donné que Fixg(z) est un sous-groupe, son ordre
est automatiquement 1, p ou p?. En I'occurrence, il doit étre p? (parce que plus grand que p), et
donc x doit étre central, ce qui est une contradiction. ]

5.6 Groupe symétrique, groupe alterné
SECooZFYQooFfopMa
La définition des permutations et du groupe symétrique sont 1.176. Voir aussi le theme ?77.

5.6.1 Le groupe alterné

DEFooEIVIooFvVKHH
Définition 5.29.
Le groupe A,, des permutations paires® dans S, est le groupe alterné.
PROPooCPX000VxPA1ij
Proposition 5.30.
A propos du groupe alterné dans le groupe symétrique.
(1) Le groupe alterné A,, est un sous-groupe caractéristique'’ de S, ITEMooWXXUooQWVFgE
(2) Le sous-groupe A, est d’indice 2 dans Sy,. ITEMooGGAHoORYgNqq

(3) Le sous-groupe A, est l'unique sous-groupe d’indice'’ 2 de S,,.

Démonstration. Soit o € Aut(S,). Etant donné que € o a est un homomorphisme surjectif sur
{—1,1}, par unicité de cet homomorphisme, nous avons € o a = ¢, et donc a(A,) = A,. Par le
premier théoréme d’isomorphisme 2.6, il existe un isomorphisme

f: Sn/ker(e) — Image(e). (5.66)

9. Définition 1.198.
10. Définition 1.164.
11. Définition 2.12.
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En égalant le nombre d’éléments nous avons |5, : kere| = |S,, : Ap| = 2.

Nous prouvons maintenant 'unicité. Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans S,,. Par le lemme
3.30, H est distingué et nous pouvons considérer le groupe S,,/H. Ce dernier ayant 2 éléments, il est
isomorphe & {—1, 1}. Soit # I"isomorphisme. On note ¢ le morphisme canonique ¢: S, — S,/H :

S —2= S /H —9> (1,1} ESEEH

La composition §ogp est alors un homomorphisme surjectif de S,, sur {—1,1} et nous avons fop = €

par la proposition 1.202. L’enchainement (5.67) nous montre que H = ker(foy) = ker(e) = A,,. O
PROPooPSZVooSmAgPA

Proposition 5.31 ([? ]).
Le groupe symétrique S, peut étre écrit comme un produit semi-direct'® du groupe alterné :

Sp = An ¥, T2, (5.68)
ou Uaction de 7.)27 sur A,, est la conjugaison par o = (12), c’est-a-dire p(—1)7 = oTo 1.
Démonstration. Nous avons la suite exacte

15 A, -5 8, -5 {1} — 1 (5.69)

ou les ¢ représentent des inclusions et € est la signature définie en 1.199. Grace a cette suite et
au fait que la signature soit un isomorphisme & partir de la partie {Id, o} (pour o d’ordre 2, par
exemple o = (12)), le théoreéme 2.47 nous dit que

Sn ~ Ay x, {1d, 0} (5.70)
ou ¢ est l'action adjointe de {Id, o} sur A,,. O
PROPooZ0OWBooIMxx1j

Proposition 5.32.
Si B € Sy, est une transposition, nous avons les égalités suivantes d’ensembles :

Sp=A, U A8 = A, U BA,. (5.71)
Démonstration. Les parties A, et A, ont le méme nombre d’éléments. En effet, 'application

P Ap — An/B

o of

(5.72)

est une bijection.

De plus ces deux ensembles sont disjoints & cause de la proposition 1.202. En effet si o € A,
alors €(0) = 1. Mais un élément de A, 3 est de la forme o3 avec o € A,,. Or € est un homomorphisme,
donc (o) = e(0)e(B) = —1.

Enfin, la proposition 5.30(2) dit que A, est d’indice deux dans S,,. Donc la partie

A, v AL (5.73)
contient |Sy|/2 + |Sy|/2 = |Sy| éléments. C’est donc S,,. O
LemiApyfp

Lemme 5.33.
Le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné : D(S,) = A,.

Démonstration. Tout élément de D(S,,) s’écrit sous la forme ghg='h~!. Quel que soit le nombre

de transpositions dans g et h, le nombre de transpositions dans [g, h] est pair. O
PropsHlmvv

Proposition 5.34 ([? ]).
Soit n = 3. Les 3-cycles ¢; = (1,2,4) avec i = 3,...,n engendrent le groupe alterné A,,.

12. Définition 2.46.
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Démonstration. Soit H, le groupe engendré par les ¢;. D’abord nous avons
¢i = (1,2,4) = (1,2)(2,4), (5.74)

de telle sorte que €(¢;) = 1. Par conséquent nous avons H < A,,. Nous montrons par récurrence
que A, c H.

Pour n = 3 il suffit de vérifier que A3 = {Id, c3,c3}. Supposons avoir obtenu le résultat pour
A,_1, et prouvons le pour A,. Soit s € A,.

Si s(n) = n, alors s se décompose de la méme maniére que sa restriction s a {1,...,n — 1}.
Par I’hypothése de récurrence, cette restriction, appartenant a A,_1, se décompose en produit des
€3,...,Cp—1 €t de leurs inverses.

Si s(n) = k alors nous considérons I’élément c2cps. Cet élément envoie n sur n et peut donc

étre décomposé avec les ¢; (i = 1,...,n — 1) en vertu du point précédent. O
PropiodtBG

Proposition 5.35.
Lorsque n = 5, tous les 3-cycles de A, sont conjugués. Autrement dit, la classe de conjugaison
d’un 3-cycle est l’ensemble des 3-cycles.

Démonstration. Soient les 3-cycles o = (i1,12,13) et ¢ = (j1, jo2, j3). Nous considérons une bijection
a de {1,...,n} telle que a(is) = js. Nous avons immédiatement que a € S, et que aca™! = ¢.
Donc les 3-cycles sont conjugués dans S,,. Il reste a prouver qu’ils le sont dans A,,.

Si « est une permutation paire, la preuve est terminée. Si « est impaire, alors nous devons
un peu la modifier. Comme n > 5, nous pouvons prendre s et ¢, des éléments distincts dans
{1,....,n}\{j1, 72,73} et poser 7 = (st). Puisque la signature est un homomorphisme et que 7 et «
sont impairs, I’élément 7o est pair (lemme et proposition 1.201 et 1.197) et est donc dans A,,. Les
supports de T et ¢ étant disjoints, ces derniers commutent et nous avons

(ra)o(ra) ™ = r(aca™ )17t = 1771 = . (5.75)
Donc o et ¢ sont conjugués par 7o qui est dans A,. O
ThoURESUXP

Théoréme 5.36 ([? ]).
Le groupe alterné A,, est simple'® pour n = 5.

Démonstration. Soit N, un sous-groupe normal de A, non réduit & lidentité. Etant donné que
les 3-cycles engendrent A, (proposition 5.34) et que tous les 3-cycles sont conjugués dans A,
(proposition 5.35), il suffit de montrer que N contient un 3-cycle. En effet si N contient un 3-cycle,
le fait qu’il soit normal implique (par conjugaison) qu’il les contienne tous et donc qu’il contient
une partie génératrice de A,,.

Soit donc o € N différent de 'identité. Nous prenons i dans le support de o et j = o(i). Nous
choisissons ensuite k € {1,...,n}\{1,7,071(i)} et m = o(k). Nous considérons la permutation
o = (ijk). Etant donné que N est normal, 'élément

0= (atoa)o™? (5.76)
est dans N. De plus en utilisant le lemme 1.192 et le fait que o' = (ikj) nous avons
0 = (ikj)(jo(5)m). (5.77)

Cela n’est pas spécialement un 3-cycle, mais nous allons en construire un. Nous allons déterminer
que 6 est soit un 5-cycle, soit un 3-cycle , soit un 2 x 2-cycle suivant les valeurs de o(j) et m.
Souvenons-nous que Nous avons :

— i # j = o(i), puisque 7 est dans le support de o ;

— k #1i et k # j, par définition de k (rappelons aussi que k # o~ 1(i));

13. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, définition 1.166.
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— m # i, m# j et m# o(j) puisque m = o(k).
I1 ne nous reste alors seulement les deux possibilités suivantes :
(1) soit m = k, soit m # k, d’'une part;
(2) soit o(j) = 1, soit o(j) = k, soit o(j) n’est ni 4, ni k, ni m, d’autre part.

Supposons dans un premier temps que m = k; alors
0 = (ik)(jo(5))- (5.78)
C’est & priori un 2 x 2-cycle. Mais si de plus o(j) = i, alors
0 = (ijk) (5.79)

qui est un 3-cycle; et si o(j) = k, alors
0 = (ikj) (5.80)

qui est un autre 3-cycle.
Supposons & présent que m # k. Si o(j) n’est ni 4, ni k, ni m, alors ¢, j, k, o(j) et m sont cinq
nombres différents, et

0 =(i,j,0(j),m, k) (5.81)
est un 5-cycle. Si o(j) = 4, alors
0 = (ikj)(jim) = (imk) (5.82)
qui est un 3-cycle. Si o(j) = k, alors
0 = (ikj)(jkm) = (ikm) (5.83)

qui est encore un 3-cycle.
Bref nous avons montré que 6 est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un 2 x 2-cycle. Si 6 est
un 3-cycle, la preuve est terminée.

Si § = (ab)(cd), alors on considere e € {1,...,n}\{a,b,c,d} et nous avons
(abe) ™ 0(abe) 67! = (aeb)(ab)(cd)(abe)(an)(cd) = (abe) € N. (5.84)
eN

Si 6 est le 5-cycle (abcde), alors I’élément suivant est dans N :
(abc) " 0(abc)d~! = (acb)(abede)(abe)(aedeb) = (acd). (5.85)

Dans tous les cas nous avons trouvé un 3-cycle dans N et nous avons par conséquent N = A,,,
ce qui fait que A,, ne contient pas de sous-groupes normaux non triviaux. Le groupe alterné A,
est donc simple. O

Nous en déduisons immédiatement que si n = 5, le groupe dérivé de A,, est A, parce que A,

ne contient pas d’autres sous-groupes non triviaux.
LEMooICEHooGSSpkq

Lemme 5.37.
Le groupe alterné'* Ag n’accepte pas de sous-groupes normauz d’ordre 60.

Démonstration. Soit G normal dans Ag, et a, un élément d’ordre 5 dans G (qui existe parce que
5 divise 60). Soit aussi un élément b d’ordre 5 dans Ag. Les groupes gr(a) et gr(b) sont deux
5-Sylow dans Ag. En effet, 5 est un nombre premier, et est la plus grande puissance de 5 dans
la décomposition de 60; donc gr(a) est un 5-Sylow dans G. D’autre part, 'ordre de Ag (qui est
% - 6!) ne possede également que 5 & la puissance 1 dans sa décomposition.

En vertu du théoréme de Sylow 5.11(3), les 5-Sylow gr(a) et gr(b) sont conjugués et il existe
T € Ag tel que b = Tar . Mais G étant normal dans Ag, I’élément Tar~! est encore dans G, de
telle sorte que b € G. Du coup G doit contenir tous les éléments d’ordre 5 de Ag.

14. Définition 5.29.



5.6. GROUPE SYMETRIQUE, GROUPE ALTERNE 275

Les éléments d’ordre 5 de Ag doivent fixer un des points de {1,2,3,4,5,6} puis permuter les
autres de fagon a n’avoir qu’un seul cycle. Un cycle correspond a écrire les nombres 1,2, 3,4,5 dans
un certain ordre. Ce faisant, le premier n’a pas d’importance parce qu’on consideére la permutation
cyclique, par exemple (3,5,2,1,4) est la méme chose que (5,2,1,4,3). Le nombre de cycles sur
{1,2,3,4,5} est donc de 4!, et par conséquent le nombre d’éléments d’ordre 5 dans Ag est 6 - 4! =
144.

Le groupe G doit contenir au moins 144 éléments alors que par hypothese il en contient 60 ;
contradiction. O

Le théoreme suivant montre que tout groupe peut étre vu, en agissant sur lui-méme, comme
une partie du groupe symétrique.

Théoréme 5.38.
Un groupe G est isomorphe da un sous-groupe de son groupe symétrique S(G).

Démonstration. Nous considérons ¢, la translation a gauche :

G — S(G
7 @ (5.86)
g— tg
ot fy(h) = gh. Etant donné que
p(gh) = ghx = g(thx) = t4 0 th(w), (5.87)

I’application ¢ est un morphisme de groupes. Il est injectif parce que si gr = hx pour tout z, en
particulier pour = = e nous trouvons g = h.

De la méme maniere, ¢(g)z = ¢(g)y implique = = y. Cela montre que I'image est bien dans le
groupe symétrique.

L’ensemble Image(p) est donc un sous-groupe de S(G), et ¢ est un isomorphisme vers ce

groupe. O
LEMooMVUGooRiDaDz

Lemme 5.39.
Sin =3, alors

(1) Le centre de S,, est trivial.
(2) Le groupe Sy, est non abélien.

Démonstration. Soit s € Z(S,) et trois éléments distincts a, b et ¢ de {1,...,n}. Nous posons
7 = (ab) et nous avons s7 = 7s. En notant o’ = s(a) et b’ = s(b) nous avons

a = s(a) = (rst7 ) (a) = (75)(b) = 7(V) (5.88a)
V =s(b) = (rst1)(b) = (15)(a) = (). (5.88b)

Donc 7 permute a’ et b’. Mais comme 7 ne permute que a et b, en tant qu’ensembles, {a,b} =
{s(a),s(b)}. Le méme raisonnement sur {b, c} donne {b,c} = {s(b), s(c)}. Et puisque a, b et ¢ sont
distincts,

{b} = {b,c} n{a,b} = {s(b)}. (5.89)

Cela montre que s(b) = b, et donc que le centre de S, est réduit a la permutation identité.

En ce qui concerne le fait que .S, est non abélien, si nous avions st = ts pour tout s,t € .S,
alors s = tst~! pour tout t. Alors s serait dans le centre de S,. En bref, si S, était abélien, son
centre serait S, et non {Id}.

]
PROPooUBIWooTrfCat

Proposition 5.40 ([? 7 ).
Tout groupe simple'® d’ordre 60 est isomorphe au groupe alterné As.

15. Définition 1.166.
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Démonstration. Nous avons la décomposition en nombres premiers 60 = 22 - 3 - 5. Déterminons
pour commencer le nombre ns de 5-Sylow dans G. Le théoreme de Sylow 5.11(4) nous renseigne
que ns doit diviser 60 et doit étre égal & 1 mod 5. Les deux seules possibilités sont ns = 1 et
ns = 6. Etant donné que tous les p-Sylow sont conjugués, si ns = 1 alors le 5-Sylow serait un
sous-groupe invariant a l'intérieur de G, ce qui est impossible vu que G est simple. Donc ns = 6.

Par le point (3) du théoréeme de Sylow, le groupe G agit transitivement sur ’ensemble des
5-Sylow par ’action adjointe :

g S=gSgt (5.90)

Cela donne donc un morphisme 6: G — Sg. Le noyau de 0 est un sous-groupe normal. En effet si
k € kerf et si g € G nous avons

(gkg™") - 8 =gkg 'Ggk~'g™" (5.91a)
= gkTk™'g™" (5.91b)
=gTg ! (5.91c)
=S (5.91d)

ot T est le Sylow T' = g~ 1S¢. Etant donné que k € ker # nous avons utilisé KTk~ = aT. Au final
gkg™' - S =5, ce qui prouve que gkg~' € ker#.

Etant donné que ker  est normal dans G, soit il est réduit & {e} soit il vaut G. La seconde
possibilité est exclue parce qu’elle reviendrait a dire que G agit trivialement, ce qui n’est pas correct
étant donné qu’il agit transitivement. Nous en déduisons que ker § = {e}, que 6 est injective et que
G est isomorphe a un sous-groupe de Sg.

Par ailleurs le groupe dérivé de G est un sous-groupe normal (et non réduit a I'identité parce
que G est non commutatif). Donc D(G) = G. Etant donné que G < S, nous avons

G = D(G) © D(Ss) = Ag (5.92)

parce que le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné (lemme 5.33).
L’ensemble 0~!(Ag) est distingué dans G. En effet si o € Ag et si g € G nous avons

(g0~ (0)g™") = 0(9)00(9)~" € As. (5.93)

Nous en déduisons que §71(Ag) est soit G entier soit réduit a {e}. Si 671(Ag) = {e}, alors pour
tout g € G nous aurions g2 = e parce que 0(g?) € Ag. L'ordre de G étant 60, il n’est pas possible
que tous ses éléments soient d’ordre 2. Nous en déduisons que 6(G) < Ag.

Nous nommons H = 6(G) et nous considérons I'ensemble X = Ag/H ou les classes sont prises
a gauche, c’est-a-dire

[0] = {ho tel que he H}. (5.94)
Evidemment Ag agit sur X de facon naturelle. Au niveau de la cardinalité,

_ |As] 360

Le groupe Ag agit sur X qui a 6 éléments. Nous avons donc une application p: Ag — Ag. Encore
une fois, la simplicité de Ag montre que p(4g) = Ag.

Nous étudions maintenant ¢(H ) agissant sur X. Un élément x € Ag fixe la classe de 'unité [e]
si et seulement si x € H et par conséquent (H) est le fixateur de [e] dans X. A la renumérotation
pres, nous pouvons identifier ¢(H) au sous-groupe de Ag agissant sur {1,...,6} et fixant 6. Nous
avons alors p(H) = S5 n Ag = As. Nous venons de prouver que ¢ fournit un isomorphisme entre
As et H. Etant donné que H était isomorphe & G, nous concluons que G est isomorphe & Ag. [
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5.6.2 Sous-groupes normaux
NORMooQAZTooBQLgDn

5.41 ([?7 ]).

Soit le groupe Vj engendré par les doubles transpositions de Sy. Nous savons de I'exemple 1.196(5)
que ce groupe contient exactement 3 éléments non triviaux et 1’identité. De plus, comme c’est une
classe de conjugaison, Vy est normal dans Sy.

Lemme 5.42.
Les sous-groupes Fixg, (a) (avec a € {1,...,n}) sont conjugués entre euz.

Démonstration. Soit o € Fix(a) et s € S, nous devons prouver que sos~ ' est le fixateur d'un
élément de {1,...,n}. Nous notons s(a) = b. Alors

(sos1)(b) = (s0)(a) = s(a) = b. (5.96)

Donc s Fix(a)s™! < Fix(b).

Dans l'autre sens, si ¢ € Fix(b) alors s !os € Fix(a). Mais ¢ = s(s'os)s™!, donc o €
sFix(a)s™ L. O
PROP0oo0TJAooUbzGZm

Proposition 5.43 (Sous-groupes normaux de Sy, [? ]).
Les sous-groupes normauz de Sy, ne sont pas légions.

(1) Pour n =4, les sous-groupes normaux de Sy sont {Id}, Vi, Ay et Sy.

(2) Pourn # 4, les sous-groupes normaux de Sy sont {Id}, A, et S,.

Démonstration. Les cas n < 2 sont un peu triviaux, donc nous faisons n > 3. Soit H normal dans
S, et s # Id dans H ; par le lemme 5.39, s n’est pas dans le centre de S,, et il existe u € S,
tel que us # su. Comme u est un produit de transpositions (proposition 1.197), il existe une
transposition ¢ telle que st # ts. Le sous-groupe H est normal et puisque s € H nous avons aussi
ts~1t~! € H. Mais en méme temps, la combinaison sts~! est le conjugué d’une transposition et
est donc également une transposition (classe de conjugaison de Sy dans 1.196). Nous en concluons
que sts~'t~1 est un produit de deux transpositions appartenant a H.

Nous venons de prouver que H contient au moins un produit de deux transpositions. Et ce
produit est différent de Id parce que sts~'¢t~! = Id impliquerait st = ts.

Soient donc deux transpositions 1, to € H telles que t1to # Id. Les supports de t1 et to ont soit
1 soit aucun élément communs.

(i) Premier cas Supposons t; = (a,b), t2 = (b, c) avec a,b, ¢ distincts dans {1,...,n}. Dans ce
cas tity = (a,b,c) et H contient un cycle de longueur 3. Puisque H est normal et que les cycles
de longueur trois sont une classe de conjugaison (exemple 1.196) et que A,, est engendré par
ceux-ci (proposition 5.34), A,, ¢ H. Mais A,, est d’indice deux dans S,, (proposition (2)(2)).
Quel nombre plus grand que n!/2 divise n!? Seulement n lui-méme. Donc H est soit A, soit

Sh.
(ii) Second cas Le groupe H contient un élément de la forme (ab)(cd) avec a,b, ¢, d distincts
dans {1,...,n}.

(i) Si n = 3 Impossible parce que avec n = 3 nous n’avons pas quatre éléments distincts.

(ii) Si n =4 Le sous-groupe H de Sy contient un élément de Vj; qui n’est pas lidentité. Par
normalité et classes de conjugaison, H contient V. Nous devons maintenant prouver
que si H n’est pas V4 alors H est A4 ou S4. Nous avons les inclusions Vy ¢ H < Sy et
donc les inégalités

4 < |H| < 24. (5.97)

Donc le nombre |H| est un multiple de 4 qui divise 24. Les possibilités sont |H| =
4,8,12,24. La possibilité |H| = 4 donne H = Vj; si |[H| = 24 alors H = Sy ; si |[H| = 12
alors H est d’indice 2 dans Sy4 et H = A,, (proposition 5.30(3)). Quid de |H| =87
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D’apres le corolaire 2.14 au théoreme de Lagrange, 'ordre d’un élément divise 1’ordre
du groupe. Soit x dans H mais pas dans Vj. L’ordre de x peut étre 1, 2, 4 ou 8. Ordre
1 serait z = Id. Ordre 8, pas possible parce que Sy n’a pas d’éléments d’ordre 8.

(i) z d’ordre 2 Prenons la décomposition de x en cycles disjoints. Puisqu’on est dans Sy,
ces cycles ne peuvent étre que des transpositions. Soit il y en a un (alors H contient
une transposition et donc H = Sy), soit il y en a deux et alors x est dans V.

(ii) z d’ordre 4 L’élément x est alors un cycle de longueur 4, et H contient tous les
cycles de longueur 4 ; par exemple, le produit (abed)(bacd) = (adc). Le sous-groupe
H contient alors Ay (parce qu’il contient tous les 3-cycles).

(iii) Sin >5 Soit un élément e 'S distinct de a,b,c et d. Par notre liste préférée des classes
de conjugaison (exemple 1.196(5)), le 2-cycle (c,e)(a,b) est conjugué a (a,b)(c,d) et
appartient donc & H. Mais alors le produit suivant est également dans H :

(ce)(ab)(ab)(cd) = (ce)(cd) = (ecd). (5.98)

Donc H contient un 3-cycle, et par conséquent tous les 3-cycles. Encore une fois, cela
prouve que H est soit A, soit S,.

(iv) Pourquoi n = 4 est spécial ? Dans le premier cas, nous montrons tout de suite que H =
V4 n’est pas possible. Dans le deuxiéme cas, nous montrons que, griace a un élément
différent de a, b, c et d, la possibilité H = V, est exclue. La possibilité H = Vj; n’existe
que pour n = 4.

d

5.6.3 Indice

Théoréme 5.44.
Tout sous-groupe d’indice n dans Sy, est isomorphe a Sy,.

Démonstration. Pour n = 1, il n’y a pas de sous-groupe. Pour n = 2, un sous-groupe d’indice 2 ne
peut contenir que 1 élément, qui est donc l'identité. Ok pour que {Id} soit égal a Sy ?
Pour les autres, il y a un peu plus de travail.

(i) Pour n = 3 Nous avons |S3| = 6. Donc un sous-groupe d’indice 3 dans S3 contient exacte-
ment 2 éléments. Il contient Id et un autre élément o € Ss qui doit vérifier o2 = Id ou 02 = o.
Aucun élément de S3 ne vérifie 02 = o (& part I'identité). Donc 02 = Id, ce qui implique que
o est une transposition. Donc

H = {1d, (12)} (5.99)
ou l'identité avec (23), ou avec (13). Dans tous les cas c’est isomorphe & Ss.

(ii) Pour n =4 Nous avons |Sy : H| = 4, donc |H| = 6. Mais 6 =2 x 3 et 2 | 3 —1, donc le
théoréme 5.25 nous dit que H est soit cyclique'” (et donc abélien), soit un produit semi-
direct. Vu que S4 n’a pas d’éléments d’ordre 6, aucun sous-groupe d’ordre 6 ne peut étre
cyclique. Nous sommes donc dans le cas du produit semi-direct

H =7 x, 7 EQooSHWGoo@TI{%&&l

ou : Zo — Aut(Zs) et ¢(1) est d’ordre 2 dans Aut(Zs). Il convient de nous attarder un peu
pour étre sir d’avoir bien compris tout ce qui se trouve dans 'identification (5.100). D’abord
un point de notations : ici nous considérons les groupes Z, = Z/pZ munis de I’addition. Donc
1 n’est pas le neutre. Ensuite nous savons du théoreme 5.18 que Aut(7Z/37%) = (7Z/37)*, et
que via cette identification, ¢(1) = 2 € (Z/3%)* au sens ou ¢(1)x = 2x. Nous avons alors
©(1)%z = 4z = = dans Z/37Z. Cela montre bien que (1) est d’ordre 2.

16. e n’est pas I’élément neutre ici
17. Définition 1.265.
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Par rapport a la proposition 5.31, ici nous écrivons Zy = ({0, 1}, +) alors que 13 nous écrivons
Yo = ({ —1,1}, - ) Ce sont les mémes groupes, mais il convient de remarquer que le 1 ici est
le —1 la.

Nous savons par la proposition 5.31 que S, = A, x, Z3; en comparant avec (5.100) nous
voyons qu'’il suffit de prouver que A3 = 7Z/37Z pour avoir H = Ss.

Le groupe As posséde |S3|/2 = 3 éléments. 11 est vite vu que Az = {Id, (12)(31), (12)(32)} :
ce sont trois éléments de signature paire dans Ss; donc c’est S3. La correspondance Id — 0,
(12)(13) = 1, (13)(12) — 2 donne un isomorphisme avec (Zs, +).

(iii) Pour n > 5 Soit un sous-groupe H d’indice n dans S,, et 'action & gauche de S,, sur £ =
Sp/H (qui n’est a priori pas un groupe) donnée par g - [s] = [gs].

(i) Morphisme ¢: S, — Sg Le ¢ défini par I'action est un morphisme parce que

©(9192)[s] = [g1925] = w(g1)[g25] = ¥(g91)p(g2)[s]- (5.101)

Mais il faut également vérifier que pour chaque g € G, l'application ¢(g): E — E est
bien une permutation. Pour l'injectivité, si ¢(g)[s1] = ¢(g)[s2] alors [gs1] = [gs2], donc
il existe h € H tel que gs; = gsah, ce qui prouve que s; = soh et donc que [s1] = [s2].
Pour la surjectivité, soit [t] € S,,/H et résolvons ¢(g)[s] = [t] par rapport & s. L’élément
s = g~ 't convient.

(ii) ker(y) est normal Soit z € ker(p), c’est-a-dire que ¢(z) = Idg. Alors pour o € S, nous
avons @(ozo™!) = p(0)p(2)p(c™!) = Idg.

(iii) ker(¢) = Nes, gHg~! Supposons que z € gHg~! pour tout g, et calculons ¢(z)[s]. D’abord
par hypothese il existe h € H tel que z = shs™!, donc

©(2)[s] = [28] = [zhs's] = [s], (5.102)

ce qui prouve que p(z) = Id.
Dans l'autre sens, soit z € ker(p). Donc ¢(z)[s] = [s]. Il existe donc h € H tel que
2s = sh, c’est-a-dire tel que z = shs~!. La formule demandée est donc prouvée.

(iv) Questions d’ordre Nous savons que |H| = (n—1)! alors que |A,| = 2. Donc |H| < |4,
avec une inégalité stricte. En méme temps nous avons | ker(p)| < |H| parce que ker(y)
est une intersection dont un des termes est H lui-méme. Nous avons alors les inégalités

| ker(p)| < |H| = (n — 1)! < |Ay]. (5.103)

Mais les seuls sous-groupes normaux de S, sont A, S, et {Id} (proposition 5.43). Donc
ker(¢) = Id et ¢ est une injection entre deux ensembles finis de méme cardinalité. Cela
fait de ¢ une bijection et donc un isomorphisme de groupes

w: S, — Sg. (5.104)
Soit une fonction de numérotation ¢: £ — {1,...,n}. Avec cela nous définissons un
isomorphisme de groupes 3
:Sg— S,
¥: 55 = 5n X (5.105)
o — Yoy,

(v) Fixateur Nous montrons & présent que (1pog)(H) = Fix (¢[1d]) ot le stabilisateur est pris
dans S,,. Pour la premiére inclusion, soit h € H. Nous avons (¢ o ¢)(h) = 1 o p(h)y~,
qui nous appliquons a ¥[Id] :

(¥ o) (h)Y[Id] = ¢ o (h)[1d] = ¢[h] = ¥[Id]. (5.106)

Donc (¢ o )(H) < Fix (¥[Id]).



280 CHAPITRE 5. CLASSIFICATION DE CERTAINS GROUPES

Pour l'autre inclusion, soit o € S, tel que o9[Id] = ¢[Id]. Puisque o € S,, nous avons
s € Sg tel que o = 9(s). Pour ce s nous avons donc

(1(s) o) [1d] = ¥[1d], (5.107)

d’olt nous déduisons s[Id] = [Id]. Cela prouve que s stabilise [Id] dans Sg. Donc s =
¢(h) pour un certain h € H, et au final o = 1 (p(h)).

(vi) Conclusion L’application Po p: H — S, est une application dont 'image est le fixateur
d’un point. Plus précisément,

Yoyg: H— Fix (v[1d]) (5.108)

est un isomorphisme de groupe. Mais le stabilisateur d’un point dans S, est S,_1.

5.7 Isométries du cube
SecPVCmkxM

Les isométries du cube proviennent de [? ].

Nous considérons le cube centré en l'origine de R? et E
G, le groupe des isométries de R? préservant ce cube. Nous
notons aussi G* le sous-groupe de G constitué des éléments
de déterminant positif. Nous notons

F

D = {Dy,..., Dy} (5.109)

I’ensemble des grandes diagonales, c’est-a-dire les segments H
[AG], [EC], [FD], et [BH]. Nous savons que G préserve JPE R G
les longueurs et que ces segments sont les plus longs pos- D L
sibles a l'intérieur du cube. Donc G agit sur D parce qu’il C

ne peut transformer une grande diagonale qu’en une autre grande diagonale. Nous avons donc un
morphisme de groupes

p: G—>S4 (5.110)

Nous montrons que ce morphisme est surjectif en montrant qu’il contient les transpositions. Le
groupe G contient la symétrie axiale passant par le milieu M de [AE] et le milieu N de CG. 1
est facile de voir que cette symétrie permute [AG] avec [EC]. De plus elle laisse [F'D] inchangée.
En effet, aussi incroyable que cela paraisse en regardant le dessin, nous avons F'D 1 M N, parce
qu’en termes de vecteurs directeurs,

1 1
ON=|-1| oF = 1 |. (5.111)
0 ~1

Etudions & présent le noyau ker(p). Si f € ker(p) n’est pas I'identité, alors f(D;) = D; pour tout
1, mais au moins pour une des diagonales les sommets sont inversés. Quitte & renommer les sommets
du cube nous supposons que la diagonale [AG] est retournée : f(A) = G et f(G) = A. Regardons
ot peut partir B sous l'effet de f. Etant donné que f préserve les diagonales, f(B) € {B,C}, mais
étant donné que f est une isométrie, d(f(B), f(G)) = d(B,G), et nous concluons que f(B) = H.
Donc la diagonale [BH] est retournée sous l'effet de f. En raisonnant de méme, nous voyons que
f retourne toutes les diagonales. Donc les éléments non triviaux de ker(p) retournent toutes les
diagonales; il n’y en a donc qu’un seul et c’est la symétrie centrale :

ker(p) = {Id, so}. (5.112)

Le premier théoréme d’isomorphisme 2.6 nous permet d’écrire le quotient de groupes :

G
sy = "

(5.113)
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Une classe d’équivalence modulo ker(p) dans G est donc toujours de la forme {f, f osp}. Et comme
sp est de déterminant —1, une classe contient toujours exactement un élément de déterminant 1
et un de déterminant —1.

D’autre part, ker(p) est normal dans G parce qu’en tant que matrice, so = —1, donc les

problemes de commutativité ne se posent pas. L’application

G
e = GT
14 {Id, 80} -
5.114
g si det(g) >0 ( )
lg] — .
gosy sinon

est un isomorphisme de groupes. Et enfin nous pouvons écrire
Gt ~ S,. (5.115)

Nous allons maintenant utiliser le corolaire 2.48 pour montrer que G = G* X, ker(p). Les
conditions sont remplies :

— ker(p) normalise G parce que ker(p) ne contient que +1.

— ker(p) n GT = {Id}.

— ker(p)GT = G parce que les classes d’équivalence de G modulo ker(p) sont composées de
{fv f © 30}'

Puisque G ~ Sy et ker(p) ~ 7Z/27 nous pouvons écrire de fagon plus brillante que
G ~ Sy x4 Z)27. (5.116)
Mais étant donné que la conjugaison par sg est triviale, le produit semi-direct est un produit direct :
G ~ Sy x Z)27. (5.117)

Il est maintenant du meilleur gout de pouvoir identifier géométriquement ces éléments. Les éléments
de 7Z/27 = {Id, so} ne font pas de mystére. Dans S4 nous avons les classes de conjugaison des
éléments Id, (12), (123), (1234) et (12)(34) déterminées durant ’exemple 1.196.

(1) L’élément (12) consiste a permuter deux diagonales et laisser les autres en place. Nous avons
déja vu que c¢’était une symétrie axiale passant par les milieux de deux cOtés opposés. Cela
fait 6 axes d’ordre 2.

(2) L’élément (123) fixe une des diagonales. C’est donc la symétrie axiale le long de la diagonale
fixée. Par exemple la symétrie d’axe (AG) fait bouger le point B de la fagon suivante :

B—D— E— B. (5.118)

C’est une rotation d’angle %’T En tout, nous avons donc 8 rotations d’ordre 3.

Notons a ce propos que la différence entre (234) et (243) est que la premiére réalise une
rotation d’angle 27/3 tandis que la seconde, une rotation d’angle —2/3.

(3) L’élément (1234) ne maintient aucune des diagonales et est d’ordre 4. C’est donc la rotation
d’angle 7/2 ou —m/2 autour de I'axe passant par les milieux de deux faces opposées. Il y en
a 6 comme ¢a (3 paires de faces puis pour chaque il y a 7/2 et —7/2), et ¢a tombe bien 6 est
justement la taille de la classe de conjugaison de (1234) dans Sj.

(4) L’élément (12)(34) est le carré de la précédente '8, c’est-a-dire les rotations d’angle 7 autour
des mémes axes. Cela fait 3 éléments d’ordre 2.

18. En fait c’est (13)(24), le carré de la précédente, mais c’est la méme classe de conjugaison.
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Chapitre 6

Corps

6.1 Généralités
NORMooGPWRooIKJqqw

6.1.

Nous trouvons parfois le terme anneau a division. Cela provient du fait que dans beaucoup de
cas on considere uniquement des corps commutatifs; donc on voudrait une facon de parler d’un
anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles. Dans ce cadre on dit :

— Un anneau a division est un anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles,
— Un corps est un anneau a division commutatif.

Pour prendre un exemple de cette différence, le théoreme de Wedderburn 19.34 est énoncé ici sous
les termes « Tout corps fini est commutatif ». Sous-entendu : la commutativité ne fait pas partie de
la définition d’un corps. Par contre dans [? ] il est énoncé sous les termes « Tout anneau & division
fini est un corps ». Chez lui, un corps est toujours commutatif et un anneau a division est ce que
nous appelons ici un corps.

6.1.1 Corps ordonnés

Nous avons vu la définition de corps totalement ordonné en 1.311.

Définition 6.2 ([? ]).
Un corps est formellement réel si —1 n’est pas une somme de carrés.

Proposition 6.3.
Un corps totalement ordonné est formellement réel.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné (K, <) et a € K alors a? > 0. En effet si a > 0
alors a? = a x a > 0 directement par la définition 1.311(1b). Si @ < 0 alors —a > 0 et

a?> = (—a)* = 0. (6.1)

Comme —1 < 0, il ne peut donc pas étre écrit comme un carré. A fortiori comme somme de
carrés. =

6.1.2 Automorphismes de R et C
PROPooLLPMooIVanaO

Proposition 6.4 ([? 1]).
L’identité est l'unique automorphisme du corps R.

Démonstration. Soit un automorphisme o: R — R. Comme pour tout automorphisme,
o(a) =o(la) = o(1)o(a). (6.2)
Donc o(1) = 1.

283
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(i) Identité sur les rationnels De plus

et

a<;)+...+a<i>=a<i+...+i)=o—(1)=1. (6.4)

Donc o(1/n) = 1/n.
Nous en déduisons que pour tout ¢ € Q, o(q) = ¢. Cela ne suffit pas pour déduire o(x) = x
pour tout x € R parce que rien n’indique que o soit continue.

(ii) Positive sur les positifs Si z > 0 alors o(z) = 0(y/z)? > 0.

(iii) Croissance Siz >y alors z —y > 0 et o(z —y) > 0. Cela donne o(z) > o(y).

(iv) Identité sur les réels Soit un irrationnel x € R et une suite (¢;) dans Q qui converge de
fagon croissante vers x. Soit € > 0 dans Q). Il existe N tel que si ¢ > N alors ¢; + € > x; en
appliquant o a cette inégalité et en se souvenant que o est I'identité sur @,

gi +e€>o(x). (6.5)

Mais de plus, ¢; < x donne o(g;) < o(z), c’est-a-dire ¢; < o(x). En regroupant ces deux

inégalités, EQooLZ0UooPh
00 (o] 0]

g <o(x) <gqg+e P(I)\]%SI
pour tout € > 0 dans Q@ et ¢ > N. Ce € étant fixé nous pouvons prendre la limite des inégalités
(6.6) :

r<o(x)<z+e (6.7)

Cela étant valable pour tout € > 0 dans @, nous avons bien = = o(z).

O
REMooGHEDooOYYUPk
Remarque 6.5.
Certains[? ] pensent que I’énoncé de cette proposition, ne parlant que de corps R n’autorise pas
I'utilisation d’autre structure réelle que celle de corps. Du coup il faut reconstruire la notion d’ordre
a partir seulement du langage des corps. Par exemple en disant que a > b si et seulement si il existe
k tel que a = b+ k2.

On peut s’en sortir en donnant 1’énoncé suivant : « Si KK est un corps isomorphe (en tant que
corps) & R alors son unique automorphisme est Iidentité ». Cela se démontre immédiatement en
disant que si f est un automorphisme de K et si ¢ est un isomorphisme IK — R alors ¢ o f o ¢!
est un automorphisme de R. Donc il est I'identité et f I’est également.

Attention cependant & prouver que ¢! est un morphisme. En effet en posant ¢~ '(z) = a et
#~(y) = b nous avons

$(¢7 (@) +9 ' (y) =z +y (6.8)
parce que ¢ est un morphisme. D’autre part,
¢(¢~ (@) + ¢ (y)) = dla+b). (6.9)
Donc
o Nz +y) =0 (s(a) +¢(b) = ¢ (pla+b) =a+b=¢"" () + ¢ (y). (6.10)
PROPooEATMooIPPrRV

Proposition 6.6.
Un automorphisme du corps C qui fize R est soit Uidentité soit la conjugaison compleze’.

1. Par « fixer R » nous entendons que o(RR) = R, pas spécialement que o(x) = = pour tout x € R
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Démonstration. Soit un automorphisme o vérifiant la condition de fixer R. Alors la restriction de
o a R est un automorphisme de R et y est donc I'identité par la proposition 6.4.
En ce qui concerne les imaginaires purs,

—1=0(-1) =o(ii) = o) (6.11)
Donc o (i) est un élément de C vérifiant o(i)? = —1. C'est-a-dire (i) = +i.
Sio(i) =i alors o = Id. Si 0(i) = —i alors o est la conjugaison complexe. O

6.1.3 Corps premier
subsBEEorn}SpFremiBIKpy

Définition 6.7.
Un corps est premier si il est son seul sous-corps. Le sous-corps premier d’un corps est l’in-
tersection de tous ses sous-corps.

Lemme 6.8.
Un corps premier est commutatif.

Démonstration. Le centre d’un corps est certainement un sous-corps. Par conséquent un corps

premier doit étre contenu dans son propre centre, c’est-a-dire étre commutatif. O
DefXIHLooBAcqYH

Définition 6.9.

Soit p un nombre premier. Nous notons ¥}, = Z, = Z/pZ.

Nous verrons plus loin (section 19.4) comment nous pouvons définir IF» lorsque p est premier,
ainsi que 'unicité d’un tel corps.
Nous avons par exemple

Fy = 7,/27 = {0,1} (6.12)

avec la loi 2 = 0.
Notons que IF,, est un corps 2 possédant p éléments. L’ensemble 7 est un groupe d’ordre p—1.

Lemme 6.10.
Les corps Q et Iy, (avec p premier) sont premiers.

Démonstration. Tout sous-corps de @Q doit contenir 1, et par conséquent Z. Devant également
contenir tous les inverses, il contient Q.

Tout sous-corps de I, doit contenir 1 et donc IF), en entier. Par ailleurs nous savons de la
proposition 3.67 que I, est un corps lorsque p est premier. ]

Proposition 6.11.
Soit K un corps de caractéristique p et P son sous-corps premier. Sip =0 alors P = Q. Sip > 0,
alors P = TF,.

Démonstration. Notons d’abord que la caractéristique d’un corps est toujours soit 0 soit un nombre
premier, parce qu’'un corps est en particulier un anneau integre (proposition 1.294).

Etant donné que 1 est dans tout sous-corps, nous devons avoir Z1 < P. Si p = 0, alors Z1 ~ Z,
et nous avons

Zlp c P c K. (6.13)

Pour chaque (n,m) € Zlp x (Z1p)* I'élément nm~! € K est dans IP parce que IP est un corps.
Nous en déduisons que le corps des fractions de Z est contenu dans P par conséquent P = Q
(théoreme 1.310).

Si par contre la caractéristique de K est p # 0, nous avons Zlp ~ Z/pZ = T, par le
lemme 1.289. L’ensemble I, étant un corps, c’est le corps premier de K. ]

2. Quand p est premier, Z/pZ est un corps, proposition 3.67.
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PropgPPrgJ
Proposition 6.12.
Soit K un corps et P son sous-corps premier. Si o € Aut(K) alors olp = Id, c’est-d-dire que
o(x) = x pour tout x € P.

6.1.4 Petit théoréme de Fermat

ThoOPQOi0
Théoréme 6.13 (Petit théoréme de Fermat).
Soit p un nombre premier.
(1) Six € Z/pZ alors zP = x.
(2) Sixe (Z/pZ)*, alors 2P~ = 1.
(5) Six e (Z/pZ)* alors zh =, ITEMooRNIVooOIzggc

(4) Si x est premier avec p, alors zP~1 € [1],.

Démonstration. Etant donné que Z./p7Z: est un corps commutatif et que p est premier, la propo-
sition 3.44 nous indique que o(z) = zP est un automorphisme. La proposition 6.12 nous indique
alors que

a? = a. (6.14)

Si @ est inversible alors a?~! = aPa~! = 1.
Pour (4). Le nombre x n’est pas premier avec p uniquement lorsque x est multiple de p. Dans
ce cas c’est [a], = 0 dans Z/pZ et donc aP~! = 0. O

Exemple 6.14.
Soit K = [Fa9. Le nombre 29 étant premier, K est un corps. C’est le corps des entiers modulo 29.
Nous avons donc

—142 = -113 = -84 = -55=—-26=3 =32 =61 =90 = 119. (6.15)

Le petit théoréeme de Fermat nous permet aussi de calculer des exposants et des inverses. En effet,
puisque 1 = 28 pour tout = € F3y, nous avons 7l = x27, et par suite, pour tout entier a,

7% = (%)% = ¥, (6.16)

Le nombre 27a peut étre grand par rapport a 29. Mais en réutilisant le fait que 1 = 2%, on obtient

g™ = pl2Tals, (6.17)

Cette expression doit étre comprise comme disant que pour tout k € [27a]2g nous avons =% = z*.

Chose a retenir : dans les exposants nous calculons modulo 28. A
6.1.5 Nombres de Sophie Germain

DEFooCVFJooKCdVVD

Définition 6.15.
Un nombre premier p est de Sophie Germain sip > 2 et si le nombre ¢ = 2p + 1 est également
premier.

Notons qu’il existe des nombres premiers de Sophie Germain. Par exemple p = 3 donne ¢ =
2x3+ 1= 7. Comme 7 est un nombre premier, le nombre 3 est de Sophie Germain. D’apres
Wikipédia[? ], l'existence d’une infinité de nombres premiers de Sophie Germain est encore une
question ouverte °.

3. Si vous lisez ce paragraphe dans un futur ou la question est tranchée, n’hésitez pas a m’écrire pour mettre a
jour.
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LEMooIYIKooGkogqRJ
Lemme 6.16 ([? 7 ]).
Soit p, un nombre premier de Sophie Germain. Sim € Z n’est pas divisible par q, alors mP € [+1],
ot q=2p+1.

Démonstration. Le petit théoréme de Fermat 6.13 nous dit que m?~1 € [1],. Mais m9~! = m? =
(mP)2. Donc

(mP)? e [1],. (6.18)

Puisque ¢ est premier, 'anneau Z/qZ est intégre par le corolaire 1.244. Comme 1 # —1, la propo-
sition 3.152 s’applique et nous avons m? € [+1],. ]
THOooSZXWooVeHdrh

Théoréme 6.17 ([7 7 7 ]).
Soit un nombre premier de Sophie Germain (définition 6.15). Il n’existe pas de solution (x,y,z)
dans 73 au systéme

(6.19)

P +yP + 2P =0
[zyz]p # 0.

Démonstration. Nous supposons que (z,y, z) € Z> est une solution telle que pged(z,y, z) = 1.

(i) z, y et z sont premiers deux a deux Supposons que k soit un diviseur commun a x et y.
Alors il existe a, § € Z tels que x = ka et y = k. Du coup on aurait 2P = —kP(aP + (P).
Donc k divise zP. La proposition 3.19 nous indique qu’alors k divise z. Donc k = 1 parce que
k diviserait , y et z.

Ce qui est vrai pour le couple (x,y) est encore vrai pour (z,z) et pour (y, z).
(ii) Le fameux u Nous introduisons a présent une nouvelle variable intermédiaire qui va beau-
coup nous aider. En utilisant le lemme 3.43,

p—1
—aP =y 2P = (y+2) )y ()P T = (g + 2)u (6.20)
k=0
oll nOus avons posé u = Zi;é yF(—z)P 1k,

(iii) pged(u,y + z) = 1 Soit o un nombre premier qui divise u et y + z.

D’abord « divise 2P et donc x (proposition 3.19). Autrement dit : [z], = 0.
Ensuite, 0 = [z + z]q, de telle sorte que

[y] L= [Z] . EQooPTICooBl\Ié).xéfﬁl

Enfin, en prenant la classe de u modulo «, et en substituant (6.21) :

p—1
0=[u]a =[]y (—2)P7"], (6.22a)
k=0
p—1
= 2 el M (6.22b)
k=0
p—1
- Z [y]7? (6.22¢)
k=0
= plyla " (6.22d)

Nous avons donc p[y]2~! = 0. Mais Z/aZ est un anneau intégre . Donc la régle du produit
nul s’applique® et nous avons deux possibilités : [p], = 0 ou [y]2~! = 0.

4. Corolaire 1.244.
5. Proposition 1.218.
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D’abord « divise déja x. Or pged(x,y) = 1. Donc « ne peut pas diviser y (a part si a = 1
évidemment), et & fortiori pas y?~! non plus. Nous en déduisons que [p], = 0. Puisque p est
premier, nous avons p = .

Mais nous avons déja vu que « divisait 2. Donc 0 = [z], = [z],. Cela n’est pas possible
parce que [zyz], # 0.

Nous avons donc prouvé que pged(u,y + z) = 1.

(iv) Utilisation d’un lemme Pour rappel, p est impair. Nous avons (—z)? = (y + z)u. Le
lemme 3.23 nous dit qu’il existe a, «a € 7 tels que

{y +z=aP EQooKMPZooCF&%]é’l)‘l

u = oP.

Ce que nous venons de faire pour y + z peut étre fait pour les autres couples. Donc il existe
a,b,ce 7 tels que

y+z=a" (6.24a)
r+z="0b (6.24b)
x+y=cl (6.24c)

(v) ¢ divise un et un seul des z, y ou z Supposons que ¢ ne divise ni z, ni y ni z. Alors le
lemme 6.16 dit que ¥ € [£1],, y? € [£1], et 2P € [£1],. Donc les valeurs possibles pour
[2P + yP + 2P|, sont [+3], et [+1],.

Mais nous avons supposé que P + y? + 2P = 0 et que ¢ > 5 de telle sorte que [£3], # 0.
Contradiction. Donc ¢ divise au moins un des trois z, y ou z.

Nous avons déja montré que z, y et z étaient deux & deux premiers entre eux. Donc ¢ ne
peut diviser qu’un seul des trois.

(vi) ¢q divise x Jusqu’a présent z, y et z avaient des roles symétriques. Maintenant nous sup-
posons que q divise x.

(vii) [yP]q = [£1]; Nous savons que ¢” = z + y. En passant aux classes modulo ¢, nous avons

[Plg = [z]q + [y]q = [¥q (6.25)

parce que nous avons choisi que g divise . Nous avons maintenant les implications suivantes :
q ne divise pas y.
= ¢ ne divise pas c” parce que [y], = [¢P]4.
= ¢ ne divise pas ¢ par le lemme 3.20.
= (P € [£1], par le lemme 6.16.
= y € [£1], toujours parce que [y], = [¢P],.
(viii) [2P]q = [£1]; Parce que les roles de y et z sont symétriques. Donc ce que nous avons fait
pour obtenir [yP], = [£1], tient pour avoir [2P], = [+1],.

(ix) ¢ divise y + z Nous avons dit que ¢ divisait x. Il divise donc aussi 2x. Nous avons :
2r=(r4+y)+(x+2)—(y+2) ="+ —d. (6.26)

En passant au modulo ¢, & gauche nous avons [2z], = 0. Donc

[a"]g = [¢"]lq + [b7]q (6.27a)
[ylg + [2]q (6.27D)

= [£1]q + [£1]q (6.27¢)

€ {[2]q, [-2]q, [0]4}- (6.27d)

En tout état de cause, [a”], n’est pas [£1],. La contraposée du lemme 6.16 nous dit alors
que ¢ divise aP = y + 2.
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(x) [ylqg = [—2]q 1l s’agit seulement du fait que ¢ divise y + z.

(xi) [u]q = [p]y Par définition, u = Zi;é y*(—2)P~1=*. On passe au modulo ¢, en substituant
[—z]q par [y], :

[y = Sl = Sl = plyl2 ! = (o, (6.28)
k=0 k=0

La derniere égalité est le fait que [y], = [£1], et que p — 1 est pair.

(xii) La contradiction Vous vous souvenez de (6.23) qui disait que u = o pour un certain p?
Nous avons les implications suivantes :

[a], = [plq # 0 =¢ ne divise pas o.

=q ne divise pas a.

= ol € [+1], .

= [plq € [£1]q-

La derniere ligne est clairement fausse parce que ¢ > p et p n’est certainement pas égal a 1
ou —1.

Nous avons prouvé le théoréme pour les triples (z,y, z) sans facteur commun. Si k était un
diviseur commun de z, y et z, alors (z/k,y/k, z/k) serait encore une solution, ce qui n’est pas le
cas. O

6.2 Théoréeme des deux carrés
PropleGdaT

Proposition 6.18.
Soit p un nombre premier et P un élément de F,[X]. L’anneau F,[X]/(P) est intégre si et seule-
ment si P est irréductible dans Fp[X].

Démonstration. Supposons que P soit réductible dans IF[ X ], c’est-a-dire qu’il existe @, R € IF, [ X]
tels que P = QR. Dans ce cas, Q est diviseur de zéro dans F,[X]/(P) parce que QR = 0.

Nous supposons maintenant que IF',[X]/(P) ne soit pas integre : il existe des polynémes R, Q) €
F,[X] tels que QR = 0. Dans ce cas le polyndme QR est le produit de P par un polynéme :
QR = PA. Tous les facteurs irréductibles de A étant soit dans @ soit dans R, il est possible de
modifier un peu @ et R pour obtenir QR = P, ce qui signifie que P n’est pas irréductible. O

6.2.1 Un peu de structure dans Z|i|

LemSCALICY
Lemme 6.19.
L’application
N:Z[i] > N (6.20)
a+bi—a® +b? '
est un stathme euclidien pour Z[i].
Démonstration. Soient t, z € Z[i]\{0} dont le quotient s’écrit
z .
=Tty (6.30)

dans C. Nous considérons ¢ = a + bi o a et b sont les entiers les plus proches de z et y. Siil y a
ex aequo, on prend au hasard 9. Alors nous avons

1412 2
g Y2y (6:31)

| 2 2

SR

6. Dans I’exemple 3.107, nous prenions toujours 'inférieur parce que le stathme tenait compte de la positivité.
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On pose r = z — gt qui est bien un élément de Z[i]. De plus
z
[l =z —qt] = ltlly —dl <[t, (6.32)

c’est-a-dire que |r|? < |¢|? et donc N(r) < N(t). O

Etant donné que Z[i] est euclidien, il est principal (proposition 3.108).
LemBMEIiiV

Lemme 6.20.
Les éléments inversibles de Z[i] sont {£1, ti}.

Démonstration. Déterminons les éléments inversibles de Z[i]. Si z € Z[i]*, alors il existe 2’ € Z[i]*
tel que 2z’ = 1. Dans ce cas nous aurions

1= N(z2") = N(2)N(7), (6.33)
ce qui est uniquement possible avec N(z) = N(2') = 1, c’est-a-dire z = +1 ou z = +i. Nous avons
donc

Z[i]* = {+1, +i}. (6.34)
O
DEFooUCSHooJqGuVB

Définition 6.21 ([? ]).
Un monoide est un triplet (E, =, ¢e) ou E est un ensemble, e est un élément de E et +: Ex FE — F
est une loi de composition telle que pour tout x,y € E,

(1) x % (y*z) = (x *y) * 2 (associativité)

(2) exx =xxe=ux (e est un neutre).

Nous notons ¥ = {a? + b? tel que a,b e N}.
LemIBDPzMB

Lemme 6.22.
L’ensemble ¥ = {a® + b? tel que a,b e N} est un sous-monoide” de N.

Démonstration. 11 suffit de prouver que si m,n € 3, alors le produit mn est également dans . Soit
N, le stathme euclidien sur Z[i] (celui donné par le lemme 6.19). Vu que n € ¥, il existe z € Z][i]
tel que N(z) = n. Idem pour m : il existe 2’ € Z[i] tel que N(2') = m. Nous avons évidemment
2z € Z[i], et

N(z2') = N(2)N(Z') = nm. (6.35)
Donc nm est 'image de 2z’ par N, ce qui prouve que nm € . O
ThospaAEI

Théoréme 6.23 (Théoreme des deux carrés, version faible).
Un nombre premier est somme de deuzx carrés si et seulement sip =2 ou p € [1]4.

Démonstration. Soit p un nombre premier dans ¥. Si a = 2k, alors a? = 4k? et a®> = 0 mod 4. Si
au contraire a est impair, a = 2k + 1 et a®> = 4k*> + 1 + 4k = 1 mod 4. La méme chose est valable
pour b. Par conséquent, a® + b? est automatiquement [0], [1]4 ou [2]4. Evidemment les nombres
de la forme 0 mod 4 ne sont pas premiers; parmi les 2 mod 4, seul p = 2 est premier (et vaut
12 +12).

Nous avons démontré que les seuls premiers de la forme a? 4 b% sont p = 2 et les p = 1 mod 4.
Il reste a faire le contraire : démontrer que si un nombre premier p vaut 1 mod 4, alors il est
premier. Nous considérons I'anneau

Z|i] = {a + bi tel que a,b e Z}. (6.36)

7. Définition 6.21.
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puis 'application
N:Z[i] > N

6.37
a+ bi — a® + b°. ( )

Un peu de calcul dans € montre que pour tout z, 2’ € Z[i], N(z2z') = N(2)N(2').

Nous savons que les éléments inversibles de Z[i] sont +1 et +i (lemme 6.20).

Le lemme 6.19 montre que Z[i] est un anneau euclidien parce que N est un stathme. L’anneau
Z|i] étant euclidien, il est principal (proposition 3.108).

Pour la suite, nous allons d’abord montrer que p € ¥ si et seulement si p n’est pas irréductible
dans Z[], puis nous allons voir quels sont les irréductibles de Z[i].

Soit p, un nombre premier dans ¥. Si p = a? + b?, alors nous avons p = (a + ib)(a — bi), mais
étant donné que p est premier, nous avons a # 0 et b # 0. Du coup p n’est pas inversible dans
Z|i], mais il peut étre écrit comme le produit de deux non inversibles. Le nombre p est donc non
irréductible dans Z[i].

Dans l'autre sens, nous supposons que p est un nombre premier non irréductible dans Z[i].
Nous avons alors p = 22’ avec ni z ni 2’ dans {£1, +i}. En appliquant N nous avons

p? = N(p) = N(2)N(2). (6.38)

Comme p est premier par hypothese, ¢’est uniquement possible avec N(z) = N(z') = p (avoir
N(z) = 1 est impossible parce que cela signifirait que z est inversible). Si z = a + b, alors
p=N(z) =a®+ b2 et donc pe X.

Nous savons déja que Z[i] est un anneau principal et n’est pas un corps; la proposition 3.82
s’applique donc et p sera non irréductible si et seulement si 1'idéal (p) est non premier. Le fait que
(p) soit un idéal non premier implique que le quotient Z[i]/(p) est non intégre (c’est la définition
d’un idéal premier). Nous cherchons donc les nombres premiers pour lesquels le quotient Z[i]/(p)
n’est pas integre.

Nous commencons par écrire le quotient Z[i]/(p) sous d’autres formes. D’abord en remarquant
que si I et J sont deux idéaux, on a (A/I)/J ~ (A/J)/I. Par conséquent, en tenant compte du
fait que Z[i] = Z[X]/(X? + 1), nous avons

211/ (p) = (Z[X]/(0))/(X? + 1) = Fp[X]/(X? + 1). (6.39)

Nous avons donc équivalence des propositions suivantes :

pes (6.40a)

F,[X]/(X? + 1) n'est pas intégre (6.40b)

X2 4 1 n'est pas irréductible dans I, Eq%é(%‘gj]
X? 4+ 1 admet une racine dans IF,, (6.40d)
—1e (F})? (6.40e)

Jy € ), tel que y? = —1. (6.40f)

Le point (6.40c) vient de la proposition 6.18. Maintenant nous utilisons le fait que p soit un premier
impair (parce que le cas de p = 2 est déja complétement traité), donc (p —1)/2 € N et nous avons,
pour le y de la derniere ligne,

(=1)P=1/2 = (2 P=1/2 = yp=1 g (6.41)

parce que dans [, nous avons y(p_l) = 1 par le petit théoréeme de Fermat (théoréme 6.13). Ainsi
p doit vérifier
1= (_1)(17—1)/27 (6.42)

c’est-a-dire % =0 mod 2 ou encore p =1 mod 4. O
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Remarque 6.24.

Il n’est pas dit que les nombres dans [1]4 sont premiers (9 = 8 + 1 ne ’est pas par exemple). Le
théoréme signifie que (& part 2), si un nombre premier est dans [1]4 alors il est somme de deux
carrés, et inversement, si un nombre premier est somme de deux carrés, il est dans [1]4.

Théoréme 6.25 (Théoréme des deux carrés|? |).
Soit n = 2 un nombre dont nous notons

n= o FBME )
pEP

ot P est ’ensemble des nombres premiers. Alors n € ¥ si et seulement si pour tout p € P n [3]4,
nous avons vy(n) € [0]2 (c’est-a-dire vy(n) est pair).

Démonstration. (i) Condition suffisante. Le produit (6.43) est évidemment un produit fini
que nous pouvons alors regrouper en quatre parties : P n [0]4, P " [1]4, P " [2]4 et P N [3]4.

— Il n’y a pas de nombres premiers dans [0]4.

— Les nombres premiers de [1]4 sont dans ¥. Le produit d’éléments de ¥ étant dans 3,
nous avons

[] p*™ex. (6.44)
pEPN[1]4

— Le seul nombre premier dans [2]4 est 2. C’est un élément de X.
— Le produit

[ s (6.45)

pEPN[3]4
est par hypothese un produit de carrés (v,(n) est pair), et est donc un carré.
Au final le produit Hpep p?(™) est un produit d’un carré par un élément de I, ce qui est
encore un élément de X.
Pour cette partie, nous avons utilisé et réutilisé le lemme 6.22.

(ii) Condition nécessaire. Soit p, un nombre premier. Nous voulons montrer que

{vp(n) tel que n € ¥} < [2]s. (6.46)

Pour montrer cela nous allons procéder par récurrence sur les ensembles
Ey = {vp(n) tel que n e X} n{0,...,k}. (6.47)

Il est évident que les éléments de Ejy sont pairs, puisqu’il n’y a que zéro, qui est pair.
Supposons que Ej, < [0]2, et montrons que Fi1 < [0]z. Soit un élément de Ej 1, c’est-a-dire
vp(n) < k+1 avec n = a? + b2 Si vy(n) = 0 alors Iaffaire est réglée; sinon c’est que p divise
n. Mais dans Z[i] nous avons

n=a*+b* = (a+ bi)(a — bi) (6.48)
Comme Z|i| est principal, le lemme de Gauss 3.94 nous dit que si p divise n, alors il doit

diviser soit a + bi, soit a — bi (et en fait, les deux). Nous avons alors p | a et p | b en méme
temps. Et donc

P> | a® +b* =n. (6.49)
Posons a = pa’ et b = pb’ avec a’,b’ € N. Nous avons
2,2 L 212
D_Pe AP 2 yey, (6.50)
p p
Mais par construction,
Up (712) =vp(n) —2 < k. (6.51)
p

Donc vp(%) est pair et par conséquent, v,(n) doit également étre pair.
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6.2.2 Résultats chinois

UBE HVCTooGXvbAH
Nous allons maintenant parler du systéme d’équations F Qoo oonRY
{ r=a; modp (6.52a)
x =ay mod g (6.52b)

avec ai, ao donnés dans 7 et p, q des entiers premiers entre eux. Le lemme chinois nous donne la
liste des solutions ainsi qu'une maniere de les construire. Le théoreme chinois en sera une espece
de corolaire qui établira l'isomorphisme d’anneaux Z/pq7Z ~ 7/pZ x 7./q7Z. Voir [? |.

Notons que le systéeme (6.52), en suivant les notations usuelles du Frido s’écrit plutot

z € [a1]p N [az]q (6.53)
LemCtUeGA
Lemme 6.26 (Lemme chinois [? ]).
Soient ny,no deux entiers premiers entre euz®. Soient ai,as € 7. ITEMooZVUS00GoplQW
(1) Il existe uy,us € Z tels que EQooLJX00oN
uin1 + usgng = 1. i§%§ﬁ|
ITEMooFMFEooQHNLFc
(2) Nous posons
a = ajusNg + asniuy. (6.55)
Nous avons
[al]nl N [aQ]nz = [a]mnz' (6-56)

Démonstration. En plusieurs points.
(i) Pour (1) Il suffit d’utiliser le théoréme de Bézout 1.225

(ii) Pour (2) premiére inclusion Soit = € [a],n,, €t vérifions que x € [a1],,. Il existe k € Z
tel que

T = aiusng + asniuy + knins. (657)

En remplagant usno par 1 — uinq, nous avons
xr = a1(1 — ulnl) + agniuq + kning € [al]nl (658)

parce qu’il n’y a que le tout premier terme qui ne contient pas de facteur nq.

Le fait que z € [a2]n, se vérifie de méme”.

(iii) Pour (2) seconde inclusion Soit z € [a1]n, N [a2]n,. Il existe k € Z tel que = = a; + knao.

Donc
x—a=a + kny — (ajugng + agniuy) (6.59a)
= a1 — ajusn9 + k'nl (659b)
= a1 (1 — UQnQ) —i—k'm (659(3)
S —
=uing
= ajuiny + k"nl, (6.59d)

ce qui signifie que ny divise x — a..
De méme nous prouvons que ny divise x — a. Il existe k,l € 7Z tels que

v —a=kny = lny. EQooFMWBooTFé]‘%%%l

En particulier n; divise Iny alors que nq et ny sont premiers entre eux. Le lemme de Gauss
3.94 dit alors que nj divise [. Il existe donc s € Z tel que I = snj. En remettant ce [ dans
(6.60), nous trouvons

T —a=Iny = snino, (6.61)

8. Définition 1.224.
9. Je dis ca au hasard; je n’ai pas vérifié. Faites-moi signe si c’est bon.
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et donc x — a est divisible en nynsy, c’est a dire
x € [a]niny, (6.62)

ce qu’il fallait prouver.

O
THOooQHYLooVMBAfe
Théoréme 6.27 (Théoréme chinois).
Soient p,q deuzr naturels premiers entre eux. Si p,q = 2 alors Uapplication

¢: Z/pgZ — Z/pZ x L/qZ
(e > ([l (] (669

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration. Nous devons prouver que l'application ¢ respecte la somme, le produit et qu’elle
est bijective. En ce qui concerne la somme,

o([alpg + [y = ((x—i—y mod PQ)
([z + y] p, :z:+y] )

)
)
([x [z]q + [y]q) (6.64c)
)
)

([]p, [2] ) ([Wlp: [w]q) (6.64d
o(z) + d(y). (6.64e

En ce qui concerne le produit, c’est le méme jeu : nous obtenons

¢([$y]pq) = ¢([z]pg]) & ([y]pg) (6.65)

en utilisant le fait que [zy], = [z]p[y]p-
Montrons maintenant que ¢ est surjective. Soient yi1,y2 € Z et x € Z. Demander

¢([$]pq) = ([yl]zm [yZ]q) (6.66)

revient & demander que [z], = [y1], et [x]q = [y2]q, C’est-a-dire que x résolve le systeme
{ x =1y modp (6.67a)
x =1ys mod q. (6.67b)

Le lemme chinois 6.26 nous assure qu’une solution existe.
En ce qui concerne l'injectivité, nous supposons que x et y soient deux entiers tels que

P([2]pg) = D([Y]pq)- (6.68)

Nous en déduisons le systeme
{ x modp=y modp (6.69a)
x mod g=y modq (6.69b)

c’est-a-dire qu’il existe des entiers k et [ tels que x = y + kp et © = y + lg ou encore tels que

kp +1lq = 0. (6.70)

Etant donné que p et ¢ sont premiers entre eux, la seule possibilité est k = [ = 0, c’est-a-dire
T =1y. O
THOooVIGQooUhwBLS

Théoréme 6.28 (Théoreme chinois[1]).
Soit A un anneau commutatif. Soientn = 2, des éléments x1,...,x, dans A et des idéaux I+, ..., I,
tels que I; +1; = A pour tout i # j.

Alors il existe un x € A tel que x — x; € I; pour tout 1 < i < n.
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Démonstration. En plusieurs points.

(i) Définition de J; Pour k € {1,...,n} nous notons Jy le produit Ji, =[], I

(ii) Si k # i alors J, < I; Un élément de Ji est de la forme

I_I(%‘::Gil_lal EQooLVTXooIa%@Hﬁ

l#k l#k
1#1

avec a; € I;. Vu que a; est dans I; qui est un idéal, tout le produit (6.71) est dans I;.

(iii) I; + J; = A En effet, soit k # i. Nous avons J; < I} et donc

L+ J,cl;+ 1, =A. (672)
(iv) Des « et des 8 Soit i € {1,...,n}. Puisque I; +.J; = A, nous pouvons donc prendre «; € I;
et B; € J; tels que

(v) Et enfin Nous posons z = Y\ ; B;z;. Pour chaque k nous avons

T — T = Z Bixi — T, (6.74a)
i=1

= > Biwi + (B — D (6.74b)
i#k

= Z Bix; — apxy. (6.74c¢)
i#k

Les deux termes sont dans [. En effet, d'une part §; € J; < I et I est un idéal, donc
Bix; € Iy, et d’autre part oy, € I, donc agxy € Ij.

Un idéal étant stable par somme, la somme du tout est dans Ij.

Remarque 6.29.

Ce théoreme chinois est bien une généralisation du lemme chinois 6.26. En effet, I’élément = dont
il est question est solution du probléme = x; mod I;. L’hypothese I; + I; = A n’est pas nouvelle
non plus étant donné que si p et ¢ sont des entiers premiers entre eux nous avons pZ + q% = 7.
par le corolaire 1.227.

6.3 Polynémes a coefficients dans un corps
SECooFY0GooQHitgE

Nous supposons que K est un corps commutatif, et nous étudions I'anneau K[X], défini
en 1.296.

PropqGZXvr
Proposition 6.30.
L’anneau K[ X] des polynomes sur un corps commutatif K est factoriel.
Le théoreme suivant est un cas particulier pour K[ X ] du théoréme chinois 3.89.
THOooICTTooQ1lvHND

Théoréme 6.31 (Théoréme chinois).
Si P et QQ sont deux polynémes premiers entre eux, alors nous avons l’isomorphisme

K[X]/(P,Q) ~ K[X]/(P) x K[X]/(Q). (6.75)



296 CHAPITRE 6. CORPS

6.3.1 Irréductibilité

Définition 6.32 ([? |).
Un polyndéme a coefficients dans un anneau commutatif est irréductible si il

DefIrredfIqydS

(1) n’est pas inversible,

(2) n’est pas le produit de deuz non inversibles.

Un polynoéme est irréductible dans IK[X] au sens de la définition 3.68 si et seulement si il est
irréductible au sens de la définition 6.32 parce que seules les constantes (non nulles) sont inversibles
dans K[X].

Exemple 6.33.

Si un polynoéme P € Z[X] n’a que des racines complexes, ¢a ne 'empéche pas d’étre réductible
sur Z. La réductibilité ne signifie pas qu’on peut mettre des racines en évidence. Par exemple le
polynéme P = X% 4+ 3X?2 + 2 est réductible sur Z en

P=(X?+1)(X?+2), (6.76)

mais n’a pas de racines dans Z. Si on veut réduire plus, il faut sortir de Z.
A
DebB6THhBmeRaldHl

Définition 6.34 (Polynome scindé).

Nous disons que P € K[X] est scindé sur K si il est produit dans K[X] de polynomes de degré 1.
Soient P € K[X] un polynome irréductible, et I un corps, extension du corps K. On dit que

P est scindé dans I si P se décompose en un produit de polynomes de degré 1 dans L[ X].

Note : les constantes ne sont donc pas des polynémes scindés.

Proposition 6.35 (Critere d’Eisenstein).
Soit le polynome P = Y _oan, X™ dans Z[X]. Nous supposons avoir un nombre premier p tel que
(1) p divise tous les ag,...,an_1,
(2) p ne divise pas an,
(3) p* ne divise pas ag.
Alors P est irréductible dans Q[X].
Si de plus P est primitif au sens du pged (définition 3.139) alors P est irréductible dans Z[X].

Démonstration. Nous considérons P le polynéme réduit modulo p, c’est-a-dire P € F,[X]. Etant
donné que par hypothese tous les coefficients sont multiples de p sauf a,, nous avons P = ¢X".
Supposons par 1'absurde que P = QR avec ), R € Q[X]. Alors le lemme de Gauss (3.94) impose
P,Q e Z[X].

Nous avons aussi, au niveau des réductions modulo p que QR = P. Or P est un mondme, donc
Q et R doivent également I’étre. Donc Q = dX* et R = eX" % et en particulier Q(0) = R(0) = 0,
c'est-a-dire que Q(0) et R(0) sont divisibles par p. Cela impliquerait que ayp = Q(0)R(0) soit
divisible par p?, ce qui est exclu par les hypothéses. Donc P est irréductible.

Supposons de surcroit que P soit primitif au sens du pged. Il est donc irréductible et primitif

sur Q[X] et le corolaire 3.153 nous dit alors que P est irréductible sur Z[X]. O

Exemple 6.36.

Soit le polynéme P = 3X* + 15X? + 10. Pour appliquer le critére d’Eisenstein il nous faut un
nombre premier p divisant 15 et 10, mais pas 3, et dont le carré ne divise pas 10. On aura vite vu
que p = 5 fait Paffaire. Le polynéme P est donc irréductible sur Q[X]. A

6.3.2 Idéaux
Soit P € K[X] un polyndéme. Nous notons (P) 'idéal engendré par P :
(P) = {PR tel que R € K[X]}. EQDetx BN


http://fr.wikipedia.org/wiki/Crit%C3%A8re_d'Eisenstein
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Lemme 6.37.
Nous avons

(1) (P) < (Q) si et seulement si Q divise P,
(2) (P) = (Q) si et seulement si P et Q) sont multiples (non nuls) l'un de l'autre.

Démonstration. Si (P) < (Q), en particulier P € (Q) et il existe R € K[X] tel que P = QR, ce
qui signifie que @ divise P.
Si les idéaux de P et de @ sont identiques, I'un divise 'autre et 'autre divise I'un. Ils sont donc

multiples I'un de 'autre. O
ThoCCHkoU

Théoreme 6.38.

Soit K un corps commutatif. ITEMooLZWMooDRSRwW
(1) L’anneau K[X] est euclidien et principal.
(2) SiI est un idéal dans K[X] et si P € I est de degré minimal, alors (P) ﬁ"E@IooASHKoqukiCH

(8) De plus si I # {0}, il existe un unique polynome unitaire p tel que I = (p).

Démonstration. Le point (1) a déja été démontré dans le lemme 3.133 via le fait que K[X] est
euclidien. Nous allons cependant donner ici une preuve directe que tous les idéaux de K[X] sont
principaux. Si I = {0}, le résultat est évident. Nous supposons donc I non nul. Soit P de degré
minimum parmi les éléments de I. Evidemment (P) < I. Nous allons démontrer qu’en réalité
(P) =1

Soit P’ € I. Par le théoréme 3.130 de la division euclidienne ', il existe @ et R dans K[X] tels
que P’ = PQ + R avec deg(R) < deg(P). Etant donné que R = P’ — PQ nous avons R € I et par
conséquent R = 0 parce que P a été choisi de degré minimum dans I. Nous avons donc P’ = PQ
et I  (P).

L’existence d’un polynéme unitaire qui génére I est obtenu en choisissant y = P/a, ou a,, est
le coefficient du terme de plus haut degré. L’unicité d’un tel polynome est obtenu par le fait que si
i et p’ génerent le méme idéal, alors ils sont multiples I'un de I'autre, or puisqu’ils sont unitaires,
ils sont égaux. O

Nous voyons que n’importe quel polynéme de degré minimum dans un idéal génere I’idéal.
Une importante conséquence du théoreme 6.38 que nous verrons plus bas est que tout polynéme

annulateur d’un endomorphisme est divisé par le polynéme minimal (proposition 9.98).
CorsLGiEN

Corolaire 6.39.
Si K est un corps et si P est un polynome irréductible, alors ’ensemble I = K[X]/(P) est un
corps. De plus I est un espace vectoriel de dimension deg(P).

Démonstration. En effet IK[X] est un anneau principal par le théoréme 6.38, par conséquent la
proposition 3.84(2) déduit que K[X]/(P) est un corps.

Une base de LL est donnée par les projections de 1, X, X2, ..., X" ! En effet ces éléments
forment une famille libre parce que si Zz;é apX™ = 0 alors un représentant de cette classe doit
étre de la forme SP dans K[X], c’est-a-dire

n—1
> apX* = SP, (6.78)
k=0
ce qui n’est possible que si § = 0 et a; = 0. D’autre part c’est un systeme générateur. En effet si
P = X"+ Q@ avec deg(Q) = n — 1 alors
X+ = XX = (P—Q)X' = OX. (6.79)

Nous avons donc exprimé X" comme une somme de termes de degré n + | — 1. Par récurrence
nous pouvons exprimer tout X" comme combinaison d’éléments de degré plus petit que n. [

10. Ici K est un corps et donc ’hypothése d’inversibilité est automatiquement vérifiée.
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6.40.
Ce corolaire prendra une nouvelle jeunesse lorsque nous parlerons de polynémes d’endomorphismes,

en particulier la proposition 9.108 va donner des précisions.
LEMooGRIMooPxCXAZ

Lemme 6.41 ([? ]).
Soit un isomorphisme de corps 7: K — K'. Alors

(1) L’application étendue
7: K[X] - K'[X]

Z ain' s 2 T(ai)Xi (6.80)

est un isomorphisme d’anneaut ;

(2) pour tout P € K[X], le passage au quotient

¢r: K[X]/(P) - K'[X]/(7(P))
Q—7(Q)

est un isomorphisme d’anneauz (et d’abord est bien définie).

(6.81)

Démonstration. Nous n’allons pas faire explicitement toutes les vérifications, mais tout de méme
les principales. Montrons que 7 respecte le produit entre K[X] et K'[X]. Nous rappelons que ce
produit est défini par la formule (1.429). En notant P; les coefficients de P et Q; ceux de @ et en
remarquant que la définition de 7 est essentiellement que 7(P); = 7(P;), nous avons :

T(PQ) = T(Z ZPle; I ) (6.82a)

k 1=0

k
=2, X" > r(PQi (6.82b)
1=0
k
=2 X5 Y m(P)T(Qr—) (6.82¢)
k =0
k
= 2 X5 2 (PUT (@) (6.82d)
k =0
= 2 (7(P)iX") X (r(Q); X7) (6.82¢)
i j
= 7(P)7T(Q). (6.82f)

Passons a I'isomorphisme d’anneaux donné par ¢..
(i) Bien définie Si Q1 = Q3 alors Q2 = Q1 + RP pour un certain R € K[X]. Dans ce cas,

¢r(Q2) = 7(Q2) = 7(Q1) + 7(RP) (6.83a)
= 7(Q1) + 7(R)T(P) (6.83D)
=7(Q1). (6.83c)

L’application ¢, est donc bien définie.
(ii) Injection Si ¢,(Q1) = ¢,(Q2) alors 7(Q1) = 7(Q2), ce qui signifie que

T(Q1) = 7(Q2) + R 7(P) (6.84)

pour un certain R € K'[X]. Puisque 7: K[X] — K'[X] est un isomorphisme, nous pouvons
y appliquer 7! pour trouver :

Q1 =Q2+ 717 ' (R)P, (6.85)
ce qui signifie que Q1 = Q».
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(iii) Surjection Un élément de K'[X]/(7(P)) est de la forme Q avec @ € K'[X]. C’est I'image
par ¢, de I’élément 771(Q) € K[X]/(P).

(iv) Morphisme Nous vous laissons vérifier que 'application ¢, est un morphisme d’anneaux.
O

6.3.3 Identité de Bézout
ThoBezoutOuGmLB

Théoréme 6.42 (Bézout).
Les polynomes Pi,..., P, dans K[X] sont étrangers entre euxr si et seulement si il existe des
polynomes Q1, . ..,Qn € K[X] tels que

PiQi+ -+ PyQn = 1. (6.86)

Deux polynoémes P et () ne sont donc pas premiers entre eux si il existe des polynoémes x et y
tels que l'identité de Bézout soit vérifiée :

P +yQ = 0; Equé)gA/])I

cette derniére pourra étre écrite en termes de la matrice de Sylvester, voir sous-section 9.1.7.
LemuALZHn

Lemme 6.43.
Soient (P;)i=1,..n € K[X] des polyndmes étrangers deuz d deux. Alors les polynomes

Qi=[]r (6.88)
Jj#i

sont étrangers entre euz 't

LemzwkYdn
Lemme 6.44 ([?7 ]).
Soit K un corps commutatif et A < K un sous anneau de K. Alors A[X], vu comme idéal de
K[X], est un idéal premier.
En d’autres termes, si ¢ € K[X], et si il existe Q € K[X] unitaire tel que ¢Q € A[X], alors
¢ e A[X].

6.3.4 Lemme et théoréme de Gauss
ThoLLglIsig

Théoréme 6.45 (Théoreme de Gauss).
Soient P,Q, R € K[X] tels que P soit premier avec Q et divise QR. Alors P divise R.

Démonstration. Etant donné que P est premier avec Q, le théoréme de Bézout > nous donne

U,V e K[X] tels que PU + QV = 1. De plus il existe un polynéme S tel que PS = QR. En
multipliant ’identité de Bézout par R, nous obtenons

R=PUR+QVR=PUR+VPS=PUR+VS), (6.89)
ce qui signifie que P divise R. 0

Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Gauss dans Z (lemme 3.94).
LemEfdkZw

Lemme 6.46 (Lemme de Gauss[? ]).
Soient les polynomes unitaires P,Q € Q[X]. Si PQ € Z[X], alors P et Q sont tous deuzx dans
71 X].

11. Et non seulement deux a deux.
12. théoreme 6.42.
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Démonstration. Soit a > 0 le plus petit entier tel que aP € Z[X] (c’est le PPCM des dénomina-
teurs) et de la méme fagon b > 0 le plus petit entier tel que bQ € Z[X]. On pose P, = aP et
Q1 = b@.

Si ab = 1, alors a = b = 1 et nous avons tout de suite P,Q € Z[X]. Nous supposons donc
ab > 1 et nous considérons p, un diviseur premier de ab. Ensuite nous considérons la projection

w1 LX) — (Z/pZ)[X]. (6.90)
Par définition abPQ = P1Q1 € 7Z[X]; en prenant la projection,

mp(P1)mp(Q1) = mp(P1Q1) = mp(ab)my(PQ) = 0 (6.91)

parce que 7,(ab) = 0. Etant donné que (Z/pZ)[X] est intégre (théoréme 3.127), nous avons soit
mp(P1) = 0 soit my(Q1) = 0. Supposons pour fixer les idées que m,(P;) = 0. Alors P; = pP, pour
un certain Py € Z[X]. Par ailleurs P est unitaire et P, = aP, donc le coefficient de plus haut degré
de P; est a, et nous concluons que p divise a.

Mettons a = pa’. Dans ce cas, pa’ P = P; = pP,, et donc o’ P = P, € Z[X]. Cela contredit la
minimalité de a. O

6.3.5 Polynoémes sur un corps et pgcd

Nous savons qu’un corps est un anneau integre (lemme 1.238). De plus I’ensemble des polynomes
sur un anneau intégre est lui-méme un anneau intégre (théoreme 3.127). Donc la notion de pged a

utiliser dans le cas de K[X] est celle de la définition 1.212.
LEMooXISOooNAMeVX

Lemme 6.47 (Unicité du pged a inversibles pres).
Soit un corps commutatif K et S < K[X]. Si 61 et 02 sont des pged ™ de S, alors 61 = kéy avec
ke K.

Démonstration. Nous savons que 01 est un pged de S, mais que do divise S. Donc do | d1. De la
méme maniére, §; | d2. Il existe donc A, B € K[X] tels que §; = Ady et do = Bd;. En substituant,

51 = AB6. (6.92)

Mais K[ X] possede la propriété de simplification par la proposition 1.218(3). Donc AB = 1. Cela
signifie entre autres que A et B sont des inversibles de K[X].

Or les seuls inversibles dans K[X] sont les éléments de K ; si vous en doutez, pensez que le
degré de AB est supérieur ou égal a celui de A. O

6.48.
En général, lorsque nous dirons « le » pged d’un ensemble, nous parlerons du pged unitaire, qui

existe et est bien défini par le lemme 6.47.
LEMooIAGMooHUQtUs

Lemme 6.49 ([?]).
Soit un corps commutatif K, deuzx polynomes quelconques A, B € K[X] et un polynéme unitaire
G.

Nous avons G = pged(A, B) si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) 1l existe U,V € K[X] tels que AU + BV = G,
(2) G divise A et B.

Démonstration. Une implication dans chaque sens.

(i) = Si G est le pged de A et B, il est clair que G|A et G|B. Il reste donc a montrer ’existence
des polynomes U et V vérifiant AU + BV = G. Puisque G divise A et B, il existe des
polyndémes Ay, By tels que A = GAy et B = GBjy.

13. Définition 1.212.
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Nous montrons que les polynémes A; et By sont premiers entre eux. S’ils ont un diviseur
commun D, alors GD est un diviseur commun a A et B. Or, GG est le pged de A et B donc
GD|G ; D ne peut étre qu'un polyndéme constant (c’est-a-dire un élément de K). Mais comme
G est unitaire, le coefficient du terme de plus haut degré de GD doit étre 1. Donc D = 1.
L’élément 1 est 'unique diviseur commun de A; et By; donc Ay et By sont bien premiers
entre eux.

D’apres le théoreme de Bézout 6.42, il existe donc U et V tels que A1U + B1V = 1. En
multipliant par G, nous obtenons 1’égalité voulue : AU + BV = G.

(ii) <= Si G vérifie les deux conditions, montrons que G est le pged de A et B. Nous savons déja
(par hypothese) que G divise A et B, il reste & montrer que tous les diviseurs commun & A
et B divisent aussi G. Soit donc D un diviseur commun & A et B : il existe A1 et By tels que
A = DA, et B= DBj. Nous savons que G = AU + BV donc G = D(A,U + B1V), et D|G.
Par définition, GG est bien le pged de A et B.

O

Notons qu’en supprimant la condition d’unitarité de G, le résultat tient presque : il suffit de

remplacer partout « le pged » par « un pged ».
LEMooGNAMooXRpgBn

Lemme 6.50 ([? ]).
Soient deux polynomes A, B premiers entre euxr. Si le polynome P est divisible par A et par B
alors P est divisible par AB.

Démonstration. Comme A | P, il existe Q1 € K[X] tel que P = AQ;. Mais B divise P = AQ;
alors que B est premier avec A ; donc d’apres le théoreme de Gauss 6.45 : B|Q;.
Il existe donc Q2 € K[X] tel que Q1 = BQ2. On a donc P = ABQ2 : P est bien divisible par

AB. O
LemUELTuwK

Lemme 6.51 ([? ]).
Quelques propriétés du PGCD™ dans les polynémes. Soient des polynomes P’I@EP@OEB%%(JYeFGjl

(1) Nous avons l’égalité!®

pged(P, PQ + R) = pged(P, R). 6.93)
ITEMooUVGRooNSGDZn

(2) Si@Q et R sont premiers entre eut,
pged(P, QR) = pged(P, Q) pged (P, R) (6.94)
ITEMooYXAHooXibkgV

(3) Si P et Q sont premiers entre eux,

pged(P, QR) = pged(P, R) (6.95)

Démonstration. Dans la suite si A et B sont des polynémes, nous dirons « les diviseurs de {4, B} »
pour parler des diviseurs communs de A et B.

(1) Nous montrons que {P, PQ) + R} a les mémes diviseurs que {P, R}.

D’une part, si A | {P, PQ + R}, alors il existe des polynomes Bj et B tels que P = ABj et
PQ + R = ABs. Donc

R=ABy — PQ = ABy — AB1Q = A(Bs — B1Q), (6.96)

et nous concluons que A divise R.
D’autre part, si A | {P, R} alors il existe des polynémes B; et Bs tels que P = ABj et
R = AB5. Donc

PQ+ R=AB1Q+ ABy = A(BlQ + Bg), (6.97)

14. Définition 1.212.
15. Notez l’analogie avec le lemme 3.6.
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et A divise PQ + R.
Conclusion : les paires { P, PQ + R} et { P, R} ont méme ensemble de diviseurs, et donc méme
pged.

(2) Nous avons trois polynomes P, @), R et nous savons que @) et R sont premiers entre eux. Nous
notons : G1 = pged(P, Q) et Gy = pged(P, R). Il faut montrer que G1G2 est le pged de P et
QR ; pour cela nous allons utiliser le lemme 6.49.

(i) U,V tels que G1Gy = PU + QRV Puisque G = pged(P, Q), il existe Uy et Vi tels que
G1 = PU; + QV; (lemme 6.49). On a de méme : Gy = PUs + RV;. En prenant le
produit :

G1Gy = (PUL +QV1)(PUs + RVa) = P(PU Uy + RU1 Vo + QViVa) + QR(ViVa). (6.98)

Donc c’est bon pour ce point.

(ii) G et G2 sont premiers entre eux Si D est un diviseur commun a G et Gg, alors D
divise @) et R qui sont premiers entre eux; D ne peut étre qu'un polyndéme constant.
Tous les diviseurs communs de G et G2 sont dans K. Mais le pged est par définition
un diviseur commun unitaire, donc pged(Gy, Gz) = 1. Cela signifie que G et G2 sont
premiers entre eux (définition 1.224).

(iii) G1G2 | QR En effet : G1|Q et G2|R donc G1G3|QR.

(iv) G1Ga | P Le polynéme P est divisible par G et par Gg, et de plus G et G sont premiers
entre eux. Donc le lemme 6.50 conclut que P est divisible par G1G5.

(3) Supposons d’abord que A € K[X] divise P et QR. Le théoréeme de Bézout 6.42 assure
Iexistence de polyndémes U et V tels que PU 4+ QV = 1. Ensuite 'hypothese de division nous
donne des polynémes B et Bs tels que P = AB; et QR = AB>. Nous avons :

1=PU+QV = ABU + QV. (6.99)

Cela prouve que A est premier avec (Q grace encore a Bézout, mais dans 'autre sens. Donc
A est premier avec @ et A | QR. Donc A|R par le théoreme de Gauss 6.45.

Dans l'autre sens, si A|R alors on a évidemment : A|QR.

Les diviseurs de {P,QR} sont exactement les diviseurs de {P, R}. En conséquence, nous
concluons que les paires { P, QR} et {P, R} ont le méme pged.

O]

6.4 Extension de corps

SECooLQVIen®BATER
Lemme 6.52.
Soit I un corps'® fini et K un sous-corps de L. Alors il existe s € N tel que

Card(IL) = Card(K)?®. Eq&.)gtib&l

Démonstration. Le corps L est un K-espace vectoriel de dimension finie. Si s est la dimension alors

nous avons la formule (6.100) parce que chaque élément de I est un s-uple d’éléments de K. [
DEFooFLJJooGJYDOe

Définition 6.53 ([? ).
Soit K un corps commutatif. Une extension de K est un couple (L, j) ot I est un corps et
j: K — IL est un morphisme de corps.

Nous identifions le plus souvent K avec j(K) < L, mais il faut savoir que le corps L étendant K
n’est pas toujours un sur-corps de K. En particulier, I’ensemble I peut ne pas étre une extension
de ’ensemble K.

16. Définition 1.234.
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LemooOLIIooXzdppM
Lemme-Définition 6.54.
Si (L, %) est une extension de K, alors I devient un espace vectoriel sur K si nous posons

Az =iNx (6.101)

pour tout A € K et x € L. La multiplication du membre de droite est celle du corps L.
DefUYiyieu

Définition 6.55.
Le degré de L est la dimension de cet espace vectoriel. Il est noté [L : K] ; notons qu’il peut étre

Exemple 6.56.

L’ensemble C est une extension de R et son degré est [C: R] = 2. A
PROPooEBBJIpGBSaMpY

Proposition 6.57 (Composition des degrés|? |).
Si Lo est une extension de L1 qui est elle-méme une extension de K, alors Ly est une extension

de K et on a : EQ000LL
[Ls: K] = [Lo : Ly][L: : K. RooOLLRooFEY b

Dans ce cas, si {v;}ier est une K-base de Ly et si {wqa}aca est une Li-base de Lo alors {viwa} ier
acA

est une IKK-base de Ls.

Notons que la formule (6.102) n’est pas treés instructive dans le cas des extensions non finies.
La seconde partie, sur les bases, est en réalité nettement plus intéressante.

Démonstration. Soit a € ILy. Puisque les w,, forment une Lo-base nous avons une décomposition

a =) aawa (6.103)
(0%

pour des éléments a, € IL1. Mais les v; forment une K-base de I, donc chacun des a, peut étre
décomposé comme aq = Y, aqiViWwe. Donc :

a= Z iV Wey, (6.104)
ai

qui donne une décomposition de a en éléments de {v;w,} a coefficients dans K. La partie proposée
est donc génératrice.
Pour prouver qu’elle est également libre, nous supposons avoir des éléments a,; € K tels que

> taiviwe = 0. (6.105)
at

En récrivant sous la forme

g (;aawﬂ Wa =0, (6.106)

nous reconnaissons une combinaison linéaire nulle des w, a coefficients dans IL;. Les coefficients
sont donc nuls : Y, aqv; = 0. C’est une combinaison linéaire nulle des v; a coefficients dans K.
Comme les v; forment une base, les coefficients sont nuls : a; = 0. O

6.4.1 Extension et polynéme minimal

DefCVMooFGSAgL
Lemme-Définition 6.58 (Polynéme minimal).
Soit I une extension de IK et a € .. Nous considérons la partie
I, = {P € K[X] tel que P(a) = 0} (6.107)

que nous supposons non réduite a {0} 17

17. La non trivialité de I, est une vraie hypothese. En effet si nous prenons K = @ et 'extension I. = R, alors il
suffit de prendre un réel a non algébrique sur Q pour que I, soit réduit au seul polynéme identiquement nul.
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ITEMooUNLCooIfYZry
(1) La partie I, est un idéal dans K[X], ITEMooDCDRooPDnnbu
(2) la partie I, est un idéal principal dans K[X], ITEMooXFYQooTuMzTu

(8) lidéal I, posséde un unique générateur unitaire.

Cet unique générateur unitaire est le polynéme minimal de a sur K.

Démonstration. En plusieurs parties.
(i) Pour (1) Soit Pe I, : P(a) = 0. Si Q € K[X] alors la proposition 1.300 nous indique que

(PQ)(a) = P(a)Q(a) = 0. (6.108)

Donc PQ € I,. Comme de plus I, est clairement vectoriel, I, est un idéal.
Notez que nous avons utilisé la régle du produit nul justifiée par le fait que K soit un corps '
et donc soumis au point (3) de la proposition 1.218.

(ii) Pour (2) Nous savons par le théoréeme 6.38 que K[X] est un anneau principal. En parti-
culier, tous ses idéaux sont principaux, c’est dans la définition 3.76 d’'un anneau principal.

(iii) Pour (3) Le théoréme 6.38(3) nous informe alors que I, possede un unique générateur
unitaire.

O]

Si nous avons un corps et un élément dans une extension du corps, il n’est pas autorisé de dire
« soit le polynéme minimal de cet élément dans le premier corps » parce qu’il n’existe peut-étre
pas de polyndme annulateur.

6.59.
Dans le cas des opérateurs sur un espace de dimension finie (par exemple les matrices), il existe
toujours un polynéme minimal, comme nous le verrons dans le lemme 9.93.

Exemple 6.60.
Le polynéme minimal dépend du corps sur lequel on le considére. Par exemple le nombre imaginaire

pur i accepte X — i comme polynéme minimal sur C et X2 + 1 sur Q[X]. A
PropRARooKavalT

Proposition 6.61 ([1)).
Soit I une extension de K et a € I dont le polynéme minimal sur K est pg € Kigg;LD[ﬁ%)l@ﬁvaXri

(1) le polynome g est irréductible'® sur K ;

20

(2) Le polynome p, est premier=" avec tout polynome de K[X] non annulateur de a.

Démonstration. Une chose a la fois.

(1) D’abord le polynéme pu, n’est pas inversible parce que seuls les éléments de K (ceux de degré
7éro) peuvent étre inversibles!. Mais ces polynomes sont constants et ne peuvent donc pas
étre des polyndémes annulateurs de quoi que ce soit.

Ensuite, supposons la décomposition u, = PQ avec P,Q € K[X]. En évaluant cette égalité
en @ nous avons
0= P(a)Q(a). (6.109)

122

Puisque nous sommes sur un corps, nous avons la regle du produit nul ** et nous déduisons

que soit P(a) soit Q(a) est nul, ou les deux. Pour fixer les idées, nous supposons P(a) = 0.

18. Si vous connaissez un contre-exemple a cette proposition dans le cas ou K serait remplacé par un anneau, écrivez-
moi.

19. Définition 6.32.

20. Définition 3.134.

21. Et d’ailleurs, le sont, mais ce n’est pas important ici.

22. Parce qu’un corps est un anneau integre par le lemme 1.238 et qu’un anneau integre est justement un anneau
sur lequel nous avons la régle du produit nul, voir la définition 1.218.
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Dans ce cas, P fait partie de I'idéal annulateur de a, lequel idéal est engendré par p,. Donc
il existe S € K[X] tel que P = Sp,. En récrivant p, = PQ avec cela nous avons :

Ha = SﬂaQ (6'110)

ou encore : SQ = 1, ce qui signifie que S et @) sont dans K et inversibles.
Nous concluons que i, ne peut pas étre écrit sous forme de produit de deux non inversibles.
(2) Soit @ un polynéme non annulateur de a. Soit aussi un diviseur commun P de @ et p, dans
K[X]. Nous devons prouver que P est un inversible, c’est-a-dire un élément de K (le fait que
P ne soit pas le polynéme nul est évident). Nous avons u, = PRy et @Q = PRy pour certains
polynémes Ri, Ry € K[X]. Puisque p, est irréductible par (1), il n’est pas produit de deux
non inversibles. En d’autres termes, soit P soit R; est inversible. Si P n’est pas inversible,
alors Ry est inversible ; disons Ry = k € K. Alors

0 = pg(a) = P(a)k, (6.111)
donc P(a) = 0. Mais alors
Q(a) = P(a)Ra(a) =0, (6.112)

ce qui est contraire & I’hypotheése selon laquelle ) n’était pas annulateur de a.
Nous retenons donc que P est inversible, ce qu’il fallait montrer.

Définition 6.62.
Deuz éléments a et 8 dans I sont dit conjugués s’ils ont méme polynome minimal. Par exemple
i et —i sont conjugués dans C vu comme extension de Q).

6.4.2 Extensions algébriques et éléments transcendants

6.4.2.1 Eléments algébriques et transcendants
DEFooBBYGooWoOloR
Définition 6.63.

L’ensemble A[X] devient un IK-espace vectoriel avec la définition
(AP), = APy (6.113)

Voici une définition d’un élément algébrique sur un corps. Une caractérisation plus « pratique »
sera donnée dans le lemme 6.66.

LEMooLVPLooEkKWYDN
Lemme-Définition 6.64 (Elément algébrique et transcendant[? |).
Soit une extension I de K et a € I.. Nous considérons l’application
: K[X] > L
?: KIX] (6.114)
P — P(a).

Alors
(1) L’application ¢ est un morphisme d’anneauz?.
(2) L’application ¢ est un morphisme de K-espace vectoriel.

Si p est injective, nous disons que « est transcendant. Sinon, nous disons qu’il est algébrique.

Démonstration. Le fait que ¢ soit un morphisme d’anneaux est le lemme 1.300 déja prouvé.
Pour le morphisme de K-espace vectoriel, il faut seulement ajouter le calcul

¢(AP) = (AP)(a) = AP(a) = Ap(P). (6.115)

23. Définition 1.37.
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Notons la justification suivante qui n’est pas tout a fait triviale :

(AP)(a) = > .(AP)ra® = > APwa* = AP(a) (6.116)
k k

qui utilise la définition 6.63. O

Exemple 6.65.
L’injectivité de ¢ n’est pas automatique. Prenons par exemple I. = Q[v/2] dans R. Les polynomes
dans Q[X] ont des degrés arbitrairement élevés en X, tandis que les éléments de IL n’ont pas de
degré trés élevés en /2 parce que v/2v/2 = 2. L’ensemble Q[+/2] ne contient donc que des éléments
de la forme a + by/2 avec a,b e Q.

Si par contre xg € R n’est racine d’aucun polynome (cela existe parce que R n’est pas dénom-
brable), alors Q[z¢] contient tous les Z,]CVZO aprk avec N arbitrairement grand. Et tous ces nombres
sont différents. A

Le lemme suivant donne une caractérisation d’élément algébrique moins abstraite que la défi-

nition 6.64.
LEMooTZSSooZmwYji

Lemme 6.66.
Soit IK, un corps et 1L, une extension de K. Un élément o € L est algébrique sur IK si et seulement
si existe un polynome non nul P € K[X] tel que P(a) = 0.

Démonstration. Nous considérons ’application ¢ de la définition 6.64. Si ¢ n’est pas injective,
c’est qu’il existe un polynéme P dans K[X] tel que ¢(P) = 0. Dans ce cas, P(«a) = 0.

A Tinverse si il existe P non nul dans K[X] tel que P(a) = 0, alors p(P) = 0 et ¢ n’est pas
injective. O

DEFooYZ0YooAesmnP

Définition 6.67.
Un corps K est algébriquement clos si tout polynéme non constant a coefficients dans K contient
au moins une racine dans K.

Nous verrons dans le théoreme de d’Alembert 12.87 que C est un corps algébriquement clos.
DEFooREUHooLVwRuw

Définition 6.68 (Extension algébrique, cléture algébrique).
Soient un corps K et une extension a: IK — L.

(1) L’extension L est une extension algébrique de K si tous ses éléments sont algébriques?*

sur K, c’est-a-dire sont racines de polynomes a coefficients dans a(K), fféﬁégdf%g&%ﬁé%

(2) L’extension I est algébriquement close si le corps 1L est algébriquement clos (définition
6.67).

(3) L’extension IL est une cléture algébrique du corps K si elle est une extension algébrique
qui est algébriguement close.

6.69.

Donc une extension est algébrique si elle contient seulement des racines de polyndmes ; elle est close
si elle contient au moins une racine de chaque polyndéme. L’extension est une cléture algébrique si
elle est les deux en méme temps.

Exemple 6.70.
Le corps R n’est pas une extension algébrique de Q). En effet il existe seulement une infinité dénom-
brable de polynémes dans Q[X] et donc une infinité dénombrable de racines de tels polyndmes.

Toute extension algébrique de Q) est donc dénombrable. Voir aussi la proposition 6.122. A
LEMooEYRSooUREeD1

Lemme 6.71.
Un corps est algébriquement clos si et seulement si tous ses polynomes sont scindés>.

24. Définition 6.64.
25. Définition 6.34
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Démonstration. Sitout polyndme est scindé, tout polynéme possede des racines ; c’est 'autre sens
qui est plus consistant.

Soit un corps algébriquement clos K. Nous allons effectuer une récurrence sur le degré des
polyndémes. Si P est un polyndme de degré 1, alors il est scindé.

Nous supposons que tous les polynémes de degré n — 1 sont scindés. Soit un polynéme P de
degré n. Le corps étant algébriquement clos, le polynéme P a une racine que nous notons a,, € K. La
proposition 3.146 nous explique qu’il existe un polynome @ de degré n—1 tel que P = (X —a,,)Q.

Par hypothese de récurrence, le polynéme @ est scindé : il existe {a;}i—1,.. n—1 dans K tels que

Q= H::ll(X —a;). Au final,

n
P=(X-0a,)Q=]](X-a) (6.117)

k=1
et P est scindé. ]
LEMooYVHKooWhewKp

Lemme 6.72.
Soient un corps K et un polynome P € K[X]. Nous supposons que P est scindé :

ﬁ — ag). (6.118)

Si o est une racine de P, alors o est 'un des ay.

Démonstration. Dire que « est une racine de P revient & dire que
n
E XHSC i
- GooRASCooytiy

Un corps est toujours un anneau intégre (lemme 1.238), c’est-a-dire que la régle du produit nul est
utilisable. Dans notre cas, le produit nul (6.119) nous indique que o — a; = 0 pour (au moins) un
des k. Donc effectivement « est I'un des ay. O

Lemme 6.73.
Sotient un corps algébriquement clos K ainsi qu’une extension algébrique a: IK — L. Alors a(K) =

L.

Démonstration. Nous allons montrer que tous les éléments de L sont dans l'image de a. Soit
donc [ € IL. Puisque l'extension a: KK — IL est une extension algébrique, il existe un polynéme
P € a(K)[X] tel que P(l) = 0.

Etant donné que « est injective, il est possible de considérer le polynome Q = o~ !(P), c’est-a-
dire que, si P = ), axX*, nous posons Q = Dk a~(ay) XF.

Le corps K étant algébriquement clos, le polynéme @ est scindé (proposition 6.71) :

n
H —by) (6.120)
avec by, € IK. Nous avons alors aussi la factorisation
n
P=]](X—a) (6.121)
k=1

dans L[ X]. Nous avons vu que [ était une racine de P. Donc [ est un des a(by) (lemme 6.72). Cela
prouve que [ € a(K). O
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6.4.3 Extension algébrique et polynéme minimal

PROPooALFJooDjmIch
Proposition 6.74 ([? ]).
Soit une extension algébrique®® I du corps K.
(1) Pour tout a € IL, il existe un polynome P € K[X] tel que P(a) = 0. ITEMooEFNFooKYqXDk

(2) Le polynome minimal de a dans K[X] est 'unique polynome unitaire irréductible annulant
a.

Démonstration. Le premier point est seulement la définition 6.68 d’une extension algébrique.

L’idéal annulateur I, = {P € K[X] tel que P(a) = 0} n’est pas réduit a {0} parce que I est
une extension algébrique. L’existence du polyndéme minimal est le lemme 6.58 et le fait qu’il soit
irréductible est la proposition 6.61(1).

Ce qui nous intéresse ici est 'unicité. Soit u1 € K[X], un polynéme annulateur de a irréductible
et unitaire. Puisque p; € I, et que par définition, I, = (p), il existe P € K[X] tel que pu; = Pp.
Comme g n’est pas inversible et que p; est irréductible, P doit étre inversible : ;3 = ku pour un
certain k € K.

Puisque u et pg sont unitaires, £ = 1. Donc u; = . O
LEMooHKTMooKEoQuK

Lemme 6.75.
Soient un corps K, une extension I de K et a € I, un élément algébrique®” sur K. Si p est le
polynome minimal de o sur K alors

p: Kla] — K[X]/(n)
Qa) — Q

avec Q € K[X] est un isomorphisme de corps et de IK-espaces vectoriels.

(6.122)

Démonstration. D’abord, « est algébrique, donc l'idéal annulateur I, n’est pas réduit a {0}, et
I’existence d’un polynéme minimal est assurée par le lemme 6.58.
Ensuite, le fait que K[X]/(u) soit un corps est le corolaire 6.39. Nous montrons a présent que
© est un isomorphisme (d’anneaux) ; cela suffit pour en déduire que K[«a] est également un corps.
Ces préliminaires étant dits, nous commencons.
(i) Bien définie Nous devons prouver que ¢ est bien définie, c’est-a-dire que tout élément de
K[a] peut étre écrit sous la forme Q(«) pour un @ € K[X], et que si Q1(a) = Q2(«) alors
Q1 = Q2.
Le fait que tous les éléments de KK[«] peuvent étre écrits sous la forme Q(«) est la proposi-
tion 3.126. Supposons que Q1 («) = Q2(«). Alors nous définissons R € K[ X ]| par Q1 = Q2+R,
et en évaluant cette égalité en o nous avons

Q1(a) = Q2(a) + R(a), (6.123)

autrement dit R(a) = 0. Donc R est dans I'idéal annulateur de « et est donc dans (u),
c’est-a-dire que dans le quotient IKK[X]/(x) nous avons R = 0 et donc Q1 = Qo.

(ii) Surjective Tout élément de K[X]/(x) est de la forme Q pour un @ € K[X]. Or ces éléments
sont ceux de I'ensemble d’arrivée de (.

(iii) Injective Si Q1 = @2, alors Q1 = Q2 + R avec R dans I'idéal engendré par y, c’est-a-dire
entre autres R(«) = 0. Donc Q1 (a) = Q2(«).

Nous devons encore montrer que nous avons la un morphisme de K-espaces vectoriels.
(1) Si k € K alors ¢(kQ(ar)) = kQ. Mais par définition de la structure d’espace vectoriel sur

K[X]/(1), kKQ = kQ (vérifier que cette définition de la multiplication par un scalaire sur
K[X]/(u) est correcte).

(2) Nous avons aussi ga(Ql(a) + Qg(a)) = ga((Ql + Qz)(a)) =01+ Q2 =0Q1 + Q2.

26. Définition 6.68.
27. Définition 6.64.
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6.4.4 Extensions et polynémes

Nous savons déja depuis la définition 1.296 ce qu’est A[X]| pour tout anneau A et donc, a

fortiori, pour un corps.
DEF00QPZIooQYiNVh

Définition 6.76.

Soit un corps commutatif*®. Nous notons K(X) le corps des fractions® de K[X].
DEFo00ZHBZooK1NfGZ

Lemme-Définition 6.77.
Si Re K(X), avec R = P/Q 