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Chapitre 13

Espaces affines

Ce chapitre provient principalement de [29].

Définition 13.1.
Soit E, un espace vectoriel. Un espace affine modelé sur E est un ensemble E sur lequel le
groupe pE,`q agit à droite transitivement et librement.

Étant donné que E est un groupe commutatif, l’action peut être vue indifféremment à gauche
ou à droite. Si M P E et si x P E nous notons M ` x au lieu de x·M le résultat de l’action de x
sur M .

13.2.
Lorsque nous écrivons «M ` x », le symbole plus n’est pas une loi de composition interne de E ,
mais une action.

Soient N,M P E . Par liberté et transitivité de l’action, il existe un unique x P E tel que
M ` x “ N . Ce vecteur x sera noté ÝÝÑMN .

Proposition 13.3.
Si A,B,C P E nous avons les égalités suivantes dans E :

(1) ÝÝÑAB `ÝÝÑBC “ ÝÑAC (relations de Chasles),

(2) ÝÑAA “ 0,

(3) ÝÝÑBA “ ´ÝÝÑAB.

13.4.
Si E est un espace vectoriel, le groupe pE,`q agit sur E par l’action typxq “ y` x. Utilisant cette
action nous construisons l’espace affine canonique de E. En particulier nous notons EnpKq
l’espace affine canonique de Kn vu comme espace vectoriel sur K.

— En tant qu’ensembles, EnpKq “ Kn.
— Sur cet espace en particulier, si M,N P EnpKq, nous avons ÝÝÑMN “ N ´M où à droite, la

différence est la différence vectorielle dans Kn.
Ces deux points se généralisent immédiatement à un espace vectoriel E au lieu de Kn.

13.1 Repères affines

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et E un espace affine construit sur E.

Définition 13.5.
Un multiplet pA, e1, . . . , enq où A est un point de E et teiu est une base de E est un repère
cartésien de E.
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Un tel repère donne une bijection

φ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei.
(13.1)

Ces nombres xi sont les coordonnées du point A`ř
i xiei dans le repère pA, eiq.

Soient pA, eiq et pA1, e1iq deux repères cartésiens pour l’espace affine E . Soit paijq la matrice de
changement de base entre teiu et te1iu dans E. Nous voudrions trouver les xi en termes des x1i.

Pour cela nous considérons un point M dans E et nous l’écrivons dans les deux bases. Cela
fournit l’égalité

A`
ÿ

i

xiei “ A1 `
ÿ

i

x1ie1i. (13.2)

Nous considérons les coordonnées paiq de A1 dans le repère pA, eiq, c’est à dire

A1 “ A`
ÿ

i

aiei. (13.3)

En substituant e1i “
ř
k ajkek et (13.3) dans (13.2) nous trouvons

ÿ

k

xkek “
ÿ

k

akek `
ÿ

jk

ajkx
1
jek, (13.4)

et par conséquent
xk “ ak `

ÿ

j

ajkx
1
j . (13.5)

13.2 Classification affine des conique
Soit une conique fpx, yq “ 0 avec

fpx, yq “ ax2 ` 2bxy ` cy2 ` 2dx` 2ey ` f (13.6)

dans le repère R “ pA, eiq. La signature de la quadratique

qpx, yq “ ax2 ` 2bx` cy2 (13.7)

ne dépend pas de la base choisie et un changement de variables
"
x̃ “ αx` βy (13.8a)
ỹ “ γx` δy (13.8b)

peut nous amener dans trois cas :

qpx, yq “

$
’&
’%

x̃2 ` ỹ2 genre ellipse
x̃2 ´ ỹ2 genre hyperbole
x̃2 genre parabole.

(13.9)

Dans le troisième cas, la matrice de q est de rang 1.
Nous cherchons maintenant à savoir si un point I “ px0, y0q est un centre de symétrie de

fpx, yq “ 0. Pour cela nous choisissons le repère centré en I, c’est à dire que nous posons
"
x “ x0 ` x̃ (13.10a)
y “ y0 ` ỹ. (13.10b)

Un peu de calcul montre qu’alors la conique s’écrit

fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq ` p2ax0 ` 2by0 ` 2dqx̃` p2bx0 ` 2cy0 ` 2eqỹ “ 0. (13.11)
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Le point I sera un centre de symétrique si les termes linéaires en x̃ et ỹ s’annulent, c’est à dire si
"
ax0 ` by0 ` d “ 0 (13.12a)
bx0 ` cy0 ` e “ 0. (13.12b)

Nous supposons que pd, eq ‰ p0, 0q, sinon la conique de départ serait déjà centrée. Le déterminant
du système (13.12) est

δ “ ac´ b2. (13.13)
Si ce dernier est différent de zéro, le système possède une unique solution et la conique aura alors
un unique centre de symétrie.

Si le déterminant du système est nul, il y a soit pas de centre de symétrie, soit une infinité.
Dans le premier cas nous sommes en présence d’une parabole, et dans le second cas de deux droites
parallèles.

Exemple 13.6
Soit

fpx, yq “ x2 ` 2xy ´ y2 ´ 6x` 2y ´ 1 “ 0 (13.14)
donnée dans le repère affine R “ pA, teiuq. Nous commençons par étudier la signature de qpx, yq “
x2 ` 2xy ´ y2 dont la matrice symétrique est

Q “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
. (13.15)

Son polynôme caractéristique est λ2 ´ 2 sont les racines sont ˘?2. La signature est donc p1,´1q
et nous sommes en présence d’une conique de genre hyperbole. Nous cherchons le centre en posant
x “ x̃` x0, y “ ỹ ` y0. Le système à résoudre est

"
x0 ` y0 ´ 3 “ 0 (13.16a)
x0 ´ y0 ` 1 “ 0, (13.16b)

dont l’unique solution est px0, y0q “ p1, 2q. Nous considérons le repère centré en px0, y0q, c’est à
dire le repère

R1 “ pI, teiuq (13.17)
avec I “ A` x0e1 ` y0e2 où A est l’origine du repère dans lequel l’équation (13.14) était donnée.

Par construction dans ce repère nous avons la conique

fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq “ 0, (13.18)

c’est à dire
x̃2 ` 2x̃ỹ ´ ỹ2 “ 0. (13.19)

Maintenant la nous avons une quadrique centrée nous voulons la mettre sous une forme plus
canonique : ˆ

1?
2
px̃` ỹq

˙2
´ ỹ2 ´ 1 “ 0. (13.20)

Nous posons donc
$
&
%
X “ 1?

2
px̃` ỹq (13.21a)

Y “ ỹ, (13.21b)

et nous trouvons l’hyperbole
X2 ´ Y 2 ´ 1 “ 0. (13.22)

Cela revient à faire le changement de base
#
e11 “

?
2e1 (13.23a)

e12 “ ´e1 ` e2. (13.23b)
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Pour rappel, les vecteurs de bases se transforment avec la matrice inverse des coefficients. Étant
donné que ˆ

X
Y

˙
“

ˆ
1{?2 1{?2

0 1

˙ˆ
x̃
ỹ

˙
, (13.24)

nous avons ˆ
e11
e12

˙
“

ˆ
1{?2 1{?2

0 1

˙´1 ˆ
e1
e2

˙
. (13.25)

C’est de là que provient le changement (13.23). 4

13.3 Applications affines

Définition 13.7.
Soient E et E 1 deux espaces affines sur les espaces vectoriels E et E1 (sur le même corps K).
Une application f : E Ñ E 1 est dite affine si pour tout M P E, il existe une application linéaire
uM : E Ñ E1 telle que

fpM ` xq “ fpMq ` upxq (13.26)

pour tout x P E.
Lemme 13.8.
Si f est affine, l’application linéaire uM ne dépend pas de M et peut donc être notée uf sans
préciser le point.

Démonstration. Posons

fpM ` xq “ fpMq ` uM pxq (13.27a)
fpN ` yq “ fpNq ` uN pyq. (13.27b)

Définissons a P E par N “M ` a ; nous avons d’une part que

fpN ` yq “ fpM ` y ` aq “ fpMq ` uM py ` aq, (13.28)

et d’autre part
fpN ` yq “ fpM ` aq ` uN pyq “ fpMq ` uM paq ` uN pyq. (13.29)

Par conséquent uM py ` aq “ uM paq ` uN pyq. Par linéarité uN “ uM .

Ce lemme est important car il permet de démonter qu’une application est affine en prouvant
la linéarité des uM séparément sans devoir prouver qu’elles sont égales.

Lemme 13.9 ([1]).
Soient M P E et A,B P E deux points donnés par A “ M ` xa, B “ M ` xb. Soit encore une
application affine f sur E. Alors ÝÝÑ

AB “ uf pxb ´ xaq. (13.30)

Démonstration. En appliquant f à A “M ` xa et B “M ` xb,

fpAq “ fpMq ` uf pxaq (13.31a)
fpBq “ fpMq ` uf pxbq. (13.31b)

Donc fpBq “ fpAq ´ uf pxaq ` uf pxbq ou encore

fpBq “ fpAq ` uf pxb ´ xaq. (13.32)
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Remarque 13.10.
La condition (13.26) pour tout M P E est équivalente à demander

f ˝ tx “ tupxq ˝ f (13.33)

pour tout x P E.

Proposition 13.11.
Soit f une application affine.

(1) Il existe une unique application linéaire uf telle que fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq pour tout
M P E et tout x P E.

(2) L’application uf est injective si et seulement si f est injective.
(3) L’application uf est surjective si et seulement si f est surjective.

Si de plus les espaces E et E 1 ont même dimension finie, alors f est injective si et seulement si f
est surjective.

13.12.
En posant M “ 0 dans la condition (13.26), si f est une application affine il existe une application
linéaire α et un vecteur v tel que f “ τv ˝ α.
Proposition 13.13.
Si f : E Ñ E 1 et g : E Ñ E2 sont des applications affines, alors g ˝ f : E Ñ E2 est affine et
ug˝f “ ug ˝ uf .
Démonstration. Si M P E et x P E nous avons

pg ˝ fqpM ` xq “ g
`
fpMq ` uf pxq

˘

“ f
`
fpMq˘` ug

`
uf pxq

˘

“ pg ˝ fqpMq ` pug ˝ uf qpxq.
(13.34)

Théorème 13.14.
Soient E et E 1 deux espaces affines de dimensions finies p et q sur K. Soient les repères cartésiens
R “ pO, teiuq et R1 “ pO1, te1iuq. Une application f : E Ñ E 1 est affine si et seulement s’il existe
une matrice a PMp,qpKq et b P Kq tels que

fpxq “ b` ax. (13.35)

Remarque 13.15.
L’équation (13.35) est écrite en utilisant un abus de notation entre le vecteur x P Kp et le point
de E qui est représenté par x dans le repère pA, teiuq.

13.4 Isomorphismes
Définition 13.16.
Un isomorphisme entre les espaces affines E E 1 est une application affine f : E Ñ E 1 inversible
dont l’inverse est affine.

Proposition 13.17.
Une application affine bijective est un isomorphisme. Si f est un isomorphisme d’espaces affines,
alors uf´1 “ puf q´1.

Proposition 13.18.
Un espace affine de dimension finie n sur un corps K est isomorphe à l’espace affine canonique
EnpKq.
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Démonstration. Si nous considérons le repère R “ pA, teiuq de l’espace affine E alors l’application

ϕ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei
(13.36)

est un isomorphisme.

13.5 Sous espaces affines
Définition 13.19.
Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel E. Un sous-espace affine de E est une orbite de
l’action d’un sous-espace vectoriel de E.

Si F est un sous-ensemble de E , il sera un sous-espace affine de E si et seulement si l’ensemble

F “ tAB tel que A,B P Fu (13.37)

est un sous-espace vectoriel de E. Dans ce cas nous disons que F est la direction de F . Si A P F ,
alors l’orbite de A sous F est F . La dimension de F est la dimension de sa direction.

Si F et G sont des sous-espaces affines de E de directions F et G, nous disons que F est
parallèle à G si F Ă G.

Proposition 13.20.
Soit F un sous-espace affine de dimension k dans l’espace affine E de dimension n. Alors il existe
une application affine f : E Ñ Kn´k telle que F “ f´1p0q.
Démonstration. Soient F la direction de F et A P F . Nous considérons une base teiu adaptée à F
au sens te1, . . . , eku est une base de F . Nous considérons maintenant le repère cartésien pA, teiuq
avec A P F et nous construisons l’application affine

f : E Ñ Kn´k

A`
nÿ

i“1
xiei ÞÑ

¨
˚̋
xk`1
...
xn

˛
‹‚.

(13.38)

Par construction nous avons fpMq “ 0 si et seulement si M P F .

Proposition 13.21 ([29]).
Soit σ une partie de l’espace affine E.

(1) L’intersection de tous les sous-espaces affines contenant σ est un sous-espace affine, noté
F .

(2) Si A P σ, alors la direction de F est le sous-espace vectoriel

F “ SpantÝÝÑAM tel que M P σu. (13.39)

Le sous-espace affine donné par la proposition 13.21 est le sous-espace affine engendré par la
partie σ, et il est noté eaepσq.
Proposition 13.22.
Soit E un espace affine de dimension n sur K, soit f : E Ñ Kr une fonction affine. Pour tout
a “ pa1, . . . , arq P Kr, l’ensemble f´1paq est un sous-espace affine de dimension dim kerpuf q.
Démonstration. Nous considérons le repère pA, teiuq de E . Étant donné que f est affine nous avons

f
`
A`

ÿ

i

xiei
˘ “ fpAq ` uf

`ÿ

i

xiei
˘
. (13.40)
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Nous avons donc f
`
A`ř

i xiei
˘ “ a lorsque

uf p
ÿ

i

xieiq “ a´ fpAq. (13.41)

Nous avons donc
f´1paq “ A` puf q´1`a´ fpAq˘, (13.42)

dont la dimension est le rang de puf q´1 “ uf´1 (proposition 13.17). Le rang de puf q´1 est le
dimension du noyau de uf .

Définition 13.23 (Partie convexe).
Une partie A d’un espace vectoriel est convexe si pour tout a, b P A et pour tout t P r0, 1s, le point
ta` p1´ tqb est dans A.

Autrement dit, une partie est convexe lorsqu’elle contient tous les segments joignant ses points.

Exemple 13.24
Soit un espace vectoriel normé 1 pV, }.}q. Pour tout a P V et r ą 0, la boule Bpa, rq est convexe.
La boule fermée Bpa, rq également.
La boule centrée en zéro Soient x, y P Bp0, rq et λ P s0, 1r. Alors

}λx` p1´ λqy} ď |λ|}x} ` |1´ λ|}y} ă p|λ| ` |1´ λ|qr ď r (13.43)
où nous avons utilisé le fait que |λ| “ λ et |1´ λ| “ 1´ λ.
Cela prouve que λx` p1´ λqy P Bp0, rq. Notez l’inégalité stricte due au fait que }x} ă r et
}y} ă r. Dans le cas de la boule fermée, nous avons une inégalité large.

La boule centrée autre part Soient x, y P Bpa, rq. Alors x´ a et y´ a sont dans Bp0, rq, de
telle sorte que

λpx´ aq ` p1´ λqpy ´ aq P Bp0, rq (13.44)
par la première partie. En développant et simplifiant,

λx` p1´ λqy ´ a P Bp0, rq, (13.45)
ce qui signifie que λx` p1´ λqy P Bpa, rq.

4

Proposition 13.25.
Soit A un ensemble convexe 2 dans un espace vectoriel et v1, . . . , vn des éléments de A. Alors toute
combinaison

a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn (13.46)
telle que a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 1 et ai P r0, 1s appartient à A.
Démonstration. Nous prouvons la proposition pour n “ 3. Nous devons trouver des nombres
t1, t2 P r0, 1s tels que

t2
`
t1v1 ` p1´ t1qv2

˘` p1´ t2qv3 “ av1 ` bv2 ` cv3. (13.47)
La réponse est immédiatement donnée par

t2a “ 1´ c (13.48a)
t1 “ a{t2. (13.48b)

Étant donné que c P r0, 1s nous avons t2 P r0, 1s. En ce qui concerne t1 nous avons

t1 “ a

t2
ď 1´ c

1´ c “ 1. (13.49)

1. Définition 8.88.
2. Définition 13.23.
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13.6 Barycentre
Soit E un espace affine sur le K-espace vectoriel E. Un couple pA, λq avec A P E et λ P K est

un point pondéré.

Lemme-définition 13.26 ([163]).
Soit une famille de points pondérés tpAi, λiqui“1...r. Si

ř
i λi ‰ 0, alors il existe un unique G P E

tel que
rÿ

i“1
λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (13.50)

Le point G donné par le lemme 13.26 est le barycentre des points pondérés pAi, λiq.
Notons que l’on peut toujours supposer que

ř
i λi “ 1 parce que le barycentre ne change pas

lorsque tous les λi sont multipliés par un même nombre.

Définition 13.27 (Combinaison convexe).
Des nombres λ1,. . . , λn vérifiant

ř
i λi “ 1 forment une combinaison convexe.

Le théorème suivant donné quelques caractérisations équivalentes du barycentre.

Théorème 13.28 ([163]).
Soient tpAi, λiqui“1,...,r une famille de points pondérés. Les conditions suivantes sur le point G P E
sont équivalentes.

(1) Le point G est barycentre de la famille.
(2) Pour tout α P R˚, řipαλiqÝÝÑGAi “ 0.
(3) Il existe A P E tel que

`ř
i λi

˘ÝÑ
AG “ ř

i λi
ÝÝÑ
AAi.

(4) Pour tout B P E, nous avons
`ř

i λi
˘ÝÝÑ
BG “ ř

i λi
ÝÝÑ
BAi.

Définition 13.29.
Si A,B P E, le segment rABs est l’ensemble des barycentres de A et B pondérés par des poids
positifs (ouvert ou fermé suivant que l’on accepte que l’un ou l’autre des poids soit nul).

Lorsque tous les λi sont égaux, nous parlons d’isobarycentre. Autrement dit, l’isobarycentre
des points Ai est le barycentre des points pondérés pAi, 1q.

13.6.1 Sous-espaces affines

Proposition 13.30.
Une partie F des E est un sous-espace affine si et seulement si elle est stable par barycentrisation.

Démonstration. Soit F une sous-espace affine de direction F et A1, . . . , An des points de F . Nous
devons voir que le barycentre des points Ai pondérés de n’importe quelles masses appartient à F .
Pour ce faire nous faisons appel à la caractérisation (4) du théorème 13.28 : pour tout B P F ,

ÝÝÑ
BG “

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
BAi. (13.51)

Vu que B et Ai sont dans F , nous avons ÝÝÝÝÝÑBAi P F et donc ÝÝÑBG P F . Mais comme B P F , le point
G est à son tour dans F .

Réciproquement, nous supposons que F est stable par barycentrisme. Nous voudrions montrer
que l’ensemble

F “ tÝÝÑAB tel que A,B P Fu (13.52)
est un sous-espace vectoriel. Soit A P F . Nous commençons par prouver que les vecteurs de la
forme ÝÝÑAX (X P F) forment un espace vectoriel. Considérons ÝÝÑAX `ÝÑAY qui est un élément de E ;
il existe donc V P E tel que ÝÝÑ

AV “ ÝÝÑAX `ÝÑAY . (13.53)
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Par les relations de Chasles, ÝÝÑ
AV “ ÝÝÑAV `ÝÝÑV X `ÝÝÑAV `ÝÝÑV Y , (13.54)

donc
0 “ ÝÝÑV X ´ÝÝÑV A`ÝÝÑV Y , (13.55)

ce qui prouve que V est un barycentre de X,A, Y , et donc que V P F . De la même manière si
W P E est défini par ÝÝÑAW “ µ

ÝÝÑ
AX, alors

ÝÝÑ
AW “ µ

ÝÝÑ
AX “ µpÝÝÑAW `ÝÝÑWXq, (13.56)

ce qui signifie que
p1´ µqÝÝÑAW ` µÝÝÑXW “ 0 (13.57)

et que W est un barycentre.
Afin de montrer que (13.52) est bien un espace vectoriel, nous devons considérer A,B,X, Y P F

et prouver que ÝÝÑAX `ÝÝÑBY P F . Nous avons
ÝÝÑ
AX `ÝÝÑBY “ ÝÝÑAX `ÝÝÑBA`ÝÑAY (13.58a)

“ ÝÝÑAV `ÝÝÑBA V est celui donné plus haut (13.58b)
“ ÝÝÑAV ´ÝÝÑAB (13.58c)
“ ÝÝÑAV `ÝÝÑAW W est donné par µ “ ´1. (13.58d)

“ ÝÝÑAV 1. (13.58e)

Proposition 13.31 ([163]).
Soient A0, . . . , Ar des points de E. L’ensemble des barycentres de ces points (avec des masses de
somme 1) est le sous-espace affine engendré par les Ai que nous nommons F .

Démonstration. Soit G le barycentre associé aux poids λi. Nous avons

G “ A0 `ÝÝÑA0G “ A0 `
rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (13.59)

Notons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai sont dans la direction du sous-espace affine engendré par les Ai par
(13.39). Donc G est bien dans F .

Inversement si X est dans F , on a

X “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (13.60)

parce que
ř
i λi
ÝÝÝÑ
A0Ai est un élément général de la direction de F . Du coup

ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai, (13.61)

et en utilisant la relation de Chasles sur chacun des ÝÝÝÑA0Ai,
ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
`ÝÝÑ
A0X `ÝÝÑXAi

˘
. (13.62)

De là nous concluons que `
1´

ÿ

i

λi
˘ÝÝÑ
A0X `

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
AiX “ 0, (13.63)

ce qui signifie précisément que X est un barycentre des Ai.
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Proposition 13.32.
Soient r ` 1 point A0, . . . , Ar dans E. Le sous-espace affine engendré par les Ai est au plus de
dimension r.

Démonstration. La direction de l’espace engendré AfftAiu est l’espace
SpantÝÝÝÑA0Aii“1,...,ru (13.64)

qui est engendré par r vecteurs et donc est au plus de dimension r.

En deux mots, la proposition suivante signifie que le barycentre des barycentres est le bary-
centre.

Proposition 13.33 (Associativité des barycentres[164]).
Soit I “ t0, 1, . . . , nu et une partition I “ J0 Y . . . Y Jr. Soient des points a0, . . . , an P E et
λ0, . . . , λm des nombres tels que

ř
i λi ‰ 0. Nous supposons que µk “ ř

iPJk λi ‰ 0 pour tout k, et
enfin nous nommons bk le barycentre de la famille tpai, λiq, i P Jku.

Alors le barycentre de la famille tpbk, µkquk“1,...,n est le barycentre de la famille tpai, λiquiPI .
Démonstration. Nous nommons b le barycentre des bk pondérés par les µk, donc par définition

0 “
rÿ

k“0
µk
ÝÑ
bbk (13.65a)

“
ÿ

k

ÿ

iPJk
λi
ÝÑ
bbk (13.65b)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λipÝÑbai `ÝÝÑaibkq (13.65c)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λi
ÝÑ
bai `

rÿ

k“0

ÿ

iPJk
λi
ÝÝÑ
aibk

loooomoooon
“0

(13.65d)

“
ÿ

iPI
λi
ÝÑ
bai. (13.65e)

Donc b est bien barycentre des ai avec les poids λi.

13.6.2 Enveloppe convexe

Définition 13.34.
Soit A une partie d’un espace vectoriel E. L’enveloppe convexe de A, notée ConvpAq est l’inter-
section de tous les convexes contenant A.

L’enveloppe convexe est un convexe. En effet soit C un convexe contenant A et x, y P ConvpAq ;
alors x et y sont dans C et par conséquent le segment rx, ys est inclus dans C. Ce segment étant
inclus dans tout convexe contenant A, il est inclus dans ConvpAq.
Proposition 13.35 ([165]).
Soit C un convexe dans l’espace affine E et une famille de points pondérés tpai, λiqui“1,...,r dont
tous les poids sont positifs (et non tous nuls). Alors le barycentre est aussi dans C.

En d’autre termes, un convexe est stable par barycentrage à poids positifs 3.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence. D’abord pour r “ 2. Le barycentre des points
pondérés pa1, λ1q, pa2, λ2q est le point b tel que

λ1
ÝÑ
ba1 ` λ2

ÝÑ
ba2 “ 0. (13.66)

3. Sauf si on prend tous les poids nuls ; mais contre ce genre d’idées, on ne peut rien faire.
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Par définition, ce qui est noté ÝÑab n’est rien d’autre que b´ a ; en déballant (13.66), nous trouvons

λ1pa1 ´ bq ` λ2pa2 ´ bq “ 0 (13.67)

et donc
b “ λ1

λ1 ` λ2
a1 ` λ2

λ1 ` λ2
a2, (13.68)

qui est bien un point du segment ra1, a2s parce que c’est une combinaison à coefficients positifs de
somme 1.

Nous passons maintenant à la vraie récurrence avec un ensemble de points pondérés

Ar “ tpa1, λ1q, . . . , par, λrqu (13.69)

de masse totale non nulle ; et en vous laissant deviner ce que va désigner Ar´1. Si une des masses
est nulle (disons λr), alors le barycentre de Ar est le même que celui de Ar´1 et l’hypothèse de
récurrence nous enseigne que ledit barycentre est dans C. Nous supposons donc que λi ‰ 0 pour
tout i. Dans ce cas le théorème d’associativité des barycentres 13.33 dit que le barycentre de Ar
est le barycentre entre le barycentre de Ar´1 et par, λrq, qui sont deux points de C par hypothèse
de récurrence.

Si E est un espace vectoriel et si xi P E et λi P R, alors le barycentre des couples pxi, λiq est
le point g tel que

ř
i λi
ÝÑgxi, c’est à dire

ř
i λipxi ´ gq “ 0 ou encore
ÿ

i

λixi “
ÿ

i

λig. (13.70)

Donc quitte à diviser tous les λi par la somme, nous pouvons supposer que la somme des poids
est 1. C’est pourquoi lorsque nous parlerons de barycentre dans un espace vectoriel sans contexte
affin, nous allons toujours supposer

ř
i λi “ 0 et avoir le barycentre

g “
ÿ

i

λixi. (13.71)

Proposition 13.36.
Soit E, un espace vectoriel et A Ă E. L’enveloppe convexe ConvpAq est l’ensemble des barycentres
de familles finies de points affublés de masses positives.

Démonstration. Nous notons B l’ensemble des dits barycentres. Par la proposition 13.35, ces ba-
rycentres sont dans l’enveloppe convexe et donc B Ă ConvpAq. A contrario, si nous prouvons que
B était convexe, alors nous aurions ConvpAq Ă B parce que l’enveloppe convexe est l’intersection
des convexes contenant A.

Soient a, b P B, c’est à dire que l’on a a0, . . . , an et b0, . . . , bm dans A ainsi que les nombres
strictement positifs λ0, . . . , λn et µ0, . . . , µm tels que

a “
ÿ

i

λiai

nÿ

i“1
λi “ 1 (13.72a)

b “
ÿ

j

µjbj

nÿ

j“1
µj “ 1 (13.72b)

Un point du segment ra, bs est de la forme p “ ta` p1´ tqb avec t P r0, 1s. En développant,

p “
nÿ

i“0
ptλiqai `

mÿ

j“0
p1´ tqµjbj . (13.73)

Cela est le barycentre de la famille tpai, λiq, pbj , µjqu, parce que la somme des coefficients est bien
1 : ÿ

i

ptλiq `
ÿ

j

p1´ tqµj “ t` p1´ tq “ 1. (13.74)



566 CHAPITRE 13. ESPACES AFFINES

Théorème 13.37 (Carathéodory[4]).
Dans un espace affine de dimension n, l’enveloppe convexe 4 de A est l’ensemble des barycentres à
coefficients positifs ou nuls de familles de n` 1 points.

Démonstration. Soit x P ConvpAq ; on sait par la proposition 13.36 que x est barycentre de points
de A avec des coefficients positifs :

x “
pÿ

k“1
λkxk (13.75)

avec
ř
k λk “ 1. Nous supposons que p ą n ` 1 (sinon le théorème est réglé), et nous allons faire

une récurrence à l’envers en montrant qu’on peut aussi écrire x sous forme d’un barycentre de
strictement moins de p points.

Étant donné que p´1 ą n, la famille tx` i´x1ui“2,...,p est liée et il existe donc α1, . . . , αp P R
tels que

řp
i“2 αipxi ´ x1q “ 0, c’est à dire telle que

pÿ

i“2
αixi “

pÿ

i“2
αix1. (13.76)

Nous posons α1 “ ´řp
i“2 α1. Remarquons qu’alors

řp
i“1 αixi “ 0 parce que

pÿ

i“1
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αix1 “

pÿ

i“1
αix1 “ 0. (13.77)

Par conséquent ça ne coûte rien de récrire (13.75) sous la forme

x “
pÿ

i“1
pλi ` tαiqxi. (13.78)

Les αi ne sont pas tous nuls, mais leur somme est nulle, donc il y en a au moins un négatif. Nous
notons

τ “ mint´λi
αi

tel que αi ă 0u, (13.79)

et J l’ensemble de i pour lesquels ce minimum est atteint. Nous considérons aussi le nombres
µi “ λi ` ταi. Plusieurs remarques.

(1) Si j P J , alors µj “ 0
(2) Si αi ą 0 alors µi ě 0, mais si αi ă 0 alors

λi ` ταi ě λi ` p´λi
αi
qαi “ 0m (13.80)

donc µi ě 0 quand même.
(3)

řp
i“1 µi “ 1, toujours parce que

řp
i“1 αi “ 0.

Avec tout ça, nous avons
ÿ

iRJ
µixi “

pÿ

i“1
µixi “ x. (13.81)

Et voilà, nous avons écrit x comme un barycentre à coefficients positifs de moins de p éléments
parce que J n’est pas vide.

Corollaire 13.38.
Dans un espace affine de dimension finie, l’enveloppe convexe d’un compact est compacte.

4. Définition 13.34.
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Démonstration. Soit A une partie compacte de l’espace vectoriel E, et ConvpAq son enveloppe
convexe. Nous allons montrer que toute suite dans ConvpAq admet une sous-suite convergente en
écrivant un point de ConvpAq comme le théorème de Carathéodory 13.37 nous le suggère. Pour
cela nous considérons le simplexe

Λ “
#
λ P Rn`1 tel que

n`1ÿ

k“1
λk “ 1 et λk ě 0@k

+
. (13.82)

Montrons en passant que Λ est compact. Si λk P Λ est une suite, alors chacun des λk est un
pn` 1q-uple de nombres dans r0, 1s :

k ÞÑ pλkqi (13.83)

est une suite qui possède une sous-suite convergente. En passant n` 1 fois à une sous-suite, nous
tombons sur une suite convergente vers λ P Λ, grâce à la convergence composante par composante.
De plus pour chaque k nous avons

řn`1
i“1 pλkqi “ 1, et en passant à la limite, la somme étant une

application continue,
ř
i λi “ 1.

Considérons l’application
f : ΛˆAn`1 Ñ ConvpAq

pλ, xq ÞÑ
n`1ÿ

k“1
λkxk.

(13.84)

C’est une application continue parce qu’elle est bilinéaire en dimension finie ; son image est contenue
dans ConvpAq par la proposition 13.35, et elle est surjective par le théorème de Carathéodory 13.37.
Bref, ConvpAq “ fpΛ ˆ An`1q est donc l’image d’un compact par une application continue ; elle
est donc compacte par le théorème 8.74.

Notons que sans le théorème de Carathéodory, peut être que le nombre de points utiles pour
décomposer les différents ak n’était pas borné ; dans ce cas nous aurions du prendre une infinité
de sous-suites et rien n’aurait été sûr.

13.6.3 Applications affines et barycentre

Proposition 13.39 ([166]).
Une application f : E Ñ E 1 entre deux espaces affines est affine si et seulement si pour tout système
tpAi, λiqui“1,...,k de barycentre G et de poids total non nul, le point fpGq est barycentre du système
t`fpAiq, λi

˘u.
Démonstration. En deux parties.
Si f est affine Par définition d’un barycentre,

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (13.85)

Nous considérons un point arbitraire O P E et nous écrivons Ai “ O ` xi, G “ O ` xg.
Ensuite nous utilisons le lemme 13.9 pour le calcul suivant :

ÿ

i

λi
ÝÝÝÝÝÝÝÑ
gpGqfpAiq “

ÿ

i

λiuf pxi ´ xgq (13.86a)

“ uf
`ÿ

i

λipxi ´ xgq
˘

(13.86b)

“ uf
`ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi

˘
(13.86c)

“ uf p0q “ 0. (13.86d)

Donc fpGq est bien le barycentre du nouveau système.
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Si f conserve les barycentres Nous définissons u par fpO ` xq “ fpOq ` upxq. A priori, ce
u dépend de O et n’est pas linéaire.
u est linéaire Soient M,N P E et les éléments xm, xn P E tels que ÝÝÑOM “ xm et ÝÝÑON “ xn.

Nous définissons enfin P par
ÝÝÑ
OP “ α

ÝÝÑ
OM ` βÝÝÑON, (13.87)

et P “ O ` xp. En décomposant ÝÝÑMO et ÝÝÑNO par les relations de Chasles de la proposi-
tion 13.3(1) nous avons

pα` β ´ 1qÝÝÑPO ´ αÝÝÑPM ´ βÝÝÑPN (13.88)

et donc P est barycentre du système
 pα` β ´ 1, Oq, pα,Mq, pβ,Nqu. (13.89)

Le point fpP q sera barycentre du système
!`
α` β ´A, fpOq˘, `α, fpMq˘, `β, fpNq˘u. (13.90)

Cela signifie que

pα` β ´ 1qÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq ´ αÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq ´ βÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “ 0. (13.91)

En y substituantÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq “ up´xpq,ÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq “ upxm´xpq etÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “ upxmm´
xpq ainsi que xp “ αxm ` βxb nous trouvons

upαxm ` βxnq “ αupxmq ` βupxnq. (13.92)

Donc u est linéaire.
u ne dépend pas du point O Il n’est pas besoin de démonter cela parce que la défini-

tion 13.7 ne le demande pas. Note : c’est le lemme 13.8 qui dit que c’est par ailleurs
vrai.

13.7 Repères, coordonnées cartésiennes et barycentriques
Définition 13.40.
On dit que les points A0, . . . , Ar P E sont affinement indépendants si le sous-espace affine
engendré est de dimension r.

Proposition 13.41 ([163]).
Pour r ` 1 points A0, . . . , Ar dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les Ai sont affinement indépendants.
(2) Pour tout i “ 0, . . . , r, le point Ai n’est pas dans AfftA0, . . . , Âi, . . . , Aru.
(3) Les points A0, . . . , Ar´1 sont affinement indépendants et Ar R AfftA0, . . . , Ar`1u.
(4) Il existe i tel que les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k P i) sont linéairement indépendants.
(5) Pour tout i P t1, . . . , ru, les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k ‰ i) sont linéairement indépendants.

Notons à propos de la condition (3) que l’existence d’un i tel que Ai R AfftA0, . . . , Âi, . . . , Aru
n’implique pas l’indépendance des r ` 1 points. En effet dans R2 nous considérons les 4 points
A0 “ p0, 0q, A1 “ p1, 0q, A2 “ p2, 0q et A3 “ p0, 1q. Évidemment le point A3 n’est pas dans l’espace
engendré par les trois autres ; il n’empêche que ces points ne sont pas affinement indépendants
parce que la direction est de dimension 2 au lieu de 3.
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Définition 13.42.
Soit E un espace affine de dimension n et F un sous-espace affine de dimension k. Un repère
affine de F est la donnée de k ` 1 points affinement indépendants de F .

Si tA0, . . . , Anu est un repère affine, le point A0 est l’origine. C’est un choix complètement
arbitraire ; et c’est bien cet arbitraire qui nous amènera à considérer les coordonnées barycentriques
au lieu des coordonnées cartésiennes.

Soit M P E ; par définition nous avons

M “ A0 `ÝÝÝÑA0M. (13.93)

Mais nous savons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai forment une base de E, nous avons donc des nombres λi
tels que

ÝÝÝÑ
A0M “

nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (13.94)

Les nombres λi ainsi construits sont les coordonnées cartésiennes du point M dans le repère
tA0, . . . , Anu d’origine A0.

À partir de ces coordonnées, le point M P E se retrouve par la formule

M “ A0 `
nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (13.95)

Les coordonnées barycentriques sont données par la proposition suivante.

Proposition 13.43 ([163]).
Soient A0, . . . , Ar des points affinement indépendants dans E et F “ AfftA0, . . . , Aru. Tout point
M P F s’écrit de façon unique comme barycentre des Ai affectés de poids λi tels que

řr
i“0 λi “ 1.

Les nombres λi ainsi définis sont les coordonnées barycentriques de M dans le repère
pA0, . . . , Arq de F .

Démonstration. Nous avons vu plus haut (définition 13.42) que l’affine indépendance des points
Ai assurait que pA0, . . . , Arq était un repère de F .

En ce qui concerne l’existence de l’écriture de M comme barycentre, nous savons que les sous-
espace affine sont exactement les ensembles de barycentres (proposition 13.31), c’est à dire que si
on a des points dans un sous-espace affine, alors les barycentres de ces points est encore dans le
sous-espace affine.

L’unicité est comme suit. Si M est barycentre des Ai avec poids λi, nous écrivons la caractéri-
sation (4) du théorème 13.28 avec B “ A0 :

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (13.96)

où la somme à droite s’étend a priori de 0 à r, mais comme ÝÝÝÑA0A0 “ 0, nous l’avons limitée à 1. Si
M s’écrit comme barycentre de deux façons différentes, nous aurions

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai “

rÿ

i“1
µi
ÝÝÝÑ
A0Ai (13.97)

avec
ř
i λi “

ř
i µi “ 1. Étant donné que les points A0, . . . , Ar forment un repère, les vecteursÝÝÝÑ

A0Ai sont linéairement indépendants (point (5) de la proposition 13.41) et donc λi “ µi pour
i “ 1, . . . , r. La condition de somme des points égale à 1 impose alors immédiatement λ0 “ µ0.

13.44.
Soit R2 et les points non alignés A, B, C. Les coordonnées barycentriques pα, β, γq dans ce système
correspondent à l’unique X P R2 tel que

α
ÝÝÑ
XA` βÝÝÑXB ` γÝÝÑXC “ 0. (13.98)
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Exemple 13.45
Soient les points A “ p3, 1q, B “ p´1, 2q et C “ p0,´1q dans R2. Nous allons montrer qu’il forment
un repère affine de R2. L’espace engendré par ces trois points est l’espace des

A` αÝÝÑAB ` βÝÑAC, (13.99)

et la direction correspondante est l’espace vectoriel donné par αÝÝÑAB ` β
ÝÑ
AC qui est de dimension

deux. Donc l’espace affine engendré par A, B et C est de dimension 2. 4

Exemple 13.46
Dans le repère pA,B,Cq, quel est le point de coordonnées barycentriques p1

6 ,
1
3 ,

1
2q ? D’abord nous

vérifions que
1
6 `

1
3 `

1
2 “ 1. (13.100)

Ensuite nous cherchons X P R2 tel que
1
6
ÝÝÑ
AX ` 1

3
ÝÝÑ
BX ` 1

2
ÝÝÑ
CX “ 0, (13.101)

c’est à dire
1
6

ˆ
x´ 3
y ´ 1

˙
` 1

3

ˆ
x` 1
y ´ 2

˙
` 1

2

ˆ
x

y ` 1

˙
“ 0. (13.102)

Nous trouvons immédiatement x “ 1{6 et y “ 1{3. Le point cherché est donc le point
ˆ

1{6
1{3

˙
. 4

Lemme 13.47.
Une application affine f : E Ñ E qui préserve les points d’une base affine de E est l’identité.

Démonstration. Une base affine de E consiste en n ` 1 points tA0, . . . , Anu qui engendrent un
espace de dimension n. Tous point de E peut être écrit sous la forme

ř
i λiAi avec

ř
i λi “ 1

(proposition 13.43). Mézenplus, l’application affine f peut être écrite comme f “ τc ˝ α (ça c’est
vu en 13.12), et v “ ř

i λiv, donc

f
`
λiAiq “

ÿ

i

αpAiq ` v “
ÿ

i

λi
`
αpAiq ` v

˘ “
ÿ

i

λifpAiq “
ÿ

i

λiAi. (13.103)

Donc tout point de E est fixé par f est f est l’identité.

13.7.1 Équation de droite

Soit E un espace affine de dimension trois muni d’un repère barycentrique. Une droite est donnée
par trois nombres : D “ Dpa, b, cq est l’ensemble des points dont les coordonnées barycentriques
(normalisées) px, y, zq vérifient ax` by ` cz “ 0. C’est un espace de dimension un parce qu’il y a
aussi la condition x` y ` z “ 1.

La droite Dp1, 1, 1, q n’existe pas parce que ce serait x ` y ` z “ 0, qui est incompatible avec
x` y ` z “ 1.

Les droites Dpa, b, cq et Dpa1, b1, c1q s’intersectent selon les solutions du système
$
’&
’%

x` y ` z “ 1 (13.104a)
ax` by ` cz “ 0 (13.104b)
a1x` b1y ` c1z “ 0 (13.104c)

Donc deux droites affines ont un unique point d’intersection si et seulement si

d “
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a1 b1 c1

∣∣∣∣∣∣∣ ‰ 0. (13.105)

Elles seront parallèles ou confondues si et seulement si d “ 0.
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13.7.2 Associativité, coordonnées barycentriques dans un triangle

Lemme 13.48 ([167]).
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi que des nombres α, β, γ tels que α ` β ‰ 0 et
α` β ` γ ‰ 0.

Soit H le barycentre du système tpA,αq, pB, βqu et G le barycentre de tpA,αq, pB, βq, pC, γqu.
Alors G est barycentre de tpH,α` βq, pC, γqu.

Démonstration. Vues les définition de H et G nous avons

α
ÝÝÑ
HA` βÝÝÑHB “ 0 (13.106a)

α
ÝÑ
GA` βÝÝÑGB ` γÝÝÑGC “ 0. (13.106b)

En utilisant les relations de Chasles nous introduisons H dans la seconde relation :

αpÝÝÑGH `ÝÝÑHAq ` βpÝÝÑGH `ÝÝÑHBq ` γÝÝÑGC “ 0 (13.107a)
pα` βqÝÝÑGH ` αÝÝÑHA` βÝÝÑHBlooooooomooooooon

“0

`γÝÝÑGC “ 0 (13.107b)

pα` βqÝÝÑGH ` γÝÝÑGC “ 0. (13.107c)

Les coordonnées barycentriques dans un triangle (et plus généralement en fait) permettent de
faire des projections.

Proposition 13.49.
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi qu’un point N de coordonnées barycentriques pα, β, γq
dans le système pA,B,Cq. Si P est l’intersection pANq X pBCq alors les coordonnées de P sont
p0, β, γq.
Démonstration. Un dessin de la situation :

‚A ‚
B

‚C

‚
N

‚
P

Dire que les coordonnées de N sont pα, β, γq signifie que

α
ÝÝÑ
NA` βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC “ 0. (13.108)

Nous voudrions montrer que le point P est bien le point de coordonnées p0, β, γq. Soit donc le point
P tel que

β
ÝÝÑ
PB ` γÝÝÑPC “ 0 (13.109)

et montrons que ce point est l’intersection pBCq X pNAq.
D’abord la relation (13.109) nous dit immédiatement que P est sur la droite pBCq. Ensuite,

en utilisant les relations de Chasles pour introduire N :

βpÝÝÑPN `ÝÝÑNBq ` γpÝÝÑPN `ÝÝÑNCq “ 0. (13.110)
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Nous remplaçons βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC par ´αÝÝÑNA pour obtenir :

pβ ` γqÝÝÑPN ´ αÝÝÑNA “ 0. (13.111)

Cela montre que les vecteurs ÝÝÑPN et ÝÝÑNA sont colinéaires, et donc que P , N et A sont alignés.

13.8 Structure du groupe des applications affines

Soit v P Rn ; nous notons τv : Rn Ñ Rn la translation donnée par τvpxq “ x` v. Le groupe de
toutes les translations de Rn est noté T pnq et est isomorphe au groupe abélien pRn,`q.

Nous avons déjà discuté de la structure d’un espace vectoriel (en particulier Rn) comme espace
affine en 13.4.

Lemme 13.50.
Une application f : E Ñ E est affine si et seulement si il existe v P E et une application linéaire
α sur E telle que f “ τv ˝ α.
Démonstration. Nous supposons d’abord que f est affine. Alors il existe une application linéaire
uf sur E telle que

fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq “ pτfpMq ` uf qpxq (13.112)

pour tout x etM . De plus l’application uf ne dépend ni deM ni de x (c’est la proposition 13.11(1)).
En posant M “ 0 nous avons :

fpxq “ pτfp0q ˝ uf qpxq. (13.113)

Dans l’autre sens nous supposons avoir v P E et α linéaire sur E telles que

fpMq “ pτv ˝ αqpMq. (13.114)

Notons qu’il y a un abus de notation entre α qui est linéaire sur l’espace vectoriel E et l’application
α qui est une application sur l’espace affine E. Cet abus est légitime parce que les deux espaces
sont identiques en tant qu’ensembles. Ce qui est vraiment abuser par contre, c’est de se poser ce
genre de questions.

Nous avons :

fpM ` xq “ τv
`
αpM ` xq˘ “ αpM ` xq ` v “ αpMq ` v ` αpxq

“ pτv ˝ αqpMq ` αpxq “ fpMq ` αpxq. (13.115)

Donc la fonction f vérifie la définition 13.7.

Corollaire 13.51.
Une application affine qui conserve l’origine est linéaire.

Démonstration. Conserver l’origine demande de poser v “ 0 dans l’expression du lemme 13.50.

Proposition 13.52.
Soit une application affine f : Rn Ñ Rn. L’ensemble des points fixes

Fixpfq “ tx P Rn tel que fpxq “ xu (13.116)

est soit vide soit un sous-espaces affine de Rn.

Démonstration. Soit f “ τv ˝ α ; nous avons x P Fixpfq si et seulement si

x “ τv
`
αpxq˘ “ αpxq ` v, (13.117)
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autrement dit, en considérant l’application linéaire β “ Id´α, si et seulement si βpxq “ v. Nous
écrivons Fixpfq “ β´1pvq. Supposons que ce soit non vide et considérons x0 P β´1pvq. Nous avons

β´1pvq “ tx P Rn tel que βpxq “ βpx0qu (13.118a)
“ tx tel que βpx´ x0q “ 0u (13.118b)
“ tx tel que x´ x0 P kerpβqu (13.118c)
“ kerpβq ` x0 (13.118d)
“ τx0

`
kerpβq˘. (13.118e)

Mais comme kerpβq est un sous-espace vectoriel, β´1pvq est le translaté d’un sous-espace vectoriel,
c’est à dire un sous-espace affine.

Définition 13.53.
Le groupe AffpRnq est le groupe des applications affines bijectives de Rn.

Remarque 13.54.
Le fait que ce soit un groupe est rapidement vu par le calcul suivant :

pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βqpxq “ pαβqpxq ` αpwq ` v “ ταpwq`v ˝ pαβq. (13.119)

Proposition 13.55.
L’ensemble AffpRnq est isomorphe au produit semi-direct 5

AffpRnq » T pnq ˆAd GLpn,Rq (13.120)

où Ad est l’action adjointe, c’est à dire

Ad : GLpn,Rq Ñ Aut
`
T pnq˘

α ÞÑ `
τv ÞÑ α ˝ τv ˝ α´1˘.

(13.121)

Démonstration. L’application que nous allons montrer être un isomorphisme est ψ qui à f “ τv ˝α
fait correspondre le couple pτv, αq P T pnq ˆGLpn,Rq.
Égalité d’ensembles Il faut que AffpRnq soit en bijection avec T pnq ˆ GLpn,Rq. En effet si

f P AffpRnq, la décomposition f “ τv ˝ α est unique. D’abord en appliquant à 0, fp0q “
τv
`
αpvq˘ “ v. Donc v est fixé par la valeur de fp0q. Ensuite α “ f ˝ τ´1

v , donc α fixé.
L’action adjointe fonctionne Il faut vérifier que α ˝ τv ˝ α´1 est bien dans T pnq. Pour cela,

en agissant sur x P Rn nous trouvons

ατvα
´1pxq “ α

`
α´1pxq ` v˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (13.122)

Le fait que Adpαq soit un automorphisme est toujours correct.
Morphisme Il faut vérifier que l’application ψ est un morphisme de groupe. D’abord la loi de

groupe sur AffpRnq est donnée par

pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βq “ τv`αpwq ˝ pα ˝ βq. (13.123)

Ensuite le loi de groupe de le produit semi-direct est donnée par

pτv, αq· pτw, βq “
`
τvAdpαqτw, αβ

˘ “ `
τvταpwq, αβ

˘ “ `
ταpwq`v, αβ

˘
. (13.124)

Nous avons donc bien

ψ
`pτv, βq· pτw, βq

˘ “ ψpτv, βq ˝ ψpτw, βq. (13.125)

5. Définition 3.103.
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13.9 Isométries
Définition 13.56 (Isométrie d’espace affine).
Si E est un espace affine muni d’une distance d, une isométrie de E est une application f : E Ñ E
préservant d.

Notons que toutes les applications affines ne sont pas des isométries : par exemple les homo-
théties.

Si E est modelé sur un espace euclidien pE, }.}q alors la formule

dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} (13.126)

définit une distance sur E .
Étant donné ce qui est dit en 13.2, la formule a un sens parce qu’à A et B donnés dans E , il

est associé un unique vecteur ÝÝÑAB P E.
Nous parlons des isométries affines du tétraèdre régulier dans la proposition 20.17.



Chapitre 14

Analyse réelle

14.1 Intervalles
Définition 14.1 (Intervalle).
Une partie I de R est un intervalle si pour tout a, b P I nous avons t P I dès que a ď t ď b.

Un intervalle est ouvert s’il est de la forme sa, br avec éventuellement a “ ´8 ou b “ `8.
Un intervalle est fermé s’il est de la forme ra, bs ou s´8, bs ou ra,`8r avec a, b P R.
Remarque 14.2.
L’ensemble R ne contient pas ´8 et ´8. L’intervalle r´8, 5s par exemple, n’est pas une partie
de R.

Exemple 14.3

(1) Les ensembles s3, 7r et s´8, πr sont des intervalles ouverts.
(2) Les ensembles r10, 15s et r´1,`8r sont des intervalles fermés.
(3) L’ensemble s´4,´2r Y s2, 9r n’est pas un intervalle (il y a un « trou » entre ´2 et 2).
(4) L’ensemble R lui-même est un intervalle ; par convention, il est à la fois ouvert et fermé.

Un intervalle peut n’être ni ouvert ni fermé ; par exemple s4, 8s. Cet intervalle est « ouvert en 4 et
fermé en 8 » . 4

Définition 14.4 (Fonction, domaine, image, graphe).
Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f définie sur X et à valeurs dans Y est une cor-
respondence qui associe à chaque élément x dans X au plus un élément y dans Y . On écrit
y “ fpxq.

— La partie de X qui contient tous les x sur lesquels f peut opérer est dite domaine de f .
Le domaine de f est indiqué par Domaine f .

— L’élément de y P Y associé par f à un élément x P Domaine f (c’est à dire fpxq “ y) est
appellé image de x par f . L’image de la fonction f est la partie de Y qui contient les
images de tous les éléments de Domaine f . L’image de f est indiquée par =f .

— Le graphe de f est l’ensemble de toutes les couples px, fpxqq pour x P Domaine f . Le graphe
de f est une partie de l’ensemble noté X ˆ Y et il est indiqué par Graph f . Dans ce cours
X “ R et Y “ R, donc le graphe de f est contenu dans le plan cartésien.

Définition 14.5 (Fonction croissante, décroissante et monotone).
Soit f : RÑ R une fonction définie sur un intervalle I Ă R.

(1) Le fonction f est croissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ď fpyq. Elle
est strictement croissante si fpxq ă fpyq dès que x ă y.

(2) Le fonction f est décroissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ě fpyq.
Elle est strictement décroissante si fpxq ą fpyq dès que x ă y.

575
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(3) La fonction f est dite monotone sur I si elle est soit croissante soit décroissante sur I.

Exemple 14.6
La fonction x ÞÑ x2 est décroissante sur l’intervalle s´8, 0s et croissante sur l’intervalle r0,8r. Elle
n’est par contre ni croissante ni décroissante sur l’intervalle r´4, 3s. 4

14.2 Application réciproque

14.2.1 Définitions

Les définitions d’injection, surjection, bijection et d’application réciproque sont les défini-
tions 8.63 et 8.64.

Exemple 14.7

(1) La fonction x ÞÑ x2 n’est pas une bijection de R vers R parce qu’il n’existe aucun x tel que
x2 “ ´1.

(2) La fonction
f : r0,`8r Ñ r0,`8r

x ÞÑ x2 (14.1)

est une bijection. Notez que c’est la même fonction que celle de l’exemple précédent. Seul
l’intervalle sur laquelle nous nous plaçons a changé.

(3) La fonction
f : RÑ r0,8r

x ÞÑ x2 (14.2)

n’est pas une bijections parce qu’il existe plusieurs x pour lesquels fpxq “ 4.
(4) Nous verrons un peu plus tard (14.64) que l’application

f : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ x2 (14.3)

est une bijection.
En conclusion : il est très important de préciser les domaines des fonctions considérées. 4

Remarque 14.8.
Dire que la fonction f : I Ñ J est bijective, c’est dire que l’équation fpxq “ y d’inconnue x peut
être résolue de façon univoque pour tout y P J .
Remarque 14.9.
Toute fonction strictement monotone sur un intervalle I est injective.

Exemple 14.10
Trouvons la fonction réciproque de la fonction affine f : R Ñ R, x ÞÑ 3x ´ 2. Si y P R le nombre
f´1pyq est la valeur de x pour laquelle fpxq “ y. Il s’agit donc de résoudre

3x´ 2 “ y (14.4)

par rapport à x. La solution est x “ y`2
3 et donc nous écrivons

f´1pyq “ y ` 2
3 . (14.5)
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Notons que dans les calculs, il est plus simple d’écrire « y » que « x » la variable de la fonction
réciproque. Il est néanmoins (très) recommandé de nommer « x » la variable dans la réponse finale.
Dans notre cas nous concluons donc

f´1pxq “ x` 2
3 . (14.6)

4

14.2.2 Graphe de la fonction réciproque

Par définition le graphe de la fonction f est l’ensemble des points de la forme px, yq vérifiant
y “ fpxq. Afin de déterminer le graphe de la bijection réciproque nous pouvons faire le raisonnement
suivant.

Le point px0, y0q est sur le graphe de f
ô

La relation fpx0q “ y0 est vérifiée
ô

La relation x0 “ f´1py0q est vérifiée
ô

Le point py0, x0q est sur le graphe de f´1.

À retenir 14.11
Dans un repère orthonormal, le graphe de la bijection réciproque est obtenu à partir du graphe
de f en effectuant une symétrie par rapport à la droite d’équation y “ x.

Le dessin suivant montre le cas de la courbe de la fonction carré comparé à celle de la racine
carrée.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

14.3 Limite de fonctions

14.3.1 Définition

La définition générale de la limite est 8.54. Dans le cas de fonctions RÑ R, elle peut s’écrire de
façon plus efficace. La proposition suivante montre comment fonctionne la limite pour une fonction
définie sur tout R.

Proposition 14.12 (Caractérisation de la limite).
Soit une fonction f : R Ñ R définie sur R et a P R. La fonction f admet la limite ` pour x Ñ a
si et seulement si il existe un réel ` tel que pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă |x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ `| ă ε. (14.7)
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Démonstration. Il s’agit de montrer l’équivalence avec la définition 8.54. Nous allons faire un usage
intensif de la remarque 8.77(3).
Sens direct Soient ε ą 0 et V “ Bp`, εq. Alors il existe un voisinage W de a dans R tel que

f
`
W ztau˘ Ă V. (14.8)

Soit δ tel que Bpa, δq ĂW . Nous avons encore

f
`
Bpa, δqztau˘ Ă V. (14.9)

Soit maintenant x P R tel que 0 ă |x´ a| ă δ. Cela signifie x P Bpa, δqztau. Pour un tel x
nous avons donc fpxq P Bp`, εq, c’est à dire |fpxq ´ `| ă ε.

Dans l’autre sens Soient un voisinage V de ` et ε ą 0 tel que Bp`, εq Ă V . Nous considérons
δ tel que 0 ă |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ `| ă ε.
Avec tout cela nous posons W “ Bpx, δq, et nous avons

f
`
W ztau˘ Ă Bp`, αq Ă V. (14.10)

Si aucun nombre ` ne vérifie la condition de la définition, alors on dit que la fonction n’admet
pas de limite en a. Lorsque f possède la limite ` en a, nous notons

lim
xÑa fpxq “ `. (14.11)

La proposition suivante a déjà été démontrée dans la proposition 8.56. Nous en donnons ici
une démonstration adaptée au cas RÑ R.

Proposition 14.13.
Soit une fonction f : D Ñ R. Si a est un point d’accumulation de D et s’il existe une limite de f
en a, alors il en existe une seule.

Démonstration. Nous prouvons qu’il ne peut pas exister deux nombres ` ‰ `1 vérifiant tout les
deux la condition (14.7).

Soient ` et `1 deux limites de f au point a. Par définition, pour tout ε nous avons des nombres
δ et δ1 tels que

|x´ a| ă δ ñ ˇ̌
fpxq ´ `ˇ̌ ă ε

|x´ a| ă δ1 ñ ˇ̌
fpxq ´ `1 ˇ̌ ă ε

(14.12)

Pour fixer les idées, supposons que δ ă δ1 (le cas δ ě δ1 se traite de la même manière).
Étant donné que a est un point d’accumulation du domaine D de f , il existe un x P D tel que

|x´ a| ă δ. Évidemment, nous avons aussi |x´ a| ă δ1. Les conditions (14.12) signifient alors que
ce x vérifie en même temps

|fpxq ´ `| ă ε, (14.13)

et
|fpxq ´ `1| ă ε. (14.14)

Afin de prouver que ` “ `1, nous allons maintenant calculer |` ´ `1| et montrer que cette distance
est plus petite que tout nombre. Nous avons (voir remarque 14.14)

|`´ `1| “ |`´ fpxq ` fpxq ´ `1| ď |`´ fpxq| ` |fpxq ´ `1| ă ε` ε. (14.15)

En résumé, pour tout ε ą 0 nous avons

|`´ `1| ă 2ε, (14.16)

et donc |`´ `1| “ 0, ce qui signifie que ` “ `1.
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Remarque 14.14.
Les inégalités (14.15) utilisent deux techniques très classiques en analyse qu’il convient d’avoir bien
compris. La première est de faire

|A´B| “ |A´ C ` C ´B|. (14.17)

Il s’agit d’ajouter ´C ` C dans la norme. Évidemment, cela ne change rien.
La seconde technique est l’inégalité

|A`B| ď |A| ` |B|. (14.18)

Exemple 14.15
Considérons la fonction fpxq “ 2x, et calculons la limite limxÑ3 fpxq. Vu que fp3q “ 6, nous nous
attendons à avoir ` “ 6. C’est ce que nous allons prouver maintenant. Pour chaque ε ą 0 nous
devons trouver un δ ą 0 tel que |x ´ 3| ă δ implique |fpxq ´ 6| ă ε. En remplaçant fpxq par sa
valeur en fonction de x et avec quelques manipulations nous trouvons :

|fpxq ´ 6| ă ε

|2x´ 6| ă ε

2|x´ 3| ă ε

|x´ 3| ă ε

2

(14.19)

Donc dès que |x´ 3| ă ε
2 , nous avons |fpxq ´ 6| ă ε. Nous posons donc δ “ ε

2 .
Plus généralement, nous avons limxÑa fpxq “ 2a, et cela se prouve en étudiant |fpxq ´ 2a|

exactement de la même manière. 4

14.3.2 Propriétés de base

Proposition 14.16.
La limite est une opération linéaire, c’est à dire que si f et g sont des fonctions qui admettent des
limites en a et si λ est un nombre réel,

(1) limxÑapλfqpxq “ λ limxÑa fpxq,
(2) limxÑapf ` gqpxq “ limxÑa fpxq ` limxÑa gpxq.
En combinant les deux propriétés de la proposition 14.16, nous pouvons écrire

lim
xÑapλf ` µgqpxq “ λ lim

xÑa fpxq ` µ lim
xÑa gpxq. (14.20)

pour toutes fonctions f et g admettant une limite en a et pour tout réels λ et µ.
En plus d’être linéaire, la limite possède les deux propriétés suivantes.

Proposition 14.17.
Si f et g sont deux fonctions qui admettent une limite en a, alors

lim
xÑapfgqpxq “ lim

xÑa fpxq· lim
xÑa gpxq. (14.21)

Si de plus limxÑa gpxq ‰ 0, alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “

limxÑa fpxq
limxÑa gpxq . (14.22)
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14.3.3 Limite en des nombres

Nous posons la définition suivante.

Définition 14.18.
Lorsque a P R, on dit que la fonction f tend vers l’infini quand x tend vers a si

@M P R, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ fpxq ěM quand x P dom f.

Cela signifie que l’on demande que dès que x est assez proche de a (c’est à dire dès que
|x ´ a| ď δ), alors fpxq est plus grand que M , et que l’on peut trouver un δ qui fait ça pour
n’importe quel M . Une autre façon de le dire est que pour toute hauteur M , on peut trouver un
intervalle de largeur δ autour de a 1 tel que sur cet intervalle, la fonction f est toujours plus grande
que M .

Montrons sur un dessin pourquoi je disais que la fonction xÑ 1{x n’est pas de ce type.
Le problème est qu’il n’existe par exemple aucun intervalle autour de 0 sur lequel f serait

toujours plus grande que 10. En effet n’importe quel intervalle autour de 0 contient au moins un
nombre négatif. Or quand x est négatif, f n’est certainement pas plus grande que 10. Nous y
reviendrons.

Pour l’instant, montrons que la fonction fpxq “ 1{x2 est une fonction qui vérifie la défini-
tion 14.18. Avant de prendre n’importe quel M , prenons par exemple 100. Nous avons besoin
d’un intervalle autour de zéro sur lequel f est toujours plus grande que 100. C’est vite vu que
fp0.1q “ fp´0.1q “ 100, donc l’intervalle r´ 1

10 ,
1
10 s est le bon. Partout dans cet intervalle, f est

plus grande que 100. Partout ? Ben non : en x “ 0, la fonction n’est même pas définie, donc c’est un
peu dur de dire qu’elle est plus grande que 100. C’est pour cela que nous avons ajouté la condition
« quand x P dom f » dans la définition de la limite.

Prenons maintenant un M P R arbitraire, et trouvons un intervalle autour de 0 sur lequel f
est toujours plus grande que M . La réponse est évidemment l’intervalle de largeur 1{?M , c’est à
dire „

´ 1?
M
,

1?
M


.

14.3.4 Limites quand tout va bien

D’abord définissons ce qu’on entend par la limite d’une fonction en un point quand il n’y a
aucun infini en jeu.

Définition 14.19.
On dit que la fonction f tend vers b quand x tend vers a si

@ε ą 0, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ b| ď ε quand x P dom f.

Dans ce cas, nous notons
lim
xÑa fpxq “ b. (14.23)

Commençons par un exemple très simple : prouvons que limxÑ0 x “ 0. C’est donc a “ b “ 0
dans la définition. Prenons ε ą 0, et trouvons un intervalle autour de zéro tel que partout dans
l’intervalle, x ď ε. Bon ben c’est clair que δ “ ε fonctionne.

Plus compliqué maintenant, mais toujours sans surprises.

Proposition 14.20.

lim
xÑ0

x2 “ 0.

1. C’est à dire un intervalle de la forme ra´ δ, a` δs.
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Démonstration. Soit ε ą 0. On veut un intervalle de largeur δ autour de zéro tel que x2 soit plus
petit que ε sur cet intervalle. Cette fois-ci, le δ qui fonctionne est δ “ ?ε. En effet un élément de
l’intervalle r´δ, δs est un r de valeur absolue plus petite ou égale à δ :

|r| ď δ “ ?ε.

En prenant le carré de cette inégalité on a :

r2 ď ε,

ce qu’il fallait prouver.

Calculer et prouver des valeurs de limites, mêmes très simples, devient vite de l’arrachage de
cheveux à essayer de trouver le bon δ en fonction de ε si on n’a pas quelques théorèmes généraux.
Nous allons donc maintenant en prouver quelques-uns.

Théorème 14.21.
Si

lim
xÑa fpxq “ b, (14.24)

alors
lim
xÑapλfqpxq “ λb (14.25)

pour n’importe quel λ P R.
Démonstration. Soit ε ą 0. Afin de prouver la propriété (14.25), il faut trouver un δ tel que pour
tout x dans ra ´ δ, a ` δs, on ait |pλfqpxq ´ λb| ď ε. Cette dernière inégalité est équivalente à
|λ||fpxq ´ b| ď ε. Nous devons donc trouver un δ tel que

|fpxq ´ b| ď ε

|λ| . (14.26)

soit vraie pour tout x dans ra´ δ, a` δs. Mais l’hypothèse (14.24) dit précisément qu’il existe un
δ tel que pour tout x dans ra´ δ, a` δs on ait cette inégalité.

Théorème 14.22.
Si

lim
xÑa fpxq “ b1 (14.27a)

lim
xÑa gpxq “ b2, (14.27b)

alors
lim
xÑapf ` gqpxq “ b1 ` b2. (14.28)

footaction

Démonstration. Soit ε ą 0. Par hypothèse, il existe δ1 tel que

|fpxq ´ b1| ď ε

2 (14.29)

dès que |x´ a| ď δ1. Il existe aussi δ2 tel que

|gpxq ´ b2| ď ε

2 . (14.30)

dès que |x ´ a| ď δ2. Tu notes l’astuce de prendre ε{2 dans la définition de limite pour f et g.
Maintenant, ce qu’on voudrait c’est un δ tel que l’on ait |pf`gqpxq´pb1`b2q| ď ε dès que |x´a| ď δ.
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Moi je dit que δ “ mintδ1, δ2u fonctionne. En effet, en utilisant l’inégalité |a` b| ď |a| ` |b|, nous
trouvons :

|pf ` gqpxq ´ pb1 ` b2q| “ |pfpxq ´ b1q ` pgpxq ´ b2q| ď |fpxq ´ b1| ` |gpxq ´ b2|. (14.31)

Comme on suppose que |x´a| ď δ, on a évidemment |x´a| ď δ1, et donc l’équation (14.29) tient.
Mais si |x´ a| ď δ, on a aussi |x´ a| ď δ2, et donc l’équation (14.29) tient également. Chacun des
deux termes de (14.31) est donc plus petits que ε{2, et donc le tout est plus petit que ε, ce qu’il
fallait montrer.

Une formule qui résume ces deux théorèmes est que

lim
xÑarαfpxq ` βgpxqs “ α lim

xÑa fpxq ` β lim
xÑa gpxq. (14.32)

Lemme 14.23.
Si limxÑa fpxq “ b avec a, b P R, alors il existe un δ ą 0 et un M ą 0 tels que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq| ďM.

Ce que signifie ce lemme, c’est que quand la fonction f admet une limite finie en un point,
alors il est possible de majorer la fonction sur un intervalle autour du point.

Démonstration. Cela va être démontré par l’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de δ ni de M
qui vérifient la condition. Dans ce cas, pour tout δ et pour toutM , il existe un x tel que |x´a| ď δ
et |fpxq| ąM . Cela est valable pour tout M , donc prenons par exemple b` 1000. Donc

@δ ą 0, Dx tel que |x´ a| ď δ et |fpxq| ą b` 1000. (14.33)

Cela signifie qu’aucun δ ne peut convenir dans la définition de limxÑa fpxq “ b, ce qui contredit
les hypothèses.

Dans le même ordre d’idée, on peut prouver que si la limite de la fonction en un point est
positive, alors elle est positive autour ce ce point. Plus précisément, nous avons la

Proposition 14.24.
Si f est une fonction telle que limxÑa fpxq ą 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel f est
positive.

Démonstration. Supposons que limxÑa fpxq “ y0. Par la définition de la limite fait que si pour
tout x dans un voisinage autour de a, on ait |fpxq ´ a| ă ε. Cela est valable pour tout ε, pourvu
que le voisinage soit assez petit. Si je choisis un voisinage pour lequel |fpxq ´ a| ă y0

2 , alors sur ce
voisinage, f est positive.

Théorème 14.25.
Si

lim
xÑa fpxq “ b1 et lim

xÑa gpxq “ b2, (14.34)

alors
lim
xÑapfgqpxq “ b1b2. (14.35)

Démonstration. Soit ε ą 0, et tentons de trouver un δ tel que |fpxqgpxq ´ b1b2| ď ε dès que
|x´ a| ď δ. Nous avons

|fpxqgpxq ´ b1b2| “ |fpxqgpxq ´ b1b2 ` fpxqb2 ´ fpxqb2|
“ ˇ̌

fpxq`gpxq ´ b2
˘` b2

`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

ď ˇ̌
fpxq`gpxq ´ b2

˘ˇ̌` ˇ̌
b2
`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

“ |fpxq||gpxq ´ b2| ` |b2||fpxq ´ b1|.
(14.36)



14.3. LIMITE DE FONCTIONS 583

À la première ligne se trouve la subtilité de la démonstration : on ajoute et on enlève 2 fpxqb2.
Maintenant nous savons par le lemme 14.23 que pour un certain δ1, la quantité |fpxq| peut être
majoré par un certainM dès que |x´a| ď δ1. Prenons donc un tel δ1 et supposons que |x´a| ď δ1.
Nous savons aussi que pour n’importe quel choix de ε2 et ε3, il existe des nombres δ2 et δ3 tels que
|fpxq ´ b1| ď ε2 et |gpxq ´ b1| ď ε3 dès que |x ´ a| ď δ2 et |x ´ a| ď δ3. Dans ces conditions, la
dernière expression (14.36) se réduit à

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMε2 ` |b2|ε3. (14.37)

Pour terminer la preuve, il suffit de choisir ε2 et ε3 tels que Mε2 ` |b2|ε3 ď ε, et puis prendre
δ “ mintδ1, δ2, δ3u.

Remettons les choses dans l’ordre. L’on se donne ε au départ. La première chose est de trouver
un δ1 qui permet de majorer |fpxq| par M selon le lemme 14.23, et puis choisissons ε2 et ε3 tels
que Mε2 ` |b2|ε3 ď ε. Ensuite nous prenons, en vertu des hypothèses de limites pour f et g, les
nombres δ2 et δ3 tels que |fpxq ´ b1| ď ε2 et |gpxq ´ b2| ď ε3 dès que |x´ a| ď δ2 et |x´ a| ď δ3.

Si avec tout ça on prend δ “ mintδ1, δ2, δ3u, alors la majoration et les deux inégalités sont
valables en même temps et au final

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMε2 ` b2ε3 ď ε,

ce qu’il fallait prouver.

À l’aide de ces petits résultats, nous pouvons déjà calculer pas mal de limites. Nous pouvons
déjà par exemple calculer les limites de tous les polynômes en tous les nombres réels. En effet, nous
savons la limite de la fonction fpxq “ x. La fonction x ÞÑ x2 n’est rien d’autre que le produit de f
par elle-même. Donc

lim
xÑax

2 “ `
lim
xÑax

˘
·
`

lim
xÑax

˘ “ a2.

De la même façon, nous trouvons facilement que

lim
xÑax

n “ an. (14.38)

Proposition 14.26 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R une application continue dont la variable y varie dans un compact I de R. Alors
la fonction

d : RÑ R

x ÞÑ sup
yPI

fpx, yq (14.39)

est continue.

Démonstration. Soit x0 fixé. Prouvons que d est continue en x0. Nous notons y0 la valeur de y qui
réalise le maximum (par le théorème 9.31 et le fait que les fonctions projection soient continues,
lemme 8.70). Soit aussi ε ą 0 tellement fixé que même avec un tourne vis hydraulique, il ne
bougerait pas. Nous considérons δ tel que si }px, yq ´ px0, y0q} ď δ alors }fpx, yq ´ fpx0, y0q} ă ε.

Si |x ´ x0| ă δ alors pour y assez proche de y0 nous avons }px, yq ´ px0, y0q} ď δ, et donc
}fpx, yq ´ fpx0, y0q} ď ε. Cela montre qu’il existe δ tel que |x´ x0| ď δ implique dpxq ě dpx0q ´ ε.

Nous devons encore trouver un δ tel que si |x´ x0| ď δ alors dpxq ď dpx0q ` ε. Supposons que
non. Alors pour tout δ il existe un x tel que |x´ x0| ď δ et dpxq ą dpx0q ` ε. Cela nous donne une
suite xi Ñ x0.

Pour chaque xi nous notons yi la valeur de y qui réalise le supremum correspondant. La suite
pyiq étant contenue dans un compact nous supposons prendre une sous-suite de pxiq telle que la
suite pyiq converge. Nous nommons a la limite (et non y0 parce que nous ne savons pas si yi Ñ y0).
Pour chaque i nous avons

fpxi, yiq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ε. (14.40)

2. Comme exercice, tu peux essayer de refaire la démonstration en ajoutant et enlevant gpxqb1 à la place.
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En prenant la limite et en utilisant la continuité de f ,

fpx0, aq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ε, (14.41)

ce qui est impossible.

14.3.5 Limites de fonctions

Définition 14.27.
Soit f : D Ă Rm Ñ R une fonction et a un point d’accumulation de D. On dit que f possède une
limite s’il existe un élément ` P R tel que

@ε ą 0, Dδ ą 0 tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ |fpxq ´ `| ă ε. (14.42)

Pour une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn, la définition est la même, sauf que nous remplaçons la
valeur absolue par la norme dans Rn. Nous disons donc que ` est la limite de f lorsque x tend
vers a, et nous notons limxÑa fpxq “ ` lorsque pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă }x´ a}Rm ă δ ñ }fpxq ´ `}Rn ă ε. (14.43)

Remarque 14.28.
Dans l’équation (14.43), nous avons explicitement écrit les normes }.}Rm et }.}Rn . Dans la suite
nous allons le plus souvent noter }.} sans plus de précision. Il est important de faire l’exercice de
bien comprendre à chaque fois de quelle norme nous parlons.

Remarque 14.29.
Il est important de remarquer à quel point les définitions 14.27, et les caractérisations 11.200, 14.12
sont analogues. En réalité, la définition fondamentale est la définition de la limite dans les espaces
vectoriels normés ; les deux autres sont des cas particuliers, adaptés à R et Rm. Il en sera de même
pour les définitions de fonctions continues : il y aura une définition pour la continuité de fonctions
entre espaces vectoriels normés, et ensuite une définition pour les fonctions de Rm dans Rn qui en
sera un cas particulier.

Tentons de comprendre ce que signifie qu’un nombre ` ne soit pas la limite de f lorsque xÑ a.
Il s’agit d’inverser la condition (14.42). Le nombre ` n’est pas une limite de f pour xÑ a lorsque

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx tel que 0 ă }x´ a} ă δ et }fpxq ´ `} ą ε, (14.44)

c’est à dire qu’il existe un certain seuil ε tel qu’on a beau s’approcher aussi proche qu’on veut de
a (distance δ), on trouvera toujours un x tel que fpxq n’est pas ε-proche de `.

Lemme 14.30 (Unicité de la limite).
Si ` et `1 sont deux limites de fpxq lorsque x tend vers a, alors ` “ `1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons δ tel que }fpxq´`} ă ε pour tout x tel que }x´a} ă δ.
De la même manière, nous prenons δ1 tel que }x´ a} ă δ1 implique }fpxq ´ `1} ă ε. Pour les x tels
que }x´ a} est plus petit que δ et δ1 en même temps, nous avons

}`´ `1} “ }`´ fpxq ` fpxq ´ `1} ď }`´ fpxq} ` }fpxq ´ `1} ă 2ε, (14.45)

et donc }`´ `1} “ 0 parce que c’est plus petit que 2ε pour tout ε.

14.3.6 Opérations sur les limites

Proposition 14.31 ([146]).
Soient des fonctions f, g : RÑ R telles que limxÑa fpxq “ ` et limxÑa gpxq “ `1 ‰ 0. Alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “

`

`1 . (14.46)
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Démonstration. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ “ |`

1fpxq ´ gpxq`|
|gpxq`| . (14.47)

Soit s, un minorant de |gpxq| sur un voisinage de a ; vu que la limite en a est `1 ‰ 0, nous pouvons
prendre par exemple s “ `1{2 : |gpxq| ą `1{2 sur Bpa, δq dès que δ est assez petit. Nous considérons
x P Bpa, δq. Avec cela nous avons :

ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ “ |`

1fpxq ´ gpxq`|
|gpxq`| (14.48a)

ď 2
|`1 |

ˆ |`1fpxq ´ gpxq`|
|`1|

˙
(14.48b)

ď 2
|`1|2

`|`1fpxq ´ ``1| ` |``1 ´ gpxq`|˘ (14.48c)

“ 2
|`1|2

`|`1||fpxq ´ `| ` |`||`1 ´ gpxq|˘. (14.48d)

Soient ε ą 0 et δ tel que |fpxq´ `| ă ε et |gpxq´ `1| ă ε pour tout x P Bpa, δq. Avec cela nous avons
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

`

`1

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

|`1|2`|`1| ` |`|˘ε. (14.49)

D’où la limite attendue.

14.4 Continuité
14.32.
Nous allons considérer trois approches différentes de la continuité. La première sera de définir
la continuité de fonctions de R vers R au moyen du critère usuel. Ensuite, nous définiront la
continuité des applications entre n’importe quels espaces métriques, et nous montrerons que les
deux définitions sont équivalentes dans le cas des fonctions sur R à valeurs réelles.

Enfin, un peu plus tard nous verrons que la continuité peut également être vue en termes de
limites. Encore une fois nous verrons que dans le cas de fonctions de R vers R cette troisième
approche est équivalentes aux deux premières.

La définition de fonction continue est la définition 8.57. Dans le cas d’une fonction f : RÑ R,
elle devient ceci.

Définition 14.33.
Nous disons que la fonction x ÞÑ fpxq est continue en a si

@ε ą 0, Dδ tel que
`|x´ a| ď δ

˘ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε. (14.50)

Définition 14.34.
Soient f : D Ñ R une fonction et a un point dans D. Nous disons que f est continue lorsque f
possède une limite en a et limxÑa fpxq “ fpaq.

En remplaçant ` par fpaq dans la définition de la limite, nous exprimons la continuité de f en
a par la façon suivante. Pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que @x P D,

|x´ a| ă δ ñ ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ă ε. (14.51)

Nous allons maintenant étudier quelques conséquences de cette définition.
(1) D’abord on voit que la continuité n’a été définie qu’en un point. On peut dire que la fonction

f est continue en tel point donné, mais nous n’avons pas dit ce qu’est une fonction continue
dans son ensemble.



586 CHAPITRE 14. ANALYSE RÉELLE

(2) Si I est un intervalle de R, on dit que f est continue sur l’intervalle I si elle est continue
en chaque point de I.

(3) Comme la définition de f continue en a fait intervenir fpxq pour tous les x pas trop loin
de a, il faut au moins déjà que f soit définie sur ces x. En d’autres termes, dire que f est
continue en a demande que f existe sur un intervalle autour de a.
Ceci couplé à la définition précédente laisse penser qu’il est surtout intéressant d’étudier les
fonctions qui sont continues sur un intervalle.

(4) L’intuition comme quoi une fonction continue doit pouvoir être tracée sans lever la main
correspond aux fonctions continues sur des intervalles. Au moins sur l’intervalle où elle est
continue, elle est traçable en un morceau.

Proposition 14.35.
Si f : RÑ R est continue au point a P R et si fpaq ‰ 0, alors f ne s’annule pas sur un voisinage
de a.

Démonstration. Si f s’annulait sur tout voisinage de a (mais pas ne a lui-même), nous aurions,
pour tout n un réel

xn P B
`
a,

1
n

˘ztau (14.52)

tel que fpxnq “ 0. Cela donnerait une suite xn Ñ a avec fpxnq Ñ 0, ce qui contredit la continuité
de f en a en vertu de la proposition 8.6210.10 sur la continuité séquentielle en un point.

Notons que ce résultat se généralise beaucoup : si f est continue et pas égale à r en a, alors
elle continue à n’être pas égale à r dans un voisinage de a.

14.4.1 Opération sur la continuité

Nous allons démontrer maintenant une série de petits résultats qui permettent de simplifier la
démonstration de la continuité de fonctions.

Théorème 14.36.
Si la fonction f est continue au point a, alors la fonction λf est également continue en a.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous avons besoin d’un δ ą 0 tel que pour chaque x à moins de δ de
a, la fonction λf soit à moins de ε de pλfqpaq “ λfpaq. Étant donné que la fonction f est continue
en a, on sait déjà qu’il existe un δ1 (nous notons δ1 afin de ne pas confondre ce nombre dont on
est sûr de l’existence avec le δ que nous sommes en train de chercher) tel que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε1.

Hélas, ce δ1 n’est pas celui qu’il faut faut parce que nous travaillons avec λf au lieu de f , ce qui
fait qu’au lieu d’avoir |fpxq ´ fpaq|, nous avons |λfpxq ´ λfpaq| “ |λ|· |fpxq ´ fpaq|. Ce que δ1
fait avec pλfq, c’est

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ε1.
Ce que nous apprend la continuité de f , c’est que pour chaque choix de ε1, on a un δ1 qui fait
cette implication. Comme cela est vrai pour chaque choix de ε1, essayons avec ε1 “ ε{|λ| pour voir
ce que ça donne. Nous avons donc un δ1 qui fait

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ε1 “ ε.

Ce δ1 est celui qu’on cherchait.

Théorème 14.37.
Si f et g sont deux fonctions continues en a, alors la fonction f ` g est également continue en a.
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Démonstration. La continuité des fonctions f et g au point a fait en sorte que pour tout choix de
ε1 et ε2, il existe δ1 et δ2 tels que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε1.

et
p|x´ a| ď δ2q ñ |gpxq ´ gpaq| ď ε2.

La quantité que nous souhaitons analyser est |fpxq` gpxq´fpaq´ gpaq|. Tout le jeu de la démons-
tration de la continuité est de triturer cette expression pour en tirer quelque chose en termes de ε1
et ε2. Si nous supposons avoir pris |x´ a| plus petit en même temps que δ1 et que δ2, nous avons

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď |fpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ gpaq| ď ε1 ` ε2
en utilisant la formule générale |a`b| ď |a|`|b|. Maintenant si on choisit ε1 et ε2 tels que ε1`ε2 ă ε,
et les δ1, δ2 correspondants, on a

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď ε,

pourvu que |x ´ a| soit plus petit que δ1 et δ2. Le bon δ à prendre est donc le minimum de δ1 et
δ2 qui eux-mêmes sont donnés par un choix de ε1 et ε2 tels que ε1 ` ε2 ď ε.

Pour résumer ces deux théorèmes, on dit que si f et g sont continues en a, alors la fonction
αf ` βg est également continue en a pour tout α, β P R.

Parmi les propriétés immédiates de la continuité d’une fonction, nous avons ceci qui est souvent
bien utile.

Corollaire 14.38.
Si la fonction f est continue en a et si fpaq ą 0, alors f est positive sur un intervalle autour de a.

Démonstration. Prenons ε ă fpaq et voyons 3 ce que la continuité de f en a nous offre : il existe
un δ tel que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε ă fpaq.
Nous en retenons que sur un intervalle (de largeur δ), nous avons |fpxq ´ fpaq| ď fpaq. Par
hypothèse, fpaq ą 0, donc si fpxq ă 0, alors la différence fpxq´fpaq donne un nombre encore plus
négatif que ´fpaq, c’est à dire que |fpxq ´ fpaq| ą fpaq, ce qui est contraire à ce que nous venons
de démontrer. D’où la conclusion que fpxq ą 0.

14.4.2 La fonction la moins continue du monde

Parmi les exemples un peu sales de fonctions non continues, il y a celle-ci :

χQpxq “
#

1 si x P Q
0 sinon.

Par exemple, χQp0q “ 1, et 4 χQpπq “ χQp
?

2q “ 0. Malgré que χQp0q “ 1, il n’existe aucun
voisinage de 1 sur lequel la fonction reste proche de 1, parce que tout voisinage va contenir au
moins un irrationnel. À chaque millimètre, cette fonction fait une infinité de bonds !

Cette fonction n’est donc continue nulle part.
À partir de là, nous pouvons construire la fonction suivante qui n’est continue qu’en un point :

fpxq “ xχQpxq “
#
x si x P Q
0 sinon.

3. ici, nous insistons sur le fait que nous prenons ε strictement plus petit que fpaq.
4. Pour prouver que

?
2 n’est pas rationnel, c’est pas trop compliqué, mais pour prouver que π ne l’est pas non

plus, il faudra encore manger de la soupe.
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Cette fonction est continue en zéro. En effet, prenons δ ą 0 ; il nous faut un ε tel que |x| ď ε
implique fpxq ď δ parce que fp0q “ 0. Bon ben prendre simplement ε “ δ nous contente. Cette
fonction est donc très facilement continue en zéro.

Et pourtant, dès que l’on s’écarte un tant soit peu de zéro, elle fait des bons une infinité de
fois par millionième de millimètre ! Cette fonction est donc la plus discontinue du monde en tous
les points saut un (zéro) où elle est une fonction continue !

14.4.3 Approche topologique

Nous avons vu que sur tout ensemble métrique, nous pouvons définir ce qu’est un ouvert : c’est
un ensemble qui contient une boule ouverte autour de chacun de ses points. Quand on est dans un
ensemble ouvert, on peut toujours un peu se déplacer sans sortir de l’ensemble.

Le théorème suivant est une très importante caractérisation des fonctions continues (de R dans
R) en termes de topologie, c’est à dire en termes d’ouverts.

Théorème 14.39.
Si I est un intervalle ouvert contenu dans dom f , alors f est continue sur I si et seulement si pour
tout ouvert O dans R, l’image inverse f |´1

I pOq est ouvert.
Par abus de langage, nous exprimons souvent cette condition par « une fonction est continue

si et seulement si l’image inverse de tout ouvert est un ouvert ».

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons transformer le critère de continuité en termes
de boules ouvertes, et ensuite, nous passerons à la démonstration proprement dite. Le critère de
continuité de f au point x dit que

@δ ą 0, D ε ą 0 tel que
`|x´ a| ă ε

˘ñ |fpxq ´ fpaq| ă δ. (14.53)

Cette condition peut être exprimée sous la forme suivante :

@δ ą 0, Dε tel que a P Bpx, εq ñ fpaq P B`fpxq, δ˘,
ou encore

@δ ą 0, Dε tel que f`Bpx, εq˘ Ă B
`
fpxq, δ˘. (14.54)

Jusque ici, nous n’avons fait que du jeu de notations. Nous avons exprimé en termes de topologie
des inégalités analytiques. La condition (14.54) est le plus souvent utilisée comme définition de la
continuité d’une fonction en x, lorsque le contexte ne demande pas de définitions plus générales.
Si tel est le choix, il faut pouvoir retrouver (14.53) à partir de (14.54).

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du théorème.
D’abord, supposons que f est continue sur I, et prenons O, un ouvert quelconque. Le but est

de prouver que f |´1
I pOq est ouvert. Pour cela, nous prenons un point x0 P f |´1

I pOq et nous allons
trouver un ouvert autour ce point contenu dans f |´1

I pOq. Nous écrivons y0 “ fpx0q. évidemment,
y0 P O, donc on a une boule autour de y0 qui est contenue dans O, soit donc δ ą 0 tel que

Bpy0, δq Ă O.

Par hypothèse, f est continue en x0, et nous pouvons donc y appliquer le critère (14.54). Il existe
donc ε ą 0 tel que

f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘ Ă O.
Cela prouve que Bpx0, εq Ă f |´1

I pOq.
Dans l’autre sens, maintenant. Nous prenons x0 P I et nous voulons prouver que f est continue

en x0, c’est à dire que pour tout δ nous cherchons un ε tel que f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
. Oui,

mais B
`
fpx0q, δ

˘
est ouverte, donc par hypothèse, f |´1

I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
est ouvert, inclus dans I et

contient x0. Donc il existe un ε tel que

Bpx0, εq Ă f |´1
I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
,
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et donc tel que
f
`
Bpx0, εq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
,

ce qu’il fallait prouver.

Lemme 14.40.
L’image d’un ensemble connexe par une fonction continue est connexe.

Démonstration. Nous allons encore faire la contraposée. Soit A une partie de R telle que fpAq ne
soit pas connexe. Nous allons prouver que A elle-même n’est pas connexe. Dire que fpAq n’est pas
connexe, c’est dire qu’il existe O1 et O2, deux ouverts disjoints qui recouvrent fpAq. Je prétends
que f´1pO1q et f´1pO2q sont ouverts, disjoints et qu’ils recouvrent A.

— Ces deux ensembles sont ouverts parce qu’ils sont images inverses d’ouverts par une fonction
continue (théorème 14.39).

— Si x P f´1pO1q X f´1pO2q, alors fpxq P O1 X O2, ce qui contredirait le fait que O1 et O2
sont disjoints. Il n’y a donc pas d’éléments dans l’intersection de f´1pO1q et de f´1pO2q.

— Si f´1pO1q et f´1pO2q ne recouvrent pas A, il existe un x dans A qui n’est dans aucun des
deux. Dans ce cas, fpxq est dans fpAq, mais n’est ni dans O1, ni dans O2, ce qui contredirait
le fait que ces deux derniers recouvrent fpAq.

Nous déduisons que A n’est pas connexe. Et donc le lemme.

Théorème 14.41 (Théorème des valeurs intermédiaires).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs, et supposons que fpaq ă fpbq. Alors pour tout y tel que
fpaq ď y ď fpbq, il existe un x entre a et b tel que fpxq “ y.

Démonstration. Nous savons que ra, bs est connexe parce que c’est un intervalle (proposition 9.29).
Donc f

`ra, bs˘ est connexe (lemme 14.40) et donc est un intervalle (à nouveau la proposition 9.29).
Étant donné que f

`ra, bs˘ est un intervalle, il contient toutes les valeurs intermédiaires entre n’im-
porte quels deux de ses éléments. En particulier toutes les valeurs intermédiaires entre fpaq et
fpbq.
Corollaire 14.42.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Soient I un intervalle, α ă β P fpIq et γ P sα, βr. Nous considérons a, b P I tels
que α “ fpaq et β “ fpbq. Par le théorème des valeurs intermédiaires14.41, il existe t P sa, br tel
que fptq “ γ. Par conséquent γ P fpIq.
Corollaire-définition 14.43 (Existence de la racine carrée).
Si x ě 0 alors il existe un unique y ě 0 tel que y2 “ x. Ce nombre est noté

?
x et est nommé

racine carrée de x.

Démonstration. La fonction f : t ÞÑ t2 est continue et strictement croissante. Nous avons fp0q “ 0
et 5 fpx ` 1q ą x. Donc le théorème des valeurs intermédiaires 14.41 nous assure qu’il existe un
unique y P r0, x` 1s tel que fpyq “ x.

Nous avons déjà vu dans la proposition 2.73 que
?

2 était irrationnel. En fait le théorème
suivant va nous montrer que le nombre

?
n est soit entier, soit irrationnel.

Théorème 14.44.
Soit n P N. Le nombre

?
n est rationnel si et seulement si n est un carré parfait.

Démonstration. Supposons que
?
n soit rationnel. Le théorème 3.47 nous donne p, q P N premiers

entre eux tels que
?
n “ p{q. La proposition 3.48 nous enseigne de plus que p2 et q2 sont premiers

entre eux. Nous avons
p2 “ nq2. (14.55)

5. Faites deux cas suivant x ě 1 ou non si vous le voulez, moi je prends x` 1.
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Le nombre q est alors un diviseur commun de q2 et de p. Donc q “ 1 et n “ p2 est un carré
parfait.

14.4.4 Continuité de la racine carrée, invitation à la topologie induite

Pourquoi nous intéresser particulièrement à cette fonction ? Parce qu’elle a une sale condition
d’existence : son domaine de définition n’est pas ouvert. Or dans tous les théorèmes de continuité
d’approche topologique que nous avons vus, nous avons donné des conditions pour tout ouvert.
Nous nous attendons donc a avoir des difficultés avec la continuité de

?
x en zéro.

Prenons I, n’importe quel intervalle ouvert dans R`, et voyons que la fonction

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x

(14.56)

est continue sur I. Remarque déjà que si I est un ouvert dans R`, il ne peut pas contenir zéro.
Avant de nous lancer dans notre propos, nous prouvons un lemme qui fera tout le travail 6.

Lemme 14.45.
Soit O, un ouvert dans R`. Alors O2 “ tx2 tel que x P Ou est également ouvert .

Démonstration. Un élément de O2 s’écrit sous la forme x2 pour un certain x P O. Le but est de
trouver un ouvert autour de x2 qui soit contenu dans O2. Étant donné que O est ouvert, on a une
boule centrée en x contenue dans O. Nous appelons δ le rayon de cette boule :

Bpx, δq Ă O.

Étant donné que cet ensemble est connexe, nous savons par le lemme 14.40 que Bpx, δq2 est
également connexe (parce que la fonction x ÞÑ x2 est continue). Son plus grand élément est
px` δq2 “ x2 ` δ2 ` 2xδ ą x2 ` δ2, et son plus petit élément est px´ δq2 “ x2 ` δ2 ´ 2xδ.

Ce qui serait pas mal, c’est que ces deux bornes entourent x2 ; de cette façon elles définiraient
un ouvert autour de x2 qui soit dans O2. Hélas, c’est pas gagné que x2 ` δ2 ´ 2xδ soit plus petit
que x2.

Heureusement, en fait c’est vrai parce que d’une part, du fait que O Ă R`, on a x ą 0, et
d’autre part, pour que O soit positif, il faut que δ ă x. Donc on a évidemment que δ ă 2x, et donc
que

x2 ` δ2 ´ 2xδ “ x2 ` δ pδ ´ 2xqlooomooon
ă0

ă x2.

Donc nous avons fini : l’ensemble

Bpx, δq2 “sx2 ` δ2 ´ 2xδ, x2 ` δ2 ` 2xδrĂ O2

est un intervalle qui contient x2, et donc qui contient une boule ouverte centrée en x2.

Maintenant nous pouvons nous attaquer à la continuité de la racine carrée sur tout ouvert
positif en utilisant le théorème 14.39. Soit O n’importe quel ouvert de R, et prouvons que f |´1

I pOq
est ouvert. Par définition,

f |´1
I pOq “ tx P I tel que

?
x P Ou. (14.57)

Maintenant c’est un tout petit effort que de remarquer que f |´1
I pOq “ O2 X I. De là, on a gagné

parce que O2 et I sont des ouverts. Or l’intersection de deux ouverts est ouvert.
Nous n’en avons pas fini avec la fonction

?
x. Nous avons la continuité de la racine carrée pour

tous les réels strictement positifs. Il reste à pouvoir dire que la fonction est continue en zéro malgré
qu’elle ne soit pas définie sur un ouvert autour de zéro.

6. C’est toujours ingrat d’être un lemme : on fait tout le travail et c’est toujours le théorème qui est nommé.
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Il est possible de dire que la racine carrée est continue en 0, malgré qu’elle ne soit pas définie
sur un ouvert autour de 0. . . en tout cas pas un ouvert au sens que tu as en tête. Nous allons
rentabiliser un bon coup notre travail sur les espaces métriques.

Nous pouvons définir la notion de boule ouverte sur n’importe quel espace métrique A en disant
que

Bpx, rq “ ty P A tel que dpx, yq ă ru.
Définition 14.46.
Soit f : AÑ B, une application entre deux espaces métriques. Nous disons que f est continue au
point a P A si @δ ą 0, Dε ą 0 tel que

f
`
Bpa, εq˘ Ă B

`
fpaq, δ˘. (14.58)

Tu reconnais évidemment la condition (14.54). Nous l’avons juste recopiée. Tu remarqueras
cependant que cette définition généralise immensément la continuité que l’on avait travaillé à
propos des fonctions de R vers R. Maintenant tu peux prendre n’importe quel espace métrique et
c’est bon.

Nous n’allons pas faire un tour complet des conséquences et exemples de cette définition. Au
lieu de cela, nous allons juste montrer en quoi cette définition règle le problème de la continuité
de la racine carrée en zéro.

La fonction que nous regardons est

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x.

(14.59)

Mais cette fois, nous ne la voyons pas comme étant une fonction dont le domaine est une partie
de R, mais comme fonction dont le domaine est R` vu comme un espace métrique en soi. Quelles
sont les boules ouvertes dans R` autour de zéro ? Réponse : la boule ouverte de rayon r autour de
zéro dans R` est :

Bp0, rqR` “ tx P R` tel que dpx, 0q ă ru “ r0, rr.
Cet intervalle est un ouvert. Aussi incroyable que cela puisse paraître !

Testons la continuité de la racine carrée en zéro dans ce contexte. Il s’agit de prendre A “ R`,
B “ R` et a “ 0 dans la définition 14.46. Nous avons que Bp?0, δq “ Bp0, δq “ r0, δr pour la
topologie de R`.

Il s’agit maintenant de trouver un ε tel que f
`
Bp0, εq˘ Ă r0, δr. Par définition, nous avons que

f
`
Bp0, εq˘ “ r0,?εr,

le problème revient dont à trouver ε tel que
?
ε ď δ. Prendre ε ă δ2 fait l’affaire.

Donc voilà. Au sens de la topologie propre à R`, nous pouvons dire que la fonction racine
carrée est partout continue.

14.4.5 Prolongement par continuité

14.4.5.1 Discussion avec mon ordinateur

Voici un extrait de ce peut donner Sage. Nous lui donnons la fonction

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 . (14.60)

Cette fonction est faite exprès pour que le dénominateur s’annule en ´4. En fait 3x2 ` 10x´ 8 “
px` 4qp3x´ 2q, et la fraction peut se simplifier en

fpxq “ 1
3x´ 2 . (14.61)

Et avec cela nous écririons fp´4q “ ´ 1
14 . Voyons comment cela passe dans Sage.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Topologie_induite
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.2, Release Date: 2012-07-25 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=(x+4)/(3*x**2+10*x-8)
sage: f(-4)
---------------------------------------------------------------------------
ValueError Traceback (most recent call last)
ValueError: power::eval(): division by zero

Il produit donc une erreur de division par zéro. Cela n’est pas étonnant. Pourtant si on lui demande,
il est capable de simplifier. En effet :

sage: f.simplify_full()
x |--> 1/(3*x - 2)
sage: f.simplify_full()(-4)
-1/14

Nous considérons la question suivante : étant donné une fonction f définie sur Iztx0u, est-il
possible de définir f en x0 de telles façon à ce qu’elle soit continue ?

Exemple 14.47
La fonction

f : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x

(14.62)

n’est pas définie pour x “ 0 et il n’y a pas moyen de définir fp0q de telle sorte que f soit continue
parce que limxÑ0

1
x n’existe pas. 4

14.4.5.2 Limite et prolongement

Reprenons l’exemple de la fonction (14.60) que mon ordinateur refusait de calculer en zéro :

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 “

x` 4
px` 4q `x´ 2

3
˘ . (14.63)

Cette fonction a une condition d’existence en x “ ´4. Et pourtant, tant que x ‰ 4, cela a un sens
de simplifier les px` 4q et d’écrire

fpxq “ 1
x´ 2

3
“ 3

3x´ 2 .

Étant donné que pour toute valeur de x différente de ´4, la fonction f s’exprime de cette façon,
nous avons que

lim
xÑ´4

fpxq “ lim
xÑ´4

ˆ
3

3x´ 2

˙
.

Oui, mais la fonction 7 gpxq “ 3{p3x´ 2q est continue en ´4 et donc sa limite vaut sa valeur. Nous
en déduisons que

lim
xÑ´4

fpxq “ ´ 3
14 .

Que dire maintenant de la fonction ainsi définie ?

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ ´4
´3{14 si x “ ´4.

(14.64)

7. Cette fonction g n’est pas f parce que g a en plus l’avantage d’être définie en ´4.
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Cette fonction est continue en ´4 parce qu’elle y est égale à sa limite. Les étapes suivies pour
obtenir ce résultat sont :

— Repérer un point où la fonction n’existe pas,
— calculer la limite de la fonction en ce point, et en particulier vérifier que cette limite existe,

ce qui n’est pas toujours le cas,
— définir une nouvelle fonction qui vaut partout la même chose que la fonction originale, sauf

au point considéré où l’on met la valeur de la limite.
C’est ce qu’on appelle prolonger la fonction par continuité parce que la fonction résultante
est continue. La prolongation de f par continuité est donc en général définie par

f̃pxq “
#
fpxq si fpxq
limyÑx fpyq si fpxq (14.65)

Dans le cas que nous regardions,
fpxq “ x` 4

3x2 ` 10x´ 8 ,

le prolongement par continuité est donné par

f̃ “ 3
3x´ 2 . (14.66)

Remarquons que cette fonction n’est toujours pas définie en x “ 2{3.

14.4.6 Prolongement par continuité

Proposition-définition 14.48 (Prolongement par continuité).
Soit f : Iztx0u Ñ R telle que limxÑx0 fpxq “ ` P R. La fonction

f̃ : I Ñ R

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ x0

` si x “ x0

(14.67)

est une fonction continue sur I et est appelée le prolongement par continuité de f en x0.

Vous noterez que dans cet énoncé nous demandons ` P R. Les cas ` “ ˘8 sont donc exclus.

14.49.
Le lemme 14.61 donnera un autre gros morceau de prolongement par continuité. Là, ce ne sera pas
juste une valeur qui manquera, mais carrément la majorité des valeurs.

Exemple 14.50
La fonction

f : Rzt´3, 2u Ñ R

x ÞÑ x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q

(14.68)

admet pour limite limxÑ´3 fpxq “ 4
5 . Son prolongement par continuité en x “ ´3 est donné par

f̃pxq “ x´ 1
x´ 2 . (14.69)

Notons que les fonctions f et f̃ ne sont pas identiques : l’une est définie pour x “ ´3 et l’autre
pas. Lorsqu’on fait le calcul

x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q “

px´ 1qpx` 3q
px` 3qpx´ 2q “

x´ 1
x´ 2 , (14.70)
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la simplification n’est pas du tout un acte anodin. Le dernier signe « “ » est discutable parce que
les deux dernières expressions ne sont pas égales pour tout x ; elles ne sont égales « que » pour les
x pour lesquels les deux expressions existent. 4

Les fonctions trigonométriques donneront quelques exemples intéressants de prolongements par
continuité. Voir l’exemple 20.157. Et une avec la fonction logarithme dans l’exemple 17.91.

14.4.7 Théorème de la bijection

Proposition 14.51.
Une fonction monotone et surjective d’un intervalle I sur un autre intervalle J est continue sur
I.

Proposition 14.52.
Soient f : I Ñ J une bijection et f´1 : J Ñ I sa réciproque. Alors pour tout x0 P I nous avons

f´1`fpx0q
˘ “ x0 (14.71)

et pour tout y0 P J nous avons
f
`
f´1py0q

˘ “ y0. (14.72)

Démonstration. Nous prouvons la relation (14.71) et nous laissons (14.72) comme exercice au
lecteur.

Soit x0 P I. Posons y0 “ fpx0q. La définition de l’application réciproque est que pour y P J ,
f´1pyq est l’unique élément x de I tel que fpxq “ y. Donc f´1py0q est l’unique élément de I dont
l’image est y0. C’est donc x0 et nous avons f´1py0q “ x0, c’est à dire

f´1`fpx0q
˘ “ x0. (14.73)

Théorème 14.53 (Théorème de la bijection).
Soit I un intervalle et f une fonction continue et strictement monotone de I dans R. Nous avons
alors :

(1) fpIq est un intervalle de R ;
(2) La fonction f : I Ñ fpIq est bijective
(3) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est strictement monotone de même sens que f ;
(4) La fonction f : I Ñ fpIq est un homéomorphisme, c’est-à-dire que f´1 : fpIq Ñ I est

continue.

Démonstration. Prouvons les choses point par point.

(1) Supposons pour fixer les idées que f est monotone croissante 8.
Soient a ă b dans fpIq. Par définition il existe x1, x2 P I tels que a “ fpx1q et b “ fpx2q. La
fonction f est continue sur l’intervalle rx1, x2s et vérifie fpx1q ă fpx2q. Donc le théorème
des valeurs intermédiaires 14.41 nous dit que pour tout t dans rfpx2q, fpx2qs, il existe un
x0 P rx1, x2s tel que fpx0q “ t. Cela montre que toutes les valeurs intermédiaires entre a et
b sont atteintes par f et donc que fpIq est un intervalle.

(2) Nous prouvons maintenant que f est bijective en prouvant séparément qu’elle est surjective
et injective.

f est surjective Une fonction est toujours surjective depuis un intervalle I vers l’ensemble
=f .

8. Traitez en tant qu’exercice le cas où f est décroissante.
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f est injective Soit x ‰ y dans I ; pour fixer les idées nous supposons que x ă y. La
stricte monotonie de f implique que fpxq ă fpyq ou que fpxq ą fpyq. Dans tous les cas
fpxq ‰ fpyq.

La fonction f est donc bijective.
(3) Comme d’accoutumée nous supposons que f est croissante. Soient y1 ă y2 dans fpIq ; nous

devons prouver que f´1py1q ď f´1py2q. Pour cela nous considérons les nombres x1, x2 P I
tels que fpx1q “ y1 et fpx2q “ y2. Nous allons en prouver la contraposée en supposant que
f´1py1q ą f´1py2q. En appliquant f (qui est croissante) à cette dernière inégalité il vient

f
`
f´1py1q

˘ ě f
`
f´1py2q

˘
, (14.74)

ce qui signifie
y1 ě y2 (14.75)

par l’équation (14.72).
(4) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est une fonction monotone et surjective, donc continue par la

proposition 14.51.

Exemple 14.54
La fonction

f : r2, 3s Ñ r4, 9s
x ÞÑ x2 (14.76)

est une bijection. Sa réciproque est la fonction

f´1 : r4, 9s Ñ r2, 3s
x ÞÑ ?

x.
(14.77)

4

14.5 Limite et continuité
Voir les remarques dans l’index thématique 15 pour comprendre la place et la portée de ce qui

va venir à propos de limite et de continuité.

Théorème 14.55 (Limite et continuité).
La fonction f est continue au point a si et seulement si limxÑa fpxq “ fpaq.
Démonstration. Nous commençons par supposer que f est continue en a, et nous prouvons que
limxÑa fpxq “ a. Soit ε ą 0 ; ce qu’il nous faut c’est un δ tel que |x´a| ď δ implique |fpxq´fpaq| ď
ε. La définition 14.33 de la continuité donne l’existence d’un δ comme il nous faut.

Dans l’autre sens, c’est à dire prouver que f est continue au point a sous l’hypothèse que
limxÑa fpxq “ fpaq, la preuve se fait de la même façon.

Nous en déduisons que si nous voulons gagner quelque chose à parler de limites, il faut prendre
des fonctions non continues. En effet, si une fonction est continue en un point, la limite ne donne
aucune nouvelle information que la valeur de la fonction elle-même en ce point.

Prenons une fonction qui fait un saut. Pour se fixer les idées, prenons celle-ci :

fpxq “
#

2x si x Ps8, 2r
x{2 si x P r2,8r (14.78)

Essayons de trouver la limite de cette fonction lorsque x tend vers 2. Étant donné que f n’est pas
continue en 2, nous savons déjà que limxÑ2 fpxq ‰ fp2q. Donc ce n’est pas 1. Cette limite ne peut
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pas valoir 4 non plus parce que si je prends n’importe quel ε, la valeur de fp2` εq est très proche
de 2, et donc ne peut pas s’approcher de 4. En fait, tu peux facilement vérifier que aucun nombre
ne vérifie la condition de limite pour f en 2. Nous disons que la limite n’existe pas.

Il ne faudrait pas en déduire trop vite que si une fonction n’est pas continue en a, alors la limite
x Ñ a n’existe pas. Ce que dit le théorème 14.55 est que si une fonction n’est pas continue en a,
alors sa limite (si elle existe) ne vaut pas fpaq.
Exemple 14.56(Un exemple de continuité Thème 15)
Soit la fonction

fpxq “
#
x si x ‰ 0
4 si x “ 0.

(14.79)

Cette fonction n’est pas continue en x “ 0, et pourtant la limite existe : limxÑ0 fpxq “ 0. Faisons
cela en détail pour nous assurer de ce qu’il se passe.

Considérons l’ouvert s3, 5r. L’image réciproque de cet ouvert par f est la partie s3, 5r Y t0u qui
n’est pas ouvert. Donc la fonction f n’est pas continue comme fonction RÑ R.

Considérons pour comprendre la restriction f : r´1, 1s Ñ R. L’image inverse de s3, 5r par cette
fonction est t0u qui n’est pas un ouvert.

Plus généralement tant qu’on considère des restrictions de f sur des parties contenant un
voisinage de 0, la fonction ne peut pas être continue 9.

Voyons ce qui en est de la continuité ponctuelle de f en x “ 0. La définition 8.57 est celle de
la continuité en un point ; elle dit que f sera continue en 0 si fp0q “ 4 est une limite de f . Nous
voila parti vers la définition 8.54.

Soit le voisinage V “ s3, 5r de fp0q. Quel que soit le voisinage W de 0 dans R, il existe un
ε ą 0 tel que W Ă Bp0, εq. Nous avons alors

f
`
W ztau˘ Ă f

`
Bp0, εqzt0u˘. (14.80)

Mais le nombre ε{2 fait partie de f
`
Bp0, εqzt0u˘ et n’est pas dans V . Donc fp0q n’est pas une

limite de f en zéro. Cette fonction n’est donc pas continue en zéro. 4

Exemple 14.57(Même exemple, limite)
Nous avons vu que, pour la fonction (14.79), le nombre 4 n’est pas une limite de f en zéro. Nous
montrons à présent que 0 est une limite (et même la seule par la proposition 8.56 que nous ne
rappelleront plus à chaque fois) de f .

Montrons que 0 est une limite de f en zéro, c’est à dire que limxÑ0 fpxq “ 0.
Nous suivant la définition 8.54. Soit un voisinage V de 0 dans R. Il existe δ tel que Bp0, δq Ă V .

En posant ε “ δ et en définissant W “ Bp0, εq nous avons

f
`
Bp0, εqzt0u˘ “ Bp0, εqzt0u Ă Bp0, δq Ă V. (14.81)

Donc 0 est une limite de f en zéro. 4

Nous avons déjà vu par le corollaire 9.33 qu’une suite croissante et bornée était convergente.
Il en va de même pour les fonctions.

Proposition 14.58 ([1]).
Si la fonction réelle f : I “ ra, brÑ R est croissante et bornée, alors la limite

lim
xÑb fpxq (14.82)

existe et est finie.

9. Les plus acharnés se demanderont ce qu’il se passe pour la restriction de f à la partie t0u munie de la topologie
induite de R.
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Démonstration. Commençons par prouver que si pxnq est une suite dans I convergent vers b, alors
fpxnq est une suite convergente. Dans un second temps nous allons prouver que si pxnq et px1nq
sont deux suites qui convergent vers b, alors les suites convergentes fpxnq et fpx1nq convergent vers
la même limite. Alors le critère séquentiel de la limite d’une fonction conclura (proposition 10.9).

Nous pouvons extraire de xn une sous-suite croissante pxαpnqq. Alors la suite f
`
xαpnq

˘
est une

suite croissante et majorée, donc convergente par le corollaire 9.33 10. Nommons ` la limite et
montrons qu’elle est aussi limite de f sur la suite originale.

Pour tout ε ą 0, il existe K tel que si n ą K alors
ˇ̌
f
`
xαpnq

˘´ `ˇ̌ ă ε. Soit K 1 tel que pour tout
n ą K 1 nous ayons xn ą xαpK1q. Cela est possible parce que la suite est bornée par b et converge
vers b : il suffit de prendre K 1 de telle sorte que |xn ´ b| ď |xαpnq ´ b|. Si n ą K 1 alors xn ą xαpKq
et

fpxnq ě fpxαpnqq ě `´ ε; (14.83)
en résumé si n ą K alors |fpxnq ´ `| ă ε. Cela prouve que fpxnq Ñ `.

Soit maintenant une autre suite px1nq qui converge également vers b. Comme nous venons de
le voir la suite fpx1nq est convergente et nous nommons `1 la limite. Si nous considérons px2nq la
suite « alternée » (x1, x11, x2, x12, ¨ ¨ ¨) alors nous avons encore une suite qui converge vers b et donc
fpx2nq Ñ `1.

Mais étant donné que fpxnq et fpx1nq sont des sous-suites, elles doivent converger vers la même
valeur. Donc ` “ `1 “ `2.

14.5.1 Règles simples de calcul

Les opérations simples passent à la limite, sauf la division pour laquelle il faut faire attention
au dénominateur.

Proposition 14.59.
Soient f et g deux fonctions telles que limxÑa fpxq “ α et limxÑa gpxq “ β. Alors

(1) limxÑa fpxq ` gpxq “ α` β,
(2) limxÑa fpxqgpxq “ αβ,
(3) s’il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas, alors limxÑa fpxqgpxq “ α

β .

Le résultat suivant est pratique pour le calcul des limites.

Proposition 14.60.
Quand la limite existe, nous avons

lim
xÑa fpxq “ lim

εÑ0
fpa` εq,

ce qui correspond à un « changement de variables » dans la limite.

Démonstration. Si A “ limxÑa fpxq, par définition,
@ε1 ą 0, Dδ tel que |x´ a| ď δ ñ |fpxq ´A| ď ε1. (14.84)

La seule subtilité de la démonstration est de remarquer que si |x´ a| ď δ, alors x peut être écrit
sous la forme x “ a` ε pour un certain |ε| ď δ. En remplaçant x par a` ε dans la condition 14.84,
nous trouvons

@ε1 ą 0, Dδ tel que |ε| ď δ ñ |fpx` εq ´A| ď ε1, (14.85)
ce qui signifie exactement que limεÑ0 fpx` εq “ A.

Il y a une petite différence de point de vue entre limxÑa fpxq et limεÑ0 fpa`εq. Dans le premier
cas, on considère fpxq, et on regarde ce qu’il se passe quand x se rapproche de a, tandis que dans
le second, on considère fpaq, et on regarde ce qu’il se passe quand on s’éloigne un tout petit peu
de a. Dans un cas, on s’approche très près de a, et dans l’autre on s’en éloigne un tout petit peu.
Le contenu de la proposition 14.60 est de dire que ces deux points de vue sont équivalents.
10. En gros nous sommes en train de dire que toute la théorie des fonctions convexes est un vulgaire corollaire de

Bolzano-Weierstrass.
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14.5.2 Prolongement des rationnels vers les réels

Lemme 14.61 ([1]).
Soit une fonction continue 11 f : QÑ R.

(1) La limite limqÑx fpqq existe pour tout x P R.
(2) Il existe un unique prolongement continu f̃ : RÑ R.
(3) Ce prolongement est donné par

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(14.86)

Démonstration. Imprégniez vous bien de la la définition 8.54 de la limite avant de commencer.

Unicité Prouvons rapidement l’unicité avant l’existence parce que c’est facile.
L’unicité du prolongement est la proposition 10.15 à propos de fonctions continues égales
sur une partie denses. La densité de Q dans R, si vous la cherchez est la proposition 9.3.

Candidat limite Soit x P R. Vu que x P Q̄, nous pouvons chercher à savoir si limqÑx fpqq
existe. Si elle existe, elle sera unique.
Soit une suite pqiq d’éléments de Q qui converge vers x dans R (i.e. pour la topologie de
R). Les nombres réels fpqiq forment une suite dans R. Nous allons montrer que cette suite
converge vers un réel qui vérifie la définition de limqÑx fpqq.
Soit ε ą 0. Par la continuité de f , il existe δ tel que si |p ´ q| ă δ (pour p, q P Q), alors
|fppq´ fpqq| ă ε. Par ailleurs, pqiq est de Cauchy dans R (théorème 10.38 qu’il est toujours
bon de citer de temps en temps). Il existe donc N tel que i, j ą N implique |qi ´ qj | ă δ.
Avec de tels i et j, nous avons

|fpqiq ´ fpqjq| ă ε, (14.87)

ce qui prouve que i ÞÑ fpqiq est une suite de Cauchy dans R et donc qu’elle converge.
C’est bien la limite Nous prouvons à présent que le nombre réel limiÑ8 fpqiq vérifie bien la

définition de la limite limqÑx fpqq.
Soit un voisinage V de lim fpqiq dans R. Nous devons trouver un voisinage W de x dans R
tel que

f
`
W XQztxu˘ Ă V. (14.88)

Pour cela nous considérons ε ą 0 tel que B
`

lim fpqiq, ε
˘ Ă V . Vu que f est continue sur Q,

il existe δ tel que
|p´ q| ă 2δ ñ |fppq ´ fpqq| ă ε. (14.89)

Nous posons W “ Bpx, δq.
Soit q PW XQztxu. Nous nous proposons de majorer la quantité |fpqq ´ lim fpqiq| par un
multiple de ε.
Pour cela nous considérons k suffisamment grand pour que |fpqkq ´ lim fpqiq| ă ε. Et de
plus, vu que qi Ñ x nous considérons k suffisamment grand pour que |qk ´ x| ă δ. L’indice
k est choisi pour vérifier les deux conditions en même temps.
Nous écrivons alors la majoration suivante :

|fpqq ´ lim fpqiq| ď |fpqq ´ fpqkq| ` |fpqkq ` lim fpqiq|. (14.90)

Le second terme est majoré par ε. Pour le premier terme, q P Bpx, δq et qk P Bpx, δq, donc
|q ´ qk| ď 2δ, ce qui implique |fpqq ´ fpqkq| ă ε.
Au final, |fpqq ´ lim fpqiq| ď 2ε. En reprenant tout le travail avec ε{2 au lieu de ε nous
trouvons fpqq P B` lim fpqiq, ε

˘ Ă V .

11. Au sens de la topologie induite ; nous en avons discuté dans l’exemple 8.69.
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Intermède Jusqu’à présent, nous avons prouvé que

lim
qÑx fpqq (14.91)

existe et vaut
lim fpqiq (14.92)

lorsque pqiq est une suite quelconque de rationnels qui converge vers x. Nous l’écrivons pour
la référentier plus tard :

lim
qÑx fpqq “ lim fpqiq. (14.93)

La limite (14.91) est une limit de fonction définie sur Q Ă R en un pour adhérent à
l’ensemble de définition de f . La limite (14.92) est une limite usuelle d’une suite dans R.

Le prolongement Nous posons

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(14.94)

et nous allons prouver que f̃ est une fonction continue sur R.
Continuité Soit a P R ; nous allons montrer la continuité de f̃ en a. Nous fixonx bien entendu

ε ą 0, et nous nous acharnons à majorer la quantité |f̃pxq ´ f̃paq|.
Vu que f est continue sur Q nous considérons δ1 tel que (dans Q) 0 ă |q´ q1| ă δ1 implique
|fpqq ´ fpq1q| ă ε.

a P Q, x P Q Alors f̃pxq “ fpxq et f̃paq “ fpaq. Par la continuité de f sur Q, il existe un δ
tel que 0 ă |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ fpaq| ă ε.

a P Q, x irrationnel Nous considérons une suite de rationnels qk Ñ x (vous penserez à
l’utilisation du lemme 2.99). Nous avons la majoration

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ fpaq| ď | limqÑx fpqq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ fpaq|. (14.95)

Nous considérons δ ă δ1 et k suffisament grand pour que |qk ´ x| ă δ1 ´ δ. Avec ces
choix,

|qk ´ a| ď |qk ´ x| ` |x´ a| ď δ1. (14.96)

Enfin nous prenons également k suffisament grand pour avoir | limqÑx fpqq´ fpqkq| ď ε.
Les inégalités (14.95) peuvent alors être prolongées pour avoir

|f̃pxq ´ f̃paq| ď 2ε. (14.97)

a irrationnel, x P Q Nous faisons encore la majoration

|f̃pxq ´ f̃paq| “ |fpxq ´ lim
qÑa fpqq| ď |fpxq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ lim

qÑa fpaq|. (14.98)

Nous prenons δ ă δ1{2 et nous choisissons k assez grand pour que |qk ´ a| ă δ1{2. De
ces choix il ressort que

|qk ´ x| ď |qk ´ a| ` |a´ x| ď δ1

2 `
δ1

2 ď δ1. (14.99)

Donc |fpxq ´ fpqkq| ă ε. De plus, pour k assez grand, |fpqkq ´ limqÑa fpqq| ď ε.
a et x irrationnels Nous avons

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ lim

rÑa fprq|, (14.100)
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et nous considérons des suites de rationnels qk Ñ x et ri Ñ a. De plus nous considérons
δ ă δ1{4, et k, i suffisament grands pour avoir |qk´x| ď δ1{4 et |ri´a| ă δ1{4. Avec tout
cela nous avons

|qk ´ ri| ď |qk ´ x| ` |x´ a| ` |a´ ri| ď 3δ1{4 ă δ1. (14.101)

Enfin, en choisissant i et k de telle sorte à avoir | limqÑx fpqq ´ fpqkq| ď ε et |fpriq ´
limrÑa fprq| ă ε nous avons les majorations

|f̃pxq ´ f̃paq| “ | lim
qÑx fpqq ´ lim

rÑa fprq| (14.102a)

ď | lim
qÑx fpxq ´ fpqkq| ` |fpqkq ´ fpriq| ` |fpriq ´ lim

rÑq fprq| (14.102b)

ď 3ε. (14.102c)

Proposition 14.62 ([1]).
Soit une fonction strictement croissante f : QÑ R. Alors la prolongation continue f̃ : RÑ R est
également strictement croissante.

Démonstration. Soient x, y P R avec x ă y. Notons d “ y ´ x. Nous considérons des suites de
rationnels xk Ñ x et yl Ñ y telles que pour tout k, xk P Bpx, d{3q et yk P Bpy, d{3q. En particulier,
xk ă yl pour tout k et l.

Soient des rationnels q et q1 tels que pour tout k,

xk ă q ă q1 ă yk. (14.103)

Pour trouver de tels rationnels, il suffit de les chercher dans sx` d
3 , y ´ d

3 r. Cet intervalle étant de
longueur d{3, il contient des rationnels.

Vue la croissance de f sur Q, nous avons, pour tout k :

fpxkq ă fpqq ă fpq1q ă fpykq, (14.104)

et à la limite :
f̃pxq ď fpqq ă fpq1q ď f̃pyq. (14.105)

Notez que les inégalités strictes se changent en inégalités larges au passage à la limite. D’où l’utilisé
de prendre deux rationnels entre xk et yk pour maintenir une inégalité stricte entre f̃pxq et f̃pyq.

14.6 La fonction puissance

Si x et y sont des réels, définir xy n’est pas une mince affaire. Pour l’instant nous savons déjà
définir xn lorsque x P R et n P N.

Pour la suite nous notons
"
fαpxq “ xα (14.106a)
gapxq “ ax (14.106b)

pour autant que ces fonctions sont définies 12.

12. L’objet des pages suivantes est de déterminer pour quelles valeurs de a, α et x nous pouvons trouver des
définitions raisonnables pour ces fonctions.
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14.6.1 Sur les naturels

Définition 14.63.
La fonction puissance définie sur N s’étend à Z de la façon suivante :

x´n “ 1
xn

(14.107)

pour n ě 0. Cela donne donne donc xn pour x P R et n P Z a l’exception de x “ 0 lorsque n ă 0.

Nous étudions quelques propriétés de cette fonction pour n ą 0 fixé.

Proposition 14.64.
Soit n P Nzt0u ; nous posons fnpxq “ xn.

Si n est pair,
fn : r0,8r Ñ r0,8r (14.108)

est bijective.
Si n est impair,

fn : RÑ R (14.109)

est bijective.
Toutes les fonctions fn sont continues sur R.

Démonstration. En plusieurs morceaux, pas spécialement dans l’ordre auquel on s’attend.
Continuité Soit x P R. En vertu de 14.55 nous allons prouver que limεÑ0 fnpx ` εq “ fnpxq.

Pour cela nous utilisons la formule du binôme 4.6 avec x, h ą 0 :

fnpx` hq “ px` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´khk. (14.110)

Nous fixons x0 P R. Calcul :

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| “ |
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k0 hk| (14.111a)

ď
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k (14.111b)

“ h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k´1 (14.111c)

ď h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k. (14.111d)

Justifications :
— Le terme k “ 0 est égal à xn “ fnpxq parce que

`
n
0
˘ “ 1.

— Dans la somme nous avons majoré |h| par 1, opération justifiée par le fait que nous
ayons dans l’idée de faire hÑ 0.

Nous avons donc

lim
hÑ0

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| ď lim
hÑ0

h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k “ 0. (14.112)

D’où la continuité de fn en tout point x0 P R.
Pour n pair ou impair, bijection sur les positifs Ceci sera déjà le résultat complet pour

les n pairs, et a moitié du résultat pour les n impairs.
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Stricte croissance Soit n ‰ 0 dans N. Nous commençons par prouver que fn est stric-
tement croissante sur r0,8r. Nous repartons de la formule du binôme, mais cette fois,
nous séparons les termes k “ 0 et k “ n des autres (si n “ 1, il y a un peu de réécriture)
en tenant compte de

`
n
0
˘ “ `

n
n

˘ “ 1 :

fnpx` hq “ xn ` hn `
n´1ÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´khk ą xn “ fnpxq. (14.113)

Vous noterez que l’inégalité est stricte même si n “ 1.
Vu que nous avons stricte monotonie, le théorème 14.53(2) nous dit que

fn : r0,8r Ñ fn
`r0,8r˘ (14.114)

est une bijection.
Bijection Nous prouvons que fn

`r0,8r˘ “ r0,8r. Si x ą 0 alors fnpxq ą 0, cela prouve une
inclusion.
Pour l’autre inclusion nous savons que fnpxq ą x dès que x ą 1. Donc limxÑ8 fnpxq “ 8.
Si y P r0,8r, alors il existe x0 tel que fnpx0q ą y. Étant donné que fnp0q “ 0 et que
nous avons déjà prouvé que fn était continue (proposition 14.64), le théorème des valeurs
intermédiaires 14.41 nous indique l’existence de x1 P r0, x0r tel que fnpx1q “ y.

Nous avons prouvé que pour tout n, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r (14.115)

est une bijection.
Pour n impair Nous montrons à présent que si n est impair, alors

fn : s´8, 0s Ñ s´8, 0s (14.116)

est une bijection.
Tout se base sur le fait que si x ą 0 alors fnp´xq “ ´fnpxq. Le fait que (14.115) soit
injective et surjective montre alors tout de suite le fait que (14.116) soit également injective
et surjective.

Vous noterez que la continuité de fn démontrée dans la proposition 14.64 est indépendant de
la proposition 14.61 qui sera invoquée plus tard pour définir ax lorsque a ą 0 dans R.

14.6.2 Sur les rationnels, racines

Définition 14.65 (Exposant rationnels).
La proposition 14.64 nous dit entre autres que pour tout n P N, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xn

(14.117)

est bijective. Nous définissions alors, pour a P r0,8r,

a1{n “ f´1
n paq. (14.118)

Autrement dit, le nombre a1{n est l’unique solution positive de

xn “ a. (14.119)
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14.66.
Nous ne définissons pas a1{n pour a ă 0, du moins pas encore. Vu que f3 est bijective sur R, il
serait tentant de définir p´1q1{3 “ f´1

3 p´1q “ ´1.
Cela causera un certain nombre de problèmes plus tard vu que nous aurons envie de deux

choses en même temps :
— d’une part lnp´1q “ iπ,
— d’autre part, ax “ ex lnpaq.

De cette façon, nous devrions avoir
p´1q1{3 “ eiπ{3, (14.120)

qui est un nombre complexe non réel. Voici un exemple de ce que ça donne avec Sage :

1 sage: a=(-1) **(1/3)
2 sage: a.real_part ()
3 1/2
4 sage: a.imag_part ()
5 1/2* sqrt (3)

tex/sage/sageSnip019.sage

Définition 14.67 (Racince).
Pour n P N nous définissons n

?
x “ f´1

n pxq. Lorsque n est pair, la fonction x ÞÑ n
?
x n’est définie

que sur R`, et lorsque n est impair, elle est définie sur tout R.

14.68.
Notons que les fonctions x ÞÑ 3

?
x et x ÞÑ x1{3 ne sont pas les mêmes : la première est définie sur

tout R et donne des valeurs réelles tandis que la seconde n’est (pour l’instant) définie que sur les
positifs, et donnera (quand on l’aura définie par l’exponentielle) des nombres complexes sur les
négatifs.

En suivant cette convention, c’est à dire en réservant la notation ? pour l’inverse de f2, nous
ne devrions pas écrire des choses comme «

?´1 “ i », mais plutôt « p´1q1{2 “ i ». En effet,
?´1

n’est pas défini et ne sera jamais défini alors que p´1q1{2 n’est pas encore défini, mais sera défini
par

p´1q1{2 “ e
1
2 lnp´1q “ eiπ{2 “ i. (14.121)

En résumé, nous avons les fonctions suivantes :
(1) n

? : RÑ R si n est impair,
(2) n

? : r0,8r Ñ r0,8r si n est pair,

(3) x1{n : r0,8r Ñ r0,8r pour tout n P N.
Cependant nous n’hésiterons pas à utiliser la notation

?
x pour x1{2 même lorsque x est négatif,

parce c’est une notation très pratique. Il faut garder en tête que cette façon de faire est incohérente
parce qu’elle inciterait à penser que 3

?´1 “ eiπ{3 au lieu de 3
?´1 “ ´1.

Pour toute la suite de cette section, nous allons considérer ax uniquement pour a ą 0.

Définition 14.69.
Pour m,n P N nous définissons

am{n “ pamq1{n, (14.122)

ce qui définit la fonction puissance sur Q`. Enfin nous posons

a´q “ 1
aq

(14.123)

lorsque q P Q`.
Et avec tout ça, lorsque a ą 0 nous avons défini aq pour tout q P Q.
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Nous allons souvent noter la définition (14.122) sous la forme

fm{npxqn “ xm. (14.124)

Lemme 14.70 ([1]).
Pour a ą 0 et p, q P Z nous avons :

ap{q “ papq1{q “ pa1{qqp. (14.125)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction de la positivité du numérateur et du dénomi-
nateur.
Numérateur et dénominateurs positifs Nous commençons avec p, q P N. La première éga-

lité est la définition 14.65. Pour la seconde, la définition de papq1{q est d’être le x ą 0 tel
que

xq “ ap. (14.126)

La définition de a1{q est d’être le y ą 0 tel que

yq “ a. (14.127)

Ce y vérifie donc aussi ypq “ ap et donc pypqq “ ap. Autrement dit, yp “ x, c’est à dire
exactement

pa1{qqp “ papq1{q. (14.128)

Le lemme est prouvé dans le cas où p, q P N.
Numérateur et dénominateur négatifs Si p et q sont tous les deux négatifs, nous remar-

quons que p{q “ p´pq{p´qq et nous sommes dans le même cas qu’avant.
Numérateur négatif, dénominateur positif Pour simplifier les notations nous supposons

toujours p, q P N mais nous considérons ap´pq{q. Nous avons d’une part :

ap´pq{q “ a´pp{qq “ 1
ap{q

“ 1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p. (14.129)

Dans ce calcul, nous avons utilisé au dénominateur le résultat dans le cas positif.
Et d’autre part nous avons :

pa´pq1{q “
ˆˆ

1
a

˙p˙1{q
“

˜ˆ
1
a

˙1{q¸p

“
ˆ

1
a1{q

˙p
“ 1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p (14.130)

où nous avons utilisé le résultat avec 1{a en guise de a.
Numérateur positif, dénominateur négatif Nous traitons maintenant ap{p´qq. Nous avons

d’une part

ap{p´qq “ a´pp{qq “ 1
ap{q

“ 1
papq1{q “ pa

pq´p1{qq “ papq1{p´qq. (14.131)

Et d’autre part :

ap{p´qq “ 1
ap{q

“ 1
pa1{qqp “

ˆ
1
a1{q

˙p
“

´
a´p1{qq

¯p “ pa1{p´qqqp. (14.132)

Le lemme suivant montre que la définition sur Q´ est cohérente avec celle sur Q`, au sens où
finalement nous retrouvons que am{n vérifie xn “ am quel que soient les signes de m et n.

Lemme 14.71 ([1]).
Le nombre y “ a´m{n vérifie l’équation y´n “ am
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Démonstration. Nous posons x “ am{n, c’est à dire xn “ am. Nous avons, par définition y “
a´m{n “ 1

x . Alors
y´n “ 1` 1

x

˘n “ xn “ am, (14.133)

donc c’est bon.

Lemme 14.72 ([1]).
Pour a ą 0 et q, q1 P Q nous avons

aqaq
1 “ aq`q1 . (14.134)

Démonstration. Nous mettons q et q1 au même dénominateur. Soient q “ s{c et q1 “ r{c avec
s, r P Z et c P N. En utilisant les égalités du lemme 14.70 nous trouvons

as{car{c “ pa1{cqspa1{cqr “ pa1{cqs`r “ aps`rq{c “ aq`q1 . (14.135)

Lemme 14.73 ([1]).
La fonction puissance prend les valeurs suivantes.

(1) Si a “ 1 alors aq “ 1 pour tout q P Q.
(2) Si a ą 1 alors

— aq ą 1 si q ą 0
— aq ă 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

(3) Si a ă 1 alors
— aq ă 1 si q ą 0
— aq ą 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

Démonstration. Si a “ 1 alors ak “ 1 pour tout k P N. Ensuite, pour m,n P N, an{m est solution
de xm “ an “ 1, donc x “ 1. En ce qui concerne les puissances négatives, 1{1 “ 1.

Si a ą 1 alors ak ą 1 pour tout k P N. De plus pour q ą 0 nous avons q “ m{n avec m,n P N.
Alors am{n est solution de xm “ an ą 1. Or pour x ď 1 nous avons xm ď 1, donc la solution à
xm “ an vérifie forcément x ą 1.

Toujours avec a ą 1, si q ă 0 nous posons q “ ´q1 avec q1 ą 0. Alors

aq “ q´q1 “ 1
aq1
. (14.136)

Mais aq1 ą 1, donc l’inverse est inférieur à 1.
En ce qui concerne les cas a ă 1, ils sont obtenus en posant b “ 1{a et en calculant

aq “
ˆ

1
b

˙q
“ 1
bq
“ b´q. (14.137)

Proposition 14.74 ([1]).
Si a ą 1 et si M ą 0, il existe n P N tel que an ąM .

Démonstration. Soit a “ 1` h. Alors en utilisant la formule du binôme,

an “ p1` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
hn´k. (14.138)

Tous les termes de la somme sont strictement positifs. Prenons le terme k “ n´ 1. Il vaut
ˆ

n

n´ 1

˙
h “ nh. (14.139)

Donc an ě nh, donc oui, cela peut être rendu arbitrairement grand avec n sans toucher à a.
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Proposition 14.75 ([1]).
Pour a ą 0 nous considérons la fonction

ga : QÑ R

q ÞÑ aq.
(14.140)

(1) Si a P s0, 1r alors ga est décroissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 0, lim

qÑ´8 gapqq “ 8. (14.141a)

(2) Si a ą 1 alors ga est croissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 8, lim

qÑ´8 gapqq “ 0. (14.142a)

Démonstration. Nous prouvons le cas a ą 1. L’autre cas s’en déduit en posant b “ 1{a. Pour la
croissance, soient q P Q et r ą 0 dans Q. En utilisant le lemme 14.72, nous avons

aq`r “ aqar ą aq (14.143)

parce que ar ą 1 par le lemme 14.73.
En ce qui concerne la limite q Ñ8, la fonction ga est croissante et non bornée par la proposition

14.74. Donc sa limite est 8.
Pour la limite q Ñ ´8, nous avons

lim
qÑ´8 a

q “ lim
qÑ8 a

´q “ lim
qÑ8

1
aq
“ 0. (14.144)

Proposition 14.76 ([1]).
Soit a ą 0. Nous avons

lim
xÑ0

ax “ 1. (14.145)

Notons que dans cette limite, x P Q parce que nous n’avons même pas encore défini ax lorsque x
est irrationnel.

Démonstration. Nous notons, comme à l’accoutumée, gapxq “ ax. Soit une suite xk Ñ 0 (avec
xk ‰ 0 pour tout k). En définissant yk par xk “ 1{yk nous savons que a1{yk est la solution de
xyk “ a.

Nous posons tk “ axk et notre but est de prouver que tk Ñ 1. Pour tout k nous avons la relation

tykk “ a. (14.146)

Soit s ą 1. Il existe un M ą 0 tel que yk ąM implique syk ą a (proposition 14.74). Donc dès que
yk ąM nous avons tk ă s.

De la même manière, si r ă 1, il existe un R ą 0 tel que yk ą R implique ryk ă a. Donc dès
que yk ą R nous avons tk ą r.

Soit donc un voisinage sr, sr de 1 (avec r ă 1 et s ą 1). Nous avons les nombres M et R
correspondant et nous posons L “ maxtM,Ru. Soit K tel que k ą K implique yk ą L. Alors pour
k ą K nous avons aussi tk ă s et tk ą r, c’est à dire tk P sr, sr.

Cela prouve que tk Ñ 1.
Donc pour toute suite xk Ñ 0 nous avons gapxkq Ñ 1. Par le critère séquentiel de la limite

(proposition 10.9) nous avons limxÑ0 gapxq “ 1.

Lemme 14.77.
Soit a ą 0. La fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax
(14.147)

est continue.
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Démonstration. Soient x P Q et une suite xk Ñ 0 (toujours dans Q) et utilisons le lemme 14.72 :

ax`xk “ axaxk . (14.148)

Cela est, dans R, le produit entre une constante (ax) et une suite. La limite est donc le produit de
cette constante et la limite de la suite (si elle existe). Par la proposition 14.76 nous avons la limite
axk Ñ 1, et donc

lim
kÑ8 a

x`xk “ ax, (14.149)

ce qui prouve la continuité (caractérisation séquentielle, proposition 8.62) de ga.

Définition 14.78 (Fonction puissance[1]).
Si a ą 0 et x P R, la fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax.
(14.150)

est continue par le lemme 14.77. Si x P R nous définissons

ax “ g̃apxq (14.151)

où g̃a est l’extension de ga donnée par le lemme 14.61.
Nous allons la noter ga également, et écrire ax la valeur de ga même lorsque x n’est pas un

rationnel.

Proposition 14.79 ([1]).
Quelque propriétés de la fonction puissance.

(1) Pour a ą 0, la fonction ga : x ÞÑ ax est continue sur R.
(2) Pour a ą 1, la fonction ga : x ÞÑ ax est croissante.
(3) Pour a ą 0 et x, y P R nous avons

axay “ ax`y. (14.152)

En particulier,
a´x “ 1

ax
. (14.153)

Démonstration. La continuité de x ÞÑ ax est par construction. Le point (1) est fait.
Pour le point (2), lorsque a ą 1, la fonction fa : Q Ñ R est croissante (proposition 14.75).

Donc par la proposition 14.62, la fonction x ÞÑ ax est croissante sur R.
Et enfin pour le point (3), il faut faire un peu plus attention. Soient des suites xi Ñ x et yi Ñ y

dans Q. Calculons :

axay “ plim
i
axiqay (14.154a)

“ lim
i

`
axiay

˘
(14.154b)

“ lim
i

`
lim
k
axiayk

˘
(14.154c)

“ lim
i

`
lim
k
axi`yk

˘
(14.154d)

“ lim
i
axi`y (14.154e)

“ ax`y. (14.154f)

Justifications :
— Pour 14.154a. Définition de ax lorsque x P R.
— Pour 14.154b. Nous entrons le nombre ay dans la limite. Entrer un facteur dans une limite

convergente dans R est un acte anodin.
— Pour 14.154c. Définition de ay, et renter le nombre réel axi dans la limite sur k.



608 CHAPITRE 14. ANALYSE RÉELLE

— Pour 14.154d. Utilisation du lemme 14.72, valable pour xi, yk P Q.
— Pour 14.154e. Pour i fixé, la suite k ÞÑ xi`xk est une suite de rationnels qui converge vers le

réel xi`y. Par définition 14.78 de la fonction puissance nous avons alors limk a
xi`yk “ axi`y.

— Pour 14.154f. La suite de réels i ÞÑ xi`y converge dans R vers le réel x`y. Par la continuité
de t ÞÑ at (ça fait partie du lemme 14.61 définissant la fonction puissance sur R) nous avons
limi a

xi`y “ ax`y.
Vous remarquerez que les limites sur k et sur i ne s’enlèvent pas tout à fait avec la même

justification. Nous aurions pu invoquer la continuité sur R de t ÞÑ at pour les deux limites. Mais
cette continuité, dans le cas d’une suite purement constituée de rationnels, est la définition de la
prolongation vers R.

Lemme 14.80.
Soient a, b ą 0. Si 1 ă x ă y alors

a´ b ă ay ´ bx. (14.155)

Démonstration. Nous posons y “ x` s avec s ą 0. Alors

ay ´ bx “ apx` sq ´ bx “ pa´ bqx` as ą pa´ bqx ą a´ b (14.156)

parce que as ą 0 et x ą 1.

Proposition 14.81 ([1]).
Pour q ą 0 dans Q, la fonction

fq : Q` Ñ R

x ÞÑ xq
(14.157)

est strictement croissante.

Démonstration. Division selon la généralité de q.
Si q est entier positif Soit q “ n P N. Si s ą 0 alors l’inégalité px ` sqn ą xn découle du

binôme de Newton de la proposition 4.6.
Si q est rationnel Soient un rationnel q “ m{n et un nombre strictement positif s. Nous avons,

par la définition 14.65 sous la forme (14.124) :

fm{npx` sqn “ px` sqm ą xm “ fm{npxqn. (14.158)

Nous avons utilisé la stricte croissance de x ÞÑ xm. Cela donne

fm{npx` sqn ą fm{npxqn. (14.159)

En utilisant encore la stricte croissance de x ÞÑ xn, nous avons le résultat.

Corollaire 14.82.
Soient 1 ă b ă a dans R et des rationnels strictement positifs p ă q. Alors

ap ´ bp ă aq ´ bq (14.160)

Démonstration. Nous notons q “ p` r avec r ą 0 dans Q. Par la proposition 14.81,

ar ą br. (14.161)

Cela nous permet d’utilise le lemme 14.80 pour écrire

ap ´ bp ă apar ´ bpbr “ aq ´ bq. (14.162)
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Proposition 14.83 ([1]).
Soient a, b ą 0 et α P R. Nous avons :

aαbα “ pabqα. (14.163)

Démonstration. Nous supposons que c’est bon pour α P N et α P Z. Pour les autres, nous donnons
plus de détails.
Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Si am{n “ x et bm{n “ y, alors

xn “ am (14.164a)
yn “ bm (14.164b)

par (14.124). Nous multiplions (14.164a) par yn à gauche et par bm à droite : xnyn “ ambm.
En tenant compte du résultat pour N, nous avons

pxyqn “ pabqm, (14.165)

ce qui signifie que le nombre xy est pabqm{n.
Pour Q´ Soit q P Q`, nous avons le calcul

a´qb´q “ 1
aqbq

“ 1
pabqq “ pabq

´q. (14.166)

Pour R Soit une suite de rationnels αi Ñ α. Nous avons

aαbα “ `
lim
i
aαi

˘`
lim
j
bαj

˘ “ lim
i

`
aαibαi

˘ “ lim
i
pabqαi “ pabqα. (14.167)

Justifications :
— la proposition 9.12 pour le produit des limites,
— le résultat dans Q que nous venons de prouver,
— la définition de pabqα comme limite de pabqαi .

Pour rappel, la proposition suivantes, dans le cas de α P Q` est la proposition 14.81.

Proposition 14.84 ([1]).
Pour α ą 0, la fonction

fα : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xα
(14.168)

est strictement croissante.
Aussi, la fonction

fα : s´8, 0r Ñ R

x ÞÑ xα
(14.169)

est strictement décroissante.

Démonstration. Nous rappellons que le cas α P Q` est déjà traité par la proposition 14.81. Soient
x P s0,8r et s ą 0. Nous allons montrer que fαpx` sq ´ fαpxq ą 0. Pour cela nous décomposons
en plusieurs cas.
x ą 1 Par la proposition 2.100, nous considérons une suite strictement croissante de rationnels

strictement positifs αi Ñ α. Pour tout i nous avons αi ą α0.
En utilisant la stricte croissance de fα0 et le lemme 14.73(2), nous avons les inégalités
1 ă xα0 ă px` sqα0 , et en particulier

0 ă px` sqα0 ´ xα0 . (14.170)



610 CHAPITRE 14. ANALYSE RÉELLE

De plus nous avons 1 ă x ă x`s et α0 ă αi pour tout i. Donc le corollaire 14.82 s’applique
et nous avons, pour tout i :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ă px` sqαi ´ xαi . (14.171)

C’est le moment de passer à la limite iÑ8. La seconde inégalité devient non stricte, mais
la première reste :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ď px` sqα ´ xα. (14.172)
Nous avons donc bien la stricte croissance de fα sur s1,8r.

x ď 1 Nous choisissons encore αi Ñ α strictement croissante dans Q. Pour chaque i, nous avons
encore

px` sqαi ´ xαi ą 0. (14.173)
Le passage à la limite change l’inégalité stricte en inégalité large, et ne permet donc pas de
conclure immédiatement. Nous devons donc ruser. Soit k P N tel que kpx`sq ą 1 et kx ą 1
(existence parce que R est archimédien, proposition 2.93). Nous avons :

`
kpx` sq˘α ´ pkxqα ą 0 (14.174)

par la partie « x ą 1 » que nous venons de prouver. Grâce à la proposition 14.83 nous
pouvons factoriser kα :

0 ă `
kpx` sq˘α ´ pkxqα “ kα

`px` sqα ´ xα˘. (14.175)

Vu que kα ą 0, cela implique px` sqα ´ xα ą 0, ce qu’il fallait.
Nous avons fini de prouver que la fonction fα était strictement croissante sur s0,8r. En ce qui
concerne la fonction fα sur s´8, 0r, nous avons, pour x ą 0 que

fαp´xq “ 1
fαpxq , (14.176)

et donc stricte décroissance.

Nous prouvons à présent que fα est localement injective ; nous en avons besoin pour prouver la
continuité. Or cette continuité est nécéssait à prouver que fα est localement bijective. Donc nous
ne pouvons pas énoncer la bijectivité ici.

Proposition 14.85.
Soient α P R et x P Rzt0u. Il existe un voisinage V de x sur lequel

fα : V Ñ fαpV q (14.177)

est injective.

Démonstration. Soit x ą 0 ; nous considérons un voisinage V de x inclu à s0,8r. Soit y P V ; pour
fixer les idées nous supposons y ă x. Par la stricte croissance de fα sur s0,8r (proposition 14.84),
nous avons fαpyq ă fαpxq et en particulier fαpxq ‰ fαpyq.

Le cas x ă 0 se traite de façon analogue, avec la stricte décroissance de fα sur s´8, 0r.
Notons que les voisinages sur lesquels fα est injective sont assez grands. Ils peuvent être toute

une demi-droite, si l’on veut.

Lemme 14.86.
Soient α ą 0, une suite de rationnels strictement décroissante αi Ñ α ainsi que les fonctions

fαi : s1,8r Ñ R

x ÞÑ xαi .
(14.178)

La famille tfαiuiPN est équicontinue 13.
13. Définition 10.69.
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Démonstration. Soient x ą 1, et α ą 0. Nous allons montrer que tfαiu est équicontinue en x. Soit
s tel que 1 ă x ă x` s ; le corollaire 14.82 nous enseigne que

px` sqp ´ xp ă px` sqq ´ xq (14.179)

dès que p ă q. En particulier, fp étant croissante par la proposition 14.84,

0 ă px` sqαi ´ xαi ă px` sqα0 ´ xα0 . (14.180)

Soit ε ą 0 et δ tel que s ă δ implique |px` sqα0 ´ xα0 | ă ε. Alors nous avons aussi, pour de tels σ
et s :

|px` sqαi ´ xαi | ă |px` sqα0 ´ xα0 | ă ε. (14.181)

En procédant de même pour s ă 0, nous trouvons bien que

|yαi ´ xαi | ď ε (14.182)

pour tout y P Bpx, δq.
Cela signifie que tfiu est équicontinue.

Proposition 14.87 ([1]).
Soit a ą 0 dans R. La fonction

fα : RÑ R

x ÞÑ xα
(14.183)

est continue (sauf pour x “ 0 si α ă 0).

Démonstration. Nous allons subdiviser quelque cas.
Pour α P N Nous supposons que ce cas va bien.
Pour α P Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Soit aussi ε ą 0. Nous avons :

fm{npxqn “ xm (14.184a)
fm{npx` εqn “ px` εqm. (14.184b)

L’équation (14.184b) s’écrit aussi bien sous la forme

fn
`
fm{npx` εq

˘ “ px` εqm. (14.185)

En prenant la limite,

lim
εÑ0

“
fn
`
fm{npx` εq

˘‰ “ xm “ fm{npxqn. (14.186)

Vu que fn est continue, nous pouvons la permuter avec la limite dans le membre de gauche
tout en écrivant fm{npxqn “ fn

`
fm{npxq

˘
dans le membre de droite :

fn
“

lim
εÑ0

fm{npx` εq
‰ “ fn

`
fm{npxq

˘
. (14.187)

La fonction fn étant injective dans un voisinage autour de x (proposition 14.85),

lim
εÑ0

fm{npx` εq “ fm{npxq, (14.188)

ce qui est la continuité de fm{n en x.
Pour α P R` Nous prouvons séparément le cas x ă 1 et le cas x ě 1. Commençons par x P

s1,8r.
Soit une suite αi Ñ α strictement décroissante dans Q`. Le lemme 14.86 nous dit que
l’ensemble de fonctions tfαi : s1,8r Ñ RuiPN est équicontinu. La convergence simple fαi Ñ
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fα étant par définition, la proposition 10.70 nous dit que la fonction fα : s1,8r Ñ R est
continue.
Soit maintenant x P s0, 1s. Il existe k P N tel que kx ą 1, kpx{2q ą 1 et kα ą 1 (si vous
pensez bien, seule la première condition est utile).
Nous considérons ε tel que x` ε ą x{2 ; de toutes façons nous comptions faire εÑ 0. Nous
avons : ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ ď kα

ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ “ ˇ̌rkpx` εqsα ´ pkxqα ˇ̌. (14.189)

Nous prenons le δ qui correspond à ε en kx dans la continuité de fα déjà démontée pour
kx ą 1. Alors si ε ă δ nous avons

ˇ̌px` εqα ´ xα ˇ̌ ď ε. (14.190)

Pour α P R´ Si α ą 0, la fonction f´α est donnée par

f´αpxq “ 1
fαpxq (14.191)

et est donc continue (sauf en x “ 0 où elle n’existe pas).

Proposition 14.88 ([1]).
Soient a ą 0 ainsi que x, y P R. Alors

paxqy “ payqx “ axy. (14.192)

Démonstration. Nous découpons en fonction de la nature de x et y.
x rationnel, y naturel Si q P Q et n P N alors la formule

paqqn “ anq (14.193)

découle seulement d’une récurrence sur la formule 14.152.
x, y P Q Soient y “ m{n avec n P Z, m P N et q P Q. Nous avons, en utilisant la partie déjà

démontrée et le lemme 14.70,

paqqp “ paqm{n “ `paqqm˘1{n “ pamqq1{n “ amq{n “ apq. (14.194)

x, y irrationnels Soient des suites des rationnels xi Ñ x et yi Ñ y. En utilisant les définitions,

paxqy “ lim
i
paxqyi “ lim

i

`
lim
j
axj

˘yi . (14.195)

Fixons un i pour commencer. Nous avons, par la continuité de fyi (proposition 14.87)
`

lim
j
axj

˘yi “ fyi
`

lim
j
axj

˘ “ lim
j

`
fyipaxj q

˘ “ lim
j
axjyi . (14.196)

Nous avons utilisé le résultats déjà démontré dans le cas des rationnels. La suite j ÞÑ xjyi
est une suite dans Q qui converge vers le réel xyi, donc la limite sur j redonne la fonction
puissance : `

lim
j
axj

˘yi “ lim
j
axjyi “ axyi . (14.197)

Le résultat découle maintenant de la prise de limite dans (14.195) qui revient à prendre la
limite iÑ8 de l’expression dans (14.197) :

paxqy “ lim
i

`
lim
j
axj

˘yi “ lim
i
axyi “ axy. (14.198)
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Le lemme suivant montre en gros que xy croît plus rapidement en y qu’en x.

Lemme 14.89.
Pour tout α ą 0 et a ă 1 nous avons la limite

lim
nÑ8n

αan “ 0 (14.199)

Démonstration. Soit k P N plus grand que α. Soit la suite numérique sn “ nkan. Tous ses termes
sont positifs et

sn
sn`1

“
ˆ

n

n` 1

˙k 1
a
. (14.200)

Étant donné que n{n` 1 Ñ 1 et que a ă 1, il existe un certain rang à partir duquel la suite psnq
est décroissante. Deux conclusions :

— Elle est majorée par une constante M .
— Elle est convergente par le lemme 9.17.

Soit l tel que kal ă 1 et n ą l alors

sn`l “ pn` lqkan`l ď knkanal “ kalsn ď kalM. (14.201)

La majoration est due au fait que dans pn ` lqk nous avons k termes tous plus petits que nk. De
la même façon,

s2n`2l ď ka2ls2n ď ka2lM. (14.202)
En posant ϕpiq “ in` il nous avons

sϕpiq ď kaiM, (14.203)
qui est une sous-suite convergente vers 0. Or si une suite est convergente (ce qui est le cas de psnq),
toutes les sous-suites convergent vers la même limite. Nous en concluons que sn Ñ 0.

14.90.
Une conséquence est que si vous voulez choisir un mot de passe fort, la longueur du mot est plus
importante que la taille de l’alphabet choisit : il est plus efficace de choisir une combinaison longue
qu’une combinaisons mélangeant des lettres, chiffres et symboles spéciaux.

Exemple : si vous choisissez un mot de passe contenant majuscules, minuscules, chiffres et
symboles spéciaux complètement mélangés (ne mentez pas, vous ne le faites pas), mais que vous
ne le choisissez que de taille 6, vous avez 726 possibilités (en supposant un jeu de 10 symboles
spéciaux).

Eh bien, en seulement 8 lettres minuscules, vous avez plus de possibilités : 268 ą 726.

14.6.3 La fonction puissance : remarques pour la suite

Il y a encore de nombreuses choses à dire sur la fonction puissance. Pour savoir lesquelles, voir
le thème 31.

14.7 Espace des fonctions continues
Définition 14.91.
Soit I, un intervalle de R. L’oscillation sur I est le nombre

ωf pIq “ sup
xPI

fpxq ´ inf
xPI fpxq. (14.204)

Pour chaque x fixé, la fonction
x ÞÑ ωf

`
Bpx, δq˘ (14.205)

est une fonction positive, croissante et a donc une limite (pour δ Ñ 0). Nous notons ωf pxq cette
limite qui est l’oscillation de f en ce point. Une propriété immédiate est que f est continue en
x0 si et seulement si ωf px0q “ 0.
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Lemme 14.92.
L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f : RÑ R est une réunion dénombrable de
fermés.

Démonstration. Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f . Nous avons

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (14.206)

Il nous suffit donc de montrer que pour tout ε, l’ensemble

tx tel que ωf pxq ă εu (14.207)

est ouvert. Soit en effet x0 dans cet ensemble. Il existe δ tel que ωf
`
Bpx0, δq

˘ ă ε. Si x P Bpx0, δq,
alors si on choisit δ1 tel que Bpx, δ1q Ă Bpx0, δq, nous avons ωf

`
Bpx, δ1q˘ ă ε, ce qui justifie que

ωf pxq ă ε et donc que x est également dans l’ensemble considéré.

Théorème 14.93.
L’ensemble des points de discontinuité d’une limite simple de fonctions continues est de première
catégorie.

Démonstration. Soit pfnq une suite de fonctions qui converge simplement vers f . Nous devons
écrire l’ensemble des points de discontinuité de f comme une union dénombrable d’ensembles tels
que sur tout intervalle I, aucun de ces ensembles n’est dense. Nous savons déjà par le lemme 14.92
que l’ensemble des points de discontinuité de f est donné par

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (14.208)

Nous essayons donc de prouver que pour tout ε, l’ensemble

F “ tx tel que ωf pxq ě εu (14.209)

est nulle part dense. Soit

En “
č

i,jąn
tx tel que |fipxq ´ fjpxq| ă εu. (14.210)

Nous montrons que cet ensemble est fermé en étudiant le complémentaire. Soit x R En ; alors il
existe un couple pi, jq tel que

|fipxq ´ fjpxq| ą ε. (14.211)
Par continuité, cette inégalité reste valide dans un voisinage de x. Donc il existe un voisinage de x
contenu dans AEn et En est donc fermé.

De plus nous avons En Ă En`1 et
Ť
nEn “ R. Ce dernier point est dû au fait que pour tout x,

il existe N tel que i, j ą N implique |fipxq ´ fjpxq| ď ε. Cela est l’expression du fait que la suite`
fnpxq

˘
nPN est de Cauchy.

Soit I, un intervalle fermé de R. Nous voulons trouver un intervalle J Ă I sur lequel f est
continue. Nous écrivons I sous la forme

I “
8ď

n“1
pEn X Iq. (14.212)

Tous les ensembles Jn “ En X I ne peuvent être nulle part dense en même temps (à cause du
théorème de Baire 10.72). Il existe donc un n tel que Jn contienne un ouvert J . Le but est de
montrer que f est continue sur J . Pour ce faire, nous n’allons pas simplement majorer |fpxq´fpx0q|
par ε lorsque |x ´ x0| est petit. Nous allons majorer l’oscillation de f sur Bpx0, δq lorsque δ est
petit. Pour cela nous prenons x0 et x dans J et nous écrivons

|fpxq ´ fpx0q| ď |fpxq ´ fnpxq| ` |fnpxq ´ fnpx0q|. (14.213)
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À ce niveau nous rappelons que n est fixé par le choix de J , dans lequel ε est déjà inclus. Nous
choisissons évidemment |x ´ x0| ď δ de telle sorte que le second terme soit plus petit que ε en
vertu de la continuité de fn. Pour le premier terme, pour tout i, j ě n nous avons

|fipxq ´ fjpxq| ă ε. (14.214)

Si nous posons j “ n et iÑ8, en tenant compte du fait que fi Ñ f simplement,

|fpxq ´ fnpxq| ď ε. (14.215)

Nous avons donc obtenu |fpxq´fnpx0q| ď 2ε. Cela signifie que dans un voisinage de rayon δ autour
de x0, les valeurs extrêmes prises par fpxq sont fnpx0q˘4ε. Nous avons donc prouvé que pour tout
ε, il existe δ tel que

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ ď 4ε. (14.216)

De là nous concluons que
lim
δÑ0

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ “ 0, (14.217)

ce qui signifie que f est continue en x0.

Exemple 14.94
Une fonction discontinue sur Q et continue ailleurs. La fonction

fpxq “
#

0 si x R Q
1
q si x “ p{q (14.218)

où par « x “ p{q » nous entendons que p{q est la fraction irréductible.
Cette fonction est discontinue sur Q parce que si q P Q alors fpqq ‰ 0 alors que dans tous

voisinage de q il existe un irrationnel sur qui la fonction vaudra zéro.
Montrons que f est continue sur les irrationnels. Si x0 R Q alors fpx0q “ 0. Mais si on prend un

voisinage suffisamment petit de x0, nous pouvons nous arranger pour que tous les rationnels aient
un dénominateur arbitrairement grand. En effet si nous nous fixons un premier rayon r0 ą 0 alors
il existe un nombre fini de fractions de la forme 1, k2 ,

k
3 ,. . . ,

k
N dans Bpx0, r0q. Il suffit maintenant

de choisir 0 ă r ď r0 tel que ces fractions soient toutes hors de Bpx0, rq. Dans cette boule nous
avons f ă 1

N . Du coup f est continue en x0. 4

Définition 14.95 (Point périodique[168]).
Soit f : I Ñ I une application d’un ensemble I dans lui-même. Si x P I vérifie fnpxq “ x et
fkpxq ‰ x pour k “ 1, . . . , n´ 1 alors on dit que x est un point n-périodique.

Lemme 14.96.
Soit I un segment 14 de R et une fonction continue f : I Ñ I. Si K est un segment fermé avec
K Ă fpIq alors il existe un segment fermé L Ă I tel que K “ fpLq.
Démonstration. Mentionnons immédiatement que f est continue sur I qui est compact 15. Par
conséquent tous les nombres dont nous allons parler sont finis parce que f est bornée par le
théorème 9.31.

Soit K “ rα, βs. Si α “ β alors le segment L “ tau convient. Nous supposons donc que α ‰ β
et nous considérons a, b P I tels que α “ fpaq et β “ fpbq. Vu que a ‰ b nous supposons a ă b (le
cas a ą b se traite de façon similaire).

Nous posons
A “ tx P ra, bs tel que fpxq “ αu. (14.219)

14. définition 9.28. Un segment est un intervalle fermé borné.
15. Par le lemme 9.5.
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C’est un ensemble borné par a et b. De plus il est fermé ; ce dernier point n’est pas tout à fait
évident parce que f n’est pas définit sur R mais sur I qui est fermé, le corollaire 14.38 n’est donc
pas immédiatement utilisable. Prouvons donc que Z “ tx P R tel que fpxq “ αu est fermé. Si x0
est hors de Z alors soit x0 est dans I soit il est hors de I. Dans ce second cas, le complémentaire de
I étant ouvert, on a un voisinage de x0 hors de I et par conséquent hors de Z. Si au contraire x0 P I
alors il y a (encore) deux cas : soit x0 P IntpIq soit x0 est sur le bord de I. Dans le premier cas, le
théorème des valeurs intermédiaires 16 fonctionne. Pour le second cas, nous supposons x0 “ maxpIq
(le cas x0 “ minpIq est similaire). Le théorème des valeurs intermédiaires dit que sur rx0 ´ ε, x0s,
f ‰ α et en même temps, sur sx0, x0` εs, nous sommes en dehors du domaine. Au final tfpxq “ αu
est fermé et A est alors fermé en tant que intersection de deux fermés.

L’ensemble A étant non vide (a P A), il possède donc un maximum que nous nommons u :

u “ maxpAq. (14.220)

Nous posons aussi
B “ tx P ru, bs tel que fpxq “ βu (14.221)

qui est encore fermé, borné et non vide. Nous pouvons donc définir

v “ minpBq. (14.222)

Nous prouvons maintenant que f
`ru, vs˘ “ rα, βs. D’abord f

`ru, vs˘ est un intervalle compact 17
contenant fpuq “ α et fpvq “ β. Par conséquent rα, βs Ă f

`ru, vs˘. Pour l’inclusion inverse
supposons t P ru, vs tel que fptq ą β. Vu que fpaq “ α et α ă β le théorème des valeurs
intermédiaires il existe t0 P ra, ts tel que fpt0q “ β. Cela donne t0 ă v et donc contredit la
minimalité de v dans B. Nous en déduisons que f

`ru, vs˘ ne contient aucun élément plus grand
que β. Même jeu pour montrer que ça ne contient aucun élément plus petit que α.

En définitive, le segment L “ ru, vs fonctionne.

Lorsque I2 Ă fpI1q nous notons I1 Ñ I2 ou, si une ambiguïté est à craindre, I1
fÝÑ I2. Cette

flèche se lit « recouvre ».

Lemme 14.97 ([144, 168]).
Soient les segments I0, . . . , In´1 tels que nous ayons le cycle

I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (14.223)

Alors fn admet un point fixe x0 P I0 tel que fkpx0q P Ik pour tout k “ 0, . . . , n´ 1.

Démonstration. Nous prouvons les cas n “ 1 et n “ 2 séparément.
n “ 1 Nous avons I0 Ñ I0, c’est à dire que I0 Ă fpI0q. Si I0 “ ra, bs alors nous posons a “ fpαq

et b “ fpβq pour certains α, β P I0. Nous posons ensuite gpxq “ fpxq ´ x.
Dans un premier temps, gpαq “ a ´ α ď 0 parce que a “P pI0q et α P I0. Pour la même
raison, gpβq “ b´β ě 0. Le théorème des valeurs intermédiaires donne alors t0 P rα, βs Ă I0
tel que gpt0q “ 0. Nous avons donc fpt0q “ t0.

n “ 2 Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Vu que I1 Ă fpI0q, le lemme 14.96 donne un segment J1 Ă I0
tel que fpJ1q “ I1. Mézalors

J1 Ă I0 Ă fpI1q “ f2pJ1q. (14.224)

Nous avons donc J1
f2ÝÑ J1 et par le cas n “ 1 traité plus haut, la fonction f2 a un point

fixe x0 dans J1. De plus
fpx0q P fpJ1q “ I1, (14.225)

le point x0 est donc bien celui que nous cherchions.

16. Théorème 14.41.
17. Corollaire 14.42 et théorème 8.74.
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Cas général. Nous avons
I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (14.226)

Vu que I1 Ă fpI0q, il existe J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mais

I2 Ă fpI1q “ f2pJ1q, (14.227)

donc il existe J2 Ă J1 tel que I2 “ f2pJ2q. En procédant encore longtemps ainsi nous
construisons les ensembles J1, . . . , Jn´1 tels que

Jn´1 Ă Jn´2 Ă . . . Ă J1 Ă J0 (14.228)

tels que Ik “ fkpJkq pour tout k “ 1, . . . , n ´ 1. La dernière de ces inclusions est In´1 “
fn´1pJn´1q, mais In´1 Ñ I0, c’est à dire que

I0 Ă fpIn´1q “ fnpJn´1q, (14.229)

et il existe Jn Ă Jn´1 tel que I0 Ă fnpJnq. Mais comme Jn Ă J0 nous avons en particulier
Jn Ă fnpJnq.
Cela donne un point fixe x0 P Jn pour fn. Par construction nous avons Jn Ă Jn´1 Ă . . . Ă
J1 Ă J0 et donc x0 P Jk pour tout k. En particulier

fkpx0q P fkpJkq “ Ik (14.230)

pour tout k.

Théorème 14.98 (Théorème de Sarkowski[144, 168]).
Soit I, un segment de R et une application continue f : I Ñ I. Si f admet un point 3-périodique,
alors f admet des points n-périodiques pour tout n ě 1.

Démonstration. Soit a P I un point 3-périodique pour f et notons b “ fpaq, c “ fpbq. Les points
b et c sont également des points 3-périodiques. Quitte à renommer, nous pouvons supposer que a
est le plus petit des trois. Il reste deux possibilités : a ă b ă c et a ă c ă b. Nous traitons d’abord
le premier cas.

Supposons a ă b ă c. Nous posons I0 “ ra, bs et I1 “ rb, cs. Nous avons immédiatement
I1 Ă fpI0q et comme fpbq “ c et fpcq “ a, fpI1q recouvre ra, cs et donc recouvre en même temps
I1 et I2. Nous avons donc I0 Ñ I1, I1 Ñ I0 et I1 Ñ I1.
Un point 1-périodique Nous avons I1 Ñ I1 qui prouve que f a un point fixe dans I1. C’est

le cas n “ 1 du lemme 14.97. Voilà un point 1-périodique.
Un point 2-périodique Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Par conséquent, le lemme 14.97 dit que f2

a un point fixe x0 P I0 tel que fpx0q P I1. Montrons que fpx0q ‰ x0. Pour avoir x0 “ fpx0q, il
faudrait x0 P I0XI1 “ tbu. Mais b est un point 3-périodique, donc ne vérifiant certainement
pas f2pbq “ b. Nous en déduisons que fpx0q ‰ x0 et donc que x0 est 2-périodique.

Un point 3-périodique On en a par hypothèse.
Un point n-périodique pour n ě 4 Nous avons le cyle

I0 Ñ I1 Ñ I1 Ñ . . .Ñ I1looooooooooomooooooooooon
n-1fois

Ñ I0. (14.231)

Le lemme donne alors un point fixe x P I0 pour fn tel que fkpxq P I1 pour k “ 1, . . . , n´ 1.
Est-ce possible que x “ b ? Non parce que f2pbq “ a P I0 alors que f2pxq P I1. Mais
I0 X I1 “ tbu.
Par conséquent la relation fkpxq P I1 exclu d’avoir fkpxq “ x, et le point x est bien n-
périodique.
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Passons au cas a ă c ă b. Alors nous posons I0 “ ra, cs et I1 “ rc, bs. Encore une fois fpI0q
contient a et b, donc I0 Ñ I0 et I0 Ñ I1. Mais en même temps fpI1q contient a et c, donc I1 Ñ I0.

Nous pouvons donc refaire comme dans le premier cas, en inversant les rôles de I0 et I1. En
particulier nous pouvons considérer le cycle

I1 Ñ I0 Ñ I0 Ñ . . .Ñ I0 Ñ I1. (14.232)

14.8 Uniforme continuité

Définition 14.99.
Une partie A Ă Rm est dite bornée s’il existe un M ą 0 tel que A Ă Bp0,Mq. Le diamètre de
la partie A est le nombre

DiampAq “ sup
x,yPA

}x´ y} P r0,8s. (14.233)

Lorsque A est borné, il existe un M tel que }x} ďM pour tout x P A.
Lemme 14.100.
Si A est une partie non vide de Rm, alors DiampAq “ DiampĀq.

Nous n’allons pas donner de démonstrations de ce lemme.
Si pxnq est une suite et I est un sous-ensemble infini de N, nous désignons par xI la suite des

éléments xn tels que n P I. Par exemple la suite xN est la suite elle-même, la suite x2N est la suite
obtenue en ne prenant que les éléments d’indice pair.

Les suites xI ainsi construites sont dites des sous-suites de la suite pxnq.
Pour une fonction f : D Ă Rm Ñ R, la continuité au point a signifie que pour tout ε ą 0,

Dδ ą 0 tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε. (14.234)

Le δ qu’il faut choisir dépend évidemment de ε, mais il dépend en général aussi du point a où l’on
veut tester la continuité. C’est à dire que, étant donné un ε ą 0, nous pouvons trouver un δ qui
fonctionne pour certains points, mais qui ne fonctionne pas pour d’autres points.

Il peut cependant également arriver qu’un même δ fonctionne pour tous les points du domaine.
Dans ce cas, nous disons que la fonction est uniformément continue sur le domaine.

Définition 14.101.
Une fonction f : D Ă Rm Ñ R est dite uniformément continue sur D si

@ε ą 0, Dδ ą 0 tel que @x, y P D, }x´ y} ď δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ε. (14.235)

Il est intéressant de voir ce que signifie le fait de ne pas être uniformément continue sur un
domaine D. Il s’agit essentiellement de retourner tous les quantificateurs de la condition (14.235) :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P D tel que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (14.236)

Dans cette condition, les points x et y peuvent être fonction du δ. L’important est que pour tout
δ, on puisse trouver deux points δ-proches dont les images par f ne soient pas ε-proches.

Exemple 14.102
Prenons la fonction fpxq “ 1

x , et demandons nous pour quel δ nous sommes sûr d’avoir

|fpa` δq ´ fpaq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
a` δ ´

1
a

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (14.237)
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Pour simplifier, nous supposons que a ą 0. Nous calculons

1
a
´ 1
a` δ ă ε

δ

apa` δq ă ε

δ ă εa2 ` εaδ
δp1´ εaq ă εa2

δ ă εa2

1´ εa.

(14.238)

Notons que, à ε fixé, plus a est petit, plus il faut choisir δ petit. La fonction x ÞÑ 1
x n’est donc pas

uniformément continue. Cela correspond au fait que, proche de zéro, la fonction monte très vite.
Une fonction uniformément continue sera une fonction qui ne montera jamais très vite. 4

Proposition 14.103.
Quelques propriétés des fonctions uniformément continues.

(1) Toute application uniformément continue est continue ;
(2) la composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément continue ;

Nous verrons qu’une application lipschitzienne est uniformément continue (proposition 14.255).
Une fonction peut être uniformément continue sur un domaine et pas sur un autre. Le théorème

suivant donne une importante indication à ce sujet.

Théorème 14.104 (Heine).
Une fonction continue sur un compact (fermé et borné) est uniformément continue.

La démonstration qui suit est valable pour une fonction f : Rn Ñ Rm et utilise le fait que le
produit cartésien de compacts est compact. Dans le cas de fonctions sur R, nous pouvons modifier
la démonstration pour ne pas utiliser ce résultat ; voir plus bas.

Démonstration. Nous allons prouver ce théorème par l’absurde. Nous commençons par écrire la
condition (14.236) qui exprime que f n’est pas uniformément continue sur le compact K :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P K tels que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (14.239)

En particulier (en prenant δ “ 1
n pour tout n), pour chaque n nous pouvons trouver xn et yn dans

K qui vérifient simultanément les deux conditions suivantes :
$
&
%
}xn ´ yn} ă 1

n
(14.240a)

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ ą ε. (14.240b)

Nous insistons que c’est le même ε pour chaque n. L’ensemble K étant compact, l’ensemble KˆK
est compact (théorème 10.66) et nous pouvons trouver une sous-suite convergente du couple pxn, ynq
dans K ˆ K. Quitte à passer à ces sous-suites, nous nous supposons que pxn, ynq converge dans
KˆK et en particulier que les suites pxnq et pynq sont convergentes. Étant donné que pour chaque
n elles vérifient }xn ´ yn} ă 1

n , les limites sont égales :

lim xn “ lim yn “ x. (14.241)

L’ensemble K étant fermé, la limite x est dans K. Par continuité de f , nous avons finalement

lim fpxnq “ lim fpynq “ fpxq, (14.242)

mais alors
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ “ 0, (14.243)
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ce qui est en contradiction avec le choix (14.240b).
Tout ceci prouve que fpKq est bornée supérieurement et que f atteint son supremum (qui

est donc un maximum). Le fait que fpKq soit borné inférieurement se prouve en considérant la
fonction ´f au lieu de f .

Remarque 14.105.
Nous pouvons ne pas utiliser le fait que le produit de compacts est compact. Cela est particuliè-
rement commode lorsqu’on considère des fonctions de R dans R parce que dans ce cadre nous ne
pouvons pas supposer connue la notion de produit d’espace topologiques.

Pour choisir les sous-suites pxnq et pynq, il suffit de prendre une sous-suite convergente de pxnq
et d’invoquer le fait que }xn ´ yn} ď 1

n . Les suites pxnq et pynq étant adjacentes 18, la convergence
de pxnq implique la convergence de pynq vers la même limite.

Il est donc un peu superflus de parler de la convergence du couple pxn, ynq.

14.9 Compacité
Soit E, un sous-ensemble de R. Nous pouvons considérer les ouverts suivants :

Ox “ Bpx, 1q (14.244)

pour chaque x P E. évidemment,
E Ď

ď

xPE
Ox. (14.245)

Cette union est très souvent énorme, et même infinie. Elle contient de nombreuses redondances.
Si par exemple E “ r´10, 10s, l’élément 3 P E est contenu dans O3.5, O2.7 et bien d’autres. Pire :
même si on enlève par exemple O2 de la liste des ouverts, l’union de ce qui reste continue à être
tout E. La question est : est-ce qu’on peut en enlever suffisamment pour qu’il n’en reste qu’un
nombre fini ?

Définition 14.106.
Soit E, un sous-ensemble de R. Une collection d’ouverts Oi est un recouvrement de E si E ĎŤ
i Oi. Un sous-ensemble E de R tel que de tout recouvrement par des ouverts, on peut extraire un

sous-recouvrement fini est dit compact.

Proposition 14.107.
Les ensembles compacts sont fermés et bornés.

Démonstration. Prouvons d’abord qu’un ensemble compact est borné. Pour cela, supposons que
K est un compact non borné vers le haut 19. Donc il existe une suite infinie de nombres strictement
croissante x1 ă x2 ă . . . tels que xi P K. Prenons n’importe quel recouvrement ouvert de la partie
de K plus petite ou égale à x1, et complétons ce recouvrement par les ouverts Oi “sxi´1, xir. Le
tout forme bien un recouvrement de K par des ouverts.

Il n’y a cependant pas moyen d’en tirer un sous recouvrement fini parce que si on ne prend
qu’un nombre fini parmi les Oi, on en aura fatalement un maximum, disons Ok. Dans ce cas, les
points xk`1, xk`1,. . . ne seront pas dans le choix fini d’ouverts.

Cela prouve que K doit être borné.
Pour prouver que K est fermé, nous allons prouver que le complémentaire est ouvert. Et pour

cela, nous allons prouver que si le complémentaire n’est pas ouvert, alors nous pouvons construire
un recouvrement de K dont on ne peut pas extraire de sous recouvrement fini.

Si RzK n’est pas ouvert, il possède un point, disons x, tel que tout voisinage de x intersecte K.
Soit Bpx, ε1q, un de ces voisinages, et prenons k1 P KXBpx, ε1q. Ensuite, nous prenons ε2 tel que k1
n’est pas dans Bpx, ε1q, et nous choisissons k2 P K XBpx, ε2q. De cette manière, nous construisons

18. Définition 9.22.
19. Nous laissons à titre d’exercice le cas où K est borné par le haut et pas par le bas.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_compact
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une suite de ki P K tous différents et de plus en plus proches de x. Prenons un recouvrement
quelconque par des ouverts de la partie de K qui n’est pas dans Bpx, ε1q. Les nombres ki ne sont
pas dans ce recouvrement.

Nous ajoutons à ce recouvrement les ensembles O “ski, ki`1r. Le tout forme un recouvrement
(infini) par des ouverts dont il n’y a pas moyen de tirer un sous recouvrement fini, pour exactement
la même raison que la première fois.

Le résultat suivant le théorème de Borel-Lebesgue, et la démonstration vient de wikipédia.

Théorème 14.108 (borel-Lebesgue).
Les intervalles de la forme ra, bs sont compacts.

Démonstration. Soit Ω, un recouvrement du segment ra, bs par des ouverts, c’est à dire que

ra, bs Ď
ď

OPΩ
O. (14.246)

Nous notons par M le sous-ensemble de ra, bs des points m tels que l’intervalle ra,ms peut être
recouvert par un sous-ensemble fini de Ω. C’est à dire que M est le sous-ensemble de ra, bs sur
lequel le théorème est vrai. Le but est maintenant de prouver que M “ ra, bs.

M est non vide En effet, a P M parce que il existe un ouvert O P Ω tel que a P O. Donc O
tout seul recouvre l’intervalle ra, as.

M est un intervalle Soient m1, m2 P M . Le but est de montrer que si m1 P rm1,m2s, alors
m1 PM . Il y a un sous recouvrement fini de l’intervalle ra,m2s (par définition de m2 PM).
Ce sous recouvrement fini recouvre évidemment aussi ra,m1s parce que ra,m1s Ď ra,m2s,
donc m1 PM .

M est une ensemble ouvert Soit m PM . Le but est de prouver qu’il y a un ouvert autour
de m qui est contenu dans M . Mettons que Ω1 soit un sous recouvrement fini qui contienne
l’intervalle ra,ms. Dans ce cas, on a un ouvert O P Ω1 tel que m P O. Tous les points de O
sont dans M , vu qu’ils sont tous recouverts par Ω1. Donc O est un voisinage de m contenu
dans M .

M est un ensemble fermé M est un intervalle qui commence en a, en contenant a, et qui
finit on ne sait pas encore où. Il est donc soit de la forme ra,ms, soit de la forme ra,mr. Nous
allons montrer queM est de la première forme en démontrant queM contient son supremum
s. Ce supremum est un élément de ra, bs, et donc il est contenu dans un des ouverts de Ω.
Disons s P Os. Soit c, un élément de Os strictement plus petit que c ; étant donné que s
est supremum de M , cet élément c est dans M , et donc on a un sous recouvrement fini Ω1
qui recouvre ra, cs. Maintenant, le sous recouvrement constitué de Ω1 et de Os est fini et
recouvre ra, ss.

Nous pouvons maintenant conclure : le seul intervalle non vide de ra, bs qui soit à la fois ouvert et
fermé est ra, bs lui-même, ce qui prouve que M “ ra, bs, et donc que ra, bs est compact.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, l’image d’un intervalle par une fonction continue
est un intervalle, et nous avons l’importante propriété suivante des fonctions continues sur un
compact.

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 9.31.

Théorème 14.109.
Si f est une fonction continue sur l’intervalle compact ra, bs. Alors f est bornée sur ra, bs et elle
atteint ses bornes.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, son image est également un inter-
valle compact, et donc est de la forme rm,M s. Ceci découle du théorème 8.74 et le corollaire 14.42.
Le maximum de f sur ra, bs est la borneM qui est bien dans l’image (parce que rm,M s est fermé).
Idem pour le minimum m.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th�or�me_de_Heine-Borel
http://fr.wikipedia.org/wiki/�mile_Borel
http://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_L�on_Lebesgue
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14.10 Dérivée : exemples introductifs

14.10.1 La vitesse

Lorsqu’un mobile se déplace à une vitesse variable, nous obtenons la vitesse instantanée en
calculant une vitesse moyenne sur des intervalles de plus en plus petits. Si le mobile a un mouvement
donné par xptq, la vitesse moyenne entre t “ 2 et t “ 5 sera

vmoyp2 Ñ 5q “ xp5q ´ xp2q
5´ 2 .

Plus généralement, la vitesse moyenne entre 2 et 2`∆t est donnée par

vmoyp2 Ñ 2`∆tq “ xp2`∆tq ´ xp2q
∆t .

Cela est une fonction de ∆t. Oui, mais je te rappelle qu’on a dans l’idée de calculer une vitesse
instantanée, c’est à dire de voir ce que vaut la vitesse moyenne sur un intervalle très très très très
petit. La notion de limite semble toute indiquée pour décrire mathématiquement l’idée physique de
vitesse instantanée.

Nous allons dire que la vitesse instantanée d’un mobile est la limite quand ∆t tend vers zéro
de sa vitesse moyenne sur l’intervalle de temps ∆t, ou en formule :

vpt0q “ lim
∆tÑ0

xpt0q ´ xpt0 `∆tq
∆t . (14.247)

14.10.2 La tangente à une courbe

Passons maintenant à tout autre chose, mais toujours dans l’utilisation de la notion de limite
pour résoudre des problèmes intéressants. Comment trouver l’équation de la tangente à la courbe
y “ fpxq au point px0, fpx0qq ?

Essayons de trouver la tangente au point P donné de la courbe donnée à la figure 14.1.

‚P

Figure 14.1 – Comment trouver la tangente à la courbe au point P ?

La tangente est la droite qui touche la courbe en un seul point sans la traverser. Afin de la
construire, nous allons dessiner des droites qui touchent la courbe en P et un autre point Q, et
nous allons voir ce qu’il se passe quand Q est très proche de P . Cela donnera une droite qui,
certes, touchera la courbe en deux points, mais en deux points tellement proches que c’est comme
si c’étaient les mêmes. Tu sens que la notion de limite va encore venir.

Nous avons placé le point, sur la figure 14.2, le point P en a et le point Q un peu plus loin x.
En d’autres termes leurs coordonnées sont

P “ `
a, fpaq˘ Q “ `

x, fpxq˘. (14.248)

Comme tu devrais le savoir sans même regarder la figure 14.2, le coefficient directeur de la droite
qui passe par ces deux points est donné par

fpxq ´ fpaq
x´ a , (14.249)
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‚P

‚
a

‚fpaq

‚
Q

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 14.2 – Traçons d’abord une corde entre le point P et un point Q un peu plus loin.

et bang ! Encore le même rapport que celui qu’on avait trouvé à l’équation (14.247) en parlant de
vitesses. Si tu regardes la figure 14.3, tu verras que réellement en faisant tendre x vers a on obtient
la tangente.

‚
Q0‚P

(a) Pas très bon . . .

‚
Q1‚P

(b) . . . de mieux en mieux . . .

‚
Q2‚P

(c) . . . de mieux en mieux . . .

‚
Q3‚P

(d) . . . presque parfait

Figure 14.3 – Recherche de la tangente par approximations successives.

14.10.3 L’aire en dessous d’une courbe

Encore un exemple. Nous voudrions bien pouvoir calculer l’aire en dessous d’une courbe. Nous
notons Sf pxq l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est à dire l’aire bleue de la
figure 14.4.

Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x
et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px`∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (14.250)
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‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 14.4 – L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime l’aug-
mentation de l’aire lorsqu’on passe de x à x`∆x.

c’est à dire
fpxq “ lim

∆xÑ0

Sf px`∆xq ´ Sf pxq
∆x . (14.251)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire en dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

Nous avons déjà vu que calculer la dérivée d’une fonction n’est pas très compliqué. Aussi
étonnant que cela puisse paraître, il se fait que le processus inverse est très compliqué : il est en
général extrêmement difficile (et même souvent impossible) de trouver une fonction dont la dérivée
est une fonction donnée.

Une fonction dont la dérivée est la fonction f s’appelle une primitive de f , et la fonction qui
donne l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x est notée

Sf pxq “
ż x

0
fptqdt. (14.252)

Nous pouvons nous demander si, pour une fonction f donnée, il existe une ou plusieurs primitives,
c’est à dire s’il existe une ou plusieurs fonctions F telles que F 1 “ f . La réponse viendra. . .

14.11 Dérivation de fonctions réelles

On considère dans la suite une fonction f : A Ñ R, où a P A Ă R ; cependant, les notions
de continuité et de dérivabilité se généralisent immédiatement au cas de fonctions à valeurs vec-
torielles ; la notion de continuité se généralise au cas des fonctions à plusieurs variables (la notion
de dérivabilité est remplacée par celle de différentiabilité dans ce cadre).

Définition 14.110.
La fonction f est dérivable en a si a P intA et si

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a

existe. On note alors cette quantité f 1paq, c’est le nombre dérivé de f en a. La fonction dérivée
de f est

f 1 : A1 Ñ R

a ÞÑ fpaq (14.253)

définie sur l’ensemble noté A1 des points a où f est dérivable.

Exemple 14.111
Montrons que la fonction f : R Ñ R : x ÞÑ x est continue et dérivable. Exceptionnellement (bien
qu’on sache que la dérivabilité implique la continuité), montrons ces deux assertions séparément.
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Continuité Pour prouver la continuité au point a P R nous devons montrer que

lim
xÑax “ a (14.254)

c’est-à-dire
@ε ą 0, Dδ ą 0 : @x P R |x´ a| ă δ ñ |x´ a| ă ε (14.255)

ce qui est clair en prenant δ “ ε.
Dérivabilité Soit a P R. Calculons la limite du quotient différentiel

lim
xÑa
x‰a

x´ a
x´ a “ lim

xÑa
x‰a

1 “ 1 (14.256)

ce qui prouve que f est dérivable et que sa dérivée vaut 1 en tout point a de R.
On a donc montré que la fonction x ÞÑ x est continue, dérivable, et que sa dérivée vaut 1 en

tout point a de son domaine.

4

Proposition 14.112.
Une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Démonstration. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est dérivable, et soit x0 P I. Nous
allons prouver la continuité de f en x0. Le fait que la limite

f 1px0q “ lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q
h

(14.257)

existe implique a fortiori que
lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q “ 0. (14.258)

Cela signifie la continuité de f en vertu du critère 14.55.

Théorème 14.113.
Toute fonction f dérivable au point x0 est continue au point x0.

Remarque 14.114.
La réciproque du théorème précédent n’est pas vraie : il existent bien des fonctions qui sont
continues à un point x0 mais qui ne sont pas dérivables en x0. La fonction valeur absolue, x ÞÑ |x|,
par exemple est continue sur tout R mais elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est une fonction dérivable, rien n’empêche la fonction dérivée f 1 d’être elle-même dérivable.
Dans ce cas nous notons f2 ou f p2q la dérivée de la fonction f 1. Cette fonction f2 est la dérivée
seconde de f . Elle peut encore être dérivable ; dans ce cas nous notons f p3q sa dérivée, et ainsi de
suite. Nous définissons f pnq “ pf pn´1qq1 la dérivée nede f . Nous posons évidemment f p0q “ f .

14.11.1 Exemples

Exemple 14.115
Commençons par la fonction fpxq “ x. Dans ce cas nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x´ a

x´ a “ 1. (14.259)

La dérivée est donc 1. 4

Proposition 14.116.
La dérivé de la fonction x ÞÑ x vaut 1, en notations compactes : pxq1 “ 1.
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Démonstration. D’après la définition de la dérivée, si fpxq “ x, nous avons

fpxq “ lim
εÑ0

px` εq ´ x
ε

“ lim
εÑ0

ε

ε
“ 1, (14.260)

et c’est déjà fini.

14.11.1.1 La fonction carré

Prenons ensuite fpxq “ x2. En utilisant le produit remarquable px2´a2q “ px´aqpx`aq nous
trouvons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x` a. (14.261)

Lorsque xÑ a, cela devient 2a. Nous avons par conséquent

f 1pxq “ 2x. (14.262)

Lemme 14.117.
Si fpxq “ x2, alors f 1pxq “ 2x.

Démonstration. Utilisons la définition, et remplaçons f par sa valeur :

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

(14.263a)

“ lim
εÑ0

px` εq2 ´ x2

ε
(14.263b)

“ lim
εÑ0

x2 ` 2xε` ε2 ´ x2

ε
(14.263c)

“ lim
εÑ0

εp2x` εq
ε

(14.263d)

“ lim
εÑ0
p2x` εq (14.263e)

“ 2x, (14.263f)

ce qu’il fallait prouver.

14.11.1.2 La fonction racine carré

Considérons maintenant la fonction fpxq “ ?x. Nous avons
fpxq ´ fpaq

x´ a “
?
x´?a
x´ a

“ p
?
x´?aqp?x`?xq
px´ aqp?x`?xq

“ 1?
x`?x.

(14.264)

Lorsque xÑ 0, nous obtenons
f 1paq “ 1

2
?
a
. (14.265)

Notons que la dérivée de fpxq “ ?
x n’existe pas en x “ 0. En effet elle serait donnée par le

quotient

f 1p0q “ lim
xÑ0

?
x´?0
x

“ lim
xÑ0

?
x

x
“ lim

xÑ0

1?
x
. (14.266)

Mais si x devient très petit, la dernière fraction tend vers l’infini.
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14.11.2 Interprétation géométrique de la dérivée : tangente

Considérons le graphe de la fonction f sur I, c’est à dire l’ensemble
 `
x, fpxq˘ tel que x P I(. (14.267)

Le nombre
fpxq ´ fpaq

x´ a (14.268)

est la pente de la droite qui joint les points
`
x, fpxq˘ et

`
a, fpaq˘, voir la figure 14.5.

‚

‚
a

‚fpaq

‚

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 14.5 – Le coefficient directeur de la corde entre a et x.

Étant donné que f 1paq est le coefficient directeur de la tangente au point
`
a, fpaq˘, l’équation

de la tangente est
y ´ fpaq “ f 1paqpx´ aq. (14.269)

14.11.3 Interprétation géométrique de la dérivée : approximation affine

Le fait que la fonction f soit dérivable au point a P I signifie que

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ ` (14.270)

pour un certain nombre `. Cela peut être récrit sous la forme

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a ´ ` “ 0, (14.271)

ou encore
lim
xÑa

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq
x´ a “ 0. (14.272)

Introduisons la fonction
αptq “ fpa` tq ´ fpaq ´ t`

t
. (14.273)

Cette fonction est faite exprès pour que

αpx´ aq “ fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq
x´ a ; (14.274)
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par conséquent limxÑa αpx´ aq “ 0. Nous récrivons l’équation (14.274) sous la forme

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq “ px´ aqαpx´ aq. (14.275)

Le second membre tend vers zéro lorsque x tend vers a avec une « vitesse au carré » : c’est le
produit de deux facteurs tous deux tendant vers zéro. Si x n’est pas très loin de a, il n’est donc
pas une mauvaise approximation de dire

fpxq ´ fpaq ´ `px´ aq » 0, (14.276)

c’est à dire
fpxq » fpaq ` f 1paqpx´ aq. (14.277)

Nous avons retrouvé l’équation (14.269). La manipulation que nous venons de faire revient donc à
dire que la fonction f , au voisinage de a, est bien approximée par sa tangente.

L’équation (14.277) peut être aussi écrite sous la forme

fpx`∆xq » fpxq ` f 1pxq∆x (14.278)

qui est une approximation d’autant meilleure que ∆x est petit.

Proposition 14.118 ([169]).
Soit f une fonction dérivable et strictement monotone de l’intervalle I sur l’intervalle J (f est
alors une bijection de I vers J). Si ne s’annule par sur alors

(1) la fonction f est une bijection de I vers J ,
(2) la fonction f´1 est dérivable sur J ,
(3) et nous avons la formule

pf´1q1 “ 1
f 1 ˝ f´1 . (14.279)

14.11.4 Développement limité au premier ordre

Si une fonction est dérivable en a alors elle peut être approximée « au premier ordre » par une
formule simple qui sera généralisé pour des dérivées d’ordre supérieurs avec les séries de Taylor,
théorème 14.277.

Proposition 14.119 (Développement limité au premier ordre).
Si f : RÑ R est une fonction dérivable, alors is existe une fonction α : RÑ R telle que

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (14.280)

et
lim
hÑ0

αphq
h

“ 0. (14.281)

Démonstration. La fonction f étant dérivable en a nous avons l’existence de la limite suivante :

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

, (14.282)

ce qui revient à dire qu’en définissant la fonction β par

f 1paq “ fpa` hq ´ fpaq
h

` βphq (14.283)

alors βphq Ñ 0 lorsque h Ñ 0. En multipliant par h et en nommant αphq “ hβphq nous trouvons
le résultat :

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (14.284)
avec

lim
hÑ0

αphq
h

“ lim
hÑ0

βphq “ 0. (14.285)
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14.12 Règles de calcul
D’abord une dérivée facile, qui sera utile pour démontrer la formule de dérivation d’un quotient.

Lemme 14.120.
Nous avons : ˆ

1
x

˙1
“ ´ 1

x2 . (14.286)

Démonstration. En posant fpxq “ 1{x, nous avons le calcul

fpx` εq ´ fpxq
ε

“
1
x`ε ´ 1

x

ε
“ x´ px` εq

εxpx` εq “ ´1
xpx` εq . (14.287)

Nous trouvons le résultat en passant à la limite et en tenant compte de la proposition 14.31 sur la
limite d’un quotient.

Proposition 14.121 ([170, 171, 172]).
Nous avons les règles suivantes.

(1) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors f ` g est dérivable en a et

pf ` gq1paq “ f 1paq ` g1paq. (14.288)

(2) Si f : RÑ R est dérivable en a P R et si λ P R, alors pλfq est dérivable en a et

pλfq1paq “ λf 1paq. (14.289)

(3) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors fg est dérivable en a et

pfgq1paq “ f 1paqgpaq ` fpaqg1paq. (14.290)

Cette formule est appelée règle de Leibnitz.
(4) Soient deux intervalles I, J dans R. Soient des fonctions f : I Ñ J et g : J Ñ R. Soit

encore a P I. SI f est dérivable en a et si g est dérivable en fpaq, alors g ˝ f est dérivable
en a et

pg ˝ fq1paq “ g1
`
fpaq˘f 1paq. (14.291)

(5) Soient f, g : I Ñ R des fonction sur un intervalle ouvert I. Soit a P I ; supposons que
gpaq ‰ 0. Alors la fonction f

g est dérivable en a et
ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 . (14.292)

En particulier, la dérivation est une opération linéaire sur l’espace des fonctions infiniement déri-
vables.

Démonstration. Point par point.
Pour (1)
Pour (2) Écrivons la définition de la dérivée avec pλfq au lieu de f , et calculons un petit peu :

pλfq1pxq “ lim
εÑ0

pλfqpx` εq ´ pλfqpxq
ε

(14.293a)

“ lim
εÑ0

λ
`
fpx` εq˘´ λfpxq

ε
(14.293b)

“ lim
εÑ0

λ
fpx` εq ´ fpxq

ε
(14.293c)

“ λ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

(14.293d)

“ λf 1pxq. (14.293e)
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Pour (3), règle de Leibnitz La définition de la dérivée dit que

pfgq1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εqgpx` εq ´ fpxqgpxq
ε

. (14.294)

La subtilité est d’ajouter au numérateur la quantité ´fpxqgpx ` εq ` fpxqgpx ` εq, ce qui
est permis parce que cette quantité est nulle 20. Le numérateur de (14.294) devient donc

fpx` εqgpx` εq ´ fpxqgpx` εq ` fpxqgpx` εq ´ fpxqgpxq
“ gpx` εq`fpx` εq ´ fpxq˘` fpxq`gpx` εq ´ gpxq˘, (14.295)

où nous avons effectué deux mises en évidence. Étant donné que nous avons deux termes,
nous pouvons couper la limite en deux :

pfgq1pxq “ lim
εÑ0

gpx` εqfpx` εq ´ fpxq
ε

` lim
εÑ0

fpxqgpx` εq ´ gpxq
ε

“ lim
εÑ0

gpx` εq lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

`fpxq lim
εÑ0

gpx` εq ´ gpxq
ε

,

(14.296)

où nous avons utilisé le théorème 14.25 pour scinder la première limite en deux, ainsi que
la propriété (14.25) pour sortir le fpxq de la limite dans le second terme. Maintenant, dans
le premier terme, nous avons évidemment 21 limεÑ0 gpx` εq “ gpxq. Les limites qui restent
sont les définitions classiques des dérivées de f et g au point x :

pfgq1pxq “ gpxqf 1pxq ´ fpxqg1pxq, (14.297)

ce qu’il fallait démontrer.
Pour (4) Nous posons b “ fpaq et nous considérons la fonction suivante :

u : J Ñ R

y ÞÑ upyq “
#
gpyq´gpbq
y´b si y ‰ b

g1pbq si y “ b.

(14.298)

Vu que g est dérivable en b, la seconde ligne existe et u est continue en y “ b “ fpaq. C’est
la définition de la dérivée.
Mais f est continue en a, donc u ˝ f est également continue en a, et nous avons

lim
xÑapu ˝ fqpxq “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (14.299)

En récrivant la définition de u en fpxq, l’expression suivante est une fonction continue de
x :

u
`
fpxq˘ “

$
&
%
g
`
fpxq

˘
´gpbq

fpxq´b si fpxq ‰ b

g1pbq si y “ b.
(14.300)

Si fpxq ‰ b nous avons :

g
`
fpxq˘´ gpbq “ u

`
fpxq˘`fpxq ´ b˘. (14.301)

Si par contre fpxq “ b, en réalité, l’égalité (14.301) est encore valable parce qu’elle se résume
à 0 “ 0. Nous divisons par x´ a et nous avons l’égalité

g
`
fpxq˘´ f`fpaq˘

x´ a “ u
`
fpxq˘fpxq ´ fpaq

x´ a (14.302)

20. Nous avons déjà faut le coup d’ajouter et enlever la même chose durant la démonstration du théorème 14.25.
C’est une technique assez courante en analyse.
21. Pas tout à fait évidemment : selon le théorème 14.55, limite et continuité, il faut que g soit continue.
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qui est valable sur Iztau.
Il ne s’agit pas maintenant de prendre la limite x Ñ a des deux côtés, parce que la limite
du membre de gauche est précisément ce que ce théorème s’efforce de prouver exister. Nous
montrons que la limite du membre de gauche existe en montrant que celle de droite existe.
D’une part, u ˝ f est continue et

lim
xÑau

`
fpxq˘ “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (14.303)

D’autre par, f est dérivable en a, donc

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ f 1paq. (14.304)

Tout cela pour dire qu’à droite, la limite existe et vaut g1pbqf 1paq. Donc nous avons l’exis-
tence de la limite que nous définissant pg ˝ fq1paq, et la valeur

lim
xÑa

g
`
fpxq˘´ f`fpaq˘

x´ a “ g1
`
fpaq˘f 1paq. (14.305)

Le résultat est prouvé.
Pour (5) Nous considérons la fonction

i : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x
.

(14.306)

La fonction g est dérivable en a, la fonction i est dérivable en gpaq. Donc par le théorème
de dérivation des fonctions composées 22, la fonction i ˝ f est dérivable en a et

pi ˝ gq1paq “ i1
`
gpaq˘g1paq “ ´ g

1paq
gpaq2 . (14.307)

Pour le quotient, nous utilisons la formule de la dérivée du produit sur f
g pxq “ fpxq 1

gpxq
pour dire que f{g est dérivable en a et

ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paq 1

gpaq ` fpaq
ˆ

1
g

˙1
paq “ f 1paq

gpaq ´
fpaqg1paq
gpaq2 “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 ,

(14.308)
ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 14.122.
Nous ne pouvons pas dire que la dérivée est une opération linéaire sur l’espace des fonctions déri-
vables. Certes la proposition 14.121 implique entre autres que l’ensemble des fonctions dérivables
est un espace vectoriel. Mais la dérivée d’une fonction dérivable n’est pas spécialement dérivable.

Remarque 14.123.
La formule p1{uq1 “ ´u1{u2 ne peut pas être vue comme un cas particulier de puαq1 “ αuα´1

(proposition 14.124) parce que cette formule est utilisée dans la démonstration de la formule
générale.

La proposition suivante donne la dérivée de x ÞÑ xq pour tout q P Q. La formule donnée est
encore valable pour x ÞÑ xα pour tout α P R, mais elle demandera plus de théorie pour être
démontrée, voir la proposition 16.221.

22. Proposition 14.121(4).
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Proposition 14.124 ([1]).
Pour tout α P Q, si fαpxq “ xα alors

f 1αpxq “ αxα´1. (14.309)

En particulier, fα est de classe C8 sur Rzt0u.
Démonstration. Petit à petit.
Naturel Nous prouvons que pxnq1 “ nxn´1 par récurrence en utilisant la règle de Leibnitz de

la propositon 14.121(3).
D’abord pour n “ 1 nous avons f1pxq “ x et donc

f 11pxq “ lim
εÑ0

px` εq ´ x
ε

“ 1. (14.310)

Supposons que f 1kpxq “ kxk´1 pour un certain k P N. Nous prouvons que f 1k`1pxq “
pk ` 1qxk. Nous avons

xk`1 “ xxk. (14.311)

En utilisant la règle de Leibnitz et l’hypothèse de récurrence,
`
xk`1˘1 “ pxq1xk ` x`xk˘1 “ xk ` x`kxk´1˘ “ xk ` kxk “ pk ` 1qxk, (14.312)

ce qu’il fallait démontrer.
Rationnel positif Soit donc α “ p{q avec p, q P N. Le lemme 14.70 nous permet d’écrire

fp{qpxq “ xp{q “ pxpq1{q. Cela donne

fp{qpxqq “ xp. (14.313)

Nous dérivons cette relation par rapport à x en utilisant à la fois la règle pour les entiers
et la règle des fonctions composées 23 :

qf 1p{qpxqq´1f 1p{qpxq “ pxp´1. (14.314)

En isolant f 1p{qpxq dans cette expression et en utilisant le fait que xa

xb
“ xa´b, nous trouvons

le résultat.
Rationnels négatifs Soit α “ ´p{q avec p, q P N. Nous avons x´p{q “ 1

fp{qpxq . En utilisant la
proposition 14.121(5) et le point déjà prouvé sur les rationnels positifs,

f 1p{q “ ´
f 1´p{q
f2
p{q

“ ´p´p{qqx
´p{q´1

x´2p{q “ pp{qqxp{q´1. (14.315)

Notez l’utilisation de la proposition 14.88 au dénominateur.
Irrationnel Ah ah ! On vous a bien eu. Les irrationnels, c’est pour la proposition 16.221.

En ce qui concerne le fait que la fonction fα est de classe C8 sur Rzt0u, c’est simplement une
récurrence. Attention : si le rationnel α est négatif, fαp0q n’est pas défini. Mais, lorsque α est
positif non entier, à partir d’un certain ordre, les dérivées font intervenir xβ avec β ă 0. D’où la
restriction à Rzt0u du domaine sur lequel fα est de classe C8.

Si α est positif entier, alors fα est de classe C8 sur tout R parce que toutes les dérivées sont
nulles à partir d’un certain ordre.

Pour les fonctions à valeurs dant Rn, nous posons la définition suivante.

23. Proposition 14.121(4).
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Définition 14.125.
Soit une fonction f : R Ñ Rn dont les composantes fi : R Ñ R sont dérivables. Nous définissons
la fonction f 1 par

f 1pxq “
ÿ

i

f 1ipxqei, (14.316)

c’est à dire une dérivation composante par composante.

Cette définition est celle pour une fonction R Ñ Rn, et elles est facile. Très différente est la
situation d’une fonction Rn Ñ R dans laquelle il faudra introduire la notion de différentielle 24.

Par rapport à la dérivation, les produits scalaire et vectoriel vérifient une règle de Leibnitz.

Proposition 14.126.
Soit I un intervalle de R. Si u et u sont dans C1pI,R3q, alors

d

dt

`
uptq· vptq˘ “ `

u1ptq· vptq˘` `
uptq· v1ptq˘

d

dt

`
uptq ˆ vptq˘ “ `

u1ptq ˆ vptq˘` `
uptq ˆ v1ptq˘.

(14.317)

Nous faisons la preuve pour le produit scalaire ; sans doute que le produit vectoriel sera la
même chose.

Démonstration. Nous considérons des fonctions dérivables f, g : R Ñ R3, et nous posons ϕptq “
fptq· gptq. En ce qui concerne la dérivée de la fonction f · g : R Ñ R, nous devons étudier la
limite

lim
εÑ0

ϕpt` εq ´ ϕptq
ε

“ lim
εÑ0

fpt` εq· gpt` εq ´ fptq· gptq
ε

. (14.318)

La fonction f étant dérivable, la proposition 14.119 nous donne une fonction α : RÑ R3 telle que

fpt` εq “ fptq ` εf 1ptq ` εαpεq (14.319)

et limεÑ0 αpεq “ 0. En substituant cela dans le numérateur de (14.318) nous calculons un peu :

fpt` εq· gpt` εq ´ fptq· gptq “ `
fptq ` εf 1ptq ` εαpεq˘·

`
gptq ` εg1ptq ` εβpεq˘ (14.320a)

“ εfptq· g1ptq ` ε2f 1ptq·βpεq (14.320b)
“ `εαpεq· gptq ` αpεqε2 · g1ptq ` ε2αpεq·βpεq. (14.320c)

En divisant cela par ε et en prenant la limite εÑ 0, et nous reste

fptq· g1ptq ` f 1ptq· gptq. (14.321)

14.12.1 Dérivée de la réciproque

Proposition 14.127 ([173]).
Soit f : I Ñ J “ fpIq une fonction bijective, continue et dérivable 25. Soient x0 P I et y0 “ fpx0q.
Si f 1px0q ‰ 0 alors la fonction réciproque f´1 est dérivable en y0 et sa dérivée est donnée par

pf´1q1py0q “ 1
f 1px0q . (14.322)

24. Ce sera pour la définition 12.105.
25. Définition 14.110.



634 CHAPITRE 14. ANALYSE RÉELLE

Démonstration. Pour rappel, une fonction dérivable est toujours continue (proposition 14.112).
Prouvons que f´1 est dérivable au point b “ fpaq P J . Étant donné que f est dérivable en a,

nous avons
f 1paq “ lim

xÑa
fpxq ´ fpaq

x´ a . (14.323)

Par ailleurs, étant donnée la continuité de f´1 donnée par la proposition 14.53(4), nous avons

lim
εÑ0

f´1pb` εq “ f´1pbq “ a. (14.324)

Nous pouvons donc remplacer dans (14.323) tous les x par f´1pb ` εq et prendre la limite ε Ñ 0
au lieu de xÑ a :

f 1paq “ lim
εÑ0

f
`
f´1pb` εq˘´ fpaq
f´1pb` εq ´ a

“ lim
εÑ0

b` ε´ fpaq
f´1pb` εq ´ f´1pbq

“ lim
εÑ0

ε

f´1pb` εq ´ f´1pbq
“ 1

limεÑ0
f´1pb`εq´f´1pbq

ε

“ 1
pf´1q1pbq .

(14.325)

Nous avons utilisé le fait que fpaq “ b et a “ f´1pbq.
14.128.
Très souvent on préfère retenir la formule

pf´1q1py0q “ 1
f 1 ppf´1qpy0qq (14.326)

Elle est très simple à retrouver : il suffit d’écrire

f´1`fpxq˘ “ x (14.327)

puis de dériver les deux côtés par rapport à x en utilisant la règle de dérivation des fonctions
composées :

pf´1q1`fpxq˘f 1pxq “ 1. (14.328)

Exemple 14.129(difféomorphisme entre R et un ouvert borné)
Nous cherchons à construire une application dérivable et d’inverse dérivable entre R (en entier) et
un ouvert borné de R. Il serait tentant de prendre l’application arc tangente

arctan : RÑ
ı
´π2 ,

π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
, (14.329)

mais elle ne sera définie que dans le théorème 20.38.
Nous posons

fpxq “
#

2` 1
x´2 si x ď 1

1
x si x ą 1.

(14.330)

Cela est continue en x “ 1 : il suffit de calculer les deux valeurs. En ce qui concerne la dérivabilité
en x “ 1, nous devons faire

lim
εÑ0

fp1` εq ´ fp1q
ε

. (14.331)

La limite à gauche est égale à la dérivée de x ÞÑ 2` 1
x´2 en x “ 1 et la limite à droite est égale à

la dérivée de x ÞÑ 1{x en x “ 1. Dans les deux cas nous trouvons ´1.
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´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

1

2

Nous voyons vite que cette fonction est strictement décroissante ; et un calcul de limite nous
dit qu’il s’agit d’une bijection dérivable

f : RÑ s0, 2r. (14.332)

La proposition 14.127 s’applique et la bijection réciproque est également dérivable (donc continue
aussi). 4

Problèmes et choses à faire

Si vous connaissez un autre exemple, plus simple, de difféomorphisme f : R Ñ sa, br, faites-le moi savoir. Ne pas utiliser d’exponentielle (vous

pensiez à bricoler quelque chose à partir de la primitive de x ÞÑ e´x2
?) ni de fonctions trigonométriques.

Exemple 14.130
Nous aimerions donner le logarithme comme exemple, mais l’exponentielle ne sera définie que dans
longtemps à partir des séries entières. Allez voir l’exemple 17.73 pour le logarithme comme inverse
de l’exponentielle. 4

14.13 Dérivation et croissance
Supposons une fonction dont la dérivée est positive. Étant donné que la courbe est « collée »

à ses tangentes, tant que les tangentes montent, la fonction monte. Or, une tangente qui monte
correspond à une dérivée positive, parce que la dérivée est le coefficient directeur de la tangente.

Ce résultat très intuitif peut être prouvé rigoureusement. C’est la tache à laquelle nous allons
nous atteler maintenant.

Proposition 14.131.
Si f et f 1 sont des fonctions continues sur l’intervalle ra, bs et si f 1 est strictement positive sur
ra, bs, alors f est croissante sur ra, bs.

De la même manière, si f 1 est strictement négative sur ra, bs, alors f est décroissante sur ra, bs.
Démonstration. Nous n’allons prouver que la première partie. La seconde partie se prouve en
considérant ´f et en invoquant alors la première 26. Prenons x1 et x2 dans ra, bs tels que x1 ă x2.
Par hypothèse, pour tout x dans rx1, x2s, nous avons

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

ą 0. (14.333)

Maintenant, la proposition 14.24 dit que quand une limite est positive, alors la fonction dans la
limite est positive sur un voisinage. En appliquant cette proposition à la fonction

rpεq “ fpx` εq ´ fpxq
ε

, (14.334)

dont la limite en zéro est positive, nous trouvons que rpεq ą 0 pour tout ε pas trop éloigné de zéro.
En particulier, il existe un δ ą 0 tel que ε ă δ implique rpεq ą 0 ; pour un tel ε, nous avons donc

rpεq “ fpx` εq ´ fpxq
ε

ą 0. (14.335)

26. Méditer cela.
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Étant donné que ε ą 0, nous avons que fpx ` εq ´ fpxq ą 0, c’est à dire que f est strictement
croissante entre x et x` ε.

Jusqu’ici, nous avons prouvé que la fonction f était strictement croissante dans un voisinage
autour de chaque point de ra, bs. Cela n’est cependant pas encore tout à fait suffisant pour conclure.
Ce que nous voudrions faire, c’est de dire, c’est prendre un voisinage sa,m1r autour de a sur lequel
f est croissante. Donc, fpm1q ą fpaq. Ensuite, on prend un voisinage sm1,m2r de m1 sur lequel f
est croissante. De ce fait, fpm2q ą fpm1q ą fpaq. Et ainsi de suite, nous voulons construire des m3,
m4,. . . jusqu’à arriver en b. Hélas, rien ne dit que ce processus va fonctionner. Il faut trouver une
subtilité. Le problème est que les voisinages sur lesquels la fonction est croissante sont peut-être
de plus en plus petits, de telle sorte à ce qu’il faille une infinité d’étapes avant d’arriver à bon port
(en b).

Heureusement, nous pouvons drastiquement réduire le nombre d’étapes en nous souvenant du
théorème de Borel-Lebesgue 14.108. Nous notons par Ox, un ouvert autour de x tel que f soit
strictement croissante sur Ox. Un tel voisinage existe. Cela fait une infinité d’ouverts tels que

ra, bs Ď
ď

xPra,bs
Ox. (14.336)

Ce que le théorème dit, c’est qu’on peut en choisir un nombre fini qui recouvre encore ra, bs. Soient
tOx1 , . . . ,Oxnu, les heureux élus, que nous supposons pris dans l’ordre : x1 ă x2 ă . . . ă xn. Nous
avons

ra, bs Ď
nď

i“1
Oi. (14.337)

Quitte à les rajouter à la collection, nous supposons que x1 “ a et que xn “ b. Maintenant nous
allons choisir encore un sous-ensemble de cette collection d’ouverts. On pose A1 “ Ox1 . Nous
savons que A1 intersecte au moins un des autres Oxi . Cette affirmation vient du fait que ra, bs est
connexe (proposition 9.29), et que si Ox1 n’intersectait personne, alors

Ox1 et
nď

i“2
Oxi (14.338)

forment une partition de ra, bs en deux ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible parce que ra, bs
est connexe. Nous nommons A2, un des ouverts Oxi qui intersecte A1. Disons que c’est Ok. Notons
que A1 Y A2 est un intervalle sur lequel f est strictement croissante. En effet, si y12 est dans
l’intersection, fpaq ă fpy12q parce que f est strictement croissante sur A1, et pour tout x ą y12
dans A2, fpxq ą fpy12q parce que f est strictement croissante dans A2.

Maintenant, nous éliminons de la liste des Oxi tous ceux qui sont inclus dans A1YA2. Dans ce
qu’il reste, il y en a automatiquement un qui intersecte A1YA2, pour la même raison de connexité
que celle invoquée plus haut. Nous appelons cet ouvert A3, et pour la même raison qu’avant, f est
strictement croissante sur A1 YA2 YA3.

En recommençant suffisamment de fois, nous finissons par devoir prendre un des Oxi qui
contient b, parce qu’au moins un des Oxi contient b. À ce moment, nous avons fini la démons-
tration.

Il est intéressant de noter que ce théorème concerne la croissance d’une fonction sous l’hypo-
thèse que la dérivée est positive. Il nous a fallu très peu de temps, en utilisant la positivité de la
dérivée, pour conclure qu’autour de tout point, la fonction était strictement croissante. À partir
de là, c’était pour ainsi dire gagné. Mais il a fallu un réel travail de topologie très fine 27 pour
conclure. Étonnant qu’une telle quantité de topologie soit nécessaire pour démontrer un résultat
essentiellement analytique dont l’hypothèse est qu’une limite est positive, n’est-ce pas ?

Une petite facile, maintenant.

27. et je te rappelle que nous avons utilisé la proposition 9.29, qui elle même était déjà un très gros boulot !
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Proposition 14.132.
Si f est croissante sur un intervalle, alors f 1 ě 0 à l’intérieur de cet intervalle, et si f est
décroissante sur l’intervalle, alors f 1 ď 0 à l’intérieur de l’intervalle.

Note qu’ici, nous demandons juste la croissance de f , et non sa stricte croissance.

Démonstration. Soit f , une fonction croissante sur l’intervalle I, et x un point intérieur de I. La
dérivée de f en x vaut

f 1pxq “ lim
εÑ0

fpx` εq ´ fpxq
ε

, (14.339)

mais, comme f est croissante sur I, nous avons toujours que fpx` εq ´ fpxq ě 0 quand ε ą 0, et
fpx` εq ´ fpxq ď 0 quand ε ă 0, donc cette limite est une limite de nombres positifs ou nuls, qui
est donc positive ou nulle. Cela prouve que f 1pxq ě 0.

14.13.1 Théorèmes de Rolle et des accroissements finis

Théorème 14.133 (Théorème de Rolle[174, 175]).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. Si fpaq “ fpbq, alors il existe un
point c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, l’image de ra, bs par f est un
intervalle compact, soit rm,M s (théorème 8.74). Si m “ M , alors le théorème est évident : c’est
que la fonction est constante, et la dérivée est par conséquent nulle. Supposons que M ą fpaq (il
se peut que M “ fpaq, mais alors si f n’est pas constante, il faut avoir m ă fpaq et le reste de la
preuve peut être adaptée).

Comme M est dans l’image de ra, bs par f , il existe c Psa, br tel que fpcq “ M . Considérons
maintenant la fonction

τpxq “ fpc` xq ´ fpcq
x

. (14.340)

Par définition, limxÑ0 τpxq “ f 1pcq. Par hypothèse, si u ă c,

τpu´ cq “ fpuq ´ fpcq
u´ c ą 0 (14.341)

parce que u´ c ă 0 et fpuq ´ fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ě 0. Nous avons aussi, pour
v ą c,

τpv ´ cq “ fpvq ´ fpcq
v ´ c ă 0 (14.342)

parce que v´c ą 0 et fpvq´fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ď 0. Mettant les deux ensemble,
nous avons f 1pcq “ limxÑ0 τpxq “ 0, et c est le point que nous cherchions.

Voici une généralisation du théorème de Rolle, dans le cas où nous n’aurions pas deux points
sur lesquels la fonction est identique, mais deux points en lesquels la limite de la fonction est
identique. Typiquement, lorsque les points en question sont ˘8.

Théorème 14.134 (Généralisation de Rolle[174]).
Soient ´8 ď a ă b ď `8. Soit une fonction dérivable f : sa, br Ñ R telle que

lim
xÑa fpxq “ lim

xÑb fpxq “ ` (14.343)

avec ` P R̄. Alors il existe x P sa, br tel que f 1pxq “ 0.

Démonstration. Soit un difféomorphisme 28 strictement croissant ϕ : R Ñ sα, βr. Pour cela vous
pouvez bricoler à partir de l’exemple 14.129. Mais n’utilisez pas la fonction arc tangente, parce
qu’elle n’est définie qu’au théorème 20.38.

28. Définition 12.1.
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Nous posons a1 “ ϕpaq, b1 “ ϕpbq et
g “ ϕ ˝ f ˝ ϕ´1 : sa1, b1r Ñ sα, βr. (14.344)

Cela est une fonction dérivable et continue sur ra1, b1s en posant gpa1q “ gpb1q “ ϕp`q.
Donc il existe c1 P sa1, b1r tel que g1pc1q “ 0. En posant c “ ϕ´1pc1q nous avons c P sa, br et, en

utilisant de nombreuses fois la règle de dérivation des fonctions composées 14.121(4),

f 1pcq “ f 1
`
ϕ´1pc1q˘ (14.345a)

“ pϕ´1q1
´
pg ˝ ϕq`ϕ´1pc1q˘

¯
pg ˝ ϕq1`ϕ´1pc1q˘ (14.345b)

“ pϕ´1q1`gpc1q˘ g1pc1qloomoon
“0

ϕ1
`
ϕ´1pc1q˘ (14.345c)

“ 0. (14.345d)

Une autre généralisation de Rolle, avec des dérivées d’ordre supérieur.

Proposition 14.135 ([176]).
Soit un intervalle ouvert I Ă R contenant a, b (a ‰ b). Soit une fonction f P Ck`1pI,Rq. Si
fpaq “ fpbq et si f pjqpaq “ 0 pour j “ 1, . . . , n, alors il existe x P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Démonstration. Le théorème de Rolle 14.133 nous dit qu’il existe c1 P sa, br tel que f 1pc1q “ 0.
Mais alors f 1paq “ f 1px1q “ 0, et le théorème de Rolls appliqué à f 1 donne c2 P sa, c1r tel que
f2pc2q “ 0. Continuant ainsi n fois, il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Le théorème suivant est le théorème des accroissements finis.

Théorème 14.136 (Accroissements finis).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.

(1) Il existe au moins un réel c Psa, br tel que
fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq. (14.346)

Autrement dit, la tangente en c est parallèle à la corde entre a et b.
(2) Nous avons la majoration

ˇ̌
fpbq ´ fpaqˇ̌ ď sup

xPra,bs
|f 1pxq||b´ a|. (14.347)

Démonstration. Considérons la fonction

τpxq “ fpxq ´ `fpbq ´ fpaq
b´ a x` fpaq ´ afpbq ´ fpaq

b´ a
˘
, (14.348)

c’est à dire la fonction qui donne la distance entre f et le segment de droite qui lie pa, fpaqq à
pb, fpbqq. Par construction, τpaq ´ τpbq “ 0, donc le théorème de Rolle s’applique à τ pour laquelle
il existe donc un c Psa, br tel que τ 1pcq “ 0.

En utilisant les règles de dérivation, nous trouvons que la dérivée de τ vaut

τ 1pxq “ f 1pxq ´ fpbq ´ fpaq
b´ a , (14.349)

donc dire que τ 1pcq “ 0 revient à dire que fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq, ce qu’il fallait démontrer.
La majoration est une conséquence immédiate, parce que le supremum de |f 1pxq| est forcément

plus grand que |f 1pcq|.
Une généralisation pour une fonction sur un intervalle sa, br où a et b peuvent être infinis.
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Théorème 14.137 (Généralisation des accroissements finis).
Soient ´8 ď a ă b ď `8 et f, g des fonctions continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br.

Si a “ ´8 :
— Nous demandons la continuité sur s´8, bs et la dérivabilité sur s´8, br.
— Nous notons fpaq la limite limxÑ´8 fpxq, et nous supposons qu’elle est finie.
Mêmes conventions si b “ `8.
Alors il existe c P sa, br tel que

`
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (14.350)

Démonstration. Nous posons

hptq “ `
gpbq ´ gpaq˘fptq ´ `

fpbq ´ fpaq˘gptq. (14.351)

Nous avons limtÑa hptq “ limtÑb hptq, de telle sorte que le théorème de Rolle généralisé 14.134
s’applique et il existe c P sa, br tel que h1pcq “ 0. Pour ce c nous avons

0 “ h1pcq “ `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq ´ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq, (14.352)

et donc `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (14.353)

14.13.2 Règle de l’Hospital

Proposition 14.138 (Règle de l’Hospital pour 0
0 [177]).

Soient des fonctions f, g dérivables sur sa, br et dont la limite en a est nulle. Si g1 ne s’annule pas
sur sa, br et si

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ` (14.354)

alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `. (14.355)

Ici ` P R̄, et les hypothèses garantissent l’existence de la limite (14.355).

Démonstration. Soit x P sa, br. Les fonctions f et g sont dérivables sur sa, xr et continues sur ra, xs,
de telle sorte que le théorème 14.137 s’applique et nous avons cx P sa, xr tel que

`
fpxq ´ fpaq˘g1pcxq “

`
gpxq ´ gpaq˘f 1pcxq. (14.356)

Nous nous souvenons de ce que signifient les notations dans le théorème : les notations fpaq, fpxq,
gpaq et gpxq désignent en réalité les limites. Donc dans (14.356), nous avons fpaq “ gpaq “ 0.

D’autre part nous avons gpxq ‰ gpaq, sinon le théorème de Rolle 14.134 annulerait g1 quelque
part dans sa, xr. Nous pouvons donc récrire (14.356) sous la forme

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq . (14.357)

Mais limxÑa` cx “ a parce que cx P sa, xr. Donc la limite du membre de droite de (14.357) lorsque
xÑ a` existe et vaut `. La même limite à gauche doit alors exister et valoir la même valeur.

Proposition 14.139.
Soit f et g deux fonctions

(1) dérivables sur sa, br,
(2) dont les limites en a sont toutes deux 8,
(3) g1 ‰ 0 sur sa, br.
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(4)

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ` P R̄. (14.358)

Alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `. (14.359)

Cette dernière égalité signifie « la limite existe et vaut ` ».

Démonstration. Soit un intervalle sx, yr strictement inclus dans sa, br avec x, y P R. Par le théorème
des accroissements finis généralisés 14.137 il existe c P sx, yr tel que

fpxq ´ fpyq
gpxq ´ gpyq “

f 1pcq
g1pcq . (14.360)

Notons que le dénominateur à gauche n’est pas nul à cause de Rolle et de l’hypothèse que g1 ne
s’annule pas sur rx, ys. Nous isolons fpxq :

fpxq “ f 1pcq
g1pcq

´
gpxq ´ gpyq

¯
` fpyq. (14.361)

Avant de diviser par gpxq nous devons prendre quelques précautions. Soit V , un voisinage de ` 29.
Vu la limite (14.358), il existe y P sa, br tel que

f 1ptq
g1ptq P V (14.362)

pour tout t P sa, yr. Nous utilisons ici avec subtilité le fait que ces intervalles sont une base de
la topologie autour de 8. Maintenant fpyq et gpyq sont fixés et sont des nombres réels. Vu que
limxÑa gpxq “ 0 nous pouvons choisir r ă y tel que nous ayons simultanément

(1) gpxq ‰ 0 sur sa, rr,
(2)

|gpyq
gpxq | ď ε (14.363)

et
|fpyq
gpxq | ď ε (14.364)

pour tout x P sa, rr.
Nous sommes maintenant armés de y et r satisfaisant tout cela et nous pouvons traiter avec la
formule (14.361) en ne la considérant que pour x P sa, rr. Soit x P sa, rr ; il existe cx P sa, xr tel que

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
` fpyq
gpxq . (14.365)

Nous avons :
(1) limxÑa` cx “ a,
(2)

lim
xÑa`

f 1pcxq
g1pcxq “ lim

xÑa`
f 1pxq
g1pxq “ `, (14.366)

(3)

lim
xÑa`

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
“ 1, (14.367)

(4) limxÑa`
fpyq
gpxq “ 0.

29. Vous savez ce que signifie un « voisinage de 8 » ? Allez voir la sous-section 9.1.8.
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Donc chaque partie du membre de droite de (14.365) a une limite bien déterminée pour x Ñ a`.
Les règles de calcul s’appliquent et nous avons

lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ `ˆ 1` 0 “ `. (14.368)

14.13.3 Dérivée et primitive

Corollaire 14.140.
Soit f une fonction dérivable sur ra, bs telle que f 1pxq “ 0 pour tout x P ra, bs. Alors f est constante
sur ra, bs.
Démonstration. Si f n’était pas constante sur ra, bs, il existerait un x1 Psa, br tel que fpaq ‰ fpx1q,
et dans ce cas, il existerait, par le théorème des accroissements finis 14.136, un c Psa, x1r tel que

f 1pcq “ fpx1q ´ fpaq
x1 ´ a ‰ 0, (14.369)

ce qui contredirait les hypothèses.

Corollaire 14.141.
Soient f et g, deux fonctions dérivables sur ra, bs telles que

f 1pxq “ g1pxq (14.370)

pour tout x P ra, bs. Alors existe un réel C tel que fpxq “ gpxq ` C pour tout x P ra, bs.
Démonstration. Considérons la fonction hpxq “ fpxq ´ gpxq, dont la dérivée est, par hypothèse,
nulle. L’annulation de la dérivée entraine par le corollaire 14.141 que h est constante. Si hpxq “ C,
alors fpxq “ gpxq ` C, ce qu’il fallait prouver.

Définition 14.142.
Soit I un intervalle ouvert de R et une fonction f : I Ñ R. La fonction F : I Ñ R est une
primitive de f si F est dérivable sur I et si F 1pxq “ fpxq pour tout x dans I.

Exprimé en termes des primitives, le corollaire 14.141 signifie que

Corollaire 14.143.
Si F et G sont deux primitives de la même fonction f sur un intervalle, alors il existe une constante
C pour laquelle F pxq “ Gpxq ` C.

Cela signifie qu’il n’y a, en réalité, pas des milliards de primitives différentes à une fonction. Il
y en a essentiellement une seule, et puis les autres, ce sont juste les mêmes, mais décalées d’une
constante.

Remarque 14.144.
L’hypothèse de se limiter à un intervalle est importante parce que si on considère la fonction sur
deux intervalles disjoints, nous pouvons choisir la constante indépendamment dans l’un et dans
l’autre. Par exemple la fonction

F pxq “
#

lnpxq ` 1 si x ą 0
lnpxq ´ 7 si x ă 0

(14.371)

est une primitive de 1
x sur l’ensemble Rzt0u.

Certains ne s’en privent pas. Le logiciel Sage par exemple fait ceci :

https://www.sagemath.org
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sage: f(x)=1/x
sage: F=f.integrate(x)
sage: A=F(x)-F(-x)
sage: A.full_simplify()
I*pi

En réalité lorsque x ą 0, Sage définit lnp´xq “ lnpxq ` iπ. Cela a une certaine logique parce que
lnp´1q “ iπ (du fait que eiπ “ ´1), mais si on ne le sait pas, ça peut étonner.

14.145.
Il existe plusieurs primitives à une fonction donnée. En physique, la constante arbitraire est souvent
fixée par une condition initiale, comme nous le verrons dans la section 43.1.

14.14 Fonctions de plusieurs variables

La physique, et les sciences en général, regorgent de fonctions à plusieurs variables.
Accélération centripète 30 Si une masse m tourne sur un cercle, elle subira une accélération

dirigée vers l’intérieur égale à

F pv, rq “ mv2

r
(14.372)

où r est le rayon du cercle et v est la vitesse.
Pression dans un gaz Si on a n moles de gaz dans un volume V a une température T , alors

la pression sera donnée par la fonction de trois variables

p “ nRT

V
(14.373)

où R est la constante des gaz parfaits.
En mathématique, on peut inventer de nombreuses fonctions de plusieurs variables. La fonction

fpx, yq “ x2 ` xy cospx2 ` y3q (14.374)

est définie sur R2. La fonction

fpx, y, zq “ x` y ´ 2z
1´ x2 ´ y2 ´ z2 (14.375)

est définie sur R3 moins la sphère unité tx2 ` y2 ` z2 “ 1u.
La plus grande partie de ce cours est consacrée à l’étude des fonctions de plusieurs variables.

Nous allons maintenant donner quelques indications sur comment «dessiner» une telle fonction.
Vous connaissez déjà la définition de graphe pour une fonction f d’une seule variable à valeurs
dans R : c’est l’ensemble des points du plan de la forme px, fpxqq. Vous voyez que cet ensemble
n’est pas vraiment un gros morceau de R2 parce que son intérieur est vide : il y a une seule valeur
de f qui correspond au point x, donc une boule de R2 centrée en px, fpxqq de n’importe quel rayon
contient toujours des points qui ne font pas partie du graphe de f .

Nous voulons donner une définition assez générale pour le graphe d’une fonction

Définition 14.146.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le graphe de f est la partie de Rm ˆRn de la forme

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆRn | y “ fpxqu. (14.376)

30. Appelez la « centrifuge » si vous voulez ; ça ne me fait ni chaud ni froid.
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Cette définition se spécialise de la façon suivante dans les cas communs. Soit f une fonction de
Rm dans R. Le graphe de f est la partie de Rm ˆR donné par

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆR | y “ fpxqu. (14.377)

Et pour les fonctions R2 Ñ R :

Graph f “ tpx, y, zq P R2 tel que z “ fpx, yqu. (14.378)

C’est cette définition qu’il faut garder à l’esprit lorsqu’on travaille sur des dessins en trois dimen-
sions.

Si f est une fonction de deux variables indépendantes x et y à valeurs dans R, alors un point
dans le graphe de f est un point px, y, zq P R3 tel que

z “ fpx, yq, (14.379)

ou encore, un point de la forme `
x, y, fpx, yq˘. (14.380)

Nous avons parfois besoin de donner des représentations graphiques d’une fonction. Nous pou-
vons, par exemple, penser à la fonction que associe à un point de la Terre son altitude. Lorsqu’on
part pour une promenade en montagne on a envie de connaître le graphe de cette fonction qui
correspond en fait à la surface de la montagne. Bien sur nous ne voulons pas amener avec nous un
modèle en 3D de la montagne donc il nous faut une méthode efficace pour projeter le graphe de
f sur le plan x-y tout en gardant les informations fondamentales. Pour cela nous avons besoin de
deux définitions (à ne pas confondre !)

Définition 14.147.
Soit f une fonction de R2 dans R et soit c dans R. La z-section de Graph f à la hauteur c est
donné par

Szc “ tpx, y, cq P R3 | fpx, yq “ cu.
Définition 14.148.
Soit f une fonction de Rn dans R et soit c dans R. La courbe de niveau de f à la hauteur c est
l’ensemble

Nc “ tpx1, . . . , xnq P Rn | fpx1, . . . , xnq “ cu. (14.381)

On peut représenter la fonction f d’une façon très précise en traçant quelques-unes de ses
courbes de niveau. Dans la suite on pourra considérer aussi les x-sections et les y-sections du
graphe d’une fonction de deux variables. La x-section de Graph f à la hauteur a est

Sxa “ tpa, y, zq P R3 | fpa, yq “ zu.
Comme vous avez peut être déjà compris, Sxa est le graphe de la fonction de y qu’on obtient de f
en fixant x “ a. Cette fonction est appelée x-section de f pour x “ a.

Certaines surfaces dans R3 sont le graphe d’une fonction.

Exemple 14.149
Quelques graphes importants.

Un plan non vertical Tout plan dans R3 peut être décrit par une équation de la forme

apx´ x0q ` bpy ´ y0q ` cpz ´ z0q “ r,

où, px0, y0, z0q est vecteur dans R3, et a, b, c et r sont des nombres réels. Si c ‰ 0 alors le
plan n’est pas vertical et on peut dire que il est le graphe de la fonction

P px, yq “ r ` cz0 ´ apx´ x0q ´ bpy ´ y0q
c

,

quitte à choisir des nouvelles constantes s, t, q,

P px, yq “ sx` ty ` q.
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Un paraboloïde elliptique Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PE1px, yq “ x2

α2 `
y2

β2

ou de la fonction
PE2px, yq “ ´x

2

α2 ´
y2

β2

sont des paraboloïdes elliptiques. Le premier est contenu dans le demi-espace z ě 0, l’autre
dans z ď 0. Le nom de cette surface vient de la forme de ses sections. En fait toutes sections
Szc sont des ellipses, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Un paraboloïde hyperbolique (selle) Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PH1px, yq “ x2

α2 ´
y2

β2

ou de la fonction
PH2px, yq “ ´x

2

α2 `
y2

β2

sont des paraboloïdes hyperboliques. Remarquez que les sections Szc de ce graphe sont des
hyperboles, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Une demi-sphère La fonction S` “a
R2 ´ x2 ´ y2 a pour graphe la demi-sphère supérieure

centrée en l’origine et de rayon R. Le dernier de ces exemples nous signale une chose très
importante : une sphère entière n’est pas le graphe d’une fonction de x et y. Par contre,
une demi-sphère est bien le graphe de la fonction fpx, yq “a

1´ x2 ´ y2.
L’équation que nous utilisons pour d’écrire une sphère de rayon R centrée en l’origine est

x2 ` y2 ` z2 “ R2

Donc, à chaque point px, yq dans le disque x2 ` y2 ď R2 (notez que ce disque est contenu
dans la section Sz0), on peut associer deux valeurs de z : z1 “

a
R2 ´ x2 ´ y2 et z2 “

´aR2 ´ x2 ´ y2. Par définition, une fonction n’associe qu’un seul valeur à chaque point de
son domaine, d’où l’impossibilité de décrire cette sphère comme le graphe d’une fonction
de x et y.

4

Considérons la fonction Sp : R3 Ñ R qui associe à px, y, zq la valeur x2 ` y2 ` z2. La sphère
de rayon R centrée en l’origine est l’ensemble de niveau NR2 de Sp. L’ensemble de niveau N0 de
Sp est l’origine, et tous les ensembles de niveau de hauteur négative sont vides. La même chose
est vraie pour les ellipsoïdes centrées en l’origine avec les axes x, y et z comme axes principaux et
comme longueurs de demi-axes a, b et c. Voici la fonction dont il sont les ensembles de niveau

Elpx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2
` z2

c2 .

Exemple 14.150

Des ensembles de niveau importants.
Tout graphe Le graphe de toute fonction f de R2 dans R peut être considéré comme l’en-

semble de niveau zéro de la fonction F px, y, zq “ z ´ fpx, yq.
Hyperboloïdes Les hyperboloïdes, comme les ellipsoïdes, sont une famille d’ensemble de ni-

veau. En particulier, nous considérons des hyperboloïdes dont l’axe de symétrie est l’axe
des z et qui sont symétriques par rapport un plan x-y. Une fois que les paramètres a, b et
c sont fixés la fonction que nous intéresse est

Hyppx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2
´ z2

c2 .
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Les ensembles de niveau Nd pour d ą 0 sont connexes, on les appelle hyperboloïdes à une
feuille. L’ensemble de niveau N0 est cône (elliptique), les deux moitiés du cône se touchent
en l’origine. Enfin, les ensembles de niveau Nd pour d ă 0 ne sont pas connexes et pour
cette raison on les appelle hyperboloïdes à deux feuilles.

4

14.14.1 Graphes de fonctions à plusieurs variables

Le graphe d’une fonction de deux variables f : D Ă R2 Ñ R est l’ensemble
!`
x, y, fpx, yq˘ tel que px, yq P D

)
Ă R3. (14.382)

Ce graphe est une surface dans R3.

Exemple 14.151

Tracer le graphe de la fonction
px, yq ÞÑ x2 ` y2. (14.383)

Le plus simple est de demander à Sage de nous fournir une représentation 3D

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2+y**2
sage: plot3d(f,(x,-3,3),(y,-3,3))

Voici ce que cela donne 31 : (à regarder avec des lunettes bleues et rouges) :

À part que l’ordinateur l’a dit, est-ce qu’on peut comprendre pourquoi le graphe de la fonction
x2 ` y2 ressemble à un bol ? En coordonnées cylindriques, le graphe s’écrit

z “ r2. (14.384)

31. En vrai, ce que Sage donne est un objet qu’on peut même faire bouger.
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Donc il se fait que plus on s’éloigne du point p0, 0q dans le plan XY , plus le graphe va monter. Et
il monte à quelle vitesse ? Il monte à la vitesse r2. Il s’agit donc de dessiner la fonction z “ r2 dans
le plan et de la « faire tourner ».

4

14.14.2 Courbes de niveau

Une technique utile pour se faire une idée de la forme d’une fonction en trois dimensions est
de tracer les courbes de niveau. La courbe de niveau de hauteur h est la courbe dans le plan
donnée par l’équation

fpx, yq “ h. (14.385)

Exemple 14.152

Dessinons par exemple les courbes de niveau de la fonction

fpx, yq “ x` y ` 2. (14.386)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x` y ` 2 “ h, c’est à dire

ypxq “ ´x` h´ 2. (14.387)

Par conséquent la courbe de niveau de hauteur 0 est y “ ´x´2, celle de hauteur 5 est y “ ´x`3,
etc.

Nous pouvons également nous aider de Sage pour ce faire :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x+y+2
sage: var(’h’)
h
sage: niveau(h,x)=solve(f(x,y)==h,y)[0].rhs()
sage: g1(x)=niveau(1,x)
sage: g1
x |--> -x - 1

Ici la fonction g1 est la courbe de niveau 1.
Si on veut faire tracer une courbe de niveau, Sage peut le faire :

sage: implicit_plot(f(x,y)==1,(x,-3,3),(y,-4,4))

Cela tracera la courbe de niveau h “ 1 dans la partie du plan x P r´3, 3s et y P r´4, 4, s.

4

Il est bien entendu possible de créer automatiquement 50 courbes de niveau et de demander
de les tracer toutes sur le même graphe.

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3
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4 from sage. all import *
5

6 var( ’x , y ’)
7 f=x**2+y**2
8 G=Graphics ()
9 a=3

10 for i in range (0,5):
11 G=G+implicit_plot(f==i,(x,-a,a) ,(y,-a,a))
12 show(G)

tex/frido/courbeNiveau.py

Le résultat est :

Notez que les courbes sont censées être des cercles : les axes X et Y n’ont pas la même échelle.

Exemple 14.153
Un exemple plus riche en enseignements est celui de la fonction

fpx, yq “ x2 ´ y2. (14.388)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x2 ´ y2 “ h.
Commençons par h “ 0. Dans ce cas nous avons px ` yqpx ´ yq “ 0 et par conséquent les

courbes de niveau de hauteur zéro sont les deux droites x` y “ 0 et x´ y “ 0.
Voyons ensuite la courbe de niveau h “ 1. Cela est l’équation x2 ´ y2 “ 1, c’est à dire

ypxq “ ˘
a
x2 ´ 1. (14.389)

C’est une fonction qui n’est définie que pour |x| ě 1. Avec x “ 1 nous avons y “ 1. Ensuite, lorsque
x grandit, y grandit également, mais la courbe ne peut pas croiser la courbe de niveau h “ 0. Donc,
suivant les notations de la figure 14.6, la courbe de niveau « part » de P et doit monter sans croiser
les diagonales.

En ce qui concerne la courbe de niveau h “ ´1, elle correspond à la courbe y “ ˘?1` x2

qui est définie pour tous les x P R. Le même raisonnement que précédemment nous amène à la
figure 14.7.

4

Une autre façon de voir les courbes de niveau est de dire que la courbe de niveau de hauteur
h est la projection dans le plan XY de la section du graphe de f par le plan z “ h.

On peut également définir le graphe de fonctions de trois (ou plus) variables. Le graphe de la
fonction f : D Ă R3 Ñ R est l’ensemble

 `
x, y, z, fpx, y, zq˘ tel que px, y, zq P D( Ă R4. (14.390)
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Figure 14.6 – La courbe de niveau h “ 1 de x2 ´ y2. Notez qu’elle est en deux morceaux.
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Figure 14.7 – La courbe de niveau x2 ´ y2 “ ´1.

De tels graphes ne peuvent pas être représentés sur une feuille de papier. Il est toutefois possible
de définir les ensembles de niveaux :

Eh “
 px, y, zq P D tel que fpx, y, zq “ h

(
. (14.391)

Ce sont des surfaces dans R3 que l’on peut dessiner.

Exemple 14.154
Les surfaces de niveau de la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 sont des sphères. Il n’y a pas de
surfaces de niveau pour les « hauteurs » négatives. 4

Exemple 14.155
Considérons la fonction fpx, y, zq “ x2`y2´z2. En coordonnées cylindriques, cette fonction s’écrit

fpr, θ, zq “ r2 ´ z2. (14.392)

La surface de niveau 0 est donnée par l’équation r “ |z|. Cela fait un cercle à chaque hauteur, dont
le rayon grandit linéairement avec la hauteur ; le tout est donc un cône. C’est d’ailleurs le cône
obtenu par rotation de la courbe de niveau h “ 0 que nous avions obtenu pour la fonction x2´ y2.
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En ce qui concerne les ensembles de niveau positifs, ils sont donnés par

z “ ˘
a
x2 ` y2 ´ h. (14.393)

Notez qu’ils ne sont pas définis pour r ě h. Cela pose un petit problème quand on veut le tracer
à l’ordinateur :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: F+G

Le résultat est 32 :

On voit qu’il y a un grand trou au centre correspondant aux z proches de zéro. Or d’après l’équation,
il n’en est rien : en z “ 0 il y a bel et bien tout un cercle. Afin d’obtenir une meilleur image, il
faut demander de tracer avec un maillage plus fin :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: F+G

Le temps de calcul est un peu plus long, mais le résultat est meilleur :

32. Encore une fois : ça donne mieux à l’écran, et vous pouvez le faire bouger ; je vous encourage à le faire !
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4

14.15 Limites à plusieurs variables

Prenons une fonction f : Rn Ñ R. Nous disons que

lim
xÑx0

fpxq “ l P R (14.394)

lorsque @ε ą 0, Dδ tel que }x´ x0} ď δ implique |fpxq ´ l| ď ε.
Remarquez qu’ici, x P Rn, et sachez distinguer }.}, la norme dans Rn de |.| qui est la valeur

absolue dans R. Une autre façon d’exprimer cette définition est que l’ensemble des valeurs atteintes
par f dans une boule de rayon δ autour de x0 n’est pas très loin de l. Nous définissons donc

Eδ “ tfpxq tel que x P Bpx0, δqu. (14.395)

Notez que si f n’est pas définie en x0, il n’y a pas de valeurs correspondantes au centre de la boule
dans Eδ. Ceci est évidemment la situation générique lorsqu’il y a une indétermination à lever dans
le calcul de la limite. Nous avons alors que

lim
xÑx0

fpxq “ l (14.396)

lorsque @ε ą 0, Dδ tel que
supt|v ´ l| tel que v P Eδu ď ε. (14.397)

Une façon classique de montrer qu’une limite n’existe pas, est de prouver que, pour tout δ, l’en-
semble Eδ contient deux valeurs constantes. Si par exemple 0 P Eδ et 1 P Eδ pour tout δ, alors
aucune valeur de l (même pas l “ ˘8) ne peut satisfaire à la condition (14.397) pour toute valeur
de ε.

Nous laissons à la sagacité de l’étudiant le soin d’adapter tout ceci pour le cas limxÑx0 fpxq “
˘8.

La proposition suivante semble évidente, mais nous sera tellement utile qu’il est préférable de
l’expliciter :

Proposition 14.156.
Soit f : D Ñ R une fonction dont le domaine s’écrit comme une réunion finie

D “
kď

i“1
Ai

où k est un entier. Soit a P AdhD tel que a P AdhAi pour tout i ď k, et soit b P R. Alors, la
limite

lim
xÑa fpxq
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existe et vaut b si et seulement si chacune des limites

lim
xÑa
xPAi

fpxq

existe et vaut b.

Démonstration. On sait déjà que si la limite de f : D Ñ R existe, alors toute restriction à Ai
admet la même limite. Il suffit donc de prouver la réciproque.

Par hypothèse, pour tout i “ 1 . . . k, nous savons que

@ε ą 0 Dδi ą 0 tel que px P Aiq et p}x´ a} ă δiq ñ }fpxq ´ b} ă ε

Si ε est fixé, posons δ “ minitδiu. Nous savons alors que
(1) pour tout x P D, il existe i tel que x P Ai, et
(2) si x vérifie }x´ a} ă δ, alors pour tout i, }x´ a} ă δi par définition de δ.
On en déduit que si x P D et }x´ a} ă δ, alors il existe i tel que x P Ai et }x´ a} ă δi, ce qui

implique |fpxq ´ b| ă ε et prouve la continuité.

Exemple 14.157

(1) Pour qu’une fonction f : R Ñ R admette une limite en a P R, il faut et il suffit qu’elle y
admette une limite à droite et une limite à gauche qui soient égales.

(2) Une suite pxkq admet une limite si et seulement si les sous-suites px2kq et px2k`1q convergent
vers la même limite. Ceci n’est pas une application directe de la proposition, mais la teneur
est la même.

4

Lemme 14.158 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Soit une fonction f : RÑ F telle que limtÑ0 fptq “ y P F .
Nous posons

ϕ : E Ñ F

h ÞÑ fp}h}q. (14.398)

Alors ϕ admet une limite pour hÑ 0 et elle est donnée par

lim
hÑ0

ϕphq “ lim
tÑ0

fptq. (14.399)

Démonstration. Soit ε ą 0. Il existe δ tel que si t ă δ alors }fptq ´ y}F ă ε. Si }h} ă δ nous avons

}ϕphq ´ y} “ }fp}h}q ´ y} ă ε. (14.400)

Donc c’est bon.

Voici, dans le même ordre d’idée, un autre résultat qui permet de réduire le nombre de variables
dans une limite lorsque la fonction ne dépend pas de certaines variables.

Lemme 14.159 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R telle qu’il existe une fonction g : RÑ R vérifiant

(1) fpx, yq “ gpxq,
(2) limtÑa gptq “ `.

Alors
lim

px,yqÑpa,bq
x‰a

fpx, yq “ `. (14.401)
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Démonstration. Soit ε ą 0. Par hypothèse sur la limite de g en a, il existe δ ą 0 tel que 0 ă
|t´ a| ă δ implique |gptq ´ `| ă ε.

Attention : passage subtil 33. Si 0 ă }px, yq ´ pa, bq} ă δ, alors nous avons évidemment aussi
|x´ a| ă δ, mais pas spécialement 0 ă |x´ a| ă δ comme le requis pour utiliser la limite de g.

Dans le calcul de la limite restreinte à x ‰ a, les points qui interviennent sont les valeurs de
px, yq dans B`pa, bq, δ˘ztx “ au. Or pour celles-là nous avons bien 0 ă |x´a| ă δ. Le calcul suivant
fonctionne donc :

|fpx, yq ´ `| “ |gpxq ´ `| ă ε. (14.402)

Exemple 14.160
Pourquoi prendre la limite px, yq Ñ pa, bq avec x ‰ a dans l’énoncé du lemme 14.159 ? Imaginons
la fonction

gpxq “
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(14.403)

Dans ce cas, le graphe de la fonction fpx, yq “ gpxq est tout plat sauf la ligne x “ 0 qui est en
hauteur. Nous avons donc fp0, tq “ 1 pour tout t et donc nous n’avons pas limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0 :
tout voisinage de p0, 0q contient des points px, yq tels que fpx, yq “ 1 et des points px, yq tels que
fpx, yq “ 0. 4 <++>

Il existe de nombreuses façons de calculer des limites à plusieurs variables. Plus nous connaîtrons
de mathématiques, plus nous aurons de techniques à notre disposition. Nous allons tout de suite
voir quelques méthodes. Voir le thème 69 pour plus de techniques et d’exemples.

14.15.1 Caractérisation de la limite par les suites

Exemple 14.161
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 , (14.404)

et remarquons que, quelle que soit la valeur de y, cette fonction est nulle lorsque x “ 0. De la
même manière, nous voyons que si x “ y, alors la fonction vaut 34 1

2 .
Il est impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q parce qu’on ne peut pas trouver un `

dont on s’approche à la fois en suivant la ligne x “ 0 et la ligne x “ y.
Deux autres chemins avec encore deux autres valeurs sont dessinés sur la figure 14.8.
Cet exemple pourra être formalisé en utilisant le théorème 14.162. Voir l’exemple 14.163. 4

Théorème 14.162 (Caractérisation de la limite par les suites).
Une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn admet une limite ` en un point d’accumulation a de D si
et seulement si pour toute suite pxnq dans Dztau convergente vers a, la suite

`
fpxnq

˘
dans Rn

converge vers `.

Démonstration. Supposons d’abord que la fonction ait une limite ` lorsque xÑ a, et considérons
une suite pxnq dans Dztau convergente vers a. Nous devons montrer que la suite yn “ fpxnq
converge vers `, c’est à dire que si nous choisissons ε ą 0 nous devons montrer qu’il existe un N
tel que n ą N implique }yn ´ `} “ }fpxnq ´ `} ă ε.

Nous avons deux hypothèses. La première est la convergence de la fonction et la seconde est la
convergence de la suite pxnq. L’hypothèse de convergence de la fonction nous dit que (le ε a déjà

33. Je rejette déjà en bloc et d’un revers de main toute tentative de dire « la limite épointée, c’est mieux ». Voir
aussi l’exemple 14.160.
34. En fait ce que nous sommes en train de faire est de poser θ “ π{2 et θ “ π{4 dans (20.489).
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été choisi dans le paragraphe précédent)

Dδ tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ }fpxq ´ `} ă ε. (14.405)

Une fois choisi ce δ qui « va avec » le ε qui a été choisi précédemment, la définition de la convergence
de la suite nous enseigne que

DN tel que n ą N ñ }xn ´ a} ă δ. (14.406)

Récapitulons ce que nous avons fait. Nous avons choisi un ε, et puis nous avons construit un
N . Lorsque n ą N , nous avons }xn ´ a} ă δ. Mais alors, par construction de ce δ, nous avons
}fpxnq ´ `} ă ε. Au final, n ą N implique bien }yn ´ `} ă ε, ce qu’il nous fallait.

Nous supposons maintenant que la fonction f ne converge pas vers `, et nous allons construire
une suite d’éléments xn qui converge vers a sans que pynq “ fpxnq ne converge vers `. La fonction
f vérifie la condition (14.44). Nous prenons donc un ε tel que @δ, il existe un x qui vérifie en même
temps les deux conditions

" 0 ă }x´ a} ă δ (14.407a)
}fpxq ´ `} ą ε. (14.407b)

Un tel x existe pour tout choix de δ. Choisissons un n arbitraire et δ “ 1
n . Nous nommons xn le x

correspondant à ce choix de n. La suite pxnq ainsi construite converge vers a parce que

}xn ´ a} ă δn “ 1
n
, (14.408)

donc dès que n est grand, }xn´ a} est petit. Mais la suite yn “ fpxnq ne converge pas vers ` parce
que

}fpxnq ´ `} ą ε (14.409)
pour tout n. La suite yn ne s’approche donc jamais à moins d’une distance ε de `.

Exemple 14.163
Reprenons l’exemple 14.161. Considérons les deux suites xn “ p0, 1

nq et yn “ p 1
n ,

1
nq. Ce sont deux

suites dans R2 qui tendent vers p0, 0q. Si la fonction f convergeait vers `, alors nous aurions au
moins

lim fpxnq “ ` (14.410a)
lim fpynq “ `, (14.410b)

mais nous savons que pour tout n, fpxnq “ fp0, 1
nq “ 0 et fpynq “ fp 1

n ,
1
nq “ 1

2 . Il n’y a donc
aucun nombre ` qui vérifie les deux équations (14.410) parce que lim fpxnq “ 0 et lim fpynq “ 1

2 .
4

14.15.2 Règle de l’étau

Une première façon de calculer la limite d’une fonction est de la « coincer » entre deux fonc-
tions dont nous connaissons la limite. Le théorème, que nous acceptons sans démonstration, est le
suivant :

Théorème 14.164 (Règle de l’étau).
Soit O, un ouvert de Rm contenant le point a. Soient f , g et h, trois fonctions définies sur O
(éventuellement pas en a lui-même). Supposons que pour tout x P O (à part éventuellement a),
nous ayons les inégalités

gpxq ď fpxq ď hpxq. (14.411)
Supposons de plus que

lim
xÑa gpxq “ lim

xÑahpxq “ `. (14.412)

Alors la limite limxÑa fpxq existe et vaut `.

http://en.wikipedia.org/wiki/Squeeze_theorem
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Nous insistons sur le fait que les deux fonctions entre lesquelles nous coinçons f doivent tendre
vers la même valeur.

Cette méthode est très pratique lorsqu’on a des fonctions trigonométriques qui se factorisent
parce qu’elles sont toujours majorables par 1 ; voir l’exemple 20.59.

Exemple 14.165
Prouver la continuité en p0, 0q de la fonction

fpx, yq “
$
&
%

x|y|?
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.
(14.413)

Considérons une suite pxn, ynq P R2 qui tend vers p0, 0q. Étant donné que |y|?
x2`y2 ă 1 pour tout x

et y, nous avons

0 ď |fpxn, ynq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
xn|yn|a
x2
n ` y2

n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď |xn| Ñ 0. (14.414)

Donc nous avons
lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0 “ fp0, 0q, (14.415)

ce qui prouve que la fonction est continue en p0, 0q par la proposition 8.62. Nous avons utilisé la
règle de l’étau (théorème 14.164). 4

14.166.
Nous notons f „ g pour xÑ a lorsque limxÑa fpxqgpxq “ 1.

Cela signifie que f et g tendent vers la même limite, à la même vitesse.

14.15.3 Méthode des chemins

Lorsque la limite n’existe pas, il y a une façon en général assez simple de le savoir, c’est la
méthode des chemins.

y “ ´x

y “ x{2

Figure 14.8 – Sur toute la droite y “ ´x, la fonction vaut ´1{2, tandis que sur toute la droite
y “ x{2, elle vaut 2

5 . Il est donc impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q, parce que dans
toute boule autour de zéro, il y aura toujours un point de chacune de ces deux droites.

C’est la proposition suivante qui va faire une grosse partie du travail.

Proposition 14.167 ([1]).
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’adhérence de D. Alors nous avons

lim
xÑa fpxq “ ` (14.416)

si et seulement si pour toute fonction γ : RÑ Rm telle que limtÑ0 γptq “ a, nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γqptq “ `. (14.417)
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Démonstration. En deux parties.
Sens direct Soit une fonction γ : RÑ Rm telles que limtÑ0 γptq “ a. Par le théorème 14.162,

il suffit de montrer que pf ˝ γqptnq Ñ ` pour toute suite tn Ñ 0 dans R.
Nous savons que la suite n ÞÑ γptnq est une suite qui converge vers a. Mais l’hypothèse
limxÑa fpxq “ ` implique que pour toute suite xn Ñ a nous avons fpxnq Ñ `. Cela est en
particulier vrai pour la suite n ÞÑ γptnq. Donc :

lim
nÑ8 f

`
γptnq

˘ “ `, (14.418)

ce qu’il fallait prouver.
Réciproque Pour les mêmes raisons de caractérisation séquentielle que précédemment, il faut

prouver que limnÑ8 fpxnq “ ` pour tout suite xn Ñ a.

Un chemin Soit la fonction γ : RÑ Rm affine par morceaux et telle que

γ

ˆ
1
n

˙
“ xn. (14.419)

Nous prolongeons γ par γptq “ a pour t ď 0.
γptq Ñ a Nous montrons que limtÑ0 γptq “ a. Soient ε ą 0 et N tel que xn P Bpa, εq pour

tout n ě N . Si t ă 1
N alors t P r 1

k`1 ,
1
k s pour un certain k ą N . Donc

γptq P rγp 1
k ` 1q, γp

1
k
qs (14.420)

et donc γptq P rxk`1, xks parce que γ est formé de ces segments de droites. Mais comme
Bpa, εq est convexe 35, nous avons

γptq P rxk`1, xks Ă Bpa, εq. (14.421)

Nous avons donc bien limtÑ0 γptq “ a.
Conclusion L’hypothèse nous donne alors limtÑ0pf ˝ γqptq “ `. En particulier le critère de

la caractérisation séquentielle de la limite dit que

lim
nÑ8 f

`
γp 1
n
q˘ “ `, (14.422)

ce qui signifie limnÑ8 fpxnq “ `.

Corollaire 14.168.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si nous avons deux fonctions
γ1, γ2 : RÑ Rm telles que

lim
tÑ0

γ1ptq “ lim
tÑ0

γ2ptq “ a (14.423)

tandis que
lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq ‰ lim

tÑ0
pf ˝ γ2qptq, (14.424)

ou bien que l’une des deux limites n’existe pas, alors la limite de fpxq lorsque xÑ a n’existe pas.

Corollaire 14.169.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si il existe une fonction γ : RÑ Rm

avec γp0q “ a telle que la limite limtÑ0pf ˝ γqptq n’existe pas, alors la limite limxÑa fpxq n’existe
pas.

En ce qui concerne le calcul de limites, la méthode des chemins peut être utilisé de trois façons :

35. C’est l’exemple 13.24.
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(1) Dès que l’on trouve une fonction γ : R Ñ Rm telle que limtÑ0pf ˝ γqptq “ `, alors nous
savons que si la limite limxÑa fpxq existe, alors cette limite vaut `.

(2) Dès que l’on a trouvé deux fonctions γi qui tendent vers a, mais dont les limites de limtÑ0pf˝
γiqptq sont différentes, alors la limite limxÑa fpxq n’existe pas.

(3) Dès qu’on trouve une chemin le long duquel il n’y a pas de limite, alors la limite n’existe
pas (corollaire 14.169).

La méthode des chemins ne permet donc pas de de calculer une limite quand elle existe. Elle
permet uniquement de la « deviner », ou bien de prouver que la limite n’existe pas.

Exemple 14.170
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y
x` y . (14.425)

Si nous prenons le chemin γ1ptq “ pt, tq, nous avons bien limtÑ0 γ1ptq “ p0, 0q, et nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq “ lim

tÑ0

t´ t
t` t “ 0. (14.426)

Donc si la limite (14.425) existait, elle vaudrait obligatoirement 0. Mais si nous considérons γ2ptq “
p0, tq, nous avons

pf ˝ γ2qptq “ ´t
t
“ ´1, (14.427)

donc si la limite existe, elle doit obligatoirement valoir ´1. Ne pouvant être égale à 0 et à ´1 en
même temps, la limite (14.425) n’existe pas. 4

14.16 Dérivée directionnelle

Nous sommes capables de dériver une fonction de deux variables fpx, yq par rapport à x et par
rapport à y. C’est à dire que nous sommes capables de donner la variation de la fonction lorsqu’on
bouge le long des axes horizontal et vertical. Il est évidemment souhaitable de parler de la variation
de la fonction lorsqu’on se déplace le long d’autre droites.

Soit donc u “
ˆ
u1
u2

˙
un vecteur unitaire (c’est à dire u2

1 ` u2
2 “ 1), et considérons la fonction

de une variable
ϕ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q. (14.428)

La fonction ϕ n’est rien d’autre que la fonction f vue le long de la droite de direction donnée par
le vecteur u. Nous pouvons aussi l’écrire ϕptq “ fpp` tuq.

Soit f : R2 Ñ R une fonction de deux variables et soit pa, bq P R2. La façon la plus naturelle
de définir une dérivée à deux variables est de considérer les dérivées partielles définies par

Bf
Bx pa, bq “ lim

xÑa
fpx, bq ´ fpa, bq

x´ a
Bf
By pa, bq “ lim

yÑb
fpa, yq ´ fpa, bq

y ´ b .

(14.429)

Ces nombres représentent la façon dont le nombre fpx, yq varie lorsque soit seul x varie soit seul y
varie. Les dérivées partielles se calculent de la même façon que les dérivées normales. Pour calculer
Bxf , on fait « comme si » y était une constante, et pour calculer Byf , on fait comme si x était une
constante.
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14.16.1 Dérivée partielle et directionnelles

Soit une fonction f : A Ă Rn Ñ Rm. Si n ‰ 1, la notion de dérivée de la fonction f n’a plus
de sens puisqu’on ne peut plus parler de pente de la tangente au graphe de f en un point. On
introduit alors quelques notions qui feront, en dimension quelconque, le même travail que la dérivée
en dimension un : les dérivées directionnelles et la différentielle. Nous allons voir qu’en dimension
un, la différentielle coïncide avec la dérivée.

Définition 14.171.
Soit f une application de U Ă Rm dans R, a un point dans U et v un vecteur de Rm. On dit que
f admet une dérivée suivant le vecteur v au point a si la fonction t ÞÑ fpa` tvq admet une
dérivée en t “ 0. La dérivée de f suivant le vecteur v au point a est alors cette dérivée, et f est
dite dérivable suivant v en a,

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tvq ´ fpaq
t

.

Définition 14.172.
La fonction f : U Ă Rm Ñ Rn de composantes pf1, . . . , fnq, est dite dérivable suivant v au
point a si toute ses composantes fi, i “ 1, . . . , n sont dérivables suivant v au point a. Dans ce cas,
nous écrivons

Bvfpaq “ pBvf1paq, . . . , BvfnpaqqT . (14.430)

On parle aussi souvent de dérivée dans la direction du vecteur v. Une direction dans Rm

est un vecteur de norme 1. Tant que u est un élément non nul de Rm, nous pouvons parler de la
direction de u.

Géométriquement, il s’agit du taux de variation instantané de f en a dans la direction du
vecteur u, c’est-à-dire de la pente de la tangente dans la direction du vecteur u au graphe de f au
point pa, fpaqq.
Remarque 14.173.
On peut reformuler la définition en écrivant x “ a` u, on obtient :

lim
uÑ0
u‰0

fpa` uq ´ fpaq ´ T puq
}u} “ 0. (14.431)

Remarque 14.174.
Pourquoi avons-nous posé la condition }u} “ 1 ? Le but de la dérivée directionnelle dans la direction
u est de savoir à quelle vitesse la fonction monte lorsque l’on se déplace en suivant la direction
u. Cette information n’aura un caractère « objectif » que si l’on avance à une vitesse donnée. En
effet, si on se déplace deux fois plus vite, la fonction montera deux fois plus vite. Par convention,
nous demandons donc d’avancer à vitesse 1.

Cas particulier où n “ 2 :

a “ pa1, a2q, u “ pu1, u2q et
Bf
Bu pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` tu1, a2 ` tu2q ´ fpa1, a2q
t

Un cas particulier des dérivées directionnelles est la dérivée partielle. Si nous considérons la
base canonique ei de Rn, nous notons

Bf
Bxi “

Bf
Bei . (14.432)

Dans le cas d’une fonction à deux variables, nous avons donc les deux dérivées partielles

Bf
Bx paq et Bf

By paq (14.433)
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qui correspondent aux dérivées directionnelles dans les directions des axes. Ces deux nombres
représentent de combien la fonction f monte lorsqu’on part de a en se déplaçant dans le sens des
axes X et Y .

14.16.1.1 Quelques propriétés et notations

(1) @α P R, si v “ αu, alors BfBv paq “ α Bf
Bupaq.

(2) Si on prend u “ ej le jème vecteur de la base canonique de Rn, alors
Bf
Bej paq “

Bf
Bxj paq

c’est-à-dire que la dérivée de f au point a dans la direction ej est la dérivée partielle de f
par rapport à sa jème variable.

(3) Une fonction peut être dérivable dans certaines directions mais pas dans d’autres (rappelez
vous que si la limite à droite est différente de la limite à gauche, la limite n’existe pas).

(4) Même si une fonction est dérivable en un point dans toutes les directions, on n’est pas sûr
qu’elle soit continue en ce point. La dérivabilité directionnelle n’est donc pas une notion
suffisante pour assurer la continuité. C’est pourquoi on introduit le concept de différentia-
bilité.

Proposition 14.175.
Soit u un vecteur de norme 1 dans Rm et soit v “ λu, avec λ dans R. La fonction f est dérivable
suivant v au point a si et seulement si f est dérivable suivant u au point a, en outre

Bvfpaq “ λBufpaq.
Démonstration.

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tvq ´ fpaq
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tλuq ´ fpaq
t

“

“ λ lim
tÑ0
t‰0

fpa` tλuq ´ fpaq
λt

“ λBufpaq.
(14.434)

Définition 14.176.
Soit f une application de U Ă Rm dans R. On appelle dérivées partielles de f au point a les
dérivées de f suivant les vecteurs de base e1, . . . , em au point a, si elles existent.

Si m “ 2, 3 on peut utiliser la notation fx, Bx ou B1 pour la dérivée partielle suivant e1, fy, By
ou B2 pour la dérivée partielle suivant e2 et fz, Bz ou B3 pour la dérivée partielle suivant e3. En
général, nous écrivons Bi pour noter la la dérivée partielle suivant ei.

Des exemples faisons intervenir les fonctions trigonométriques, exponentielles et logarithme
sont les exemples 20.167, 17.74.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant les p ´ 1 variables
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée
xi-ème section de f en x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp. L’i-ème dérivée partielle de f au point a “
px1, . . . , xmq est la dérivée de l’i-ème section de f au point xi. En pratique, pour calculer les dérivées
partielles d’une fonction on fait une dérivation par rapport à la variable choisie en considérant les
autres variables comme des constantes.

Exemple 14.177
Considérons la fonction fpx, yq “ 2xy2. Lorsque nous calculons Bxfpx, yq, nous faisons comme si
y était constant. Nous avons donc Bxfpx, yq “ 2y2. Par contre lors du calcul de Byfpx, yq, nous
prenons x comme une constante. La dérivée de y2 par rapport à y est évidemment 2y, et par
conséquent, Byfpx, yq “ 4xy. 4
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Définition 14.178.
Soit f une application de U Ă Rm dans R et u un vecteur de Rm. La fonction f est dérivable
sur U suivant le vecteur u, si f est dérivable suivant le vecteur u en tout point de U .

Pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité en un point a implique la continuité en
a. Cela n’est pas vrai pour les fonctions de plusieurs variables : il existe des fonctions f qui sont
dérivables suivant tout vecteur au point a sans pour autant être continue en a.

Exemple 14.179
Considérons la fonction f : R2 Ñ R

fpx, yq “
#

x2y
x4`y2 si px, yq ‰ p0, 0q,
0 sinon.

(14.435)

Pour voir que f n’est pas continue en p0, 0q il suffit de calculer la limite de f restreinte à la parabole
y “ x2

lim
xÑ0

fpx, x2q “ 1
2 ‰ 0.

Pourtant la fonction f est dérivable en p0, 0q dans toutes les directions. En effet, soit v “ pv1, v2q.
Si v2 ‰ 0, alors

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

t3v2
1v

2

t5v4
1 ` t3v2

2
“ v2

1
v2
,

tandis que si v2 “ 0, alors la valeur de fptv1, 0q est 0 pour tout t et v1, donc la dérivée partielle de
f par rapport à x en l’origine existe et est nulle. 4

Exemple 14.180
Pour une fonction réelle à variable réelle, la dérivabilité entraine la continuité. Il n’en va pas de
même pour les fonctions à plusieurs variables, comme le montre l’exemple suivant :

fpx, yq “
#

0 si x “ 0
y
x

a
x2 ` y2 sinon.

(14.436)

Nous avons tout de suite Bf
By p0, 0q “ 0. (14.437)

De plus si ux ‰ 0 nous avons
Bf
Bu p0, 0q “

uy
ux
}u}. (14.438)

Donc toutes les dérivées directionnelles de f en p0, 0q existent alors que la fonction n’y est mani-
festement pas continue. En effet sous forme polaire,

fpr, θq “ r sinpθq
cospθq , (14.439)

et quelle que soit la valeur de r, en prenant θ suffisamment proche de π{2, la fraction peut être
arbitrairement grande.

Nous verrons par la proposition 14.201 que la différentiabilité d’une fonction implique sa conti-
nuité. 4

Théorème 14.181 (Accroissement finis pour les dérivées suivant un vecteur).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction. Soient a et b deux points distincts
dans U , tels que le segment 36 ra, bs soit contenu dans U . Soit u le vecteur

u “ b´ a
}b´ a}m .

36. Définition 9.28.
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Si Bufpxq existe pour tout x dans ra, bs on a

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}Bufpxq}n}b´ a}m.

Démonstration. Nous considérons la fonction gptq “ f
`p1´ tqa´ tb˘. Elle décrit la droite entre a

et b parce que gp0q “ a et gp1q “ b. En ce qui concerne la dérivée,

g1ptq “ lim
hÑ0

gpt` hq ´ gptq
h

“ lim
hÑ0

f
`p1´ t´ hqa´ pt` hqb˘

h

“ lim
hÑ0

f
`
a` pt` hqpb´ aq˘´ f`a` tpb´ aq˘

h

“ BfBu
`
a` tpb´ aq˘}b´ a}.

(14.440)

Le dernier facteur }b ´ a} apparaît pour la normalisation du vecteur u. En effet dans la limite, il
apparaît hpb´ aq, ce qui donnerait la dérivée le long de b´ a, tandis que u vaut pb´ aq{}b´ a}.

Par le théorème des accroissements finis pour g, il existe t0 P s0, 1r tel que
gp1q “ gp0q ` g1pt0qp1´ 0q. (14.441)

Donc
}gp1q ´ gp0q} ď sup

t0
}g1pt0q} “

ÿ

t0Ps0,1r

››››
Bf
Bu pa` t0pb´ aqq

›››› }b´ a}. (14.442)

Mais lorsque t0 parcours s0, 1r, le point a` t0pb´aq parcours le segment sa, br, d’où le résultat.

Corollaire 14.182.
Dans les mêmes hypothèses, si n “ 1, alors il existe x̄ dans sa, br tel que

fpbq ´ fpaq “ Bufpx̄q}b´ a}m.
Définition 14.183.
Le nombre

lim
tÑ0

f
`
a` tu1, b` tu2

˘´ fpa, bq
t

(14.443)

est la dérivée directionnelle de f dans la direction de u au point pa, bq. Il sera noté

Bf
Bu pa, bq, (14.444)

ou plus simplement Bufpa, bq.
Lorsque f est différentiable, la dérivée directionnelle est donnée par

Bf
Bu ppq “ ∇fppq·u. (14.445)

14.16.2 Gradient : direction de plus grande pente

Étant donné que u est de norme 1, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

ˇ̌
∇fpa, bq·

ˆ
u1
u2

˙ ˇ̌ ď }∇fpa, bq}. (14.446)

Donc
´ }∇fppq} ď ∇fppq·u ď }∇fppq}. (14.447)



14.16. DÉRIVÉE DIRECTIONNELLE 661

La norme de la dérivée directionnelle (qui est la valeur absolue du nombre au centre) est donc
« coincée » entre ´}∇fppq} et }∇fppq}. Prenons par exemple

u “ ∇fppq
}∇fppq} . (14.448)

Dans ce cas, nous avons exactement

∇fppq·u “ }∇fppq}, (14.449)

qui est la valeur maximale que la dérivée directionnelle peut prendre.
La direction du gradient est donc la direction suivant laquelle la dérivée directionnelle est la

plus grande. Pour la même raison, la dérivée directionnelle est la plus petite dans le sens opposé
au gradient.

En termes bien clairs : lorsqu’on veut aller le plus vite possible au ski, on prend la direction
du gradient de la piste de ski. C’est dans cette direction que ça descend le plus vite. Dans quelle
direction vont les débutants ? Ils vont perpendiculairement à la pente (ce qui ennuie tout le monde,
mais c’est un autre problème). Les débutants vont donc dans la direction perpendiculaire au
gradient. Prenons donc u K ∇fppq et calculons la dérivée directionnelle de f dans la direction u
en utilisant la formule 14.445 : Bf

Bu ppq “ ∇fppq·u “ 0 (14.450)

parce que nous avons choisi u K ∇fppq. Nous voyons donc que les débutants en ski ont eu la bonne
intuition que la direction dans laquelle la piste ne descend pas, c’est la direction perpendiculaire
au gradient.

C’est aussi pour cela que l’on a tendance à faire du zig-zag à vélo lorsqu’on monte une pente très
forte et qu’on est fatigué. C’est toujours pour cela que les routes de montagne font de longs lacets.
La montée est moins rude en suivant une direction proche d’être perpendiculaire au gradient !

Théorème 14.184.
Le gradient des fonctions suit à peu près les mêmes règles que les dérivées. Soient f et g deux
fonctions différentiables. Nous avons entre autres

(1) ∇pf ` gq “ ∇f `∇g ;
(2) ∇pfgqpa, bq “ gpa, bq∇fpa, bq ` fpa, bq∇gpa, bq ;
(3) Dès que gpa, bq ‰ 0, nous avons

∇f

g
“ gpa, bq∇fpa, bq ´ fpa, bq∇gpa, bq

gpa, bq2 . (14.451)

14.16.3 Gradient : orthogonal au plan tangent

Vu que le gradient d’une fonction est la direction de plus grande pente et que le plan tangent
est le plan de plus petite pente, quoi de plus naturel que de penser que le gradient est orthogonal
au plan tangent ?

Lemme 14.185.
Soit φ : Rn Ñ R une fonction de classe C1 et la partie

Γ “ tx P Rn tel que φpxq “ Cu (14.452)

pour une certaine constante C.
Soit x0 P Γ. Le gradient de φ en x0 est orthogonal au plan tangent à Γ en x0.

Démonstration. Un vecteur tangent à Γ en x0 est de la forme γ1p0q où γ : RÑ Γ vérifie γp0q “ x0.
Vu que φ est constante sur Γ nous avons

d

ds

”
φ
`
γpsq˘

ı
s“0

“ 0, (14.453)
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ce qui donne ÿ

i

Bφ
Bxi

`
γp0q˘γ1ip0q “ 0, (14.454)

ce qui signifie exactement xp∇φqpx0q, γ1p0qy “ 0. Le vecteur p∇φqpx0q est donc perpendiculaire à
tout vecteur tangent de Γ en x0.

14.17 Dérivée directionnelle de fonctions composées
Nous savons déjà comment dériver les fonctions composées de R dans R. Si nous avons deux

fonctions f : R Ñ R et u : R Ñ R, nous formons la composée ϕ “ f ˝ u : R Ñ R dont la dérivée
vaut

ϕ1paq “ f 1
`
upaq˘u1paq. (14.455)

Considérons maintenant le cas un peu plus compliqué des fonctions f : RÑ R et u : R2 Ñ R,
et de la composée

ϕ : R2 Ñ R

ϕpx, yq “ f
`
upx, yq˘. (14.456)

Afin de calculer la dérivée partielle de ϕ par rapport à x, nous admettons que pour tout a, b et t,
il existe c P ra, a` ts tel que

upa` t, bq “ upa, bq ` tBuBxpc, bq. (14.457)

Cela est une généralisation immédiate du théorème 14.136. Nous devons calculer

Bϕ
Bx pa, bq “ lim

tÑ0

ϕpa` t, bq ´ ϕpa, bq
t

“ lim
tÑ0

f
`
upa` t, bq˘´ g`upa, bq˘

t
. (14.458)

Étant donné l’hypothèse que nous avons faite sur u, nous avons

f
`
upa` t, bq˘ “ f

`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘
. (14.459)

En utilisant le théorème des accroissements finis pour f , nous avons un point d entre upa, bq et
upa, bq ` tBuBxpc, bq tel que

f
`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘ “ f
`
upa, bq˘` tBuBxpc, bqf

1pdq. (14.460)

Le numérateur de (14.458) devient donc

t
Bu
Bxpc, bqf

1pdq. (14.461)

Certes les points c et d sont inconnus, mais nous savons que c est entre a et a ` t ainsi que d se
situe entre upa, bq et upa, bq ` tBuBxpc, bq. Lorsque nous prenons la limite t Ñ 0, nous avons donc
limtÑ0 c “ a et limtÑ0 d “ upa, bq. Nous avons alors

lim
tÑ0

tBuBxpc, bqf 1pdq
t

“ BuBxpa, bqf
1`upa, bq˘. (14.462)

La formule que nous avons obtenue (de façon pas très rigoureuse) est

B
Bxf

`
upx, yq˘ “ BuBxpx, yqf

1`upx, yq˘. (14.463)

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué où nous voudrions savoir les dérivées par-
tielles de la fonction ϕ donnée par

ϕpx, y, zq “ f
`
upx, yq, vpx, y, zq˘ (14.464)
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où f : R2 Ñ R, u : R2 Ñ R et v : R3 Ñ R.
Commençons par la dérivée partielle par rapport à z. Étant donné que ϕ ne dépend de z que

via la seconde entrée de f , il est normal que seule la dérivée partielle de f par rapport à sa seconde
entrée arrive dans la formule :

Bϕ
Bz px, y, zq “

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBz px, y, zq. (14.465)

La dérivée partielle par rapport à y demande de tenir compte en même temps de la façon dont f
varie avec sa première entrée et la façon dont elle varie avec sa seconde entrée ; cela nous fait deux
termes :

Bϕ
By px, y, zq “

Bf
Bu

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BuBy px, yq `

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBy px, y, zq. (14.466)

Cette formule a une interprétation simple. Lançons un caillou du sommet d’une falaise. Son
mouvement est une chute libre avec une vitesse initiale horizontale :

$
&
%
xptq “ v0t (14.467a)

yptq “ h0 ´ gt2

2 (14.467b)

où v0 est la vitesse initiale horizontale et h0 est la hauteur de la falaise. Si nous sommes intéressés
à la distance entre le caillou et le bas de la falaise (point p0, 0q), le théorème de Pythagore nous
dit que

dptq “a
x2ptq, y2ptq. (14.468)

Pour trouver la variation de la distance par rapport au temps il faut savoir de combien la distance
varie lorsque x varie et multiplier par la variation de x par rapport à t, et puis faire la même chose
avec y.

Théorème 14.186.
Soit g : Rm Ñ Rn une fonction différentiable 37 en a, et f : Rn Ñ Rp une fonction différentiable
en gpaq. Si nous définissons ϕpxq “ pf ˝ gqpxq, alors pour tout i “ 1, . . . ,m, nous avons

Bϕ
Bxi paq “

nÿ

k“1

Bf
Byk

`
gpaq˘ BgBxi (14.469)

où Bf
Byk dénote la dérivée partielle de f par rapport à sa k-ième variable.

Donnons un exemple d’utilisation de cette formule. Si

g : R2 Ñ R3

f : R3 Ñ R,
(14.470)

nous avons ϕ : R2 Ñ R. Les dérivées partielles de ϕ sont données par les formules

Bϕ
Bx px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

Bx px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

Bx px, yq (14.471)

et

Bϕ
By px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

By px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

By px, yq (14.472)

Notez que les dérivées de ϕ et des composantes de g sont calculées en px, yq, tandis que celles de
f sont calculées en gpx, yq.
37. Je ne suis pas certain que l’hypothèse de différentiabilité soit obligatoire.
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14.18 Formes différentielles
Nous parlerons de formes différentielles exactes et fermées dans la section 22.82.

14.18.1 Décomposition dans la base duale

Définition 14.187.
Soit U , un ouvert dans Rn. Une 1-forme différentielle ω sur U est une application

ω : U Ñ pRnq˚
x ÞÑ ωx.

(14.473)

Remarque 14.188.
L’ensemble des 1-formes différentielles forment un espace vectoriel avec les définitions

pλωqxpvq “ λωxpvq
pω ` µqxpvq “ ωxpvq ` µxpvq. (14.474)

Nous connaissons la de pRnq˚ définie en 5.109. Nous allons noter ces formes par dxi :

e1̊ “ dx1 : v ÞÑ v1
...

en̊ “ dxn : v ÞÑ vn

(14.475)

Toute forme différentielle s’écrit
ωx “

nÿ

i“0
aipxqdxi (14.476)

où a1, . . . , an sont les composantes de ω dans la base usuelle, et sont des fonctions à valeurs réelles.

Lemme 14.189.
Une 1-forme différentielle est continue si les fonctions ai sont continues. La forme sera Ck quand
les ai seront Ck.

Pour un vecteur v “ pv1, . . . , vnq on a donc par définition de dxi

ωxpvq “
nÿ

i“0
aipxqvi. (14.477)

Ces fonctions ai peuvent être trouvées en appliquant ω aux éléments de la base canonique de Rn :

ajpxq “ ωxpejq (14.478)

parce que ωxpejq “ ř
i aipxqdxipeiq “

ř
i aipxqδij “ ajpxq.

14.18.2 L’isomorphisme musical

Si G est un champ de vecteur sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons définissons

G5x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (14.479)

Pour chaque x, l’application G5x est une forme sur Rn, c’est à dire une application linéaire de
Rn vers R. Nous écrivons que

G5x P
`
Rn

˘˚
. (14.480)

Nous pouvons ainsi déterminer le développement de G5 dans la base des dxi en faisant le calcul

G5xpeiq “ xGpxq, eiy “ Gipxq, (14.481)
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donc les composantes de G5 dans la base dxi sont exactement les composantes de G dans la base
ei :

G5x “ G1pxqdx1 ` ¨ ¨ ¨ `Gnpxqdxn. (14.482)

La construction inverse existe également. Si ω est une 1-forme différentielle, nous pouvons
définir le champ de vecteur ω7 par la formule (implicite)

ωxpvq “ xω7pxq, vy (14.483)

pour tout v P Rn. Par définition, pω7q5 “ ω.

Lemme 14.190.
En composantes nous avons :

ω7pxq “ `
a1pxq, . . . , anpxq

˘
. (14.484)

Si G est un champ de vecteurs, alors pG5q7 “ G.

14.19 Différentielle
Nous avons déjà donné une définition abstraite de la différentielle dans la définition 12.105.

Nous en voyons maintenant quelque motivations dans le cas de fonctions sur R2 ou Rn.

14.19.1 Exemples introductifs

La notion de dérivée est associée à la recherche de la droite tangente à une courbe. Reprenons
rapidement le cheminement. La dérivée de f : RÑ R au point a est un nombre f 1paq, qui définit
donc une application linéaire dont le coefficients angulaire est f 1paq, et que nous notons dfa :

dfa : RÑ R

u ÞÑ f 1paqu. (14.485)

La droite donnée par l’équation
ypa` uq “ f 1paqu (14.486)

est parallèle à la tangente en a. Pour trouver la tangente, il suffit de la décaler de la hauteur qu’il
faut. L’équation de la droite tangente au graphe de f au point

`
a, fpaq˘ devient

ypxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq “ fpaq ` dfapx´ aq. (14.487)

Nous nous proposons de généraliser cette formule au cas de la recherche du plan tangent à une
surface.

Exemple 14.191
Considérons fpx, yq “ x2y ` y2ex. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ 2xy ` y2ex

Bf
By “ x2 ` 2yex.

(14.488)

4

Cet exemple était l’exemple facile où tout se passe bien.

Exemple 14.192
Les choses sont moins simples lorsqu’on considère la fonction suivante :

fpx, yq “
#

xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q. (14.489)
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On voit que pour tout x et tout y, nous avons fpx, 0q “ fp0, yq “ 0. Donc cette fonction est nulle
sur les axes horizontaux et verticaux. Nous avons en particulier

Bf
Bx p0, 0q “ 0
Bf
By p0, 0q “ 0.

(14.490)

Donc ces dérivées partielles existe.
Il n’est par contre pas question de dire que cette fonction « va bien » autour du point p0, 0q.

En effet si nous regardons sa valeur sur la droite diagonale y “ x, nous avons

fpx, xq “ x2

2x2 “
1
2 . (14.491)

Par conséquent si nous suivons la fonction le long de la droite y “ x, la hauteur vaut 1
2 en

permanence, sauf juste en p0, 0q où la fonction fait un grand plongeon !

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=(x*y)/(x**2+y**2)
sage: plot3d(f,(x,-2,2),y(-2,2))

D’ailleurs elle fait un plongeon le long de toutes les droites (sauf verticale et horizontale). En
effet si nous regardons la fonction le long de la droite y “ mx, nous avons

fpx,mxq “ mx2

x2 `m2x2 “
m

1`m2 . (14.492)

La fonction est donc constante sur chacune de ces droites. Il n’est donc pas question de dire que
cette fonction est « dérivable » en p0, 0q, vu qu’elle fait des grands sauts dans presque toutes les
directions. 4

Nous devons donc trouver mieux que les dérivées partielles pour étudier le comportement des
fonctions un peu problématiques.

14.19.2 Différentielle

Nous nous souvenons de l’équation (14.275) qui nous dit que pour une fonction d’une variable
la dérivabilité signifiait qu’il existait un nombre ` et une fonction α tels que

fpxq “ fpaq ` `px´ aq ` px´ aqαpx´ aq (14.493)

et limtÑ0 αptq “ 0.
En nous inspirant de cela, nous comprenons peut-être un peu le pourquoi de la définition 12.105.

14.193.
L’objet dfa est en soi une application dfa : Rm Ñ Rn. Nous notons dfapuq la valeur de dfa sur le
vecteur u P Rm. En particulier, l’application df est une forme différentielle au sens de la défini-
tion 14.187.

14.194.
Les propositions 14.204 et 14.205 vont montrer qu’en étudiant bien les dérivées partielles, nous
pouvons conclure à la différentiabilité d’une fonction. Attention cependant, nous verrons dans
l’exemple 14.211 que l’existence des dérivées directionnelles partielles ne permettait pas de conclure
à la différentiabilité.
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14.19.3 Matrice de la différentielle

La différentielle est une application linéaire. Elle possède donc une matrice lorsque des bases
sont fixées.

Proposition 14.195.
Soient une application différentiable f : Rm Ñ Rn et a P Rm. Dans les bases canoniques de Rm et
Rn, la matrice de dfa est

pdfaqij “ Bfi
Bxj paq. (14.494)

Démonstration. Le lien entre matrice et application linéaire est fait dans la proposition 5.55. Dans
le cas des bases canoniques de Rm et Rn nous savons qu’extraire une composante revient à prendre
le produit scalaire. Nous avons donc

pdfaqij “
`
dfapejq

˘
i
“ dfapejq· ei. (14.495)

La linéarité de la dérivation donne alors

pdfaqij “ dfapejq· ei “ d

dt

”
fpa` tejq

ı
t“0

· ei “ d

dt

”
fipa` tejq

ı
t“0

“ Bfi
Bxj paq. (14.496)

14.19.4 Quelques propriétés

Lemme 14.196.
La différentielle d’une application linéaire est l’application elle-même. Plus précisément : soit une
application linéaire f : E Ñ F . Alors nous avons, pour tout a P E et u P E :

dfapuq “ fpuq. (14.497)

Démonstration. Pour rappel, toujours bon à avoir en tête : df : E Ñ LpE,F q. En posant T puq “
fpuq nous avons :

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}F
}h}E “ 0 (14.498)

parce que le numérateur est nul pour tout h.

Lemme 14.197 ([1]).
Soit une fonction g : RÑ R de classe C8. Nous posons

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq. (14.499)

Alors f est de classe C8 sur R2.

Démonstration. Le problème lorsqu’il faut démontrer qu’une fonction est de classe C8, c’est que
dkf sera une application de R2 vers un espace qui est un terrible emboîtement de LpR2, . . .q.
Pour traiter cette difficulté, nous considérons les espaces suivants : V0 “ R et par récurrence
Vk`1 “ LpR2, Vkq.

Et nous considérons également les éléments

α1 : R2 Ñ R

pu, vq ÞÑ u
(14.500)

et plus généralement αk P Vk donné par

αk : R2 Ñ Vk´1

pu, vq ÞÑ uαk´1.
(14.501)
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Notons que dans l’expression uαk´1, il s’agit d’un produit entre un scalaire u P R et un vecteur
αk`1 P Vk´1.

Nous prouvons maintenant par récurrence que dkfpa,bq “ gpkqpaqαk, en utilisant directement la
définition.

Initialisation Pour k “ 1, nous calculons

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

}h} (14.502)

Notre but est de calculer la limite de cela lorsque h R2ÝÑ 0 avec h ‰ 0. L’hypothèse sur la
dérivabilité de g nous indique que si 0 ă |t| ă δ, alors

|gpa` tq ´ gpaq ´ tg1paq|
|t| ă ε. (14.503)

Nous considérons donc la boule épointée de R2 de rayon δ : B “ B
`p0, 0q, δ˘ztp0, 0qu, et

nous considérons h P B. Deux cas sont à distinguer : h1 “ 0 et h1 ‰ 0.
Si h1 “ 0, alors

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} “ 0. (14.504)

Sinon nous avons 0 ă h1 ď }h} ă δ et donc

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} ď |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

|h1| ă ε (14.505)

par la relation (14.503). Nous avons donc bien

lim
hÑ0

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ 0. (14.506)

Récurrence Nous supposons que dkfa,b “ gpkqpaqαk, et nous devons prouver que dkf est dif-
férentiable et que dk`1fpa,bq “ gpk`1qpaqαk`1. Pour cela nous introduisons tout dans la
définition de la différentielle pour voir ce qui arrive.
Nous avons :

dkfpa`h1,b`h2q ´ dkfpa,bq ´ gpk`1qpaqαk`1ph1, h2q
}h} “ gpkqpa` h1qαk ´ gpkqpaqαk ´ gpk`1qpaqh1αk

}h} .

(14.507)
Cela est, pour chaque h ‰ 0, un élément Vk, mais le coefficient αk se factorise de telle sorte
que nous devons seulement calculer la limite (si elle existe)

lim
hÑ0

gpkqpa` h1q ´ gpkqpaq ´ h1gpk`1qpaq
}h} . (14.508)

Le même jeu de séparation entre h1 “ 0 et h1 ‰ 0 que dans le cas k “ 1 nous permet de
déduire que cette limite existe et vaut zéro, grace à la définition de gpk`1q.

Nous avons donc prouvé que f est différentiable autant que fois que souhaité. Elle est donc de
classe C8 comme annoncé.

14.19.5 Différentielle, dual et forme différentielle

14.19.5.1 Dans la base duale

Nous avons déjà parlé en (14.475) de la base tdxiui“1,...,n des formes différentielles sur Rn.
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Proposition 14.198.
La forme de base dxi est la différentielle de la fonction de projection

proji : Rn Ñ R

v ÞÑ vi.
(14.509)

Autrement dit nous avons
dpprojiqa “ dxi (14.510)

pour tout i et pour tout a.

Démonstration. Le quotient

projipa` hq ´ projipaq ´ dxiphq
}h} (14.511)

est toujours nul. La limite est a fortiori nulle.

Nous avons donc pd projiqa “ dxi pour tout a. Notons que les fonctions dxi et proji sont les
mêmes. Cela justifie la notation « dxi » pour les formes différentielles de base, parce que ce sont
les différentielles des fonctions « coordonnées » que nous pouvons noter xi.

Étant donné une fonction f , il est légitime de nous demander comment (si elle existe) la
différentielle se décompose en chaque point dans la base duale. C’est à dire fixer les fonctions ai
en termes des dérivées de f pour avoir

dfa “
nÿ

i“1

Bf
Bxi paqdxi. (14.512)

C’est ce que nous allons faire dans le corollaire 14.202.

Exemple 14.199
Si F : R2 Ñ R est une fonction C2, sa différentielle est la forme

dF “ BFBx dx`
BF
By dy. (14.513)

Si nous nommons f et g les fonctions BxF et ByF , nous avons donc
Df “ fdx` gdy, (14.514)

qui vérifie
Byf “ Bxg, (14.515)

parce que Bf
By “ B2F

BxBy “ B2F
ByBx “ Bg

Bx . Ce que nous avons donc prouvé, c’est que 4

Lemme 14.200.
Si fdx` gdy est la différentielle d’une fonction de classe C2 sur R2, alors Byf “ Bxg.

14.19.6 Ce n’est pas la différentielle extérieure

Il existe une notion de différentielle extérieure, mais ce n’est pas celle-là que nous utilisons la
majorité du temps. En particulier si E et F sont des espaces vectoriels normés, lorsque f : E Ñ F
est une fonction, df est une application

df : E Ñ LpE,F q (14.516)

et la différentielle seconde est la différentielle de cette application-là. Chose faisable parce que
LpE,F q est un espace vectoriel on ne peut plus respectable.
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SoitD Ă Rn. Par définition de la différentielle extérieure d’une 1-forme, nous avons une formule
de Leibnitz

dpfωq “ df ^ ω ` fdω. (14.517)

En particulier,
dpfdxq “ df ^ dx` f dpdxqloomoon

“0

“ BfBxdx dx^ dxlooomooon
“0

`BfBy dy ^ dx. (14.518)

Attention : la différentielle extérieure n’est pas la différentielle usuelle. Certes dans le cas d’une
0-forme (c’est à dire d’une fonction), les deux notions coïncident, mais ça ne va pas plus loin. La
différentielle extérieure vérifie d2ω “ 0 pour tout ω, y compris pour les fonctions : si ω “ df alors
dω “ 0.

Nous mentionnerons la différentielle extérieure dans le cas de
(1) Théorème de Stockes 22.73.

14.19.7 Fonctions composées

Cette façon de voir la différentielle nous permet de jeter un nouveau regard sur la formule de
différentiation des fonctions composées. Soient

f : Rp Ñ Rn

g : Rn Ñ R,
(14.519)

et h : Rp Ñ R définie par
hpuq “ h

`
fpuq˘ “ pg ˝ fqpuq. (14.520)

Nous allons noter x les coordonnées de Rp, a un point de Rp et u, un vecteur de Rp accroché au
point a. Pour Rn, les notations seront que les coordonnées sont y, b est un point de Rn et v est
un vecteur « accroché » au point b.

Nous avons
dgbpvq “

nÿ

i“1

Bg
Byi pbqdyipvq. (14.521)

Ici dyipvq signifie la ième composante de v. C’est simplement vi. Cette formule étant valable pour
tout point b P Rn et pour tout vecteur v, nous pouvons l’écrire en particulier pour

"
b “ fpaq (14.522a)
v “ dfapuq. (14.522b)

Cela donne
dgfpaq

`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘dyi

`
dfapuq

˘
. (14.523)

Mais

dfapuq “
pÿ

j“1

Bf
Bxj paqdxjpuq, (14.524)

donc la ième composante de ce vecteur est

`
dfapuq

˘
i
“

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (14.525)

En remplaçant dyi
`
dfapuq

˘
par cela dans l’expression (14.523), nous trouvons

dgfpaq
`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (14.526)
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Nous pouvons vérifier que cela est la différentielle de g ˝ f au point a appliquée au vecteur u. En
effet

dpg ˝ fqapuq “
pÿ

j“1

Bpg ˝ fq
Bxj paqdxjpuq, (14.527)

tandis que, par la dérivation de fonctions composées,

Bpg ˝ fq
Bxj paq “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘ BfiBxj paq. (14.528)

Au final, ce que nous avons prouvé est que

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq

˘
. (14.529)

14.19.8 Continuité, dérivabilité et différentiabilité

Le théorème suivant reprend les principales propriétés d’une fonction différentiable. Il est à ne
pas confondre avec la proposition 14.229 qui dira que si les dérivées partielles sont continues sur
un voisinage de a, alors f est différentiable en a.

Proposition 14.201.
Si f est différentiable au point a P Rn alors

(1) elle est continue en a,
(2) elle admet une dérivée dans toutes les directions de Rm,
(3) toutes les dérivées directionnelles Bufpaq existent et nous avons l’égalité

dfa : Rn Ñ Rm

u ÞÑ dfapuq “ BfBu paq “
ÿ

i

Bf
Bxi paqui,

(14.530)

si les ui sont les composantes de u dans la base canonique de Rn.

La dernière égalité sera de temps en temps utilisée sous la forme

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

. (14.531)

Démonstration. La limite

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n
}h}m “ 0,

implique que
lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n “ 0.

Comme T est dans LpRm,Rnq, on a limhÑ0 T phq “ 0, d’où la continuité de f au point a.
Si u est un vecteur non nul, la différentiabilité de f au point a implique

lim
tÑ0

}fpa` tuq ´ fpaq ´ T ptuq}n
}tu}m “ 0,

par la linéarité de T et par l’égalité }tu}m “ |t|}u}m on obtient

lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq
|t| “ T puq.

Donc f est dérivable suivant le vecteur u et Bufpaq “ T puq “ dfapuq.
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Corollaire 14.202.
Si f est différentiable, alors la forme différentielle dfa se décompose en

dfaf “
ÿ

i

pBifqpaqdxi. (14.532)

Démonstration. Vue la définition des formes dxi nous pouvons remplacer ui par dxipuq dans l’éga-
lité (14.530) et écrire

dfapuq “
ÿ

i

pBifqpaqdxipuq (14.533)

et donc écrire l’égalité demandée.

Le lemme suivant regroupe quelques égalités avec lesquelles nous allons souvent travailler. Il
explique comment sont liés les dérivées directionnelles, les dérivées partielles et la différentielle.

Lemme 14.203.
Si f : Rm Ñ Rn est une fonction différentiable, alors

dfapuq “ BfBu paq “
d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq “ ∇fpaq·u (14.534)

pour tout vecteur u P Rm

Démonstration. La première égalité est la proposition 14.201, et la seconde est seulement la défi-
nition de la dérivée directionnelle avec des notations un peu plus snob. En particulier nous avons

dfapeiq “ Bf
Bxi paq. (14.535)

Pour le reste c’est la linéarité de la différentielle qui joue : le vecteur u peut être écrit de façon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de base

u “
mÿ

i“1
uiei, ui P R, @i P t1, . . . ,mu.

Alors, la linéarité de dfa nous donne

dfapuq “ dfa

˜
mÿ

i“1
uiei

¸
“

mÿ

i“1
ui pdfaeiq “

mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq. (14.536)

Le lien avec le gradient est la définition du produit scalaire (11.268).

La formule dfapuq “ d
dt

”
fpa ` tuq

ı
t“0

est bien utile pour calculer des différentielles, mais elle
ne permet pas de prouver que f est différentiable. Autrement dit, même si le calcul de la dérivée
d
dt

”
fpq

ı
t“0

donne un résultat pour tout u, nous ne pouvons pas en déduire que f est différentiable
au point a.

Proposition 14.204.
Soient f une fonction de x et y et un point pa, bq P R2. Si les nombres Bxfpa, bq et Byfpa, bq existent
et s’il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq

` }px, yq ´ pa, bq}α
´
}px, yq ´ pa, bq}

¯ (14.537)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0, (14.538)

alors f est différentiable en pa, bq.
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Dans cet énoncé nous avons écrit d
`px, yq, pa, bq˘ la distance entre px, yq et pa, bq, c’est à dire

le nombre
apx´ aq2 ` py ´ bq2. Afin d’écrire l’équation (14.537) sous forme plus compacte, nous

introduisons le vecteur

∇fpa, bq “
˜ Bf
Bx pa, bqBf
By pa, bq.

¸
(14.539)

L’équation (14.537) devient alors

fpXq “ fpP q `∇fpa, bq· pX ´ P q ` }X ´ P }α`}X ´ P }˘. (14.540)

Le vecteur ∇fpa, bq est appelé le gradient de f au point pa, bq.
Proposition 14.205.
Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles Bxfpx, yq et Byfpx, yq qui
sont elles-mêmes des fonctions continues de x et y. Alors la fonction f est différentiable partout.

Proposition 14.206.
Si f est différentiable en pa, bq alors pour tout vecteur u, la fonction

ϕ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q (14.541)

est dérivable en 0 et on a
ϕ1p0q “ ∇fppq·u (14.542)

où nous avons noté p “ pa, bq.
Démonstration. Récrivons la formule (14.540) sous la forme

fpxq “ fppq `∇fppq· px´ pq ` }x´ p}αp}x´ p}q. (14.543)

Cela étant vrai pour tout x, nous l’écrivons en particulier pour x “ p` tu où t est un réel et u est
le vecteur unitaire choisi. Nous avons donc

fpp` tuq “ fppq ` t∇fppq·u` }tu}αp}tu}q. (14.544)

En utilisant le fait que u est unitaire, }tu} “ |t|}u} “ |t|. La dérivée de ϕ en 0 est alors donnée par

lim
tÑ0

fpp` tuq ´ fppq
t

“ lim
tÑ0

∇fppq·u` αp|t|q. (14.545)

Lorsque nous prenons la limite, le membre de gauche devient ϕ1p0q tandis que dans le membre de
droite, le second terme disparaît. Nous avons finalement

ϕ1p0q “ ∇fppq·u (14.546)

14.19.9 Calcul de valeurs approchées

Si nous remplaçons les accroissements x ´ a et y ´ b par h et k, le critère de différentiabilité
s’écrit

fpa` h, b` kq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqh`
Bf
By pa, bqk

`
a
h2 ` k2α

`a
h2 ` k2

˘
.

(14.547)

Le dernier terme du membre de droite tend vers zéro à une vitesse double lorsque h et k tendent
vers zéro : d’une part parce que

?
h2 ` k2 tend vers zéro et d’autre part parce que α

`?
h2 ` k2

˘

tend vers zéro. Nous avons donc la « bonne » approximation

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq. (14.548)
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lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cette expression est évidemment une généralisation
immédiate de l’équation (14.278). Elle exprime que l’on peut obtenir des informations sur la valeur
d’une fonction en px, yq si on peut calculer la fonction et ses dérivées en un point pa, bq non loin
de px, yq.

Cette formule peut aussi être vue sous la forme suivante, plus pratique dans certains calculs :

fpa`∆x, b`∆yq » fpa, bq `∆xBfBx pa, bq `∆yBfBy pa, bq. (14.549)

Exemple 14.207
Prenons la fonction fpx, yq “ cospxq sinpyq et calculons une approximation de

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘
. (14.550)

D’abord les dérivées partielles sont

Bf
Bx px, yq “ ´ sinpxq sinpyq
Bf
By px, yq “ cospxq cospyq.

(14.551)

Nous allons utiliser l’approximation

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » f

`π
3 ,
π

2
˘` 0.01BfBx

`π
3 ,
π

2
˘` 0.03BfBy

`π
3 ,
π

2
˘
. (14.552)

Nous avons
Bf
Bx

`π
3 ,
π

2
˘ “ ´ sin π3 sin π2 “ ´

?
3

2
Bf
By

`π
3 ,
π

2
˘ “ cos π3 cos π2 “ 0.

(14.553)

Par conséquent

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » 1

2 ´ 0.01
?

3
2 “ 1

2 ´
?

3
200 . (14.554)

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=cos(x)*sin(y)
sage: a=f(pi/3+0.01,pi/2+0.03)
sage: numerical_approx(a)
0.491093815387986
sage: b=1/2-sqrt(3)/200
sage: numerical_approx(b)
0.491339745962156
sage: numerical_approx(a-b)
-0.000245930574169814

Cela fait une erreur de l’ordre du dix millième.

4

Remarque 14.208.
Les esprits les plus critiques diront que cette vérification pas Sage n’en est pas une parce que Sage
a certainement utilisé un algorithme d’approximation qui se base sur la même idée que ce que nous
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venons de faire, et que par conséquent le fait qu’il obtienne le même résultat que nous est un peu
tautologique.

Ils n’auront pas tort. Cependant, le code source de Sage est disponible publiquement 38 ; vous
pouvez aller le lire et vérifier qu’il y a effectivement une preuve que le résultat fourni par Sage
possède une bonne dizaine de décimales correctes.

Cette disponibilité publique du code source est une des nombreuses différences fondamentales
entre Sage et votre calculatrice 39. Dois-je vous rappeler qu’un des principes fondamentaux de
l’éthique scientifique est que les résultats et les méthodes utilisés doivent être absolument ouverts
à la vérification et à la critique de tous ?

dfppuq “ ∇fppq·u. (14.555)

14.19.10 Différentielle et tangente

La notion de dérivée partielle (ou de dérivée suivant un vecteur) pour une fonction de plusieurs
variables n’est pas une généralisation de la notion de dérivée en une variable d’espace. En fait, du
point de vue géométrique, la dérivée de la fonction g : R Ñ R au point a est la pente de la ligne
droite tangente au graphe de g au point pa, gpaqq. Cette ligne, d’équation rpxq “ g1paqx` gpaq, est
la meilleure approximation affine du graphe de g au point a, comme à la figure 14.9.

‚

‚

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6 7

´3

´2

´1

1

2

Figure 14.9 – Tangentes au graphe d’une fonction d’une variable

Le graphe d’une fonction f de R2 dans R est une surface de deux paramètres dans R3. Si l’ap-
proximation affine d’une telle surface au point px, y, fpx, yqq existe, alors elle est un plan tangent.
En dimension plus haute, le graphe de la fonction f : Rm Ñ R est une surface de m paramètres
dans Rm`1 et son approximation affine (si elle existe) est un hyperplan de Rm.

Nous allons voir que si f prend ses valeurs dans Rn l’approximation affine de f au point a est
l’élément de fpaq ` LpRm,Rnq qui ressemble le plus à f au voisinage de a. Plus précisément, on
utilise les définitions suivantes.

Définition 14.209.
Soient f et g deux applications d’un ouvert U de Rm dans Rn. On dit que g est tangente à f au
point a P U si fpaq “ gpaq et

lim
xÑa
x‰a

}fpxq ´ gpxq}n
}x´ a}m “ 0.

La relation de tangence est une relation d’équivalence. Nous sommes particulièrement intéressés
par le cas où f admet une application affine tangente au point a.

38. Voir http://www.sagemath.org
39. et les autres logiciels de type fenêtre, pomme ou feuille d’érable.

http://www.sagemath.org
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εphq
T phq

h

‚
fpaq

‚

‚
fpxq

‚

‚
a

‚
x

Figure 14.10 – Interprétation géométrique de la différentielle.

En ce qui concerne l’interprétation géométrique, si nous regardons la figure 14.10, et d’ailleurs
aussi en voyant la définition 12.218, la fonction est différentiable et la différentielle est T s’il existe
une fonction α telle que

fpa` uq ´ fpaq ´ T puq “ αpuq (14.556)

où la fonction α satisfait

lim
uÑ0

}αpuq}
}u} “ 0 (14.557)

C’est cela qui fait écrire fpa`uq´ fpaq´ dfapuq “ op}u}q à ceux qui n’ont pas peur de la notation
o.

La différentielle dfa est donc la partie linéaire de l’application affine qui approxime au mieux
la fonction f autour du point a. La notion de différentielle est la vraie généralisation du concept
de dérivée pour fonctions de plusieurs variables, en outre elle nous permet d’expliciter la relation
qui associe au vecteur u la dérivée Bufpaq, pour f et a fixés.

Remarque 14.210.
Si on remplace les normes }· }m et }· }n par d’autres normes, l’existence et la valeur de la
différentielle de f au point a ne sont pas remises en cause. En effet, soient }· }M une norme sur
Rm et }· }N une norme sur Rn. Par le théorème 12.5, ces normes sont équivalentes à }.}m et }.}n
respectivement ; il existe donc des constantes k, K, l, L ą 0 telles que pour tout vecteur u de Rm

et tout vecteur v de Rn

k}u}M ď }u}m ď K}u}M ,

l}v}N ď }v}n ď L}v}N .
Les éléments de LpRm,Rnq sont les mêmes et on a

l

K

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M ď }fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n}h}m ď

ď L

k

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M .

(14.558)

Il est donc possible, pour démontrer la différentiabilité ou pour calculer la différentielle, d’utiliser
le critère (12.218) avec une norme au choix. Parfois c’est utile.

14.19.11 Prouver qu’une fonction n’est pas différentiable

Chacun des points du théorème 14.201 est en soi un critère pour montrer qu’une fonction n’est
pas différentiable en un point.
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14.19.11.1 Continuité

Le premier critère à vérifier est donc la continuité. Si une fonction n’est pas continue en un
point, alors elle n’y sera pas différentiable. Pour rappel, la continuité en a se teste en vérifiant si
limxÑa fpxq “ fpaq.

14.19.11.2 Linéarité

Un second test est la linéarité de la dérivée directionnelle par rapport à la direction : l’appli-
cation u ÞÑ Bf

Bupaq doit être linéaire, sinon dfa n’existe pas.

Exemple 14.211
Examinons la fonction

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ
#

xy2

x2`y4 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(14.559)

Prenons u “ pu1, u2q et calculons la dérivée de f dans la direction de u au point p0, 0q :
Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

1
t

ˆ
tu1t2u2

t2u2
1 ` t4u4

2

˙

“ lim
tÑ0

ˆ
u1u2

2
u2

1 ` t2u4
2

˙

“
#
u2

2
u1

si u1 ‰ 0
0 si u1 “ 0.

(14.560)

Cette application n’est pas linéaire par rapport à u. En effet, notons

A : Rn Ñ R

u ÞÑ Bf
Bu p0, 0q,

(14.561)

et vérifions que pour tout u et v dans Rn et λ P R, nous ayons Apλuq “ λApuq et Apu ` vq “
Apuq `Apvq. Le premier fonctionne parce que

Apλuq “ Apλu1, λu2q “ λ2u2
2

λu1
“ λ

u2
2
u1
“ λApuq. (14.562)

Mais nous avons par exemple

A
`p0, 1q ` p2, 3q˘ “ Ap2, 4q “ 16

2 “ 8, (14.563)

tandis que
Ap0, 1q `Ap2, 3q “ 0` 9

2 ‰ 8. (14.564)

La fonction f n’est donc pas différentiable en p0, 0q, parce que la candidate différentielle, dfp0,0qpuq “
Bf
Bup0, 0q, n’est même pas linéaire.

4

Voici une autre façon de traiter la fonction de l’exemple 14.211.

Exemple 14.212
La figure 14.11 représente le domaine d’une fonction f : R2 Ñ R, et sur chacune des parties, elle
est définie différemment.
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xy x ´ y

x2y x ` y

Figure 14.11 – La fonction de l’exemple 14.212.

L’expression de f est ici

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ă 0 et y ą 0
x´ y si x ě 0 et y ě 0
x2y si x ą 0 et y ă 0
x` y sinon.

(14.565)

On note que les deux axes forment une zone à problèmes. La zone hors des axes est un ouvert
sur lequel f est différentiable car composée de polynômes. Analysons chacun des points de la forme
pa, bq dans la zone à problèmes (c’est-à-dire si ab “ 0).

Si a “ 0 et b ą 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié supérieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

x´ y “ 0´ b “ ´b

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yą0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xă0

xy “ 0b “ 0

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ą 0.

Si a “ 0 et b ă 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié inférieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

x2y “ 02b “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yă0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xă0

x` y “ 0` b “ b

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ă 0.
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Si a ą 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié droite. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

x´ y “ a´ 0 “ a

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xą0
yă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yă0

x2y “ a20 “ 0

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ą 0.

Si a ă 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié gauche. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

xy “ a0 “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xă0
yď0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yď0

x` y “ a` 0 “ a

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ă 0.

Si a “ 0 et b “ 0 Le cas du point p0, 0q est particulier, puisque il est adhérent aux quatre
composantes du domaine où la fonction est définie différemment. Pour étudier la continuité, il faut
donc étudier quatre limites. Ces limites ont déjà été étudiées ci-dessus et valent toutes 0, ce qui
prouve la continuité de f en p0, 0q.

En ce qui concerne la différentiabilité, on sait qu’il est nécessaire que toutes les dérivées direc-
tionnelles existent. Calculons la dérivée dans la direction p0, 1q (au point p0, 0q) :

lim
tÑ0
t‰0

fpp0, 0q ` tp0, 1qq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“ . . .

qu’on sépare en deux cas, car fp0, tq possède une formule différente si t ă 0 ou si t ě 0 :

lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“
$
&
%

limtÑ0
tă0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tă0
0`t
t “ 1

limtÑ0
tě0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tě0
0´t
t “ ´1

ce qui prouve que la limite n’existe pas, donc que la dérivée directionnelle n’existe pas, et finalement
que la fonction n’est pas différentiable.

Conclusion : La fonction donnée est continue hors des axes et au point p0, 0q, mais discontinue
partout ailleurs sur les axes. Elle est différentiable hors des axes, mais ne l’est pas sur les axes.

4
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14.19.11.3 Cohérence des dérivées partielles et directionnelle

Dans la pratique, nous pouvons calculer Bufpaq pour une direction u générale, et puis en déduire
Bxf et Byf comme cas particuliers en posant u “ p1, 0q et u “ p0, 1q. Une chose incroyable, mais
pourtant possible est qu’il peut arriver que

Bf
Bu paq ‰

ÿ

i

Bf
Bxi paqu

i. (14.566)

Ceci se produit lorsque f n’est pas différentiable en a. En voici un exemple.

14.19.11.4 Un candidat dans la définition (marche toujours)

Lorsqu’une fonction est donné, un candidat différentielle au point pa1, a2q est souvent assez
simple à trouver en un point :

T pu1, u2q “ BfBx pa1, a2qu1 ` BfBy pa1, a2qu2. (14.567)

L’application T est la candidate différentielle en ce sens que si la différentielle existe, alors elle est
égale à T . Ensuite, il faut vérifier si

lim
px,yqÑpa1,a2q

fpx, yq ´ fpa1, a2q ´ T
`px, yq ´ pa1, a2q

˘

}px, yq ´ pa1, a2q} “ 0 (14.568)

ou non. Si oui, alors la différentielle existe et dfpa,bqpuq “ T puq, sinon 40, la différentielle n’existe
pas.

Attention : dans la ZAP, les dérivées partielles Bxf et Byf ne peuvent en général pas être
calculées en utilisant les règles de calcul (c’est bien pour ça que la ZAP est une zone à problèmes).
Il faut d’office utiliser la définition

Bf
Bx pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` t, a2q ´ fpa1, a2q
t

, (14.569)

et la définition correspondante pour Byf .

Conclusion

Soient f : A Ă Rn Ñ Rm, et a P intA. Si f est différentiable en a,

pdfapejqqi “ dpfiqapejq “ Bfi
Bxj paq “ rJacpfq|asij

et la matrice de l’application linéaire dfa est la matrice jacobienne mˆn de f en a notée Jacpfq|a.
Proposition 14.213 (Règles de calculs).
Soient f et g des fonctions différentiables en gpaq et a respectivement, alors la composée f ˝ g est
différentiable en a et

dpf ˝ gqa “ dfgpaq ˝ dga
et de plus les jacobiennes correspondantes vérifient

Jf˝gpaq “ Jf
`
gpaq˘Jgpaq

où le membre de droite est le produit (non-commutatif !) des deux matrices.

Corollaire 14.214 (Chain rule).
Si f : Rp Ñ R et g : RÑ Rp, alors

pf ˝ gq1ptq “
pÿ

i“1

Bf
Bxi pgptqqg

1
iptq.

40. y compris si la limite (14.568) n’existe même pas.
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Remarque 14.215.
Quelque remarques à propos de la règle de dérivation en chaîne.

(1) Si p “ 1, on retrouve la règle usuelle de dérivation de fonctions composées.
(2) Si g est à plusieurs variables, cette règle permet de déterminer les dérivées partielles de

f ˝ g, puisqu’une dérivée partielle peut être vue comme dérivée usuelle par rapport à une
seule variable (voir 14.232).

(3) Si f est à valeurs vectorielles, cette formule permet de retrouver la jacobienne de f ˝ g
puisqu’il suffit de traiter chaque composante de f séparément.

14.19.12 Gradient

Définition 14.216.
Soit f une fonction différentiable de Rm dans R. On appelle gradient de f la fonction ∇f :
Rm Ñ Rm de composantes

B1f, . . . , Bmf.
Soit f une fonction de Rm dans Rn, fpaq “ pf1paq, . . . , fnpaqqT . On appelle matrice jacobienne
de f la fonction Jpfq : Rm Ñ Rm ˆRn définie par

a ÞÑ

¨
˚̋
B1f1paq . . . Bmf1paq

... . . . ...
B1fnpaq . . . Bmfnpaq

˛
‹‚ (14.570)

14.19.13 Linéarité

La proposition suivante signifie que différentiation est une opération linéaire sur l’ensemble des
fonctions différentiables.

Proposition 14.217.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U , et soit λ dans R.
Alors les fonctions f ` g et λf sont différentiables au point a et on a

dpf ` gqpaq “ dfpaq ` dgpaq,
dpλfqpaq “ λdfpaq, (14.571)

Démonstration.

lim
hÑ0m

}pfpa` hq ` gpa` hqq ´ pfpaq ` gpaqq ´ dfpaq.h´ dgpaq.h}n
}h}m ď

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h}n
}h}m ` lim

hÑ0m

}gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h}n
}h}m “ 0.

(14.572)

De même on démontre la propriété dpλfqpaq “ λdfpaq.

14.20 Produit

Soient f et g deux fonctions de Rm dans Rn. Nous notons f · g la fonction de Rn dans R
donnée par le produit scalaire point par point, c’est à dire

pf · gqpxq “ fpxq· gpxq (14.573)

pour tout x P Rm. Le point dans le membre de droite est le produit scalaire dans Rn. Le cas
particulier n “ 1 revient au produit usuel de fonctions :

pfgqpxq “ fpxqgpxq. (14.574)
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Lemme 14.218.
Si f et g sont des fonctions différentiables sur Rm à valeurs dans R, alors la fonction produit fg
est également différentiable et

pdfgqa “ gpaqfda ` fpaqdga (14.575)

au sens où pour chaque u dans Rm,

pdfgqapuq “ gpaqdfapuq ` fpaqdgapuq. (14.576)

Démonstration. Ce que nous devons faire pour vérifier la formule 14.575, c’est de vérifier le critère
(12.218) en remplaçant f par fg et T phq par gpaqdfpaq.h` fpaqdgpaq.h.

Ce que nous avons au numérateur est

♣ “ pfgqpa` hq ´ pfgqpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h
“ fpa` hqgpa` hq ´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h. (14.577)

Maintenant, nous allons faire apparaître
`
fpa`hq´fpaq´dfpaq˘gpa`hq en ajoutant et soustrayant

ce qu’il faut pour conserver ♣ :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaqgpa` hq ` gpa` hqdfpaq.h
´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h.

(14.578)

Nous mettons maintenant fpaq et fdpaq.h en évidence là où c’est possible :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaq`gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

` `
gpa` hq ´ gpaq˘dfpaq.h.

(14.579)

Nous devons maintenant considérer la limite

lim
hÑ0

}♣}
}h} . (14.580)

Étant donné que f et g sont différentiables, les deux premiers termes sont nuls :

lim
hÑ0

`
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘

}h} gpa` hq “ 0

lim
hÑ0

fpaq
`
gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

}h} “ 0.
(14.581)

En ce qui concerne le troisième terme, en utilisant la norme d’une application linéaire, nous avons

lim
hÑ0

}dfpaq.h}
}h} ď sup

hPRm
}dfpaq.h}
}h} “ }dfpaq}, (14.582)

et par conséquent
0 ď lim

hÑ0
}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq.h}}h}}h}

ď lim
hÑ0

}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq} “ 0
(14.583)

parce que g est continue (la limite du premier facteur est nulle tandis que la norme de dfpaq est
un nombre constant). Nous avons donc bien prouvé que la formule (14.575) est la différentielle de
fg au point a.

Ce résultat se généralise pour des fonctions f et g de Rm dans Rn dans la proposition suivante
qui généralise tout en même temps la proposition 14.126.
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Proposition 14.219.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U . Alors la fonction
f · g est différentiable au point a et on a

dpf · gqpaq “ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq (14.584)

au sens où
dpf · gqapuq “ gpaq·

`
dfapuq

˘` fpaq·
`
dgapuq

˘
(14.585)

pour tout u P Rm.

Démonstration. La preuve du cas n “ 1 est déjà faite ; c’est la formule (14.575). Pour le cas général
n ě 2, nous passons au composantes en nous rappelant que

pf · gqpaq “
nÿ

i“1
fipaqgipaq “

nÿ

i“1
pfigiqpaq. (14.586)

En utilisant la linéarité de la différentiation, nous nous réduisons donc au cas des produits figi qui
sont des fonctions de Rm dans R :

dpf · gqpaq “ d

˜
nÿ

i“1
figi

¸
paq

“
nÿ

i“1

`
dfipaqgipaq ` fipaqdgipaq

˘

“ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq.

(14.587)

Ceci termine la preuve.

14.20.1 Difficulté d’ordre supérieur

14.220.
Il serait tentant de faire une récurrence sur le lemme 14.218 pour dire que si f et g sont de classe
Cp, alors le produit fg est également de classe Cp, parce que la formule de dpfgq contient des
produits de fonctions de classe Cp et Cp´1.

Le problème est que le lemme 14.218 est énoncé et prouvé pour des fonctions à valeurs dans
R, alors que déjà la formule

dpfgq “ gdf ` fdg (14.588)

contient le produit de g : E Ñ R par df : E Ñ LpE,Rq. Lorsque nous montons dans les diffé-
rentielles, la situation empire, et les produits dont sont composés les formules sont réellement à
définir. . .

Oublions un instant les questions de régularité, et calculons sans ménagement, pour voir ce
qu’il se passe. Nous considérons un espace vectoriel E ainsi que des des fonctions f : E Ñ R et
g : E Ñ V où V est un autre espace vectoriel.

Nous avons
dpfgqapuq “ dfapuqgpaq ` fpaqdgapuq. (14.589)

Les deux termes sont des produits Rˆ V Ñ R. Montons un coup :

dpgdfqapuq “ d

dt

”
pgdfqpa`tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
gpa`tuqdfa`tu

ı
t“0

“ dgapuqdfa`gpaqpd2fqapuq. (14.590)

Un autre pour voir comment ça se passe plus haut :

dpdfdgqapuq “ d

dt

”
pdfdgqpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
dfa`tudga`tu

ı
t“0

“ pd2fqapyqdga ` dfapd2gqapuq.
(14.591)
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Là déjà vous noterez que nous sommes passés par le produit

dfa`tudfa`tu (14.592)

qui pour chaque t est un produit LpE,Rq ˆ LpE, V q que nous n’avons pas réellement défini.
En continuant le calcul ainsi nous trouvons par exemple

pd3fgqapuq “ d3fapuqgpaq ` d2fadgapuq
` d2fapuqdga ` dfad2gapuq
` d2fapuqdga ` dfapd2gqapuq
` dfapuqd2ga ` fpaqpd3gqapuq.

(14.593)

Vous noterez que cette formule contient trois termes que nous aurions eu envie de noter d2fdg. Or
ces trois termes ne sont pas identiques : deux sont d2fapuqdga et un est pd2fqadgapuq.

14.20.2 Solution : produit tensoriel

Afin de donner un sens à tous les produits, nous allons passer par les produits tensoriel. Nous
avons déjà le théorème 12.121 qui fait pratiquement tout.

Proposition 14.221 ([1]).
Soient des fonctions f : Rn Ñ R et g : Rn Ñ R de classe Cp. Alors fg est de classe Cp.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : RbRÑ R

1b 1 ÞÑ 1
(14.594)

dont nous avons déjà parlé dans le lemme 12.103. En utilisant la notation b̃ de la définition 12.117,
nous avons

fg “ ϕ ˝ pfb̃gq. (14.595)

La proposition 12.121 nous dit que fb̃g : Rn Ñ R b R est de classe Cp. Vu que ϕ est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels, la proposition 12.114 nous dit que ϕ ˝ pfb̃gq est encore de classe
Cp.

Et voila.

14.20.3 Formes bilinéaires

Nous avons aussi une formule importante pour la différentielle des formes bilinéaires.

Lemme 14.222.
Toute application bilinéaire

B : Rm ˆRn Ñ Rp

Bpa1, a2q “ a1 ‹ a2
(14.596)

est différentiable en tout point pa1, a2q de Rm ˆRn, et on a

dBpa1, a2q.ph1, h2q “ h1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2.

Démonstration.

}Bpa1 ` h1, a2 ` h2q ´Bpa1, a2q ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “

“ }pa1 ` h1q ‹ pa2 ` h2q ´ a1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “ ♠

(14.597)
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on rajoute et on enlève la quantité pa1 ` h1q ‹ a2 dans le numérateur, et on obtient

♠ “ }pa1 ` h1q ‹ h2 ` h1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn “

“ }h1 ‹ h2}p
}ph1, h2q}RmˆRn ď C

}h1}m}h2}n
}ph1, h2q}RmˆRn ď

ď C
}ph1, h2q}2RmˆRn
}ph1, h2q}RmˆRn “ C}ph1, h2q}RmˆRn .

(14.598)

Si on prend la limite de cette expression pour ph1, h2q Ñ p0m, 0nq on obtient 0, donc la preuve
est complète. À noter, que dans l’avant-dernier passage on a utilisé la continuité des applications
linéaires projm : Rm ˆ Rn Ñ Rm et projn : Rm ˆ Rn Ñ Rn qui à chaque point pa1, a2q de
Rm ˆRn associent a1 et a2 respectivement.

Proposition 14.223.
Soit V etW deux espaces vectoriels et ϕ : V ÑW un isomorphisme. Soit f : CÑ V une application
telle que ϕ ˝ f : CÑW soit différentiable.

Alors f est différentiable et df “ ϕ´1 ˝ dpϕ ˝ fq.
Démonstration. Si T est la différentielle de ϕ ˝ f au point z nous avons

lim
hÑ0
hPC

pϕ ˝ fqpz ` hq ´ pϕ ˝ fqpzq ` T phq
h

“ 0. (14.599)

En appliquant ϕ aux deux membres, et en permutant avec la limite (parce que ϕ est continue),

ϕ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq ` ϕ´1T phq
h

“ 0, (14.600)

ce qui signifie que f est différentiable et que df “ ϕ´1 ˝ T “ ϕ´1 ˝ dpϕ ˝ fq.

14.21 Différentielle de fonction composée
Une importante règles de différentiation est la règle de différentiation d’une fonction composée

(chain rule dans les livres anglais et américains). Cette règle généralise la règle de dérivation pour
fonctions de R dans R.

Cette règle a déjà été donnée dans le théorème 12.112, mais si vous avez seulement envie
d’entendre parler de Rn, vous pouvez lire le lemme 14.224 suivit de la proposition 14.226.

Le lemme suivant est essentiellement une reformulation du lemme 12.108.

Lemme 14.224.
Soit U un ouvert de Rm. La fonction f : U Ñ Rn est différentiable au point a dans U , si et
seulement s’il existe une fonction σf : U ˆ U Ñ Rn telle que

σf pa, aq “ lim
xÑaσf pa, xq “ 0 (14.601a)

fpxq “ fpaq ` T px´ aq ` σf pa, xq}x´ a}m, (14.601b)

pour une certaine application linéaire T P LpRm,Rnq.
Démonstration. Si les conditions (14.601) sont satisfaites alors T est la différentielle de f en a. En
effet, dans ce cas nous avons

fpa` hq “ fpaq ` T phq ` σf pa, a` hq}h}, (14.602)

et la condition (12.218) devient

lim
hÑ0

}σf pa, a` hq}}h}
}h} “ lim

hÑ0
}σf pa, a` hq} “ 0 (14.603)
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Si f est différentiable au point a il suffit de prendre T “ dfpaq et

σf pa, xq “ fpxq ´ fpaq ´ dfpaq.px´ aq
}x´ a}m .

Remarque 14.225.
La fonction σf pa, xq}x´ a}m est ce qui avait été appelle εphq sur la figure 14.10.

Proposition 14.226.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V et g : V Ñ Rp deux fonctions
différentiables respectivement au point a dans U et b “ fpaq dans V . Alors la fonction composée
g ˝ f : U Ñ Rp est différentiable au point a et

dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (14.604)

Démonstration. En tenant compte du lemme 14.224 on peut écrire

fpa` hq ´ fpaq “ dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m, @h P U ´ a, (14.605a)
gpb` kq ´ gpbq “ dgbpkq ` σgpb, b` kq}k}n, @k P V ´ b. (14.605b)

On sait que fpaq “ b et que fpa ` hq est un élément de V et fpa ` hq “ fpaq ` k pour k “
dfpaq.h` σf pa, a` hq}h}m. Par substitution dans la deuxième équation on obtient

g
`
fpa` hq˘´ g`fpaq˘

“ dgfpaq
´
dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m

¯

` σg pfpaq, fpa` hqq }dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m}n
“ g ˝ fpa` hq ´ g ˝ fpaq
“ dgfpaq ˝ dfaphq
` }h}m

”
dgfpaqσf pa, a` hq

` σg pfpaq, fpa` hqq
››dfa

h

}h}m ` σf pa, a` hq
››
n

ı
,

(14.606)

donc
pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq “ dgf paq ˝ dfaphq ` Spa, a` hq}h}m (14.607)

où S représente le contenu du dernier grand crochet. Il ne reste plus qu’à prouver que Spa, a` hq
est op}h}mq. En tenant compte du fait que σf pa, a` hq et σg pfpaq, fpa` hqq sont op}h}mq,

lim
hÑ0m

Spa, a` hq
}h}m “ lim

hÑ0m

dgfpaqσf pa, a` hq
}h}m `

` lim
hÑ0m

σg pfpaq, fpa` hqq
›››dfa h

}h}m ` σf pa, a` hq
›››
n

}h}m “ 0.

(14.608)

Remarque 14.227.
Note : la formule (14.604) est à comprendre de la façon suivante. Si u P Rm, alors

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaqloomoon
PLpRn,Rpq

´
dfapuqloomoon
PRn

¯
P Rp. (14.609)

Le lemme suivant sert à prouver les théorèmes 17.24 et 22.74. Il est fondamentalement la raison
de la formule définissant l’intégrale d’une forme sur un chemin (définition 22.47).
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Lemme 14.228 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé F de dimension finie, ainsi que E, un espace vectoriel normé.
Nous considérons un chemin de classe C1

γ : ra, bs Ñ E (14.610)

et une application de classe C1

f : E Ñ F. (14.611)

Si g “ f ˝ γ, alors
g1ptq “ pdfqγptq

`
γ1ptq˘ (14.612)

pour tout t P ra, bs.
Démonstration. Nous écrivons la dérivée de g de la façon suivante :

g1ptq “ d

ds

”
gpt` sq

ı
s“0

(14.613a)

“ d

ds

”
pf ˝ γqpt` sq

ı
s“0

(14.613b)

“ dpf ˝ γqtp1q (14.613c)
“ pdfqγptq

`
dγtp1q

˘
(14.613d)
(14.613e)

Justifications :
— Pour (14.613c) : les formules (14.203). Notez que le 1 à qui s’applique la différentielle de

f ˝ γ est le vecteur de R qui est multiplié par s dans l’expression pf ˝ γqpt` sq.
— Pour (14.613d) : la différentiation de fonction composées de la proposition 14.226.

Mais
dγtp1q “ d

ds

”
γpt` sq

ı
s“0

“ γ1ptq. (14.614)

En remettant au bout de (14.613), nous obtenons le résultat.

14.22 Autres trucs sur la différentielle

14.22.1 Différentielle et dérivées partielles

Proposition 14.229.
Soit U un ouvert dans Rm et a un point dans U . Soit f une application de U dans Rn. Si toutes
les dérivées partielles de f existent sur U et sont continues au point a alors f est différentiable au
point a.

Démonstration. On se limite au cas m “ 2. Pour rendre les calculs plus simples on utilise ici la
norme }· }8 dans l’espace R2, mais comme on a vu plus en haut, cela ne peut pas avoir des
conséquences sur la différentiabilité de f . Si la différentielle de f au point a existe alors elle est
définie par la formule

dfapvq “ BfBx paqv1 ` BfBy paqv2

pour tout v dans Rm.
On commence par prouver le résultat en supposant que les dérivées partielles de f au point a

sont nulles. La différentiabilité de f signifie que pour toute constante ε ą 0 il y a une constante
δ ą 0 telle que si }v}8 ď δ alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n
}v}8 ď ε.
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On écrit alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n “
“ }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q ` fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď
ď }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ` }fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n.

(14.615)

Comme la dérivée partielle Bxf est nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il y a
une constante δ1 ą 0 telle que si |v1| ď δ1 alors

}fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1|.

Pour l’autre terme on a, par la proposition 14.181,

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ď
ď supt}Byfpxq}n |x P Su|v2|. (14.616)

où S est le segment d’extrémités pa1 ` v1, a2q et pa1 ` v1, a2 ` v2q. Comme la dérivée partielle Byf
est continue et nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il existe une constante
δ2 ą 0 telle que si }pu1, u2q}8 ď δ2 alors }Byfpa1`u1, a2`u2q}n ď ε. Si on choisit δ “ mintδ1, δ2u
le segment S est contenu dans la boule de rayon δ centrée au point a et on obtient

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1| ` ε|v2| ď 2ε}v}8.

Cela prouve que f est différentiable en pa1, a2q et que la différentielle est nulle :

dfpa1,a2q “ 0. (14.617)

Dans le cas général, où les dérivées partielles de f au point a ne sont pas spécialement nulles,
on peut considérer la fonction 41

gpx, yq “ fpx, yq ´ B1fpaqx´ B2fpaqy, (14.618)

qui a dérivées partielles nulles au point a. La fonction g est donc différentiables. La fonction f est
maintenant la somme de g et de la fonction linéaire et continue px, yq ÞÑ B1fpaqx ´ B2fpaqy. On
verra dans la prochaine section que la somme de deux fonctions différentiables est une fonction
différentiable. Par conséquent, la fonction f est différentiable.

Remarque 14.230.
En dimension infinie, il n’est pas vrai que l’existence et la continuité de toutes les dérivées partielles
en un point implique la différentiabilité en ce point. Pour donner un exemple, nous allons continuer
l’exemple 12.23 avec la fonction 27.125 sur un espace de Hilbert.

En dimension infinie nous aurons le théorème 12.125 qui donnera quelque chose de moins fort.

Étant donné que pour tout vecteur u dans Rm on a Bufpaq “ ∇fpaq·u, le gradient de f nous
donne la direction dans laquelle la croissance de f est maximale. Soit C une colline et soit f la
fonction que a chaque point px, yq de la Terre associe son altitude. Si nous voulons monter la colline
le plus vite possible nous n’avons qu’a suivre la direction ∇f à chaque point. Elle est la projection
sur le plan x-y de la direction de pente maximale. Au contraire, la direction ´∇f est la direction
de croissance minimale.

La matrice jacobienne calculé au point a est la matrice associée canoniquement à l’application
linéaire dfa : Rm Ñ Rn.

41. Vous verrez dans la discussion à propos de la fonction (27.125) pourquoi cette fonction ne fonctionne pas dans
le cas de la dimension infinie.
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14.22.2 Plan tangent

On a dit au début de cette section que si f est une fonction de R2 dans R alors le graphe de
f est une surface à deux paramètres et que l’application affine tangente au graphe de f au point
pa, fpaqq est un plan. Maintenant on sait que ce plan est celui d’équation

Tapx, yq “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2qpx´ a1q ` BfBy pa1, a2qpy ´ a2q. (14.619)

Le plan tangent au graphe de f au point a est le graphe de cette fonction Ta.

Remarque 14.231.
Il existe cependant des fonctions différentiables dont les dérivées partielles ne sont pas continues. La
construction d’un tel exemple est cependant délicate, et nous le ferons pas ici. Retenez cependant
que si dans un exercice vous obtenez que les dérivées partielles ne sont pas continues, vous ne
pouvez pas immédiatement en conclure que la fonction ne sera pas différentiable.

14.22.3 Calcul de différentielles

14.232.
En pratique, ayant une formule pour la fonction f , nous la dérivons par rapport à la variable xi
en utilisant les règles usuelle de dérivation en considérant que les autres (xj avec j ‰ i) sont des
constantes.

Exemple 14.233
Pour fpx, yq “ xy ` x2, les dérivées partielles s’écrivent

Bf
Bx “ y ` 2x et Bf

By “ x

4

Des règles de calcul sont d’application. En particulier, quand ces opérations existent, les
sommes, différences, produits, quotients et compositions d’applications différentiables sont dif-
férentiables.

Toute application linéaire est différentiable, et sa différentielle en tout point est égale à l’appli-
cation elle-même 42. En particulier, les projections canoniques, c’est-à-dire les applications du type
px, y, zq ÞÑ y, sont linéaires donc différentiables.

Exemple 14.234
Les cas suivants sont faciles :

(1) En combinant les projections canoniques avec les règles de calculs, on obtient que toute
fonction polynomiale à n variables est différentiable comme application de Rn dans R.

(2) Toute fonction rationnelle, du type fpxq def“ P pxq
Qpxq où P et Q sont des polynômes, est diffé-

rentiable en tout point a tel que Qpaq ‰ 0.
(3) Pour une fonction d’une variable f : D Ă RÑ R, le caractère différentiable et le caractère

dérivable coïncident. De plus, on a

dfapuq “ f 1paqu.

4

42. Lemme 14.196.
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14.22.4 Notes idéologiques quant au concept de plan tangent

Notons G, le graphe d’une fonction f , c’est à dire

G “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (14.620)

Première affirmation : si γ : RÑ G est une courbe telle que γp0q “ `
a, fpaq˘, alors γ1p0q P Rn est

dans le plan tangent à G au point
`
a, fpaq˘.

Plus fort : tous les éléments du plan tangent sont de cette forme.
Le plan tangent à G en un point x P G est donc constitué des vecteurs vitesse de tous les

chemins qui passent par x.
Prenons maintenant S, une courbe de niveau de G, c’est à dire

S “ tpx, yq P R2 tel que fpx, yq “ Cu. (14.621)

Si nous prenons un chemin dans G qui est, de plus, contraint à S, c’est à dire tel que γptq P S,
alors γ1p0q sera tangent à G (ça, on le savait déjà), mais en plus, γ1p0q sera tangent à S, ce qui est
logique.

La morale est que si vous prenez un chemin qui se ballade dans n’importe quoi, alors la dérivée
du chemin sera un vecteur tangent à ce n’importe quoi.

En outre, si γptq P S et γp0q “ a, alors

x∇fpaq, γ1p0qy “ 0, (14.622)

c’est à dire que le vecteur tangent à la courbe de niveau est perpendiculaire au gradient. Cela est
intuitivement logique parce que la tangente à la courbe de niveau correspond à la direction de
moins grande pente.

14.22.5 Gradient et recherche du plan tangent

Nous avons maintenant en main les concepts utiles pour trouver l’équation du plan tangent à
une surface.

De la même manière que la tangente à une courbe était la droite de coefficient directeur donné
par la dérivée, maintenant, le plan tangent à une surface est le plan dont les vecteurs directeurs
sont les dérivées partielles :

La généralisation de l’équation (14.487) est

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aq

i (14.623)

Nous introduisons aussi souvent l’opérateur différentiel abstrait nabla, noté ∇ et qui est donné
par le vecteur

∇ “
ˆ B
Bx1

, . . . ,
B
Bxn

˙
. (14.624)

Les égalités suivantes sont juste des notations, sommes toutes logiques, liées à ∇ :

∇f “
ˆ Bf
Bx1

, . . . ,
Bf
Bxn

˙
, (14.625)

et
∇fpaq “

ˆ Bf
Bx1

paq, BfBx2
paq, . . . , BfBxn paq

˙
. (14.626)

Ce dernier est un élément de Rn : chaque entrée est un nombre réel.

Définition 14.235.
Le vecteur gradient de f au point a est le vecteur donné par la formule (14.626).
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La notation ∇ permet d’écrire la différentielle sous forme un peu plus compacte. En effet, la
formule (14.530) peut être notée

dfapuq “ x∇fpaq, uy. (14.627)

En utilisant ce produit scalaire, l’équation (14.623) peut se récrire

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aq

i “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ay. (14.628)

Afin d’éviter les confusions, il est parfois souhaitable de bien mettre les parenthèses et noter
p∇fqpaq au lieu de ∇fpaq.
Proposition 14.236.
∇fpaqKSa

z “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bf paqpx´ aq

i. (14.629)

Cas particulier où n “ 2 :

Le plan Ta avec a “ pa1, a2q a pour équation dans R3 :

z “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2q px´ a1q ` BfBy pa1, a2q py ´ a2q. (14.630)

Définition 14.237.
Soit f : Rn Ñ R une fonction différentiable en un point a. Le plan tangent au graphe de f en
pa, fpaqq est l’ensemble des points

Taf “ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` dfapx´ aqu
“ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ayu

Nous avons vu que, de la même façon qu’en deux dimensions nous avions l’approximation
(14.277) d’une fonction par sa tangente, en trois dimensions nous avons l’approximation suivante
d’une fonction de deux variables :

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (14.631)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cela signifie que le graphe de f ressemble au graphe de
la fonction Tpa,bq donnée par

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpx´ aq. (14.632)

En notations compactes :
Tppxq “ fppq `∇fppq· px´ pq. (14.633)

Le graphe de la fonction Tp sera le plan tangent au graphe de f au point p. L’équation du plan
tangent sera donc

z ´ fppq “ ∇fppq· px´ pq. (14.634)

Remarque 14.238.
Lorsque nous utilisons la notation vectorielle, la lettre « x » désigne le vecteur px, yq. Il faut être
attentif. Dans un cas x est un vecteur dans l’autre c’est une composante d’un vecteur.
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14.22.6 Projection orthogonale

Le théorème suivant n’est pas indispensablissime parce qu’il est le même que le théorème de la
projection sur les espaces de Hilbert 43. Cependant la partie existence est plus simple en se limitant
au cas de dimension finie.

Théorème 14.239 (Théorème de la projection).
Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, x P E, et C un sous-ensemble
fermé convexe de E.

(1) Les deux conditions suivantes sur y P E sont équivalentes :
(a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
(b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.

(2) Il existe un unique y P E, noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.
Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.
Existence Soit z0 P C et r “ }x ´ z0}. La boule fermée Bpx, rq est compacte 44 et intersecte

C. Vu que C est fermé, l’ensemble C 1 “ C X Bpx, rq est compacte. Tous les points qui
minimisent la distance entre x et C sont dans C 1 ; la fonction

C 1 Ñ R

z ÞÑ dpx, zq (14.635)

est continue sur un compact et donc a un minimum qu’elle atteint 45. Un point P réalisant
ce minimum prouve l’existence d’un point vérifiant la première condition.

Unicité Soient y1 et y2, deux éléments de C minimisant la distance avec x, et soit d ce minimum.
Nous avons par l’identité du parallélogramme (11.10) que

}y1 ´ y2}2 “ ´4
››››
y1 ` y2 ´ x

2

››››
2
` 2}y1 ´ x}2 ` 2}y2 ´ x}2 ď ´4d` 2d` 2d “ 0. (14.636)

Par conséquent y1 “ y2.
(1)añ (1)b Soit z P C et t P s0, 1r ; nous notons P “ projC x. Par convexité le point z “

ty ` p1´ tqP est dans C, et par conséquent,

}x´ P }2 ď }x´ tz ´ p1´ tqP }2 “ }px´ P q ´ tpz ´ P q}2. (14.637)

Nous sommes dans un cas }a}2 ď |a´ b|2, qui implique 2 Rexa, by ď }b}2. Dans notre cas,

2 Rexx´ P, tpz ´ P qy ď t2}z ´ P }2. (14.638)

En divisant par t et en faisant tÑ 0 nous trouvons l’inégalité demandée :

2 Rexx´ P, z ´ P y ď 0. (14.639)

(1)bñ (1)a Soit un point P P C vérifiant

Rexx´ P, z ´ P y ď 0 (14.640)

pour tout z P C. Alors en notant a “ x´ P et b “ P ´ z,
}x´ z}2 “ }x´ P ` P ´ z}2 “ }a` b}2

“ }a}2 ` }b}2 ` 2 Rexa, by
“ }a}2 ` }b}2 ´ 2 Rexx´ P, z ´ P y
ě }b}2,

(14.641)

ce qu’il fallait.

43. Théorème 27.5
44. C’est ceci qui ne marche plus en dimension infinie.
45. Théorème 9.31.
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14.23 Jacobienne

14.23.1 Rappels et définitions

Dans cette section nous considérons des fonctions f : D Ñ Rm où D Ă Rn, et un point
a P IntD où f est différentiable.

Remarque 14.240.
La définition de continuité (resp. différentiabilité) pour une fonction à valeurs vectorielles est celle
introduite précédemment, et on remarque que pour avoir la continuité (resp. différentiabilité) de
f en un point, il faut et il suffit de chacune des composantes de f “ pf1, . . . , fmq, vues séparément
comme fonctions à n variables et à valeurs réelles, soit continue (resp. différentiable) en ce point.

Définition 14.241.
La jacobienne de f en a est la matrice de l’application linéaire donnée par la différentielle. Elle
a de nombreuses notations

Jf paq “ Bpf1, . . . , fmq
Bx1, . . . , xm

“

¨
˚̋
Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn paq...
...

Bfm
Bx1
paq . . . Bfm

Bxn paq

˛
‹‚ (14.642)

Autrement dit, c’est la matrice composée de l’ensemble des dérivées partielles de f . Le jacobien
de f au point a est le déterminant de cette matrice.

Si m “ 1, cette matrice ne contient qu’une ligne ; c’est donc un vecteur appelé le gradient de
f au point a et noté ∇fpaq.
Remarque 14.242. (1) Si la fonction est supposée différentiable, calculer la jacobienne revient

à connaître la différentielle. En effet, par linéarité de la différentielle et par définition des
dérivées partielles, nous avons

dfapuq “

¨
˚̋
Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn paq...
...

Bfm
Bx1
paq . . . Bfm

Bxn paq

˛
‹‚

¨
˚̋
u1
...
un

˛
‹‚

où u “ pu1, . . . , unq et où le membre de droite est un produit matriciel
(2) Remarquons que la jacobienne peut exister en un point donné sans que la fonction soit

différentiable en ce point !

14.243.
Le théorème de différentiation de fonctions composées 14.226 peut également se lire au niveau des
matrices jacobiennes. La matrice jacobienne de g˝f au point a est le produit matriciel des matrices
jacobiennes de f et de f . Plus précisément, nous avons

Jg˝f paq “ Jg
`
fpaq˘Jf paq. (14.643)

Remarquez que nous considérons la matrice jacobienne de g au point fpaq.
Dans la cas particulier où m “ 1 et f est une fonction d’un intervalle I dans Rn, dérivable au

point a, on a que la fonction composée g ˝ f est dérivable au point a si g est différentiable et alors

pg ˝ fq1paq “ dg pfpaqq .f 1paq.

En fait, pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité coïncide avec la différentiabilité.

<++>
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14.24 Fonctions de classe C1

Soit f une fonction différentiable de U , ouvert de Rm, dans Rn. L’application différentielle de
f est une application de Rm dans LpRm,Rnq

df : Rm Ñ LpRm,Rnq
a ÞÑ dfa

(14.644)

Nous savons que LpRm,Rnq est un espace vectoriel normé avec la définition 5.24. Si T est un
élément dans LpRm,Rnq alors la norme de T est définie par

}T }LpRm,Rnq “ sup
xPRm

}T pxq}n
}x}m “ sup

xPRm}x}mď1

}T pxq}n.

Lorsqu’il existe un M ą 0 tel que }dfpaq}LpRm,Rnq ă M pour tout a dans U , nous disons que
la différentielle de f est bornée sur U .

Définition 14.244.
La fonction f est dite de classe C1 de U Ă Rm dans Rn si son application différentielle df est
continue de Rm dans LpRm,Rnq. Nous écrivons f P C1pU,Rnq.
Proposition 14.245.
Une fonction f : U Ñ Rn où U est ouvert dans Rm est de classe C1 si et seulement si les dérivées
partielles de f existent et sont continues.

Démonstration. Supposons que les dérivées partielles de f existent et sont continues. Nous savons
alors déjà par la proposition 14.229 que la fonction f est différentiable et qu’elle s’exprime sous la
forme

dfaphq “
mÿ

i“1
Bifpaqhi, @a P U, @h P Rm.

Pour montrer que df est continue, nous devons montrer que la quantité }dfpxq ´ dfpaq}LpRm,Rnq
peut être rendue arbitrairement petite si }x´ a}m est rendu petit. Nous avons

}dfx ´ dfa}L “ sup
}h}“1

}dfxphq ´ dfaphq}

“ sup
}h}m“1

›››››
mÿ

i“1
pBifpxq ´ Bifpaqqhi

›››››
n

ď

ď sup
}h}m“1

mÿ

i“1
}pBifpxq ´ Bifpaqq}n |hi| ď

ď sup
}h}m“1

}h}8
mÿ

i“1
}pBifpxq ´ Bifpaqq}n

ď
mÿ

i“1
}Bifpxq ´ Bifpaq}.

(14.645)

Dans ce calcul, nous avons utilisé le fait que si }h}m ď 1, alors }h}8 ď 1. Étant donné la continuité
de Bif , la dernière ligne peut être rendue arbitrairement petite lorsque x est proche e a.

Supposons maintenant que f soit dans C1pU,Rnq. Alors
}Bifpxq ´ Bifpaq}n “ }dfpxq.ei ´ dfpaq.ei}n ď }dfpxq ´ dfpaq}LpRm,Rnq ,

la continuité de df implique donc celle de Bif pour tout i dans t1, . . . ,mu.
Proposition 14.246.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V dans C1pU, V q et g : V Ñ Rp

dans C1pV,Rnq. Alors la fonction composée g ˝ f : U Ñ Rp est dans C1pU,Rpq.



14.25. THÉORÈMES DES ACCROISSEMENTS FINIS 695

Démonstration. On fixe a dans U
››dpg ˝ fqpxq ´ dpg ˝ fqpaq››LpRm,Rpq

“ }dgpfpxqq ˝ dfpxq ´ dgpfpaqq ˝ dfpaq}LpRm,Rpq ď
ď }pdgpfpxqq ´ dgpfpaqqq ˝ dfpxq}LpRm,Rpq`
` }dgpfpaqq ˝ pdfpxq ´ dfpaqq}LpRm,Rpq ď

ď }dgpfpxqq ´ dgpfpaqq}LpRn,Rpq }dfpxq}LpRm,Rnq`
` }dgpfpaqq}LpRn,Rpq }dfpxq ´ dfpaq}LpRn,Rpq .

(14.646)

On peut conclure en passant à la limite xÑ a parce que les fonctions f , g, df et dg sont continues,
de telle sorte que

lim
xÑa dg

`
fpxq˘ “ dg

`
fpaq˘

lim
xÑa dfpxq “ dfpaq. (14.647)

Remarque 14.247.
On peut prouver le même résultat en utilisant la continuité de l’application bilinéaire

˝ : C1pU, V q ˆ C1pV,Rpq Ñ LpU,Rpq
pT, Sq ÞÑ T ˝ S. (14.648)

14.25 Théorèmes des accroissements finis

Nous avons déjà démontré (lemme 14.203) que si f est différentiable au point x alors dfxpuq “
Bufpxq. Une importante conséquence est le théorème des accroissements finis

Théorème 14.248 (Accroissements finis, inégalité de la moyenne).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. Soient a et b deux points
dans U , a ‰ b, tels que le segment ra, bs soit contenu dans U . Alors

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (14.649)

Démonstration. On utilise le théorème 14.181 et le fait que

}Bufpxq}n ď }dfpxq}LpRm,Rnq}u}m,

pour tout u dans Rm.

La proposition suivante est une application fondamentale du théorème des accroissements fi-
nis 14.248.

Proposition 14.249.
Soit U un ouvert connexe par arcs de Rm et une fonction f : U Ñ Rn. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) f est constante ;
(2) f est différentiable et dfpaq “ 0 pour tout a P U ;
(3) les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont nulles sur U .
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Démonstration. Nous allons démonter les équivalences en plusieurs étapes. D’abord (1) ñ (2),
puis (2) ñ (3), ensuite (3) ñ (2) et enfin (2) ñ (1).

Commençons par montrer que la condition (1) implique la condition (2). Si fpxq est constante,
alors la condition (12.218) est vite vérifiée en posant T phq “ 0.

Afin de voir que la condition (2) implique la condition (3), remarquons d’abord que la différen-
tiabilité de f implique que les dérivées partielles existent (proposition 14.201) et que nous avons
l’égalité dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq pour tout u P Rm (lemme 14.203). L’annulation de
ř
i uiBifpaq

pour tout u implique l’annulation des Bifpaq pour tout i.
Prouvons maintenant que la propriété (3) implique la propriété (2). D’abord, par la proposi-

tion 14.229, l’existence et la continuité des dérivées partielles Bifpaq implique la différentiabilité de
f . Ensuite, la formule dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq implique que dfpaq “ 0.
Il reste à montrer que (2) implique la condition (1), c’est à dire que l’annulation de la diffé-

rentielle implique la constance de la fonction. C’est ici que nous allons utiliser le théorème des
accroissements finis. En effet, si a et b sont des points de U , le théorème 14.248 nous dit que

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (14.650)

Mais }dfpxq} “ 0 pour tout x P U , donc ce supremum est nul et fpbq “ fpaq, ce qui signifie la
constance de la fonction.

14.26 Fonctions Lipschitziennes
Définition 14.250.
Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques 46, f : E Ñ F une application et un réel k stric-
tement positif. Nous disons que f est Lipschitzienne de constante k sur E si pour tout x, y P E,

dF
`
fpxq ´ fpyq˘ ď kdEpx, yq. (14.651)

Soit f une fonction k-Lipschitzienne. Si y P Bpx, δq alors }x´y} ď δ et donc
››fpxq´fpyq›› ď kδ.

Cela signifie que la condition Lipschitz pour s’énoncer en termes de boules fermées par

f
`
Bpx, δq˘ Ă B

`
fpxq, kδ˘ (14.652)

tant que Bpx, δq est contenue dans le domaine sur lequel f est Lipschitz.

Proposition 14.251.
Soit U un ouvert convexe de Rm, et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. La fonction f
est Lipschitzienne sur U si et seulement si df est bornée sur U .

Démonstration. Le fait que l’application différentielle df soit bornée signifie qu’il existe un M ą 0
dans R tel que }dfa}LpRm,Rnq ďM , pour tout a dans U . Si cela est le cas, alors le théorème 14.248
et la convexité 47 de U impliquent évidemment que f est de Lipschitz de constante plus petite ou
égale à M .

Inversement, si f est Lipschitz de constante k, alors pour tout a dans U et u dans Rm on a
››››
fpa` tuq ´ fpaq

t

››››
n

ď k}u}m,

En passant à la limite pour tÑ 0 on a

}Bufpaq}n “ }dfapuq}n ď k}u}m,
donc la norme de dfa est majorée par k pour tout a dans U .
46. Pour rappel, les espaces métriques sont définis par la définition 8.75 et le théorème 8.76 ; je précise que nous

ne supposons pas que E soit vectoriel ; en particulier il peut être un ouvert de Rn.
47. La convexité de U sert à assurer que la droite reliant a à b est contenue dans U ; c’est ce que nous utilisons

dans la démonstration du théorème 14.248.
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Notez cependant qu’une fonction peut être Lipschitzienne sans être différentiable.

Proposition 14.252.
Une fonction Lipschitzienne f : RÑ R est continue.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la continuité donnée par le théorème 8.58.
Prouvons donc la continuité en a P R. Pour tout x nous avons

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k|x´ a|. (14.653)

Si ε ą 0 est donné, il suffit de prendre δ ă ε
k pour avoir

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k

ε

k
“ ε. (14.654)

Donc f est continue en a.

Définition 14.253.
Une fonction

f : Rn ˆRm Ñ Rp

pt, yq ÞÑ fpt, yq (14.655)

est localement Lipschitz en y au point pt0, y0q s’il existe des voisinages V de t0 et W de y0 et
un nombre k ą 0 tels que pour tout pt, yq P V ˆW on ait

››fpt0, y0q ´ fpt, yq
›› ď k}y ´ y0}. (14.656)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U de Rn ˆRm si elle est localement Lipschitz
en chaque point de U .

14.254.
Autrement dit, une fonction est localement Lipschitzienne en sa deuxième variable lorsque tout
point admet un voisinage sur lequel elle est Lipschitzienne.

Proposition 14.255.
Une application Lipschitz 48 est uniformément continue.

Proposition 14.256.
Si f et g sont deux fonctions localement Lipschitz alors f ` g l’est.

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul avec une majoration standard :

}pf ` gqpt0, y0q ´ pf ` gqpt, yq} ď }fpt0, y0q ´ fpt, yq} ` }gpt0, y0q ´ gpt, yq} (14.657a)
ď kf }y ´ y0} ` kg}y ´ y0} (14.657b)
“ pkf ` kgq}y ´ y0}. (14.657c)

Lemme 14.257.
La fonction donné par

fpt, px, yqq “ xy (14.658)

est localement Lipschitz en tout point.

Démonstration. Nous avons la majoration classique

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| “ |x0y0 ´ xy| ď |x0y0 ´ x0y| ` |x0y ´ xy| ď |x0||y0 ´ y| ` |y||x0 ´ x|.

(14.659)

48. Définition 14.250.



698 CHAPITRE 14. ANALYSE RÉELLE

Vu que nous parlons de fonction localement Lipschitzienne, nous pouvons majorer |y| et |x0| par
un même nombre k dans un voisinage de px0, y0q. Cela donne

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| ď k

`|y0 ´ y| ` |x0 ´ x|
˘ ď ?2k}

ˆ
x0 ´ x
y0 ´ y

˙
}. (14.660)

Nous avons utilisé l’équivalence de norme de la proposition 12.4(1).

14.27 Différentielles d’ordre supérieur

Définition 14.258.
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction. La fonction f est dite deux fois
différentiable au point a dans U , si f est différentiable dans un voisinage de a, et sa différentielle
df est différentiable au point a en tant que application de U dans LpRm,Rnq.

La fonction f sera dite deux fois différentiable sur l’ensemble U si elle est deux fois différentiable
en chaque point de U .

14.27.1 Identification des espaces d’applications multilinéaires

La différentielle de la différentielle de f est notée

dpdfqpaq “ d2fpaq,

et est une application de U dans LpRm,LpRm,Rnqq. Comme on a vu dans la proposition 12.50,
l’espace LpRm,LpRm,Rnqq est isométriquement isomorphe à l’espace LpRmˆRm,Rnq. On verra
comment cette propriété est utilisé dans l’exemple 14.261.

Soient V et W deux espaces vectoriel normés de dimension finie et O un ouvert autour de
x P V . D’une part l’espace des applications linéaires LpV,W q est lui-même un espace vectoriel
normé de dimension finie, et on peut identifier L

`
V,LpkqpV,W q˘ avec Lpk`1qpV,W q, ce qui nous

permet de dire que la ke différentielle est une application

dkf : O Ñ LpkqpV,W q. (14.661)

Plus précisément, l’identification se fait de la façon suivante : si ω P L
`
V,LpkqpV,W q˘, alors ω vu

dans Lpk`1qpV,W q est définie par

ωpu1, . . . , uk`1q “ ωpu1qpu2, . . . , uk`1q. (14.662)

Cela étant posé nous pouvons donner les définitions.

14.27.2 Fonctions différentiables plusieurs fois

Définition 14.259 ([178]).
La fonction f : O Ă V ÑW est

(1) de classe C0 si elle est continue,
(2) de classe C1 si df : O Ñ LpV,W q est continue,
(3) de classe Ck si dkf : O Ñ LpkqpV,W q est continue,
(4) de classe C8 si f est dans

Ş8
k“0C

kpV,W q.

Définition 14.260.
Un Ck-difféomorphisme est une application inversible de classe Ck dont l’inverse est également
de classe Ck.
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Exemple 14.261
Soit B : Rm ˆRm Ñ Rn une application bilinéaire. On définit f : Rm Ñ Rn par fpxq “ Bpx, xq.
Le lemme 14.222 nous dit que B est différentiable. Cela implique la différentiabilité de f . Pour
trouver la différentielle de la fonction f , nous écrivons f “ B ˝ s où s : Rm Ñ Rm ˆ Rm est
l’application spxq “ px, xq. En utilisant la règle de différentiation de fonctions composées,

dfpaq “ dB
`
spaq˘ ˝ dspaq. (14.663)

Mais dspaq.u “ pu, uq parce que spa` hq ´ spaq ´ ph, hq “ 0. Par conséquent,

dfpaq.u “ dB
`
spaq˘pu, uq “ Bpu, aq `Bpa, uq (14.664)

où nous avons utilisé la formule du lemme 14.222. La formule (14.664) peut être écrite sous la
forme compacte

dfpaq “ Bp· , aq `Bpa, · q (14.665)

La fonction dfpaq ainsi écrite est linéaire par rapport à a, donc différentiable. En outre elle coïncide
avec sa différentielle, comme on a vu dans le lemme 14.196, au sens que la différentielle de df au
point a sera l’application que à chaque x dans Rm associe l’application linéaire Bpx, · q`Bp· , xq.
On voit bien que d2f au point a est une application de Rm vers l’espace des applications linéaires
LpRm,Rnq. On peut utiliser d’autre part l’isomorphisme des espaces LpRm,LpRm,Rnqq et LpRmˆ
Rm,Rnq et dire que, une fois que a est fixé, l’application d2fpaq est une application bilinéaire sur
Rm ˆRm. On écrit alors d2fpaqpx, yq “ Bpx, yq `Bpy, xq. 4

14.27.3 Différentielle seconde, fonction de classe C2

Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de la différentielle seconde est la suivante

Proposition 14.262.
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction. La fonction f est deux fois diffé-
rentiable au point a si et seulement si les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf sont différentiables en
a.

Cela veut dire, en particulier, que f est deux fois différentiable si et seulement si ses dérivées
partielles secondes, BiBjf , pour tout couple d’indices i, j dans t1, . . . ,mu, existent et sont continues.
Pour les différentielles d’ordre supérieur on a la proposition suivante.

La différentielle seconde dans l’exemple 14.261 est symétrique, c’est à dire que d2fpaqpx1, x2q “
d2fpaqpx2, x1q. En fait toute différentielle seconde est symétrique.

Théorème 14.263 (Schwarz).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction de classe C2. Alors, pour tout couple
i, j d’indices dans t1, . . . ,mu et pour tout point a dans U , on a

B2f

BxiBxj paq “
B2f

BxjBxi paq.

Démonstration. Pour simplifier nous nous limitons ici au cas m “ 2. Soit ph, gq un vecteur fixé
dans R2. Pour tout v “ px, yq dans R2 on note

∆hfpvq “ fpv ` he1q ´ fpvq “ fpx` h, yq ´ fpx, yq,
∆gfpvq “ fpv ` ge2q ´ fpvq “ fpx, y ` gq ´ fpx, yq, (14.666)

Nous avons

∆g∆hfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx, y ` gqq ´ pfpx` h, yq ´ fpx, yqq ,
∆h∆gfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx` h, yqq ´ pfpx, y ` gq ´ fpx, yqq , (14.667)
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donc,
1
g

∆g

ˆ
1
h

∆hfpvq
˙
“ 1
h

∆h

ˆ
1
g

∆gfpvq
˙
. (14.668)

On utilise alors le théorème des accroissements finis 14.136
1
h

∆hfpvq “ 1
h

`
fpx` h, yq ´ fpx, yq˘ “ 1

h
B1fpx` t1h, yqh “ B1fpx` t1h, yq, (14.669)

pour un certain t1 dans s0, 1r. De même on obtient

1
g

∆gfpvq “ B2fpx, y ` t2gq,

pour un certain t2 dans s0, 1r. Alors
1
g

∆g

`B1fpx` t1h, yq
˘ “ 1

h
∆h

`B2fpx, y ` t2gq
˘
. (14.670)

En appliquant encore une fois le théorème des accroissements finis on a

B2B1fpx` t1h, y ` s1gq “ B1B2fpx` s2h, y ` t2gq. (14.671)

Il suffit maintenant de passer à la limite pour ph, gq Ñ p0, 0q et de se souvenir du fait que f est C2

seulement si ses dérivées partielles secondes sont continues pour avoir B2B1fpvq “ B1B2fpvq.
Si f est deux fois différentiable d2fpaq est l’application bilinéaire associée avec la matrice

symétrique

Hf paq “

¨
˚̋
B2

1fpaq . . . B1Bmfpaq
... . . . ...

B1Bmfpaq . . . B2
1fpaq,

˛
‹‚ (14.672)

Cette matrice est dite la matrice hessienne de f .

Exemple 14.264
Montrons qu’il n’existe pas de fonctions f de classe C2 telles que

" Bxfpx, yq “ 5 sin x (14.673a)
Bypx, yq “ 6x` y. (14.673b)

Ceci est vite fait en appliquant le théorème de Schwarz, 14.263 ; ce que nous trouvons est

BypBxfq “ 0 ‰ BxpByfq “ 6.

Donc, l’existence d’une fonction f de classe C2 telle que Bxpx, yq “ 5 sin x et Byfpx, yq “ 6x ` y
serait en contradiction avec le théorème. 4

Soit une fonction de classe C2 f : V Ñ R où V est un espace vectoriel de dimension n ă 8.
Nous avons

f : V Ñ R (14.674a)
df : V Ñ LpV,Rq (14.674b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,Rq

¯
, (14.674c)

avec, en suivant les différentes formules du lemme 14.203,

dfapuq “ d

dt

”
fpv ` tuq

ı
t“0

(14.675)

et
pd2fqapuq “ d

dt

”
dfv`tu

ı
t“0

(14.676)
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pour tout a, u P V . Notons que dans le deuxième cas, il s’agit d’une limite dans LpV,Rq. Si
dimpV q “ n, alors dim LpV,Rq “ n et avec un choix de base, nous pouvons trouver une matrice
nˆ n pour pd2fqa.

Soit une base teiu de V et la base duale tei̊ u de LpV,Rq. Nous allons chercher la matrice de
pd2fqa pour ces bases. L’élément de matrice

“pd2fqa
‰
ij

(14.677)

est la composante ej̊ de pd2fqa appliqué à ei. Trouver cette composante ej̊ revient à appliquer
l’élément pd2fqaei de LpV,Rq à ej . Le calcul est donc :

“pd2fqa
‰
ij
“ `pd2fqaei

˘pejq (14.678a)

“ d

dt

”
dfa`teipejq

ı
t“0

(14.678b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tei ` sejq

ı
s“0

ı
t“0

(14.678c)

“ B2f

BxiBxj paq. (14.678d)

Attention : le passage à (14.678b) n’est pas une trivialité. Le fait est que si t ÞÑ Aptq est une
application continue RÑ LpV,Rq alors

lim
tÑ0

`
Aptqv˘ “ `

lim
tÑ0

Aptq˘v. (14.679)

Donc la matrice de d2f est la matrice des dérivées secondes. Il s’agit d’une matrice symétrique
par le théorème de Schwarz 14.263.

14.265.
Si a P v, nous pouvons aussi voir pd2fqa comme une forme bilinéaire sur V grâce à la proposi-
tion 12.50. Si u, v P V nous notons

pd2fqapu, vq “ pd2fqapuqv. (14.680)

À droite, il s’agit de la définition réelle de d2f sans abus de notations, et à gauche, il s’agit d’une
notation. Cette application bilinéaire pd2fqa P Lp2qpV,Rq a pour matrice symétrique la matrice des
dérivées secondes calculées en a.

Exemple 14.266
Voyons comment la différentielle seconde fonctionne entre deux espaces vectoriels. Soient deux
espaces vectoriels de dimension finie V et W . Pour que les choses soient claires, nous avons :

f : V ÑW (14.681a)
df : V Ñ LpV,W q (14.681b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,W q

¯
. (14.681c)

Si a P V , alors pd2fqa est une application V Ñ LpV,W q. Il faut donc l’appliquer à u P V et ensuite
à v P V pour obtenir un élément de W :

pd2fqapuqv “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

v (14.682a)

“ d

dt

”
dfa`tupvq

ı
t“0

(14.682b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tu` svq

ı
s“0

ı
t“0

(14.682c)

“ B2f

BuBv paq. (14.682d)
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Par conséquent nous voyons
d2f : V Ñ Lp2qpV,W q

d2fapu, vq “ B2f

BuBv paq.
(14.683)

Dans le cas d’une fonction f : RÑ R, nous avons une seule direction et par linéarité de (14.683)
par rapport à u et v, nous avons

d2fapu, vq “ f2paquv (14.684)

où les produits sont des produits usuels dans R et f2 est la dérivée seconde usuelle. 4

Tout ceci est un peu résumé dans la proposition suivante.

Proposition 14.267.
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe C2. Alors en désignant par Haf sa matrice hessienne au
point a nous avons

pd2fqapu, vq “ B2f

BuBv paq “ xpHafqu, vy (14.685)

pour tout u, v P Rn.

Démonstration. La première égalité est l’équation (14.684) déjà faite. Pour la seconde, il faut se
rappeler du lien entre dérivée partielle et dérivée directionnelle, donné en le lemme 14.203. En
particulier ici nous avons

B2f

BuBv “
ÿ

kl

B2f

BxkBxl paqukvl “ xpHafqu, vy. (14.686)

En particulier, la matrice hessienne Haf est symétrique et donc diagonalisable (théorème spec-
tral 11.174). Si ei est un vecteur propre unitaire pour la valeur propre λi nous avons

pd2fqapei, eiq “ xpHafqei, eiy “ λixei, eiy “ λ. (14.687)

Enfin pour celles qui aiment les notations matricielles de tout poil, il y a cette façon-ci d’écrire :

pd2fqapα, βq “
`
α β

˘ˆ B2
xfpaq B2

xyfpaq
B2
xyfpaq B2

yfpaq
˙ˆ

α
β

˙
. (14.688)

14.27.4 Ordre supérieur

Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. L’application

dlf : Rn Ñ L
´
Rn,L

`
Rn,Lp. . . ˘

¯
(14.689)

au point x appliquée à vp1q appliquée au point vp2q, . . . , appliquée à vplq est notée

pdlfqxpvp1q, . . . , vplqq P R. (14.690)

Proposition 14.268.
Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. Avec la notation (14.690) nous avons

pdlfqxpvp1q, . . . vplqq “
ÿ

k1,...,kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

Blf
Bxk1 . . . Bxkl

pxq. (14.691)
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l, en sachant que la formule est déjà vraie
pour l “ 1 et l “ 2. Si la formule est valable pour l, nous avons

pdl`1fqxpvp1q, . . . , vpl`1qq “ d

dt

”
pdlqx`tvpl`1qpvp1q, . . . , vplqq

ı
t“0

(14.692a)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

d

dt

” Blf
Bx1 . . . Bxl px` tv

l`1q
ı
t“0

(14.692b)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

ÿ

i

B
Bxi

Blf
Bxk1 . . . Bxk

pxq. (14.692c)

Cela donne le résultat attendu.

14.269.
La formule de la proposition 14.268 nous permet d’écrire de jolies formules comme

pd3fqxph, h, hq “
ÿ

ijk

hihjhkpB3
ijkfqpxq. (14.693)

Proposition 14.270 (Dérivées partielles et fonctions Ck).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn. La fonction f est de classe Ck si et seulement si
les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont de classe Ck.

Proposition 14.271 ([1]).
Soient des espaces vectoriels E, V et W de dimension fine, et une fonction f : E Ñ V de classe
Cp. Si ϕ : V ÑW est linéaire, alors

ϕ ˝ f : E ÑW (14.694)

est de classe Cp.

Démonstration. En utilisant le théorème de différentiation de fonctions composées 12.112,

fpϕ ˝ fqapuq “ dϕfpaqdfapuq, (14.695)

et donc, parce que ϕ est linéaire,
dpϕ ˝ fqa “ ϕ ˝ dfa. (14.696)

Nous pouvons exprimer cela de façon un peu différente en posant ϕ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q,

ϕ1pαqpaq “ pϕ ˝ αqpaq. (14.697)

Cela nous permet d’écrire ϕ ˝ dfa “ pϕ1 ˝ dfqpaq et donc

dpϕ ˝ fq “ ϕ1 ˝ df (14.698)

où ϕ1 est encore une application linéaire. Une récurrence semble possible. Nous posons V0 “ V et
W0 “W puis

Vk`1 “ LpE, Vkq (14.699a)
Wk`1 “ LpE,Wkq (14.699b)

et
ϕk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

g ÞÑ ϕk´1 ˝ g.
(14.700)

Avec tout cela, nous prétendons que dkpϕ ˝ fq “ ϕk ˝ dkf avec ϕk linéaire.
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ϕk est linéaire Soient α1, α2 P LpE, Vk´1q, ainsi que λ, µ P K. Nous avons, en utilisant la
linéarité de ϕk´1 :

ϕkpλα1 ` µα2qpaq “ ϕk´1
`pλα1 ` µα2qpaq

˘
(14.701a)

“ ϕk´1
`
λα1paq

˘` µϕk´1
`
α2paq

˘
(14.701b)

“ λϕkpα1qa` µϕkpα2qpaq. (14.701c)

Donc ϕk est linéaire pour tout k.
La relation La relation

dkpϕ ˝ fq “ ϕk ˝ dkf (14.702)

se démontre par récurrence, chaque pas étant justifié de la même manière que (14.698).

14.28 Polynômes de Taylor

Définition 14.272.
Soit une fonction f : R Ñ R. Si il existe, nous définissons le ne polynôme de Taylor de f au
point a P R par

Pnpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (14.703)

Et la série de Taylor de f est la limite :

T pxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk (14.704)

dans la mesure où la somme converge.

Tant que f est n fois dérivable, le polynôme Pn existe et vérifie Pnpaq “ fpaq. Nous ne pouvons
rien en dire de plus pour l’instant. En particulier, si f est de classe C8 il ne faudrait pas croire
que

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (14.705)

pour tout x dans un voisinage de a. Autrement dit, même si toutes les dérivées de f existent, la
série entière T n’est pas garantie de

— un rayon de convergence 49 plus grand que zéro,
— et même avec un grand rayon de convergence, que la limite soit les valeurs de f .

14.273.
Il n’est pas très compliqué de construire une fonction f telles que fp0q “ 0 et telle que f pkqp0q “ 0
pour tout k, sans pour autant que f soit nulle partout (voir les fonctions plateaux 17.14.1). Les
polynômes de Taylor d’une telle fonction sont tous identiquement nuls.

Ceci pour dire qu’en posant

T pxq “
8ÿ

n“0

f pkqp0q
k! xk, (14.706)

nous n’avons aucune garantie de T “ f , même pas sur le rayon de convergence de la série entière
définissant P . Et nous n’avons pas de garanties d’avoir un rayon de convergence plus grand que 0.

Notons toutefois que les polynômes étant denses pour la norme supremum parmi les fonc-
tions continues 50, pour tout compact, il existe une suite de polynômes qui converge uniformément
uniformément f . Mais ces polynômes ne sont pas spécialement ceux de Taylor.

49. Définition 17.26.
50. Théorème 19.6.
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Le théorème de Taylor que nous démontrons à présent n’est pas un résultat que va dans le sens
de limnÑ8 Pnpxq “ fpxq. C’est un résultat qui dit juste que limxÑa Pnpxq “ fpaq, et que la limite
va d’autant plus vite que n est grand.

Le théorème de Taylor généralise le développement limité au premier ordre de la proposition
14.119.

14.274.
Lorsque le contexte n’est pas ambigu, nous notons simplement Pn le polynôme d’ordre n de f au
point a. De même nous notons le reste

Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq. (14.707)

Proposition 14.275 ([179]).
Soit une fonction f qui est n fois dérivable sur l’intervalle ouvert I Ă R contenant a. Alors

lim
xÑa

Rnpxq
px´ aqn “ lim

xÑa
fpxq ´ Pnpxq
px´ aqn “ 0 (14.708)

où Pn est le ne polynôme de Taylor de f autour de x “ a.

Démonstration. Pour tout k “ 0, . . . , n nous avons f pkqpaq “ P
pkq
n paq et donc

Rpkqn paq “ 0 (14.709)

pour k “ 0, . . . , n. En posant d’autre par spxq “ px ´ aqn nous avons spkqpaq “ 0 pour tout
k “ 0, . . . , n ´ 1. Par conséquent la règle de l’Hospital de la proposition 14.138 s’applique au
quotient Rnpxq{spxqn. En l’utilisant n fois,

lim
xÑa

Rnpxq
spxq “ lim

xÑa
Rpkqpxq
k!px´ aq0 “

0
k! “ 0. (14.710)

Nous démontrons à présent que le polynôme de Taylor est le seul à avoir la propriété de la
proposition 14.275.

Proposition 14.276 ([179]).
Soit f , une fonction n fois dérivable sur l’intervalle I Ă R contenant 0. Soit un polynôme Q de
degré n (ou moins) tel que

lim
xÑa

fpxq ´Qpxq
px´ aqn “ 0. (14.711)

Alors Q est le polynôme de Taylor de degré n pour f en a ci-après simplement noté Pn.

Démonstration. D’après la proposition 14.275, la fonction f ´Pn vérifie la même limite que f ´Q.
DOnc Pn ´Q vérifie également la limite

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xn

“ 0. (14.712)

Nous notons Pnpxq “ řn
k“0 akx

k et Qpxq “ řn
k“0 bkx

k. La relation (14.712) donne en particulier

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq “ 0 (14.713)

qui donne a0´ b0 “ 0. Nous continuons par récurrence en supposant que ai “ bi pour i “ 0, . . . , k.
Alors

0 “ lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xk`1 “ lim

xÑ0

nÿ

l“k`1
pal ´ blqxl´pk`1q. (14.714)

Le seul terme non nul à droite est celui vérifiant l ´ pk ` 1q “ 0. Et ce terme donne l’équation

ak`1 ´ bk`1 “ 0, (14.715)

c’est à dire ak`1 “ bk`1. La récurrence continue ainsi jusqu’à k “ n, et nous pouvons conclure que
Q “ Pn.
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L’intérêt de cette proposition est que si l’on trouve, par n’importe quel moyen, un polynôme
Q vérifiant la condition (14.711), alors nous savons que c’est le polynôme de Taylor.

Théorème 14.277 (Théorème de Taylor[146, 180]).
Soit I Ă un intervalle non vide et non réduit à un point de R ainsi que a P I. Soit une fonction
f : I Ñ R telle que f pnqpaq existe. Alors il existe une fonction α définie sur I et à valeurs dans R
vérifiant les deux conditions suivantes :

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` αpxqpx´ aqn, (14.716a)

lim
tÑaαptq “ 0 (14.716b)

pour tout x P I. Ici f pkq dénote la k-ième dérivée de f (en particulier, f p0q “ f , f p1q “ f 1).

Démonstration. Si Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq, il suffit de poser

αpxq “ Rnpxqpx´ aqn (14.717)

et d’utiliser la proposition 14.275.

Remarque 14.278.
Quelque remarques.

(1) La formule (14.716b) est une égalité, et non une approximation. Ce qui serait une approxi-
mation serait de récrire la formule dans le terme contenant α.

(2) Nous avons l’égalité (14.716b) uniquement sur I. Pour les x hors de I, le polynôme existe
évidemment, mais nous n’avons pas spécialement de fonction α, et d’ailleurs la fonction f
n’est pas spécialement définie.

14.279.
Les conditions (14.716) sont souvent aussi énoncées sous la forme qu’il existe une fonction α telle
que

$
’’&
’’%

lim
tÑ0

αptq
tn

“ 0 (14.718a)

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` h2

2 f
2paq ` ¨ ¨ ¨ ` hn

n! f
pnqpaq ` αphq. (14.718b)

Le théorème suivant donne une expression pas tout à fait explicite, mais pas mal quand même
pour le reste de Taylor.

Théorème 14.280.
Soient un intervalle ouvert I Ă R ainsi que a P I. Soit encore une fonction de classe Ck`1 sur I.
Pour tout x P I, il existe un c P sa, xr tel que l’égalité

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1 (14.719)

soit vérifiée.

Démonstration. Pour les besoins de la preuve, nous allons démontrer la formule (14.719) pour un
b P I au lieu de x. C’est juste que nous allons écrire b au lieu de x parce que nous aurons besoin
de la notation x dans le courant de la preuve.

Nous posons

Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (14.720)
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Cela vérifie Rpaq “ fpaq ´ fpaq “ 0 et même

Rpjqpaq “ 0 (14.721)

pour tout j “ 1, . . . , n. Nous posons encore

F pxq “ Rpxq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 px´ aqn`1. (14.722)

Nous avons F pjqpaq “ 0 pour tout j “ 0, . . . , n ainsi que

F pbq “ Rpbq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 pb´ aqn`1 “ 0. (14.723)

et aussi
F paq “ Rpaq ´ 0 “ 0. (14.724)

Bref, la fonction F vérifie les conditions de la généralisation 14.135 du lemme de Rolle. Il existe
donc c P sa, br tel que F pn`1qpcq “ 0. Mais vu que P pn`1q

n pxq “ 0, nous avons Rpn`1qpxq “ f pn`1qpxq,
de telle sorte que

f pn`1qpcq “ Rpbqpn` 1q!
pb´ aqn`1 . (14.725)

En injectant cela dans la définition de F

F pxq “ Rpxq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! px´ aq

n`1. (14.726)

En évaluant en x “ b, et en nous souvenant que F pbq “ 0, nous trouvons

0 “ Rpbq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! pb´ aq

n`1 (14.727)

qui est ce que nous voulions prouver.

Voici un énoncé pour les fonctions à plusieurs variables.

Théorème 14.281 ([181]).
Si f : E Ñ R est une application n fois différentiable en a P E alors il existe une fonction ε : RÑ R

telle que
$
’’’’&
’’’’%

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` . . .` (14.728a)

` . . .` 1
n!pd

nfqaph, . . . , hq ` }h}nεp}h}q (14.728b)

lim
tÑ0

εptq “ 0. (14.728c)

14.28.1 Fonctions « petit o »

Nous voulons formaliser l’idée d’une fonction qui tend vers zéro « plus vite » qu’une autre.
Nous disons que f P o`ϕpxq˘ si

lim
xÑ0

fpxq
ϕpxq “ 0. (14.729)

En particulier, nous disons que f P opxq lorsque limxÑ0 fpxq{x “ 0.
En termes de notations, nous définissons l’ensemble opxq l’ensemble des fonctions f telles que

lim
xÑ0

fpxq
x

“ 0. (14.730)
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Plus généralement si g est une fonction telle que limxÑ0 gpxq “ 0, nous disons f P opgq si

lim
xÑ0

fpxq
gpxq “ 0. (14.731)

De façon intuitive, l’ensemble opgq est l’ensemble des fonctions qui tendent vers zéro « plus vite »
que g.

Nous pouvons donner un énoncé alternatif au théorème 14.277 en définissant hpxq “ εpx`aqxn.
Cette fonction est définie exprès pour avoir

hpx´ aq “ εpxqpx´ aqn, (14.732)

et donc
lim
xÑ0

hpxq
xn

“ lim
xÑ0

εpx´ aq “ lim
xÑa εpxq “ 0. (14.733)

Donc h P opxnq.
Le théorème dit donc qu’il existe une fonction α P opxnq telle que

fpxq “ T af,npxq ` αpx´ aq. (14.734)

pour tout x P I.
Remarque 14.282.
À titre personnel, l’auteur de ces lignes déconseille d’utiliser cette notation qui est un peu casse-
figure pour qui ne la maîtrise pas bien.

Exemple 14.283
Le développement en série du cosinus sera traité dans la proposition 20.60. 4

Proposition 14.284 (Ordre deux sur Rn[1]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω ainsi qu’une fonction f : Ω Ñ R de classe C2. Alors il existe une
fonction α : Rn Ñ R telle que

$
&
%
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1

2pd
2fqaph, hq ` }h}2αphq (14.735a)

lim
hÑ0

αphq “ 0. (14.735b)

Ici, la notation pd2fqaph, hq réfère à ce qui est expliqué en 14.265.

Démonstration. Dans la suite nous considérons t et h tels que toutes les expressions suivantes aient
un sens, c’est à dire que tous les trucs comme a` th restent dans Ω. Pour h P Rn nous nommons
eh le vecteur unitaire dans la direction de h, c’est à dire eh “ h{}h} et nous posons

khptq “ fpa` tehq. (14.736)

et nous lui appliquons Taylor 14.277 à l’ordre deux : il existe une fonction βh telle que

khpxq “ khp0q ` xk1hp0q `
x2

2 k
2
hp0q ` x2βhpxq. (14.737)

avec limxÑ0 βhpxq “ 0.
En ce qui concerne les dérivées de kh nous avons

k1hp0q “ dfapehq (14.738)

et
k2hp0q “ pd2fqapeh, ehq. (14.739)
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Il est maintenant temps d’écrire fpa ` hq “ kp}h}q et de substituer les dérivées de k par les
différentielles de f dans (14.737) :

fpa` hq “ kp}h}q “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h2}βhp}h}q. (14.740)

Il reste à voir que la fonction α : h ÞÑ βhp}h}q tend vers zéro pour h Ñ 0. En prenant la limite
hÑ 0 dans (14.740), il est manifeste que la limite du membre de gauche existe et vaut fpaq. Donc
la limite du membre de droite doit exister et valoir également fpaq. Nous en déduisons que la limite
de

dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2βhp}h}q (14.741)

existe et vaut zéro. La limite des deux premiers termes existe et vaut zéro, donc la limite du
troisième existe et vaut zéro :

lim
hÑ0

}h}2βhp}h}q “ 0. (14.742)

Proposition 14.285.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R de classe C1 et deux fois différentiable sur
sx, x` hr. Alors il existe θ P s0, 1r tel que

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` 1
2pd

2fqx`θhph, hq. (14.743)

14.28.2 Autres formulations

Exemple 14.286
Une des façons les plus courantes d’utiliser les formules (14.716) est de développer fpa` tq pour
des petits t en posant x “ a` t dans la formule :

fpa` tq “ fpaq ` f 1paqt` f2paq t
2

2 ` εpa` tqt
2 (14.744)

avec limtÑ0 εpa ` tq “ 0. Ici, la fonction T dont on parle dans le théorème est T af,2pa ` tq “
fpaq ` f 1paqt` f2paq t22 .

Lorsque x et y sont deux nombres « proches 51 », nous pouvons développer fpyq autour de fpxq :

fpyq “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq ` f2pxqpy ´ xq
2

2 ` εpy ´ xqpy ´ xq2, (14.745)

et donc écrire

fpxq ´ fpyq “ ´f 1pxqpy ´ xq ´ f2pxqpy ´ xq
2

2 ´ εpy ´ xqpy ´ xq2. (14.746)

De cette manière nous obtenons une formule qui ne contient plus que y dans la différence y´ x.
4

14.28.3 Formule et reste

Proposition 14.287.
Soient f : I Ă R Ñ R et a P IntpIq. Soit un entier k ě 1. Si f est k fois dérivable en a, alors il
existe un et un seul polynôme P de degré ď k tel que

fpxq ´ P px´ aq P o`|x´ a|k˘ (14.747)

51. par exemple dans une limite px, yq Ñ ph, hq.
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lorsque xÑ a, x ‰ a. Ce polynôme est donné par

P phq “ fpaq ` f 1paqh` f2paq
2! h2 ` ¨ ¨ ¨ ` f pkqpaq

k! hk. (14.748)

Notons encore deux façons alternatives d’écrire le résultat. Si f P Ck il existe une fonction α telle
que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqnαpx´ aq. (14.749)

Si f P Ck`1 alors

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqn`1ξpx´ aq (14.750)

où ξ est une fonction telle que ξptq tend vers une constante lorsque tÑ 0.

La proposition suivant donne une intéressante façon de trouver le reste d’un développement de
Taylor.

Proposition 14.288.
Soient I, un intervalle dans R et f : I Ñ R une fonction de classe Ck sur I telle que f pk`1q existe
sur I. Soient a P IntpIq et x P I. Alors il existe c P sx, ar tel que

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1. (14.751)

14.28.4 Reste intégral

Comme son nom l’indique, le « reste intégral » demande de savoir les intégrales. La formule du
reste intégral sera donc pour après la définition des intégrales, proposition 16.228.

14.29 Développement limité autour de zéro

Dans cette sections nous supposons toujours que les fonctions sont définies sur un intervalle
ouvert de R, I, contenant 0.

14.29.1 Généralités

Définition 14.289.
Soit f : I Ñ 0 une fonction définie sur un ouvert I autour de zéro. Nous disons que f admet un
développement limité autour de 0 à l’ordre n s’il existe une fonction α : I Ñ R telle que

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq (14.752a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0 (14.752b)

où P pxq “ a0`a1x`¨ ¨ ¨`anxn est une polynôme de degré n. Le polynôme Pn est appelé la partie
régulière du développement.

La fonction α est appelé le reste du développement et sera parfois noté αf . Lorsque P est la
partie régulière d’un développement limité de f nous notons parfois f „ P .

Proposition 14.290 (Troncature).
Si f admet un développement limité d’ordre n alors il admet également un développement limité
d’ordre n1 pour tout n1 ă n. Ce dernier s’obtient en tronquant le polynôme d’ordre n à l’ordre n1.
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Proposition 14.291 (Unicité).
Si f admet une développement limité alors ce dernier est unique : il existe un unique polynôme Pn
d’ordre n et une unique fonction α vérifiant simultanément les deux conditions

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq, (14.753a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (14.753b)

Exemple 14.292
En ce qui concerne les séries géométriques de raison x nous savons les formules

1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1´ xn`1

1´ x (14.754)

et
1` x` x2 ` x3 ` ¨ ¨ ¨ “ 1

1´ x (14.755)

pour tout x P s´8, 1r. Comparant les deux, il est naturel d’essayer de prendre 1`x`x2`¨ ¨ ¨`xn
comme développement limité de la fonction fpxq “ 1

1´x . Pour voir si cela fonctionne, il faut vérifier
si « le reste » est bien de la forme xnαpxq avec limxÑ0 αpxq “ 0.

Le reste en question est donné par

1
1´ x ´ 1´ x´ x2 ´ . . .´ xn “ 1

1´ x ´
1´ xn`1

1´ x “ xn`1

1´ x “ xn
x

1´ x. (14.756)

En posant αpxq “ x
1´x nous avons donc bien

fpxq “ 1
1´ x “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn x

1´ x (14.757)

et limxÑ0
x

1´x “ 0. Cela est le développement limité de f à l’ordre n autour de 0. 4

La formule des accroissements finis est un cas particulier de développement fini. Supposons que
f soit dérivable en 0. En effet nous pouvons facilement trouver la fonction α qui convient. Sachant
que fp0q ` xf 1p0q donne l’approximation affine de f autour de 0, nous cherchons α en écrivant

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq. (14.758)

Cela nous pousse à définir

αpxq “ fpxq ´ fp0q
x

´ f 1p0q. (14.759)

Notons que cette fonction n’est pas définie en x “ 0, mais cela n’a pas d’importance : seule la
limite limxÑ0 αpxq nous intéresse. Par définition de la dérivée,

lim
xÑ0

αpxq “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q
x

´ f 1p0q “ 0. (14.760)

En conclusion si f est dérivable, son développement limité à l’ordre 1 est donné par

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq (14.761)

où αpxq est donnée par la formule (14.759).

14.29.2 Formule de Taylor-Young

Plus généralement nous avons la proposition suivante qui donne le développement limité de
toute fonction dérivable n fois.
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Proposition 14.293 (Formule de Taylor-Young).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant 0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` f p3qp0q

3! x3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q
n! xn ` xnαpxq (14.762)

et
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (14.763)

Cette proposition nous permet de calculer facilement des développements limités tant que nous
sommes capables de calculer les dérivées successives de la fonction à développer. Dans l’exemple
14.292 nous avons dû utiliser des astuces et des formules pour déterminer le développement li-
mité de 1

1´x . Au contraire la formule (14.762) nous permet de trouver le polynôme en appliquant
mécaniquement une formule simple.

Exemple 14.294
Utilisation de la formule (14.762) pour déterminer le développement limité de la fonction

fpxq “ 1
1´ x. (14.764)

Il faut calculer les dérivées successives de f :

fpxq “ 1
1´ x (14.765a)

f 1pxq “ 1
p1´ xq2 (14.765b)

f2pxq “ 2
p1´ xq3 (14.765c)

Avec ces résultats, nous devinons que

f pnqpxq “ n!
p1´ xqn`1 . (14.766)

Pour en être sûr nous le prouvons par récurrence. La dérivée de n!
p1´xqn`1 est donnée par

n!pn` 1qp1´ xqn
p1´ xq2n`2 “ pn` 1q!

p1´ xqn`2 . (14.767)

Évaluées en x “ 0, les dérivées successives de f sont fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f2p0q “ 2,. . . ,f pnqp0q “ n!.
Utilisant la formule (14.762) nous avons

fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xnαpxq, (14.768)

conformément à ce que nous avions déjà trouvé. 4

Exemple 14.295
Soient r P Q et la fonction donnée par

fpxq “ p1` xqr. (14.769)

Nous notons I le domaine de cette fonction : c’est R si r ą 0 ou r´1,8s si r ă 0. Si par contre
r “ 0, la fonction est constante et le domaine est I “ R.

En ce qui concerne les dérivées 52 : f 1pxq “ rp1` xqr´1 et plus généralement

f pkqpxq “ rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1qp1` xqr´k (14.770)

52. Nous utilisons la proposition 14.124.
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si k ą 0. Pour k “ 0 nous avons f pkqp0q “ 1. Le développement de Taylor-Young est alors

p1` xqr “ 1`
nÿ

k“1

rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq. (14.771)

Notons que que si r est un entier, pour k “ r, le produit au numérateur s’annule et le dévelop-
pement s’arrête.

Dans le développement de p1 ` xqr, nous reconnaissons la formule de
`
k
r

˘
, sauf que nous ne

pouvons pas l’écrire avec cette notation lorsque r n’est pas entier. 4 Cet exemple fonctionnera

encore avec r P R au lieu de r P Q, mais il faudra la proposition 17.75 pour la dérivée

Remarque 14.296.
Pour alléger la notation et ne pas écrire . . .` xnαpxq nous pouvons aussi écrire

fpxq „ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn, (14.772)

mais il est interdit d’écrire
fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn (14.773)

en mettant un signe d’égalité entre une fonction et son développement limité 53.

Notons cependant que la proposition 14.293 ne donne pas de moyen simple de trouver la fonction
α. Si la fonction f est très régulière dans l’intervalle I on a le résultat suivant.

Proposition 14.297 (Reste dans la forme de Lagrange).
Si la fonction f est dérivable n` 1 fois dans I alors il existe x̄ dans l’intervalle r0, xs tel que

fpxq “ Pnpxq ` 1
pn` 1q!f

n`1px̄qxn`1. (14.774)

14.29.3 Règles de calcul

Les règles suivantes permettent de calculer les développements limités des fonctions qu’on peut
écrire comme combinaison de fonctions dont nous savons déjà le développement.

Il est toujours possible de calculer le développement limité d’une fonction par la formule de
Taylor-Young (proposition 14.293). Les règles suivantes peuvent nous economiser de l’effort et du
temps.

14.29.3.1 Linéarité des développements limités

L’opération qui consiste à prendre le développement limité d’une fonction est une opération
linéaire : connaissant les développements limités de f et de g, il suffit de les sommer pour obtenir
celui de f`g. De même, si λ est une constante, le développement limité de λf est le développement
limité de f fois λ.

Proposition 14.298.
Soient λ et µ dans R. Si f et g sont deux fonctions acceptant des développements limités d’ordre
n

fpxq “ P pxq ` xnαf pxq (14.775a)
gpxq “ Qpxq ` xnβpxq (14.775b)

avec limxÑ0 αpxq “ limxÑ0 βpxq “ 0, alors la fonction λf ` µg admet le développement limité

pf ` gqpxq “ pλP ` µQqpxq ` pλα` µβqpxq. (14.776)
53. Il faut cependant être très prudents avec la notation abrégée. Elle pourrait nous faire oublier des informations

importantes, voir les développements des fonctions trigonométriques pour un exemple.
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Remarque 14.299.
La forme explicite du reste ne nous interesse pas. Dans la pratique on écrira toujours pf ` gqpxq “
pP `Qqpxq ` αpxq, où on appelle α une fonction apportune telle que limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. Vu les définitions (14.775) des polynômes P , Q et des restes α et β, l’égalité
(14.776) est une conséquence de la linéarité de la dérivation et de la proposition 14.293

De plus P `Q est un polynôme de degré n dès que P et Q sont des polynômes de degré n, et
lim
xÑ0

pλα` µβqpxq “ lim
xÑ0

λαpxq ` lim
xÑ0

µβpxq “ 0. (14.777)

Par conséquent λα` µβ est la fonction de reste de λf ` µg.

Exemple 14.300
Calculer le développement de la fonction

fpxq “ 3 3
?

1` x` e´2x. (14.778)
Le développement de 3

?
1` x est donné par la formule de l’exemple 14.295 avec α “ 1

3 . Nous avons
donc dans un premier temps

3
?

1` x “ 1` 1
3x`

1
3
`1

3 ´ 1
˘

2 x2 `
1
3
`1

3 ´ 1
˘ `1

3 ´ 2
˘

6 x3 ` x3αpxq (14.779a)

“ 1` 1
3x´

1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq. (14.779b)

Nous avons alors

3 3
?

1` x` e´2x “ 3
”
1` 1

3x´
1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq
ı
` 1´ 2x` 2x2 ´ 4

3x
3 ` x3βpxq (14.780a)

“ 4´ x` 5
3x

2 ´ 31
27x

3 ` x3`αpxq ` βpxq˘. (14.780b)

4

La condition limxÑ0 αpxq “ 0 signifie que l’approximation qui consiste à remplacer fpxq par
le polynôme n’est pas une trop mauvaise approximation lorsque x est petit. Cela ne signifie rien
de plus. En particulier si x est grand, l’approximation polynomiale peut-être (et est souvent) très
mauvaise.

À ce propos, notez qu’un polynôme tend toujours vers ˘8 lorsque x est grand. Une approxima-
tion polynomiale d’une fonction bornée est donc toujours (très) mauvaise pour les grandes valeurs
de x.

À titre d’exemple nous avons tracé sur la figure 14.12 la fonction
fpxq “ 3 3

?
x` 1` e´2x (14.781)

et ses développements limités d’ordre 1 à 3. Il est particulièrement visible que l’approximation
est assez bonne pour la partie gauche du graphe sur laquelle la fonction est bien croissante, alors
qu’elle est franchement mauvaise sur la droite où le graphe ressemble plutôt à une constante 54.

14.29.3.2 Développement limité d’un quotient

Proposition 14.301.
Si Pf est le polynôme du développement limité de f à l’ordre n et Pg celui de g, alors nous obtenons
le développement limité de f{g à l’ordre n en effectuant la division selon les puissances croissantes
de Pf par Pg.

Attention : il s’agit bien de faire une division selon les puissances croissantes, et non une
divisions euclidienne. La division euclidienne de A par B consiste à écrire A “ BQ ` R avec
le reste R de degré le plus petit possible. Ici nous voulons avoir un reste de degré le plus grand
possible.
54. Pouvez-vous cependant dire que vaut limxÑ8 fpxq ?
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(d) Polyôme d’ordre 4

Figure 14.12 – Les développements limités d’ordre de plus en plus grand de la fonction de
l’exemple 14.300. La fonction est en bleu et les « approximations » sont en rouge.

14.29.3.3 Développement limité d’une fonction composée

Proposition 14.302.
Soient f et g des fonctions admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0.
Nous supposons que limxÑ0 gpxq “ 0. Alors la composée f

`
gpxq˘ admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en substituant le développement de g à chaque «x» du
développement de f , et en supprimant tous les termes de degré plus élevé que n.

14.30 Développement ailleurs qu’à l’origine
Il est intéressant de développer une fonction au voisinage de zéro lorsque nous nous intéressons

à son comportement pour les x pas très grands. Il est toutefois souvent souhaitable de savoir le
comportement d’une fonction au voisinage d’autres valeurs que zéro.

Pour développer la fonction f autour de x0, nous considérons la fonction h ÞÑ fpx0 ` hq que
nous développons autour de zéro (pour h). L’objectif est de trouver une polynôme P et une fonction
α tels que

#
fpxq “ P pxq ` px´ x0qnαpxq (14.782a)
lim
xÑx0

αpxq “ 0. (14.782b)

En pratique, le développement limité à l’ordre n d’une fonction autour d’un point x0 quelconque à
l’intérieur de son domaine prend la forme suivante, qui généralise la formule de Taylor-Young vue
dans la proposition 14.293

Proposition 14.303 (Formule de Taylor-Young, cas général).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant x0. Alors il existe une fonction
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α : I Ñ R telle que

fpxq “ fpx0q`f 1px0qpx´ x0q ` f2px0q
2 px´ x0q2`

` f p3qpx0q
3! px´ x0q3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpx0q

n! px´ x0qn ` px´ x0qnαpx´ x0q
(14.783)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (14.784)

14.31 Application au calcul de limites

Lors d’un calcul de limite, développer une partie d’une expression peut être utile.

Exemple 14.304
À calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

. (14.785)

Cela est une indétermination de type 0
0 . Le développement limité du numérateur nous donne une

fonction αpxq telle que limxÑ0 αpxq “ 0 et

lnp1` xq
x

“ x´ x2

2 ` x2αpxq
x

“ 1´ x

2 ` xαpxq. (14.786)

Sur le membre de droite la limite est facile à calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

“ lim
xÑ0

´
1´ x

2 ` xαpxq
¯
“ 1. (14.787)

4

14.32 Développement au voisinage de l’infini

Il est souvent utile de connaître le comportement d’une fonction pour les grandes valeurs de x
et de déterminer ses asymptotes éventuelles. La technique que nous allons utiliser consiste à poser
x “ 1

h et de développer la fonction “auxiliaire” gphq “ fp1{hq autour de h “ 0. La limite avec
hÑ 0` donnera le comportement pour xÑ8 et la limite hÑ 0´ donnera le comportement pour
xÑ ´8.

Dans le cas d’une développement autour de ˘8 nous ne parlons plus de développement limité
mais de développement asymptotique.

14.33 Suites et séries : généralités

14.33.1 Quelques mots à propos de la droite réelle complétée

Définition 14.305.
La droite réelle complétée est l’ensemble RYt˘8u où ˘8 sont deux nouveaux éléments. Nous
la notons R pour des raisons que nous verrons à peine plus bas.

Cette définition ne servirait à rien si nous n’y mettions pas une topologie pour positionner les
éléments ˘8 par rapport à ceux qui existaient déjà dans R.

Définition 14.306 (Topologie sur R̄).
La topologie sur R̄ est celle sur R à laquelle nous ajoutons les voisinages de ˘8 de la façon
suivante. Une partie V de R̄ est un voisinage de `8 s’il existe m ą 0 tel que sm,`8s Ă V .
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Le lemme suivant justifie la notation R pour la droite réelle complétée 55.

Lemme 14.307.
L’adhérence de R dans R est R.

Pour la suite nous utilisons la notation (pratique en probabilité)

tf ă au “ tx P S tel que fpxq ă au. (14.788)

14.33.2 Limite supérieure et inférieure

Définition 14.308.
Soit panq une suite dans R̄. Nous définissons la limite supérieure et la limite inférieure par

lim sup
nÑ8

an “ lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘

(14.789)

et
lim inf
nÑ8 an “ lim

nÑ8
`

inf
kěn ak

˘
. (14.790)

14.309.
En ce qui concerne les suites d’ensembles, utiles en théorie des probabilités, nous définissons de
même. Si les An sont des parties de Ω, nous définissons la limite supérieure et la limite infé-
rieure de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (14.791)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (14.792)

Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu. (14.793)

Lemme 14.310.
Nous avons les formules pratiques suivantes :

lim sup an “ inf
ně1

`
sup
kěn

ak
˘

(14.794a)

lim inf an “ sup
ně1

`
inf
kěn ak

˘
. (14.794b)

Démonstration. La suite n ÞÑ supkěn ak est une suite décroissante, donc la limite est l’infimum.
Même argument pour l’autre.

Lemme 14.311.
La suite panq dans R converge si et seulement si

lim sup an “ lim inf an. (14.795)

Dans ce cas, lim an “ lim sup an “ lim inf an.

Démonstration. Nous commençons par supposer que lim sup an “ lim inf an “ l, et nous prouvons
que lim an existe et vaut l. Soit ε ą 0. Il existe N tel que si n ě N nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ă ε (14.796)

55. Mais ne justifie pas le qualificatif « complété » parce que l’espace métrique R était déjà complet.
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et ˇ̌
inf
kěn ak ´ l

ˇ̌ ă ε. (14.797)

Pour tout k ě N nous avons alors ak ď l ` ε et ak ě l ´ ε. Cela donne an P Bpl, εq, c’est à dire
ak Ñ l par la proposition 9.9.

Dans l’autre sens, nous supposons que limn an “ l et nous prouvons que les limites supérieures
et inférieures sont toutes deux égales à l. Soit ε ą 0 et Nε tel que |an ´ l| ă ε pour tout n ě Nε.
Si n ě Nε nous avons ˇ̌

sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ď ε (14.798)

et donc la limite de supkěn ak lorsque nÑ8 est bien l.

14.33.3 Convergence uniforme

14.33.3.1 Critère de Cauchy uniforme

Définition 14.312 ([146]).
Soient un espace (dont la nature n’est pas très importante) Ω, une partie A de Ω et un espace
normé V . Lorsque g est une fonction g : Ω Ñ V , nous notons

}g}A “ sup
xPA

}gpxq} (14.799)

C’est la norme supremum limitée à la partie A.
Nous disons qu’une suite de fonctions pfnq définies sur un ensemble A converge uniformé-

ment sur A vers la fonction f si
lim
nÑ8 }fn ´ f}A “ 0. (14.800)

Proposition 14.313 (Critère de Cauchy uniforme[182]).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace topologique complet. La suite de fonctions fn : X Ñ
Y converge uniformément sur A si et seulement si pour tout ε ą 0 il existe N P N tel que si k, l ą N
alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (14.801)
pour tout x P X.

Grosso modo, cela dit que si qu’une suite de Cauchy pour la norme uniforme est une suite
uniformément convergente. Le fait que la suite converge fait partie du résultat et n’est pas une
hypothèse. Ce critère sera utilisé pour montrer que

`
CpKq, }.}8

˘
est complet, proposition 14.316.

Démonstration. Si fn
unifÝÑ f alors le critère est satisfait ; c’est dans l’autre sens que la preuve est

intéressante.
Soit donc une suite de fonctions satisfaisant au critère et montrons qu’elle converge uniformé-

ment. Pour tout x P X la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans l’espace complet Y ; nous avons
donc convergence ponctuelle fn Ñ f . Nous devons prouver que cette convergence est uniforme.
Soit ε ą 0 et N P N tel que si k, l ą N alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (14.802)

pour tout x P X. Si nous nous fixons un tel k et un x P A nous considérons l’inégalité

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ε (14.803)

qui est vraie pour tout l. En passant à la limite l Ñ 8 (limite qui commute avec la fonction
distance par définition de la topologie) nous avons

d
`
fkpxq, fpxq

˘ ď ε. (14.804)

Cette inégalité étant valable pour tout x P X, cela signifie que fn
unifÝÑ f .
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Théorème 14.314 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit A, un ensemble mesuré et fn : A Ñ Rn, une suite de fonctions continues convergeant uni-
formément vers f . Si les fonctions fn sont toutes continues en x0 P A, alors f est continue en
x0.

Démonstration. Soit ε ą 0. Si x P A nous avons, pour tout n, la majoration

}fpxq ´ fpx0q} ď }fpxq ´ fnpxq} ` }fnpxq ´ fnpx0q} ` }fnpx0q ´ fpx0q} (14.805a)
ď }fnpxq ´ fnpx0q} ` 2}fn ´ f}8. (14.805b)

Grâce à l’uniforme convergence, nous considérons N P N tel que }fn ´ f} ď ε pour tout n ě N .
Pour de tels n, nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 2ε` }fnpxq ´ fnpx0q}. (14.806)

La continuité de fn nous fournit un δ ą 0 tel que }fnpx0q ´ fnpxq} ă ε dès que }x´ x0} ă δ. Pour
ce δ, nous avons alors }fpxq ´ fpx0q} ă ε.

Donc lorsque }x´ x0} ă δ et n ě N nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 3ε, (14.807)

où vous remarquerez qu’il n’y a plus de dépendance en n. Cela prouve la continuité de f en x0.

14.33.3.2 Complétude avec la norme uniforme

Proposition 14.315 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace métrique. Si une suite de fonctions fn : X Ñ Y
continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue 56.

Démonstration. Soit a P X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous
considérons une suite xn Ñ a dans X. Nous savons que fpxnq YÝÑ fpxq. Pour tout k P N, tout
n P N et tout x P X nous avons la majoration

››fpxnq ´ fpxq
›› ď ››fpxnq ´ fkpxnq

››` ››fkpxnq ´ fkpxq
››` ››fkpxq ´ fpxq

›› (14.808a)
ď 2}f ´ fk}8 `

››fkpxnq ´ fkpxq
››. (14.808b)

Soit ε ą 0. Si nous choisissons k suffisamment grand la premier terme est plus petit que ε. Et par
continuité de fk, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus petit que ε.

Proposition 14.316.
Soit X un espace topologique métrique pY, dq un espace espace métrique complet. Alors les espaces

(1)
`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions continues et bornées X Ñ Y ,

(2)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘
des fonctions continues et s’annulant à l’infini

(3)
`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions de classe Ck et s’annulant à l’infini

sont complets.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans CpX,Y q, c’est à dire que pour tout ε ą 0 il
existe N P N tel que si k, l ą N nous avons }fk ´ fl}8 ď ε. Cette suite vérifie le critère de Cauchy
uniforme 14.313 et donc converge uniformément vers une fonction f : X Ñ Y . La continuité (ou
l’aspect Ck) de la fonction f découle de la convergence uniforme et de la proposition 14.315 (c’est
pour avoir l’équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité normale que nous avons
pris l’hypothèse d’espace métrique).

Si les fonctions fk sont bornées ou s’annulent à l’infini, la convergence uniforme implique que
la limite le sera également.

56. Si X est métrique, alors c’est la continuité usuelle par la proposition 8.62.
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Notons que si X est compact, les fonctions continues sont bornées par le théorème 8.74 et nous
pouvons simplement dire que C0pX,Y q est complet, sans préciser que nous parlons des fonctions
bornées.

Lemme 14.317.
Soient un espace topologique compact A et un espace complet B. L’ensemble des fonctions continues
de A vers B muni de la norme uniforme est complet.

Dit de façon courte :
`
CpA,Bq, }.}8

˘
est complet.

Démonstration. Soit pfkq une suite de Cauchy de fonctions dans CpA,Bq. Pour chaque x P A nous
avons

}fkpxq ´ flpxq}B ď }fk ´ fl}8, (14.809)

de telle sorte que la suite pfkpxqq est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément de
B. La suite de Cauchy pfkq converge donc ponctuellement vers une fonction f : A Ñ B. Nous
devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera l’uniformité de la norme qui donnera
la continuité. En effet soit xn Ñ x une suite dans A qui converge vers x P A. Pour chaque k P N
nous avons

}fpxnq ´ fpxq} ď }fpxnq ´ fkpxnq} ` }fkpxnq ´ fkpxq} ` }fkpxq ´ fpxq}. (14.810)

En prenant k et n assez grands, cette expression peut être rendue aussi petite que l’on veut ; le
premier et le troisième terme par convergence ponctuelle fk Ñ f , le second terme par continuité
de fk. La suite fpxnq est donc convergente vers fpxq et la fonction f est continue.

Problèmes et choses à faire

Il serait sans doute bon de revoir cette preuve à la lumière du critère de Cauchy uniforme 14.313.

14.318 ([183]).
Le théorème de Stone-Weierstrass indique que les polynômes sont denses pour la topologie uniforme
dans les fonctions continues. Donc il existe des limites uniformes de fonctions C8 qui ne sont même
pas dérivables. Les espaces de type Cp munis de }.}8 ne sont donc pas complets sans quelques
hypothèses. Voir la proposition 14.316 et le thème 23.

Théorème 14.319 (Théorème de Dini[184]).
Soient un espace métrique complet D et une suite de fonctions fn P CpD,Rq telle que

(1) fn Ñ g ponctuellement,
(2) g P CpD,Rq,
(3) la suite pfnq est croissante, c’est à dire que pour tout x P D et pour tout n ě 0 nous avons

fn`1pxq ě fnpxq.
Alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Soit x P D et ε ą 0. Il existe Npxq P N tel que

gpxq ´ ε ď fNpxq ď gpxq. (14.811)

De plus g et fNpxq sont des fonctions continues, donc il existe ηpxq tel que si y P B`x, ηpxq˘ alors

gpyq P B`gpxq, ε˘ (14.812a)
fNpxqpyq P B

`
fNpxqpxq, ε

˘
. (14.812b)

Si n ě Npxq et si y P Bpx, ηpxqq alors nous avons les majorations

gpyq ě fnpyq ě fNpxqpyq ě fNpxqpxq ´ ε ě gpxq ´ 2ε ě gpyq ´ 3ε. (14.813)

Justifications :
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(1) Les deux premières inégalités sont la
croissance de la suite.

(2) La suivante est (14.812b).

(3) Ensuite il y a le choix de Npxq.

(4) Et enfin il y a (14.812a).

Nous retenons que si x P D et si n ě Npxq alors
gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ε (14.814)

pour tout y P Bpx, ηpxqq.
Nous utilisons maintenant la compacité de D. Pour chaque x P D nous pouvons considérer la

boule ouverte B
`
x, ηpxq˘ ; ces boules recouvrent D. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini,

c’est à dire un ensemble fini d’éléments x1,. . . , xK tels que

D “
Kď

k“1
B
`
xk, ηpxkq

˘
. (14.815)

Si à ce moment vous ne comprenez pas pourquoi c’est une égalité au lieu d’une inclusion, il faut
lire l’exemple 8.14. Considérons

n ě N “ maxtNpx1q, . . . , NpxKqu. (14.816)

Pour tout y P D il existe k P t1, . . . ,Ku tel que y P B`xk, ηpxkq
˘
, et vu que n ě Npxkq nous

reprenons la majoration (14.814) :

gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ε. (14.817)

Pour le n choisi nous avons ces inégalités pour tout y P D, c’est à dire que nous avons }fn´g} ď 3ε
et donc la convergence uniforme.

Proposition 14.320 ([1]).
Soient une suite de fonctions continues ui : R Ñ R et une fonction continue u telle que ui Ñ u
simplement. Alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit un compact K ; nous notons }.} la norme uniforme sur K. Supposons que la
limite ne soit pas uniforme, c’est à dire qu’il existe un ε ą 0 tel que

}ui ´ u} ą 2ε (14.818)

pour tout i. Cela permet de considérer pour tout i un élément xi P K tel que 57

}uipxiq ´ upxiq} ą ε. (14.819)

Pour cela, il faut noter que K est compact et que la fonction x ÞÑ }uipxq ´ upxq} est continue sur
K. Elle est donc bornée et atteint son maximum (c’est le théorème de Weierstrass 8.87).

La suite i ÞÑ xi est une suite dans un compact, et quitte à prendre une sous-suite, nous
supposons qu’elle converge vers a P K (ça, c’est Bolzano-Weierstrass 8.84).

La convergence ponctuelle ui Ñ u, prise en a, dit qu’il existe un N tel que |uipaq ´ upaq| ă ε
pour tout i ě N . Pour un tel i, nous avons aussi

|uipxq ´ upxq| ă ε (14.820)

sur un voisinage de a, parce que ui ´ u est continue. Mais tout voisinage de a contient un élément
xj pour lequel

|uipxjq ´ upxjq| ą ε. (14.821)

Contradiction.
57. Notez l’inégalité stricte, obetenue en considérant 2ε plus haut.
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14.34 Fonctions réelles de deux variables réelles
Une fonction réelle de 2 variables réelles est une fonction f : A Ă R2 Ñ R : px, yq ÞÑ z “

fpx, yq.
Le graphe de f , noté Gr f , est un sous-ensemble de R3 :

Gr f “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A et z “ fpx, yqu
Les courbes de niveau de la fonction f sont obtenues en posant fpx, yq “ λ.

14.34.1 Limites de fonctions à deux variables

Ici nous n’allons pas entrer dans tous les détails, mais simplement mentionner les quelques
techniques les plus courantes.

Théorème 14.321.
Soient deux fonctions f : Rn Ñ Rp et g : Rp Ñ Rq. Si a est un point adhérent au domaine de g ˝f
et si

lim
xÑa fpxq “ b

lim
yÑb gpyq “ c,

(14.822)

alors
lim
xÑapg ˝ fqpxq “ c. (14.823)

Les techniques usuelles sont
(1) La règle de l’étau. Cette technique demande un peu plus d’imagination parce qu’il faut

penser à un « truc » différent pour chaque exercice. En revanche, la justification est facile :
il y a un théorème qui dit que ça marche.

(2) Lorsqu’on applique la règle de l’étau, penser à

|x| “
?
x2 ď

a
x2 ` y2. (14.824)

Cela permet de majorer le numérateur. Attention : ce genre de majoration fonctionne seule-
ment au numérateur : agrandir le dénominateur ferait diminuer la fraction.

(3) Il n’est pas vrai que
|x| “

?
x2 ď

?
x4 ď

a
x4 ` 2y4. (14.825)

En effet, si x est petit, alors x2 ą x4, et non le contraire.
Une technique très efficace pour les limites px, yq Ñ p0, 0q est le passage aux coordonnées

polaires. Il s’agit de poser
"
x “ r cospθq (14.826a)
y “ r sinpθq (14.826b)

et puis de faire la limite r Ñ 0.
Si la limite obtenue ne dépend pas de θ, alors c’est la limite cherchée. Voici quelque exemples.

Exemple 14.322
Calculer les limites suivantes :

(1) limpx,yqÑp0,0q x´yx`y
(2) limpx,yqÑp0,0q

pxyq2
px`yq2`px´yq2

(3) limpx,yqÑp0,0q xy3

x2`y2

(4) limpx,yqÑp0,0q
x sinpyq?
x2`y2
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Tentez de les faire par vous-même avant de regarder la solution qui suit.

(1) Ici la méthode des chemins pour est particulièrement éclairante. Regardons d’abord la
fonction sur la droite x “ y. Nous avons

fpx, yq “ x´ x
2x “ 0. (14.827)

Donc la fonction est nulle sur toute la ligne.
Si nous regardons maintenant la ligne verticale x “ 0, nous avons

fp0, yq “ ´y
y
“ ´1, (14.828)

donc la fonction vaut ´1 sur toute la ligne verticale.

(2)

(3) Regardons la technique des coordonnées polaires. Nous remplaçons x par r cospθq et y par
r sinpθq :

fpr, θq “ r4 cospθq sin3pθq
r2 “ r2 cospθq sin3pθq. (14.829)

Cette fonction tend vers zéro quand r Ñ 0. Nous avons donc

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0. (14.830)

Pour cet exercice nous pouvons aussi utiliser la règle de l’étau en écrivant d’abord

0 ď |fpx, yq| ď |x||y3|
|x2 ` y2| . (14.831)

Mais on a |x| ďa
x2 ` y2, |y| ďa

x2 ` y2 et |x2 ` y2| “ `a
x2 ` y2

˘2, donc

0 ď |fpx, yq| ď
a
x2 ` y2

`a
x2 ` y2

˘3

`a
x2 ` y2

˘2 “ `a
x2 ` y2

˘2 Ñ 0. (14.832)

(4) En passant aux polaires, nous avons

fpr, θq “ r cos θ sin
`
r sin θ

˘

r
“ cospθq sin

`
r sin θ

˘
. (14.833)

La limite de cette dernière fonction lorsque r Ñ 0 vaut zéro.
Une autre façon de procéder consiste à multiplier et diviser par y de telle façon à faire
apparaître sinpyq{y dont nous connaissons la limite :

fpx, yq “ sinpyq
y

· xya
x2 ` y2

. (14.834)

La limite du premier facteur est 1, tandis que le second peut être traité de façon classique
en prenant la valeur absolue et en majorant |x| par ax2 ` y2.

4
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14.34.2 Dérivées partielles

La dérivée partielle par rapport à x au point px, yq est notée
Bf
Bx px, yq (14.835)

et se calcule en dérivant f par rapport à x en considérant que y est constante.
De la même manière, la dérivée partielle par rapport à y au point px, yq est notée

Bf
By px, yq (14.836)

et se calcule en dérivant f par rapport à y en considérant que x est constante.
Pour les dérivées partielles secondes,
— f2xxpx, yq “ pf 1xq1x “ B2f

Bx2 px, yq “ B
BxpBfBx q.

— f2yypx, yq “ pf 1yq1y “ B2f
By2 px, yq “ B

By pBfBy q.
— f2xypx, yq “ pf 1xq1y “ pf 1yq1x “ f2yxpx, yq ou B2f

BxBy px, yq “ B
BxpBfBy q “ B

By pBfBx q “ B2f
ByBxpx, yq.

14.34.3 Différentielle et accroissement

La différentielle totale de f au point pa, bq est donnée, quand elle existe ( !), par la formule

dfpa, bq “ BfBx pa, bqdx`
Bf
By pa, bqdy. (14.837)

De la même façon que la formule des accroissements finis disait que fpx` aq » fpxq ` af 1pxq,
en deux dimensions nous avons que l’accroissement approximatif de f au point pa, bq pour des
accroissements ∆x et ∆y est

fpx`∆x, y `∆yq “ fpx, yq `∆xBfBx px, yq `∆yBfBy px, yq. (14.838)

Le plan tangent au graphe de f au point
`
a, b, fpa, bq˘ est

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (14.839)

essayez d’écrire l’équation de la droite tangente au graphe de fpxq au point x “ a en terme de la
dérivée de f , et comparez votre résultat à cette formule.

Un des principaux théorèmes pour tester la différentiabilité d’une fonction est le suivant.

Théorème 14.323.
Soit une fonction f : Rm Ñ Rp. Si les dérivées partielles existent dans un voisinage de a et donc
continues en a, alors f est différentiable en a.

Le plus souvent, nous prouvons qu’une fonction est différentiable en calculant les dérivées
partielles et en montrant qu’elles sont continues.

Dérivation implicite : Soit F px, fpxqq “ 0 la représentation implicite d’une fonction y “ fpxq
alors

y1 “ f 1pxq “ ´F
1
x

F 1y
.

14.35 Les fonctions à valeurs vectorielles
Jusqu’à présent nous avons vu des fonctions de plusieurs variables qui prenaient leurs valeurs

dans R. Nous allons maintenant voir ce qu’il se passe lorsque les fonctions prennent leurs valeurs
dans R3.
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Une fonction d’une variable est dite à valeurs vectorielles lorsque

f : I Ă RÑ R3

fpxq “
¨
˝
f1pxq
f2pxq
f3pxq

˛
‚.

(14.840)

Les fonctions fi : R Ñ R sont les composantes de f . Ce que nous avons raconté à propos des
dérivées passe facilement :

fpa` εq ´ fpaq
ε

“

¨
˚̋
f1pa`εq´f1paq

ε
f2pa`εq´f2paq

ε
f3pa`εq´f3paq

ε

˛
‹‚. (14.841)

En particulier dès que les fonctions fi sont dérivables, nous avons

f 1paq “
¨
˝
f 11paq
f 12paq
f 13paq

˛
‚ (14.842)

comme dérivée de la fonction. Cette dérivée est un vecteur.

Exemple 14.324
Si

f : x P R ÞÑ
¨
˝

x2ex

cospx2q
x3 ` x

˛
‚, (14.843)

alors

f 1pxq “
¨
˝

2xex ` x2ex

´2x sinpx2q
3x2 ` 1

˛
‚. (14.844)

4

14.36 Fonctions vectorielles de plusieurs variables
Ce sont les fonctions de la forme

f : R3 Ñ R3
¨
˝
x
y
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
f1px, y, zq
f2px, y, zq
f3px, y, zq

˛
‚.

(14.845)

En ce qui concerne les dérivées, tout se passe comme avant. Si les dérivées partielles des com-
posantes fi existent au point a P R3, alors

Bf
Bx paq “

¨
˝
Bxf1paq
Bxf2paq
Bxf3paq

˛
‚, Bf

By paq “
¨
˝
Byf1paq
Byf2paq
Byf3paq

˛
‚, Bf

Bz paq “
¨
˝
Bzf1paq
Bzf2paq
Bzf3paq

˛
‚. (14.846)

14.37 Limites à plusieurs variables
Proposition 14.325.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn. Nous avons

lim
xÑa fpxq “ ` (14.847)

si et seulement si
lim
xÑa fipxq “ `i (14.848)
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pour tout i P t1, . . . , nu où fipxq dénote la i-ème composante de fpxq et `i la i-ème composante de
` P Rn.

Cette proposition revient à dire que la convergence d’une fonction est équivalente à la conver-
gence de chacune de ses composantes.

Démonstration. L’élément clef de la preuve est le fait que pour tout vecteur u P Rp, nous ayons
l’inégalité

|ui| ď
gffe

pÿ

k“1
|uk|2 “ }u}. (14.849)

La norme (dans Rp) d’un vecteur est plus grande ou égale à la valeur absolue de chacune de ses
composantes.

Supposons que nous ayons une fonction dont chacune des composantes a une limite en a :
limxÑa fipxq “ `i. Montrons que dans ce cas la fonction f tend vers `. Si nous considérons ε ą 0,
par définition de la limite de chacune des fonctions fi, il existent des δi tels que

}x´ a}Rm ă δi ñ |fipxq ´ `i| ă ε. (14.850)

Notez que la norme à gauche est une norme dans Rm et que celle à droite est une simple valeur
absolue dans R. Considérons δ “ mintδiui“1,...n. Si }x´ a} ă δ, alors

}fpxq ´ `} “
d

nÿ

i“1
|fipxq ´ `i|2 ă

d
nÿ

i“1
ε2 “

?
nε2 “ ?nε. (14.851)

Nous voyons qu’en choisissant les δi tels que |fipxq´ `i| ă ε, nous trouvons }fpxq´ `} ă ?nε. Afin
d’obtenir }fpxq ´ `} ă ε, nous choisissons donc les δi de telle manière a avoir |fipxq ´ `i| ă ε{?n.

Nous avons donc prouvé que la limite composante par composante impliquait la limite de la
fonction. Nous devons encore prouver le sens inverse.

Supposons donc que limxÑa fpxq “ `, et prouvons que nous ayons limxÑa fipxq “ `i pour
chaque i. Soit ε ą 0 et δ ą 0 tel que }x ´ a} ă δ implique }fpxq ´ `} ă ε. Avec ces choix, nous
avons

|fipxq ´ `i| ď }fpxq ´ `} ă ε (14.852)

où nous avons utilisé la majoration (14.849) avec fpxq ´ ` en guise de u.

De même, pour la continuité nous avons la proposition suivante :

Proposition 14.326.
Soit une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn et a P D. La fonction f est continue en a si et seulement si
chacune de ses composantes l’est, c’est à dire si et seulement si chacune des fonctions fi : D Ñ R

est continue en a.

Essayez de prouver cette proposition directement par la définition de la continuité, en suivant
pas à pas la démonstration de la proposition 14.325.

Proposition 14.327.
Soit f : Rm Ñ R et a, un point du domaine de f telle que fpaq ą 0. Alors il existe un rayon r tel
que fpxq ą 0 pour tout x dans Bpa, rq.

Cette proposition signifie que si la fonction est strictement positive en un point, alors elle
restera strictement positive en tous les points « pas trop loin ».

Démonstration. Prenons ε “ fpaq{2 dans la définition de la continuité. Il existe donc un rayon δ
tel que pour tout x dans Bpa, δq,

|fpxq ´ fpaq| ď fpaq
2 , (14.853)
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en d’autres termes, fpxq P B`fpaq, fpaq2
˘
. évidemment aucun nombre négatif ne fait partie de cette

dernière boule lorsque fpaq est strictement positif.

Corollaire 14.328.
Si f : Rm Ñ R est une fonction continue, alors l’ensemble

A “ tx P Rm tels que fpxq ‰ 0u (14.854)

est ouvert.

Démonstration. Soit x P A. Si x ą 0 (le cas x ă 0 est laissé en exercice), alors il existe une boule
autour de x sur laquelle f reste strictement positive (proposition 14.327). Cette boule est donc
contenue dans A. Étant donné qu’autour de chaque point de A nous pouvons trouver une boule
contenue dans A, ce dernier est ouvert.

Exemple 14.329
Soit GLnpRq l’ensemble des matrices nˆ n inversibles. Nous allons montrer que GLnpRq est un
ouvert de Rn2 . L’identification entre les vecteurs et les matrices consiste simplement à « déplier »
la matrice pour en faire un vecteur. Par exemple, en dimension deux,

ˆ
1 2
3 4

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
2
3
4

˛
‹‹‚P R4. (14.855)

En dimension 3,

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
2
3
4
5
6
7
8
9

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P R9. (14.856)

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant
est un polynôme en les composantes de la matrice. En dimension deux, nous avons

det
ˆ
a b
c d

˙
“ ad´ bc, (14.857)

mais en écriture « dépliée », nous pouvons aussi bien écrire

det

¨
˚̊
˝

a
b
c
d

˛
‹‹‚“ ad´ bc. (14.858)

En dimension 3, le déterminant est donc un polynôme des 9 variables qui apparaissent dans le
vecteur « déplié ». En général, dans Rn2 , nous considérons donc le polynôme det : Rn2 Ñ R qui
à un vecteur X P Rn2 fait correspondre le déterminant de la matrice obtenue en « repliant » le
vecteur X.

Donc dans Rn2 , l’ensemble des matrices inversibles est donné par l’ensemble des vecteurs sur
lesquels le polynôme det ne s’annule pas, c’est à dire

tX P Rn2 tels que detpXq ‰ 0u. (14.859)
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Mais le déterminant est un polynôme, et donc une fonction continue. Cet ensemble est par consé-
quence ouvert par le corollaire 14.328. 4

La proposition suivante montre que la limite peut « passer à travers » les fonctions continues.

Proposition 14.330 (limite de fonction composée).
Soit f : Rn Ñ Rq et g : Rm Ñ Rn telles que

lim
xÑa gpxq “ p (14.860a)

lim
yÑp fpyq “ q (14.860b)

Alors nous avons limxÑapf ˝ gqpxq “ q.

Démonstration. Comme presque toute preuve à propos de limite ou de continuité, nous commen-
çons par choisir ε ą 0. Nous devons montrer qu’il existe un δ tel que }x ´ a} ď δ implique
}f`gpxq˘´ q} ď ε.

La limite (14.860b) impose l’existence d’un δ̃ tel que }y´p} ď δ̃ implique }fpyq´q} ď ε, tandis
que la limite (14.860a) donne un δ tel que }x´ a} ď δ implique }gpxq ´ p} ď δ̃ (nous avons pris δ̃
en guise de ε dans la définition de la limite pour g).

Avec ces choix, si }x´ a} ď δ, alors }gpxq ´ p} ď δ̃, et par conséquent,

}f`gpxq˘´ q} ď ε, (14.861)

ce que nous voulions.

De façon pragmatique, la proposition 14.330 nous fournit une formule pour les limites de
fonctions composée :

lim
xÑapf ˝ gqpxq “ lim

yÑlimxÑa gpxq
fpyq (14.862)

lorsque f est continue.

Remarque 14.331.
La formule (14.862) ne peut pas être utilisée à l’envers. Il existe des cas où limxÑapg ˝ fqpxq “ q,
et limxÑa fpxq “ p sans pour autant avoir limyÑq gpyq “ q. Par exemple

gpxq “
#

2 si x ě 0
0 si x ă 0

(14.863a)

fpxq “ |x|. (14.863b)

Nous avons pg ˝ fqpxq “ 2 pour tout x, ainsi que limxÑ0 fpxq “ 0, mais la limite limyÑ0 gpyq
n’existe pas.

14.38 Champs de vecteurs
Un champ de vecteur est une fonction f : R3 Ñ R3. Géométriquement, il s’agit simplement de

mettre un vecteur en chaque point de l’espace. Cela arrive très souvent en physique.

Exemple 14.332
Si un fluide (eau, gaz) coule dans un tube, en tout point le point a une vitesse, qui sera un vecteur
généralement dirigé le long du tube. 4

Exemple 14.333
La force d’attraction de la Terre sur une masse m située au point r “ px, y, zq est donnée par

F prq “ ´GMmr

}r}3 . (14.864)
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Figure 14.13 – Le champ de gravitation de la Terre.

Dans cette expression, tant r que F prq sont des vecteurs. Nous l’avons représenté sur la figure 14.13.

L’application
F : R3 Ñ R3

r ÞÑ F prq (14.865)

est le champ gravitationnel de la Terre.

4

14.38.1 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne de la fonction f : R3 Ñ R3 au point a P R3 est la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs BfBx paq, BfBy paq et BfBz paq, c’est à dire

Jf paq “

¨
˚̋
Bf1
Bx paq Bf1

By paq Bf1
Bz paqBf2

Bx paq Bf2
By paq Bf2

Bz paqBf3
Bx paq Bf3

By paq Bf3
Bz paq

˛
‹‚. (14.866)

Exemple 14.334
Si

fpx, y, zq “
¨
˝

xyez

x2 ` cospyzq
xyz

˛
‚, (14.867)

alors

Jf px, y, zq “
¨
˝
yez xez xyez

2x ´z sinpyzq ´y sinpyzq
yz xz xy

˛
‚. (14.868)

4
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14.39 Divergence, rotationnel et l’opérateur nabla
Nous avons déjà vu le gradient d’une fonction f : R3 Ñ R

∇fpx, y, zq “
¨
˝
Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚ (14.869)

Afin de définir la divergence et le rotationnel, nous introduisons ∇ sous une forme un peu plus
abstraite comme le « vecteur »

∇ “
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚. (14.870)

Vue comme ça, la formule (14.869) est claire.
Si F est un champ de vecteurs, nous introduisons la divergence de F par

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (14.871)

Cela est une fonction. Et nous introduisons le rotationnel du champ de vecteur F par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣
“

ˆBFz
By ´ BFyBz

˙
ex ´

ˆBFz
Bx ´ BFxBz

˙
ey `

ˆBFy
Bx ´ BFxBy

˙
ez.

(14.872)

Cela est un champ de vecteur. En utilisant le symbole complètement antisymétrique εijk, le rota-
tionnel d’un champ de vecteur peut s’écrire

∇ˆ F “
ÿ

ijk

εijkBiFjek. (14.873)

Le gradient, la divergence et le rotationnel consistent à appliquer simplement à ∇ est trois
produits qu’on peut effectuer sur un vecteur :

(1) Le produit d’un vecteur par un scalaire multiplie chacune des composantes :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚f “

¨
˝
Bxf
Byf
Bzf

˛
‚. (14.874)

(2) Le produit scalaire d’un vecteur avec un autre vecteur donne lieu à la divergence :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚·

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (14.875)

(3) Le produit vectoriel de deux vecteurs :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚ˆ

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ . (14.876)

Ces trois opérations joueront un rôle central en électromagnétisme dans les équations de Maxwell.

Exemple 14.335
Soit F px, y, zq “ xex ` xyey ` ez, c’est à dire

F px, y, zq “
¨
˝
x
xy
1

˛
‚. (14.877)
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Son rotationnel est donné par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B
Bx

B
By

B
By

x xy 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ p0´ 0qex ´ p0´ 0qey ` py ´ 0qez “ yez “
¨
˝

0
0
y

˛
‚. (14.878)

4

Afin d’étudier comment se comporte la composition de ces opérateurs, nous aurons besoin de
ce lemme que nous n’énoncerons pas précisément.

Lemme 14.336.
Si f : R3 Ñ R est une fonction de classe C2, alors on peut permuter l’ordre des dérivées :

B
Bx

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bx

˙

B
Bx

ˆBf
Bz

˙
“ B
Bz

ˆBf
Bx

˙

B
Bz

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bz

˙
(14.879)

La fonction
px, y, zq ÞÑ B

Bx
ˆBf
By

˙
px, y, zq (14.880)

sera notée
B2f

BxBy . (14.881)

Il y a deux propriétés importantes :

Théorème 14.337.
Soit f : R3 Ñ R une fonction de classe C2. Alors

∇ˆ p∇fq “ 0. (14.882)

Si F : R3 Ñ R3 est un champ de vecteurs de classe C2, alors

∇ · p∇ˆ F q “ 0. (14.883)

Démonstration. Ce sont seulement deux calculs qui manipulent les définitions. Pour le premier, la
divergence de f est le champ de vecteurs

∇f “ BfBxex `
Bf
By ey `

Bf
Bz ez. (14.884)

En mettant ce champ dans la définition du rotationnel,

∇ˆ p∇fq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B
Bx

B
By

B
BzBf

Bx
Bf
By

Bf
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
„ B
By

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
By

˙
ex

´
„ B
Bx

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
Bx

˙
ey

`
„ B
Bx

ˆBf
By

˙
´ B
By

ˆBf
Bx

˙
ez.

(14.885)

En utilisant le lemme 14.336, chacun des termes fait zéro.
La seconde propriété se démontre en utilisant le même type de calcul.

Remarque 14.338.
Il n’y a pas de propriétés du même style pour la combinaison ∇ˆ p∇ ·F q pour le rotationnel de
la divergence. En effet la divergence d’un champ de vecteur est une fonction, et il n’y a pas de
rotationnel pour une fonction.
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14.40 Interprétation géométrique et physique de la divergence
En physique, on dit qu’un champ de vecteurs à divergence nulle est incompressible. Nous

allons essayer de comprendre pourquoi. Lorsqu’un fluide incompressible se déplace, il faut qu’en
chaque point il y ait autant de fluide qui rentre que de fluide qui sort. Nous allons voir sur quelques
exemples que la divergence d’un champ de vecteurs est le « bilan de masse » d’un fluide qui se
déplace selon le champ de vecteurs.

Si en un point la divergence est positive, cela signifie qu’il y a une perte de masse et si la
divergence est négative, cela signifie qu’il y a une accumulation de masse.

Prenons par exemple un fluide qui se déplace selon le champ de vitesse montré à figure 14.14.

Figure 14.14 – Le champ de vecteurs F px, yq “ 1
xp1, 0q.

Étant donné que la vitesse diminue lorsque x avance, il y a une accumulation de fluide. Regardez
en effet la quantité de fluide qui rentre dans le rectangle par rapport à la quantité de fluide qui en
sort. Ce champ de vecteurs a pour équation :

F px, yq “ 1
x

ˆ
1
0

˙
“

ˆ
1{x
0

˙
. (14.886)

Sa divergence vaut donc

p∇ ·F qpx, yq “ BFxBx px, yq `
BFy
By px, yqloooomoooon
“0

“ ´ 1
x2 . (14.887)

Cette divergence étant négative, il y a bien accumulation de fluide en tout point, et d’autant plus
que x est petit.

Exemple 14.339

Prenons le champ de vecteurs tournant

F px, yq “ 1a
x2 ` y2

ˆ
y
´x

˙
(14.888)

représenté à la figure 14.15. Cela est un vecteur qui est constamment perpendiculaire au rayon.
Un fluide dont la vitesse serait donné par ce champ de vecteur se contente de tourner. Intuiti-

vement il ne devrait pas y avoir de divergence parce qu’il n’y a aucune accumulation de fluide. En
effet,

∇ ·F px, yq “ ´2xy
px2 ` y2q2 `

2xy
px2 ` y2q2 “ 0. (14.889)

4

Exemple 14.340
Prenons le cas du champ de force de gravitation :

F px, y, zq “ 1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (14.890)
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Figure 14.15 – Le champ de vecteurs F px, yq “ py,´xq.

Figure 14.16 – Le champ de vecteur de la gravité. Nous avons tracé, sur les deux cercles la même
densité de vecteurs, c’est à dire le même nombre de vecteurs par unité de surface.

Nous pouvons rapidement remarquer que ∇ ·F “ 0. Est-ce que cela peut se comprendre sur le
dessin de la figure 14.16 ?

Essayons de voir combien de fluide entre dans la zone bleue et combien en sort. D’abord, il est
certain que les vecteurs qui sortent sont plus courts que ceux qui rentrent, ce qui voudrait dire
qu’il y a plus de fluide qui rentre. Mais on voit également que le nombre de vecteurs qui sortent
est plus grand parce que la seconde sphère est plus grande et qu’il y a un vecteur en chaque point
de la sphère.

Intuitivement nous pouvons dire que la quantité qui rentre dans la sphère de rayon r1 donnée
par la taille des vecteurs entrants multiplié par la surface de la sphère, c’est à dire

4πr2
1}F px, y, zq}, (14.891)

mais }F px, y, zq} “ 1
r2
1
, donc la quantité de fluide entrant est 4π. La quantité de fluide sortant sera

la même.
Cela explique deux choses
(1) Pourquoi les forces de gravitation et électromagnétiques sont en 1{r2 ; c’est parce que nous

vivons dans un monde avec trois dimensions d’espace. En étudiant très précisément le
champ de gravitation, certains physiciens espèrent trouver des déviations expérimentales par
rapport à la règle du 1{r2 ; cela pourrait être un signe que l’espace contient des dimensions
supplémentaires.

(2) Pourquoi il y a un 4π comme coefficient dans beaucoup d’équations en électromagnétisme ;
en particulier dans certaines anciennes unités de flux.
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4

Remarque 14.341.
Nous allons voir plus loin comment s’assurer que l’équation (14.891) représente bien la « quantité
de fluide » qui rentre dans la zone délimitée

14.41 Quelques formules de Leibnitz
La divergence étant une combinaison de dérivées, il n’est pas tellement étonnant que la diver-

gence de produits donne lieux à des formules en deux termes. Si f est une fonction et si F et G
sont des champs de vecteurs, nous avons la proposition suivante.

Proposition 14.342.
Si F et G sont des champs de vecteurs dont toutes les dérivées partielles existent, alors

(1) ∇ · pfF qf∇ ·F ` F · ∇f
(2) ∇ · pF ˆGq “ G· ∇ˆ F ´ F · ∇ˆG
(3) ∇ˆ pfF q “ f∇ˆ F `∇f ˆ F .



Chapitre 15

Analyse sur des groupes

15.1 Action de groupe et connexité

Sources : [185] et wikipédia.

Théorème 15.1.
Soit G un groupe topologique localement compact et dénombrable à l’infini 1 agissant continument
et transitivement sur un espace topologique localement compact E. Alors l’application

ϕ : G{Gx Ñ E

rgs ÞÑ g·x
(15.1)

est un homéomorphisme.

Lemme 15.2.
Si G et H sont des groupes topologiques tels que G{H et H sont connexes 2, alors G est connexe.

Démonstration. Soit f : GÑ t0, 1u une fonction continue. Considérons l’application

f̃ : G{H Ñ t0, 1u
rgs ÞÑ fpgq. (15.2)

D’abord nous montrons qu’elle est bien définie. En effet si h P H nous aurions f̃prghsq “ fpghq,
mais étant donné que H est connexe, l’ensemble gH est également connexe ; la fonction continue
f est donc constante sur gH. Nous avons donc fpghq “ fpgq.

Étant donné que G{H est également connexe, la fonction f̃ doit être constante. Si g1 et g2 sont
deux éléments du groupe, nous avons fpg1q “ f̃prg1sq “ f̃prg2sq “ fpg2q. Nous en déduisons que f
est constante et que G est connexe.

Théorème 15.3.
Le groupe SOpnq est connexe, le groupe Opnq a deux composantes connexes.

Démonstration. La seconde assertion découle de la première parce que les matrices de détermi-
nant 1 et celles de déterminant ´1 ne peuvent pas être reliées par un chemin continu tandis que
l’application

M ÞÑ
¨
˝
´1

1
1

˛
‚M (15.3)

est un homéomorphisme entre les matrices de déterminant 1 et celles de déterminants ´1. Montrons
donc que G “ SOpnq est connexe par arcs pour n ě 2 en procédant par récurrence sur la dimension.

1. Cela signifie qu’il est une réunion dénombrable de compacts
2. Définition 8.35.

735

http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_normale
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Nous acceptons le résultat pour G “ SOp2q. Notons que nous en avons besoin pour prouver
que la sphère Sn´1 est connexe.

Le groupe SOpnq agit, par définition, de façon transitive sur la sphère Sn´1. Soit a P Sn´1,
nous avons

G· a “ Sn´1 (15.4a)
Ga » SOpn´ 1q (15.4b)

où Ga est le fixateur de a dans G. Pour montrer le second point, nous considérons teiu, la base
canonique de Rn et M P G telle que Ma “ e1. Le fixateur de e1 est évidemment isomorphe à
SOpn´ 1q parce qu’il est constitué des matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (15.5)

où paijq P SOpn´ 1q. L’application
α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM
(15.6)

est un isomorphisme entre Ga et SOpn ´ 1q. Le théorème 15.1 nous montre alors que, en tant
qu’espaces topologiques,

G{Ga “ Sn´1. (15.7)
L’hypothèse de récurrence montre que Ga “ SOpn ´ 1q est connexe tandis que nous savons que
Sn´1 est connexe. Le lemme 15.2 conclut que G “ SOpnq est connexe.
Lemme 15.4.
Une bijection continue entre un espace compact et un espace séparé est un homéomorphisme.

Proposition 15.5.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes.
Démonstration. Soit Gpnq le groupe SUpnq ou Upnq. Ce groupe opère transitivement sur la sphère
complexe

Sn´1
C “ tz P Cn tel que xz, zy “

ÿ

k

|zk|2 “ 1u. (15.8)

Cet ensemble est le même que S2n´1 parce que |zk| “ x2
k ` y2

k. Nous avons une bijection continue
entre Sn´1 et Sn´1

C et donc un homéomorphisme (lemme 15.4). Soit a P Sn´1
C , nous avons

G· a “ Sn´1
C (15.9a)

Ga » Gpn´ 1q. (15.9b)

La seconde ligne est un isomorphisme de groupe et un homéomorphisme. Il est donné de la façon
suivante. D’abord le fixateur de e1 dans Gpnq est donné par les matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (15.10)

où paijq P Gpn ´ 1q. Par ailleurs si M est une matrice de Gpnq telle que Ma “ e1, nous avons
l’homéomorphisme

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM.
(15.11)
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Encore une fois, cela est un homéomorphisme par le lemme 15.4. Par composition nous avons
Ga » Gpn´ 1q et un homéomorphisme

Gpnq{Ga “ Sn´1
C . (15.12)

Le groupe Ga et l’ensemble Sn´1
C étant connexes, le groupe Gpnq est connexe par le lemme 15.2.

Lemme 15.6 ([144]).
Si G est un sous-groupe connexe de GLpn,Cq alors son groupe dérivé 3 l’est également.

Démonstration. Soit Sm l’ensemble des produits de m commutateurs de G :

Sm “ tg1, . . . , gm où les gi sont des commutateursu. (15.13)

La partie Sm est l’image de G par l’application continue

Gˆ . . .ˆGloooooomoooooon
2m facteurs

Ñ G

pg1, h1, g2, h2, . . . , gm, hmq ÞÑ rg1, h1s . . . rgm, hms
(15.14)

En tant qu’image d’un connexe par une application continue, Sm est connexe par la proposi-
tion 8.72. Vu que les Sm ont l’identité en commun, le groupe dérivé

DpGq “
8ď

m“1
Sm (15.15)

est également connexe.

15.2 Espaces de matrices

L’ensemble des matrices est un espace vectoriel. Nous identifions Mpn,Rq avec Rn2 ; plus
précisément, nous identifions une matrice

A “ pai,jq1ďiďn,1ďjďn (15.16)

avec le vecteur x “ px1, x2, . . . , xn2q P Rn2 , où ai,j “ xpn´1qi`j .

15.2.1 Dilatations et transvections

Soit un corps commutatif K et n ě 2.

Théorème-définition 15.7 ([144]).
Soit une application linéaire u : E Ñ E dont les points fixes forment un hyperplan noté H d’équa-
tion H “ kerpfq avec f P E˚.

(1) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(a) detpuq ‰ 1
(b) L’application u est diagonalisable et a une valeur propre qui vaut detpuq ‰ 1.
(c) Imagepu´ Idq Ę H.
(d) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagp1, . . . , 1, λq avec λ ‰ 1.

(2) Les affirmation suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe a P H tel que pour tout x P E, upxq “ x` fpxqa.

3. Définition 3.20.
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(ii) Dans une base adaptée, la matrice de u est donnée par
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚. (15.17)

(3) Les conditions (1)a-(1)d sont respectées si et seulement si les conditions (2)i-(2)ii ne sont
pas respectées (elles sont les négations l’une de l’autre.).

Un endomorphisme qui est soit l’identité soit respecte les conditions (1) est une dilatation. Un
endomorphisme qui est soit l’identité soit qui vérifie les conditions (2) est une transvection (dans
les deux cas il faut que les points fixes forment un hyperplan).

Notons que selon cette terminologie, l’application x ÞÑ λx n’est pas une dilatation mais un
produit de dilatations.

Démonstration. Nous allons prouver plein d’implications . . .
(1)a implique (1)b Le théorème de la base incomplète (voir remarque 5.11) permet de consi-

dérer une base te1, . . . , enu de E telle que te1, . . . , en´1u soit une base de H. Dans cette
base, la matrice de u est de la forme suivante (les cases non remplies sont nulles et les étoiles
correspondent à des valeurs inconnues mais pas spécialement nulles) :

¨
˚̊
˚̋

1 ˚
. . . ...

1 ˚
λ

˛
‹‹‹‚ (15.18)

Le fait que le déterminant de u ne soit pas 1 implique que λ ‰ 1. Par conséquent le polynôme
caractéristique

χupXq “ p1´Xqn´1pλ´Xq (15.19)

possède une racine λ ‰ 1, et donc u possède un vecteur propre v pour cette valeur 4.
Le vecteur v est linéairement indépendant de te1, . . . , en´1u (parce que vecteur propre de
valeur propre différente). Par conséquent l’ensemble te1, . . . , en´1, vu est une base par la
proposition 5.15. Cela est une base de vecteurs propres et donc une base de diagonalisation 5.

(1)b implique (1)c Nous nommons maintenant te1, . . . , enu la base de diagonalisation. Nous
avons upenq “ λen avec detpuq “ λ ‰ 1. Nous avons

pu´ Idqpenq “ pλ´ 1qen R H, (15.20)

ce qui prouver que l’image de en par u´ Id n’est pas dans H.
(1)c implique (1)d Reprenons une base te1, . . . , , enu donnant la matrice (15.18). Il existe

x P E tel que upxq ´ x n’est pas dans H, c’est à dire tel que u
`
upxq ´ x˘ ‰ upxq ´ x. Nous

en déduisons que
u2pxq ´ 2upxq ` x ‰ 0 (15.21)

ou encore que
pX ´ 1q2puqx ‰ 0. (15.22)

C’est à dire que pX ´ 1q2 n’est pas un polynôme annulateur de u. Or ce serait le cas si
X ´ 1 était le polynôme minimal (proposition 11.119). Le polynôme caractéristique étant

4. Proposition 11.142.
5. Nous pourrions en dire à peine plus et prouver le point (1)d, mais cela ne servirait à rien parce que nous

voulons prouver les équivalences et qu’il faudra quand même prouver que (1)c implique (1)d.
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pX ´ 1qn´1pX ´ λq (et étant annulateur 6), le polynôme minimal est de la forme

µupXq “
#
pX ´ 1qpX ´ λq si λ ‰ 1
X ´ 1 si λ “ 1.

(15.23)

Dans notre cas nous venons de voir que ce n’est pas X ´ 1 et donc c’est pX ´ 1qpX ´ λq
avec λ ‰ 1.
Nous devons trouver une base de diagonalisation . . . Supposons

upenq “
n´1ÿ

k“1
akek ` λen, (15.24)

dans lequel nous venons de prouver que λ ‰ 1, et cherchons

e1n “
nÿ

j“1
pjej (15.25)

de telle sorte à avoir upe1nq “ λen. Nous avons

upe1nq “
n´1ÿ

j“1
pjupejq ` pnupenq “

n´1ÿ

j“1
ppj ` pnajqej ` pnλen. (15.26)

En égalisant à λ
řn
j“1 pjej , il vient

pj ` pnaj “ λpj (15.27)

pour tout j “ 1, . . . , n´1 et la condition triviale pnλ “ λpn pour j “ n. Nous en déduisons
que le choix

pj “ pnaj
λ´ 1 (15.28)

fonctionne (parce que λ ‰ 1 comme nous l’avons démontré plus haut). En bref, il suffit de
poser

e1n “
n´1ÿ

j“1

pnaj
λ´ 1ej ` pnen (15.29)

avec pn au choix pour avoir une base te1, . . . , en´1, e1nu de diagonalisation de u avec λ ‰ 1
comme dernière valeur propre.

(1)d implique (1)a Évident . . . encore qu’il faut invoquer l’invariance du déterminant par
changement de base.

Nous avons terminé la première série d’équivalences. Nous continuons avec la seconde.
(2)i implique (2)ii Nous prenons en´1 “ a et nous complétons en une base de H. Pour en il

suffit de prendre n’importe quel vecteur v tel que fpvq ‰ 0 (qui existe parce que f “ 0 est
seulement un hyperplan), et de le normaliser.
Dans cette base, la matrice de u a la forme désirée parce que upenq “ en`fpenqa “ en`en´1
du fait que en´1 “ a et fpenq “ 1.

(2)ii implique (2)i Soit te1, . . . , enu cette base. En prenant a “ en´1 et en posant x “ ř
k xkek

nous avons

upxq “
n´1ÿ

k“1
xkek ` xnpen´1 ` enq “ x` xnen´1 “ xna. (15.30)

Mais vu que fpxq “ ř
i fixi, et que fpeiq “ 0 pour tout i “ 1, . . . , n ´ 1 nous avons

fpxq “ fnxn. Il n’y a cependant pas de raisons d’avoir fn “ 1. Cependant en définissant

e1i “
1
fn
ei (15.31)

6. Théorème de Cayley-Hamilton 11.139.
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nous avons bien upe1nq “ 1
fn
pen´1`enq “ e1n´1`e1n. Donc dans cette base nous avons encore

la matrice de u de la forme ¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (15.32)

mais cette fois avec fpe1nq “ 1.
Nous avons terminé avec la seconde série d’équivalences. Il nous reste à prouver que la première
est équivalente à la négation de la seconde.
non (1)c implique (2)i Considérons x0 P E tel que fpx0q “ 1 et posons a “ upx0q ´ x0 P

Imagepu´ Idq. Par la négation de (1)c nous avons a P H. De plus x0 R H (sinon fpx0q “ 0)
donc upx0q ‰ x0 et a ‰ 0.
Nous montrons que ce choix de a fonctionne : upxq “ x ` fpxqa pour tout x P E. Nous
faisons cela séparément pour x P H et pour x “ x0.
Si h P H alors uphq “ h et fphq “ 0 donc h ` fphqa “ h “ uphq. Si x “ x0 alors
upx0q “ a` x0 (cela est la définition de a) etx0 ` fpx0qa “ x0 ` a.

(2)ii implique non (1)a Dans une base adaptée nous avons
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (15.33)

et donc detpuq “ 1, ce qui contredit (1)a.

Remarque 15.8.
Nous notons Eij la matrice qui possède uniquement 1 en position pi, jq. C’est à dire que

`
Eij

˘
kl
“

δikδjl. Soit H l’hyperplan des points fixes de f . Dans une base contenant une base de H, la matrice
d’une transvection a pour forme type :

Tijpλq “ 1` λEij (15.34)

avec i ‰ j et λ P K, et une dilatation a pour forme type la matrice diagonale

Dipαq “ 1` pα´ 1qEii (15.35)

avec α P K˚.
Bien entendu, en choisissant une base quelconque, les matrices des dilatations et des translations

peuvent avoir des formes différentes.

Lemme 15.9.
Quelques manipulations de lignes et de colonnes pour les matrices.

(1) La multiplication à gauche par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de ligne

Li Ñ Li ` λLj . (15.36)

(2) La multiplication à droite par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de colonne

Cj Ñ Cj ` λCi. (15.37)

(3) La multiplication à gauche par Tijp1qTjip´1qTijp1q revient à la substitution de lignes
"
Li Ñ Lj (15.38a)
Lj Ñ ´Li. (15.38b)
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Note qu’il n’est pas possible d’inverser deux lignes à l’aide de transvections sans changer un
signe parce que les transvections sont de déterminant 1 alors que l’inversion de lignes change le
signe du déterminant.

Démonstration. Point par point.
Pour (1) Nous devons prouver que

`
TijpλqA

˘
kl
“

#
Akl si k ‰ i

Ail ` λAjl si k “ i.
(15.39)

Un peu de calcul matriciel avec utilisation modérée des indices donner :
`
TijpλqA

˘
kl
“

ÿ

s

`
Tijpλq

˘
ks
Asl (15.40a)

“
ÿ

s

δksAsl ` λδikδjsAsl (15.40b)

“ Akl ` λδikAjl. (15.40c)

Pour (2) C’est la même chose.
Pour (3) Si nous appliquons successivement ces trois matrices (de droite à gauche) nous effec-

tuons les substitutions :
#
L1i “ Li ` Lj
L1j “ Lj

suivit de
#
L2i “ L1i
L2j “ L1j ´ L1i

et de
#
L3i “ L2i ` L2j
L3j “ L2j .

(15.41)

En effectuant ces substitutions,

L3i “ L2i ` L2j “ L1i ` pL1j ´ L1iq “ L1j “ Lj (15.42)

et
L3j “ L2j “ L1j ´ L1i “ Lj ´ pLi ` Ljq “ ´Li, (15.43)

ce qu’il fallait.

Proposition 15.10 ([186]).
Soient n ě 2 et K un corps commutatif.

(1) Si A P GLpn,Kq, il existe des transvections U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (15.44)

(2) L’ensemble des transvections engendre le groupe spécial linéaire SLpn,Kq.
(3) L’ensemble des transvections et des dilatations engendre le groupe linéaire GLpn,Kq.

Démonstration. Nous allons montrer que toutes les matrices de SLpn,Kq peuvent être écrites
comme produits de matrices de la forme (15.34). Cela montrera qu’étant donné un endomorphisme
f et une base pas spécialement liée à f , il est possible décrire la matrice de f comme produit de
transvections dont les hyperplans invariants sont « contenus » dans cette base. Cela suffit à prouver
que les transvections engendrent SLpn,Kq grâce au lemme 3.8.

Toutes les transvections ont un déterminant égal à 1. Donc le groupe engendré par les trans-
vections est inclus dans SLp2,Kq. Soit A P GLpn,Kq ; nous allons utiliser le pivot de Gauss pour
la diagonaliser. Étant donné que A est inversible, sa première colonne n’est pas nulle. Si Ai1 ‰ 0
alors une multiplication à gauche par L1i

`pA11 ´ 1q{Ai1
˘
effectue la substitution

L1 Ñ L1 ´ A11 ´ 1
Ai1

Li (15.45)
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qui met un 1 en la position p1, 1q. Notons que si la première colonne est de la forme
¨
˚̊
˚̋

s
0
...
0

˛
‹‹‹‚ (15.46)

avec s ‰ 0 alors il faut plutôt faire les substitutions L2 Ñ L2 `L1 et ensuite L1 Ñ L1 ´ 1
sL2 pour

obtenir le même résultat. En effectuant le pivot avec A11, une suite d’opérations sur les lignes et
les colonnes donnent

M1 . . .MpAN1 . . . Nq “
ˆ

1 0
0 A1

˙
(15.47)

où A1 P GLpn´1,Kq et detpA1q “ detpAq. En continuant de la sorte nous arrivons sur une matrice
diagonale 7

M1 . . .Mp1AN1 . . . Nq1 “

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1
α

˛
‹‹‹‚ (15.48)

avec α “ detpAq. En d’autres termes nous avons prouvé qu’il existe des transvections U1, . . . , Ur
et V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (15.49)

Cela prouve que les transvections et les translations engendrent GLpn,Kq. Si A P SLpn,Kq alors
Dn

`
detpAq˘ “ 1 et l’équation (15.49) est un produit de transvections.

Proposition 15.11.
Le groupe GLpn,Rq est engendré par les endomorphismes inversibles diagonalisables.

Démonstration. Par la proposition 15.10, le groupe GLpn,Rq est engendré par les dilatations et
les transvections. Il suffit donc de montrer qu’à leur tour, ces deux types d’endomorphismes sont
engendrés par les endomorphismes inversibles et diagonalisables.

Les dilatations sont diagonalisables et inversibles. C’est bon pour elles.
Soit une transvection u, et une base teiui“1,...,n dans laquelle u est de la forme (15.17). Nous

considérons l’endomorphisme d : E Ñ E défini par dpekq “ kek. Cet endomorphisme est diagona-
lisable parce que son polynôme minimal, µd “ śn

k“1pX ´ kq, est scindé à racines simples (voir le
théorème 11.152).

Nous avons évidemment u “ d´1 ˝ pd ˝ uq où d´1 est diagonalisable et inversible. Voyons que
d ˝ u est également diagonalisable en montrant que µd est son polynôme minimal (qui est scindé à
racines simples).

Il suffit de montrer que µdpd ˝ uqpekq “ 0 pour tout k. Ainsi µd sera un polynôme annulateur
de d ˝ u de degré n, et donc minimal.
Si k ď n´ 1 Alors upekq “ ek et pd ˝ u´ nqek “ pk ´ nqek. En tout :

µdpd˝uqpekq “ pd˝u´1qpd˝u´2q . . . pd˝u´nqek “ pk´1qpk´2q . . . pk´nqek “ 0 (15.50)

parce que dans le produit des k ´ i, il y en a forcément un de nul.
Si k “ n Dans un premier temps,

pd ˝ u´ nqen “ dpen ` en´1q ´ nen “ nen ` pn´ 1qen´1 ´ nen “ pn´ 1qen´1. (15.51)

7. Attention : les opérations sur les lignes et le colonnes ne sont pas des opérations de similitude. Il n’est pas
question de prétendre ici que toutes les matrices de GLpn,Kq sont diagonales, voir la définition 5.93.
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Ensuite
`
d ˝ u´ pn´ 1q˘en´1 “ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (15.52a)

“ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (15.52b)
“ pn´ 1qen´1 ´ pn´ 1qen´1 (15.52c)
“ 0 (15.52d)

Le polynôme µd est donc un polynôme scindé à n racines simples annulateur de d ˝u, qui est alors
diagonalisable et inversible (parce que u et d le sont).

Donc sous la forme u “ d´1pduq, la transvection u est écrite comme produit de diagonalisables
inversibles.

Proposition 15.12 ([67]).
Soient n ě 3 et K un corps de caractéristique différente de 2. Alors

(1) le groupe dérivé de DpGLpn,Kqq est SLpn,Kq ;
(2) le groupe dérivé de SLpn,Kq est SLpn,Kq.
La preuve utilise le fait que les transvections engendrent SLpn,Kq et que les transvections avec

les dilatations engendrent GLpn,Kq. Voir la proposition 15.10.

15.2.2 Connexité de certains groupes

Lemme 15.13.
Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe.

Démonstration. La non connexité par arcs est facile parce que les éléments de déterminant 1 ne
peuvent pas être reliés aux éléments de déterminant ´1 par un chemin continu restant dans Opnq
à cause du théorème des valeurs intermédiaires 14.41.

En ce qui concerne la connexité, il faut en dire un peu plus.
Les éléments de Opn,Rq ont des déterminants égaux à 1 ou à ´1. Ces deux parties sont des

ouverts (pour la topologie induite de Mpn,Rq). En effet soit A P SOpn,Rq (la partie contenant
les déterminants 1 ; ce que l’on va dire tient pour l’autre partie). Alors, vu que le déterminant
est une fonction continue sur Mpn,Rq il existe un voisinage O de A dans Mpn,Rq dans lequel
le déterminant reste entre 1

2 et 3
2 (c’est la définition de la continuité avec ε “ 1{2). L’ensemble

OXOpn,Rq est par définition un ouvert de Opn,Rq et ne contient que des éléments de déterminant
1.

La partie Opn,Rq de Mpn,Rq est donc non-connexe selon la définition 8.35.

Lemme 15.14.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes par arcs.

Démonstration. Soient A, une matrice unitaire et Q une matrice unitaire qui diagonalise A. Étant
donné que les valeurs propres arrivent par paires complexes conjuguées,

QAQ´1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

eiθ1

e´iθ1
. . .

eiθr

e´iθr

˛
‹‹‹‹‹‚
. (15.53)

Le chemin Uptq obtenu en remplaçant θi par tθi avec t P r0, 1s joint QAQ´1 à l’identité. Par
conséquent Q´1UptqQ joint A à l’unité.

Proposition 15.15.
Le groupe SOpnq est connexe.
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Théorème 15.16.
Les matrices normales 8 forment un espace connexe par arc.

Démonstration. Soient A une matrice normale et U une matrice unitaire qui diagonalise A. Nous
considérons Uptq, un chemin qui joint 1 à U dans Upnq. Pour chaque t, la matrice

Aptq “ Uptq´1AUptq (15.54)

est normale. Nous avons donc trouvé un chemin dans les matrices normales qui joint A à une
matrice diagonale. Il est à présent facile de la joindre à l’identité.

Toutes les matrices normales étant connexes à l’identité, l’ensemble des matrices normales est
connexe.

Proposition 15.17.
Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A P SLpn,Kq ; par la proposition 15.10(2) nous pouvons écrire

A “
ź

cPX
Tcpλcq (15.55)

où X est une partie de l’ensemble des couples pi, jq dans t1, . . . , nu. En posant

ϕ : r0, 1s Ñ SLpn,Kq
t ÞÑ

ź

cPX
Tcptλcq (15.56)

nous avons une application continue de A vers 1, dont pour tout t la matrice ϕptq est inversible
de déterminant1.

Donc tous les éléments de SLpn,Kq peuvent être reliés à 1. Donc SLpn,Kq est connexe par
arcs.

Proposition 15.18 ([187]).
Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs.

Démonstration. Soient A P GLpn,Cq et sa décomposition (15.44). Comme fait précédemment,
chacune des transvections peut être reliée à 1 par un chemin continu dans SLpn,Cq. En ce qui
concerne le facteur de translation, nous ne pouvons pas simplement prendre le chemin donné par
t ÞÑ Dn

`
t detpAq˘ parce que le résultat n’est pas inversible en t “ 0.

Vu que C˚ il existe une application continue α : r0, 1s Ñ C˚ telle que αp0q “ detpAq P C˚ et
αp1q “ 1. Il suffit alors de prendre Dn

`
αptq˘ et nous avons un chemin continu de A vers 1 restant

dans GLpn,Cq.
Proposition 15.19.
Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs.

Démonstration. Nous notons GL`pn,Rq et GL´pn,Rq les parties de GLpn,Rq formées des ap-
plications de déterminant ˘1 respectivement. Vu le théorème des valeurs intermédiaires (théo-
rème 14.41), il n’existe pas d’applications continues dans GLpn,Rq reliant GL`pn,Rq à GL´pn,Rq
tout en restant dans les applications de déterminant non nul 9.

Montrons que GL˘pn,Rq sont connexes par arcs. Si A P GL`pn,Rq alors grâce à la décompo-
sition (15.44), il existe un chemin continu de A vers Dn

`
detpAq˘. Vu que R˘ sont connexes par

arc, il est possible de relier Dn

`
detpAq˘ à Dnp˘1q par un chemin continu.

8. Définition 11.170.
9. Si ϕ : r0, 1s Ñ GLpn,Rq est le chemin, la fonction à mettre dans le théorème des valeurs intermédiaires est la

fonction f : r0, 1s Ñ R t ÞÑ det
`
ϕptq

˘
.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Endomorphisme_normal
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15.2.3 Densité

Proposition 15.20.
Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq.

Démonstration. D’après le lemme de Schur 11.161, une matrice de Mpn,Cq est de la forme

A “ Q

¨
˚̋
λ1 ˚ ˚
0 . . . ˚
0 0 λn

˛
‹‚Q´1. (15.57)

Les valeurs propres sont sur la diagonale. La matrice est diagonalisable si les éléments de la
diagonales sont tous différents. Il suffit maintenant de considérer n suites pεprqk qkPN convergentes
vers zéro telles que pour chaque k les nombres λr ` εprqk soient tous différents. La suite de matrices

Ak “ Q

¨
˚̋
λ1 ` εp1qk ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 λn ` εpnqk

˛
‹‚Q´1. (15.58)

est alors diagonalisable pour tout k et nous avons limkÑ8Ak “ A.

Proposition 15.21.
Les matrices inversibles sont denses dans l’ensemble des matrices. C’est à dire que GLpn,Rq est
dense dans Mpn,Rq.

Démonstration. Soit A PMpn,Rq ; le lemme de Schur réel 11.173 nous permet d’écrire

A “ Q

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

λ1
. . .

λr ˆ
a b
c d

˙

. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Q´1 (15.59)

avec Q orthogonale.
Pour définir Ak nous remplaçons λi par λi ` εpiqk de façon à avoir εpiqk Ñ 0 et λi ` εpiqk ‰ 0. En

ce qui concerne les blocs, ceux dont le déterminant est non nul, nous n’y touchons pas, et ceux
dont le déterminant est nul, nous remplaçons a par a` εk.

Avec cela, QAkA´1 est une suite dans GLpn,Rq qui converge vers A.

Proposition 15.22.
Si A PMpn,Cq alors

eTrpAq “ detpeAq. (15.60)

Démonstration. Ici, eA est l’exponentielle soit d’endomorphisme soit de matrice définie par la
proposition 12.131.

Le résultat est un simple calcul pour les matrices diagonalisable. Si A n’est pas diagonalisable,
nous considérons une suite de matrices diagonalisables Ak dont la limite est A (proposition 15.20).
La suite

ak “ eTrpAkq (15.61)
converge vers eTrpAq tandis que la suite

bk “ detpeAkq (15.62)

converge vers detpeAq. Mais nous avons ak “ bk pour tout k ; les limites sont donc égales.
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Théorème 15.23 (Cayley-Hamilton[188, 189]).
Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif quelconque
annule son propre polynôme caractéristique

Une autre démonstration est donnée en le théorème 11.139.

Démonstration. La preuve est divisée en plusieurs étapes.
Endomorphisme diagonalisable Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel V de di-

mension n sur un corps K et χu sont polynôme caractéristique. Nous savons que si λ
est une valeur propre de u alors χupλq “ 0 le théorème 11.134(2). En combinant avec le
lemme 11.113, si x est vecteur propre pour la valeur propre λ de u nous avons

χupuqx “ χupλqx “ 0. (15.63)

Donc tant que u possède une base de vecteurs propres nous avons χupuq “ 0.
Le cas complexe Nous nous restreignons à présent (et provisoirement) au cas K “ C, ce qui

nous donne u P Mpn,Cq. Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq par la
proposition 15.20. Si A P Mpn,Cq nous considérons une suite de matrices diagonalisables
Ak

Mpn,CqÝÑ A. Pour chaque k nous avons par le point précédent

χukpukq “ 0. (15.64)

Chacune des composantes de χukpukq est un polynôme en les composantes de uk, ce qui
légitime le passage à la limite :

χupuq “ 0. (15.65)
Le théorème est établi pour toutes les matrices de Mpn,Cq et donc aussi pour tous les
sous-corps de C comme R ou Z.

La cas général Par définition, χupXq “ detpu´X1q ; les coefficients de X sont des polynômes
à coefficients entiers en les composantes de u. En substituant u à X nous obtenons une
matrice dont chacune des entrées est un polynôme à coefficients entiers en les coefficients
de u. Pour chaque i et j entre 1 et n il existe donc un polynôme Pij P ZpX1, . . . , Xn2q tel
que

χupuqij “ P pu11, . . . , unnq. (15.66)
Ces polynômes ne dépendent pas de u ni du corps sur lequel on travaille. Notre but est
maintenant de prouver que Pij “ 0.
Étant donné que le cas complexe (et a fortiori entier) est déjà prouvé nous savons que
pour tout u P Mpn,Zq nous avons P pu11, . . . , unnq “ 0. La proposition 7.151 nous donne
effectivement P “ 0, en conséquence de quoi l’endomorphisme χupuq est nul.

Exemple 15.24
Pour montrer que chaque composante χupuq est bien un polynôme à coefficients entiers en les

coefficients de u, voyons l’exemple 2ˆ 2 : u “
ˆ
a b
c d

˙
. D’abord

χupXq “ det
ˆ
a´X b
c d´X

˙
“ X2 ´ pa` dqX ` ad´ cb. (15.67)

Le coefficient de X2 est 1, celui de X est ´a ´ d et le terme indépendant est ad ´ cb ; tout trois
sont des polynômes à coefficients entiers en a, b, c, d. Après substitution de X par u,

χupuqij “ pu2qij ´ pa` dquij ` ad´ cb. (15.68)

Cela est bien un polynôme à coefficients entiers en les entrées de la matrice u. 4
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15.2.4 Racine carrée d’une matrice hermitienne positive

Proposition-définition 15.25.
Si A PMpn,Cq est une matrice hermitienne 10 positive, alors il existe une unique matrice hermi-
tienne positive R telle que A “ R2. De plus R est un polynôme (de RrXs) en A.

La matrice R ainsi définie est la racine carrée de de A, et est notée
?
A.

Démonstration. Existence Étant donné que A est hermitienne, elle est diagonalisable par une
matrice unitaire (proposition 11.171), et ses valeurs propres sont réelles et positives (parce
que A est positive). Soit donc P une matrice unitaire telle que

P ˚AP “

¨
˚̋
α1

. . .
αn

˛
‹‚ (15.69)

avec αi ą 0. Si on pose

R “ P

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚P ˚, (15.70)

alors R2 “ A parce que P ˚P “ 1.
Hermitienne positive La matrice R est hermitienne parce que, avec un peu de notation rac-

courcie, R “ P ˚
?
αP et R˚ “ P ˚

?
αP . D’autre part, elle est positive parce que ses valeurs

propres sont les ?αi qui sont positives.
Polynôme Nous montrons maintenant que la matrice R est un polynôme en A. Pour cela

nous considérons un polynôme Q tel que Apαiq “ ?αi pour tout i. Soit teiu une base de
diagonalisation de A : Aei “ αiei. Alors c’est encore une base de diagonalisation de QpAq.
En effet si Q “ ř

k akX
k, alors

QpAqei “ p
ÿ

k

akA
kqei “ p

ÿ

k

akα
k
i qei “ Qpαiqei “ ?αiei. (15.71)

Les valeurs propres de QpAq sont donc ?αi. Nous savons maintenant que QpAq a la même
base de diagonalisation de A (et donc la même matrice unitaire P qui diagonalise), c’est à
dire que

QpAq “ P ˚

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚“ R. (15.72)

Donc oui, R est un polynôme en A.
Notons que ce Q n’est pas du tout unique ; il existe une infinité de polynômes envoyant n
nombres donnés sur n nombres donnés.

Unicité Soit S une matrice hermitienne positive telle que R2 “ S2 “ A. D’abord S commute
avec A parce que

SA “ S3 “ S2S “ AS. (15.73)
Donc S commute aussi avec QpAq “ R. Étant donné que S et R commutent et sont diagona-
lisables, ils sont simultanément diagonalisables par le corollaire 11.153. Soient DR “ PRP ˚
et DS “ PSP ˚ les formes diagonales de R et S dans une base de simultanée diagonalisation.
Les carrés des valeurs propres de R et S étant identiques (ce sont les valeurs propres de A)
et les valeurs propres de R et S étant positives, nous déduisons que DR “ DS et donc que
R “ P ˚DRP “ P ˚DSP “ S.

Une des applications usuelles de cette proposition est la décomposition polaire.
10. Définition 11.61.
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15.2.5 Racine carrée d’une matrice symétrique positive

Lemme 15.26 ([190]).
Le groupe orthogonal Opn,Rq est compact.

Démonstration. Nous avons Opnq “ f´1`t1nu
˘
où f est l’application continue A ÞÑ AtA. En tant

qu’image inverse d’un fermé par une application continue, le groupe Opnq est fermé.
De plus il est borné parce que tous les coefficients d’une matrice orthogonale sont ď 1, donc

}A}8 pour tout A P Opnq.
Proposition 15.27.
Une matrice symétrique semi (ou pas) définie positive admet une unique racine carrée symétrique.
Le spectre de la racine carrée est la racine carrée du spectre de la matrice de départ.

Démonstration. Ceci est une phrase pour que les titres se mettent bien.
Existence Soit T une matrice symétrique et Q une matrice orthogonale qui diagonalise 11 T :

QTQ´1 “ D avec D “ diagpλiq et λi ě 0. En posant R “ Q´1?DQ, il est vite vérifié que
R2 “ T et que R est symétrique. En ce qui concerne le spectre, R a pour valeurs propres
les
?
λi.

Unicité Soit R une matrice symétrique de T : R2 “ T . Du coup R et T commutent : RT “
R3 “ TR. Par conséquent les espaces propres de T sont stables sous R. Soit Eλ l’un d’eux de
dimension d, et TF , RF les restrictions de T et R à Eλ. L’application TF est une homothétie
et R2

F “ TF “ λ1. Mais RF est encore une matrice symétrique définie positive, donc nous
pouvons considérer une base te1, . . . , edu de Eλ qui diagonalise RF avec les valeurs propres
µi ; nous avons donc en même temps

R2
f peiq “ µ2

i ei (15.74a)
TF peiq “ λei, (15.74b)

de telle sorte que µ2
i “ λ. Mais les valeurs propres de RF sont positives, sont µi “

?
λ pour

tout i. En conclusion RF est univoquement déterminé par la donnée de T . Vu que cela est
valable pour tous les espaces propres de T et que ces espaces propres engendrent tout E,
l’opérateur R est déterminé de façon univoque par T .

Notons que nous n’avons démontré l’unicité qu’au sein des matrices symétriques.

15.2.6 Décomposition polaires : cas réel

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 11.177.

Lemme 15.28.
La partie S`pn,Rq est fermée dans Mpn,Rq.
Démonstration. En effet si Sk est une suite de matrices symétriques convergeant dans Mpn,Rq
vers la matrice A, les suites pSkqij et pSkqji des composantes ij et ji sont des suites égales, et donc
leurs limites sont égales 12. Donc la limite est symétrique.

En ce qui concerne le spectre, le théorème 11.174 nous permet de diagonaliser : Sk “ QkDkQ
´1
k

où les Dk sont des matrices diagonales remplies de nombres positifs ou nuls. Vu que Opnq est
compact 13, nous avons une sous-suite Qϕpkq convergente : Qϕpkq Ñ Q. Pour chaque k, nous avons

Sϕpkq “ QϕpkqDϕpkqQ´1
ϕpkq, (15.75)

11. Théorème 11.174.
12. Ici nous utilisons le critère de convergence composante par composante et le fait que nous ne sommes pas trop

inquiétés par la norme que nous choisissons parce que toutes les normes sont équivalentes par le théorème 12.5.
13. Lemme 15.26.
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dont la limite existe et vaut A. Vu que pour tout k, Dϕpkq “ Q´1
ϕpkqSϕpkqQϕpkq et que le produit

matriciel est continu, la suite k ÞÑ Dϕpkq est une suite convergente dans Mpn,Rq. Nous notons
D sa limite qui est encore une matrice diagonale contenant des nombres positifs ou nuls sur la
diagonale.

A “ lim
kÑ8Sϕpkq “ QDQ´1, (15.76)

et donc le spectre de A est la limite de ceux des matrices Dϕpkq. Chacun étant positif, la limite est
positive. Donc A P S`pn,Rq.
Lemme 15.29.
La fermeture de l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives est l’ensemble
des matrices définies positives : S``pn,Rq “ S`pn,Rq.

Démonstration. Le lemme 15.28 nous a à peine dit que S`pn,Rq était fermé. Nous devons prouver
que pour tout élément de S`pn,Rq, il existe une suite pSkq dans S``pn,Rq convergeant vers S.

Si S P S`pn,Rq alors nous avons la diagonalisation

S “ QDQ´1 “ Q

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚Q´1 (15.77)

où λi ě 0 pour tout i. Nous définissons

Dk “

¨
˚̋
λ1 ` εp1qk

. . .
λn ` εpnqk

˛
‹‚ (15.78)

où εik est une suite convergent vers 0 telle que λi ` ε
piq
n ą 0 pour tout n. Typiquement si λi ą 0

alors εpiqk “ 0 et sinon εpiqk “ 1{k.
Pour tout k nous avons QDkQ

´1 P S``pn,Rq et de plus QDkQ
´1 Ñ QDQ “ S.

Théorème 15.30 (Décomposition polaire de matrices symétriques définies positives[190, 191,
192]).
En ce qui concerne les matrices inversibles :

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(15.79)

est un homéomorphisme 14.
En ce qui concerne les matrices en général :

g : Opn,Rq ˆ S`pn,Rq ÑMpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(15.80)

est une surjection mais pas une injection.
De plus les mêmes conclusions tiennent si nous regardons pQ,Sq ÞÑ QS au lieu de SQ.

Démonstration. Nous commençons par prouver les résultats concernant les matrices inversibles.
Existence et unicité Si M “ SQ, alors MM t “ SQQtSt “ S2, donc S doit être une racine

carrée symétrique de la matrice définie positive MM t. La proposition 15.27 nous dit que ça
existe et que c’est unique. Donc S est univoquement déterminé par M . Maintenant avoir
Q “MS´1 est obligatoire (unicité) et fonctionne :

QtQ “ pS´1qtM tMS´1 “ S´1S2S´1 “ 1, (15.81)

14. Cela est en réalité en difféomorphisme, voir la remarque 15.31.
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donc Q ainsi défini est orthogonale.
Notons que ceci ne fonctionne pas lorsque M n’est pas inversible parce qu’alors S n’est pas
inversible.

Homéomorphisme Le fait que f soit continue n’est pas un problème : c’est un produit de
matrices. Nous devons vérifier que f´1 est continue. Soit une suite convergente Mk Ñ M
dans GLpn,Rq. Si nous nommons pQk, Skq la décomposition polaire de Mk et pQ,Sq celle
de M , nous devons prouver que Qk Ñ Q et Sk Ñ S. En effet dans ce cas nous aurions

lim
kÑ8 f

´1pMkq “ lim
kÑ8pQk, Skq “ pQ,Sq “ f´1pMq. (15.82)

Étant donné que Opnq est compact (lemme 15.26), la suite pQkq admet une sous-suite
convergente (Bolzano-Weierstrass, théorème 8.85) que nous nommons

Qϕpkq Ñ F P Opnq. (15.83)

Vu que la suite pMkq converge, sa sous-suite converge vers la même limite : Mϕpkq ÑM et
vu que pour tout k nous avons Sk “MkQ

´1
k ,

Sϕpkq Ñ G “MF´1. (15.84)

Vu que chacune des matrices Sϕpkq est symétrique définie positive, la limite est symétrique
et semi-définie positive 15. Donc G P S`pn,Rq XGLpn,Rq parce que de plus M et F étant
inversibles, G est inversible. En ce qui concerne la sous-suite nous avons

Mϕpkq “ SϕpkqQϕpkq Ñ GF “M (15.85)

où F P Opnq et G P S`pn,Rq. Par unicité de la décomposition polaire de M (partie déjà
démontrée), nous avons G “ S et F “ Q.
Nous avons prouvé que toute sous-suite convergente de Qk a Q pour limite. Donc la suite
elle-même converge 16 vers Q. Donc Qk Ñ Q. Du coup vu que Sk “MkQ

´1
k est un produit

de suites convergentes, Sk converge également, vers S : Sk Ñ S.
Au final l’application f´1 est bien continue parce que les égalités (15.82) ont bien lieu.

Nous passons maintenant à la preuve dans le cas des matrices en général.
Soit A PMpn,Rq ; par densité (lemme 15.21), il existe une suite pAkq dans GLpn,Rq telle que

Ak Ñ A. Pour chacun des k nous appliquons la décomposition polaire déjà prouvée : Ak “ QkSk.
D’abord pQkq est une suite dans le compact 17 Opn,Rq et accepte donc une sous-suite convergente.
Quitte à redéfinir la suite de départ, nous supposons pour alléger les notations que Qk Ñ Q P
Opn,Rq. Vu que Qk est inversible,

Sk “ Q´1
k Ak (15.86)

Le produit matriciel étant continu nous avons Sk Ñ S dans Mpn,Rq. Mais S`pn,Rq étant fermé
(lemme 15.28) nous avons aussi S P S`pn,Rq.
Remarque 15.31.
Pour démontrer que f est différentiable, nous devons utiliser le théorème d’inversion locale 19.57 ;
cela est fait dans la proposition 19.67.

Corollaire 15.32.
Toute matrice peut être écrite sous la forme Q1DQ2 où Q1 et Q2 sont orthogonales et D est
diagonale.

Démonstration. Si A P Mpn,Rq alors la décomposition polaire 15.30 nous donne A “ SQ où S
est symétrique définie positive et Q est orthogonale. La matrice S peut ensuite être diagonalisée
par le théorème 11.174 : S “ RDR´1 où D est diagonale et R est orthogonale. Avec ces deux
décompositions en main, A “ SQ “ RDR´1Q. La matrice R´1Q est orthogonale.
15. Lemme 15.29
16. Proposition 10.58, pas difficile.
17. Lemme 15.26.
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15.2.7 Enveloppe convexe

Définition 15.33.
Sur C est un ensemble convexe, un point x P C est un point extrémal si Cztxu est encore convexe.
Théorème 15.34 ([4]).
Soit E un espace euclidien de dimension n ě 1 et LpEq l’espace des opérateurs linéaires sur E sur
lequel nous considérons la norme subordonnée 18 à celle sur E. L’ensemble des points extrémaux
de la boule unité fermée de LpEq est le groupe orthogonal Opn,Rq.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de LpEq. Montrons pour commencer que
les éléments de Opnq sont extrémaux dans B. D’abord si A P OpEq alors }A} “ 1 parce que
}Ax} “ }x}. Supposons maintenant que A n’est pas extrémal, c’est à dire qu’il est le milieu d’un
segment joignant deux points (distincts) de la boule unité de LpEq. Soient donc T,U P B tels que
A “ 1

2pT ` Uq. Pour tout x P E tel que }x} “ 1 nous avons

1 “ }x} “ }Ax} “ 1
2}Tx` Ux} ď

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ ď 1

2
`}T } ` |U |˘ ď 1 (15.87)

Toutes les inégalités sont en réalité des égalités. En particulier nous avons

}Tx` Ux} “ }Tx} ` }Ux}, (15.88)

mais alors nous sommes dans un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.6)
et donc il existe λ ě 0 tel que Tx “ λUx. Mais de plus les inégalité égalités (15.87) nous donnent

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ “ 1 (15.89)

alors que nous savons que }Tx}, }Ux} ď 1, donc }Tx} “ }Ux} “ 1. La seule possibilité est d’avoir
λ “ 1 et donc que U “ T parce que nous avons Tx “ Ux pour tout x de norme 1. Au final A n’est
pas le milieu d’un segment dans B.

Nous passons donc à l’inclusion inverse : nous prouvons que les points extrémaux de B sont
dans OpEq. Pour cela nous prenons U P BzOpEq et nous allons montrer que U n’est pas un point
extrémal : nous allons l’écrire comme milieu d’un segment dans B.

Par la seconde partie du théorème de décomposition polaire 15.30, il existe Q P Opn,Rq et
S P S`pn,Rq tels que U “ QS. Nous diagonalisons S à l’aide de la matrice orthogonale P :

S “ PDP´1 (15.90)

avec D “ diagpλiq. En termes de normes, nous avons

}U} “ }S} “ }S}. (15.91)

En effet vu que Q est orthogonale, }Ux} “ }QSx} “ }Sx} pour tout x, donc }U} “ }S}. De plus
pour tout x nous avons

}Sx} “ }PDP´1x} “ }DP´1x}. (15.92)

Étant donné que P´1 est une bijection, le supremum des }Sx} sera le même que celui des }Dx}
et donc }S} “ }D}. Étant donné que par définition }U} ď 1, nous avons aussi }D} ď 1 et donc
0 ď λi ď 1 (pour rappel, les valeurs propres de D sont positives ou nulles parce que S est ainsi).

Comme U R OpEq, au moins une des valeurs propres n’est pas 1, supposons que ce soit λ1.
Alors nous avons α, β P r´1, 1s avec ´1 ď α ă β ď 1 et λ1 “ 1

2pα` βq. Nous posons alors
D1 “ diagpα, λ2, . . . , λnq (15.93a)
D2 “ diagpβ, λ2, . . . , λnq. (15.93b)

18. Définition 12.8.
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Nous avons bien D1 ‰ D2 et D1 `D2 “ D. Par conséquent

U “ 1
2
`
QPD1P

´1 `QPD2P
´1˘ (15.94)

avec QPD1P´1 ‰ QPD´1
2 . La matrice U est donc le milieu d’un segment. Reste à montrer que ce

segment est dans B. Pour ce faire, prenons x P E et calculons :

}QPDiP
´1x} “ }DiP

´1x} ď }P´1x} “ }x} (15.95)

parce que }Di} ď 1 et P´1 est orthogonale. Au final la norme de QPDiP est plus petite que 1 et
donc U est bien le milieu d’un segment dans B, et donc non extrémal.

Théorème 15.35 ([193]).
L’enveloppe convexe de Opnq dans MnpRq est la boule unité pour la norme induite de }.}2 sur Rn.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de Mpn,Rq et Conv
`
Opn,Rq˘ l’enveloppe

convexe de Opn,Rq. Vu que B est convexe nous avons Conv
`
Opnq˘ Ă B.

Maintenant nous devons prouver l’inclusion inverse. Pour ce faire nous supposons avoir un
élément A P Bz Conv

`
Opnq˘ et nous allons dériver une contradiction.

Remarquons que Opnq est compact par le lemme 15.26 et que par conséquent ConvpOpnqq est
compacte par le corollaire 13.38 et donc fermée. Nous considérons un produit scalaire pX,Y q ÞÑ
X ·Y sur M. Vu que Conv

`
Opnq˘ est un fermé convexe nous pouvons considérer la projection 19

sur ConvpAq relativement au produit scalaire choisi.
Nous notons P “ proj

Conv
`
Opnq

˘pAq. En vertu du théorème de projection, nous avons

pA´ P q· pM ´ P q ď 0 (15.96)

pour tout M P ConvOpnq. Notons B “ A´P pour alléger les notations. L’équation (15.96) s’écrit

B·M ď B·P. (15.97)

D’autre par vu que B ‰ 0 nous avons B·B ą 0, c’est à dire B· pA´ P q ą 0 et donc

B·A ą B·P. (15.98)

En combinant avec (15.97),
B·M ď B·P ă B·A. (15.99)

Nous utilisons maintenant la décomposition polaire, théorème 15.30, pour écrire B “ QS avec
Q P Opnq et S P S`pn,Rq. Vu que l’inégalité (15.99) tient pour tout M P ConvpOpnqq, elle tient
en particulier pour Q P Opnq. Donc

B·Q “ B·A. (15.100)

Nous nous particularisons à présent au produit scalaire pX,Y q ÞÑ TrpXtY q de la proposition 12.31.
D’abord

B·Q “ TrpBtQq “ TrpStQtQq “ TrpStq “ TrpSq, (15.101)

et ensuite l’inégalité (15.101) devient

TrpSq ă B·A “ TrpStQtAq. (15.102)

19. Le théorème de projection : théorème 14.239.
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Nous choisissons une basse teiu diagonalisant S : Sei “ λiei vérifiant automatiquement λi ě 0
parce que S est semi-définie positive 20. Alors

TrpSq ă TrpStQtAq (15.103a)
“

ÿ

i

xStQtAei, eiy (15.103b)

“
ÿ

i

xAei, QSeiy (15.103c)

ď
ÿ

i

}Aei}|λi| }Qei}loomoon
“1

(15.103d)

ď
ÿ

i

λi A P B ñ }Aei} ď 1 (15.103e)

“ TrpSq. (15.103f)

Il faut noter que la première inégalité est stricte, et donc nous avons une contradiction.

15.2.8 Décomposition de Bruhat

Théorème 15.36 (Décomposition de Bruhat).
Soit K un corps ; un élément M P GLpn,Rq s’écrit sous la forme

M “ T1PσT2 (15.104)

où T1 et T2 sont des matrices triangulaires supérieures inversibles et où Pσ est une matrice de
permutation σ P Sn. De plus il y a unicité de σ.

Démonstration. Afin de rendre les choses plus visuelles, nous nous permettons de donner des
exemples au fur et à mesure de la preuve. Nous prenons l’exemple de la matrice

¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (15.105)

Existence Soit M P GLpn,Rq ; vu qu’elle est inversible, on a un indice i1 maximum tel que
Mi1,1 ‰ 0. Nous changeons toutes les lignes jusque là, c’est à dire que nous faisons, pour
1 ď i ă i1,

Li Ñ Li ´ Mi1
Mi11

Li1 . (15.106)

Voir le lemme 15.9(3).
Nous avons donc obtenu une matrice dont la première colonne est nulle sauf la case numéro
i1. L’opération (15.106) revient à considérer la multiplication par la matrice de transvection

T
piq
1 “ Tii1

ˆ
´ Mi1
Mi11

˙
(15.107)

pour tout i ă i1. Pour rappel nous ne changeons que les lignes au-dessus de la i1. Du
coup les matrices T piq1 sont triangulaires supérieures. Nous avons donc la nouvelle matrice
M1 “

´ś
iăi1 T

piq
1

¯
M pour laquelle toute la première colonne est nulle sauf un élément.

Dans le cas de l’exemple, le « pivot » sera la ligne p2, 5, 6q et la matrice se transforme à
l’aide de la matrice T1 “ T12p´1{2q :

¨
˝

1 ´1{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚
¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (15.108)

20. Définition 11.176.
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Maintenant nous faisons de même avec les colonnes (en renommant M la matrice obtenue
à l’étape précédente) :

Cj Ñ Cj ´ Mi1j

Mi11
C1, (15.109)

qui revient à multiplier à droite par les matrices T1jpMi1i
Mi11

q avec j ą 1. Encore une fois ce
sont des matrices triangulaires supérieures.
Dans l’exemple, pour traiter la seconde colonne, nous multiplions (15.108) à droite par la
matrice T12p´5{2q :

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚
¨
˝

1 ´5{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 0 6
0 7 8

˛
‚. (15.110)

Appliquer encore la matrice T13p´6{2q apporte la matrice
¨
˝

0 1{2 1
2 0 0
0 7 8

˛
‚. (15.111)

Enfin nous multiplions la matrice obtenue par 1
Mi11

1 pour normaliser à 1 l’élément « pivot »
que nous avions choisit. Dans notre exemple nous multiplions par 1{2 pour trouver

¨
˝

0 1{4 1{2
1 0 0
0 7{2 4

˛
‚. (15.112)

La matrice obtenue jusqu’ici possède une ligne et une colonne de zéros avec un 1 à leur
intersection, et elle est de la forme

M 1 “ T1MT2 (15.113)

où T1 et T2 sont triangulaires supérieures et inversibles, produits de matrices de transvection
(et d’une matrice scalaire pour la normalisation).
Il reste à recommencer l’opération avec la seconde colonne (qui n’est pas toute nulle parce
que le déterminant est encore non nul) puis la suivante etc. Dans notre exemple de l’équation
(15.112), nous éliminerions le 1{4 et le 4 en utilisant le 7{2.
Encore une fois tout cela se fait à l’aide de matrice supérieures parce qu’à chaque étape, les
colonnes précédent le pivot sont déjà nulles (saut un 1) et ne doivent donc pas être touchées.
À la fin de ce processus, ce qui reste est une matrice TMT 1 qui ne contient plus que un seul
1 sur chaque ligne et chaque colonne, c’est à dire une matrice de permutation : Pσ “ TMT 1
et donc

M “ T´1
σ pT 1q´1. (15.114)

Unicité Soient σ, σ P S1n tels que T1PσT2 “ S1PτS2 avec Ti et Si triangulaires supérieures et
inversibles. En posant T “ T2S

´1
2 et S “ T´1

1 S1, nous avons

PσT “ SPτ (15.115)

où S et T sont des matrices triangulaires supérieures et inversibles. Par les calculs de la
preuve du lemme 5.89,

" pPσT qkl “ Tσ´1pkql (15.116a)
pSPτ qkl “ Skτplq, (15.116b)

et donc
Tσ´1pkql “ Skτplq. (15.117)
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En écrivant cette équation avec k “ σpiq (nous rappelons que σ est bijective),

Til “ Sσpiqτplq. (15.118)

Nous savons que les termes diagonaux de T sont non nuls parce que T est triangulaire
supérieure et inversible (donc pas de colonnes entières nulles). Nous avons donc, en prenant
i “ l “ k,

0 ‰ Tkk “ Sσpkqτpkq. (15.119)
La matrice étant triangulaire supérieure, cela implique

σpkq ď τpkq. (15.120)

De la même manière en écrivant (15.117) avec l “ τ´1piq,
Ski “ Tσ´1pkqτ´1piq (15.121)

et donc
σ´1pkq ď τ´1pkq. (15.122)

En écrivant cela avec k “ σpjq, nous avons j ď τ´1σpjq et en appliquant enfin τ ,

τpjq ď σpjq. (15.123)

En comparant avec (15.120), nous avons σ “ τ .

15.3 Sous-groupes du groupe linéaire
Lemme 15.37 ([4]).
Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme euclidienne }.}. Soit K un compact
convexe de V et G, un sous-groupe compact de GLpV q tel que

upKq Ă K (15.124)

pour tout u P G. Alors il existe a P K tel que upaq “ a pour tout u P G.

Démonstration. Avant de nous lancer dans la preuve, nous avons besoin d’un petit résultat.
Un pré-résultat Nous commençons par prouver que si v P LpV q vérifie vpKq Ă K, alors v a

un point fixe dans K. Pour cela nous considérons x0 P K et la suite

xk “ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vipx0q. (15.125)

Étant donné que K est convexe et stable par v, la suite pxkq est contenue dans K et
accepte une sous-suite convergente 21 que nous allons noter xϕpnq avec ϕ : NÑ N strictement
croissante. Soit a P K la limite :

lim
nÑ8xϕpnq “ a. (15.126)

Tant que nous y sommes nous pouvons aussi calculer vpxkq :

vpxkq “ v

˜
1

k ` 1

kÿ

i“1
vipx0q

¸
(15.127a)

“ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vi`1px0q (15.127b)

“ xk ` 1
k ` 1

´
vk`1px0q ´ x0

¯
. (15.127c)

21. C’est Bolzano-Weierstrass, théorème 8.85.
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La norme }vk`1px0q ´ x0} est bornée par le diamètre de K, donc en prenant la limite
k Ñ8 le second terme de (15.127c) tend vers zéro. En prenant ces égalités en k “ ϕpnq et
en prenant nÑ8, nous trouvons

vpaq “ a, (15.128)

c’est à dire le résultat que nous voulions dans un premier temps.

Une norme sur V Nous passons maintenant à la preuve du lemme. D’abord nous remarquons
que le groupe G agit sur V par u·x “ upxq et de plus, considérant la fonction continue

α : GÑ V

u ÞÑ upxq, (15.129)

nous voyons que les orbites de cette action sont compactes en tant qu’image par α du
compact G (théorème 8.74). Nous posons

ν : V Ñ R`

x ÞÑ max
uPG }upxq}.

(15.130)

Cette définition a un sens parce que l’orbite tupxq tel que u P Gu est compacte dans V et
donc l’ensemble des normes est compact dans R et admet un maximum. De plus cela donne
une norme sur V parce que nous vérifions les conditions de la définition 8.88 :

(1) Pour tout x, y P V nous avons :

νpx` yq “ max
uPG }upxq ` upyq} ď max

uPG p}upxq} ` }upyq}q ď νpxq ` νpyq. (15.131)

(2) Si νpxq “ 0, alors l’égalité maxuPG }upxq} “ 0 nous enseigne que }upxq} “ 0 pour tout
u P G et donc en particulier avec u “ Id nous trouvons x “ 0.

(3) Pour tout λ P R et x P V ,

νpλxq “ max
uPG }upλxq} “ max }λupxq} “ max |λ|}upxq} “ |λ|νpxq. (15.132)

De plus la fonction ν est constante sur les orbites de G.

Un point fixe Pour tout u P G nous posons

Fu “ tx P K tel que upxq “ xu; (15.133)

par le pré-résultat, aucun de ces ensembles n’est vide. Ils sont de plus tous fermés par
continuité de u (le complémentaire est ouvert). Nous devons prouver que

Ş
uPG Fu ‰ H

parce qu’une intersection serait un point fixe de tous les éléments de G. Supposons donc
que

Ş
uPG Fu “ H. Alors les complémentaires des Fu forment un recouvrement ouvert de

K et nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini par compacité. Soient tuiui“1,...,p
les éléments qui réalisent ce recouvrement. Alors

pč

i“1
Fui “ H. (15.134)

Nous considérons l’opérateur

v “ 1
p

pÿ

i“1
ui P LpV q. (15.135)
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Vu que K est convexe et stable sous chacun des ui, nous avons aussi vpKq Ă K et donc il
existe a P K tel que vpaq “ a. Pour ce a, nous avons

ν
`
vpaq˘ “ ν

˜
1
p

pÿ

i“1
uipaq

¸
(15.136a)

ď 1
p

pÿ

i“1
ν puipaqq (15.136b)

“ 1
p

pÿ

i“1
νpaq (15.136c)

“ νpaq (15.136d)

où nous avons utilisé la constance de ν sur les orbites de G. Par ailleurs nous savons que
vpaq “ a, donc en réalité à gauche dans (15.136a) nous avons νpaq et toutes les inégalités
sont des égalités. Nous avons en particulier

ν

˜
pÿ

i“1
uipaq

¸
“

pÿ

i“1
ν puipaqq . (15.137)

Notons u0 P G l’élément qui réalise le maximum de la définition de ν pour le vecteurř
i uipaq :

ν

˜ÿ

i

uipaq
¸
“ }u0

˜ÿ

i

uipaq
¸
} ď

ÿ

i

}u0uipaq} ď
ÿ

i

ν
`
uipaq

˘
. (15.138)

Mais nous venons de voir (équation (15.137)) que l’expression de gauche est égale à celle
de droite. Donc les inégalités sont des égalités et en particulier la première inégalité devient
l’égalité

}
ÿ

i

u0uipaq} “
ÿ

i

}u0uipaq}. (15.139)

En vertu du lemme 11.11, il existe des nombres positifs λi tels que

u0u1paq “ λ2u0u2paq “ . . . “ λpu0uppaq. (15.140)

Du fait que u0 est inversible nous avons aussi

u1paq “ λ2u2paq “ . . . “ λpuppaq. (15.141)

Mais par constance de ν sur les orbites nous avons νpuipaqq “ νpujpaqq pour tout i et j ; en
appliquant ν à la série d’égalités (15.141), nous trouvons que tous les λi doivent être égaux
à 1. En particulier

u1paq “ u2paq “ . . . “ uppaq. (15.142)

Nous récrivons maintenant l’équation vpaq “ a avec la définition de v :

a “ vpaq “ 1
p

pÿ

i“1
uipaq “ ujpaq (15.143)

pour n’importe quel j. Donc

a P
pč

i“1
Fui , (15.144)

ce qui contredit notre hypothèse de départ.



758 CHAPITRE 15. ANALYSE SUR DES GROUPES

Proposition 15.38 ([193, 4, 194]).
Soit G un sous-groupe compact de GLpn,Rq. Alors

(1) Il existe une forme quadratique définie positive q sur Rn telle que G Ă Opqq.
(2) Le groupe G est conjugué à un sous-groupe de Opn,Rq.

Démonstration. Nous considérons le (pas tout à fait) morphisme de groupe

ρ : GÑ GL
`

Spn,Rq˘

u ÞÑ ρu : sÑ utsu,
(15.145)

et tant que nous y sommes à considérer, nous considérons l’ensemble

H “ tM tM tel que M P Gu Ă Spn,Rq. (15.146)

Cet ensemble est constitué de matrices définies positives parce que si xM tMx, xy “ 0, alors 0 “
xMx,Mxy “ }Mx}, mais M étant inversible, cela implique que x “ 0. Qui plus est cet ensemble
est compact dans GLpn,Rq en tant qu’image du compact G par l’application continueM ÞÑM tM .
L’enveloppe convexe K “ ConvpHq est alors également compacte par le théorème 13.38. Enfin nous
considérons L “ ρpGq, qui est un sous-groupe compact de GL

`
Spn,Rq˘ parce que ρuρv “ ρvu P

ρpGq. Nous remarquons que ρu étant linéaire, elle préserve les combinaisons convexes et donc pour
tout u P G, ρupKq Ă K.

Bref, L est un sous-groupe compact de GLpn,Rq préservant le compact K de Spn,Rq. Par le
lemme 15.37, il existe s P K tel que ρupsq “ s pour tout u P G. Ou encore :

utsu “ s (15.147)

pour tout u P G. Fort de ce s bien particulier, nous considérons la forme quadratique associée :
qpxq “ xtsx. Cette forme est définie positive parce que s l’est. Nous avons G Ă Opqq parce que si
u P G alors

q
`
ux

˘ “ puxqtsux “ xt utsuloomoon
“s

x “ qpxq. (15.148)

Le premier point est prouvé.
La matrice s est symétrique et définie positive. Le théorème 11.174 nous permet donc de la

diagonaliser en diagpλ1, . . . , λnq avec λi ą 0, et ensuite transformée en la matrice 1n par la matrice
diagp1{?λiq. Nous avons donc une matrice a P GLpn,Rq telle que atsa “ 1n. Avec ça, si u P G,
nous avons

pa´1uaqtpa´1uaq “ pa´1uaqt1npa´1uaq “ atutpatq´1atsaa´1ua “ atutsua “ atsa “ 1, (15.149)

ce qui prouve que a´1ua est dans Opn,Rq, et donc que a´1Ga Ă Opn,Rq.



Chapitre 16

Tribus, théorie de la mesure,
intégration

16.1 Tribus
Vous pouvez voir le thème 1 pour voir plus vite où sont les définitions associées.

16.1.1 Généralités

Définition 16.1 (Tribu, espace mesurable[195]).
Si Ω est un ensemble, un ensemble A de sous-ensembles de Ω est une tribu si

(1) Ω P A ;
(2) AA P A pour tout A P A ;
(3) si pAiqiPN une suite dénombrable d’éléments de A, alors

Ť
iPNAi P A.

Le couple pΩ,Aq est alors un espace mesurable.

Remarque 16.2.
Nous trouvons parfois la notation ď

kPN
Ak “ sup

kě0
Ak. (16.1)

Lemme 16.3.
Opérations ensemblistes sur les tribus.

(1) Une tribu est stable par intersections au plus dénombrables.
(2) Une tribu est stable par différence ensembliste.

Démonstration. Soit pAiqiPI une famille au plus dénombrable d’éléments de la tribu A. Nous devons
prouver que

Ş
iPI Ai est également un élément de A. Pour cela nous passons au complémentaire :

A
˜č

iPI
Ai

¸
“

ď

iPI
AAi. (16.2)

La définition d’une tribu implique que le membre de droite est un élément de la tribu. Par stabilité
d’une tribu par complémentaire, l’ensemble

Ş
iPI Ai est également un élément de la tribu.

La seconde assertion est immédiate à partir de la première parce que AzB “ AX AB.

Si pAiqiPI est un ensemble de tribus (indexé par un ensemble I quelconque) alors

A “
č

iPI
Ai (16.3)

est également une tribu.
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Définition 16.4.
Soit D un ensemble de parties de Ω. La tribu engendrée par D est l’intersection de toutes les
tribus de Ω contenant D. C’est la plus petite tribu contenant D. Nous la noterons le plus souvent
σpAq

Note : une tribu engendrée par une application sera la définition 16.68.

Proposition 16.5 ([196]).
Soit S un ensemble et F une tribu de S. Soit une classe N Ă PpSq telle que

(1) Si A P N alors il existe Y P F XN tel que A Ă Y .
(2) Si A P N et B Ă A alors B P N .
(3) La classe N est stable par union dénombrable.

Alors la classe
T “ tX YA avec A P N et X P Fu (16.4)

est une tribu.

Démonstration. L’ensemble T est stable par union dénombrable parce que F et N le sont. De plus
S et H sont dans F et donc dans T . Nous devons voir que T est stable par complémentarité.

Soit donc A P N et X P F ; nous savons que pAYXqc “ AcXXc. De plus il existe Y P F XN
tel que A Ă Y et nous pouvons exprimer Ac en termes de Y : Ac “ Y c Y pY zAq. Donc

pAYXqc “ `
Y c Y pY zAq˘XXc “ pY c XXcqlooooomooooon

PF

Y `pY zAq XXc
˘

looooooomooooooon
PN

. (16.5)

Le fait que la seconde partie soit dans N est due au fait que ce soit une partie de Y P N . Nous
avons donc bien pAYXqc P T .

16.1.1.1 Tribu induite

Proposition-définition 16.6.
Soit un espace mesurable pS,Fq et une partie R Ă S. L’ensemble

FR “ tAXR tel que A P Fu (16.6)

est une tribu.
Elle est la tribu induite de R depuis S.

Démonstration. D’abord R et H dont dans FR. Si C P FR alors C “ AXR pour un certain A P F
et nous devons prouver que RX Cc est dans FR (le complémentaire de C dans R). Nous avons

RX Cc “ RX pAXRqc “ RXAc P FR (16.7)

parce que Ac P F . Enfin si Ci P FR alors Ci “ RXAi pour des Ai dans F . Nous avons
ď

iPN
Ci “

ď

iPN
pRXAiq “ RX ` ď

iPN
Ai

˘
, (16.8)

mais
Ť
iAi P F donc

Ť
iCi P FR.

Proposition 16.7.
Si R est mesurable dans pΩ,Aq alors la tribu induite est également donnée par

AR “ tS P A tel que S Ă Ru. (16.9)

Démonstration. Si S Ă R et S P A alors S “ S XR P AR.
Dans l’autre sens, si S P AR, alors il existe A P A tel que S “ A X R. Donc S Ă A et S P A

parce que R et A sont des éléments de A (stable par intersection).
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16.1.1.2 Tribu borélienne

Définition 16.8 (Tribu borélienne).
La tribu des boréliens, notée BorpRdq est la tribu engendrée par les ouverts de Rd. Plus généra-
lement si Y est un espace topologique, la tribu des boréliens est la tribu engendrée par les ouverts
de Y .

Proposition 16.9.
La tribu engendrée par une base dénombrable de la topologie est celle des boréliens.

Démonstration. Si une base de topologie est donnée, tout ouvert peut être écrit comme union
d’élément de la base, proposition 8.48. Dans le cas d’une base dénombrable, cette union sera
forcément dénombrable. Une tribu étant stable par union dénombrable, tout ouvert est dans la
tribu engendrée par la base de topologie. Les autres boréliens suivent automatiquement.

Dit avec plus de lettres et moins de phrases, si D est une base dénombrable de la topologie de
X, et si O est un ouvert de X, nous avons O “ Ť8

i“1Ai avec Ai P D. Vu qu’une tribu est stable
par union dénombrable 1, nous avons O P σpDq. En conséquence de quoi BorpXq Ă σpDq.

Mais comme D Ă BorpXq l’inclusion inverse est automatique. D’où l’égalité BorpXq “ σpDq.

16.1.1.3 Les boréliens de R

Nous rappelons que la topologie de R est celle des boules donnée par le théorème 8.76. Nous
rappelons (voir la proposition 8.79 et sa preuve) que les boules ouvertes de la forme Bpq, rq avec
q, r P Q forment une base dénombrable de la topologique de R.

Lemme 16.10.
Soit tqiu une énumération des rationnels. La tribu engendrée par les ouverts σi “ sqi,8r est la
tribu des boréliens.

Démonstration. Si a ă b dans Q alors σazσb “ sa, bs. Ensuite
ď

nPN˚
σazσb´ 1

n
“

ď

nPN˚
sa, b´ 1

n
s “ sa, br. (16.10)

Par union dénombrable, tous les intervalles sa, br avec a, b P Q sont dans la tribu engendrée par
les σi.

Ces boules ouvertes forment une base de la topologie de R par la proposition 8.79 et la propo-
sition 16.9 conclu.

Exemple 16.11
Les singletons sont des boréliens de R parce que

txu “
´
s´8, xr Y sx,`8r

¯c
. (16.11)

Vu qu’une tribu est stable par union dénombrable, l’ensemble Q est un borélien de R. Et
comme les tribus sont stables par différence ensembliste (16.3(2)), l’ensemble des irrationnels est
un borélien de R. 4

16.1.2 Tribu de Baire

Définition 16.12.
Une partie d’un espace topologique est rare si elle est contenue dans un fermé d’intérieur vide.

Une partie est maigre si elle est réunion finie ou dénombrable de parties rares.

1. Définition 16.1(3)
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Exemple 16.13
L’ensemble Q dans R est maigre mais n’est pas rare parce que Q̄ “ R. 4

Proposition 16.14 ([196]).
Soit X un espace topologique. L’ensemble de parties

BapXq “ tB YA avec B borélien et A maigreu (16.12)

est une tribu. Elle est appelée la tribu de Baire de l’espace X.

Démonstration. Nous allons montrer que les boréliens et les maigres vérifient les conditions de la
proposition 16.5.

(1) Si A est maigre, il s’écrit comme A “ Ť
iPNRi où les Ri sont rares. Il existe donc des

fermés d’intérieur vide Fi tels que Ri Ă Fi ; en particulier A Ă Ť
i Fi. En tant que fermés,

Fi P BorpXq ; de plus chaque Fi est rare, donc Ťi Fi est maigre. L’ensemble A est donc bien
contenu dans un ensemble maigre et borélien.

(2) Soi Amaigre etB Ă A. Nous avons, avec les mêmes notations, A “ Ť
iRi etB “

Ť
ipRiXBq.

Les ensembles Ri X B sont encore rares, donc B est une union dénombrable d’ensembles
rares. L’ensemble B est donc maigre.

(3) Si les ensembles pAiq sont maigres, alors ils sont unions dénombrables de rares : Ai “Ť
k R

piq
k . Nous avons alors ď

i

Ai “
ď

pi,kqPN2

R
piq
k , (16.13)

et donc
Ť
iAi est encore une union dénombrable d’ensembles rares.

Proposition 16.15 ([196]).
Une partie B de l’espace topologique X est dans la tribu de Baire de X si et seulement s’il existe
un ouvert U tel que B∆U est maigre.

Démonstration. Nous définissons la relation d’équivalence 2 suivante sur PpXq : nous disons que
A „ B si et seulement si A∆B est maigre.
Réflexive Nous avons A∆A “ H, donc A „ A.
symétrique Nous avons A∆B “ B∆A, donc „ est symétrique.
transitive Si A,B,C sont des parties de X alors nous avons toujours

A∆C Ă pAYB Y CqzpAXB X Cq “ pA∆Bq Y pB∆Cq. (16.14)

Donc si A „ B et B „ C alors A∆C est contenu dans une union de maigres et est donc
maigre.

Autres propriétés de „ De plus la relation d’équivalence „ vérifie A „ B si et seulement si
Ac „ Bc, par le lemme 2.21(1).
Pour compléter les propriétés de „ mentionnons encore le fait que si F est fermé alors
F „ IntpF q. En effet FYIntpF q “ F et FXIntpF q “ IntpF q, de telle sorte que F∆ IntpF q “
F z IntpF q. Cela est un fermé parce que son complémentaire est F cYIntpF q qui est une union
d’ouverts. De plus F Ă IntpF q est d’intérieur vide, de telle sorte qu’il est rare et donc maigre.

Pour la suite de la preuve nous posons

F “ tA Ă X tel que il existe ouvert U avec U „ Au, (16.15)

et nous devons prouver que F “ BapXq.
2. Définition 2.22
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F Ă BapXq Soit A P F et un ouvert U tel que U „ A. Alors nous posons M “ U∆A qui est
maigre. En vertu du lemme 2.21(2), nous avons

A “M∆U “ pM Y UqzpM X Uq, (16.16)

ce qui prouve que A est dans la tribu engendrée par les ouverts et les maigres, laquelle tribu
est contenue dans BapXq.

BapXq Ă F Nous allons montrer que F est une tribu contenant tous les ouverts et tous les
maigres. Alors en particulier F contiendra BapXq. Si U est ouvert, U „ U et donc U P F .
Si M est maigre, alors M „ H et donc M P F . Il reste à prouver que F est une tribu.
Vide et ensemble Cela est facile : X et H sont dans F .
Comlémentaire Commençons par nous souvenir que F „ IntpF q dès que F est fermé. Si

A P F alors il existe un ouvert U tel que A „ U et donc aussi Ac „ U c. D’autre part
U c est fermé, donc U c „ IntpU cq, donc

Ac „ U c „ IntpU cq, (16.17)

ce qui implique que Ac P F .
Union dénombrable Soit An P F et Mn “ An∆Un avec Mn maigre et Un ouvert. Nous

allons prouver que ď

n

An „
ď

n

Un. (16.18)

Pour cela il faut remarque que
´ď

n

An

¯
∆
´ď

n

Un

¯
Ă

ď

n

pAn∆Unq “
ď

n

Mn. (16.19)

Le terme le plus à droite est maigre, ce qui signifie que celui le plus à gauche est contenu
dans un maigre et donc est maigre lui-même.

Proposition 16.16.
Si B est un borélien de X, alors il existe un ouvert U et un maigre M tels que

(1) B∆U est maigre,
(2) M∆U “ B,
(3) D∆M est ouvert.

Démonstration. Vu que B est borélien, il est aussi dans la tribu de Baire et il existe par la pro-
position 16.15 un ouvert U tel que M “ B∆U est maigre. En prenant ce U et ce M , les trois
conditions sont vérifiées parce que

M∆U “ pB∆Uq∆U “ B (16.20)

et
B∆M “M∆B “ pU∆Bq∆B “ U. (16.21)

Tout par le lemme 2.21(2).

16.2 Théorie de la mesure
Définition 16.17 ([197]).
Une mesure extérieure sur un ensemble S est une application m˚ : PpSq Ñ r0,8s telle que

(1) m˚pHq “ 0,
(2) Si A Ă B dans S alors m˚pAq ď m˚pBq
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(3) Si les An sont des parties de S alors

m˚
` ď

nPN
An

˘ ď
ÿ

nPN
m˚pAnq. (16.22)

La différence avec une mesure est que nous ne demandons pas que (16.22) soit une égalité
lorsque les An sont disjoints.

16.2.1 Mesure et algèbre de parties

Définition 16.18 (Algèbre de parties[197]).
Soit S, un ensemble. Une classe D de parties de S est une algèbre de parties de S si

(1) S P D et H P D,
(2) si A P D alors Ac P D,
(3) si A,B P D alors AYB P D.

Les algèbre de parties ne sont pas des classes si sauvages que ça ; en témoigne le lemme suivant.

Lemme 16.19.
Une algèbre de partie est stable par intersection (finie) et par différence ensembliste.

Démonstration. Il suffit de remarquer que AXB “ `
Ac YBc

˘c et que AzB “ AXBc.

Définition 16.20 (Mesure sur une algèbre de parties).
Soit S un ensemble et D une algèbre de parties de S. Une mesure positive sur pS,Dq est une
application µ : D Ñ r0,8s telle que

(1) µpHq “ 0,
(2) Si An P D sont des ensembles deux à deux disjoints et tels que

Ť
nAn P D alors

µ
`ď

n

An
˘ “

ÿ

n

µpAnq. (16.23)

La mesure est finie si µpSq ă 8 et σ-finie s’il existe une suite pSnq dans D telle que S “ Ť
n Sn

et µpSnq ă 8.

Lemme 16.21 ([197]).
Si D est une algèbre de parties de S et si µ est une mesure sur pS,Dq alors

(1) si A,B P D avec A Ă B alors µpAq ď µpBq
(2) si An P D et

Ť
nAn P D alors

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (16.24)

La propriété (2) est la σ-sous-additivité.

Démonstration. Si A Ă B alors B “ AY pBzAq avec A et BzA disjoints donc

µpBq “ µpAq ` µpBzAq ě µpAq. (16.25)

Pour la seconde, on passe par les compléments deux à deux : nous posons
$
&
%

B0 “ H (16.26a)
Bn “ Anz

ď

kăn
Bk. (16.26b)

Ces ensembles sont deux à deux disjoints et
Ť
nBn “

Ť
nAn P D, donc

µ
`ď

n

An
˘ “

ÿ

n

µ
`
Anz

ď

kăn
Bk

˘ ď
ÿ

n

µpAnq, (16.27)

où nous avons utilisé la première partie du lemme.
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Proposition 16.22 (Mesure extérieure à partir d’une algèbre de parties[197]).
Soit D une algèbre de partie sur l’ensemble S et µ une mesure sur pS,Dq. Alors l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,`8s
X ÞÑ inft

ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

Anu (16.28)

est une mesure extérieure 3 sur S et pour tout A P D nous avons µ˚pAq “ µpAq.
Démonstration. Ceci est une phrase servant à aligner correctement le description qui suit.
La définition est bonne Notons d’abord que la définition est bonne : l’ensemble sur lequel

l’infimum est pris n’est pas vide : il suffit de prendre A1 “ S et Aně2 “ H.
Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P D. Prendre An “ H.
Inégalité d’inclusion Soient X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

t
ÿ

n

µpAnq tel que An P D, Y Ă
ď

n

Anu Ă t
ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

Anu, (16.29)

ce qui prouve que µ˚pXq ď µ˚pY q.
Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. S’il existe n0

tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement
ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quoi est plus petit ou égal à 8. Nous supposons
donc que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ε ą 0. Pour tout n ě 1 il existe une suite pBpnqk qkPN dans D tells que Xn Ă Ť

k B
pnq
k et

µ˚pXnq ` ε

2n ě
ÿ

k

µpBpnqk q. (16.30)

Étant donné que ď

n

Xn Ă
ď

n

`ď

k

B
pnq
k

˘
, (16.31)

nous avons

µ˚
`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

ÿ

k

µ˚pBpnqk q ď
ÿ

n

´
µ˚pXnq ` ε

2n
¯
“

ÿ

n

µ˚pXnq ` ε. (16.32)

Cette inégalité étant valable pour tout ε, nous avons bien

µ˚
`ď

n

Xn

˘ “
ÿ

n

µ˚pXnq. (16.33)

Restriction Soit A P D. Nous avons automatiquement µ˚pAq ď µpAq parce que µpAq est dans
l’ensemble dont nous prenons l’infimum (prendre A1 “ A et Aně2 “ H).
En ce qui concerne l’inégalité inverse nous considérons une suite An dans D telle que A ĂŤ
nAn. Vu que A P D et que D est une algèbre de parties nous avons A X An P D etŤ
npAXAnq “ A P D. Par conséquent

µpAq “ µ
`ď

n

pAXAnq
˘ ď

ÿ

n

µpAXAnq ď
ÿ

n

µpAnq. (16.34)

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons l’infimum sont plus grands
que µpAq. Nous en déduisons que µ˚pAq ě µpAq.

3. Définition 16.17.
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16.2.2 Mesure sur un espace mesurable

Définition 16.23 (Mesure positive[198]).
Une mesure positive sur l’espace mesurable 4 pΩ,Aq est une application µ : A Ñ r0,8s telle que

(1) µpHq “ 0,
(2) µ

`Ť8
i“0Ai

˘ “ ř8
i“0 µpAiq si les Ai sont des éléments de A deux à deux disjoints.

Le triple pΩ,A, µq est alors un espace mesuré.
Une mesure est σ-finie s’il existe un recouvrement dénombrable de Ω par des ensembles de

mesure finie. Si la mesure est σ-finie, nous disons que l’espace pΩ,A, µq est un espace mesuré
σ-fini.

La mesure µ sur Ω est finie si µpΩq ă 8.

Remarque 16.24.
La condition µpHq est nécessaire. Certes, si A P A nous avons

µpAq “ µpAYHq “ µpAq ` µpHq (16.35)

parce que A et H sont disjoints. Cela semble indiquer que µpHq “ 0, mais pas tout à fait : il
est encore possible d’avoir µpBq “ 8 pour tout B P A, y compris µpHq “ 8. À cause de cette
exception, la relation (16.35) n’implique pas µpHq “ 0.

Si pΩ,A, µq et pS,F , νq sont deux espaces mesurés, alors nous notons

pΩ,A, µq Ă pS,F , νq (16.36)

lorsque Ω Ă S, A Ă F et pour tout A P A, µpAq “ νpAq.
Définition 16.25 (Ensemble mesurable).
Les éléments de A sont les ensembles mesurables pour la mesure µ.

Si la mesure des σ-finie, nous pouvons choisir le recouvrement croissant pour l’inclusion. En
effet si pEnqnPN est le recouvrement, il suffit de considérer Fn “ Ť

kďnEk. Ces ensembles Fn
forment tout autant un recouvrement dénombrable, mais il est évidemment croissant.

Le lemme suivant complète la propriété 16.23(2) lorsque les ensembles ne sont pas disjoints.

Lemme 16.26.
Si A Ă B sont deux ensembles µ-mesurables de mesure finie alors

µpBzAq “ µpBq ´ µpAq (16.37)

et en particulier
µpBq ě µpAq. (16.38)

Si pMnq est une suite d’éléments de A pas spécialement disjoints, alors

µ
`ď

k

Mk

˘ ď
ÿ

k

µpMkq. (16.39)

Démonstration. Vu que les ensembles BzA et A sont disjoints par la propriété (2) de la définition
de mesure nous avons

µ
`pBzAq YA˘ “ µpBzAq ` µpAq (16.40)

et donc
µpBq “ µpBzAq ` µpAq (16.41)

comme demandé.
4. Les définitions de tribus et d’espaces mesurables sont en 16.1.
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Pour la seconde partie nous considérons la suite disjointe
"
M 1

0 “ H (16.42a)
M 1
k “MkzM 1

k´1. (16.42b)

Nous avons
Ť
kM

1
k “

Ť
kMk. Le calcul suivant est alors immédiat :

µ
`ď

k

Mk

˘ “ µ
`ď

k

M 1
k

˘ “
ÿ

k

µpM 1
kq “

ÿ

k

µpMkzM 1
k´1q ď

ÿ

k

µpMkq. (16.43)

Lemme 16.27 ([1]).
Résultats sur les unions croissantes d’ensembles mesurables dans pS,A, µq.

(1) Si pAkq est une suite croissante d’ensembles µ-mesurables dont l’union est mesurable, alors

lim
nÑ8µpAkq “ µp

ď

k

Akq. (16.44)

(2) Soit Kn, une suite emboîtée d’éléments de A tels que Kn Ñ S. Si A P A alors

lim
nÑ8µpAXKnq “ µpAq. (16.45)

Démonstration. Pour prouver (1), nous faisons le coup de l’union télescopique, en posant A0 “ H :

8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
pAkzAk´1q. (16.46)

Les ensembles AkzAk´1 sont deux à deux disjoints, donc la propriété (2) de la définition d’une
mesure donne

µp
8ď

k“1
Akq “ µ

˜ 8ď

k“1
pAkzAk´1q

¸
(16.47a)

“
8ÿ

k“1
µpAkzAk´1q (16.47b)

“
8ÿ

k“1

`
µpAkq ´ µpAk´1q

˘
(16.47c)

“ lim
kÑ8µpAkq ´ µpA0q (16.47d)

“ lim
kÑ8µpAkq. (16.47e)

où pour obtenir 16.47c, nous avons utilisé le lemme 16.26.
Le point (2) est une application du point (1).

Définition 16.28 (mesure de comptage).
Soit pS,Fq un ensemble mesurable. La mesure de comptage sur pS,Fq est la mesure définie par

mpAq “
#

CardpAq si A est fini
`8 sinon.

(16.48)

Cette mesure est utilisée pour voir des séries comme des intégrales sur pN,PpNq,mq.
Exemple 16.29
La mesure de comptagem surNmuni de la tribu de ses parties est σ-finie parce que En “ t0, . . . , nu
est de mesure finie et

Ť
nPNEn “ N. 4
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Exemple 16.30
L’intervalle I “ r0, 1s muni de la tribu de toutes ses parties et de la mesure de comptage est un
espace mesuré non σ-fini. 4

Exemple 16.31
L’intégration à la Riemann n’est pas dans la théorie des espaces mesurés. En effet l’ensemble

A “ tA Ă r0, 1s tel que 1A est intégrable au sens de Riemannu (16.49)

n’est pas une tribu. Par exemple les singletons en font partie tandis que r0, 1s XQ n’en fait pas
partie malgé que ce soit une union dénombrable de singletons. 4

Définition 16.32.
Si µ est une mesure nous disons qu’une propriété est vraie µ-presque partout si elle est fausse
seulement sur un ensemble de mesure nulle.

Par exemple la fonction de Dirichlet est presque partout égale à la fonction 1 (pour la mesure
de Lebesgue).

Définition 16.33 (fonction mesurable).
Une application entre espace mesurés

f : pΩ,Aq Ñ pΩ1,A1q (16.50)

est mesurable si pour tout B P A1, l’ensemble f´1pBq est dans A.

Lemme 16.34.
Une union dénombrable d’ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du point (2) de la définition d’une mesure : si
les Ai sont de mesure nulle,

µ

˜ 8ď

i“1
Ai

¸
ď µpAiq “ 0 (16.51)

Définition 16.35.
Si pAnq est une suite croissante d’ensembles alors la limite est

lim
n
An “

8ď

i“0
Ai. (16.52)

Si la suite est décroissante alors la limite est

lim
n
An “

8č

i“0
Ai. (16.53)

Proposition 16.36 ([199]).
Soit µ une mesure sur Ω et pSnq une suite croissante d’ensembles µ-mesurables de Ω. Nous notons

S “ lim
n
Sn. (16.54)

Alors pour tout ensemble mesurable 5 A Ă Ω nous avons

µpAX Sq “ lim
nÑ8µpAX Snq. (16.55)

5. Définition 16.25
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Note : dans la référence le résultat fonctionne pour tout ensemble A (et non seulement les
mesurables) parce que la définition de la mesurabilité est un peu différente.

Démonstration. L’inégalité limµpA X Snq ď µpA X Sq est simple à prouver. En effet pour tout n
nous avons AX Sn Ă AX S et donc par le lemme 16.26 nous avons

µpAX Snq ď µpAX Sq. (16.56)

En passant à la limite (qui respecte les inégalités) nous avons l’inégalité.
Nous passons à l’inégalité dans l’autre sens. D’abord si µpA X Snq “ 8 pour un certain n,

alors il cela vaut encore 8 pour tous les n suivants et la limite est 8 sans problèmes. Donc nous
supposons que µpA X Snq ă 8 pour tout n P N. De plus, quitte à renommer les indices, nous
pouvons supposer que S0 “ H.

Un élément x est dans S si et seulement s’il existe n ě 0 tel que x P Sn`1. En prenant le plus
petit de ces n nous avons x ‰ Sn (éventuellement n “ 0) et donc

S “
8ď

n“0

`
Sn`1zSn

˘
. (16.57)

Par conséquent

AX S “ AX
8ď

n“0
pSn`1zSnq “

8ď

n“0
AX pSn`1zSnq (16.58)

Étant donné que les ensembles AX pSn`1zSnq sont disjoints,

µpAX Sq “
8ÿ

n“0
µ
`
AX pSn`1zSnq

˘
(16.59a)

“
8ÿ

n“0
µ
´
pAX Sn`1qzpAX Snq

¯
(16.59b)

“
8ÿ

n“0

“
µpAX Sn`1q ´ µpAX Snq

‰
(16.59c)

“ lim
nÑ8µpAX Sn`1q ´ µpAX S0qloooomoooon

“0

(16.59d)

“ lim
nÑ8µpAX Snq. (16.59e)

Dans ce calcul nous avons utilisé plusieurs fois le fait que les Sn et A étaient mesurables (et la
propriété de tribu qui dit que A X Sn est également mesurable) ainsi que le lemme 16.26. Nous
avons aussi utilisé la série télescopique dans R pour obtenir (16.59d).

Définition 16.37 (λ-système[200]).
Soit E un ensemble. Un ensemble D de parties de E est un λ-système lorsqu’il vérifie les condi-
tions suivantes :

(1) si A,B P D avec A Ă B alors BzA P D,
(2) si pAkqkě1 est une suite croissante d’éléments de D alors

Ť
k Ak P D.

Note : une tribu est un λ-système.

Lemme 16.38 ([200]).
Une intersection quelconque de λ-systèmes dans E est un λ-système dans E.

Démonstration. Soient tDlulPL des λ-systèmes indicés par un ensemble L. Si A,B P ŞlPL Dl alors
BzA P Dl pour tout l P L et donc AzB P ŞlPL Dl. De la même façon si pAkq est une suite croissante
dans

Ş
lPL Dl alors pour tout l P L nous avons

Ť
k Ak P Dl. Donc

Ť
k Ak P

Ş
l Dl.
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Ce lemme est ce qui permet de définir le λ-système engendré par une classe A de parties de
E : c’est l’intersection de tous les λ-systèmes de E contenant A.

Lemme 16.39 ([200]).
Soit C une classe de parties de E (contenant E lui-même) qui soit stable par intersection finie.
Alors le λ-système engendré par C coïncide avec la tribu engendrée par C.

Démonstration. Nous notons E le λ-système engendré par C et F la tribu engendrée par C. Étant
donné que F est un λ-système nous avons E Ă F . Pour montrer l’inclusion inverse nous allons
prouver que E est une tribu.

D’abord pour C P C nous posons

GC “ tA Ă E tel que AX C P Eu. (16.60)

et pour F P E ,
HF “ tA P E tel que AX F P Eu. (16.61)

Nous allons montrer que GC et HF sont des λ-systèmes et que GC “ HF “ E .
Nous commençons par GC . Si A,B P GC avec A Ă B alors

pBzAq X C “ pB X Cqlooomooon
PE

z pAX Cqlooomooon
PE

. (16.62)

Vu que E est un λ-système et que pA X Cq Ă pB X Cq nous avons bien pBzAq X C P E et donc
BzA P GC . Soit maintenant pAkq une suite croissante dans GC . Nous avons

` 8ď

k“1
Ak

˘X C “
8ď

k“1
pAk X Cq (16.63)

qui est une union d’une suite croissante d’éléments de E . Donc
Ť8
k“1pAk X Cq P E , ce qui signifie

que
Ť8
k“1Ak P GC . Cela termine la preuve du fait que GC soit une λ-système.

Étant donné que C est stable par intersection finie, si K P C nous avons C X K P C, ce qui
signifie que K P GC . Nous avons donc C Ă GC . Donc GC est un λ-système vérifiant C Ă GC Ă E .
Mais comme E est le plus petit λ-système contenant C nous avons en fait GC “ E .

Nous montrons à présent que HF est un λ-système. Si A,B P HF avec A Ă B alors pBzAqXF “
pBXF qzpAXF q. Vu que E est une λ-système et que AXF et BXF sont dans E avec AXF Ă BXF ,
nous avons

pB X F qzpAX F q P HF . (16.64)

Soit maintenant pAkqkě1 une suite croissante dans HF . Pour tout k nous avons AkXF P E , ce qui
donne

` 8č

k“1
Ak

˘X F “
8č

k“1
pAk X F q P E . (16.65)

Donc HF est un λ-système vérifiant C Ă HF Ă E . Nous en concluons que pour tout C P C et pour
tout F P E ,

GC “ HF “ E . (16.66)

Nous allons maintenant prouver que E est une tribu 6.
(1) Si F P E alors E X F “ F P E , ce qui signifie que E P HF “ E .
(2) Si A P E alors EzA P E parce que E est un λ-système et E P E . Donc AA P E .
(3) Montrons que E est stable par union finie en considérant A,B P E . Vu que E est également

un élément de E nous avons

EzpAYBq “ pEzAq X pEzBq P E . (16.67)

6. Définition 16.1.
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Cela prouve que ApAYBq P E . Par complémentarité nous avons aussi AYB P E .
Soient Ak P E , et nommons Bp “ A1 Y . . . Y Ap. Les ensembles Bp forment une suite
croissante d’éléments de E . L’union est donc dans E et ce dernier est au final stable par
union dénombrable.

Maintenant que E est une tribu nous avons F Ă E parce que F est la plus petite tribu contenant
C. Nous en déduisons que E “ F , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant permet de prouver que la mesure de Lebesgue est l’unique mesure possible
ayant les bonnes valeurs sur les intervalles (théorème 16.177).

Théorème 16.40 (Unicité des mesures[200]).
Soient µ et ν, deux mesures sur pE,Aq et une classe E de parties de E telles que

(1) La tribu engendrée par E soit A.
(2) si A,B P E alors AXB P E
(3) il existe une suite croissante pEnq dans E telle que E “ limEn.

Alors si les mesures µ et ν coïncident sur E, elles coïncident sur A en entier.

Démonstration. Soit pEnq la suite des hypothèses ; nous considérons µn et νn, les restrictions de µ
et ν à En, c’est à dire

µnpAq “ µpAX Enq (16.68a)
νnpAq “ νpAX Enq. (16.68b)

Vu que les En sont dans E Ă A ils sont mesurables au sens de µ et ν. Par la proposition 16.36,
pour tout A P E nous avons alors

lim
nÑ8µnpAq “ µpAq (16.69a)

lim
nÑ8 νnpAq “ νpAq (16.69b)

Nous devons donc seulement montrer que pour tout A P A et pour tout n P N, µnpAq “ νnpAq.
Pour cela nous nous fixons un n et nous considérons la classe

D “ tA P A tel que µnpAq “ νnpAqu. (16.70)

Le but sera de prouver que D “ A.
Par hypothèse AX En P E et donc

µpAX Enq “ νpAX Enq ă 8, (16.71)

c’est à dire que µn “ νn sur E . Par ailleurs, E X En “ En P E , donc

µnpEq “ νnpEq ă 8. (16.72)

Par conséquent µn “ νn sur la classe E 1 “ E Y tEu : E 1 Ă D.
Montrons que D est un λ-système. Soient A,B P D avec A Ă B. Alors, étant donné que les

mesures µn et νn sont finies, le lemme 16.26 nous donne

µnpBzAq “ µnpBq ´ µnpAq (16.73a)
νnpBzAq “ νnpBq ´ νnpAq. (16.73b)

Donc µnpBzAq “ νnpBzAq et BzA P D.
Soit par ailleurs une suite croissante pAkqkě1 d’éléments de D. En posant Bp “ Ťp

k“1Ak, le
lemme 16.27(1) nous donne

µnp
8ď

k“1
Akq “ lim

pÑ8µnpApq. (16.74)
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Mais vu que pour chaque p nous avons µnpApq “ νnpApq, nous avons aussi

µnp
8ď

p“1
Apq “ νnp

8ď

p“1
Apq. (16.75)

Donc D est bel et bien un λ-système contenant E 1. Par le lemme 16.39, le λ-système engendré par
E 1 est égal à la tribu engendrée par E 1, mais par hypothèse la tribu engendrée par E est A, donc
le λ-système engendré par E 1 est A. Vu que D est une λ-système contenant E 1, nous avons alors
A Ă D et donc A “ D, ce qu’il fallait.

Exemple 16.41
La partie E des intervalles de R de la forme sa, br engendre les boréliens par la proposition 8.79.
Par conséquent pour vérifier que deux mesures sont égales sur les boréliens de R il suffit de prouver
qu’elles sont égales sur les intervalles ouverts. 4

16.2.3 Mesure extérieure

Nous avons déjà défini la notion de mesure extérieure en la définition 16.17.

Lemme 16.42 ([197]).
Soit pS,F , µq un espace mesuré et X Ă S. Alors

inf
APF
XPA

µpAq “ inft
ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Aku. (16.76)

Démonstration. Pour montrer l’inégalité ě, nous remarquons qu’il y a plus d’éléments dans l’en-
semble du second membre que dans le premier. En effet si A P F avec X Ă A alors dans le membre
de gauche nous pouvons prendre A1 “ A et Aně1 “ H.

Pour l’inégalité dans l’autre sens, nous montrons que tout élément de

t
ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Aku (16.77)

est plus grand qu’un élément de

tµpAq tel que A P F , X Ă Au. (16.78)

En effet si An P F avec X Ă Ť
k Ak alors en posant A “ Ť

k Ak nous avons A P F avec X Ă A
ainsi que µpAq ď ř

n µpAnq. Cela prouve que l’élément
ř
n µpAnq de (16.77) est plus grand que

l’élément µpAq de (16.78).

Proposition 16.43 ([197]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,8s
X ÞÑ inftµpAq tel que A P F , X Ă Au. (16.79)

Alors µ˚ est une mesure extérieure sur S et sa restriction à F est égale à µ.

Cela est un cas particulier de 16.22 en utilisant 16.42. Nous en donnons cependant une preuve
directe, qui est presque identique à celle de 16.22, mais avec une ou deux simplifications.

Démonstration. Notons que la définition est bonne parce que l’ensemble sur lequel l’infimum est
pris n’est pas vide : prendre A “ S.
Le vide D’abord µ˚pHq “ O parce que H P F .
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Inégalité d’inclusion Soient X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď inftµpAq tel que A P F , Y Ă Au, (16.80)

ce qui signifie que µ˚pXq ď µ˚pY q.
Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. S’il existe n0

tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement
ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quoi est plus petit ou égal à 8. Nous supposons
donc que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ε ą et par définition pour chaque n, il existe un An P F tel que Xn Ă An et µpAnq ď
µ˚pXnq ` ε

2n . Bien entendu nous avons
ď

n

Xn Ă
ď

n

An P F . (16.81)

Nous en déduisons que
µ˚

`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘
. (16.82)

Mais pS,F , µq étant un espace mesuré,

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (16.83)

Au final nous avons les inégalités

µ˚
`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq ď
ÿ

n

µ˚pXnq ` ε
ÿ

n

1
2n “

ÿ

n

µ˚pXnq ` ε. (16.84)

Cela étant vrai pour tout ε,
µ˚

`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

µ˚pXnq, (16.85)

ce qui prouve que µ˚ est une mesure extérieure.
Restriction Supposons que X P F . Alors si X Ă A nous avons µpXq ď µpAq ; mais en même

temps, µpXq est dans l’infimum qui définit µ˚pXq donc
µ˚pXq ď µpXq ď inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď µpXq ď µ˚pXq. (16.86)

Donc nous avons égalité de tous les éléments de cette chaîne d’inégalité.

Définition 16.44.
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Une partie A Ă X est m˚-mesurable si
pour tout X Ă S,

m˚pXq “ m˚pX XAq `m˚pX XAcq. (16.87)

Remarque 16.45.
L’inégalité

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XAcq (16.88)
étant toujours vraie, pour prouver qu’un ensemble est m˚-mesurable, il est suffisant de prouver
l’inégalité inverse :

m˚pXq ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq (16.89)

La définition 16.44 est motivée par la proposition suivante.

Proposition 16.46.
Soit un espace mesuré pS,F , µq et µ˚ la mesure extérieure qui va avec. Alors tous les éléments de
F sont µ˚-mesurables.

En d’autres termes, pour tout A P F et tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (16.90)
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Démonstration. Vu que X “ pX XAq Y pX XAcq, et que µ˚ est une mesure extérieure,

µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (16.91)

Nous devons montrer l’inégalité inverse.
Soit B P F tel que X Ă B. D’une part nous avons X XA Ă B XA P F , donc

µ˚pX XAq ď µ˚pB XAq “ µpB XAq. (16.92)

Et d’autre part, X XAc Ă B XAc P F , donc

µ˚pX XAcq ď µpB XAcq. (16.93)

En remettant ensemble,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µpB XAq ` µpB XAcq “ µpBq. (16.94)

La dernière égalité est le fait que BXA et BXAc sont disjoints et que µ est une mesure. L’inégalité
(16.94) étant vraie pour tout B P F tel que X Ă B, elle est encore vraie pour l’infimum :

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď inftµpBq tel que B P F , X Ă Bu “ µ˚pXq. (16.95)

Nous avons donc prouvé que

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (16.96)

Remarque 16.47.
Notons la duplicité du vocabulaire. Les ensembles µ-mesurables sont les éléments de F , qui sont a
priori les seuls sur lesquels µ est calculable 7, alors que les µ˚-mesurables sont les parties de S qui
vérifient une certaine propriété (et µ˚ est calculable sur toutes les parties de S).

16.2.4 Espace mesuré complet

Définition 16.48.
Soit un espace mesuré pX,A, µq. Une partie N de X est négligeable pour µ s’il existe Y P A tel
que N Ă Y et µpY q “ 0.

Lemme 16.49.
L’ensemble des parties négligeables est stable par union dénombrable.

Démonstration. Si les ensembles Ni sont négligeables, alors pour chaque i nous avons Yi P A tel
que Ni Ă Yi et µpYiq “ 0. Alors bien entendu

Ť
iNi Ă Ť

i Yi et en utilisant (16.39),

µ
`ď

i

Yi
˘ ď

ÿ

i

µpYiq “ 0. (16.97)

Définition 16.50.
L’espace mesuré pX,F , µq est complet si tout ensemble µ-négligeable est dans F .

Notons que la proposition 16.5 s’applique si pX,F , µq est un espace mesuré et N est l’en-
semble des parties µ-négligeables. C’est ce qui permet de donner le théorème suivant, que nous
redémontrons de façon indépendante de la proposition 16.5.

7. « calculable » au sens où µ y vaut un nombre bien définit ; après, que ce soit facile ou pas à calculer dans la
pratique, c’est une autre histoire.



16.2. THÉORIE DE LA MESURE 775

Théorème 16.51 (Complétion d’espace mesuré[197, 201, 202]).
Soit un espace mesuré pX,F , µq et N l’ensemble des parties µ-négligeables de X.

(1) Les ensembles suivants sont égaux :

A “ tA Ă X tel que DB,C P F tel que B Ă A Ă C, µpCzBq “ 0u (16.98a)
B “ tB YN tel que B P F , N P N u (16.98b)
C “ tA Ă X tel que DB P F tel que A∆B P N u. (16.98c)

Ici A∆B est la différence symétrique de A et B, définition 2.20.
(2) L’ensemble F̂ “ A “ B “ C est une tribu.
(3) La définition

µ1 : B Ñ r0,8s
AYN ÞÑ µpAq (16.99)

est cohérente.
(4) L’application µ1 ainsi définie est une mesure sur pX,Aq.
(5) L’espace pX,A, µ1q est complet.
(6) La mesure µ1 prolonge µ.
(7) La mesure µ1 est minimale au sens où toute mesure complète prolongeant µ prolonge µ1.

Démonstration. Commençons par prouver que les trois ensembles A, B et C sont égaux.
A Ă B. Soit A P A. Alors nous avons des ensembles B,C P F tels que B Ă A Ă V avec

µpCzBq “ 0. Alors nous avons aussi A “ B Y pCzBq, ce qui prouve que A P B.
B Ă C. Soit A P B, c’est à dire que A “ B YN avec B P F et N P N . Nous avons évidemment

AYB “ A et donc

A∆B “ pAYBqzpAXBq “ AzpAXBq “ pB YNqzpAXBq Ă N. (16.100)

Pour comprendre la dernière inclusion, si x appartient à A “ BYN sans être dans N alors
x P B et donc x P AXB. Par conséquent nous avons A∆B Ă N et donc A∆B P N .

C Ă A Soit donc A P C ; il existe B P F tel que A∆B P N ou encore, il existe D P F tel que
A∆B Ă D avec µpDq “ 0. Si nous posons B1 “ BXDc et C 1 “ BYD alors nous prétendons
avoir

B1 Ă A Ă C 1. (16.101)

Et nous le prouvons. En effet si x P B XDc alors en remarquant que B se divise en

B “ pB XAq Y `
B X pA∆Bq˘, (16.102)

et en nous souvenant que B X pA∆Bq Ă D, il vient que B XDc Ă B XA. Et en particulier
x P A. D’autre part

A Ă B Y pA∆Bq Ă B YD. (16.103)

Nous avons donc bien B1 Ă A Ă C 1. Par stabilité de la tribu F sous les intersections et
complémentaires nous avons aussi B1, C 1 P F . De plus

C 1zB1 “ pB YDqzpB XDcq Ă D, (16.104)

et donc
µpC 1zB1q ď µpDq “ 0. (16.105)

Nous avons donc prouvé que A Ă B Ă C Ă A, et donc que A “ B “ C. Nous allons donc
maintenant noter A indifféremment les trois ensembles. Nous prouvons à présent que c’est une
tribu.
Tribu : le vide Pas de problèmes à H P A



776 CHAPITRE 16. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Tribu : complémentaire Soit A P A. Alors il existe B,C P F tels que B Ă A Ă C avec
µpCzBq “ 0. En passant au complémentaire,

Cc Ă Ac Ă Bc. (16.106)

Mais BczCc “ CzB, donc µpBczCcq “ 0.
Tribu : union dénombrable Soit pAnq des éléments de A. Pour chaque n nous avons des

ensembles Bn, Cn P F tels queBn Ă An Ă Cn avec µpCnzBnq “ 0. En ce qui concerne les
unions nous avons ď

n

Bn Ă
ď

n

An Ă
ď

n

Cn, (16.107)

et `ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘ Ă

ď

n

pCnzBnq. (16.108)

Par conséquent, en utilisant (16.39),

µ

˜
`ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘
¸
ď µ

˜ď

n

pCnzBnq
¸
ď

ÿ

n

µpCnzBnq “ 0. (16.109)

Cela prouve que
Ť
nAn P A, et donc que A est une tribu.

Définition cohérente Soient A,A1 P F et N,N 1 P N tels que A Y N “ A1 Y N 1. Nous
considérons Y, Y 1 P F tel que N Ă Y , N 1 Ă Y 1 et µpY q “ µpY 1q “ 0. En vertu de (16.39)
nous avons

µpAq ď µpAY Y q ď µpA1 Y Y Y Y 1q ď µpA1q ` µpY q ` µpY 1q “ µpA1q. (16.110)

En écrivant la même chose en échangeant les primes nous prouvons également µpA1q ď µpAq.
Au final µpAq “ µpA1q, c’est à dire

µ1pAYNq “ µ1pA1 YN 1q. (16.111)

La définition de µ1 est donc cohérente.
µ1 est une mesure Le fait que µ1 soit positive et que µ1pHq soit nul ne pose pas de problèmes.

Il faut voir l’union dénombrable disjointe. Si les ensembles Ai “ BiYNi sont disjoints, alors
les Bi et le Ni sont tous disjoints deux à deux. De plus l’ensemble

Ť
iNi est négligeable

parce que nous avons déjà vu que N était stable par union dénombrable (16.39). Donc

µ1
˜ď

i

Bi YNi

¸
“ µ1

´`ď

i

Bi
˘Y `ď

i

Ni

˘

looomooon
PN

¯
“ µ

`ď

i

Bi
˘ “

ÿ

u

µpBiq “
ÿ

i

µ1pBi YNiq.

(16.112)
Espace complet Un ensemble µ1-négligeable est automatiquement µ-négligeable. En effet si H

est µ1-négligeable, il existe B P F et N P N tels que H Ă B YN avec µpBq “ 0. Vu que N
est µ-négligeable, il existe Y P F tel que N Ă Y et µpY q “ 0. Donc H Ă B YN Ă B Y Y
avec µpB Y Y q “ 0.
Tous les ensembles µ-négligeables faisant partie de B, tous les ensembles µ1-négligeables font
partie de A.

Prolongement La mesure µ1 prolonge µ. En effet si A P F alors A “ A Y H P B et A est
m1-mesurable. De plus µ1pAq “ µ1pAYHq “ µpAq.

Minimalité Soit un espace mesuré complet pX,M, νq prolongeant pX,F , µq. Pour A P A nous
devons prouver que A P M et que µ1pAq “ νpAq. Il existe B P F et N P N tels que
A “ BYN . Vu que N est µ-négligeable, il est également ν-négligeable et donc ν-mesurable
parce que ν est complète : A P M. En ce qui concerne l’égalité µ1pAq “ νpAq nous avons

νpBq ď νpB YNq ď νpBq ` νpNq “ νpBq, (16.113)
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donc νpAq “ νpB Y Nq “ νpBq “ µpBq. La dernière égalité est le fait que ν prolonge µ.
Mais par définition de µ1 nous avons aussi µ1pAq “ µ1pB Y Nq “ µpBq. Au final µ1pAq “
νpAq “ µpBq.

Définition 16.52.
L’espace mesuré complet pX,A, µ1q défini par le théorème 16.51 est l’espace mesuré complétée
de pX,F , µq.

Nous noterons le complété de pS,F , µq par pS, F̂ , µ̂q
Théorème 16.53 (Carathéodory[197]).
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Alors

(1) l’ensemble M des parties m˚-mesurables est une tribu,
(2) la restriction de m˚ est une mesure sur pS,Mq,
(3) l’espace mesuré pS,M,m˚q est complet 8.

Démonstration. Une grosse partie de la preuve sera de prouver la stabilité de M par union dé-
nombrable quelconque ; cela sera divisé en plusieurs parties.
Tribu : le vide L’ensemble vide est m˚-mesurable.
Tribu : complémentaire Soit A P M et X P S. La condition qui dirait Ac P M est :

m˚pXq “ m˚pX XAcq `m˚pX XAq, (16.114)

qui est la même que celle qui dit que A est dans M.
Tribu : union finie Soient A,B P M et X Ă S. Alors, vu que m˚ est une mesure extérieure,

m˚pXq ď m˚
`
X X pAYBq˘`m˚`X X pAYBqx˘ (16.115a)

“ m˚
`pX XAq Y pX XBq˘`m˚`X XAc XBc

˘
. (16.115b)

Mais nous pouvons écrire la première union sous forme d’une union disjointe de la façon
suivante :

pX XAq Y pX XBq “ pX XAq Y pX XB XAcq, (16.116)

ce qui donne

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XB XAcq `m˚pX XAc XBcq (16.117a)
“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq (16.117b)
“ m˚pXq (16.117c)

parce que les deux derniers termes de (16.117a) se somment àm˚pXXAcq parce que B P M.
La dernière ligne est le fait que A soit m˚-mesurable.

Union finie disjointe Soient tA1, . . . , Anu des éléments deux à deux disjoints de M. Nous
allons maintenant prouver par récurrence que

m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯ “
nÿ

k“1
m˚pX XAkq. (16.118)

Si n “ 1 le résultat est évident. Sinon, le fait que An`1 soit m˚-mesurable donne

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1
¯
`m˚

´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1

¯
. (16.119)

8. Définition 16.50.
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Le fait que les Ak soient disjoints implique aussi que

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1 “ X XAn`1 (16.120)

et

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1 “ X X ` nď

k“1
Ak

˘
(16.121)

et donc

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚pX XAn`1q `m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯
(16.122a)

rec.“ m˚pX XAn`1q `
nÿ

k“1
m˚pX XAkq (16.122b)

“
n`1ÿ

k“1
m˚pX XAkq. (16.122c)

La relation (16.118) est prouvée.
Notons qu’en particularisant à X “ S nous avons

m˚
` nď

k“1
Ak

˘ “
nÿ

k“1
m˚pAkq (16.123)

dès que les Ak sont des éléments deux à deux disjoints de M.
Union dénombrable disjointe Soit pAnqnPN une suite d’éléments deux à deux disjoints dans

M. Nous allons prouver les choses suivantes :
—

Ť
nAn P M

— m˚
`Ť

nAn
˘ “ ř

nm
˚pAnq

où toutes les sommes et union sur n sont entre 1 et 8.
Nous posons A “ Ť

k Ak et Bn “ Ťn
k“1Ak. Nous savons que Bn P M pour tout n par le

point précédent. Donc si X P S nous avons

m˚pXq “ m˚pX XBnq `m˚pX XBc
nq (16.124a)

“
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XBx

nq (16.124b)

ě
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XAcq (16.124c)

où nous avons utilisé la relation (16.118) sur les Bn ainsi que le fait que Ac Ă Bc
n (parce

que Bn Ă A). L’inégalité (16.124a) étant vraie pour tout n, elle est vraie à la limite :

m˚pXq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pX XAcq (16.125a)

ě m˚
´ď

k

pX XAkq
¯
`m˚pX XAcq (16.125b)

“ m˚
´
X X `ď

k

Ak
˘¯`m˚pX XAcq (16.125c)

“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq, (16.125d)

ce qui signifie que A P M. La première des deux choses que nous voulions montrer est
faite. En la particularisant à X “ A et en tenant compte des faits que A X Ak “ Ak et
AXAc “ H,

m˚pAq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pAXAcq, (16.126)
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c’est à dire que pour tout n nous avons

m˚
` ď

kPN
Ak

˘ ě
nÿ

k“1
m˚pAkq. (16.127)

L’inégalité est encore vraie à la limite, et l’inégalité inverse étant toujours vraie pour une
mesure extérieure,

m˚
` ď

kPN
Ak

˘ “
8ÿ

k“1
m˚pAkq. (16.128)

Union dénombrable quelconque Soit maintenant une suite pAnqnPN d’éléments de M que
nous ne supposons plus être disjoints. Nous nous ramenons au cas disjoint en posant

$
’&
’%

B1 “ A1 (16.129a)

Bn “ An X
` n´1ď

k“1
Ak

˘c
, (16.129b)

c’est à dire que nous mettons dans Bn les éléments de An qui ne sont dans aucun des Ak
précédents. Autrement dit, nous posons B0 “ H et Bn “ AnzBn´1. L’ensemble M étant
stable par réunion finie, par complément et par intersection finie nous avons Bn P M. De
plus les Bn sont disjoints, donc

8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
Bk P M. (16.130)

La première égalité se justifie de la façon suivante : si x P Ť8
k“1Ak alors nous notons n0 le

plus petit n tel que x P An et alors x P Bn0 .
Espace complet Nous prouvons à présent que pS,M,m˚q est un espace mesuré complet. Soit

N une partie m˚-négligeable de S et Y P M tel que m˚pY q “ 0 et N Ă Y . D’abord
m˚pNq “ 0 parce que

m˚pNq ď m˚pY q “ 0. (16.131)

Si X Ă S nous avons

X XN Ă N ñ m˚pX XNq “ 0 (16.132a)
X XN c Ă X ñ m˚pX XN cq ď m˚pXq. (16.132b)

Donc
m˚pX XNq `m˚pX XN cq ď m˚pXq, (16.133)

ce qui montre que N est est m˚-mesurable.

16.54.
Ce théorème nous pousse à adopter de la notation. Lorsqu’un espace mesuré pS,F , µq est donné,
nous noterons

pS,M, µ˚q (16.134)

l’espace mesuré construit de la façon suivante. D’abord µ˚ est la mesure extérieure associée à µ
par la proposition 16.43. Ensuite M est la tribu des parties µ˚-mesurables, qui est bien une tribu
parce que µ˚ est une mesure extérieure (16.53). La proposition (16.46) dit alors que F Ă M. De
plus 16.53 nous explique que si A P F alors µpAq “ µ˚pAq. Tout cela pour dire que

pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q. (16.135)

Et enfin, 16.53 nous dit que l’espace mesuré pS,M, µ˚q est complet.
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Exemple 16.55
Montrons un cas dans lequel pS,M, µ˚q n’est pas σ-fini. Soit S un ensemble non dénombrable
et F la tribu des parties de S qui sont soit fini ou dénombrables soit de complémentaire fini ou
dénombrable. Nous y mettons la mesure

µpAq “
#

0 si A est au plus dénombrable
8 sinon.

(16.136)

Cette mesure n’est pas σ-finie parce qu’aucune union de dénombrables est non dénombrable. De
plus pS,F , µq est complet parce que toute partie contenue dans un ensemble fini ou dénombrable
est fini ou dénombrable (2.27).

F n’est pas PpSq La tribu F est différente de PpSq. En effet S étant infini, il existe par 2.17
une bijection ϕ : t1, 2u ˆ S Ñ S. Alors l’ensemble ϕ

`t1u ˆ S
˘
est non dénombrable et son

complémentaire
ϕ
`t1u ˆ S˘c “ ϕ

`t2u ˆ S˘ (16.137)

n’est as dénombrable non plus. Cet ensemble n’est donc pas de F .
M est PpSq En effet, soit A Ă S ; il faut prouver que pour tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (16.138)

Nous prouvons cela en séparant les cas suivant que X est dénombrable ou non.
Si X est fini ou dénombrable, alors X X A et X X Ac le sont également et nous avons
µ˚pXq “ µpXq “ 0 ainsi que µ˚pX XAq “ µ˚pX XAcq “ 0.
Si au contraire X n’est pas dénombrable,

µ˚pXq “ inf
APF
XĂA

µpAq “ 8, (16.139)

parce que X n’étant pas dénombrable, l’ensemble A ne l’est pas non plus et µpAq “ 8.
Mais comme X n’est pas dénombrable, soit X X A soit X X Ac (soit les deux) n’est pas
dénombrable non plus ; par conséquent

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq “ 8. (16.140)

Par conséquent pS,F , µq ‰ pS,M, µ˚q. Mais vu que pS,F , µq est complété nous devons avoir
pS,F , µq “ pS, F̂ , µ̂q. Tout cela pour dire que nous avons un exemple avec

pS,M, µ˚q ‰ pS, F̂ , µ̂q. (16.141)

4

Nous avons deux façons de créer un espace complet à partir de pS,F , µq.
(1) Partir de la mesure extérieure µ˚ et construire pS,M, µ˚q.
(2) Partir des ensembles µ-négligeables, construire F̂ et ensuite pS, F̂ , µ̂q.

Ces deux façons ne sont pas équivalentes en général comme le montre l’exemple 16.55. Mais il sera
montré par la proposition 16.59 que si pS,F , µq est σ-fini alors les deux sont équivalent.

Lemme 16.56.
Soit pS,F , µq un espace mesuré. Alors pour tout X Ă S tel que µ˚pXq ă 8 il existe A P F tel que
X Ă A et µ˚pXq “ µpAq.

C’est à dire que µ˚ a beau être défini sur toutes les parties de S, ce qu’il faut rajouter pour
être µ-mesurable, c’est pas grand chose.
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Démonstration. Par définition de la mesure extérieure associée à µ en tant qu’infimum, pour tout
n ě 1, il existe An P F tel que X Ă An et µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n . Nous posons A “ Ş
ně1An et

nous vérifions que ce A fait l’affaire.
D’abord A P F parce qu’une tribu est stable par union dénombrable. Ensuite pour tout n ě 1

nous avons
µpAq ď µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n , (16.142)

et à la limite µpAq ď µ˚pXq. Mais X Ă A implique µ˚pXq ď µpAq parce que µ˚pXq l’infimum d’un
ensemble contenant µpAq.

Corollaire 16.57.
Soit une mesure µ et la mesure extérieure µ˚ associée 9. Une partie N de X est négligeable si et
seulement si µ˚pNq “ 0.

Démonstration. Si µ˚ est la mesure extérieure associée à µ et siN est µ-négligeable alors µ˚pNq “ 0
parce que

µ˚pNq ď µ˚pY q “ µpY q “ 0 (16.143)

pour un certain Y mesurable de mesure nulle contenant N .
D’autre part si µ˚pNq “ 0 alors le lemme 16.56 donne une partie mesurable A telle que N Ă A

et µpAq “ 0, c’est à dire que N est négligeable.

Lemme 16.58.
Si l’espace mesuré pS,F , µq est σ-fini alors l’espace mesuré pS,M, µ˚q est également σ-fini.

Démonstration. Vu que pS,F , µq est σ-fini, nous avons une suite croissante An d’éléments de F
tels que

Ť
nAn “ S et telle que µpAnq ă 8 pour tout n. Étant donné que F Ă M, cette suite

convient également pour montrer que pS,M, µ˚q est σ-fini parce que µ˚pAnq “ µpAnq ă 8.

La proposition suivante montre que si pS,F , µq est σ-finie alors nous avons l’égalité.

Proposition 16.59.
Soit pS,F , µq un espace mesuré σ-fini, µ˚ la mesure extérieure associée et M la tribu des ensembles
µ˚-mesurables 10. Alors

pS,M, µ˚q “ pS, F̂ , µ̂q. (16.144)

Démonstration. La proposition 16.46 indique que tous les éléments de F sont µ˚-mesurables, c’est
à dire que F Ă M. Mais l’espace pS,M, µ˚q est complet par le théorème de Carathéodory 16.53,
donc par minimalité du complété (16.51(7)),

pS, F̂ , µ̂q Ă pS,M, µ˚q (16.145)

au sens où F̂ Ă M et si A P F̂ alors µ̂pAq “ µ˚pAq. Notons que cette inclusion est vraie même si
la mesure n’est pas σ-finie.

Nous passons à l’inclusion inverse. Soit A P M, c’est à dire que pour tout Y Ă S nous avons

µ˚pY q “ µ˚pY XAq ` µ˚pY XAcq. (16.146)

Nous allons montrer que A P F̂ en séparant les cas suivant que µ˚pAq “ 8 ou non.

Si µ˚pAq ă 8 Par le lemme 16.56, il existe X P F tel que A Ă X et µ˚pAq “ µpXq. Vu que
pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q nous avons alors

µ˚pAq “ µpXq “ µ˚pXq. (16.147)

9. Par la proposition 16.43.
10. C’est bien une tribu par 16.53(1).
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Nous écrivons la relation (16.146) avec ce X en guise de Y , et en nous souvenant que
X XA “ A et X XAc “ XzA :

µ˚pXq “ µ˚pAq ` µ˚pXzAq. (16.148)

En tenant compte de (16.147) et du fait que µ˚pAq ă 8, nous pouvons simplifier et trouver
µ˚pXzAq “ 0. Le lemme 16.56 nous donne alors B P F tel que XzA Ă B et µpBq “
µ˚pXzAq “ 0, c’est à dire que XzA est µ-négligeable. Par conséquent XzA P F̂ . En écrivant

A “ XzpXzAq, (16.149)

nous avons écrit A comme différence de deux éléments de F̂ et nous concluons que A P F̂ .
Si µ˚pAq ă 8 Le lemme 16.58 nous indique que pS,M, µ˚q est σ-fini et il existe donc une suite

pSnqně1 dans M telle que
Ť
n Sn “ S et µ˚pSnq ă 8. L’ensemble AXSn est un élément de

M vérifiant
µ˚pAX Snq ď µ˚pAq ă 8, (16.150)

ce qui implique que A X Sn P F̂ par la première partie. Maintenant A “ Ť
npA X Snq P F̂

par union dénombrable d’éléments de la tribu F̂ .

16.2.5 Prolongement

Théorème 16.60 (Prolongement de Hahn[197]).
Soit A une algèbre de parties d’un ensemble S et µ une mesure sur pS,Aq. Soit F “ σpAq la tribu
engendrée par A. Alors

(1) La mesure µ se prolonge en une mesure m sur F .
(2) Si µ est σ-finie alors le prolongement est unique et m est σ-finie.
(3) Si µ est finie, alors m l’est aussi.

Démonstration. La proposition 16.22 nous donne une mesure extérieure µ˚ sur S dont la restriction
à A est µ. Si M est la tribu des parties µ˚-mesurables de S alors le théorème de Carathéodory 16.53
nous dit que pS,M, µ˚q est un espace mesuré.

A Ă M Cette partie est une adaptation de ce qui a déjà été fait dans la preuve de la proposi-
tion 16.46. Soit A P A et X P S ; nous devons prouver la relation de la définition 16.44. Vu
que µ˚ est une mesure extérieure nous avons automatiquement

µ˚pAq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (16.151)

Il reste à prouver l’inégalité inverse. Soit une suite Bk d’éléments de A telle que X Ă Ť
k Bk ;

nous avons alors

µ˚pX XAq ď µ˚
` 8ď

k“1
Bk XA

˘ ď
8ÿ

k“1
µ˚pBk XAq “

ÿ

k

µpBk XAq (16.152)

où nous avons utilisé la définition 16.17(3) ainsi que le lemme 16.19. De la même façon,

µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAcq. (16.153)

Mettant les deux bouts ensemble, en remarquant que BkXA P A et donc que µ˚pBkXAq “
µpBk XAq,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAq ` µpBk XAcq “
ÿ

k

µpBkq. (16.154)
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La somme µ˚pXXAq`µ˚pXXAcq est donc inférieure à chacun des éléments de l’ensemble
sur lequel on prend l’infimum pour définir 11 µ˚pXq, donc

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (16.155)

A fortiori nous avons σpAq Ă M et donc pS, σpAq, µ˚q est un espace mesuré. Cela prouve
l’existence d’une mesure prolongeant µ à σpAq.
Unicité Nous supposons à présent que µ est σ-finie. Soient m1 et m2 deux mesures prolongeant

µ et définies sur une tribu contenant A. Nous posons

C “ tA P A tel que µpAq ă 8u. (16.156)

Dans l’optique d’utiliser le théorème d’unicité des mesures 16.40, nous prouvons que σpAq “
σpCq. Vu que µ est σ-finie, il existe une suite croissante pSnq d’éléments de A telle que
S “ Ť

n Sn et µpSnq P C. Alors si A P A nous avons A “ Ť
npA X Snq, et donc A P σpCq.

Donc A Ă σpCq. Mais étant donné que C Ă A nous avons aussi σpCq Ă σpAq. Au final
σpAq “ σpCq.
Les mesures m1 et m2 sont des mesures sur σpCq coïncidant sur C (parce que C Ă A). De
plus la classe C est stable par intersection finie et contient une suite croissante dont l’union
est S (parce que µ est σ-finie).
Le théorème 16.40 nous dit alors que m1 et m2 coïncident sur σpCq “ σpAq.

Extension finie et σ-finie Enfin si µ est σ-finie il existe Sn P A avec µpSnq ă 8 et
Ť
n Sn “ S.

Ces ensembles vérifient tout autant mpSnq “ µpSnq ă 8 pour tout prolongement m de µ.
Idem si µ est finie, tout prolongement est fini.

Exemple 16.61([197])
Soit A, l’algèbre de parties de R formée par les réunions finies d’intervalles de la forme s´8, ar,
ra, br et rb,`8r avec ´8 ă a ď b ă `8. Notons que les singletons ne font pas partie de A parce
que ra, ar“ H. Nous posons

µpAq “
#

0 si A “ H
8 sinon.

(16.157)

Cela donne une mesure (non σ-finie) sur pR,Aq.
Nous allons prouver que la tribu engendrée par A est la tribu des boréliens et que µ accepte

(au moins) deux prolongements distincts à σpAq.
D’abord nous avons

sa, br “ `´8, ar Y rb,`8r˘X ra, br, (16.158)

donc toutes les boules ouvertes appartiennent à σpAq. Ces dernières comprenant une base dénom-
brable de la topologie de R (par la proposition 8.79), tous les ouverts de R sont dans σpAq. Par
conséquent BorpRq Ă pRdq. Mais en même temps tous les éléments de A sont des boréliens, donc
BorpRq “ σpAq parce que la fermeture en tant qu’algèbre de parties est plus petite que la fermeture
en tant que tribu.

La mesure de comptage prolonge µ parce qu’à part l’ensemble vide, tous les éléments de A
sont infinis. Notons que les singletons sont dans σpAq, donc la mesure de comptage prend d’autres
valeurs que 0 et `8.

Par ailleurs la mesure

µ1pAq “
#

0 si A “ H
`8 sinon

(16.159)

est également une mesure prolongeant µ à σpAq “ BorpRq.
11. Définition 16.28.
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La mesure de comptage et µ1 sont deux prolongements distincts de µ. 4

Exemple 16.62([197])
Nous montrons maintenant une mesure non σ-finie qui se prolonge en deux mesures distinctes,
toutes deux σ-finies.

Nous considérons la même algèbre A de parties que celle donnée dans l’exemple 16.61, mais
cette fois vue sur Q uniquement. La mesure de comptage m sur pQ,Aq n’est pas σ-finie.

Vu que les singletons sont des boréliens nous avons σpAq “ PpQq, ce qui fait que pQ, σpAq,mq
est un prolongement σ-fini de m. L’espace mesuré pQ, σpAq, 2mq est également σ-fini et est un
prolongement distinct de pQ,A,mq. 4

16.3 Applications mesurables

16.3.1 Propriétés

Définition 16.63 (Fonction mesurable).
Soient pE,Aq et pF,Fq deux espaces mesurés. Une fonction f : E Ñ F est mesurable si pour tout
O P F , l’ensemble f´1pOq est dans A.

Définition 16.64 (Fonction borélienne).
Une application f : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq est borélienne si elle est mesurable, c’est à dire si
pour tout B P BorpRdq nous avons f´1pBq P A.

Si rien n’est précisé, une application entre deux espaces topologiques est borélienne lorsqu’elle
est mesurable en considérant la tribu borélienne sur les deux espace.

Si A est une tribu sur un ensemble E, nous notons mpAq l’ensemble des fonctions qui sont
A-mesurables.

Le plus souvent lorsque nous parlerons de fonctions f : X Ñ Y où Y est un espace topolo-
gique, nous considérons la tribu borélienne sur Y . Ce sera en particulier le cas dans la théorie de
l’intégration.

Proposition 16.65.
Soient pSi,Fiq (i “ 1, 2, 3) des espaces mesurables et des fonctions mesurables f : S1 Ñ S2 et
g : S2 Ñ S3. Alors la fonction g ˝ f : S1 Ñ S3 est mesurable.

Démonstration. Soit B P F3. Alors

pg ˝ fq´1pBq “ f´1`g´1pBq˘ P f´1pF2q Ă F1. (16.160)

16.3.2 D’une tribu à l’autre

Lemme 16.66 ([203]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et une tribu F2 sur S2. Alors f´1pF2q est une tribu sur S1

Démonstration. Il faut prouver les trois propriétés de la définition 16.1 d’une tribu.
(1) D’abord f est définit sur tout S1, donc f´1pS2q “ S1 alors que S2 P F2.
(2) Soit A P f´1pF2q, c’est à dire A “ f´1pBq pour un certain B P F2. En ce qui concerne le

complémentaire :

Ac “ f´1pBqc “ S1zf´1pBq “ f´1pS2zBq “ f´1pBcq. (16.161)

(3) Si pAiqiPN sont des éléments de f´1pF2q avec Ai “ f´1pBiq alors
ď

i

Ai “
ď

i

f´1pBiq “ f´1`ď

i

Bi
˘
. (16.162)
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Ce qui est dans la dernière parenthèse est dans F2 parce que cette dernière est une tribu.

Lemme 16.67 ([203]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors

(1) L’ensemble
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (16.163)

est une tribu sur S2.
(2) C’est la plus grande tribu de S2 pour laquelle f est mesurable.

Démonstration. Encore les trois propriétés à vérifier.
(1) S2 P F , sont S1 “ f´1pS2q P Ff .
(2) Si A P Ff alors A “ f´1pBq pour un certain B P F . Nous avons alors aussi Bc P F et donc

f´1pBcq “ f´1pBqc “ Ac. (16.164)

Par conséquent Ac est dans Ff .
(3) Si pAiq sont des éléments de Ff avec Ai “ f´1pBiq pour Bi P F alors

Ť
iBi P F et

f´1`ď

i

Bi
˘ “

ď

i

f´1pBiq P Ff . (16.165)

En ce qui concerne la maximalité, si R Ă S2 n’est pas dans Ff alors f´1pRq n’est pas dans F et
donc f ne serait pas mesurable.

Définition 16.68 (Tribu engendrée).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors conformément au lemme 16.67
l’ensemble

Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (16.166)

est la tribu engendrée.

Lemme 16.69 (Lemme de transfert).
Soit f : S1 Ñ S2 une application et une classe C de parties de S2. Alors

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘. (16.167)

Démonstration. Vu que σpCq es tune tribu, dans S2 alors le lemme 16.67 dit que f´1`σpCq˘ est
une tribu qui contient en particulier f´1pCq. Nous en déduisons que σ

`
f´1pCq˘ Ă f´1`σpCq˘.

Réciproquement. Dans S1 nous avons la tribu σ
`
f´1pCq˘. Nous pouvons alors considérer la

tribu
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P σ`f´1pCq˘u. (16.168)

Montrons que C Ă Ff . Lorsque B P C nous avons f´1pBq P f´1pCq Ă σ
`
f´1pCq˘. Du coup B P Ff .

Nous avons alors, en passant aux tribus engendrées :

σpCq Ă σpFf q “ Ff . (16.169)

Si maintenant B P σpCq, nous avons f´1pBq P σ`f´1pCq˘, ce qui signifie que

f´1`σpCq˘ Ă σ
`
f´1pCq˘. (16.170)
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Le théorème suivant est important pour prouver qu’une application est mesurable. En effet, il
permet de ne tester si une application est mesurable uniquement sur une partie génératrice de la
tribu d’arrivé 12.

Théorème 16.70.
Soient des espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application f : S1 Ñ S2. S’il existe
un ensemble de parties C de S2 tel que

— σpCq “ F2
— f´1pBq P F1 pour tout B P C

alors f est mesurable.

Démonstration. Par hypothèse, σpCq “ F2 et f´1pCq Ă F1 et nous pouvons utiliser le lemme de
transfert 16.69 :

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ (16.171)

qui s’écrit ici
σ
`
f´1pCq˘ “ f´1pF2q. (16.172)

Mais vu que f´1pCq Ă F1, nous avons aussi σ
`
f´1pCq˘ Ă F1, ce qui signifie que

f´1pF2q Ă F1. (16.173)

Cela est exactement le fait que f soit mesurable.

Le théorème suivant est très important parce qu’en pratique c’est souvent lui, en conjonction
avec la proposition 16.108 qui permet de déduire qu’une fonction est borélienne.

Théorème 16.71 ([203]).
Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors toute application continue f : X Ñ Y est boré-
lienne 13.

Démonstration. Pour vérifier que f est borélienne, nous devons prouver que f´1pBq est borélien
pour tout borélien B de Y . Heureusement, le théorème 16.70 nous permet de limiter la vérification
aux B appartenant à une classe engendrant les boréliens de Y .

La classe en question est toute trouvée : ce sont les ouverts. Si O est un ouvert de Y alors
f´1pOq est un ouvert de X et donc un borélien de X.

Le théorème suivant donne une importante compatibilité entre l’induction de tribu et l’induc-
tion de topologie : la tribu induite à partir des boréliens sur un sous-espace topologique est la tribu
des boréliens pour la topologie induite.

Théorème 16.72 ([203]).
Soit X, un espace topologique et Y Ă X une partie munie de la topologie induite. Alors

BorpY q “ BorpXqY (16.174)

où BorpXqY est la tribu sur Y induite de BorpXq par la définition 16.6.

Démonstration. Nous notons τX et τY les topologies de X et Y .
BorpY q Ă BorpXqY Si A P τY alors A “ Y XΩ pour un Ω P τX . Mais vu que Ω est un ouvert de

X, il est un borélien de X, ce qui donne que Y XΩ est un élément de BorpXqY . Cela prouve
que τY Ă BorpXqY , c’est à dire que BorpXqY est une tribu sur Y contenant les ouverts de
Y . Nous avons donc

BorpXq Ă BorpXqY . (16.175)

12. Typiquement les ouverts pour les boréliens.
13. Définition 16.64.
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Réciproquement L’application Id : pY, τY q Ñ pX, τXq est continue parce que si Ω est ouvert
de X alors Id´1pΩq “ ΩX Y P τY . Par conséquent l’identité est une application borélienne
(théorème 16.71), ce qui signifie que Id´1 `BorpXq˘ Ă BorpY q, ou encore que si B P BorpXq,
alors Id´1pBq “ B X Y P BorpY q. Cela signifie que

BorpXqY Ă BorpY q. (16.176)

Corollaire 16.73.
Si U est un borélien de l’espace topologique X, alors les boréliens de U sont les boréliens de X
inclus dans U :

BorpUq “ tB P BorpXq tel que B Ă Uu. (16.177)

Démonstration. Si B1 P BorpUq, le théorème 16.72 donne un borélien B P BorpXq tel que B1 “
B X U . Mais U étant borélien de X, l’intersection B X U est encore un borélien de X.

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque U est un ouvert.
La proposition suivante montre comment il est possible de construire un espace mesuré à partir

d’une bijection avec un espace mesuré déjà connu. Attention cependant : la mesure construite dans
cette proposition n’est pas celle qui est le plus adapté. Voir la proposition 16.234 et l’exemple 16.234.

Proposition 16.74.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, un ensemble Ω1 et une bijection ϕ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ ϕpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Alors pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.

Démonstration. En plusieurs points.
A1 est une tribu Il faut vérifier les différents points de la définition 16.1. D’abord, vu que

Ω P A, nous avons Ω1 “ ϕpΩq P A1. Pour le complémentaire, si B P A1 alors B “ ϕpAq pour
un certain A P A. Vu que A est une tribu nous avons alors ΩzA P A et donc ϕpΩzAq P A1.
Mais comme ϕ est bijective,

ϕpΩzAq “ Ω1zϕpAq “ Ω1zB. (16.178)

Le complémentaire de B est donc bien dans A1. Pour la troisième condition soient Bi P A1.
Pour chauqe i, il existe Ai P A tel que Bi “ ϕpAiq. Nous avons ŤiAi P A, donc

ď

i

Bi “
ď

i

ϕpAiq “ ϕ
`ď

i

Ai
˘ P A1. (16.179)

Nous avons fini de prouver que pΩ1,A1q était un espace mesurable.
µ1 est une mesure positive D’abord µ1pHq “ µ

`
ϕ´1pHq˘ “ µpHq “ 0. Ensuite si les Ai sont

disjoints dans A1 nous avons

µ
` 8ď

i“0
Ai

˘ “ µ

˜
ϕ´1` 8ď

i“0
Ai

˘
¸
“ µ

˜ď

i

ϕ´1pAiq
¸
“

8ÿ

i“0
µ
`
ϕ´1pAiq

˘ “
ÿ

i

µ1pAiq. (16.180)

Proposition 16.75.
Soit une bijection continue d’inverse continue ϕ : Ω Ñ Ω1. Alors

ϕ
`
BorpΩq˘ “ BorpΩ1q. (16.181)

Démonstration. Si A P BorpΩ1q, alors A “ ϕ
`
ϕpAq˘ P ϕ`BorpΩq˘ parce que ϕ est continue et donc

borélienne (proposition 16.71). Le même raisonnement fonctionne dans l’autre sens parce que nous
avons supposé que ϕ est continue et d’inverse continu.
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16.3.3 Mesure image

Le produit d’une mesure par une fonction est définit par la propriété 16.143.

Proposition-définition 16.76 (Mesure image[203]).
Soient pS1,F1q et pS2,F2q des espaces mesurables. Soit ϕ : S1 Ñ S2 une application mesurable. Si
m1 est une mesure positive sur S1 alors l’application définie par

m2pA2q “ m1
`
ϕ´1pA2q

˘
(16.182)

est une mesure positive sur pS2,F2q.
La mesure m2 ainsi définie est la mesure image de m1 par l’application ϕ. Elle est notée

ϕpm1q.
Démonstration. Il y a deux choses à vérifier pour avoir une mesure positive 14. D’abord pour
l’ensemble vide :

m2pHq “ m1
`
ϕ´1pHq˘ “ m1pHq “ 0. (16.183)

Ensuite pour l’additivité. Soient An dans F2 des parties deux à deux disjointes et telles queŤ
nAn P F2. Alors nous avons

m2
`ď

n

An
˘ “ m1

´
ϕ´1p

ď

n

Anq
¯

(16.184a)

“m1
`ď

n

ϕ´1pAnq
˘

(16.184b)

“
ÿ

n

m1
`
ϕpAnq

˘
(16.184c)

“
ÿ

n

m2pAnq. (16.184d)

Lemme 16.77.
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi que deux mesures µ et ν sur pS1,F1q. Si
ϕ : S1 Ñ S2 est mesurable et si µ ď ν alors ϕpµq ď ϕpνq.
Démonstration. Soit B mesurable dans pS2,F2q (c’est à dire B P F2). Alors

ϕpµqpBq “ µ
`
ϕ´1pBq˘ ď ν

`
ϕ´1pBq˘ “ ϕpνqpBq. (16.185)

Il est naturel de se demander comment il faut intégrer par rapport à une mesure image. La
réponse sera dans le théorème 16.147.

16.3.4 Régularité d’une mesure

Certaines mesures ont de la compatibilité avec la topologie. Nous allons étudier ça.

Théorème 16.78 ([203]).
Soit X un espace métrique et m une mesure positive bornée sur

`
X,BorpXq˘. Alors si B est un

borélien,
(1) Régularité extérieure : mpBq “ inftmpΩqoù Ω est un ouvert contenant Bu
(2) Régularité intérieure : mpBq “ suptmpF qoù F est un fermé, F Ă Bu.

Démonstration. Soit F l’ensemble des B P BorpXq tels que pour tout ε ą 0, il existe Ωε ouvert et Fε
fermé tels que Fε Ă B Ă Ωε et mpΩεzFεq ď ε. Nous allons montrer que cela est une tribu contenant
les ouverts. Comme cela est inclus dans la tribu borélienne, nous en déduirons que F “ BorpXq.
14. Définition 16.23
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F contient les ouverts Soit Ω un ouvert de X. Alors Ωc est fermé et dpx,Ωcq “ 0 si et
seulement si x P Ωc par la proposition 10.52. Nous pouvons donc écrire

Ωc “
č

ně1
tx P X tel que dpx,Ωcq ă 1

n
u. (16.186)

En passant au complémentaire et en posant Fn “ tx P X tel que dpx,Ωcq ě 1
nu nous avons

Ω “
ď

ně1
Fn. (16.187)

Chacun des Fn est fermé parce que Fn est l’image réciproque du fermé r 1
n ,8r par l’ap-

plication x ÞÑ dpx,Ωcq qui est continue. De plus les Fn forment une suite croissante,
donc le lemme 16.27 nous assure que mpΩq “ limnÑ8mpFnq. Et le lemme 16.26 que
mpΩzFnq “ mpΩq ´mpFnq.
Soit ε ą 0. Il existe alors nε ě 1 tel que

mpΩzFnq “ mpΩq ´mpFnq ď ε. (16.188)

Bref si Ω est ouvert nous considérons Ωε “ Ω et Fε “ Fnε et nous avons

Fε Ă Ω Ă Ωε (16.189)

avec mpΩεzFεq ď ε.
L’ensemble F contient les ouverts.

F est une tribu Il y a à vérifier les trois conditions de la définition 16.1.
Les ensembles faciles Les ensembles X et H sont dans F parce qu’ils sont ouverts et

fermés.
Complémentaire Soit B P F , soit ε ą 0 et les ensembles Fε et Ωε qui vont avec. Alors en

passant au complémentaire nous avons

Ωc
ε Ă Bc Ă F cε (16.190)

De plus
F cε zΩc

ε “ F cε X pΩc
εqc “ F cε X Ωε “ ΩεzFε. (16.191)

Par conséquent
mpF cε zΩc

εq “ mpΩεzFεq ď ε. (16.192)
Cela montre que Bc P F .

Union dénombrable Soient pBnq une suite d’éléments de F et ε ą 0. Pour chaque n nous
choisissons un ouvert Ωn et un fermé Fn tels que Fn Ă Bn Ă Ωn et

mpΩnzFnq ď ε

2n`2 . (16.193)

Vu que ΩnzBn Ă ΩnzFn nous avons aussi

mpΩnzBnq ď mpΩnzFnq ď ε

2n`2 . (16.194)

Nous posons Ω “ Ť
ně1 Ωn (un ouvert) et B “ Ť

ně1Bn ainsi que A “ Ť
ně1 Fn (qui

n’est pas spécialement fermé).
Le but est de majorer mpΩzF q où F est un fermé qui est encore à déterminer. Calculons
déjà ceci :

ΩzB “
ď

n

Ωn X
`ď

k

Bk
˘c (16.195a)

“
ď

n

´
Ωn X

`č

k

Bc
k

˘¯
(16.195b)

Ă
ď

n

`
Ωn XBc

n

˘
(16.195c)

“
ď

n

pΩnzBnq (16.195d)
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où l’union n’est pas spécialement disjointe. Par conséquent,

mpΩzBq ď
8ÿ

n“1
mpΩnzBnq ď

8ÿ

n“1

ε

2n`2 “
ε

4 . (16.196)

De la même façon nous avons

BzA “ ` 8ď

n“1
Bn

˘X ` 8ď

k“1
Fn

˘c Ă
8ď

n“1
BnzFn. (16.197)

Nous avons alors le inégalités de mesures

mpBzAq ď
8ÿ

n“1
mpBnzFnq (16.198a)

ď
8ÿ

n“1
mpΩnzFnq (16.198b)

ď ε

4 . (16.198c)

C’est vraiment dommage que A ne soit pas en générale un fermé, sinon il répondrait à
la question. Nous posons F 11 “ F1 et F 1n “

Ťn
k“1 Fk. En tant qu’unions finies de fermés,

les F 1n sont des fermés (lemme 8.3(2)). De plus la suite pF 1nq est croissante et l’union est
A. Par le lemme 16.27(1) nous avons

mpAq “ m
`ď

n

F 1n
˘ “ lim

nÑ8mpF
1
nq. (16.199)

Il existe donc nε tel que
mpAq ´mpF 1nq ď ε (16.200)

Nous posons F “ F 1nε . Vu que F Ă A nous avons aussi mpAzF q “ mpAq ´mpF q ď ε.
Et en plus F Ă A Ă B Ă Ω, ce qui donne bien la propriété voulue F Ă B Ă Ω. Il reste
à nous assurer de mpΩzF q. Nous avons d’abord

mpBzF q “ m
`pBzAq Y pAzF q˘ “ mpBzAq `mpAzF q ď 5ε

4 . (16.201)

Et enfin :

mpΩzF q “ m
`pΩzBq Y pBzF q˘ “ mpΩzBq `mpBzF q ď 6ε

4 . (16.202)

Et donc à redéfinition près de ε c’est d’accord.
Il est donc établi que F est une tribu. Qui plus est, l’ensemble F est une tribu incluse aux
boréliens et contenant les ouverts. Ergo F “ BorpXq.

Régularité extérieure Soit B un borélien et ε ą 0. Alors il existe Fε fermé et Ωε ouvert tels
que Fε Ă B Ă Ωε et mpΩεzFεq ď ε. Vu que B Ă Ωε pour tout ε, nous avons aussi

mpBq ď inf
ε
mpΩεq. (16.203)

Mais comme µpΩεq ě mpBq pour tout ε, nous avons en réalité mpBq “ infεmpΩεq.
Soit maintenant un ouvert Ω tel que B Ă Ω. Nous devons prouver l’existence d’un ε ą 0 tel
quempΩεq ď mpΩq. Cela permettra de conclure que l’infimum sur tous les ouverts contenant
B est égal à l’infimum sur les ouverts de la forme Ωε.
Nous posons mpΩq “ mpBq ` δ et avec ε ď δ nous avons

mpΩεzBq ď mpΩεzFεq ď ε (16.204)

et donc aussi
mpΩεq ď mpBq ` ε ď mpBq ` δ “ mpΩq. (16.205)
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Régularité intérieure Elle se fait de même.

Définition 16.79.
Soit X un espace topologique et m une mesure positive sur

`
X,BorpXq˘.

(1) m est une mesure de Borel si elle est finie sur tout compact.
(2) m est régulière extérieurement si @B P BorpXq,

mpBq “ inftmpΩq tel que Ω est ouvert et B Ă Ωu (16.206)

(3) m est régulière intérieurement si @B P BorpXq,
mpBq “ suptmpKq tel que K est compact et K Ă Bu (16.207)

(4) m est une mesure régulière si elle est régulière dans les deux sens.
(5) m est une mesure de Radon si elle est de Borel et régulière.

Proposition 16.80.
Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’infini 15 Alors toute mesure de Borel sur`
X,BorpXq˘ est de Radon.

Démonstration. Nous avons une suite exhaustive 16 de compacts Xk tels que

X “
ď

kě1
Xk “

ď

kě1
IntpXkq. (16.208)

Régularité intérieure Soit B, un borélien de X ; nous avons B “ Ť
kě1pB XXkq et comme

cette union est croissante,
mpBq “ lim

kÑ8mpB XXkq (16.209)

par le lemme 16.27(1). Dans la suite, il va y avoir beaucoup de considérations sur les
topologies induites. Nous nommons τk la topologie de Xk induite depuis celle de X. Il ne
faudra pas confondre les expressions « un compact de Xk » et « un compact dans Xk ». La
première parle d’un compact pour la topologie τk. La seconde parle d’un compact pour la
topologie de X, inclus dans Xk.
Si a ă mpBq alors il existe k ě 1 tel que a ă mpB XXkq, c’est à dire

a ă mpB XXkq ď mpBq. (16.210)

Mais pXk,mq est un espace mesuré borné parce que m est de Borel et Xk est compact. Par
conséquent la (restriction de la) mesure m est régulière sur l’espace mesuré

`
Xk,BorpXkq

˘

par le théorème 16.78. De plus l’ensemble B XXk est un borélien de pXk, τkq parce que

B XXk P BorpXqXk “ BorpXkq (16.211)

où nous avons utilisé la propriété de compatibilité entre topologie induite et tribu des
borélien du théorème 16.72. Il existe donc un fermé Fε de pXk, τkq tel que

"
Fε Ă B XXk (16.212a)
mpB XXkq ď mpFεq ` ε. (16.212b)

En mettant bout à bout les inégalités nous avons trouvé

a ă mpB XXkq ď mpFεq ` ε ă mpFεq, (16.213)

15. Définitions 8.42 et 8.44.
16. Définition 10.59.
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et donc en particulier a ă mpFεq. L’ensemble Fε est en plus un compact de pX, τXq. En effet
Xk étant fermé de pX, τXq, le lemme 8.11 nous dit que Fε est un fermé de pX, τXq. Mais Xk

étant compact, Fε est un fermé inclus dans un compact, il est donc compact (lemme 8.52).
Pour tout a ă mpBq nous avons trouvé un compact Fε inclus dans B dont la mesure est
plus grande que a. Cela prouve la régularité intérieure de la mesure m.

Régularité extérieure Soit un borélien B de X. SimpBq “ 8 alors tous les ouverts contenant
B ont mesure infinie et mpBq en est évidemment le supremum. Nous supposons donc que
mpBq ă 8.
Nous notons τk la topologie induite de X sur IntpXkq. Nous posons Bk “ B X IntpXkq.
L’espace

`
IntpXkq,m

˘
est un espace mesuré borné et Bk P Bor

´
IntpXkq

¯
. Il existe donc

un ouvert Ωk de
`

IntpXkq, τk
˘
tel que Bk Ă Ωk et

mpΩkzBkq ď ε

2k . (16.214)

De plus IntpXkq est un ouvert de pX, τXq, donc en réalité Ωk est un ouvert de X. Nous
posons

Ω “
8ď

k“1
Ωk (16.215)

qui est encore un ouvert de pX, τXq.
Il est temps de voir que Ω vérifie mpΩzBq ď ε. Pour cela,

ΩzB “ `ď

k

Ωk

˘X `ď

l

Bl
˘c (16.216a)

“ `ď

k

Ωk

˘X `č
Bc
l

˘
(16.216b)

Ă
ď

k

pΩk XBc
kq (16.216c)

“
ď

k

pΩkzBkq, (16.216d)

ce qui donne au niveau des mesures :

mpΩzBq ď
8ÿ

k“1
mpΩkzBkq ď

8ÿ

k“1

ε

2k “ ε. (16.217)

Remarque 16.81.
Exprimé sur RN , la proposition 16.80 s’exprime en disant que toute mesure de Borel sur RN est
régulière. Typiquement, l’espace X dont il est question est un ouvert de RN .

16.3.5 Théorème de récurrence

Soit X un espace mesurable, µ une mesure finie sur X et φ : X Ñ X une application mesurable
préservant la mesure, c’est à dire que pour tout ensemble mesurable A Ă X,

µ
`
φ´1pAq˘ “ µpAq. (16.218)

Si A Ă X est un ensemble mesurable, un point x P A est dit récurrent par rapport à A si et
seulement si pour tout p P N, il existe k ě p tel que φkpxq P A.
Théorème 16.82 (Théorème de récurrence de Poincaré.).
Si A est mesurable dans X, alors presque tous les points de A sont récurrents par rapport à A.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_r%C3%A9currence_de_Poincar%C3%A9
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Démonstration. Soit p P N et l’ensemble

Up “
8ď

k“p
φ´kpAq (16.219)

des points qui repasseront encore dans A après p itérations de φ. C’est un ensemble mesurable en
tant que union d’ensembles mesurables (pour rappel, les tribus sont stables par union dénombrable,
comme demandé à la définition 16.1), et nous avons donc

µpUpq ď µpXq ă 8. (16.220)

De plus Up “ φ´ppU0q, donc µpUpq “ µpU0q. Vu que Up Ă Up, nous avons

µpU0zUpq “ 0. (16.221)

Étant donné que A Ă U0 nous avons a fortiori que

tx P A tel que x R Upu Ă U0zUp, (16.222)

et donc
µtx P A tel que x R Upu “ 0. (16.223)

Cela signifie exactement que l’ensemble des points x de A tels que aucun des φkpxq avec k ě p
n’est dans A est de mesure nulle.

16.4 Mesurabilité des fonctions à valeurs réelles
Nous allons parler de la mesurabilité de fonctions

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (16.224)

où R̄ “ RY t˘8u.
16.83.
Nous convenons que 0ˆ˘8 “ 0 parce que nous voulons qu’une droite (qui est un rectangle dont
une mesure est 0 et l’autre 8) soit de mesure nulle dans R2.

Les produits et sommes ˘8 ˘ ˘8 et ˘8 ˆ ˘8 sont ceux que l’on croit. Sauf bien entendu
`8´8 et 1{0 qui ne sont toujours pas définis.

Lemme 16.84.
L’ensemble B est un borélien de R̄ si et seulement s’il existe un borélien B0 de R tel que B soit
B0 ou B0 Y t´8u ou B0 Y t´8u ou B0 Y t`8,´8u.
Démonstration. Vu que la topologie usuelle sur R est la topologie induite de celle sur R̄, la tribu
induite l’est aussi par le théorème 16.71. Donc si B est un borélien de R̄, l’ensemble BXR est un
borélien de R.

Lemme 16.85 ([203]).
Si S0 est l’ensemble des intervalles du type

sα, βr, r´8, βr, sα,`8s (16.225)

avec ´8 ă α ă β ă `8 alors σpS0q “ BorpR̄q.
Démonstration. Les intervalles sα, βr engendrent la topologie de R 17, donc BorpRq Ă σpS0q. De
plus le lemme 16.3 nous autorise à dire que

č

ně1
rn,`8s “ t`8u P σpS0q. (16.226)

17. Parce toutes les boules sont des intervalles de ce type et que les boules forment une base de topologie, propo-
sition 8.79.
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Par conséquent tous les ensembles énumérés dans le lemme 16.84 font partie de σpS0q. Cela implique
que BorpR̄q Ă σpS0q.

Pour l’inclusion inverse, σpS0q est engendré par des parties qui font parie de BorpR̄q, donc
σpS0q Ă BorpR̄q.

16.4.1 Fonctions à valeurs réelles sur un espace mesurable

Théorème 16.86.
Soit un espace mesurable pS,Fq et une fonction f : S Ñ R̄. Les faits suivants sont équivalents.

(1) La fonction f est mesurable.
(2) L’ensemble tf ă au est dans F pour tout a P R
(3) L’ensemble tf ď au est dans F pour tout a P R

Démonstration. Plusieurs implications à prouver.
(1)ñ(2) Vu que f est mesurable et que r´8, ar P BorpR̄q, nous avons f´1`r´8, ar˘ P F .
(2)ñ(1) Nous posons A “ tr´8, ar tel que a P Ru.

Nous avons A Ă S0 (le S0 du lemme 16.85). Et de plus,

sα, βr “ r´8, βrzr´8, αs “ r´8, βrz
č

ně1
r´8, α` 1

n
r. (16.227)

Donc sα, βr P σpAq.
Et aussi :

sα,`8s “ R̄zr´8, α` 1
n
r, (16.228)

ce qui donne sα,`8s P σpAq.
Au final, S0 Ă σpAq et donc σpS0q Ă σpAq. Le lemme 16.85 nous dit que σpS0q “ BorpR̄q.
Nous avons donc bien σpS0q “ σpAq “ BorpR̄q.
par ailleurs, nous savons que f´1pAq Ă F parce que les éléments de A sont de la forme
tf ă au. Cela donne σ

`
f´1pAq˘ “ F . Mais σ

`
f´1pAq˘ peut aussi s’exprimer par le lemme

de transfert 16.69 : σ
`
f´1pAq˘ “ f´1`σpAq˘. En combinant les deux,

f´1`σpAq˘ “ F , (16.229)

et en remplaçant σpAq par BorpR̄q nous avons ce que nous voulions :

f´1`BorpR̄q˘ P F , (16.230)

ce qui signifie que f est mesurable.
(3)ñ(2) Nous avons

tf ă au “
ď

ně1
tf ď a´ 1

n
u. (16.231)

donc cela est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf ă au est dans F .
(1)ñ(3) Nous avons

tf ď au “ tf ă au Y f´1`r´8, as˘. (16.232)

Le premier ensemble est dans F par (2). Ensuite r´8, as est un fermé de R̄ et donc un
borélien de R̄. Son image réciproque est donc un élément de F parce que f est mesurable.
Au final nous avons bien tf ď au P F .

Lemme 16.87 ([204]).
Une fonction f : X Ñ R est mesurable si et seulement si f´1pIq est mesurable pour tout I de la
forme sa,8r.
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Démonstration. Nous devons prouver que f´1pAq est mesurable dans X pour tout borélien A de
R. Nous posons

S “ tA Ă R tel que f´1pAq est mesurable dans Xu (16.233)
et nous prouvons que cela est une tribu. D’abord f´1pRq “ X, et X est mesurable, donc R P S.
Ensuite si A P S alors f´1pAcq “ f´1pAqc. En tant que complémentaire d’un mesurable de X,
l’ensemble f´1pAqc est mesurable dans X. Et enfin si An P S alors f´1pŤnAnq “

Ť
n f

´1pAnq qui
est encore mesurable dans X en tant qu’union de mesurables.

Donc S est une tribu qui contient tous les ensembles de la forme sa,8s. Le lemme 16.10 conclu
que S contient tous les boréliens de R.

Lemme 16.88 ([204]).
Soit fn : X Ñ R une suite de fonctions mesurables 18. Alors supn fn est mesurable.

Démonstration. Nous avons

psup fnq´1`sa,8s˘ “ tx P X tel que psup fnqpxq ą au (16.234a)
“

ď

n

tx P X tel que fnpxq ą au (16.234b)

“
ď

n

f´1
n

`sa,8s˘. (16.234c)

Étant donné que fn est mesurable et que sa,8s est mesurable, chacun des f´1
n

`sa,8s˘ est mesurable
dans X. L’ensemble psup fnq´1`sa,8s˘ donc une union dénombrable de parties mesurables. Il est
donc mesurable.

Le lemme 16.87 conclu que sup fn est mesurable.

Proposition 16.89.
Si fn : X Ñ R est une suite de fonctions mesurables et positives, alors la fonction

ř
n fn est

mesurable.

Démonstration. Nous considérons les fonctions skpxq “ řk
n“0 fnpxq qui vaut éventuellement 8 en

certains points. Nous avons ÿ

n

fnpxq “ sup
k
skpxq, (16.235)

donc le lemme 16.88 nous donne la mesurabilité de la somme de fn.

Définition 16.90.
Soit pS,Fq un espace mesurable. Une partition mesurable dénombrable de e S est une suite
pSnqně1 de parties de S telles que

(1) Sn P F pour tout n,
(2) SN X Sk “ H si n ‰ k,
(3) S “ Ť

ně1 Sn.

Lemme 16.91 (Lemme de recollement).
Soit pSnq une partition mesurable dénombrable de l’espace mesurable pS,Fq. Soit pS1,F 1q un autre
espace mesurable et des fonctions mesurables

fn : pSn,FSnq Ñ pS1,F 1q (16.236)

où FSn est la tribu induite 19. Alors la fonction

f : pS,Fq Ñ pS1,F 1q
x ÞÑ fnpxq si x P Sn (16.237)

est mesurable.
18. Ici X est un espace mesuré et R est muni des boréliens.
19. Définition 16.6.
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Démonstration. Soit A1 P F 1 ; nous devons prouver que f´1pA1q P F . Nous savons que

f´1pA1q “
ď

ně1
f´1
n pA1q, (16.238)

qui est une union dénombrable d’éléments f´1
n pA1q P FSn .

Vu que Sn P F nous avons FSn Ă F parce qu’un élément de FSn est de la forme Sn X B avec
B P F . Du coup pour chaque n nous avons

f´1
n pA1q P FSn Ă F . (16.239)

Au final l’égalité (16.238) écrit f´1pA1q comme une union d’éléments de F et est donc un élément
de F .

Proposition 16.92.
Soit pS,Fq un espace mesurable et des applications mesurables f, g : S Ñ R̄. Alors les fonctions
suivantes sont mesurables :

(1) λf pour tout λ P R
(2) f ` g si elle existe.
(3) 1{f si elle existe.
(4) fg.

Démonstration. Commençons par clarifier « si elle existe ». La fonction f ` g n’existe pas au point
x P S si fpxq “ `8 et gpxq “ ´8. La fonction 1{f n’existe pas au point x P S si fpxq “ 0. Voir
le point 16.83.
La partie où f ` g existe est mesurable La partie de S sur laquelle f ` g existe est

tx P S tel que
`
fpxq, gpxq˘ ‰ p`8,´8q, `fpxq, gpxq˘ ‰ p´8,`8qu. (16.240)

Nous avons
tpf, gq “ p`8,´8qu “ tf “ 8u X tg “ ´8u (16.241)

qui est un ensemble mesurable parce que, par exemple,

t`8u “
č

ně1
rn,`8s. (16.242)

La cas p´8,`8q est identique, et au final la partie de S sur laquelle f ` g n’existe pas est
mesurable. Par complémentarité la partie sur laquelle f`g existe est également mesurable 20.

Idem pour la partie sur laquelle 1{f existe Idem.
Mesurabilité de λf Si λ “ 0, nous avons une fonction constante dont la mesurabilité est

évidente 21. Nous supposons λ ą 0. Alors

tλf ă au “ tf ă a{λu P F . (16.243)

.Pour λ ă 0 nous avons de la même manière

tλf ă au “ tf ą a{λu P F . (16.244)

Ce dernier point est suffisant pour que λf soit mesurable par la théorème 16.86(3) et par
complémentarité.

20. Parfois on a envie de dire que l’affirmation « A est mesurable » ne passe pas le test de Popper.
21. Prenez quand même le temps d’y penser.
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Mesurabilité de f ` g Soit a P R ; le théorème 16.86 nous demande d’avoir envie de prouver
que tf ` g ă au P F . Nous avons

fpxq ` gpxq ă a (16.245)

si et seulement si
fpxq ă a´ gpxq (16.246)

si et seulement si
Dq P Q tel que fpxq ă q ă a´ gpxq. (16.247)

Donc
tf ` g ă au “

ď

qPQ

´
tf ă qu X tg ă a´ ru

¯
, (16.248)

qui est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf`g ă au P F et f`g est mesurable.
Note qu’en toute rigueur il faudrait « Xlà où f ` g est définie » un peu partout, mais cela
ne change rien parce que l’intersection de deux parties mesurables est mesurable.

Mesurabilité de 1{f Soit a P R. Si a ą 0 alors

t1{f ă au “ tf ă 0u Y tf ą 1
a
u P F . (16.249)

et si a ă 0 alors
t1{f ă au “ tf ă 0u X tf ą 1

a
u P F . (16.250)

Mesurabilité de fg Nous allons la prouver en plusieurs fois.
Si f est mesurable alors f2 est mesurable Si a ď 0 alors tf2 ă au “ H. Si a ą 0 nous

avons
tf2 ă au “ t´?a ă f ă ?au P F . (16.251)

f1A est mesurable Soit A P F , et prouvons que f1A est mesurable. Par définition,

pf1Aqpxq “
#
fpxq si x P A
0 si x R A. (16.252)

Nous posons
f1 : Ac Ñ R̄

x ÞÑ 0
(16.253)

et
f2 : AÑ R̄

x ÞÑ fpxq. (16.254)

Alors nous avons

p1Afqpxq “
#
f1pxq si x P Ac
f2pxq si x P A. (16.255)

Les ensembles A et Ac forment une partition mesurable dénombrable de S. La fonction
f1 est mesurable ; pour prouver que f2 est mesurable, nous l’écrivons f2 “ f ˝ jA où
jA : AÑ S est l’injection canonique. L’application

jA : pA,FAq Ñ pS,Fq (16.256)

est mesurables parce que si B P F alors j´1
A pBq “ AXB P FA. D’autre part l’application

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (16.257)

est mesurable par hypothèse. La composée f2 “ f ˝ jA est alors mesurable par la pro-
position 16.65. Le lemme de recollement 16.91 nous donne alors la mesurabilité de f1A.
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Le produit fg est mesurable Nous posons

F “ tx P S tel que |fpxq| ă `8, |gpxq| ă 8u. (16.258)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, F est mesurable. Par la partie
précédente, les applications f1 “ g1F et g1 “ g1F sont mesurables. L’application f1 `
g1 : S Ñ R est encore mesurable. Par conséquent l’application

f1g1 “ 1
2
`pf1 ` g1q2 ´ f2

1 ´ g2
1
˘

(16.259)

est mesurable.
Voyons maintenant ce qui se passe en dehors de F . Nous allons utiliser le lemme de
recollement sur la fonction

pfgqpxq “

$
’’’’&
’’’’%

pf1f2qpxq si x P F
´8 si x P U
0 si x P V
`8 si x P W

(16.260)

où F,U ,V,W forment une partition mesurable dénombrable 22 de S. Pour le sport nous
montrons que U est mesurable :

U “ `tf “ ´8u X tg ą 0u˘ (16.261a)
Y `tf “ `8u X tg ă 0u˘ (16.261b)
Y `tg “ ´8u X tf ą 0u˘ (16.261c)
Y `tg “ `8u X tf ă 0u˘. (16.261d)

Proposition 16.93.
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables, alors les fonctions infn fn et supn fn sont
mesurables.

Démonstration. Nous avons les découpages

tinf
n
fn ă au “

ď

n

tfn ă au P F (16.262)

et
tsup
n
fn ď au “

č

n

tfn ď au P F . (16.263)

Le théorème 16.86 permet de conclure.

Note que pour (16.263) nous ne pouvions pas utiliser les inégalités strictes parce que tsupn fn ă
au n’est pas spécialement égal à

Ş
ntfn ă au.

16.94.
La proposition 16.93 nous permet de définir les parties positives et négatives de f par f` “ suppf, 0q
et f´ “ supp´f, 0q. Ce sont des applications mesurables. Nous avons les décompositions

f “ f` ´ f´ (16.264a)
|f | “ f` ` f´. (16.264b)

Corollaire 16.95.
Si f : S Ñ R̄ est mesurable alors les applications f`, f´ et |f | sont mesurables en tant qu’appli-
cations S Ñ R̄`.
22. Définition 16.90.
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Démonstration. Nous faisons la preuve pour f`. Nous savons que f` : S Ñ R̄ est mesurable par
la proposition 16.93. Nous considérons l’injection canonique f : R̄` Ñ R̄ et

f`1 : S Ñ R̄`

x ÞÑ f`pxq. (16.265)

Alors f`1 “ j ˝ f` est mesurable. Et c’est bien cela que nous voulions.

Note : f` et f`1 sont exactement les mêmes fonctions. Elles ne diffèrent que par la tribu que
nous considérons sur l’espace d’arrivée. Nous allons à partir de maintenant les noter toutes deux
f`.

Remarque 16.96.
L’application |f | peut être mesurable sans que f le soit. Soit en effet une partie A R F , et posons

fpxq “
#

1 si x P A
´1 si x P Ac. (16.266)

Alors f´1pt1uq “ A n’est pas mesurable alors que |f |pxq “ 1 pour tout x.

Il est temps d’aller relire les définitions 14.308.

Proposition 16.97.
Si les fonctions fn : S Ñ R̄ sont mesurables alors les fonctions lim sup fn et lim inf fn sont mesu-
rables.

Démonstration. Par le lemme 14.310 nous écrivons lim supn fnpxq “ infně1 supkěn fkpxq. Pour
chaque k nous considérons la fonction gk “ supněk fn. Par la proposition 16.93, les fonctions gk
sont mesurables. En utilisant encore la même proposition, infně1 gk est encore mesurable.

Proposition 16.98 ([205]).
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables telle dont la limite ponctuelle existe, alors la
limite est mesurable.

Démonstration. Si la limite existe, elle est égale à la limite supérieure par le lemme 14.311. Or la
limite supérieure est mesurable par la proposition 16.97.

16.4.2 Fonction étagée

Définition 16.99 ([206]).
Soit pS,Fq un espace mesurable et une fonction f : S Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. Il serait dommage de
confondre les trois concepts suivants.

— Une fonction simple est une fonction dont l’image est constituée d’un nombre fini de
valeurs.

— Une fonction étagée est une fonction simple qui est elle-même une fonction mesurable.
— Une fonction en escalier est une fonction étagée dont les valeurs sont constantes sur des

intervalles : ce sont donc des fonctions constantes par morceaux.

Dans les trois cas, la fonction f peut être écrite comme somme de fonctions caractéristiques :

fpxq “
pÿ

j“1
αj1Aj pxq (16.267)

où Aj “ f´1pαjq. Ce qui change est la nature des Aj .
— Si f est simple, les Aj sont quelconques.
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— Si f est étagée, les Ai peuvent être choisis mesurables parce que tαiu est un borélien, ce qui
fait que Ai “ f´1pαiq un choix mesurable.

— Si f est en escalier, les Ai sont des intervalles.
La forme canonique d’une fonction simple f est la suivante. Soit tαiui“1,...,l les valeurs

distinctes prises par f et Ai “ f´1pαiq. La forme canonique de f est alors

f “
lÿ

i“1
αi1Ai . (16.268)

Notons que nous avons S “ Ť
iAi, et que cette union est disjointe dans le cas d’une représentation

canonique.
Problèmes et choses à faire

Le lemme 16.100 et le théorème 16.103 disent la même chose alors que la preuve du théorème 16.103 est beaucoup plus compliquée.La démonstration
du lemme serait fausse ?

M’est avis que ce que le théorème donne en plus est la convergence uniforme en cas de fonction bornée. La suite (16.269) ne va pas converger

uniformément.

Lemme 16.100 (Limite croissante de fonctions étagées[1]).
Soit f : pS,Fq Ñ R̄ une fonction positive mesurable. Il existe une suite fn : S Ñ R de fonctions
étagées positives telles que fn Ñ f ponctuellement et fn ď f .

Démonstration. Nous considérons pqnq une suite parcourant tous les rationnels positifs 23 avec
q0 “ 0 pour être sûr. Pour n P N nous définissons la fonction

fnpxq “ maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu. (16.269)

L’ensemble sur lequel le maximum est pris n’est pas vide parce que q0 “ 0. La fonction fn est
simple parce qu’elle ne prend que n valeurs différentes. Nous avons aussi par construction que
fnpxq ď fpxq. Nous avons aussi pour tout x P S que fnpxq Ñ fpxq parce que Q est dense dans R.

En ce qui concerne le fait que fn est mesurable, nous notons tr0, . . . , rnu l’ensemble des
tq0, . . . , qnu classés dans l’ordre croissant. Nous posons en plus rn`1 “ `8. Nous avons alors

f´1
n prkq “ tx P S tel que fpxq ě rk, fpxq ă rk`1u “ tf ě rku X tf ă rk`1u. (16.270)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, le théorème 16.86 dit que f´1
n prkq est

mesurable.

Remarque 16.101.
Pour avoir fn ă |f | nous pouvons poser

fnpxq “
#

maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu si fpxq ě 0
mintqi tel que i ď n, qi ě fpxqu si fpxq ă 0.

(16.271)

Proposition 16.102 ([207]).
Approximation de fonctions mesurables par des fonctions étagées.

(1) Une fonction mesurable et positive est limite (simple) d’une suite croissante de fonctions
étagées, mesurables et positives.

(2) Si f : Rd Ñ R̄ est mesurable, alors elle est limite (simple) de fonctions étagées fn telles
que |fn| ď |f |.

Théorème 16.103 (Théorème fondamental d’approximation[203]).
Pas à pas.

(1) Soit une fonction mesurable f : S Ñ r0,`8s. Alors il existe une suite croissante de fonctions
ϕn : S Ñ r0,`8r étagées positives dont la limite ponctuelle est f .

(2) Si de plus f est bornée, la convergence est uniforme.

23. Nous rappelons que Q est dénombrable et dense dans R par la proposition 9.3.
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(3) Idem pour f à valeurs dans R̄ ou C.

Démonstration. Nous découpons l’intervalle r0, ns en plusieurs morceaux.

In,k “
#
r k2n , k`1

2n r si 0 ď k ď n2n ´ 1
rn,8s si k “ n2n.

(16.272)

Nous posons Sn,k “ f´1pIn,kq. Ce sont des ensembles mesurables parce que f est mesurable. Et de
plus pour chaque n, la suite pSn,kqkě0 est une partition mesurable finie de S. Nous posons

ϕn “
n2nÿ

k“0

k

2n1Sn,k . (16.273)

C’est à dire que sur chaque Sn,k nous approximons f par le bas. La fonction ϕn est étagée et
positive : 0 ď ϕnpxq ď fpxq par construction.
Croissance Nous allons voir que ϕn ď ϕn`1. Soit k ‰ n2n. Si x P Sn,k alors ϕnpxq “ k

2n et
nous avons aussi la décomposition

Sn,k “ Sn`1,2k Y Sn`,2k`1. (16.274)

Si x P Sn`1,2k alors ϕn`1pxq “ 2k
2n`1 “ k

2n “ ϕnpxq. Et si x P Sn`1,2k`1 alors

ϕn`1pxq “ 2k ` 1
2n`1 “ k ` 1

2
2n ą ϕnpxq. (16.275)

Il reste à traiter le cas x P tf ě nu. Dans ce cas nous avons ϕnpxq “ n. Il y a encore deux
cas à traiter :

tf ě nu “ tf P rn, n` 1ru Y tf P rn` 1,8su. (16.276)

Pour plus de simplicité dans les notations, nous notons n̄ “ n2n, c’est à dire que In,n̄ est le
In,k avec le k le plus grand possible. Nous avons

In,n̄ “ rn, n` 1r Y rn` 1,8s. (16.277)

Le premier élément se décompose en In`1,k avec k ă n ` 1 (nous préciserons plus tard
exactement les valeurs de k) tandis que le second est rn` 1,8s “ In`1,n`1.
Pour x P Sn`1,n`1 nous avons

ϕn`1pxq “ pn` 1q2n`1

2n`1 “ n` 1 ą ϕnpxq. (16.278)

Si au contraire fpxq P rn, n ` 1r nous devons précisément voir quels sont les k qui font en
sorte que In`1,k recouvre rn, n ` 1r. Le plus petit k est donné par k

2n`1 “ n, c’est à dire
k “ n2n`1 et le plus grand k est donné par k

2n`1 ă n` 1, c’est à dire k “ 2n`1pn` 1q ´ 1.
Donc si fpxq P rn, n` 1r alors x P Sn`1,k avec

n2n`1 ď k ď pn` 1q2n`1 ´ 1 (16.279)

Dans ce cas
ϕn`1pxq “ k

2n`1 ě
n2n`1

2n`1 “ n “ ϕnpxq. (16.280)

Convergence ponctuelle Si fpxq ă 8 alors il existe 24 n0 P N tel que fpxq ă n0. Pour bn ě n0
nous avons fpxq ă n et donc ϕnpxq se calcule à partir d’un des intervalles de taille 1{2n :

ϕnpxq “ k

2n ď fpxq ă k ` 1
2n . (16.281)

24. Le vrai snob citera ici le lemme 2.91.
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Donc
|ϕnpxq ´ fpxq| ď 1

2n , (16.282)

ce qui signifie que limnÑ8 ϕnpxq “ fpxq.
Si fpxq “ `8 alors fpxq ą n pour tout n. Et alors ϕnpxq “ n pour tout n, ce qui donne
bien ϕnpxq Ñ 8.

Convergence uniforme Soit f bornée : 0 ď fpxq ăM pour tout x P S. Soit aussi ε ą 0. Nous
prenons n0 ąM tel que 1

2n0ăε . Alors pour tout n ě n0 nous avons

0 ď fpxq ´ ϕnpxq ď 1
2n ď

1
2n0

ď ε. (16.283)

Note qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que nous savons déjà que la limite est crois-
sante.

16.4.3 Fonctions réelle à variables réelles

Nous nous particularisons à présent au cas de fonctions

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. (16.284)

16.104 ([1]).
Anticipons un peu pour expliquer pourquoi ce que nous allons faire maintenant est suffisant pour
ce que nous avons en tête 25. Toutes les fonctions mesurables

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (16.285)

seront a fortiori mesurables au sens de

f :
`
R,LebpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (16.286)

où LebpRq est la tribu de Lebesgue sur R, c’est à dire la tribu complétée de celle des boréliens
(définition 16.178).

16.105.
Nous allons maintenant donner quelque conditions pour que des fonctions soient mesurables au
sens de la tribu des boréliens sur l’espace d’arrivée et de départ. Ces résultats seront donc immé-
diatement appliquables à la théorie de l’intégration où nous considérons la tribu de Lebesgue sur
l’espace de départ.

Autrement dit, les résultats présentés ici sont un peu plus forts que ce dont nous avons réel-
lement besoin . . . ou alors ce sont les hypothèses que nous allons nous mettre en théorie de l’inté-
gration qui seront un peu plus fortes que nécéssaires. C’est une question de point de vue.

Corollaire 16.106.
Si I est un intervalle de R, alors toute application monotone f : I Ñ R est borélienne.

Démonstration. Vu que f est monotone, l’ensemble tf ă au est un intervalle. Or tous les intervalles
sont boréliens, donc f est mesurable par le théorème 16.86.

Définition 16.107.
Si I est un intervalle de R, une fonction f : I Ñ R a une propriété (monotone, mesurable, continue,
etc.) par morceaux s’il existe une suite strictement croissante de points pxIqiPZ dans I telle que
f ait la propriété sur chacun des ouverts sxj , xj`1r..
25. Pour rappel, nous avons en tête de définir une théorie de la mesure afin d’y définir des intégrales. En particulier

nous allons étudier l’inttégrale de Lebesgue et en ce qui concerne Rn, nous aurons la tribu de Lebesgue.
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Dans cette définition, les points sont numérotés par Z et non parN parce que nous nous laissons
la liberté d’avoir une infinité de points de chacun des deux côtés.

Proposition 16.108.
Soit I un intervalle de R et une fonction f : I Ñ R. Si f est continue ou monotone par morceaux
sur I alors elle y est borélienne.

Démonstration. L’ensemble tsxj , xj`1rujPZ Y txiuiPZ forme une partition mesurable dénombrable
de I (les singletons sont des boréliens). À une belle redéfinition près de la numérotation (deux
fois Z va dans N), nous les appelons pInqnPN, et nous définissons les fonctions fn comme étant les
restrictions de f aux intervalles Ik.

Toute fonction sur un singleton est mesurable. Toute fonction continue sur un ouvert est mesu-
rable (théorème 16.71). Toute fonction monotone sur un ouvert est mesurable (corollaire 16.106).

Le lemme de recollement 16.91 donne alors la mesurabilité de f .

16.109.
Toutes les fonctions que nous pouvons écrire explicitement sont mesurables . . . en tout cas toutes
celles que l’on trouve en pratique. En effet nous avons déjà toutes les fonctions continues par
morceaux via la proposition 16.108 et ensuite toutes les limites par la proposition 16.98. Cela
donne les séries, les dérivées, les primitives, etc.

16.5 Intégrale par rapport à une mesure

16.110.
En théorie de l’intégration, la convention est la suivante : pour une fonction f : X Ñ R, nous
considérons sur X la tribu des ensembles mesurables au sens de Lebesgue sur X, tout en gardant
celle des boréliens sur l’ensemble d’arrivée. C’est à dire qu’en théorie de l’intégration, c’est

f :
`
X,LebpXq˘Ñ `

R,BorpRq˘. (16.287)

En particulier, f : Rn Ñ Rm sera mesurable si pour tout borélien A de Rm l’ensemble f´1pAq est
Lebesgue-mesurable dans Rn.

Étant donné qu’il est franchement difficile de créer des ensembles non mesurables au sens
de Lebesgue, il est franchement difficile de créer des fonctions non mesurables à valeurs réelles.
L’hypothèse de mesurabilité est donc toujours satisfaite dans les cas pratiques.

Voir aussi le point 16.104, et les résultats qui suivent.

16.5.1 Fonction réelles positives

Nous avons besoin d’un peu de théorie de l’intégration parce que la définition de la mesure sur
un espace mesurable 26 produit passe par une intégrale.

Une mesure µ sur un espace mesurable pΩ,Aq permet de définir une fonctionnelle linéaire sur
l’ensemble des fonctions mesurables Ω Ñ R. Cette fonctionnelle linéaire est l’intégrale que nous
allons définir à présent.

Nous commençons par considérer des fonctions f : Ω Ñ r0,`8s.
Définition 16.111.
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré. Si Y P A et si f est une fonction étagée 27, si sa forme canonique
est f “ řn

i“1 αi1Ai alors nous définissons
ż

Y
fdµ “

ÿ

i

αiµpY XAiq. (16.288)

26. Théorème 16.166.
27. Définition 16.99.
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Pour une fonction A-mesurable f : Ω Ñ r0,8s nous définissons l’intégrale de f sur Y par
ż

Y
fdµ “ sup

! ż

Y
hdµ où h est une fonction étagée telle que 0 ď h ď f

)
. (16.289)

Si f est mesurable à valeurs dans R̄ ou C, l’intégrale se définit séparément pour les parties
positives, négatives, réelles et imaginaires.

Remarque 16.112.
Toute fonction mesurable à valeurs dans R̄ est intégrable (l’intégrale vaut éventuellement `8). Au
moment où une fonction commence à prendre des valeurs positives et négatives, nous demandons à
pouvoir intégrer séparément les parties positive et négative. C’est pour cela que nous disons qu’une
fonction f à valeurs dans R est intégrable si |f | l’est.

Cela est indépendant du fait que
ş8
0 f en tant que limite de

şM
0 f peut très bien exister grâce

à des compensations, alors que
ş
r0,8r |f | n’existe pas.

16.113.
Si la fonction n’est pas mesurable ? Alors nous n’avons pas défini son intégrale. Supposons la plus
simple des fonctions non mesurables sur Ω : la fonction indicatrice d’une partie non mesurable :

fpxq “
#

1 si x P A
0 sinon.

(16.290)

où A Ă Ω n’est pas mesurable.
Nous supposons que l’espace mesuré pΩ,F , µq est complet (définition 16.50). Vu que A n’est

pas mesurable, il n’est pas contenu dans une partie négligeable (parce que l’espace est complet), et
nous voulons que l’intégrale ne soit pas nulle ; sinon on se demande bien à quoi sert une intégrale.

Toute fonction étagée minorant f est forcément nulle en dehors de A. Dès que B est une partie
mesurable de mesure non nulle dans A, le complémentaire de B dans A est encore non mesurable,
et nous voulons encore que l’intégrale de f sur ce complémentaire soit non nul.

Mais comme A n’est pas mesurable et que 1A n’est le supremum d’aucune suite de fonctions
mesurables (lemme 16.88), bien que le supremum qui définirait l’intégrale de f existe (toute partie
de R a un supremum), il est sans espoir que ce supremum ait un sens que l’on puisse interpréter
en tant que mesure de f .

Lemme 16.114.
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré et si B P A alors

µpBq “
ż

B
1dµ “

ż

Ω
1B. (16.291)

Démonstration. La fonction caractéristique d’une partie mesurable est une fonction étagée dont la
forme canonique est 1B “ 1 ·1B ` 0ˆ 1Bc . Son intégrale est donc

ż
1Bdµ “ 1ˆ µpBq ` 0ˆ µpBcq “ µpBq (16.292)

parce que 0ˆ µpBcq “ 0, même si µpBcq “ 8, comme nous l’avons convenu en 16.83.

Proposition 16.115 ([1]).
Soient une fonction f : pΩ,A, µq Ñ R` et une fonction g intégrable sur Ω telle que f ď g. Alors f
est intégrable.

Démonstration. Une fonction étagée qui minore f minore également g. Donc l’ensemble sur lequel
il faut faire le supremum pour définir

ş
ω f est inclus à celui pour

ş
Ω g. Le second supremum étant

fini, le premier l’est également.
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16.5.1.1 Convergence monotone

Le théorème suivant est très utile parce que le théorème fondamental d’approximation 16.103
donne les fonctions étagées qu’il faut.

Théorème 16.116 (Théorème de la convergence monotone ou de Beppo-Levi[208]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et pfnq une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans
r0,8s. Alors la limite ponctuelle limnÑ8 fn existe, est mesurable et

lim
nÑ8

ż

Ω
fndµ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fndµ, (16.293)

cette intégrable valant éventuellement 8.

Démonstration. La limite ponctuelle de la suite est la fonction à valeurs dans r0,8s donnée par

fpxq “ lim
nÑ8 fnpxq. (16.294)

Ces limites existent parce que pour chaque x la suite fnpxq est une suite numérique croissante.
Nous notons

I0 “
ż

Ω
fdµ. (16.295)

Nous posons par ailleurs
In “

ż

Ω
fn. (16.296)

Cela est une suite numérique croissante qui a par conséquent une limite que nous notons I “
limnÑ8 In. Notre objectif est de montrer que I “ I0. D’abord par croissance de la suite, pour tous
n nous avons In ď I0, par conséquent I ď I0.

Nous prouvons maintenant l’inégalité dans l’autre sens en nous servant de la définition (16.289).
Soit une fonction simple h telle que h ď f , et une constante 0 ă C ă 1. Nous considérons les
ensembles

En “ tx P Ω tel que fnpxq ě Chpxqu. (16.297)
Ces ensembles vérifient les propriétés En Ă En`1 et

Ť8
n“1En “ Ω. Pour chaque n nous avons les

inégalités ż

Ω
fn ě

ż

En

fn ě C

ż

En

h. (16.298)

Si nous prenons la limite nÑ8 dans ces inégalités,

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě C lim

nÑ8

ż

En

h “ C

ż

Ω
h. (16.299)

Par conséquent limnÑ8
ş
fn ě C

ş
Ω h. Mais étant donné que cette inégalité est valable pour tout

C entre 0 et 1, nous pouvons l’écrire sans le C :

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
h. (16.300)

Par définition, l’intégrale de f est donné par le supremum des intégrales de h où h est une fonction
simple dominée par f . En prenant le supremum sur h dans l’équation (16.300) nous avons

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
f, (16.301)

ce qu’il nous fallait.

Remarque 16.117.
La proposition 16.103 ainsi que le lemme 16.100 montrent qu’une fonction mesurable peut-être
écrite comme limite croissante de fonctions simples. Cela permet de démontrer des théorèmes en
commençant par prouver sur les fonctions simples et en utilisant Beppo-Levi pour généraliser.
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Remarque 16.118.
Une des raisons de demander la positivité des fonctions fn est de n’avoir pas d’ambiguïté à parler
d’intégrales qui valent 8. Si par exemple nous prenons Ω “ r0, 1s et que nous considérons

fnpxq “
#

0 si x ď 1
n

1
x sinon.

(16.302)

Ce sont des fonctions intégrables, mais la limite étant la fonction 1{x, l’égalité (16.293) est une
égalité entre deux intégrales valant 8.

Corollaire 16.119 (Inversion de somme et intégrales).
Si punq est une suite de fonctions mesurables positives ou nulles, alors

8ÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
ui. (16.303)

Démonstration. Nous considérons la suite des sommes partielles de punq : fnpxq “ řn
i“0 unpxq. Le

théorème de la convergence monotone (théorème 16.116) implique que

lim
nÑ8

ż
fn “

ż
lim
nÑ8 fn. (16.304)

Nous remplaçons maintenant fn par sa valeur en termes des ui et dans le membre de gauche nous
permutons l’intégrale avec la somme finie :

lim
nÑ8

8ÿ

i“0

ż
un “

ż 8ÿ

i“0
un, (16.305)

ce qu’il fallait démontrer.

16.5.1.2 Lemme de Fatou

Lemme 16.120 (Lemme de Fatou).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et fn : Ω Ñ r0,8s une suite de fonctions mesurables. Alors la
fonction fpxq “ lim inf fnpxq est mesurable et

ż

Ω
lim inf fndµ ď lim inf

ż

Ω
fdµ. (16.306)

Démonstration. Nous posons
gnpxq “ inf

iěn fipxq. (16.307)

Cela est une suite croissance de fonctions positives mesurables telles que, par définition,

lim
nÑ8 gnpxq “ lim inf fnpxq. (16.308)

Nous pouvons y appliquer le théorème de la convergence monotone,

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim inf fnpxq. (16.309)

Par ailleurs, pour chaque i ě n nous avons
ż
gn ď

ż
fi, (16.310)

en passant à l’infimum nous avons ż
gn ď inf

iěn

ż
fi, (16.311)

et en passant à la limite nous avons
ż

lim inf fn “ lim
nÑ8

ż
gn ď lim

nÑ8 inf
iěn

ż
fi “ lim inf

iÑ8 inf fi. (16.312)
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L’inégalité donnée dans ce lemme n’est en général pas une égalité, comme le montre l’exemple
suivant :

fi “
#
1r0,1s si i est pair
1r1,2s si i est impair.

(16.313)

Nous avons évidemment gnpxq “ 0 tandis que
ş
r0,2s fi “ 1 pour tout i.

Théorème 16.121 ([197]).
Soient f, g des fonctions étagées positives sur pS,F , µq. Alors si α P r0,8s nous avons

(1) ż

S
pαfqdµ “ α

ż

S
fdµ. (16.314)

(2) ż

S
pf ` gqdµ “

ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (16.315)

(3) Si ak P R` et si les fk sont étagées positives,
ż

S

˜
nÿ

k“1
akfk

¸
“

nÿ

k“1
ak

ˆż

S
fkdµ

˙
. (16.316)

Démonstration. En ce qui concerne le produit par un nombre, tout repose sur le fait que

pαfq´1pαaiq “ f´1paiq, (16.317)

ce qui fait que si la représentation canonique de f est f “ ř
i ai1Ai alors la représentation canonique

de αf est αf “ ř
ipαaiq1Ai . Donc

ż

S
αfdµ “

ÿ

i

αaiµpAiq “ α
ÿ

i

aiµpAiq “ α

ż

S
fdµ. (16.318)

Pour la somme c’est plus lourd. Soient les formes canoniques

f “
ÿ

i

ai1Ai (16.319a)

g “
ÿ

j

bj1Bi . (16.319b)

Vu que l’union des Bj est S nous avons l’union disjointe Ai “ Ť
j Ai X Bj et donc µpAiq “ř

j µpAi XBjq. Nous avons donc pour les intégrales :
ż

S
fdµ “

ÿ

i

ai
ÿ

j

µpAi XBjq (16.320a)
ż

S
gdµ “

ÿ

i

bk
ÿ

l

µpBk XAlq. (16.320b)

Pour la somme : ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ “

ÿ

k,l

pak ` blqµpAk XBlq. (16.321)

Nous devons maintenant évaluer
ş
Spf ` gqdµ. Pour cela nous remarquons que si c P pf ` gqpSq

(l’ensemble des valeurs atteintes pas f ` g), alors nous notons
Ic “ tpk, lq tel que ak ` bl “ cu (16.322)

et nous avons
tf ` g “ cu “

ď

pk,lqPIc
pAk XBlq, (16.323)
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et comme cette union est disjointe, nous pouvons faire la somme des mesures :

µpf ` g “ cq “
ÿ

pk,lqPIc
µpAk XBlq. (16.324)

Cela nous permet de faire le calcul suivant :
ż

S
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpSq
cµpf ` g “ cq (16.325a)

“
ÿ

cPpf`gqpSq
c

ÿ

pk,lqPIc
µpAk XBlq (16.325b)

“
ÿ

cPpf`gqpSq

ÿ

pk,lqPIc
pak ` blqµpAk XBlq (16.325c)

Dans cette double somme, tous les couples pk, lq sont tirés une et une seule fois parce qu’ils sont
tous dans un et un seul des Ic, donc

ż

S
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpSq

ÿ

pk,lqPIc
pak ` blqµpAk XBlq (16.326a)

“
ÿ

pk,lq
pak ` blqµpAk XBlq (16.326b)

“
ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (16.326c)

Remarque 16.122.
Si f “ ř

k ak1Ak n’est pas une décomposition canonique, il n’en reste pas moins que chacun des
1Ak est la forme canonique de lui-même. Donc le théorème 16.121 s’applique et nous avons quand
même ż

S
fdµ “

ÿ

k

akµpAkq. (16.327)

Proposition 16.123.
Soient deux fonctions mesurables f, g : Ω Ñ r0,`8s. Alors

ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
f `

ż

Ω
g. (16.328)

Démonstration. Soient des suites fn Ñ f et gn Ñ g fournies par le théorème fondamental d’ap-
proximation 16.103. Par le théorème de la convergence monotone 16.116 nous avons d’une part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “

ż

Ω

ż
pf ` gq, (16.329)

et par le théorème 16.121 nous avons d’autre part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “ lim

nÑ8
` ż

fn `
ż
gn
˘ “

ż
f `

ż
g (16.330)

où nous avons encore utilisé la convergence monotone.
En égalant les deux, nous avons notre résultat.



16.5. INTÉGRALE PAR RAPPORT À UNE MESURE 809

16.5.2 Fonctions à valeurs réelles

L’intégrale d’une fonction à valeurs dans r0,`8s étant faite, nous passons aux fonctions à
valeurs dans r´8,`8s.
Proposition-définition 16.124 ([1]).
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ R̄. Nous considérons les deux fonction suivantes à valeurs
dans r0,`8s :

f`pxq “
#

0 si fpxq ă 0
fpxq si fpxq ě 0.

(16.331a)

f´pxq “
#

0 si fpxq ą 0
´fpxq si fpxq ď 0.

(16.331b)

Nous avons
ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8.
Dans ce cas nous disons que f est intégrable au sens de Lebesque et nous posons

ż

Ω
f “

ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´ (16.332)

Démonstration. Vu que f est mesurable, les fonctions f` et f´ sont également mesurables et nous
avons l’égalité

|f | “ f` ` f´. (16.333)

La proposition 16.123 nous dit alors que
ż

Ω
|f | “

ż

Ω
f` `

ż

Ω
f´. (16.334)

Dans cette égalité, tous les nombres sont dans r0,8s. Le membre de gauche vaut `8 si et seulement
si au moins un des deux de droite vaut `8.

Nous verrons comment donner un sens à
ş
Ω f dans certains cas où f n’est pas intégrable sur Ω

dans la section 16.11.5 sur les intégrales impropres.
Nous définissons aussi

µpfq “
ż

Ω
f (16.335)

si f est une fonction mesurable sur Ω.

Remarque 16.125.
Dans Rd, quasiment toutes les fonctions et ensembles sont mesurables. En effet la construction
d’ensembles non mesurables demande obligatoirement l’utilisation de l’axiome du choix ; de tels
ensembles doivent être construits « exprès pour ». Il y a très peu de chances pour que vous tombiez
sur un ensemble non mesurable de Rd sans que vous ne vous en rendiez compte.

Remarque 16.126.
« Mesurable » ne signifie pas « intégrable ». Par exemple la fonction

f : RÑ R̄

ω ÞÑ
#

1
ω si ω ‰ 0
8 si ω “ 0.

(16.336)

est mesurable, mais non intégrable.

Lemme 16.127.
Soit une fonction f : Ω Ñ R telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P Ω. Si g est intégrable, alors f
est intégrable.
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Démonstration. La fonction g est manifestement à valeurs réelles positives. La proposition 16.115
nous dit alors que |f | est intégrable. Ensuite c’est au tour de la proposition 16.124 de conclure à
l’intégrabilité de f .

Proposition 16.128.
Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes et si f : RÑ R est intégrable sur AYB alors les intégralesş
A f et

ş
B f existent et ż

AYB
f “

ż

A
f `

ż

B
f. (16.337)

Proposition 16.129.
Soient deux fonctions intégrables sur pS,F , µq et à valeurs dans C. Alors f ` g est intégrable et

ż

S
pf ` gqdµ “

ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (16.338)

Démonstration. En plusieurs étapes suivant la généralité de f et g.
Si f et g sont étagées et positives C’est le théorème 16.121(2) déjà prouvé.
Si f et g sont à valeurs positives Le théorème fondamental d’approximation 16.103 nous

permet de considérer des suites croissantes de fonctions étagées positives pfkq et pgkq qui
vérifient fk Ñ f et gk Ñ g.
Pour chaque k nous avons

ż

S
pfk ` gkqdµ “

ż

S
fkdµ`

ż

S
gkdµ. (16.339)

De plus, la suite k ÞÑ fk ` gk est une suite croissante de fonctions étagées positives conver-
geant vers f ` g. Le théorème de la convergence monotone 16.116 nous permet donc de
passer à la limité dans (16.339) et de permuter toutes les limites avec toutes les intégrales,
des deux côtés.

f et g à valeurs réelles Il faut diviser le domaine en de nombreuses régions suivant les signes
de f , g et f ` g.

16.5.3 Fonctions à valeurs vectorielles (dimension finie)

Nous voulons intégrer des fonctions du type

f : Ω Ñ V (16.340)

où Ω et V sont des espaces vectoriels. Nous expliquons à présent plus précisément le cadre.

16.130.
Nous considérons à présent un espace vectoriel normé pV, }.}q de dimension finie, et un espace
mesuré pΩ,A, µq.

Attention à ne pas confondre espace de départ et espace d’arrivée. Vu que V est un espace
topologique, nous avons bien entendu les boréliens de V , et pour peut que nous ayons une mesure
sur V (qui qui n’est pas compliqué à créer à partir de celle canonique de Rn et un isomorphisme),
nous avons déjà une définition de

ş
V fdµ lorsque f : V Ñ R.

Ici nous nous proposons non d’intégrer f : V Ñ R mais bien f : pΩ,A, µq Ñ V où V est un
espace vectoriel normé.

Le lemme suivant est la point de départ pour définir les intégrales de fonctions à valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie. Pour les fonctions à valeurs dans un espace de dimension
infine (par exemple de Banach), il existe des choses, mais c’est un peu plus compliqué.



16.5. INTÉGRALE PAR RAPPORT À UNE MESURE 811

Lemme 16.131 ([1]).
Soit un espace vectoriel V réel de dimension finie, muni de la norme N . Soient une base teiu de V ,
et une fonction f : pΩ,A, µq Ñ V telle que la norme Npfq : Ω Ñ R` soit intégrable. Nous notons
fi les composantes de f : fpxq “ ř

i fipxqei.
Alors pour chaque i,
(1) la fonction |fi| : Ω Ñ R` est intégrable,
(2) la fonction fi : Ω Ñ R est intégrable.

Démonstration. Si V était un espace muni d’un produit scalaire, et si la base teiu était ortho-
normée, ce serait facile parce que la norme majore toutes les composantes. Hélas, ce n’est pas
spécialement le cas. La base teiu n’est pas spécialement orthonormée et même la norme N ne
dérive pas spécialement d’un produit scalaire.

Nous allons utiliser l’équivalence de toutes les normes en dimension finie (théorème 12.5) pour
nous ramener au cas d’une norme euclidienne.

Nous considérons sur V la norme « euclidienne » construite sur la base teiu : }ři viei} “
ř
i |vi|2.

Par équivalence des normes nous avons des nombres non nuls λ1 et λ2 tels que

Npvq ď λ1}v}, (16.341)

et
}v} ď λ2Npvq (16.342)

pour tout v P V . Pour un i fixé nous avons alors les majorations

N
`
fipxqei

˘ ď λ1}fipxqei} ď λ1}fpxq} ď λ1λ2N
`
fpxq˘. (16.343)

En posant Ni “ Npeiq nous avons la majoration 28

|fipxq| ď λ1λ2
NpeiqN

`
fpxq˘. (16.344)

L’application
|fi| : Ω Ñ R`

x ÞÑ |fipxq| (16.345)

est donc une fonction à valeurs réelles positives, majorée par une fonction intégrable (la fonction
x ÞÑ N

`
fpxq˘). Elle est donc intégrable par le lemme 16.127.

La fonction fi elle-même est alors intégrable par la proposition 16.124.

Notons que ce lemme est en réalité très simple si V est un espace vectoriel normé dont la norme
découle d’un produit scalaire, comme c’est le cas pour C. D’ailleurs, il ne faut pas se voiler la face :
le cas d’intégrales de fonctions à valeurs dans C sera dans le Frido le cas de loin le plus courant.
À ce propos, nous n’avons pas encore défini ce que nous voulons noter

ş
Ω fdµ lorsque f est une

fonction à valeurs vectorielles. Comblons vite ce manque . . .

Proposition-définition 16.132 ([1]).
Soit une fonction f : Ω Ñ V où V est un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit une base
teiu de V . Si la fonction }f} : Ω Ñ R` est intégrable, alors

(1) toutes les composantes fi : Ω Ñ R sont intégrables,
(2) le vecteur

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei (16.346)

ne dépend pas de la base choisie.

28. Vous notez l’utilisation de la condition (2) de la définition 8.88 de la norme pour « convertir » la norme N en
valeur absolue.
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Dans ce cas, la fonction f est dite intégrable et nous définissons
ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei. (16.347)

Démonstration. Le fait que les composantes soient intégrables est le lemme 16.131. Soient deux
bases de V , teiu et tsαu, liées conformément à (5.200) par la relation sα “ ř

iQiαei pour une
certaine matrice inversible Q. Nous avons pour tout x P Ω :

fpxq “
ÿ

i

fipxqei “
ÿ

α

fαpxqsα (16.348)

avec fαpxq “ ř
i fipxqQ´1

αi par la formule (5.207).
Notons pour être pointilleux que les ensembles teiu et tsαu ne sont pas indexés par le même

ensemble, de telle sorte que fi ne peut pas être confondu avec fα, même lorsqu’on attribue des
valeurs à i et à α.

Comme combinaisons linéaires des fonctions fi qui sont intégrables, les fonctions fα sont inté-
grables (proposition 16.129). En écrivant

ş
Ω f par rapport à la base tsαu nous trouvons :

ÿ

α

p
ż
fαqsα “

ÿ

α

` ż ÿ

i

fipxqQ´1
αi dx

˘ÿ

j

Qjαej (16.349a)

“
ÿ

j

ż ÿ

αi

fipxqQ´1
αi Qjαdxej (16.349b)

“
ÿ

j

ż
fjpxqdxej (16.349c)

“
ÿ

j

p
ż
fiqei (16.349d)

où nous avons permuté des sommes finies et des intégrales des fonctions fi, à valeurs dans R en
vertu de la proposition 16.129

La proposition suivante est, pour les intégrales à valeurs vectorielles, analogue à la proposition
16.124.

Proposition 16.133.
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ pV, }.}q. Soit une base teiu de V et la décomposition f “ř
i fiei.
Nous avons équivalence entre
(1)

ş
Ω }f} ă 8

(2)
ş
Ω |fi| ă 8

(3)
ş
Ω f

`
i ă 8 et

ş
Ω f

´
i ă 8.

Démonstration. L’équivalence entre les points (2) et (3) est la proposition 16.124. Nous démontrons
l’équivalence entre (1) et (2).

Vu que toutes les normes sont équivalentes sur V , nous considérons en particulier la norme
associée à la base teiu donnée par

Npxq “
ÿ

i

|xi|. (16.350)

Il existe des constantes λ1 et λ2 telles que

λ1
`ÿ

i

|fipxq|
˘ ď }fpxq} ď λ2

`ÿ

i

|fipxq|
˘

(16.351)

pour tout x P Ω.
La première inégalité dit que si

ş
Ω }f} ă 8, alors λ1

`ř
i

ş
Ω |f ´ i|

˘ ă 8. Et vu que chacun des
termes est positif, ils sont tous finis.

La seconde inégalité donne l’implication dans réciproque.
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16.5.4 Quelques propriétés

Proposition 16.134.
Si f, g sont des fonctions étagées et si A,B Ă S sont disjoints, alors

(1)
ş
A fdµ “

ş
S f1Adµ

(2)
ş
AYB fdµ “

ş
A fdµ`

ş
B fdµ.

Démonstration. Si f “ ř
k ak1Bk alors d’une part

ż

A
fdµ “

ÿ

k

akµpBk XAq (16.352)

et d’autre part, ż

S
f1Adµ “

ÿ

k

ak1A1Bk “
ÿ

k

ak1BkXA, (16.353)

ce qui donne ż
f1Adµ “

ÿ

k

akµpBk XAq. (16.354)

En ce qui concerne la seconde égalité à prouver, tout repose sur le fait que 1AYB“1A`1B . Du
coup nous avons, en utilisant le théorème 16.121 :

ż

AYB
fdµ “

ż

S
f1AYBdµ (16.355a)

“
ż

S
fp1A ` 1Bqdµ (16.355b)

“
ż

S
f1A `

ż

S
f1B (16.355c)

“
ż

A
f `

ż

B
f. (16.355d)

Le lemme suivant nous aide à détecter des fonctions presque partout nulles.

Lemme 16.135.
Soit f une fonction mesurable positive ou nulle telle que

ż

Ω
fdµ “ 0. (16.356)

Alors f “ 0 µ-presque partout.

Démonstration. L’ensemble des points x P Ω tels que fpxq ‰ 0 peut s’écrire comme une union
dénombrable disjointe :

tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “
8ď

i“0
Ei (16.357)

avec

E0 “ tx P Ω tel que fpxq ą 1u (16.358a)

Ei “ tx P Ω tel que 1
i` 1 ď fpxq ă 1

i
u. (16.358b)

Si un des ensembles Ei est de mesure non nulle, alors nous pouvons considérer la fonction simple
hpxq “ 1

i`11Ei dont l’intégrale sur Ω est strictement positive. Par conséquent le supremum de la
définition (16.289) est strictement positif.
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Nous savons donc que µpEiq “ 0 pour tout i. Étant donné que la mesure d’une union disjointe
dénombrable est égale à la somme des mesures, nous avons

µtx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “ 0, (16.359)

ce qui signifie que f est nulle µ-presque partout.

Corollaire 16.136.
Soit f une fonction mesurable sur l’espace mesuré pΩ,A, µq telle que

ż

Ω
f1fą0dµ “ 0. (16.360)

Alors f ď 0 presque partout.

Démonstration. Nous avons l’égalité d’ensembles

tf1fą0 ‰ 0u “ t1fą0 ‰ 0u. (16.361)

Mais lemme 16.135 implique que f1fą0 est nulle presque partout, c’est à dire que la mesure de
l’ensemble du membre de gauche est nulle par conséquent

µt1fą0 ‰ 0u “ 0. (16.362)

Cela signifie que la fonction f est presque partout négative ou nulle.

16.5.5 Permuter limite et intégrale

16.5.5.1 Convergence uniforme

Proposition 16.137 (Permuter limite et intégrale).
Soit fn Ñ f uniformément sur un ensemble mesuré A de mesure finie. Alors si les fonctions fn et
f sont intégrables sur A, nous avons

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (16.363)

Démonstration. Notons f la limite de la suite pfnq. Pour tout n nous avons les majorations
ˇ̌
ˇ̌
ż

A
fndµ´

ż

A
fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

A
|fn ´ f |dµ (16.364a)

ď
ż

A
}fn ´ f}8dµ (16.364b)

“ µpAq}fn ´ f}8 (16.364c)

où µpAq est la mesure de A. Le résultat découle maintenant du fait que }fn ´ f}8 Ñ 0.

Il existe un résultat considérablement plus intéressant que cette proposition. En effet, l’intégra-
bilité de f n’est pas nécessaire. Cette hypothèse peut être remplacée soit par l’uniforme convergence
de la suite (théorème 16.138), soit par le fait que les normes des fn sont uniformément bornées
(théorème de la convergence dominée de Lebesgue 16.140).

Théorème 16.138 ([209]).
La limite uniforme d’une suite de fonctions intégrables sur un borné est intégrable, et on peut
permuter la limite et l’intégrale.

Plus précisément, soit A un ensemble de µ-mesure finie et fn : AÑ R des fonctions intégrables
sur A. Si la limite fn Ñ f est uniforme, alors f est intégrable sur A et nous pouvons inverser la
limite et l’intégrale :

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (16.365)
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Démonstration. Soit ε ą 0 et n tel que }fn ´ f}8 ď ε (ici la norme uniforme est prise sur A).
Étant donné que fn est intégrable sur A, il existe une fonction simple ϕn qui minore fn telle que

ˇ̌
ˇ̌
ż

A
ϕn ´

ż

A
fn

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (16.366)

La fonction ϕn ` ε est une fonction simple qui majore la fonction f . Si ψ est une fonction simple
qui minore f , alors ż

A
ψ ď

ż

A
ϕn ` ε ď

ż

A
fn ` εµpAq. (16.367)

Par conséquent le supremum qui définit
ş
A f existe, ce qui montre que f est intégrable. Le fait qu’on

puisse inverser la limite et l’intégrale est maintenant une conséquence de la proposition 16.137.

Remarque 16.139.
L’hypothèse sur le fait que A soit de mesure finie est importante. Il n’est pas vrai qu’une suite
uniformément convergente de fonctions intégrables est intégrables. En effet nous avons par exemple
la suite

fnpxq “
#

1{x si x ă n

0 sinon
(16.368)

qui converge uniformément vers fpxq “ 1{x sur A “ r1,8r. Le limite n’est cependant guerre
intégrable sur A.

16.5.5.2 Convergence dominée de Lebesgue

Théorème 16.140 (Convergence dominée de Lebesgue).
Soit pfnqnPN une suite de fonctions intégrables sur pΩ,A, µq à valeurs dans C ou R. Nous supposons
que fn Ñ f simplement sur Ω presque partout et qu’il existe une fonction intégrable g telle que

|fnpxq| ď gpxq (16.369)

pour presque 29 tout x P Ω et pour tout n P N. Alors
(1) f est intégrable,
(2) limnÑ8

ş
Ω fn “

ş
Ω f ,

(3) limnÑ8
ş
Ω |fn ´ f | “ 0.

Démonstration. La fonction limite f est intégrable parce que |f | ď g et g est intégrable 30. Par
hypothèse nous avons

´ gpxq ď fnpxq ď gpxq. (16.370)

En particulier la fonction gn “ fn`g est positive et mesurable si bien que le lemme de Fatou 16.120
implique ż

Ω
lim inf gn ď lim inf

ż

Ω
gn. (16.371)

Évidemment nous avons lim inf gn “ f ` g, de telle sorte que
ż
f `

ż
g ď lim inf

ż
gn “ lim inf

ż
fn `

ż
g, (16.372)

et le nombre
ş
g étant fini, nous pouvons le retrancher des deux côtés de l’inégalité :

ż
f ď lim inf

ż
fn. (16.373)

29. S’il n’y avait pas le « presque » ici, ce théorème serait à peu près inutilisable en probabilité ou en théorie des
espaces Lp, comme dans la démonstration du théorème de Fischer-Riesz 28.31 par exemple.
30. Par le lemme 16.127
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Afin d’obtenir une minoration de
ş
f nous refaisons exactement le même raisonnement en utilisant

la suite de fonctions kn “ ´fn Ñ k “ ´f . Nous obtenons que
ż
k ě lim inf

ż
kn “ ´ lim sup

ż
fn, (16.374)

et par conséquent
lim inf

ż
fn ď

ż
f ď lim sup

ż
fn. (16.375)

La limite supérieure étant plus grande ou égale à la limite inférieure, les trois quantités dans les
inégalités (16.375) sont égales.

Nous prouvons maintenant le troisième point. Soit la suite de fonctions

hnpxq “ |fnpxq ´ fpxq| (16.376)

qui tend ponctuellement vers zéro. De plus

hnpxq ď |fnpxq| ` |fpxq| ď 2gpxq, (16.377)

ce qui prouve que les hn majorés par une fonction intégrable. Donc

lim
nÑ8

ż

Ω
|fn ´ f | “ lim

nÑ8

ż

Ω
hnpxqdx “

ż

Ω
lim
nÑ8 |fnpxq ´ fpxq| “ 0 (16.378)

Remarque 16.141.
Lorsque nous travaillons sur des problèmes de probabilités, la fonction g peut être une constante
parce que les constantes sont intégrables sur un espace de probabilité.

Corollaire 16.142.
Soit paiqiPN une suite numérique absolument convergente. Alors elle est convergente. Il en est de
même pour les séries de fonctions si on considère la convergence ponctuelle.

Démonstration. L’hypothèse est la convergence de l’intégrale
ş
N
|ai|dmpiq où dm est la mesure de

comptage. Étant donné que |ai| ď |ai|, la fonction ai (fonction de i) peut jouer le rôle de g dans le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 16.140).

16.5.6 Produit d’une mesure par une fonction (mesure à densité)

Proposition-définition 16.143 ([1, 210]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et une fonction mesurable positive w : S Ñ R̄`. Alors la formule

pw·µqpAq “
ż

A
wdµ (16.379)

pour tout A P F définit une mesure positive sur pS,Fq appelée produit de la mesure µ par la
fonction w. La fonction w est la densité de la mesure w·µ par rapport à la mesure µ.

Démonstration. D’abord pw·µqpHq “ 0 parce que le lemme 16.114 donne

pw·µqpHq “
ż

S
w1Hdµ “

ż

S
0dµ “ 0ˆ µpSq “ 0 (16.380)

où nous avons (éventuellement) utilisé deux fois la convention 0ˆ8 “ 0.
Ensuite si les ensembles Ai sont des éléments deux à deux disjoints de F alors nous avons

1Ť8
i“1
“ ř8

i“1 1Ai , et donc

pw·µqp
ď

i

Aiq “
ż

S
w1Ť

i Ai
dµ “

ż

S

` 8ÿ

i“1
w1Ai

˘
dµ “

ÿ

i

ż

S
w1Aidµ “

ÿ

i

pw·µqpAiq. (16.381)

Dans ce calcul nous avons utilisé le fait que f était positive pour justifier l’application du théorème
de la convergence monotone 16.116.
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En particulier nous parlons souvent de mesure à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
C’est alors la construction suivante. Si µ est une mesure sur Rd, une fonction f : Rd Ñ R est une
densité si pour tout A Ă Rd nous avons

µpAq “
ż

A
fpxqdx (16.382)

où dx est la mesure de Lebesgue.

Proposition 16.144 ([210]).
Soit une fonction mesurable w : pS,F , µq Ñ R̄`.

(1) Si f : S Ñ R̄` est mesurable, alors f · pw·µq “ pfgq·µ.
(2) Si f : S Ñ R̄ ou C est mesurable, elle est w·µ-intégrable si et seulement si fw est µ-

intégrable. Dans ce cas, nous avons encore f · pw·µq “ pfgq·µ.
Attention : dans le cas où f est à valeurs dans C, alors il faut que w soit à valeurs finies dans R
parce que nous n’avons pas définit 8ˆ z lorsque z P C.
Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat pour la fonction caractéristique de l’en-
semble mesurable A. Nous avons : 1A · pw·µqpBq “ ş

B 1Adpw·µq. Mais par définition, l’inté-
grale d’une fonction indicatrice est la mesure de l’ensemble indiqué. En passant sur le fait que
1A1B “ 1AXB,ż

B
1Adpw·µq “ pw·µqpAXBq “

ż

S
1AXBwdµ “

ż

S
1A1Bwdµ “

ż

B
1Awdµ “ p1Awq·µpBq.

(16.383)
Supposons maintenant que f soit une fonction étagées qui s’écrit f “ ř

k ak1Ak où les Ak sont
des ensembles mesurables disjoints. Alors le calcul est le suivant, en utilisant le fait que sur Ak, on
a ak “ fpxq :

f · pg·µqB “
ż

B
fdpg·µq (16.384a)

“
ÿ

k

akpg·µqpAk XBq (16.384b)

“
ÿ

k

ak

ż

AkXB
gfµ (16.384c)

“
ż

AkX
fpxqgpxqdµpxq (16.384d)

“
ÿ

k

pfg·µqpAk XBq (16.384e)

“ pfg·µqpBq (16.384f)
parce que les AkXB forment une partition de l’ensemble B (voir le point (2) de la définition 16.23).

Si f : S Ñ R̄` est mesurable, le théorème 16.103 donne une suite croissante fn de fonctions
étagées positives convergeant (ponctuellement) vers f . Vu que la fonction w est positive, nous avons
aussi la limite positive et croissante wfn Ñ wf . Ainsi l’utilisation du théorème de la convergence
monotone est justifié dans le calcul suivant :

ż

S
fdpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
fndpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
pwfnqdµ “

ż

S
wfdµ. (16.385)

Nous passons maintenant au cas général où f est une fonction à valeurs dans R̄ ou C (avec w
finie dans ce dernier cas). Nous avons la chaîne d’équivalences
ô f est pw·µq intégrable
ô |f | est pw·µq-intégrable
ô |f |w est µ-intégrable
ô |fw| est µ-intégrable.
Si cela est le cas, la formule se démontre en se ramenant au cas déjà prouvé des fonctions

positives en utilisant les pfwq` “ f`w, pfwq´ “ f´w etc.
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16.5.7 Mesure et topologie

Exemple 16.145(Un compact n’est pas toujours de mesure finie)
Soit l’espace mesurable pR,BorpRqq réel avec ses boréliens et la fonction

w :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘

x ÞÑ
#

1
|x| si x ‰ 0
`8 si x “ 0.

(16.386)

Essayons d’étudier la mesure de densité w par rapport à la mesure de Lebesgue.
w est mesurable Soit un borélien B de R̄. Si B ne contient pas8 alors w´1pBq est un borélien

de R par continuité de l’application restreinte w : Rzt0u Ñ R. Ici nous avons par exemple
appliqué la proposition 16.108 à chacun des deux intervalles s´8, 0r et s0,8r. Si `8 P B
alors

w´1pBq “ w´1`Bzt0u˘Y w´1pt8uq “ w´1`Bzt0u˘Y t0u, (16.387)

qui est borélien par union de boréliens.
Mesure produit La proposition 16.143 nous assure alors qu’en posant 31

µpBq “
ż

B

1
|x|dλpxq (16.388)

où λ est la mesure de Lebesgue, nous avons une mesure.
Mesure du singleton Pour avoir les idées claires, nous pouvons nous demander la mesure

µ
`t0u˘. Nous cela nous devons calculer

ż

t0u
1
|x|dλpxq “

ż

t0u
wpxqdλpxq (16.389)

où là, l’abus de notation n’est plus possible. Mais quelle que soit la fonction étagée h “ř
i αi1Ai considérée, ż

t0u
hpxqdλpxq “

ÿ

i

αiλ
`
Ai X t0u

˘ “ 0. (16.390)

Attention : ceci n’a rien de particulier à la fonction x ÞÑ 1{|x|. Lorsqu’une mesure a une
densité par rapport à Lebesgue, la mesure d’un singleton sera toujours nulle.

Mesure de la boule compacte Il n’en reste pas moins que µ
`r´1, 1s˘ “ 8.

4

16.146.
En réalité, il n’y a pas de liens forts entre mesure et topologie. Un espace topologique est une
chose, et y mettre une mesure en est une autre. Bien entendu, une topologie étant donnée, nous
pouvons considérer la tribu des boréliens et y mettre une mesure un peu quelconque. Il n’y a pas
de choix canonique.

Notons que même dans l’exemple de compact de mesure infinie 16.145, la mesure introduite
n’est pas sans lien avec la topologie de R. En effet pour avoir une mesure à densité par rapport à
Lebesgue, nous avons dû prendre une application mesurable par rapport à la tribu des boréliens,
laquelle est éminemment liée à la topologie. Il y a donc parfaitement moyen de construire des
espaces mesurés tenant compte de la topologie, et ayant des propriétés qui ne sont pas celle
attendues.
31. Avec un mini abus de notation : si 0 P B, cette notation n’est pas tout à fait correcte.
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16.6 Propriétés
Théorème 16.147 ([210]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application mesurable ϕ : S1 Ñ S2.
Soit encore µ, une mesure positive sur pS1,F1q.

Si f : S2 Ñ R̄ ou C est mesurable alors,
(1) f est ϕpµq-intégrale si et seulement si f ˝ ϕ est µ-intégrable.
(2) dans le cas où f est ϕpµq-intégrable, nous avons

ż

S2

fd
`
ϕpµq˘ “

ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (16.391)

Démonstration. L’intégrabilité est la définition 16.124, et demande que |f | soit intégrable. L’égalité
(16.391) a un sens si les deux membres sont infinis. Tant que les fonctions considérées sont positives,
le point (1) est immédiat. Ce n’est qu’au moment où les fonctions considérées deviennent à valeurs
dans C ou R que l’intégrabilité de |f | commence à jouer parce qu’il faut que f` et f´ soient
séparément intégrables.

Nous allons prouver la formule (16.391) pour des fonctions de plus en plis générales. Pour la
suite nous notons µ1 “ ϕpµq.
Pour f “ 1B, B mesurable Soit B P F2. Nous avons 1B ˝ ϕ “ 1ϕ´1pBq. Donc en utilisant le

lemme 16.114 nous avons
ż

S2

1Bdµ
1 “ µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ “

ż

S1

1ϕ´1pBqdµ “
ż

S1

p1B ˝ ϕqdµ. (16.392)

f est étagée positive La fonction f peut être écrite sous la forme

f “
nÿ

k“1
ak1Bk (16.393)

avec Bk P F2 et ak P R`. Nous avons alors, en utilisant la sous-additivité de l’intégrale du
théorème 16.121(3),

ż

S2

fdµ1 “
ÿ

k

ak

ż

S2

1Bkdµ
1 (16.394a)

“
ÿ

k

ak

ż

S1

p1Bk ˝ ϕqdµ (16.394b)

“
ż

S1

´ÿ

k

ak1Bk

¯
˝ ϕdµ (16.394c)

“
ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (16.394d)

f à valeurs dans R̄` Vu que f est mesurable, par le théorème 16.103 il existe une suite crois-
sante de fonctions étagées positives convergeant vers f . Soit donc cette suite, fn : S2 Ñ R`.
Les fonctions fn ˝ ϕ sont étagées et positives et nous avons aussi la limite ponctuelle et
croissante fn ˝ϕÑ f ˝ϕ parce que ϕ est continue. Le théorème de la convergence monotone
(théorème 16.116) permet d’écrire ceci :

ż

S2

fdµ1 “ lim
ż

S2

fndµ
1 “ lim

ż

S1

pfn ˝ ϕqdµ “
ż

S1

pf ˝ ϕqdµ. (16.395)

Pour f : S2 Ñ R̄ ou C C’est maintenant que l’intégrabilité va jouer. Nous avons |f | ˝ ϕ “
|f ˝ ϕ|, donc ż

S2

|f |dµ1 “
ż

S1

|f | ˝ ϕdµ “
ż

S1

|f ˝ ϕ|dµ, (16.396)
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ce qui montre que f est µ1-intégrable si et seulement si f ˝ ϕ est µ-intégrable.
De plus si f “ f` ´ f´ alors f` ˝ ϕ “ pf ˝ ϕq`, f´ ˝ ϕ “ pf ˝ ϕq´, et de façon similaire
pour les parties imaginaires et réelles.

16.7 Mesure à densité

16.7.1 Théorème de Radon-Nikodym

Proposition 16.148 (Produit d’une mesure par une fonction).
Si pS,F ,m1q est un espace mesuré, si f : S Ñ R est intégrable, et si B est un ensemble mesurable,
nous définissons fm1 par

m2pBq “ pfm1qpBq “
ż

B
fptqdm1ptq. (16.397)

Cela est une mesure positive sur pS,Fq.
Démonstration. D’abord pour l’ensemble vide : m2pHq “

ş
H fdm1 “ 0.

Si An sont des éléments disjoints de F tels que
Ť
nAn P F . Alors en utilisant la proposi-

tion 16.128, nous avons le calcul suivant :

m2
`ď

n

An
˘ “

ż
Ť
n An

fptqdm1ptq “
ÿ

n

ż

An

fptqdm1ptq “
ÿ

n

m2pAnq. (16.398)

Définition 16.149 ([211]).
Soient µ et ν deux mesures sur l’espace mesurable pΩ,Aq. Nous disons que la mesure µ est dominée
par ν si pour tout ensemble mesurable A, νpAq “ 0 implique µpAq “ 0.

Si ν est une mesure positive et µ une mesure, nous disons que µ est absolument continue
par rapport à ν si νpAq “ 0 implique µpAq “ 0. On note aussi µ ! ν.

La mesure µ est portée par l’ensemble E P A si pour tout A P A,

µpAq “ µpAX Eq. (16.399)

Nous écrivons que µ K ν s’il existe un ensemble E P A tel que µ soit porté par E et ν soit
porté par AE.

Théorème 16.150 (Radon-Nikodym[212]).
Soient µ et ν deux mesures σ-finies sur un espace métrisable pΩ,Aq.

(1) Il existe un unique couple de mesures µ1 et µ2 telles que
(a) µ “ µ1 ` µ2

(b) µ1 est dominé par ν
(c) µ2 K ν.
Dans ce cas, les mesures µ1 et µ2 sont positives et σ-finies.

(2) À égalité ν-presque partout près, il existe une unique fonction mesurable positive f telle que
pour tout mesurable A,

µ1pAq “
ż

A
dµ1 “

ż

Ω
1Afdν. (16.400)

(3) À égalité ν-presque partout près, il existe une unique fonction positive mesurable h telle que
µ1 “ hν.
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Corollaire 16.151.
Si µ es une mesure σ-finie dominée par la mesure σ-finie m, alors µ possède une unique fonction
de densité.

Corollaire 16.152.
Soient µ et m, deux mesures positives σ-finies sur pΩ,Aq. Alors m domine µ si et seulement si µ
possède une densité par rapport à m.

Démonstration. Si µ est dominée par m, alors la décomposition µ “ µ` 0 satisfait le théorème de
Radon-Nikodym. Par conséquent il existe une fonction f telle que

µpAq “
ż

A
fdm. (16.401)

Cette fonction est alors une densité pour µ par rapport à m.
Pour la réciproque, nous supposons que µ a une densité f par rapport à m, et que A est une

ensemble de m-mesure nulle :
mpAq “

ż

Ω
1Adm “ 0. (16.402)

Cela signifie que la fonction 1A estm-presque partout nulle. La fonction produit 1Af est également
nulle m-presque partout, et par conséquent

µpAq “
ż

Ω
1Afdm “ 0. (16.403)

Problèmes et choses à faire

Est-ce que la démonstration de cela ne demande pas la convergence monotone d’une façon ou d’une autre ?

16.7.2 Mesure complexe

Définition 16.153 (Mesure complexe[213]).
Si pΩ,Aq est un espace mesurable, une mesure complexe est une application µ : A Ñ C telle que

(1) µpHq “ 0,
(2) ν est sous-additive : si les ensembles Ai P A, alors

ř
i µpAiq “ µpŤiAiq.

Notons que la série
ř
i µpAiq est alors nécessairement absolument convergente. En effet changer

l’ordre de la somme ne change pas l’union, et donc ne change pas la valeur de la somme. Si
σ : NÑ N est une permutation,

ÿ

i

µpAσpiqq “ µ
`ď

i

Aσpiq
˘ “ µ

`ď

i

Ai
˘ “

ÿ

i

µpAiq. (16.404)

Le théorème 11.188 dit alors que la somme doit être absolument convergente.

Théorème 16.154 (Radon-NikoDym complexe 32).
Soit µ une mesure positive sur pΩ,Aq et ν une mesure complexe. Alors

(1) Il existe un unique couple de mesures complexes νa, νs sur pΩ,Aq tel que
(a) ν “ νa ` νs
(b) νa ! µ

(c) νs K µ.
(2) Ces mesures satisfont alors νa K νs.

32. L’histoire du nom de ce théorème est intéressante. Lorsque monsieur et madame Rèmederdonnukodym ap-
prirent que leurs amis, les Rèmedelaboulechevelue avaient appelé leur fils Théo, ils décidèrent d’en faire autant. C’est
en souvenir de ces circonstances que monsieur Nikodym (prénommé Radon) décida de faire des math.
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(3) Il existe une fonction intégrable h : Ω Ñ C telle que νa “ hµ.
(4) La fonction h est unique à µ-équivalence près.
(5) Si de plus ν ! µ alors ν “ hµ.

Démonstration. No proof.

Remarque 16.155.
Le point (5) est souvent utilisé sous la forme

νpAq “
ż

Ω
1Apωqhpωqdµpωq “

ż

A
hpωqdµpωq. (16.405)

16.7.3 Théorème d’approximation

Théorème 16.156 (Théorème d’approximation[207]).
Soit pX,B, µq un espace mesuré où B sont les boréliens de X. Soit A P B tel que A ĂW où W est
un ouvert avec µpW q ă 8. Soit aussi ε ą 0.

(1) Il existe un fermé F et un ouvert V tels que µpV q ă 8 et

F Ă A Ă V (16.406)

et µpV zF q ă ε.
(2) Il existe f P C0pX,Rq nulle hors de W vérifiant 0 ď f ď 1 et

ż

X
|1A ´ f |pdµpxq ă ε. (16.407)

16.8 Tribu produit, mesure produit

16.8.1 Produit d’espaces mesurables

Définition 16.157.
Si A1 et A2 sont deux tribus sur deux ensembles Ω1 et Ω2, nous définissons la tribu produit
A1 bA2 comme étant la tribu engendrée par

tX ˆ Y tel que X P A1, Y P A2u. (16.408)

Ces ensembles sont appelés rectangles de pΩ1,A1q b pΩ2,A2q.
Proposition 16.158 ([214]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q. Si Ci est une classe de parties de Si avec
Fi “ σpCiq et Si P Ci. Alors

F1 b F2 “ σpC1 ˆ C2q. (16.409)

Démonstration. Nous notons p1 et p2 les projections de S1 ˆ S2 vers S1 et S2. Nous commençons
par prouver que

F1 b F2 “ σ
`
P´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘
. (16.410)

En effet cette union est dans F1 b F2 parce que ce sont tous des produits de la forme A1 ˆ S2 et
S1ˆA2 où Ai P Fi. Inversement, tous les produits de la forme A1ˆA2 sont dans la tribu engendrée
par l’union parce que

A1 YA2 “ pA1 ˆ S2q X pS1 ˆA2q. (16.411)

Par conséquent, la partie p´1
1 pF1q Y p´1

2 pF2q engendre tous les produits qui engendrent la tribu
F1 b F2. L’égalité (16.410) est donc correcte.

Si C1 P C1 alors
p´1

1 pC1q “ C1 ˆ S2 P C1 ˆ C2 (16.412)

https://fr.wikisource.org/wiki/Bible_Crampon_1923/Matthieu
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et donc p´1
1 pC1q Ă C1 ˆ C2. En utilisant le lemme de transfert 16.69 nous avons alors

p´1
1 pF1q “ p´1

1
`
σpC1q

˘ “ σ
`
p´1

1 C1
˘ Ă σpC1 ˆ C1q (16.413)

et au bout de la même façon,
p´1

2 pF1q Ă σpC1 ˆ C2q. (16.414)

Vu les relations (16.413), (16.414) et (16.410) nous avons

F1 b F2 “ σ
`
P´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘ Ă σpC1 ˆ C2q. (16.415)

Réciproquement, si C1 P C1 et C2 P C2 alors

C1 ˆ C2 “ pC1 ˆ S1q X pS1 ˆ C2q “ p´1
1 pC1q X p´1

2 pC2q P F1 b F2. (16.416)

16.8.2 Le cas des boréliens

Si X1 et X2 sont des espaces topologiques et si nous notons Oi l’ensemble de leurs ouverts, par
définition BorpXiq “ σpOiq. De plus par la proposition 16.158 nous savons que

σpO1 ˆO2q “ BorpX1q b BorpX2q. (16.417)

Lemme 16.159.
Si pXi,Oiq sont des espaces topologiques, alors

BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q (16.418)

Démonstration. Si Ai P Oi alors A1 ˆ A2 est un ouvert de X1 ˆ X2 (voir la définition 8.9). Par
conséquent, O1 ˆO2 est contenu dans l’ensemble des ouverts de X1 ˆX2 ou encore

O1 ˆO2 Ă BorpX1 ˆX2q, (16.419)

et donc
σpO1 ˆO2q Ă σ

`
BorpX1 ˆX2q

˘
(16.420)

finalement, par (16.417)
BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q. (16.421)

Il n’y a en général pas égalité, mais nous allons immédiatement voir que dans (presque) tous
les cas raisonnables, les boréliens sur un produit sont le produit des boréliens.

Proposition 16.160 ([214]).
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors

BorpX1 ˆX2q “ BorpX1q b BorpX2q. (16.422)

Démonstration. Nous savons par le lemme 10.1 que tout ouvert de X1 ˆ X2 est une réunion
dénombrable d’éléments de O1 ˆO2. Donc tout ouvert de X1 ˆX2 est dans BorpX1q b BorpX2q.
Par conséquent

BorpX1 ˆX2q Ă BorpX1q b BorpX2q. (16.423)

L’inclusion inverse étant déjà acquise par le lemme 16.159, nous avons l’égalité.

Proposition 16.161.
Les boréliens sur RN sont ceux qu’on croit.

(1) BorpR2q “ BorpRq b BorpRq
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(2) BorpRN`1q “ BorpRN q b BorpRq
Démonstration. Cela n’est rien d’autre que la proposition 16.160.

Proposition 16.162.
Soit un espace mesurable pS,Fq et des applications fk : S Ñ R (k “ 1, . . . , N). Alors l’application

f : pS,Fq Ñ pRN ,BorpRN qq
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fN pxq
˘ (16.424)

est mesurable si et seulement si chacun des fi est mesurable.

Démonstration. Division en deux.
Condition nécessaire Nous supposons que les fi sont mesurables. Nous avons

f´1` Nź

k“1
sak, bkr

˘ “ tx P S tel que f1pxq P sa1, b1r, ¨ ¨ ¨ fN pxq P saN , bN ru (16.425a)

“
Nč

k“1
f´1
k

`sak, bkr
˘
. (16.425b)

Cela est une intersection finie d’éléments de F et est donc un élément de F . Mais les
pavés ouverts engendrent BorpRN q parce qu’ils sont une base dénombrable de la topologie
(proposition 16.9). Le théorème 16.70 nous assure alors que f est mesurable parce que
l’image inverse d’une base de la tribu est mesurable.

Condition suffisante Si f est mesurable alors en particulier

f´1
k

`sa, br˘ “ f´1`Rˆ . . .ˆ sa, br ˆRˆ . . .ˆR˘ P F . (16.426)

Pour cela nous avons utilisé la proposition 16.161 qui nous indique que le produit dans la
parenthèse est un borélien de RN en tant que produit de boréliens de R.
Encore une fois f´1

k tombe dans F pour une base dénombrable de la topologie de R et est
donc mesurable.

16.8.3 Produit de mesures

Lemme 16.163 (Propriété des sections[204]).
Soient A1 et A2 des tribus sur les ensembles Ω1 et Ω2. Si A P A1 bA2 alors pour tout x P Ω1 et
y P Ω2, les ensembles

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Au (16.427a)
A2pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P Au (16.427b)

sont mesurables.

Démonstration. Soit y P Ω2 ; nous allons prouver le résultat pour A1pyq. Pour cela nous notons

S “ tA P A1 bA2 tel que @y P Ω2, A1pyq P A1u, (16.428)

et nous allons noter que S est une tribu contenant les rectangles. Par conséquent, S sera égal à
A1 bA2.
Les rectangles Considérons le rectangle A “ X ˆ Y et si y P Ω2 alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X ˆ Y u. (16.429)

Donc soit y P Y alors A1pyq “ X P A1, soit y R Y et alors A1pyq “ H P A1.
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Tribu : ensemble complet Nous avons Ω1 ˆ Ω2 P S parce que c’est un rectangle.
Tribu : complémentaire Soit A P S. Montrons que Ac P S. Nous avons d’abord

pAcq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu. (16.430)

D’autre part

A1pyqc “ tx P Ω1 tel que px, yq R Au “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu “ pAcq1pyq. (16.431)

Vu que A1 est une tribu et que par hypothèse A1pyq P A1, nous avons aussi A1pyqc P S, et
donc pAcq1pyq P A1, ce qui prouve que Ac P S.

Tribu : union dénombrable Soit une suite An P S. Nous avons

p
ď

n

Anq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Anu (16.432a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Anu (16.432b)

“
ď

n

pAnq1pyq, (16.432c)

et ce dernier ensemble est dans A1 parce que c’est une union dénombrable d’éléments de
A1.

Nous avons donc prouvé que S est une tribu contenant les rectangles, donc S contient au moins
A1 bA2.

Corollaire 16.164.
Si f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R est une fonction mesurable 33 sur X ˆ Y alors pour chaque y dans Ω2, la
fonction

fy : X Ñ R

x ÞÑ fpx, yq (16.433)

est mesurable.

Démonstration. Soit O un ensemble mesurable de R (i.e. un borélien), et y P Ω2. Nous avons

f´1
y pOq “ tx P X tel que fpx, yq P Ou “ A1pyq (16.434)

où
A “ tpx, yq P Ω1 ˆ Ω2 tel que fpx, yq P Ou “ f´1pOq. (16.435)

Ce dernier est mesurable parce que f l’est.

Théorème 16.165 ([204] 34).
Soient pΩi,Ai, µiq (i “ 1, 2) deux espaces mesurés σ-finie. Soit A P A1bA2. Alors les fonctions 35

x ÞÑ µ2
`
A2pxq

˘
(16.436a)

y ÞÑ µ1
`
A1pyq

˘
(16.436b)

sont mesurables et ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ2
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (16.437)

33. Définition 16.63.
34. Modèle non contractuel : des notations et la définition de λ-système peuvent varier entre la référence et le

présent texte.
35. Voir la notation du lemme 16.427.
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Démonstration. Nous supposons d’abord que µ1 et µ2 sont finies et nous notons D le sous-ensemble
de A1 bA2 sur lequel le théorème est correct. Nous allons commencer par prouver que D est un
λ-système.
λ-système : différence ensembliste Soient A,B P D avec A Ă B. Nous avons

pBzAq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P BzAu (16.438a)
“ tx P Ω1 tel que px, yq P Buztx P Ω1 tel que px, yq P Au (16.438b)
“ B1pyqzA1pyq. (16.438c)

Vu que A1pyq Ă B1pyq et que les mesures sont finies le lemme 16.26 nous donne

µ1
`pBzAq1pyq

˘ “ µ1
`
B1pyq

˘´ µ1
`
A1pyq

˘
, (16.439)

et similairement pour 1 Ø 2. Les deux fonctions (de y) à droite étant mesurables, nous
avons la mesurabilité de la fonction y ÞÑ µ1

`pBzAq1pyq
˘
.

Prouvons la formule intégrale en nous rappelant que la formule (16.437) est supposée cor-
recte pour A et B séparément :

ż

Ω2

µ1
`pBzAq1pyq

˘
dµ2pyq “

ż

Ω2

µ1
`
B1pyq

˘
dµ2pyq ´

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (16.440a)

“
ż

Ω1

µ2
`
B2pxq

˘
dµ1pxq ´

ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (16.440b)

“
ż

Ω1

µ2
`pBzAq2pxq

˘
dµ1pxq. (16.440c)

λ-système : limite de suite croissante Soit pAnq une suite croissante dans D ; nous posons
Bn “ AnzAn´1 et A0 “ H de telle sorte à travailler avec une suite d’ensembles disjoints
qui satisfait

Ť
nAn “

Ť
nBn. Vu que la suite est croissante nous avons An´1 Ă An et donc

Bn P D par le point déjà fait sur la différence ensembliste. Nous avons :

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘ “ tx P Ω1 tel que px, yq P

ď

n

Bnu (16.441a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Bnu (16.441b)

“
ď

n

pBnq1pyq. (16.441c)

Par conséquent, par la propriété (2) d’une mesure nous avons

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘ “

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
. (16.442)

En tant que somme de fonctions positives et mesurables, la fonction

y ÞÑ
ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
(16.443)

est mesurable par la proposition 16.89. Il faut encore vérifier la formule intégrale. Le gros
du boulot est de permuter une somme et une intégrale par le corollaire 16.119 :

ż

Ω2

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq “

ÿ

n

ż

Ω2

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq (16.444a)

“
ÿ

n

ż

Ω1

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (16.444b)

“
ż

Ω1

ÿ

n

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (16.444c)

“
ż

Ω1

µ2
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘
dµ1pxq. (16.444d)
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Maintenant que D est un λ-système contenant les rectangles, le lemme 16.39 dit que la tribu
engendrée par D (c’est à dire A1 bA2) est le λ-système D lui-même.

La preuve est finie dans le cas de mesures finies. Nous commençons maintenant à prouver dans
le cas où les mesures µ1 et µ2 sont seulement σ-finies. Nous considérons des suites croissantes
Ωi,n Ñ Ωi d’ensembles mesurables et de mesure finie : µipΩi,nq ă 8. D’abord remarquons que

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq

¯
“ µ2

´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j . (16.445)

En effet,

♥ “ pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq (16.446a)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P AX Ω1,j ˆ E2,ju (16.446b)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju. (16.446c)

Si y P Ω1,j alors ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju “ Ω2,j et dans ce cas

♥ “ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X Ω2,j “ A2pxq X E2,j . (16.447)

Et inversement, si x R Ω1,j alors ♥ “ H. Dans les deux cas nous avons (16.445).
Les ensembles A X Ω1,j ˆ Ω2,j étant de mesure finie, nous pouvons leur appliquer la première

partie :
ż

Ω1

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq2pxq

¯
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq1pyq

¯
dµ2puq, (16.448)

ou encore
ż

Ω1

µ2
´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j pxqdµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
A1pyq X Ω1,j

¯
1Ω2,j pyqdµ2pyq. (16.449)

Ce que nous avons dans ces intégrales sont (par rapport à j) des suites croissantes de fonction
positives ; nous pouvons donc permuter une limite et une intégrale. En sachant que si k Ñ8, alors

11,jpxq Ñ 1 (16.450a)
µ2
`
A2pxq X Ω2, j

˘Ñ µ2
`
A2pxq

˘
, (16.450b)

nous trouvons le résultat demandé.

Théorème 16.166 ([215, 216]).
Soient µi des mesures σ-finies sur pΩi,Aiq (i “ 1, 2).

(1) Il existe une et une seule mesure, notée µ1 b µ2, sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q telle que

pµ1 b µ2qpA1 ˆA2q “ µ1pA1qµ2pA2q (16.451)

pour tout A1 P A1 et A2 P A2.
(2) Cette mesure est donnée par la formule 36

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (16.452)

Cette mesure est la mesure produit de µ1 par µ2.
(3) La mesure µ1 b µ2 ainsi définie est σ-finie.

36. Voir les notations du lemme 16.163.
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Démonstration. La partie « existence » sera divisée en deux parties : l’une pour prouver que les
formules (16.452) donnent une mesure et une pour montrer que cette mesure vérifie la condition
(16.451).
Unicité L’ensemble des rectangles de Ω1ˆΩ2 engendre la tribu A1bA2, est fermé par intersec-

tion et contient une suite croissante d’ensembles PnˆRn de mesure finie (µpPnˆRnq ă 8)
telle que PnˆRn Ñ Ω1ˆΩ2. Cette suite est donné par le fait que µ1 et µ2 sont σ-finies. En
effet si pXnq et pYnq sont des recouvrements dénombrables de Ω1 et Ω2 par des ensembles
de mesure finie, en posant Pn “ Ťn

k“1Xn et Rn “ Ťn
k“1 Yn nous avons bien une suite crois-

sante de rectangles qui tendent vers Ω1ˆΩ2. Avec ces rectangles en main, le théorème 16.40
donne l’unicité.

Les formules définissent une mesure Le théorème 16.165 dit que ces formules ont un sens
et que l’égalité entre les deux intégrales est correcte. Nous prouvons à présent qu’elles
déterminent effectivement une mesure sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q.
Pour tout A P A1 b A2, µpAq ě 0 parce que µ est donnée par l’intégrale d’une fonction
positive.
En ce qui concerne la condition d’unions dénombrable disjointe, soient Apiq des éléments
disjoints de A1 bA2 ; nous commençons par remarquer que

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸

2

pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P
8ď

i“1
Apiqu (16.453a)

“
8ď

i“1
ty P Ω2 tel que px, yq P Apiqu (16.453b)

“
8ď

i“1
A
piq
2 pxq. (16.453c)

Par conséquent,

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“

ż

Ω1

µ2

˜´ 8ď

i“1
Apiq

¯
2
pxq

¸
dµ1pxq (16.454a)

“
ż

Ω1

8ÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (16.454b)

“
ż

Ω1

lim
nÑ8

nÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq. (16.454c)

où nous avons utilisé l’additivité de la mesure µ2. À ce niveau, il serait commode de permuter
la somme et l’intégrale. Pour ce faire nous considérons la suite (croissante) de fonctions

fnpxq “
nÿ

i“1
µ2
`
A
piq
2 pxq

˘
. (16.455)

Nous pouvons permuter la limite et l’intégrale grâce au théorème de la convergence mo-
notone 16.116 ; ensuite la somme se permute avec l’intégrale en tant que somme finie :

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“ lim

nÑ8

nÿ

i“1

ż

Ω1

`
A
piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (16.456a)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“1
µpApiqq (16.456b)

“
8ÿ

i“1
µpApiqq. (16.456c)
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Elles vérifient la condition Prouvons que les formules (16.452) se réduisent à (16.451) dans
le cas des rectangles. Soit donc A “ X1 ˆX2 avec Xi P Ai. Alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X1 ˆX2u (16.457)

et
µ1
`
A1pyq

˘ “ 1X2pyqµ1pX1q, (16.458)

donc

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (16.459a)

“
ż

Ω2

µ1pX1q1X2pyqdµ2pyq (16.459b)

“ µ1pX1q
ż

Ω2

1X2pyqdµ2pyq (16.459c)

“ µ1pX1qµ2pX2q. (16.459d)

Pour cela nous avons utilisé le fait que l’intégrale de la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable est la mesure de cet ensemble.

Définition 16.167 (Produit d’espaces mesurés).
Si pΩi,Ai, µiq sont deux espaces mesurés, l’espace produit est l’ensemble Ω1ˆΩ2 muni de la tribu
produit A1bA2 de la définition 16.157 et de la mesure produit µ1bµ2 définie par le théorème 16.166.

Remarque 16.168.
Il n’est pas garantit que la tribu A1 bA2 soit la tribu la plus adaptée à l’ensemble S1 ˆ S2. Dans
le cas de RN , il se fait que c’est le cas : en prenant des produits des boréliens sur R on obtient
bien les boréliens sur RN , voir proposition 16.161.

16.9 Mesure de Lebesgue sur R
Nous notons S l’ensemble des intervalles 37 de R.

Proposition 16.169.
L’ensemble réunions finies d’éléments de S est une algèbre de parties de R que nous allons noter
AS .

Démonstration. Nous devons vérifier la définition 16.18. Les ensembles R et H sont des intervalles
et font donc partie de AS .

Si A P AS se décompose en union d’intervalles de la forme pak, bkq avec k “ 1, . . . , n (ici nous
mettons des parenthèses au lieu de crochets parce qu’a priori nous ne savons pas). Alors

Ac “
kď

k“0
pbk, ak`1q (16.460)

où nous avons posé b0 “ ´8 et an`1 “ `8. Ici encore les parenthèses sont soit fermées soit
ouvertes en fonction de ce qu’étaient celles dans la décomposition de A. Quoi qu’il en soit, cette
décomposition de Ac montre que Ac P AS .

Enfin si A,B P AS alors AYB P AS .

Lemme 16.170.
Tout élément de AS admet une décomposition minimale unique en réunion finie d’intervalles. Cette
décomposition est formée d’intervalles deux à deux disjoints.
37. Définition 2.13.
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Démonstration. Nous allons montrer que si A P AS , alors la décomposition minimale consiste en
les composantes connexes de A. Pour cela nous rappelons que la proposition 9.29 dit qu’une partie
de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle. D’abord cela nous dit immédiatement
que les composantes connexes de A forment une décomposition de A en intervalles. Nous devons
prouver qu’elle est minimale.

Soit tCkuk“1,...,n les composantes connexes de A. Aucun connexe de R contenu dans A ne peut
intersecter plus d’un des Ck, et par conséquent nous ne pouvons pas décomposer A en moins de n
intervalles.

Pour l’unicité, soit tIkuk“1,...,n un ensemble de n intervalles tels que
Ťn
k“1 Ik “ A. Chacun des

Ik intersecte un et un seul des Ck. En effet si x P Ik XCi et y P Ik XCj , alors rx, ys Ă Ik parce que
Ik est un intervalle. Mais Ci étant le plus grand connexe contenant x, rx, ys Ă Ci et de la même
façon, rx, ys Ă Cj . Par conséquent Ci et Cj sont tous deux la composante connexe de x et y. Nous
en déduisons que Ci “ Cj , c’est à dire i “ j.

Par ailleurs nous avons Ik X Il “ H dès que k ‰ l parce que sinon l’ensemble Ik X Il serait
connexe et la décomposition des tIkuk“1,...,n ne serait pas minimale : en remplaçant Ik et Il par
Ik Y Il on aurait eu une décomposition contenant moins d’éléments. Donc à renumérotation près
nous pouvons supposer que Ik intersecte Cl si et seulement si k “ l.

Dans ce cas nous devons avoir Ik “ Ck, sinon les éléments de CkzIk ne seraient pas dansŤn
i“1 Ii.

Définition 16.171 (longueur d’intervalle[197]).
Si I est un intervalle d’extrémités a et b avec ´8 ď a ď b ď `8 alors nous définissons la
longueur de I par

`pIq “
#
b´ a si ´8 ă a ď b ă `8
8 si a ou b est infini

(16.461)

Si A P AS et si sa décomposition minimale est A “ Ťn
k“1 Ik, alors on définit

`pAq “
nÿ

k“1
`pIkq. (16.462)

Le lemme suivant nous indique que nous pouvons calculer la longueur d’un élément de AS sans
savoir la décomposition minimale, pourvu que l’on connaisse une décomposition disjointe.

Lemme 16.172 ([197]).
Si

B “
pď

r“1
Jr (16.463)

est une décomposition de B P AS en intervalles deux à deux disjoints alors

`pBq “
pÿ

r“1
`pJrq. (16.464)

Démonstration. Nous prouvons dans un premier temps le résultat dans le cas où B “ I est un
intervalle. Soit I un intervalle et une décomposition en intervalles disjoints I “ Ťp

r“1 Jr. Nous
montrons qu’alors `pIq “ řp

r“1 `pJrq. Nous verrons ensuite comment passer au cas où B est un
élément générique de AS .
Si B “ I est un intervalle infini Si I est infini alors un des Jr soit l’être et donc

řp
r“1 `pJrq “

8 “ `pIq.
Si B “ I est un intervalle ininfini Pour chaque r “ 1, . . . , p nous notons ar et br les extrémi-

tés de Jr. Vu que les Jr sont connexes et disjoints, si ak ď al alors bk ď al, sinon l’ensemble
(non vide) sal, bkr serait dans l’intersection Ik X Il qui, elle, est vide. Plus généralement, si
x P Jk et y P Jl avec x ă y alors pour tout x1 P Jk et tout y1 P Jl nous avons x1 ă y1. Vu
qu’il y a un nombre fini d’ensembles Jr, nous pouvons les classer dans l’ordre croissant :

a1 ď b1 ď a2 ď b2 ď . . . ď bp´1 ď ap ď bp. (16.465)
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Vu que les Jr sont disjoints et que leur union est connexe nous avons en réalité

a “ a1 ď b1 “ a2 ď b2 “ a3 ď . . . ď bp´1 “ ap ď bp, (16.466)

donc une somme télescopique donne

`pIq “ b´ a “
pÿ

r“1
pbr ´ arq “

pÿ

r“1
`pJrq. (16.467)

Si B n’est pas un intervalle Soit tIkuk“1,...,n la décomposition minimale de B. Alors

♠ “ `pBq “
nÿ

k“1
`pIkq “

nÿ

k“1
`
` pď

r“1
pIk X Jrq

˘
. (16.468)

Mais Ik est un intervalle et s’écrit comme union disjointe Ik “ Ťp
r“1pIk X Jrq, donc par la

première partie

♠ “
nÿ

k“1

pÿ

r“1
`pIk X Jrq “

pÿ

r“1

nÿ

k“1
`pIk X Jrq. (16.469)

Ici Jr est un intervalle qui se décompose en Jr “ Ťn
k“1pIk X Jrq, donc nous pouvons encore

utiliser la première partie :

♠ “
pÿ

r“1
`pJrq, (16.470)

ce qu’il fallait.

Lemme 16.173.
Si A,B P AS avec A Ă B alors `pAq ď `pBq.
Démonstration. Nous avons évidemment B “ AYBzA. Notons que BzA P AS par le lemme 16.19.
Si tIku est une décomposition disjointe de A et tJiu une de BzA alors tIku Y tJiu est une décom-
position disjointe de AYBzA et le lemme 16.172 nous dit que

`pBq “ `pAYBzAq “ `pAq ` `pBzAq. (16.471)

Par conséquent `pBq ě `pAq.
Lemme 16.174.
Si I est un intervalle et s’il se décompose en

I “
ď

nPN
In (16.472)

où les In sont des intervalles disjoints, alors

`pIq “
8ÿ

n“1
`pInq. (16.473)

Démonstration. Nous allons encore diviser la preuve en deux parties suivant que I soit de longueur
finie ou pas.
Si I est de longueur finie Soient a et b les extrémités de I : ´8 ă a ď b ă `8. Pour tout

N ě 1 nous avons
Nÿ

n“1
`pInq “ `

` nď

n“1
In
˘ ď `pIq. (16.474)
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La première égalité est le lemme dans le cas d’une union finie 16.172. L’inégalité est le
lemme 16.173. Cela étant vrai pour tout N , à la limite N Ñ8 nous conservons l’inégalité :

8ÿ

n“1
`pInq ď `pIq. (16.475)

Nous devons encore voir l’inégalité inverse. Pour cela nous supposons que a ă b. Sinon
`pIq “ 0 et tous les In doivent être vide sauf un qui contiendra seulement tau (si I le
contient).
Soit ε ą 0 avec ε ă b´ a et l’intervalle

ra` ε

4 , b´
ε

4 s “ ra
1, b1s Ă I. (16.476)

Si les an et le bn sont le extrémités des In alors

ra1, b1s Ă I “
ď

ně1
In Ă

ď

ně1
san ´ ε

2n`2 , bn `
ε

2n`2 r “
ď

ně1
sa1n, b1nr (16.477)

où nous avons posé a1n “ an ´ ε{2n`2 et b1n “ bn ` ε{2n`2. Nous avons donc recouvert le
compact 38 ra1, b1s par des ouverts. Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement
fini (c’est la définition de la compacité), c’est à dire une partie finie F de N telle que

ra1, b1s Ă
ď

nPF
sa1n, b1nr. (16.478)

Le lemme 16.173 nous dit alors que

♥ “ b1 ´ a1 ď `
` ď

nPF
sa1n, b1nr

˘ ď
ÿ

nPF
pb1n ´ a1nq. (16.479)

La seconde inégalité se prouve en recopiant 39 la preuve de 16.21. Nous continuons le calcul :

♥ ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq `

ÿ

nPF

ε

2n`1 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε

2 . (16.480)

Mais b1 ´ a1 “ pb´ aq ´ ε
2 , donc

b´ a´ ε

2 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε

2 . (16.481)

D’où nous déduisons que

`pIq “ b´ a ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ε ď

ÿ

nPN
pbn ´ anq ` ε “

ÿ

nPN
`pInq ` ε. (16.482)

Cela étant valable pour tout ε nous déduisons que

`pIq ď
ÿ

nPN
`pInq. (16.483)

Si I est de longueur infinie Étant donné que I est un intervalle de longueur infinie, il doit
au moins contenir un ensemble du type s´8, as ou ra,`8r ; donc pour toutM ą 0, il existe
N ě 1 tel que

`
`
I X r´N,N s˘ ěM. (16.484)

38. Lemme 9.5.
39. Nous ne pouvons pas invoquer directement le lemme 16.21 parce que nous n’avons pas encore prouvé que `

était une mesure sur pR,ASq.
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Mais I X r´N,N s est un intervalle et

I X r´N,N s “
ď

nPN
In X r´N,N s (16.485)

qui est une union disjointe. Par conséquent,

M ď `
`
I X r´N,N s˘ “

ÿ

n

`
`
In X r´N,N s

˘ ď
ÿ

n

`pInq. (16.486)

Cela étant vrai pour tout M ą 0, nous concluons que
ÿ

nPN
`pInq “ 8. (16.487)

Remarque 16.175.
Pour la preuve de 16.174 nous ne pouvons pas classer les In en ordre croissant comme nous l’avons
fait dans la preuve de 16.172. En effet si I “ r0, 1s et que nous recouvrons r0, 1

2 r et s12 , 1s par une
infinité d’intervalles chacun, nous ne pouvons plus les classer par ordre croissant.

Proposition 16.176 ([197]).
La fonction ` ainsi définie est une mesure σ-finie sur l’algèbre de parties AS .

Démonstration. Le fait que ` soit σ-finie provient par exemple du fait que `
`s´n, nr˘ “ 2n tandis

que
Ť
ns´n, nr “ R.

Nous devons à présent prouver que ` est additive. Soient pAiqiPN des éléments disjoints de AS ,
avec leurs décomposition minimales

Ai “
nď

k“1
I
piq
k . (16.488)

Pour chaque i P N, le lemme 16.174 nous indique que

`pAiq “
ÿ

kPN
`pIpiqk q. (16.489)

L’ensemble NˆN est dénombrable et nous pouvons considérer la décomposition
ď

iPN
Ai “

ď

pi,kqPNˆN
I
piq
k . (16.490)

Cette décomposition n’est pas spécialement minimale 40 mais elle est disjointe. Le lemme 16.174
donne

`p
ď

i

Aiq “
ÿ

pi,kqPNˆN
`pIpiqk q “

ÿ

iPN

˜ÿ

kPN
`pIpiqk q

¸
“

ÿ

iPN
`pAiq. (16.491)

La décomposition de la somme sur N2 en deux sommes sur N est faite en vertu de la proposi-
tion 11.195.

16.9.1 Mesure et tribu de Lebesgue

Théorème 16.177.
Il existe une unique mesure λ sur

`
R,BorpRq˘ telle que

λ
`sa, br˘ “ b´ a (16.492)

pour tout a ď b dans R.
40. A1 pourrait contenir r0, 1s et A2 contenir s1, 2s.
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Démonstration. L’existence provient du théorème de prolongement de Hahn 16.60 : la mesure `
sur pASq se prolonge à σpASq “ BorpRq.

Nous ne pouvons pas prouver l’unicité en invoquant la partie unicité de Hahn (c’est tentant
parce que ` est σ-finie) parce que dans ce théorème nous ne fixons la valeur de λ que sur une toute
petite partie de AS . Nous allons cependant voir que cette petite partie suffit à garantir l’unicité.

La classe
D “ tsa, br tel que ´8 ă a ď b ă `8u (16.493)

est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne. En effet D contient toutes les boules
et donc une base dénombrable de la topologie de R (proposition 8.79). Donc tous les ouverts de
R sont dans σpDq et σpDq “ BorpRq. Nous pouvons donc dire grâce au théorème 16.40 qu’il y a
unicité de la mesure sur BorpRq lorsque les valeurs sur D sont fixées.

Définition 16.178.
La mesure de l’espace mesuré

`
R,BorpRq, λ˘ donné par le théorème 16.177 est la mesure de

Lebesgue sur
`
R,BorpRq˘.

Nous définissons aussi la tribu de Lebesgue par la proposition 16.59 :
`
R,LebpRq, λ˘ est

l’espace mesuré complété de
`
R,BorpRq, λ˘.

Remarque 16.179.
Il n’est pas évident que la tribu de Lebesgue soit plus grande que celle des boréliens, ni que la tribu
des parties soit plus grande que celle de Lebesgue. Nous mentionnons cependant les faits suivants.

(1) Il existe des ensembles mesurables non-boréliens, et cela ne nécessite pas l’axiome du choix.
Un argument classique de cardinalité est donné dans [196]. La construction la plus explicite
que j’aie trouvée est dans [5], mais ça a l’air de demander des connaissances précises sur les
ordinaux.

(2) Vu que l’ensemble de Cantor C est mesurable de mesure nulle (proposition 16.195), tout
sous-ensemble de Cantor est mesurable de mesure nulle parce que la tribu de Lebesgue est
complète par définition. Le cardinal de PpCq est strictement supérieur à la puissance du
continu, alors que le cardinal de l’ensemble des boréliens est au plus égal à la puissance du
continu. Donc il existe des non boréliens contenus dans Cantor ; de tels non boréliens sont
alors mesurables au sens de Lebesgue.

(3) Si nous admettons l’axiome du choix alors il existe des ensembles non mesurables au sens
de Lebesgue. Nous en verrons un dans l’exemple 16.196.

Exemple 16.180(Un ouvert contenant tous les rationnels et de mesure arbitrairement petite)
Il est possible de construire un ouvert de R contenant Q et de mesure de Lebesgue plus petite que
ε. Pour cela si pqiq est une énumération des rationnels, il suffit de prendre

O “
8ď

n“1
Bpqn, ε

2n`1 q. (16.494)

Cela est un ouvert comme union d’ouverts, ça contient tous les rationnels, et sa mesure se majore.
En effet le théorème 16.177 donne λ

`
Bpqn, ε

2n q
˘ “ ε

2n . Vu que ces boules ne sont a priori pas
disjointes, le lemme 16.26 donne

λpOq ď
8ÿ

n“1

ε

2n “ ε (16.495)

par (12.128) avec q “ 1
2 .

Par complémentarité, nous pouvons construire un ensemble fermé de mesure non nulle et ne
contenant aucun rationnel. Et même un fermé dans r0, 1s, de mesure 1 ´ ε ne contenant aucun
rationnel.
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Cela peut surprendre parce qu’il existe des tonnes de suites d’irrationnels qui convergent vers
des rationnels 41, et il semble difficile de créer un ensemble contenant beaucoup d’irrationnels tout
en préservant la propriété de fermeture vis à vis des suites convergentes. 4

16.9.2 Propriétés de la mesure de Lebesgue

Proposition 16.181.
Tout ensemble dénombrable de R est mesurable de mesure nulle.

Démonstration. Un point de R est un intervalle de mesure nulle. Si D est dénombrable, il est
union disjointes et dénombrable de points. Le lemme 16.174 nous dit alors que sa mesure est
λpDq “ ř8

i“1 λptaiuq “ 0.

Remarque 16.182.
Il existe cependant des ensembles non dénombrables et tout de même de mesure nulle. Par exemple
l’ensemble de Cantor (voir la proposition 16.195).

Proposition 16.183.
La mesure de Lebesgue est invariante par translation, c’est à dire que si A est mesurable alors
λpAq “ λpA` αq pour tout réel α.

Démonstration. Nous commençons par les intervalles ouverts :

λ
`sa, br ` α˘ “ λ

`sa` α, b` αr˘ “ pb` αq ´ pa` αq “ b´ a “ λ
`sa, br˘. (16.496)

D’après ce qui est dit dans l’exemple 16.41, la mesure de Lebesgue sur les boréliens est invariante
par translation.

Si A est mesurable alors il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que A “ BYN
par la caractérisation 16.98b de la complétion. Alors A` α “ B ` αYN ` α et N ` α est encore
un ensemble négligeable. Donc λpA` αq “ αpB ` αq “ λpBq.

Le mesure ` définie sur l’algèbre de parties AS (voir proposition 16.176). La proposition 16.22
nous donne donc une mesure extérieure par

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pAnq;An P AS , X Ă
ď

n

Anu. (16.497)

La proposition suivante montre que cette mesure extérieure peut être exprimée seulement avec
des intervalles ouverts.

Proposition 16.184.
Nous avons

λ˚pXq “ inft
ÿ

ně1
`pInq; In sont des intervalles ouverts et X Ă

ď

n

Inu. (16.498)

Démonstration. Nous savons que dans la définition (16.497), chacun des An est une réunion dis-
jointe d’intervalles (pas spécialement ouverts) deux à deux disjoints ; donc

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pInq; In P S, X Ă
ď

n

Inu. (16.499)

Soit ε ą 0. Si A Ă Ť
n In, pour chaque n ě 1 nous considérons un intervalle ouvert Jn tel que

In Ă Jn et `pInq ` ε
2n ď `pJnq. Faisant cela pour chacun des découpages de X en intervalles nous

trouvons
λ˚pXq ď inft

ÿ

n

`pJnq Jn est ouvert et X Ă
ď

n

Jnu ` ε. (16.500)

Étant donné que ε est arbitraire nous avons l’égalité.
41. Si q P Q et r P RzQ alors la suite pq ` r{10kqk est une suite d’irrationnels convergente vers le rationnel q
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Proposition 16.185 ([197]).
Si X Ă R est tel que λ˚pXq ă 8 alors

(1) Pour tout ε ą 0 il existe un ouvert Ωε tel que
"
X Ă Ωε (16.501a)
λpΩεq ď λ˚pXq ` ε. (16.501b)

(2) Il existe une intersection dénombrable d’ouverts G telle que
"
X Ă G (16.502a)
λpGq “ λ˚pXq. (16.502b)

Démonstration. Pour (1), la proposition 16.184 nous a déjà dit que

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

`pInq In est un intervalle ouvert, X Ă
ď

n

Inu, (16.503)

donc si ε ą 0, il existe des intervalles ouverts In tels que
$
’&
’%

X Ă
ď

n

In (16.504a)
ÿ

n

`pInq ď λ˚pXq ` ε. (16.504b)

Si nous posons Ωε “ Ť
n In, alors nous avons bien

$
&
%
X Ă Ωε (16.505a)
λpΩεq ď

ÿ

n

`pInq ď λ˚pXq ` ε. (16.505b)

En ce qui concerne (2), pour chaque k ě 1 nous considérons l’ensemble Ω1{k obtenu comme
précédemment avec ε “ 1{k et nous posons G “ Ş

kě1 Ω1{k. Cela est une intersection dénombrable
d’ouverts vérifiant X Ă G (parce que X Ă Ω1{k pour tout k) et donc λ˚pXq ď λ˚pGq “ λpGq. De
plus pour tout k nous avons

λpGq ď pΩ1{kq ď λ˚pXq ` 1
k

(16.506)

pour tout k. En faisant k Ñ8 nous avons

λpGq ď λ˚pXq. (16.507)

Au final
λpGq ď λ˚pXq ď λpGq, (16.508)

d’où l’égalité.

Corollaire 16.186.
Une partir N Ă R est négligeable 42 si et seulement si λ˚pNq “ 0.

Démonstration. Nous savons que si N est négligeable il existe un borélien Y tel que N Ă Y avec
λpY q “ 0. Par conséquent 43

λ˚pNq ď λ˚pY q “ λpY q “ 0. (16.509)

Pour l’implication inverse nous supposons que λ˚pNq “ 0 et nous prenons l’ensemble G définit
par la proposition 16.185(2) : c’est un borélien contenant N et tel que λpGq “ λ˚pNq “ 0.
L’ensemble N est donc négligeable.
42. Définition 16.48.
43. Au péril d’être lourd nous rappelons que λ˚ est défini sur toutes les parties de R.
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Théorème 16.187 (Régularité extérieure de la mesure de Lebesgue).
Pour tout mesurable A Ă R nous avons

λpAq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant Au. (16.510)

Démonstration. Nous commençons par le cas où B est un borélien.
Si B borélien, λpBq ă 8 Soit ε ą 0 ; par la proposition 16.185(1) il existe un ouvert Ωε conte-

nant B tel que λpΩεq ď λ˚pBq`ε. Vu qu’ici B est borélien, λ˚pBq “ λpBq et nous concluons
que pour tout ε il existe un ouvert Ωε tel que

"
B Ă Ωε (16.511a)
λpΩεq ď λpBq ` ε, (16.511b)

et donc
λpBq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant B u. (16.512)

Si B borélien, λpBq “ `8 Dans ce cas l’infimum est pris uniquement sur des ouverts Ω tels
que λpΩq “ 8.

Si A est mesurable non borélien Nous passons maintenant au cas où A est mesurable sans
être borélien. Il s’écrit donc A “ B Y N avec B borélien et N négligeable par la proposi-
tion 16.51, et par définition λpAq “ λpBq. Si Y est un borélien tel que N Ă Y et λpY q “ 0
alors

λpAq “ λpBq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B Ă Ωu (16.513a)
ď inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu (16.513b)
ď inf

Ω1,Y 1
tλpΩ1 Y Y 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (16.513c)

ď inf
Ω1,Y 1

tλpΩ1q ` λpY 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (16.513d)

ď inf
Ω1
tλpΩ1q tel que Ω1 ouvert, B Ă Ωu (16.513e)

“ λpBq. (16.513f)

Justifications :
— (16.513a) Le cas borélien déjà fait.
— (16.513b) Les ouverts Ω tels que BYN Ă Ω vérifient a fortiori B Ă Ω ; nous avons donc

agrandit l’ensemble sur lequel l’infimum est pris.
— (16.513c) Parmi les ouverts Ω qui recouvrent B YN , il y a ceux de la forme Ω1 Y Y 1 où

Ω1 recouvre B et Y 1 est un ouvert contenant Y . Donc nous avons rétréci l’ensemble sur
lequel l’infimum est pris et par conséquent agrandit l’infimum.

— (16.513d) Mesure d’une union majorée par la somme des mesures.
— (16.513e) Vu que Y est borélien, λpY q “ infY 1 ouverttλpY 1q tel que Y Ă Y 1u “ 0. Donc

pour tout Ω1 et tout ε ą 0, nous pouvons trouver un Y 1 vérifiant les conditions tel que
λpΩ1q ` λpY 1q ď λpΩ1q ` ε.

Toutes les inégalités sont des égalités en en particulier (16.513b) donne

λpAq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu, (16.514)

ce qu’il fallait.

Proposition 16.188 ([197]).
Si A est mesurable dans R et si ε ą 0 alors il existe un ouvert Ωε et un fermé Fε tels que

"
Fε Ă A Ă Ωε (16.515a)
λpΩεzFεq ď ε. (16.515b)
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Démonstration. Nous commençons par le cas d’un borélien B.
Première étape Montrons qu’il existe un ouvert Uε tel que

#
B Ă Uε (16.516a)
λpUεzBq ď ε

2 . (16.516b)

Si λpBq ă 8 alors le théorème 16.187 nous donne un ouvert Uε tel que B Ă Uε et λpUεq ď
λpBq ` ε

2 . Nous avons alors

λpΩεzBq “ λpΩεq ´ λpBq ď ε

2 . (16.517)

Si par contre λpBq “ 8, nous posons Bn “ BXr´n, ns et εn “ ε{2n`1. Pour chaque n nous
avons un ouvert Ωn tel que

#
Bn Ă Ωn (16.518a)
λpΩnzBnq ď ε

2n`1 (16.518b)

Par conséquent en posant Ω “ Ť
ně1 Ωn nous avons 44

$
&
%

B Ă Ω (16.519a)
λpΩzBq ď λ

`ď

n

pΩnzBnq
˘ ď

ÿ

ně1
λpΩnzBnq “ ε

2 . (16.519b)

La première étape est terminée.
Deuxième étape Nous prouvons à présent qu’il existe un ouvert Ωε et un fermé Fε tels que

$
’’’&
’’’%

Fε Ă B Ă Ωε (16.520a)
λpΩεzBq ď ε

2 (16.520b)

λpBzFεq ď ε

2 . (16.520c)

L’ouvert Ωε, nous l’avons déjà de l’étape précédente. Pour le fermé, nous appliquons la
première étape au borélien Bc ; ce qui nous trouvons est un ouvert Gε tel que

#
Bc Ă Gε (16.521a)
λpGεzBcq ď ε

2 . (16.521b)

En posant Fε “ Gcε nous avons un fermé tel que Fε Ă B et

λpBzFεq “ λpF cε zBcq “ λpGεzBcq ď ε

2 . (16.522)

Dernière étape Les ensembles Fε et Ωε trouvés à la deuxième étape donnent bien les relations
(16.515). En effet ΩεzFε “ pΩεzBq Y pBzFεq, donc

λpΩεzFεq ď λpΩεzBq ` λpBzFεq “ ε. (16.523)

Nous passons au cas où A “ BYN est mesurable. Nous commençons par prendre les Ωε et Fε qui
correspondent à B :

"
Fε Ă B Ă Ωε (16.524a)
λpΩεzFεq ď ε. (16.524b)

44. Nous utilisons la petite relation ensembliste
`Ť

nAn
˘
z
`Ť

nBn
˘
Ă

Ť
npAnzBnq.
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Soit Y un borélien tel que N Ă Y et λpY q puis un ouvert Y 1 tel que λpY 1q ď ε et Y Ă Y 1.
L’existence d’un tel Y 1 est assurée par la proposition 16.187 appliquée à Y . Nous vérifions que les
ensembles Fε et Ωε Y Y 1 fonctionnent. En effet Ωε Y Y 1zFε Ă pΩεzFεq Y Y 1, donc

#
Fε Ă B YN Ă Ωε Y Y 1 (16.525a)
λ
`pΩεzFεq

˘ ď λpΩεzFεq ` λpY 1q ď 2ε. (16.525b)

Donc en réalité il faut choisir Ωε{2, Fε{2 et λpY 1q ď ε{2.
Théorème 16.189 (Régularité intérieure de la mesure de Lebesgue).
Si A est mesurable dans R alors

λpAq “ suptλpKq;K compact contenu dans Au. (16.526)

Démonstration. Par la proposition 16.188 nous avons

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q. (16.527)

Pour un tel F nous posons Kn “ F X r´n, ns qui est compact 45 et contenu dans B. De plus le
lemme 16.27(2) nous dit que

λpF q “ lim
nÑ8λpKnq (16.528)

Donc tous les λpF q peuvent être arbitrairement approchés par un λpKq avec K compact dans A,
et le supremum (16.527) n’est pas affecté en nous restreignant à prendre des compacts contenus
dans B :

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q “ sup
K compact dans A

λpKq. (16.529)

16.9.3 Ensemble de Cantor

Nous considérons la fonction donnant l’écriture décimale des nombres définie en (12.145).

Définition 16.190 (Ensemble de Cantor).
Soit K0 “ r0, 1r et les ensembles Kn définis par la récurrence

Kn`1 “
`1

3Kn

˘Y `1
3pKn ` 2q˘. (16.530)

L’ensemble
K “

ď

ně0
Kn (16.531)

est l’ensemble triadique de Cantor.

Les principales propriétés de l’ensemble de Cantor sont qu’il est non dénombrable (proposi-
tion 16.194) et borélien de mesure nulle (proposition 16.195).

16.191.
L’idée de base pour prouver que l’ensemble K est non dénombrable est que ses éléments sont les
nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. En prenant un nombre sans 1 écrit en base
3, en changeant tous les 2 en 1 et en lisant le résultat en base 2, nous obtenons tous les nombres
possibles en base 2 et donc une quantité non dénombrable. L’idée est donc simple et astucieuse.
La mise en musique est un peu plus délicate parce qu’il faut faire attention aux queues de suites ;
c’est pour cela que nous avons construit l’ensemble de Cantor en partant de r0, 1r et non de r0, 1s.
45. parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 9.7.
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Le lemme suivant dit précisément ce que nous entendons en disant que les éléments de l’ensemble
de Cantor sont les nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. Nous rappelons que
D3 est l’ensemble des suites constituées de 0, 1 et 2, et qui ne se terminent pas par une suite infinie
de 2, voir 12.76 pour une définition précise.

Lemme 16.192 ([1]).
Soit n P N et x P D3 ; nous avons ϕ3pxq P Kn P si et seulement si x1, . . . , xn P t0, 2u.
Démonstration. Nous procédons par récurrence en commençant avec n “ 1. Si x1 “ 1 alors

ϕ3pxq “ 1
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k P r

1
3 ,

2
3 r. (16.532)

Notons que ϕ3pxq “ 2
3 est impossible parce que ça demanderait une queue de suite de 2. Par

conséquent ϕ3pxq “ r0, 1rzr13 , 2
3 r“ K1.

Nous passons à la récurrence.
Sens direct Nous supposons que x1, . . . , xn`1 P t0, 2u et nous montrons que ϕ3pxq P Kn`1. La

chose surprenante est que nous n’allons pas considérer deux cas suivant que xn`1 vaut 0 ou
1 ; nous allons considérer deux cas suivant 46 que x1 vaut 0 ou 1. Écrivons encore ϕ3pxq :

ϕ3pxq “
n`1ÿ

k“1

xk
3k `

8ÿ

k“n`2

xk
3k . (16.533)

Si x1 “ 0 Alors nous avons

3ϕ3pxq “
8ÿ

k“2

xk
3k´1 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ ϕ3px2, . . . , xn, xn`1, . . .q (16.534)

Vu que par hypothèse x2, . . . , xn`1 sont dans t0, 2u nous avons 3ϕ3pxq P Kn par hypo-
thèse de récurrence. Cela implique que ϕ3pxq P Kn`1.

Si x1 “ 2 Alors

ϕ3pxq “ 2
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k , (16.535)

et
3ϕ3pxq ´ 2 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ ϕpx2, . . . , xn`1, . . .q, (16.536)

et donc là nous avons 3ϕ3pxq ´ 2 P Kn, ce qui implique encore ϕ3pxq P Kn`1.
Sens réciproque Nous devons maintenant prouver que ϕ3pxq P Kn`1 implique x1, . . . , xn`1 P

t0, 2u. Par le même calcul que précédemment nous avons soit

3ϕ3pxq “ ϕ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (16.537)

si x1 “ 0, soit
3ϕ3pxq ´ 2 “ ϕ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (16.538)

si x1 “ 2. Dans les deux cas, si xl “ 1 pour un certain 2 ď l ď n ` 1, alors l’hypothèse de
récurrence donne que ces éléments ne sont pas dans Kn et donc ϕ3pxq pas dans Kn`1.

Corollaire 16.193 ([1]).
En posant E “ tx P D3 tel que xi ‰ 1@iu nous avons K “ ϕ3pEq. Et plus précisément, ϕ3 : EÑ K
est une bijection.
46. Pour comprendre pourquoi, faire un dessin de comment Kn se transforme en Kn`1 et remarquer dans K2, les

deux premiers segments ne sont pas une division du premier segment de K1, mais bien une copie des deux segments
de K1.
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Démonstration. Nous divisons la preuve en trois étapes.
Image contenue dans K Si x P E et n P N nous avons x1, . . . , xn P t0, 2u et donc ϕ3pxq P Kn

par la proposition 16.192. Donc

ϕ3pxq P
ď

ně1
Kn “ K. (16.539)

Injective L’application ϕ3 : EÑ K est injective parce qu’elle est déjà injective depuis D3.
Surjective Soit p P K Ă r0, 1r. Vu que ϕ3 : D3 Ñ r0, 1r est surjective (théorème 12.79), il existe

x P D3 tel que ϕ3pxq “ p. Pour tout n nous avons ϕ3pxq P Kn et donc x1, . . . , xn P t0, 2u et
donc au final x P E.

Proposition 16.194 ([1]).
L’ensemble de Cantor est non dénombrable.

Démonstration. Nous avons prouvé à la proposition 12.80 que l’ensemble D2 n’était pas dénom-
brable. Nous allons à présent prouver que l’application

ψ : D2 Ñ K

c ÞÑ ϕ3pc en remplaçant les 1 par des 2q (16.540)

est une bijection. Le fait que ψ soit injective est une conséquence du fait que ce soit la composition
de deux applications injectives (le remplacement et ϕ3). Il faut par contre montrer que l’image est
égale à K, en notant qu’il n’est pas évident a priori que l’image soit contenue dans K.

L’opération qui consiste à remplacer les 1 par des 2 est une bijection D2 Ñ E. Le corol-
laire 16.193 nous dit aussi que ϕ3 : EÑ K est une bijection. En tant que composée de bijections,
ψ est une bijection.

Étant en bijection avec D2 qui n’est pas dénombrable par la proposition 12.80, l’ensemble de
Cantor n’est pas dénombrable.

Proposition 16.195 (Ensemble de Cantor).
L’ensemble de Cantor 47 est borélien, non dénombrable et de mesure nulle.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la définition 16.190. Le fait que l’ensemble de
Cantor soit non dénombrable a été prouvé dans la proposition 16.194.

L’ensemble de Cantor étant une intersection dénombrable de boréliens, il est borélien par le
lemme 16.3. Vu que Kn Ă r0, 1r nous avons 1

3Kn ď 1
3 et 1

3pKn ` 2q ě 2
3 , donc Kn est une union

disjointe de 2n intervalles de mesure 2{3n. Nous avons donc

λpKnq “
ˆ

2
3

˙n
. (16.541)

L’ensemble de Cantor étant contenu dans chacun des Kn, sa mesure est plus petite que la mesure
de chacun des Kn (lemme 16.26) et donc λpKq ď `2

3
˘n pour tout n ; ergo λpKq “ 0.

16.9.4 Ensemble de Vitali (non mesurable)

Exemple 16.196(Un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue)
Nous considérons[217] l’ensemble quotient R{Q ; chaque classe intersecte l’intervalle r0, 1s. Grâce
à l’axiome du choix (voir 2.6) nous pouvons construire un ensemble V contenant un représentant
dans r0, 1s de chaque classe. Un tel ensemble est un ensemble de Vitali. Nous allons prouver
que V n’est pas mesurable.

47. Définition 16.190
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Supposons que V soit mesurable. Alors tous les ensembles de la forme V ` q (q P Q) sont
mesurables et ont même mesure par la proposition 16.183. Nous posons

A “
ď

qPQ
´1ďqď1

pV ` qq Ă r´1, 2s. (16.542)

Cela est une union disjointe d’ensembles mesurables. Donc

λpAq “
ÿ

qPQ
´1ďqď1

λpV ` qq. (16.543)

Vu que A Ă r´1, 2s nous avons λpAq ď 3 et donc tous les termes de la somme doivent être nuls.
Nous avons donc λpAq “ 0.

Prouvons toutefois que r0, 1s Ă A, ce qui serait une contradiction. Soit x P r0, 1s ; il est dans
une des classes de R{Q et donc il existe v P V tel que x´ v P Q. De plus x, v P r0, 1s, donc

´ 1 ď x´ v ď 1. (16.544)

Cela fait que x P V ` px´ vq Ă A. Nous avons donc x P A et donc r0, 1s Ă A. En conséquence de
quoi nous aurions λpAq ě 1. 4

16.10 Tribu et mesure de Lebesgue sur Rd

Définition 16.197 (Mesure de Lebesgue).
En plusieurs étapes.

(1) D’abord nous avons la mesure λN sur Rn définie sur
`
Rd,BorpRq b . . .b BorpRq˘ (16.545)

comme le produit λb . . .b λ via la définition 16.167.
(2) Ensuite nous nous souvenons du corollaire 16.161 qui donne λN comme une mesure sur

`
RN ,BorpRN q˘. (16.546)

(3) Et enfin nous considérons la completion de la mesure λN (théorème 16.51), que nous notons
encore λN .

Proposition 16.198 ([218]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable et disjointe de cubes semi-ouverts.

Démonstration. Nous allons même montrer que ces cubes peuvent être choisis sur un quadrillage.
Soit G un ouvert de Rn. Soit tQ1

i uiPN un découpage de Rn en cubes semi-ouverts de côté 1 et
dont les sommets sont en les coordonnées entières. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni, ni ` 1r (16.547)

où les ni sont des entiers. Ce sont des cubes disjoints. Nous considérons ensuite pour chaque k ą 1
le découpage tQpkqi uiPN de Rn en cubes de côtés 2´k qui consiste à découper en 2 les côtés des
cubes du découpage Qpk´1q. Ces cubes forment encore un découpage dénombrable de Rn en des
cubes disjoints. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni2k ,

ni ` 1
2k r (16.548)

où les ni sont encore entiers. Ensuite nous considérons E l’union de tous les Qpkqi contenus dans G.
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Montrons que E “ G. D’abord E Ă G parce que E est une union d’ensembles contenus dans
G. Ensuite si x P G, il existe une boule de rayon r autour de x contenue dans G ; alors un des
ensembles Qpkqi avec 2´j ă r

2 est contenue dans Bpx, rq et donc dans E .
Bien entendu l’union qui donne E n’est pas satisfaisante par ce que les Qpk`1q

i sont contenus
dans les Qpkqi ; les intersections sont donc loin d’être vides.

Nous faisons ceci :

Rp0q “ tQp1qi contenu dans Gu (16.549a)

Rpk`1q “ tQpk`1q
i contenus dans G et pas dans Rpkqu. (16.549b)

En fin de compte l’union de tous les ensembles contenus dans les Rpkq forment encore Rn, mais
sont d’intersection vide.

Les cubes dont il est question dans cette preuve, de côtés 2´k sont souvent appelés des cubes
dyadiques.

Corollaire 16.199 ([218]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable de cubes presque disjoints 48.

Démonstration. Il suffit de prendre les cubes de la proposition 16.198 et de les fermer. Ce que l’on
ajoute est de mesure nulle.

Remarque 16.200.
La proposition 16.198 est une propriété seulement de la topologie de Rn alors que le corollaire fait
intervenir la mesure de Lebesgue parce qu’il faut bien dire que les intersections sont de mesure (de
Lebesgue) nulle.

16.10.1 Ensembles négligeables

Lemme 16.201 ([219]).
L’image d’une partie négligeables de RN par une application Lipschitz est négligeable.

Démonstration. Soit N une partie négligeable de RN et une application Lipschitz f : N Ñ RN .
Soit Q Ă RN un cube borné de côté r. Pour tout x, x1 P N XQ nous avons

}fpxq ´ fpx1q} ď C}x´ x1} ď Cr. (16.550)

Donc fpNXQq est dans une boule de rayon Cr. Mais comme toutes les normes sont équivalentes 49
surRN nous pouvons tout aussi bien prendre la norme }.}1 au lieu de la norme }.}2 (qui est toujours
la norme prise implicitement lorsqu’on parle de Rn), de telle sorte que les boules soient des cubes.
Quoi qu’il en soit, fpN X Qq est contenu dans un cube de côté 2Cr et au niveau de la mesure
extérieure,

m˚
`
fpN XQq˘ ď p2CrqN “ p2CqNrN , (16.551)

ou encore
m
`
fpN XQq˘ ď p2CqNmpQq (16.552)

parce que rN est la mesure du cube Q.
Soit maintenant ε ą 0 ; vu que N est négligeable, il existe un ouvert U contenant N et tel que

mpUq ă ε. Ce U est une union presque disjointe de cubes dyadiques pQnq par le corollaire 16.199.

48. « presque » au sens où les intersections éventuelles sont de mesure de Lebesgue nulle.
49. Proposition 12.4
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Nous avons alors

m˚
`
fpNq˘ “ m˚

`
fp
ď

n

N XQnq
˘

(16.553a)

“ m˚
`ď

n

fpN XQnq
˘

(16.553b)

ď
ÿ

n

m˚pfpN XQnqq (16.553c)

ď
ÿ

n

p2CqNmpQnq (16.553d)

“ p2CqNmpUq (16.553e)
ă p2Cqdε. (16.553f)

Au final, m˚
`
fpNq˘ ď p2CqN ε. L’ensemble N est donc négligeable parce que le lemme 16.57 le

dit : m˚pNq “ 0.

Corollaire 16.202.
Un sous-espace vectoriel strict de RN est négligeable.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel strict de RN de dimension k ă N est l’image de

A “ tt1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` tkek tel que ti P Ru (16.554)

par une application linéaire. Ce A est un pavé de mesure de Lebesgue nulle. Donc l’image est
négligeable par le lemme 16.201.

16.10.2 Parties et fonctions mesurables

Pour rappel, la notion d’application de classe C1 est donnée par la définition 12.106.

Proposition 16.203.
Soient U et V des ouverts de RN et φ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si E Ă U est mesurable,
alors φpEq est mesurable 50.

Démonstration. Si E est mesurable, il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que
E “ BYN . Vu que φ est un homéomorphisme, l’application φ´1 est borélienne parce que continue
(théorème 16.71). Nous avons

φpBq “ pφ´1q´1pBq, (16.555)

c’est à dire que φpBq est l’image inverse de B par φ´1. L’ensemble φpBq est donc borélien.
Il reste à voir que φpNq est négligeable. Soit Q Ă U une cube compact. L’application dφ : QÑ

LpRN ,RN q est continue et donc bornée (par la remarque 12.107) sur le compact Q. Par les ac-
croissements finis (théorème 12.123), l’application φ est donc Lipschitz sur Q. La partie φpN XQq
est alors négligeable par le lemme 16.201. Pour conclure,

φpNq “
ď

i

φpN XQiq (16.556)

où les Qi sont tous des cubes compacts. Donc φpNq est une union dénombrable d’ensembles négli-
geables ; ergo négligeable lui-même par le lemme 16.49.

Proposition 16.204.
Soient U et V des ouverts de RN et φ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si f : V Ñ C est mesurable,
alors f ˝ φ : U Ñ C l’est.

50. Ici « mesurable » parle de mesurabilité au sens de la tribu de Lebesgue, c’est à dire pas seulement les boréliens.
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Démonstration. Soit A une partie mesurable de C. Il nous faut prouver que

pf ˝ φq´1pAq “ φ´1`f´1pAq˘ (16.557)

soit mesurable. Par hypothèse , f´1pAq est mesurable. Vu que φ est un C1-difféomorphisme, elle
et son inverse sont mesurables par la proposition 16.203. Donc l’image du mesurable f´1pAq par
φ´1 est encore mesurable.

16.10.3 Propriétés d’unicité

Corollaire 16.205.
La mesure λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRN qq à satisfaire

µ
` Nź

i“1
rai, bis

˘ “
nź

i“1
|ai ´ bi| (16.558)

Démonstration. Par définition de la mesure produit, λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRq b
. . .b BorpRqq à satisfaire la condition. La proposition 16.161 conclut.

Vu que les compacts de Rn sont les fermés bornés (théorème 9.7), et que tout borné est dans
un tel produit d’intervalle, la mesure de Lebesgue est une mesure de Borel (définition 16.79(1)).

Théorème 16.206 ([220]).
La mesure de Lebesgue est invariante par translation. Autrement dit si A est mesurable dans Rn

et si a P Rn alors A` a est mesurable et

λN pA` aq “ λN pAq. (16.559)

Démonstration. Nous supposons que A est borélien ; sinon il l’est à ensemble négligeable près.
Nous notons ta la translation et nous nommons µ la mesure donnée par

µpAq “ λN pA` aq. (16.560)

Vu que

µ
` Nź

n“1
rrn, snr

˘ “ λN
`ź

i

rrn ` an, sn ` anr
˘ “

ź

i

|sn ´ rn|. (16.561)

Vu qu’il y a unicité de la mesure vérifiant cette propriété (corollaire 16.205), nous avons µ “ λN .

Pour la suite nous notons Q0 le cube unité de RN : Q0 “
`r0, 1r˘N .

Théorème 16.207 ([220]).
Soit µ une mesure positive sur RN telle que

(1) µ soit invariante par translation (des boréliens),
(2) µpQ0q “ 1.

Alors µ “ λN .

Démonstration. Pour simplifier l’écriture nous faisons N “ 2. Notre but est de prouver que
µpr0, rr ˆ r0, r1rq “ rr1 pour tout r, r1 P R.

Longueur =1{J Soient J,K des entiers. Nous pouvons diviser le cube Q0 en rectangles de
côtés 1{J et A{K :

Q0 “
ď

1ďjďJ
1ďkďK

rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r (16.562)
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où l’union est disjointe. En ce qui concerne la mesure nous commençons par utiliser la
sous-additivité :

µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r
˙
. (16.563)

Nous utilisons ensuite, sur chacun des termes séparément l’invariance par translation selon
les vecteurs p j´1

J , 0q et p0, k´1
K q :

1 “ µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ JKµµ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
, (16.564)

et donc
µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ 1
J
ˆ 1
K
. (16.565)

Longueur L{K Soient L,M des entiers et calculons :

µ

ˆ
r 0
J
,
L

J
r ˆ r 0

K
,
M

K
r
˙
“

ÿ

0ďlďL´1
0ďmďM´1

µ

ˆ
r l
J
,
l ` 1
J
r ˆ rm

K
,
m` 1
K

r
˙

(16.566a)

“ LMµ

ˆ
r 0
J
,

1
J
r ˆ r 0

K
,

1
K
r
˙

(16.566b)

“ LM ˆ 1
J
ˆ 1
K
. (16.566c)

Nous avons donc, pour tout J,K,L,M :

µ

ˆ
r0, L

J
r ˆ r0, M

K
r
˙
“ L

J
ˆ M

K
, (16.567)

c’est à dire que pour tout r, s P Q` nous avons

µ
`r0, rr ˆ r0, sr˘ “ rs. (16.568)

Longueur réelle Nous passons au cas de longueur réelle. Soit a ą 0 et une suite crois-
sante de rationnels rn Ñ a. Une telle suite existe par la proposition 9.4. Nous avons
r0, ar “ Ť

ně1r0, rnr où l’union n’est pas disjointe mais croissante, ce qui permet d’utili-
ser le lemme 16.27(1) pour écrire

µ
`r0, ar˘ “ µ

˜ď

ně1
r0, rnr

¸
“ lim

nÑ8µ
`r0, rnr

˘ “ lim
nÑ8 rn “ a. (16.569)

Enfin, si a, a1 P R, l’invariance par translation donne

µ
`ra, a1r˘ “ µ

`r0, a1 ´ ar˘ “ a1 ´ a. (16.570)

Par unicité de la mesure ayant cette propriété, nous avons µ “ λN .

Corollaire 16.208.
Si µ est une mesure positive sur RN invariante par translation et telle que µpQ0q “ C ă 8 alors
µ “ CλN .

Démonstration. Si C ą 0 nous considérons la mesure 1
Cµ qui vérifie p 1

CµqpQ0q “ 1. En conséquence
du théorème 16.207, 1

Cµ “ λN et µ “ CλN .
Si au contraire C “ 0 alors nous pouvons paver RN avec des cubes Qi de côté 1 qui ont tous

mesure 0. Par conséquent, RN “ Ť8
i“1Qi, donc µpRN q “ ř

i µpQiq “ 0. Par conséquent µ “ 0
parce que toute partie de RN a une mesure au maximum égale à celle de RN .
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16.10.4 Régularité

Les différentes notions de régularité pour une mesure sont données dans la définition 16.79. Ce
sont essentiellement des questions de compatibilité entre la mesure et la topologie.

Proposition 16.209.
La mesure de Lebesgue est une mesure de Radon sur tout ouvert de RN .

Démonstration. Soit V un ouvert de RN . C’est localement compact et dénombrable à l’infini. Il
suffit de prouver que λN est de Borel sur V pour que le théorème 16.80 conclue à la régularité de
la mesure de Lebesgue.

Soit K un compact de V . Par la proposition 8.53 c’est également un compact de RN . Par
conséquent K est dans un pavé fermé de RN du type

K Ă
Nź

n“1
ran, bns (16.571)

et donc en passant par le corollaire 16.205,

λN pKq ď
Nź

i“1
pbn ´ anq ă 8. (16.572)

Nous avons démontré que λN reste fini sur tout compact de V .

16.11 Propriétés de l’intégrale de Lebesgue

16.11.1 Théorème de la moyenne

Théorème 16.210 ([1]).
Soit Q un compact connexe par arcs et une fonction continue f : Q Ñ R. Si λ est la mesure de
Lebesgue, alors il existe a P Q tel que

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ (16.573)

Démonstration. En posant I “ ş
Q fdλ nous avons immédiatement

minpfqλpQq ď I ď maxpfqλpQq (16.574)

où le minimum et le maximum existent parce que f est continue sur un compact. Si une des
deux inégalités est une égalité alors la fonction est constante. En effet supposons que la première
inégalité soit une égalité ; si la fonction n’était pas constante, il existerait une boule sur laquelle
f serait strictement supérieure à minpfq. En intégrant d’abord sur cette boule et ensuite sur le
complémentaire nous obtenons une intégrale plus grande que minpfqλpQq.

Soit ε ą 0. Il existe α, β P Q tels que fpαq ď minpfq`ε et fpβq ě maxpfq´ε. Soit γ : r0, 1s Ñ Q
un chemin continu tel que γp0q “ α et γp1q “ β. La fonction f ˝ γ : r0, 1s Ñ R est alors continue
et vérifie pf ˝ γqp0q ď minpfq ` ε et pf ˝ γqp1q ě maxpfq ´ ε.

Si ε est assez petit et vu que les inégalités (16.574) sont strictes,

λpQqpf ˝ γqp0q ď minpfqλpQq ` ελpQq ă I ă maxpfqλpQq ´ ελpQq ď λpQqpf ˝ γqp1q. (16.575)

Par le théorème des valeurs intermédiaires 14.41, il existe t0 P r0, 1s tel que λpQqpf ˝ γqpt0q “ I.
Le point a “ γpt0q vérifie

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ. (16.576)
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16.11.2 Primitives et intégrales

En termes de notations, si a ă b nous posons
ż b

a
fptqdt “

ż

ra,bs
f. (16.577)

Si par contre a ą b nous posons
şb
a f “ ´

şa
b f .

Proposition 16.211 (Primitive et intégrale[146]).
Soit f une fonction intégrable sur ra, bs et continue sur sa, br. Alors la fonction

F : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż

ra,xs
fptqdt. (16.578)

est l’unique primitive de f sur sa, br s’annulant en x “ a.

Démonstration. Nous devons prouver que F est dérivable et que pour tout x0 P sa, br nous avons
F 1px0q “ fpx0q. Soit ε ą 0. Par continuité de f en x0, il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx0 ` hq “ fpx0q ` αphq (16.579)

avec limhÑ0 αphq “ 0. Cette dernière limite signifie qu’il existe un δ ą 0 tel que |αphq| ă ε pour
tout h tel que |h| ă δ, c’est à dire pour tout h P Bp0, δq. À partir de maintenant nous ne considérons
plus que de tels h.

Notre travail maintenant est de prouver que F est dérivable en x0, et de montrer que la dérivée
est fpx0q. Pour cela,

F px0 ` hq ´ F px0q “
ż x0`h

x0

fptqdt (16.580a)

“
ż h

0
fpx0 ` tqdt (16.580b)

“
ż h

0

“
fpx0q ` αptq

‰
dt (16.580c)

“ hfpx0q `
ż h

0
αptqdt. (16.580d)

Nous avons donc montré que pour tout ε ą 0, il existe un δ (défini via la fonction α) tel que
|h| ă δ implique ˇ̌

ˇ̌F px0 ` hq ´ F px0q
h

´ fpx0q
ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (16.581)

Cela signifie que
lim
hÑ0

F px0 ` hq ´ F px0q
h

“ fpx0q, (16.582)

qui n’est rien d’autre que le fait que F est dérivable en x0 et que sa dérivée est fpx0q.
Le fait que F s’annule en x “ a est par sa définition. L’unicité provient du corollaire 14.143.

Théorème 16.212 (Théorème fondamental du calcul intégral).
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I contenant strictement l’intervalle ra, bs Ă R
et F une primitive de f sur I. Alors

ż b

a
fptqdt “ F pbq ´ F paq. (16.583)
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Démonstration. Nous avons vu par la proposition 16.211 que la fonction

G : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż x

a
fptqdt (16.584)

était l’unique primitive de f sur sa, br à s’annuler pour x “ a. Nous avons évidemment
ż b

a
fptqdt “ Gpbq. (16.585)

Si F est une primitive quelconque, il suffit de soustraire sa valeur en x “ a : Gpxq “ F pxq ´ F paq
et donc ż b

a
fptqdt “ Gpbq “ F pbq ´ F paq, (16.586)

comme il fallait le prouver.

Le théorème fondamental s’écrit souvent sous la forme 51

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1ptqdt. (16.587)

Sous cette forme, il faut penser que nous calculons fpxq en un point pas trop éloigné de a, en
sachant fpaq et en intégrant la dérivée entre les deux.

Remarque 16.213.
Le lien entre primitive et intégrale est fondamentalement lié à l’invariance par translation de la
mesure de Lebesgue, et non à la construction précise de cette mesure. Mais en même temps, la
mesure de Lebesgue est l’unique à être invariante par translation.

Quelque remarques.
(1) Le théorème fondamental du calcul intégral est à utiliser pour calculer des intégrales des

fonctions réelle lorsqu’on a des primitives sur un domaine strictement plus large que le
domaine sur lequel nous voulons intégrer.

(2) Une version pour les intégrales impropres sera donnée au corollaire 16.226.
(3) Une primitive est forcément une fonction continue parce qu’une primitive est dérivable.
(4) Le théorème fondamental du calcul intégral ne sert pas qu’à calculer des intégrales à partir

de primitives. Il sert aussi à démontrer des résultats plus théoriques, comme le théorème
16.219.

(5) En vertu du corollaire 14.143, une fonction ne possède qu’une seule primitive à constante
près.

16.11.3 Exemples et applications

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et y admettant des primitives, nous notons
ż
fpxqdx (16.588)

l’ensemble des primitives de f sur I :
ż
fpxqdx “ tF pxq ` C tel que C P Ru (16.589)

où F est une quelconque primitive de f .

51. Par exemple dans les théorèmes du reste des polynômes de Taylor 17.52 et de Cauchy-Lipschitz 19.49.
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Exemple 16.214
Une primitive bien connue de f : x ÞÑ x2 est la fonction F : xÑ x3

3 . Nous écrivons donc
ż
x2dx “ x3

3 ` C. (16.590)

Cela est un abus de notations terrible pour dire en réalité

tx ÞÑ x3

3 ` C tel que C P Ru. (16.591)

4

En termes de notations, nous posons
ż b

a
fptqdt “

”
F ptq

ıt“b
t“a

“ F pbq ´ F paq. (16.592)

Remarque 16.215.
La valeur de l’intégrale ne dépend pas de la primitive qu’on choisi pour le calculer, car si F1 et
F2 sont deux primitives de f alors F1 “ F2 ` C et F1pbq ´ F1paq “ pF2pbq ` Cq ´ pF2paq ` Cq “
F2pbq ´ F2paq.
Remarque 16.216.
Si l’intervalle d’intégration est réduit à un seul point alors la valeur de l’intégrale est zéro. Nous le
savions déjà, et cela est cohérent avec le théorème fondamental car

şa
a fptqdt “ F paq ´ F paq “ 0.

Remarque 16.217.
Toute intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à l’origine est nulle.

Proposition 16.218 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F où F est de dimension finie 52. Nous considérons une
fonction f : E Ñ F de classe C1 ainsi qu’un chemin γ : r0, 1s Ñ E de classe C1 également.

Alors nous avons l’égalité
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘ “ f

`
γp1q˘´ f`γp0q˘. (16.593)

Démonstration. Nous posons
f : r0, 1s Ñ F

t ÞÑ pf ˝ γqptq. (16.594)

Cette fonction vérifie g1ptq “ pdfqγptq
`
γ1ptq˘ par le lemme 14.228. Le théorème fondamental du

calcul intégral 53 nous permet donc d’écrire
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż 1

0
g1ptqdf “ gp1q ´ gp0q. (16.595)

Notons que g est continue grâce aux hypothèses de classe C1 pour γ et f .

16.11.4 Permuter limite et dérivée

Le théorème suivant est très intéressant non seulement parce qu’il permet sous certaines hy-
pothèses de permuter limite et dérivées, mais également parce qu’il utilise pas mal de théorie de
l’intégration pour un résultat de pure dérivation (convergence dominée de Lebesgue, et le théorème
fondamental de l’analyse).

Pour permuter différentielle et limite, ce sera le théorème 17.24.
52. Sinon l’intégrale dont nous allons parler n’est pas définie au sens où nous n’en avons pas donné de définition.

Voir 16.130.
53. Théorème 16.212.
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Théorème 16.219 ([146]).
Soient une suite de fonctions fi : RÑ R, une fonction f : RÑ R et une fonction g : RÑ R telles
que

(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1i Ñ g uniformément sur tout compact.

Alors
(1) f est de classe C1,
(2) f 1 “ g,
(3) fi Ñ f uniformément sur tout compact.

Démonstration. Nous commençons par considérer x0 P R et un intervalle compact K contenant
x0. Nous montrons que f 1px0q “ gpx0q en plusieurs étapes.
Une formule intégrale Par hypothèse, les fonctions fi sont continues (en particulier sur un

ouvert contenant K), et le théorème fondamental de l’analyse 16.212 donne

fipxq “ fipx0q `
ż x

x0

f 1iptqdt (16.596)

pour tout x P K. Nous avons envie de prendre la limite iÑ8 en permutant la limite avec
l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence dominée de Lebesgue.

Convergence dominée La convergence uniforme sur tout compact des fonctions continues
f 1i vers g donne la continuité de g, théorème 14.314. En particulier g est bornée et donc
intégrable sur le compact rx0, xs. Mais il en faut plus pour le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 16.140). Soit a ą 0 ; il existe N tel que pour tout i ą n
nous ayons }f 1i ´ g} ă a. Avec cela nous avons

|f 1ipxq| ă |gpxq| ` a (16.597)

pour tout x P K. En particulier, la fonction x ÞÑ gpxq ` a fonctionne pour la convergence
dominée et nous pouvons permuter la limite et l’intégrale dans (16.596).

Passage à la limite En passant à la limite iÑ8 dans (16.596) nous trouvons

fpxq “ fpx0q `
ż x

x0

gptqdt. (16.598)

Premières conclusions Il suffit maintenant de prendre la dérivée de (16.598) au point x “ x0
grâce à la proposition 16.211 :

f 1px0q “ gpx0q. (16.599)

Cela nous donne l’égalité f “ g parce que x0 était arbitraire.
De plus g est continue comme limite uniforme des fonctions continues f 1i . Plus précisément,
pour voir la continuité de g en x0, prendre un ouvert borné Bpx0, rq autour de x0, et ensuite
un compact K contenant cet ouvert. La convergence uniforme f 1i Ñ g sur K implique la
convergence uniforme sur Bpx0, rq et donc la continuité sur Bpx0, rq (théorème 14.314).

fi Ñ f uniforme sur tout compact Un compact n’étant pas spécialement connexe, nous ne
pouvons pas reprendre le travail fait jusqu’ici sans prendre une petite précaution. Soit un
compact L. Cette partie de R étant bornée 54, nous pouvons prendre r assez grand pour que
L Ă Bp0, rq. Nous posons K “ Bp0, rq et nous prouvons la convergence uniforme fi Ñ f
sur K. A fortiori, cela donnera la convergence uniforme sur L.

54. Par le théorème de Borel-Lebesgue 9.7
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Prenons la différence entre (16.598) et (16.596) :

|fpxq ´ fipxq| “
ˇ̌
fpx0q ´ fipx0q `

ż x

x0

gptq ´ f 1iptqdt
ˇ̌

(16.600a)

ď |fpx0q ´ fipx0q| `
ˇ̌
ˇ
ż x

x0

|gptq ´ f 1iptq|dt
ˇ̌
ˇ (16.600b)

ď |pf ´ fiqpx0q| ` |x´ x0|}g ´ f 1i}K . (16.600c)

Notez les valeurs absolues autour de l’intégrale dans (16.600b). Elles sont nécessaires parce
que x est dans un voisinage de x0, sans que nous sachions si x ě x0 ou x ď x0 (ça change
le signe de l’intégrale).
Nous avons donc

}f ´ fi} ď |pf ´ fiqpx0q| ` diampKq}g ´ f 1i} (16.601)

où diampKq est le diamètre de K, c’est à dire la plus grande distance entre deux éléments
de K c’est un nombre fini parce que K est borné. Il majore évidemment |x´x0|. Le membre
de droite tend vers zéro si iÑ8 parce que nous avons convergence simple fi Ñ f et donc
pf ´ fiqpx0q Ñ 0, et parce que nous avons convergence uniforme sur tout compact, donc
}g ´ f 1i} Ñ 0.
Nous avons donc bien limiÑ8 }f ´ fi} “ 0, c’est à dire convergence uniforme de pfiq vers f
sur K.

Théorème 16.220.
Soit U Ă Rn ouvert, fk : U Ñ R et fk de classe C1. Supposons que fk converge simplement vers f
et que Bifk converge uniformément sur tout compact vers une fonction gi pour i “ 1, . . . , n. Alors
f est de classe C1 et Bif “ gi. De plus, fk converge vers f uniformément.

La proposition suivante est la généralisation à R de la proposition 14.124.

Proposition 16.221.
Pour tout α P R, si fαpxq “ xα alors

f 1αpxq “ αxα´1. (16.602)

Au niveau du domaine, c’est R auquel il faut enlever t0u si α´ 1 ă 0.

Démonstration. Soient α P R et une suite de rationnels αi qui converge vers α. Le plus amateurs
d’abstraction diront pαiq P α en référence à la proposition 2.81.

Nous notons fαpxq “ xα et fipxq “ xαi . Par définition nous avon

fi Ñ fα (16.603)

ponctuellement. De plus en utilisant la proposition 14.124 nous savons que f 1ipxq “ αix
αi´1. En

posant gpxq “ αxα´1 nous avons donc
f 1i Ñ g. (16.604)

ponctuellement. Mais f 1i est continue pour tout i et g également. Donc la convergence fi Ñ fα est
uniforme sur tout compact 55. Le théorème 16.219 nous permet de permuter limite et dérivée pour
avoir g “ f 1α.

55. Proposition 14.320.
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16.11.5 Intégrales impropres

Définition 16.222 ([146]).
Une fonction f : D Ă R Ñ R est localement intégrable sur un intervalle I si f est intégrable
sur tout intervalle compact contenu dans I.

Proposition 16.223.
Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable. Alors

ż

ra,bs
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f. (16.605)

Démonstration. Notons que la valeur de f en b n’a strictement aucune importance parce que
l’intégrale de Lebesgue ne dépend pas du choix de la valeur de la fonction en un ensemble de
mesure nulle ; et en même temps la limite à gauche de (16.605) ne dépend pas non plus de la valeur
de f en b. Bref si f n’est pas définie en b, nous pouvons poser fpbq “ 42.

Notons de plus que du point de vue de l’intégrale de Lebesgue,
ş
ra,bs et

ş
ra,br sont identiques et

valent toutes les deux
şb
a (lorsque ça existe).

Supposons d’abord que f est positive. Alors nous posons fn “ f1ra,b´ 1
n
s. Ponctuellement nous

avons la limite croissante fn Ñ f et de plus

lim
xÑb´

ż

ra,xs
f “ lim

nÑ8

ż

ra,bs
fn. (16.606)

Chacun des fn est intégrable sur ra, bs. Le théorème de Beppo-Levi 16.116 implique que f est
intégrable sur ra, bs et que

lim
nÑ8

ż b

a
fn “

ż b

a
f. (16.607)

Cela montre que dans le cas d’une fonction f positive nous avons bien (16.605).
Si f n’est pas positif, alors nous la décomposons en partie positive et négative f “ f` ´ f´ et

par définition de l’intégrale d’une fonction non positive,

lim
xÑb´

ż

ra,xr
f “ lim

ż
f` ´ lim

ż
f´. (16.608)

Il peut cependant arriver que la limite limxÑb
şb
a f existe alors que f n’est pas intégrable sur

ra, bs. C’est l’ennui des fonctions non positives. Un exemple classique est
ż 8

0

sinptq
t

dt (16.609)

Définition 16.224 ([221]).
Si

lim
xÑb

ż b

a
f (16.610)

existe alors nous disons que l’intégrale est convergente en b. Ce procédé de limite est l’intégrale
impropre de f sur ra, bs.

Exemple 16.225(Intégale impropre)
Nous considérons la fonction f : r0,8rÑ R définie par

fpxq “
#

1
n si x P r2n´ 2, 2n´ 1r
´ 1
n si x P r2n´ 1, 2nr. (16.611)
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Par la divergence de la série harmonique,
ş8
0 |f | n’existe pas. La fonction f n’est donc pas intégrable

au sens de Lebesgue (définition 16.124).
Cependant pour tout n pair nous avons

ż n

0
f “ 0. (16.612)

Du coup pour tout x ě 0 nous avons ż x

0
f “

ż x

2n
f (16.613)

où 2n est le plus grand nombre pair inférieur à x. Nous avons |x ´ 2n| ď 2 et |fpxq| ď 1
n pour

x P r2n, xs. Donc ż x

2n
f ď 2

n
. (16.614)

Nous avons par conséquent
lim
xÑ8

ż x

0
f “ 0, (16.615)

ce qui signifie que l’intégrale de f sur r0,8r converge au sens des intégrales impropres. 4

L’intégrale (16.609) est une intégrale convergente mais la fonction n’est pas intégrable (parce
que pour être intégrale il faut que |f | soit intégrable). Nous pouvons ainsi dire que cette intégrale
converge mais n’existe pas.

Le corollaire suivant nous autorise à utiliser le théorème fondamental du calcul intégral 16.212
même dans les cas limites.

Corollaire 16.226.
Si f est localement intégrable sur ra, bs et si F est une primitive de f sur tout ouvert de ra, bs alors

ż b

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (16.616)

Démonstration. Pour chaque x dans ra, br nous avons
ż x

a
f “ F pxq ´ F pbq. (16.617)

La proposition 16.223 nous explique que la limite x Ñ b´ du membre de gauche existe et vautşb
a f . Donc également le membre de droite :

ż b

a
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F pbq. (16.618)

La convergence des intégrales de fonctions 1
xα en 0 et 8 est une question classique de l’intégra-

tion. De plus ces fonctions servent souvent à utiliser une théorème de comparaison (type intégrale
dominée de Lebesgue).

Proposition 16.227.
Deux intégrales remarquables.

(1) Nous avons ż 1

0

1
xα
“ 8 (16.619)

si et seulement si α ě 1.
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(2) Nous avons ż 8

1

1
xα
“ 8 (16.620)

si et seulement si α ď 1.

Démonstration. La fonction 1
xα admet la primitive F pxq “ 1

1´α
1

xα´1 sur tout compact de s0,8r.
Le corollaire 16.226 nous permet 56 de dire que

ş1
0

1
xα vaudra

lim
xÑ0´`

1
1´ α

1
xα´1 . (16.621)

Cela est strictement plus petit que 8 si et seulement si α ă 1.

16.11.6 Taylor : reste intégral

Proposition 16.228 (Formule de Taylor avec reste intégral[222, 179]).
Soient X et Y des espaces normés et un ouvert O Ă X. Si f P CmpO, Y q et si rp, xs Ă O alors

fpxq “ fppq `
m´1ÿ

k“1

1
k!pd

kfqppx´ pqk

` 1
pm´ 1q!

ż 1

0
p1´ tqm´1pdmfqp`tpx´pqpx´ pqm dt

(16.622)

où ωpuk signifie ωppu, . . . , uq lorsque ω P Ωk.

Notez que l’intégrale n’est pas une intégrale faisant intervenir les espaces X ou Y . Elle est une
simple intégrale d’une fonction RÑ R, comme définie par la mesure de Lebesgue de la définition
16.178.

Comme expliqué dans l’exemple 14.266, toute ces applications de différentielles se réduisent à
des termes de la forme

f pkqppqpx´ pqk (16.623)

dans le cas d’une fonction RÑ R.

16.12 Changement de variables dans une intégrale multiple

Dans ce qui suit, U et V sont des ouverts de RN et φ : U Ñ V est un C1-difféomorphisme.
Nous notons Q l’ensemble des cubes fermés dans U dont les côtés sont parallèles aux axes.

16.12.1 Des lemmes

Lemme 16.229 ([220]).
Soient µ et ν deux mesures de Borel sur l’ouvert U de RN . Si µpQq ď νpQq pour tout Q P Q alors
µpBq ď νpBq pour tout borélien B.

Démonstration. Si Q est un cube semi-ouvert, c’est à dire de la forme

Q “
ź

i“1
N ran, an ` hr Ă U (16.624)

alors Q est une réunion croissante de cubes fermés du type ran`ε, an`h´εs, et donc µpQq ď νpQq
par le lemme 16.27(1). La propriété est donc vraie pour les cubes semi-ouverts.

Si Ω est un ouvert, alors il est réunion disjointe dénombrable de cubes semi-ouverts par la
proposition 16.198. Donc pour tout ouvert Ω Ă U nous avons µpΩq ď νpΩq. En vertu de la

56. Tout ce que nous avons fait avec la borne b de l’intégrale
şb
a
reste valable avec la borne a.
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proposition 16.80 et de la remarque 16.81, les mesures µ et ν sont régulières, et l’inégalité au
niveau des ouverts se répercute en inégalité pour tout boréliens de U :

µpBq ď νpBq (16.625)

pour tout B P BorpUq. Notons que U étant ouvert dans RN , les boréliens de U sont exactement
les boréliens de RN inclus dans U par le corollaire 16.73.

Lemme 16.230 ([220]).
Soit une application θ : U Ñ RN de classe C1 où U est ouvert dans RN . Pour tout Q P Q nous
avons

λN
`
θpQq˘ ď sup

sPQ
}dθs}NλN pQq. (16.626)

Démonstration. Nous notons h la longueur du côté du cube. Le théorème des accroissements
finis 14.248, pour la composante θi donne, pour u, v P Q :

ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ď sup
sPQ

}pdθiqs}}u´ v} ď
ÿ

sPQ
}pdθiqs}h. (16.627)

D’autre part nous avons (nous écrivons pour N “ 2 pour être plus court) :

dθspuq “ d

dt

”
θ1ps` tuqe1 ` θ2ps` tuqe2

ı
t“0

“ pdθ1qspuqe1 ` pdθ2qspuqe2. (16.628)

Donc pour chaque i : }dθs} ě }pdθiqs}, et nous continuons la majoration (16.627) :
ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ďď
ÿ

sPQ
}pdθiqs}h ď sup

sPQ
}dθs}h. (16.629)

Les points θpuq et θpvq sont donc dans un cube de côté supsPQ }dθs}h, ce qui permet de majorer
λN

`
θpQq˘ par

λN
`
θpQq˘ ď

ˆ
sup
sPQ

}dθs}h
˙N

“
ˆ

sup
sPQ

}dθs}
˙N

λN pQq (16.630)

où le dernier facteur provient de l’égalité hN “ λN pQq.

16.12.2 Déterminant et mesure de Lebesgue

Dans la suite, Q0 désigne le cube unité : Q0 “
`r0, 1r˘N .

Théorème 16.231 (Interprétation géométrique du déterminant[220]).
Soit une application linéaire T : RN Ñ RN . Alors pour tout borélien B de RN ,

λN
`
T pBq˘ “ |detpT q|λN pBq. (16.631)

Démonstration. Nous considérons la mesure positive µ donnée par µpBq “ λN
`
T pBq˘, qui est bien

une mesure par la proposition 16.76. Cette mesure est invariante par translation parce que λN
l’est :

µpB ` aq “ λN
`
T pBq ` a˘ “ λN

`
T pBq˘ “ µpBq. (16.632)

De plus, T pQ0q est borné et nous notons µpQ0q “ C. Nous avons µ “ CλN par le corollaire 16.208.
CpT1T2q “ CpT1qCpT2q Par définition,

CpT1T2qλN pBq “ λN
`pT1T2qpBq

˘
(16.633a)

“ λN
`
T1pT2Bq

˘ “ CpT1qλN
`
T2pBq

˘ “ CpT1qCpT2qλN pBq. (16.633b)

Par conséquent la fonction C est multiplicative :

CpT1T2q “ CpT1qCpT2q. (16.634)

Et en plus, CpIdq “ 1.
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Matrice diagonale En guise de T , nous considérons l’application linéaire diagonale D “
diagpd1, . . . , dN q qui fait

T pQ0q “ r0, d1r ˆ . . .ˆ r0, dN r (16.635)
La mesure de cela est |d1 ¨ ¨ ¨ dN |, ce qui nous donne

CpDq “ |d1 . . . dN | “ |detpDq|. (16.636)

Matrice orthogonale Nous considérons maintenant T “ U où U est une matrice orthogonale
(UU t “ 1). Une matrice orthogonale est une isométrie 57 qui conserve donc la boule unité :
UBp0, 1q “ Bp0, 1q. Nous avons

λN
`
Bp0, 1q˘ “ λN

`
UBp0, 1q˘ “ CpUqλN

`
Bp0, 1q˘ (16.637)

par conséquent CpUq “ 1, et 1 est justement le déterminant de U .
Matrice quelconque Nous savons par le corollaire 15.32 de la décomposition polaire que toute

matrice peut être écrite sous la forme T “ U1DU2 où Ui sont orthogonales et D est dia-
gonale. Donc CpT q “ CpU1qCpDqCpU2q “ detpU1q detpDqdetpU2q “ detpU2DU2q “ detpT q
parce que le déterminant est multiplicatif (proposition 11.42(1)).

Ce théorème donne une interprétation géométrique du déterminant en tant que facteur de
dilatation des volumes lors de l’utilisation d’une application linéaire. Si T est une application
linéaire quelconque,

λN
`
T pQ0q

˘ “ |detpT q|λN pQ0q “ |detpT q|. (16.638)
Le déterminant de T est le volume de l’image du cube unité par l’application T .

De la même façon, en utilisant l’application linéaire T pxq “ ax nous avons pour tout borélien
B :

λN paBq “ aNλN pBq. (16.639)
Une dilatation d’un facteur a des longueurs provoque une multiplication par aN des volumes.

16.12.3 Le théorème et sa démonstration

Théorème 16.232 (Changement de variable[219, 220]).
Soient U et V des ouverts de RN ainsi qu’un C1-difféomorphisme φ : U Ñ V . Nous notons Jφ la
fonction

Jφ : RN Ñ R

a ÞÑ detpdφaq.
(16.640)

Alors :
(1) Si E Ă U est borélien, alors φpEq est borélien et

λN
`
φpEq˘ “

ż

E
|Jφ|dλN , (16.641)

c’est à dire φ´1pλN q “ |Jφ|·λN .
(2) Si f : V Ñ r0,`8s est mesurable alors la fonction

pf ˝ φq ˆ |Jφ| : U Ñ r0,8s (16.642)

l’est également et 58 ż

V
fdλN “

ż

U
pf ˝ φqpxq|Jφpxq|dλN pxq. (16.643)

57. Proposition 11.68.
58. L’intégrabilité d’une fonction est la définition 16.124 qui stipule que l’intégrale de |fpxq| est finie. L’égalité

proposée a un sens si les deux membres sont infinis. Il n’y a donc pas d’hypothèses d’intégrabilité obligatoire pour
écrire une intégrale lorsque la fonction a des valeurs positives.
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(3) Si f : V Ñ C est mesurable alors elle est intégrable si et seulement si pf ˝φqˆ |Jφ| : U Ñ C

est intégrable. Si c’est le cas, alors nous avons encore la formule de changement de variables :
ż

V
fdλN “

ż

φ´1pV q
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (16.644)

Démonstration. Attention : la preuve va être longue.
(1) Le fait que φpEq soit borélien lorsque E l’est est la proposition 16.203. En ce qui concerne

la formule annoncée, il faut travailler.
Inégalité dans un sens (cubes) Nous commençons par prouver l’inégalité

λN
`
φpQq˘ ď

ż

Q
|Jφpxq|dx (16.645)

pour tout Q P Q. On peut diviser le côté du cube Q en k éléments de longueurs égales.
Le cube est alors divisé en kN petits cubes d’intérieurs disjoints. Nous les nommons Qi
(i “ 1, . . . , kN ) Nous avons alors

ÿ

i

λN pQiq “
ÿ

i

λN
`

IntpQiq
˘ “ λN

`ď

i

IntpQiq
˘ ď λN pQq ď

ÿ

i

λN pQiq. (16.646)

La dernière inégalité est le fait que les intersections ne sont pas disjointes. Toutes ces
inégalités sont en réalité des égalités et en particulier : λN pQq “ ř

i λN pQiq.
Soit a P Qi. Posons

θ : U Ñ U

θ “ pdφaq´1 ˝ φ (16.647)

Cela appelle deux commentaires. D’abord l’application dφa : U Ñ V est inversible parce
que φ est un difféomorphisme (lemme 12.115). Ensuite, l’application θ est la composée
de pdφaq (qui est linéaire) et de φ qui est de classe C1 ; donc θ est de classe C1. Donc le
lemme 16.230 s’applique. La différentielle de θ n’est pas trop compliquée à écrire parce
que nous avons la formule de différentielle d’une composée (théorème 12.113) et le fait
que pdφaq´1 qui est linéaire et donc sa propre différentielle (lemme 12.109). Nous avons
donc dθ “ pdφaq´1 ˝ dφ, et le lemme donne

λN
`pdφaq´1φpaq˘ ď sup

sPQi
}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQiq (16.648)

Étant donné que pdφaq´1 est une application linéaire, la proposition 16.231 s’applique,
et donc

λN
`pdφaq´1φpaq˘ “ |detpdφaq´1|λN

`
φpaq˘. (16.649)

Le déterminant d’une application réciproque est donné par la proposition 11.42(4) :

det
`pdφaq´1˘ “ 1

det
`
dφa

˘ “ 1
Jφpaq . (16.650)

Recollant les morceaux,

λN
`
φpQiq

˘ 1
Jφpaq ď sup

sPQi
}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQq, (16.651)

ou encore :
λN

`
φpQiq

˘ ď |Jφpaq| sup
sPQi

}pdφaq´1 ˝ dφs}NλN pQiq. (16.652)

Vu que a et s sont proches l’un de l’autre (on peut choisir encore la taille du cube), nous
pouvons espérer que pdφaq´1 ne soit pas loin d’être l’inverse de dφs. Et c’est en effet le
cas. Pour s’en assurer, remarquons que l’application

dφ : Qi Ñ LpRN ,RN q (16.653)
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est continue et même uniformément continue parce que Qi est compact. De plus la
composition de différentielles étant un produit de matrices nous pouvons permuter la
limite dans le calcul suivant :

lim
sÑapdφaq

´1 ˝ dφs “ pdφaq´1 ˝ lim
sÑa dφs “ 1. (16.654)

Donc si ε ą 0 est donné, il existe δ tel que pour tout s P Bpa, δq, }pdφaq´1 ˝dφs´1} ď ε.
En ce qui concerne les normes, si }A´ 1} ď ε alors }A} ď }A´ 1} ` }1} ď ε` 1.
Cela étant dit, nous nous souvenons que nous avions découpé U en un nombre fini de
cubes Qi d’égales dimensions ; il suffit de prendre k suffisamment grand pour que la
diagonale des cubes sot plus petite que le minimum des δi. Avec un tel découpage,

sup
sPQi

}pdφaq´1 ˝ dφs} ď 1` ε (16.655)

et par conséquent
λN

`
φpQiq

˘ ď p1` εqN |Jφpaiq|λN pQiq (16.656)

où nous avons ajouté un indice i au point a pour nous rappeler que nous avons choisi
a P Qi.
Le théorème de la moyenne 16.210 appliqué à l’intégrale

ş
Qi
|Jφptq|dλN ptq donne l’exis-

tence d’un ai P Qi tel que

|Jφpaiq| “ 1
λN pQiq

ż

Qi

|Jφ|dλN . (16.657)

Ce point ai vérifie l’inégalité (16.656) comme tout point de Qi. Nous sommons ces
inégalités sur tous les i :

λN
`
φpQq˘ ď

ÿ

i

λN
`
φpQiq

˘
(16.658a)

ď p1` εN
ÿ

i

˜
1

λN pQiq
ş
Qi
|Jφ|dλN

¸
λN pQiq (16.658b)

“ p1` εqN
ÿ

i

ż

Qi

|Jφ|dλN (16.658c)

“ p1` εqN
ż

Q
|Jφ|dλN (16.658d)

où nous avons utilisé le fait que 1Q “ ř
i 1Qi presque partout. En prenant le limite

εÑ 0 nous trouvons
λN

`
φpQq˘ ď

ż

Q
|Jφ|dλN . (16.659)

L’inégalité (16.645) est prouvée.
Inégalité pour les boréliens Soit B un borélien de U . Vu que U et V sont des ouverts

de RN , les mesures de Lebesgue sur U et sur V sont les mêmes que celles sur Rn par le
corollaire 16.73.
Par les définitions 16.143 et 16.76, les applications µ et n définies par µ “ φ´1pλN q et
ν “ |Jφ|λN sont des mesures positives sur U (de Borel, qui plus est). L’inégalité (16.645)
à peine prouvée s’écrit µpQq ď νpQq pour tout cube Q. Le lemme 16.229 nous dit alors
que l’inégalité tient pour tout borélien.

Inégalité dans l’autre sens En utilisant la notation de la mesure image et du produit
d’une mesure par une fonction 59, nous pouvons écrire l’inégalité prouvée sous la forme

59. Définition 16.76 et 16.143
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φ´1pλN q ď |Jφ|λN . En inversant les rôles de U et V (et donc de φ et φ´1) nous avons
aussi

φpλN q ď |Jφ´1 |λN . (16.660)

En y appliquant φ´1 et le lemme 16.76,

λN ď φ´1`|Jφ´1 |λN
˘
. (16.661)

Nous prouvons à présent que φ´1`|Jφ´1 |·λN
˘ “

´
|Jφ´1 | ˝ φ

¯
·φ´1pλN q en appliquant

à un borélien B de U . D’une part

φ´1`|Jφ´1 |·λN
˘pBq “ `|Jφ´1 |·λN

˘
φpBq (16.662a)

“
ż

φpBq
|Jφ´1 |dλN , (16.662b)

et d’autre part,

`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN qB “
ż

RN
1Bpxq

`|Jφ´1 | ˝ φ˘pxqd`φ´1pλN q
˘pxq (16.663a)

“
ż

RN
1B

`
φ´1pxq˘`|Jφ´1 | ˝ φ˘`φ´1pxq˘dλN pxq (16.663b)

“
ż

RN
1φpBq|Jφ´1 | (16.663c)

“
ż

B
|Jφ´1 |dλN . (16.663d)

Justification :
— Pour (16.663b), le théorème 16.147(2).
L’équation (16.661) devient alors

λN ď
`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN q. (16.664)

Nous allons faire le produit de cette mesure par |Jφ| en nous souvenant que Jφpxq “
det

`
dφx

˘
. Par le lemme 12.115 nous avons aussi pdφxq´1 “ dφ´1

φpxq et donc, par la
propriété 11.42(3) du déterminant,

Jφpxq “ 1
det

`
dφ´1

φpxq
˘ “ 1

Jφ´1
`
φpxq˘ . (16.665)

Nous avons
|Jφ|·λN ď |Jφ|·

`|Jφ´1 | ˝ φ˘·φ´1pλN q. (16.666)

En utilisant la proposition 16.144, il s’agit de multiplier la mesure φ´1pλN q par la fonc-
tion

x ÞÑ |JφpxqJφ´1
`
φpxq˘| “ 1. (16.667)

Nous avons donc bien
|Jφ|·λN ď φ´1pλN q, (16.668)

et donc l’égalité
|Jφ|·λN “ φ´1pλN q, (16.669)

c’est à dire le point (1).
(2) Le fait que la fonction proposée soit mesurable est le fait que la mesurabilité n’est pas

affectée par produit et composition (propositions 16.92 et 16.65), et le fait que pour les
mêmes raisons, l’application Jφ : U Ñ R est également mesurable. En ce qui concerne la
formule nous allons la démontrer dans le cas de fonctions de plus en plus générales.
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Pour les fonctions indicatrices Soit B un borélien de U . Considérons la fonction f “
1φpBq. Alors

ż

V
fdλN “

ż

RN
1φpBqpyq1V pyqdλN pyq “

ż

RN
1φpBqdλN “ λN

`
φpBq˘. (16.670)

parce que V “ φpUq et B Ă U , donc 1φpBq1φpUq “ 1φpBq. D’autre part, pour calculer
l’autre membre de (16.643) nous remarquons que f “ 1φpBq “ 1B ˝ φ´1, ce qui donne

ż

U
f
`
φpxq˘|Jφpxq|dλN pxq “

ż

U
1B|Jφ|dλN “

ż

B
|Jφ|dλN . (16.671)

L’ensemble B étant borélien, il est extrêmement mesurable, ce qui fait que le point (1)
s’applique : les expressions (16.670) et (16.671) sont égales.

Pour les fonctions étagées Soit f : V Ñ R` une fonction étagée :

fpxq “
nÿ

i“1
ai1Aipxq (16.672)

Nous pouvons faire le calcul suivant :
ż

V
fdλN “

ż

V

ÿ

i

ai1AidλN (16.673a)

“
ÿ

i

ai

ż

V
1AidλN (16.673b)

“
ÿ

i

ż

U
p1ai ˝ φqpxq|Jφpxq|dλN pxq (16.673c)

“
ÿ

i

ai

ż

U
1φ´1pAiq|Jφpxq|dλN pxq (16.673d)

“
ż

V

ÿ

i

ai1φ´1pAiqpxq
looooooooomooooooooon

“pf˝φqpxq

|Jφpxq|dλN pxq (16.673e)

“
ż

V
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (16.673f)

Justifications :
— Pour (16.673b) : linéarité de l’intégrale, théorème 16.121(2) 60
— Pour (16.673c) : le cas des fonctions indicatrices est utilisé pour chaque i entre 1 et

n.
Fonction mesurable positive Soit f : V Ñ r0,8s. Par le théorème fondamental d’ap-

proximation 16.103, il existe une suite croissante de fonctions étagées et mesurables
ϕn : V Ñ r0,8r dont la limite ponctuelle est f . Nous avons alors le calcul suivant :

ż

V
fdλN “ lim

nÑ8

ż

V
ϕndλN (16.674a)

“ lim
nÑ8

ż

U
pϕn ˝ φq|Jφ|dλN (16.674b)

“
ż

U
lim
nÑ8pϕn ˝ φq|Jφ|dλN (16.674c)

“
ż

U
pf ˝ φq|Jφ|dλN . (16.674d)

Justifications :
60. Il est remarquable que nous n’utilisons cette linéarité que pour les fonctions étagées.
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— Pour (16.674a), c’est le théorème de la convergence monotone 16.116.
— Pour (16.674b), c’est le présent théorème pour la fonction étagée ϕn.
— Pour (16.674c), c’est encore la convergence dominée, justifiée par le fait que ϕn ˝ φ

est également une suite croissante : si x P U alors ϕn`1
`
φpxq˘ ě ϕn

`
φpxq˘.

— Pour (16.674d), c’est la limite ponctuelle ϕn
`
φpxq˘Ñ f

`
φpxq˘.

(3) La partie sur l’intégrabilité repose sur le fait que |f | ˝ φ “ |f ˝ φ|. Ici |.| est le module et
non une valeur absolue. Les faits suivants sont équivalents :
— la fonction f : V Ñ C est intégrable
— la fonction |f | : V Ñ R est intégtrable
— la fonction p|f | ˝ φq|Jφ| : U Ñ R est intégrable (par le point (2)).
— la fonction pf ˝ φq|Jφ| : U Ñ R est intégrable.
En ce qui concerne la formule, il s’agit seulement d’appliquer le point (2) aux parties posi-
tives, négatives, imaginaires et réelles de f .

Notons que la formule peut être écrite sous la forme

xf, gyV “ xf ˝ φ, pg ˝ φq|J |yU , (16.675)

qui est plus pratique lorsqu’on parle de produits scalaires. Pour rappel, φ : U Ñ C est un C1-
difféomorphisme.

16.233.
La formule de changement de variables peut être comprise de la façon suivante. Si φ est linéaire
alors le facteur |Jφ| est la mesure de l’image par φ d’une portion de Rp de mesure 1, sinon |Jφ| est
le rapport entre la mesure de l’image d’un élément infinitésimale de volume de Rp et sa mesure
originale.

Soit φpu, vq “ gpu, vqe1 ` hpu, vqe2 un difféomorphisme dans R2. Soit px0, y0q l’image par φ de
pu0, v0q. On considère le petit rectangle R de sommets pu0, v0q, pu0 `∆u, v0q, pu0 `∆u, v0 `∆vq
et pu0, v0 `∆vq. L’image de R n’est pas un rectangle en général, mais peut être bien approximée
par le rectangle de sommets px0, y0q, px0, y0q ` φu∆u, px0, y0q ` φu∆u` φv∆v et px0, y0q ` φv∆v
et son aire est }φu ˆ φv}∆u∆v. La valeur |φu ˆ φv| est exactement |Jφ|

16.12.4 Exemples

Un exemple avec une exponentielle est donnée dans l’exemple 20.64.
Énormément d’exemples sont disponibles avec les coordonnées polaires et toutes leurs varia-

tions. Cependant les fonctions trigonométriques ne seront vues que plus tard ; les coordonnées
polaires, cylindrique et sphériques seront vues en section 20.11 et les exemples d’utilisation pour
les intégrales seront dans la section 20.13.

16.13 Changement d’espace mesuré
Proposition 16.234 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit un ensemble Ω1 et une bijection ϕ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ ϕpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
ϕ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Soit enfin une fonction mesurable f : Ω Ñ X.
Alors
(1) Le triple pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
(2) L’application f ˝ ϕ´1 : Ω1 Ñ X est mesurable.
(3) Nous avons l’égalité ż

Ω
fdµ “

ż

Ω1
pf ˝ ϕ´1qdµ1. (16.676)
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Démonstration. La proposition 16.74 montre déjà que pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
Soit une partie S mesurable dans X. Alors f´1pSq est mesurable dans Ω par hypothèse sur f ,

c’est à dire que f´1pSq P A. Ensuite pϕ ˝ f´1qpSq est mesurable dans Ω1 par hypothèse sur ϕ. Cela
prouve que f ˝ ϕ´1 est une application mesurable.

Nous avons encore à prouver l’égalité d’intégrale. Par la définition 16.111 nous avons
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu (16.677)

où le supremum est sur tous les n et tous les choix de Ai P A, ai P R` tels que f |Ai ą ai. Vu que
A1 “ ϕpAq, si Ai P A et ai sont choisis, nous avons aussi

f ˝´1 |ϕpAiq ě ai (16.678)

avec ϕpAiq P A1. Donc pour un choix de tpAi, aiqu donné,
nÿ

i“1
aiµpAiq “

nÿ

i“1
aiµ

1`ϕpAiq
˘
. (16.679)

Au final,
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu “ supt

ÿ

i

aiµ
1`ϕpAiq

˘u “
ż

ϕpΩq
f ˝ ϕ´1dµ1. (16.680)

Remarque 16.235 (Ce n’est pas la mesure que nous voulons).
La mesure donnée par la proposition 16.234 n’est pas celle que nous voulons d’habitude sur Ω1.
Anticipons un peu pour comprendre. Prenons l’exemple de la partie C de R donnée par

C “ tpx, yq P R2 tel que y “ x2, x P s0, 3ru. (16.681)

(1) La façon correcte de définir la longueur de C est de prendre une limite d’approximations
par des morceaux de droites, comme fait à la définition 23.4.

(2) Cette définition de la longueur peut être exprimée sous forme intégrale par le théorème 23.9
qui nous assure que

lpCq “
ż 3

0
}ϕ1ptq}dt “

ż 3

0

a
1` 4t2dt ‰ µ1pCq. (16.682)

En effet, µ1pCq “ µ
`
ϕ´1pCq˘ “ µ

`s0, 3r˘ “ 3, alors que pour tout t nous avons
?

1` 4t2 ą 1
et donc lpCq ą 3.

(3) Donc µ1 n’est pas exactement ce que nous aurions pu vouloir appeler la « mesure » de C.
(4) La mesure à considérer sur C doit donc plutôt être quelque chose comme le produit de la

mesure µ1 par la fonction }ϕ1}. Mais cela est une autre histoire qui vous sera contée une
autre fois.

16.14 Théorème de Fubini-Tonelli et de Fubini
Nous rappelons que Rn muni de la mesure de Lebesgue est un espace mesuré σ-fini, conformé-

ment à la définition 16.23.
Le théorème de Fubini-Tonelli parle de fonctions réelles et non complexes, et même positives.

Le truc est que ce théorème va servir de base pour construire les autres. Si nous avons une fonc-
tion à valeurs complexes, elle se décompose en parties réelles et imaginaires qui elles-mêmes se
décomposent en parties positives et négatives. Au final, les preuves pour f : Ω Ñ C se ramènent à
appliquer quatre fois le théorème pour f : Ω Ñ R̄`.



864 CHAPITRE 16. TRIBUS, THÉORIE DE LA MESURE, INTÉGRATION

Théorème 16.236 (Fubini-Tonelli[204]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit une fonction
f : Ω1 ˆΩ2 Ñ R une fonction mesurable et positive (valant éventuellement 8 à certains endroits)
Alors :

(1) Les fonction

F1 : x ÞÑ
ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq (16.683)

et
F2 : y ÞÑ

ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq (16.684)

sont mesurables.
(2) Toutes les intégrales imaginables existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq

dµ1pxq (16.685a)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (16.685b)

où tous les membres de l’égalité valent éventuellement `8.

Démonstration. Commençons par prouver le théorème dans le cas d’une fonction caractéristique
d’un ensemble mesurable : fpx, yq “ 1Apx, yq pour un certain ensemble A Ă Ω1ˆΩ2. Dans ce cas,

F1pxq “
ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq “
ż

Ω2

1A1pyqpxqdµ2pyq “ µ2
`
A1pxq

˘
, (16.686)

et nous avons déjà vu au théorème 16.165 que cette fonction F1 était alors mesurable. En utilisant
maintenant les égalités (16.452) ainsi que le fait que 1Apx, yq “ 1A2pxqpyq nous avons

ż

Ω1ˆΩ2

1Apx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “ pµ1 b µ2qpAq (16.687a)

“
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (16.687b)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1A2pxqpyqdµ2pyq

dµ1pxq (16.687c)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq

dµ1pxq. (16.687d)

Le théorème étant valable pour les fonctions caractéristiques, il est valable pour les fonctions
simples (définition 16.99) par linéarité de l’intégrale.

Si f n’est pas une fonction simple, alors la proposition 16.103 nous donne une suite croissante
de fonctions simples et positives convergeant ponctuellement vers f . La partie du théorème sur les
fonctions simples dit que pour chaque n l’intégrale

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq (16.688)

peut être décomposée comme il faut en suivant la formule (16.685). Il faut pouvoir permuter la
limite et l’intégrale dans chacun de cas. D’abord le théorème de la convergence monotone 16.116
appliqué à l’espace Ω1 ˆ Ω2 dit que

lim
nÑ8

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq. (16.689)
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Ensuite, pour chaque x P Ω1, les fonctions

σnpyq “
ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq (16.690)

forment une suite croissante de fonctions mesurables ; nous leur appliquons encore le théorème de
la convergence monotone :

lim
nÑ8

ż

Ω2

„ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq “ lim

nÑ8

ż

Ω2

σnpyqdµ2pyq (16.691a)

“
ż

Ω2

„
lim
nÑ8

ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (16.691b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq (16.691c)

où nous avons utilisé une seconde fois Beppo-Levi.

Remarque 16.237.
Les formules (16.685) sont bien, mais ne garantissent en aucun cas que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q : il faut
encore que ces intégrales soient finies.

Corollaire 16.238 ([216]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit 61. Soit une fonction
mesurable f : Ω Ñ R ou C. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

(1) f P L1pΩ1 ˆ Ω2q,
(2) ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2


dµ1 ă 8, (16.692)

(3) ż

Ω2

„ż

Ω1

|f |dµ1


dµ2 ă 8. (16.693)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs dans R. La notation |f |, pour
l’instant, dénote donc bien la valeur absolue et non le module.

La fonction |f | est mesurable et positive par hypothèse et par le fait que si f est mesurable, alors
|f | l’est également par le corollaire 16.95. Le théorème 16.236(2) nous dit alors que les intégrales
suivantes existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

|f |dpµ1 b µ2q “
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fpx, yq|dµ2pyq

dµ1pxq “

ż

Ω2

„ż

Ω1

|fpx, yq|dµ1pxq

dµ2pyq.

(16.694)
Attention : rien ne dit encore que ces intégrales sont finies.
(1) implique (2) et (3) Si f P L1pΩ1 ˆ Ω2q alors |f | y est également. Cela implique que le

membre de droite de (16.694) est fini. Les deux autres sont alors également finis.
(2) ou (3) implique (1) Les expressions à droite de (16.694) sont finies. Donc celle de gauche

également. Cele signifie que |f | P L1pΩ1ˆΩ2q. Par conséquent f est également dans L1pΩ2ˆ
Ω2q.

Nous passons maintenant au cas où f est à valeurs dans C. Nous décomposons

f “ fR ` ifI (16.695)

où fR et fI sont des fonctions réelles. Nous avons
ż

Ω
|f | ď

ż

Ω
|fR| `

ż

Ω
|fI |. (16.696)

61. Définition 16.167.
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Donc si fR et fI sont dans L1pΩq, la fonction f le sera aussi. De même,
ż

Ω
|fR| ď

ż

Ω
|f |, (16.697)

qui donne l’inverse : si f P L1pΩq alors fR, fI P L1pΩq. Bref, f est intégrable sur Ω si et seulement
si fR et fI le sont.

Supposons que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q. Alors
ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2


dµ1 ď

ż

Ω1

„ż

Ω2

|fR|

`
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fI |

ă 8 (16.698a)

où nous avons appliqué (1) implique (2) aux fonctions fR et fI qui sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q parce
que f y est.

Dans l’autre sens, si ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |

ă 8, (16.699)

alors en remplaçant |f | par |fR| ou par |fI | nous restons fini. En appliquant alors « (2) implique (1) »
nous trouvons que fR et fI sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q. Et cela implique que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.
Théorème 16.239 (Fubini[216]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit

f P L1`pΩ,Aq,C˘, (16.700)

c’est à dire une fonction à valeurs mesurable et intégrable sur Ω. Alors :
(1) Pour presque tout x P Ω1, la fonction y ÞÑ fpx, yq est L1pΩ2q.
(2) Si nous posons

ϕf pxq “
ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq; (16.701)

alors ϕf P L1pΩ1q.
(3) Nous avons la formule d’inversion d’intégrale

ż

Ω
fdpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

ϕfdµ1 (16.702a)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq

dµ1pxq (16.702b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq

dµ2pyq. (16.702c)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs réelles : f P L1`pΩ1ˆΩ2,A1b
A2q,R

˘
. Nous décomposons la fonction f en parties positives et négatives : f “ f` ´ f´ avec f`

et f´ positives ou nulles. Nous avons évidemment
ż

Ω1ˆΩ2

|f`| ď
ż

Ω1ˆΩ2

|f | ă 8. (16.703)

Donc f` et f´ sont des éléments de L1pΩ1 ˆ Ω2q.
Pour (1) Nous posons

ϕf`pxq “
ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq (16.704)

pour tous les x P Ω1 pour lesquels cette intégrale est bien définie. Vu que f` est positive et
mesurable, le théorème de Fubini-Tonelli 16.236(1) s’applique donc pour nous dire que ϕf`
est mesurable.
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De plus le résultat (16.685) appliqué à f` donne
ż

Ω1

ϕf`dµ1 “
ż

Ω1ˆΩ2

f`dpµ1 b µ2q ă 8. (16.705)

Le fait que le tout soit fini est une conséquence du fait déjà mentionné que f` P L1pΩ1ˆΩ2.
Vu que ϕf` est une fonction positive, l’inégalité (16.705) signifie que ϕf` P L1pΩ1, µ1q.
En particulier, ϕf`pxq ă 8 pour presque tout x P Ω1. C’est à dire pour presque tout
x P Ω1 : ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq ă 8, (16.706)

et sachant que f` ě 0 nous avons f`px, · q P L1pΩ2q pour presque tout x.
Pour (2) Partout où ϕf` et ϕf´ sont finies nous avons

ϕf “ ϕf` ´ ϕf´ , (16.707)

et comme cela a lieu presque partout, nous pouvons considérer une partie mesurable A Ă Ω1
telle que µ1pAq “ 0 et ϕf pxq “ ϕf`pxq ´ ϕf´pxq pour tout x hors de A. Bref, nous posons

gpxq “
#
ϕf` ´ ϕf´pxq si x P Ac
0 si x P A. (16.708)

Cette fonction g est mesurable et g “ ϕf presque partout. De plus
ż

Ω1

|g|dµ1 “
ż

Ac
|g| ď

ż

Ac
ϕf` `

ż

Ac
ϕf´ ă 8. (16.709)

La dernière inégalité est le fait que ϕf˘ sont dans L1pΩ1q. Et notons au passage que nous
aurions pu laisser toutes les intégrales sur Ω1 sans faire de précisions sur la distinction entre
Ω1 et Ac parce que la partie de Ω1 sur laquelle ϕf˘ sont infinies est trop petite pour changer
la valeur de l’intégrale.
Nous avons donc g P L1pΩ1q, et par conséquent également ϕf P L1pΩ1q parce que ces deux
fonctions sont égales presque partout (les classes sont égales).

Pour (3) En utilisant l’équation (16.705) nous avons
ż

Ω1

ϕfdµ1 “
ż
gdµ1 “

ż

Ω1

ϕf` ´
ż

Ω1

ϕf´ (16.710a)

“
ż

Ω1ˆ
f`dµ´

ż

Ω1ˆΩ2

f´dµ (16.710b)

“
ż

Ω1ˆΩ2
fdµ. (16.710c)

Et toutes ces intégrales sont finies.
Et c’est maintenant que nous considérons le cas complexe. Nous décomposons f “ fR ` ifI

avec des fonctions réelles fR et fI . Comme déjà mentionné autour de (16.696), les fonctions fR et
fI sont intégrables. Nous leur appliquons le théorème.

Les valeurs de x pour lesquelles fRpx, · q et fIpx, · q ne sont pas dans L1pΩ2q forment un
ensemble de mesure nulle, nommons le A. En posant

gpx, yq “
#
fRpx, yq ` ifIpx, yq si x P Ac
0 si x P A, (16.711)

nous avons que gpx, · q est intégrable pour tout x P Ac. Vu que pour ces valeurs de x nous avons
gpx, yq “ fpx, yq nous en déduisons que pour x P Ac nous avons aussi fpx, · q P L1pΩ2q.

Les autres points se traitent de la même façon 62.
62. Attention : je n’ai pas vérifié explicitement. C’est juste une intuition. Vérifiez et écrivez moi pour dire si c’est bon

ou non.
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16.240.
En pratique, il n’est pas toujours évident qu’une fonction soit intégrable sur Ω1ˆΩ2. Pour permuter
des intégrales sur une fonction à deux paramètres nous faisons comme suit.

(1) Nous testons l’intégrabilité en chaîne de |f |, et si c’est bon, le corollaire 16.238 nous donne
f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

(2) Nous utilisons le théorème de Fubini 16.239 pour séparer et permuter les intégrales comme
des ingénieurs.

Si la fonction px, yq ÞÑ fpxqgpyq satisfait aux hypothèse du théorème de Fubini alors
ż

Ω1ˆΩ2

fpxqgpyqdxb dy “
ˆż

Ω1

fpxqdx
˙ˆż

Ω2

gpyqdy
˙
. (16.712)

Le théorème de Fubini est souvent utilisé sous cette forme.

Exemple 16.241(Nécessité d’avoir des mesures σ-finies)
Nous montrons que le théorème ne tient pas si une des deux mesures n’est pas σ-finie. Soit I “ r0, 1s.
Nous considérons l’espace mesuré

pI,BorpIq, λq (16.713)

où BorpIq est la tribu des boréliens sur I et λ est la mesure de Lebesgue (qui est σ-finie). D’autre
part nous considérons l’espace mesuré

pI,PpIq,mq (16.714)

où PpIq est l’ensemble des parties de I et m est la mesure de comptage. Cette dernière n’est pas
σ-finie parce que les seuls ensembles de mesure finie pour la mesure de comptage sont des ensembles
finis, or une union dénombrable d’ensemble finis ne peut pas recouvrir l’intervalle I.

Nous allons montrer que dans ce cadre, l’intégrale de la fonction indicatrice de la diagonale sur
I2 ne vérifie pas le théorème de Fubini. Étant donné que BorpIq Ă PpIq nous avons

BorpI2q Ă BorpIq b PpIq. (16.715)

Soit ∆ “ tpx, xq tel que x P Iu. La fonction

g : I2 Ñ R

px, yq ÞÑ x´ y (16.716)

est continue et ∆ “ g´1pt0uq est donc fermé dans I2. L’ensemble ∆ est donc un borélien de I2 et
par conséquent un élément de la tribu BorpIqbPpIq. La fonction indicatrice 1∆ est alors mesurable
pour l’espace mesuré

pI ˆ I,BorpIq b PpIq, λbmq. (16.717)

Pour x fixé nous avons

1∆px, yq “
#

1 si y “ x

1 si y ‰ x
“ 1txupyq, (16.718)

et donc

A1 “
ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdmpyq

˙
dλpxq (16.719a)

“
ż

I

ˆż

I
1txupyqdmpyq

˙
dλpxq (16.719b)

“
ż

I

´
mptxuq

¯
dλpxq (16.719c)

“
ż

I
1dλpxq (16.719d)

“ 1. (16.719e)
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Par contre le support de 1∆ étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, nous avons
ż

I
1∆px, yqdλpxq “ 0 (16.720)

et par conséquent
A2 “

ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdλpxq

˙
dmpyq “ 0. (16.721)

Nous voyons donc que le théorème de Fubini ne s’applique pas. 4

Exemple 16.242
Nous nous proposons de calculer l’intégrale suivante en utilisant le théorème de Fubini :

G “
ż

R

e´x2
dx “ ?π (16.722)

alors que la fonction x ÞÑ e´x2 n’a pas de primitives parmi les fonctions élémentaires.
Nous allons le faire de deux façons. Une première directe en utilisant le théorème de Fubini sur

un domaine non borné, et une seconde en utilisant Fubini sur un domaine borné, et en passant à
la limite ensuite.
Fubini, domaine non borné Par symétrie nous pouvons nous contenter de calculer

G` “
ż 8

0
e´x2

dx. (16.723)

L’astuce est de passer par l’intermédiaire

H “
ż

R`ˆR`
e´px2`y2qdxdy (16.724a)

“
ż

R`

ˆż

R`
e´x2

e´y2
dx

˙
dy (16.724b)

“
ˆż

R`
e´x2

dx

˙2
(16.724c)

“ G2` (16.724d)

L’intégrale (16.724a) se calcule en passant aux coordonnées polaires et le résultat estH “ π
4 .

Nous avons alors G “
?
π

2 et ż

R

e´x2 “ ?π. (16.725)

Fubini, domaine borné, puis limite Une variante, qui n’applique pas Fubini sur un domaine
non borné. Nous commençons par écrire

I “
ż `8

´8
e´x2

dx :“ lim
RÑ`8

ż `R

´R
e´x2

dx (16.726)

et puis nous faisons le calcul

I2 “ lim
RÑ`8

ˆ
p
ż `R

´R
e´x2

dxqp
ż `R

´R
e´y2

dyq
˙

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

KR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

CR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

(16.727)
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où K est le carré de demi-côté R centré à l’origine et de côtés parallèles aux axes et CR est
le cercle de rayon R centré à l’origine.
La première étape à justifier est simplement l’application de Fubini. Pour le passage de
l’intégrale du carré vers le cercle, définissons

IKprq “
ż

Kr

f, ICprq “
ż

Cr

f (16.728)

où Kr est la carré de demi-côté r et Cr est le cercle de rayon r. Le demi-côté du carré inscrit
à Cr est

?
2, donc pour tout r nous avons

IKp
?

2rq ď ICprq ă IKprq, (16.729)

et en prenant la limite, nous avons évidement

lim
rÑ8 IKp

?
2rq “ lim

rÑ8 IKprq, (16.730)

et donc cette limite est également égale à limrÑ8 ICptq.
Il ne reste qu’à calculer la dernière intégrale sur le cercle en passant aux coordonnées
polaires : ĳ

CR

e´px2`y2qdxdy “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
re´r2

dr “ πp1´ e´R2q. (16.731)

La limite donne π, nous en déduisons que
ż 8

´8
e´x2

dx “ ?π. (16.732)

4

Le théorème de Fubini-Tonelli nous permet également d’inverser des sommes et des séries. En
effet une somme n’est rien d’autre qu’une intégrale pour la mesure de comptage :

8ÿ

n“0
an “

ż

N

andmpnq. (16.733)

La proposition suivante montre comment il faut faire.

Proposition 16.243.
Soient les espaces mesurés pN,PpNq,mq, pRn,BorpRnq, λq où λ est la mesure de Lebesgue ainsi
qu’une suite de fonctions positives fn : Rd Ñ R. Nous supposons de plus que la fonction fn soit
intégrable pour tout n et que les résultats forment une suite sommable. Alors

8ÿ

n“0

ż

Rn
fnpxqdx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (16.734)

Démonstration. Nous pouvons la récrire le membre de gauche sous la forme
ż

N

ˆż

Rn
fpn, xqdx

˙
dmpnq (16.735)

avec la notation évidente fpn, xq “ fnpxq. Prouvons que la fonction f : NˆRd Ñ R ainsi définie
est une fonction mesurable pour l’espace mesuré

`
NˆRd,PpNq b BorpRdq,mb λ˘. (16.736)
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Si A Ă R, nous avons
f´1pAq “

ď

nPN
tnu ˆ f´1

n pAq. (16.737)

Chacun des ensembles dans l’union appartient à la tribu PpNq ˆ BorpRdq tandis que les tribus
sont stables sous les unions dénombrables. La fonction f est donc mesurable. Comme nous avons
supposé que f était positive, le théorème de Fubini-Tonelli s’applique et nous avons

ż

Rd

ˆż

N

fpn, xqdmpnq
˙
dx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (16.738)

Théorème 16.244 (Fubini).
Soit px, tq ÞÑ fpx, yq P R̄ une fonction intégrable sur Bn ˆ Bm Ă Rn`m où Bn et Bm sont des
ensembles mesurables de Rn et Rm. Alors :

(1) pour tout x P Bn, sauf éventuellement en les points d’un ensemble G Ă Bn de mesure nulle,
la fonction y P Bm ÞÑ fpx, yq P R̄ est intégrable sur Bm

(2) la fonction
BnzGÑ R

x ÞÑ
ż

Bn

fpx, yqdy (16.739)

est intégrable sur BnzG.
(3) On a ż

BnˆBm
fpx, yqdxdy “

ż

Bn

ˆż

Bm

fpx, yqdy
˙
dx. (16.740)

Notons en particulier que si fpx, yq “ ϕpxqφpyq, alors şBm ϕpyqdy est une constante qui peut
sortir de l’intégrale sur Bn, et donc

ż

BnˆBm
ϕpxqφpyqdxdy “

ż

Bn

ϕpxqdx
ż

Bm

φpyqdy. (16.741)
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Chapitre 17

Suites et séries de fonctions

Nous commençons par donner quelques éléments à propos de dérivée et de différentielle pour
des fonctions C Ñ C parce que les séries entières vont souvent être des fonctions complexes. Le
gros du chapitre sur les fonctions holomorphes est le chapitre 29.

17.1 Différentielle et dérivée complexe

Nous identifions R2 à C par l’application

ϕ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy. (17.1)

Dans cette partie, nous désignons par Ω un ouvert de C.

Définition 17.1.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable si la limite

lim
hÑ0
hPC

fpa` hq ´ fpaq
h

(17.2)

existe. Dans ce cas, cette limite est la dérivée de f et est notée f 1.

Définition 17.2.
Soit Ω un ouvert dans C. Une fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si elle est C-dérivable sur Ω.

Définition 17.3.
Une matrice de la forme ˆ

α β
´β α

˙
(17.3)

avec α, β P R est une similitude.

Lemme 17.4.
En tant qu’application linéaire CÑ C, l’opération de multiplication par α` βi est la matrice

ˆ
α ´β
β α

˙
. (17.4)

Démonstration. Cela est vite remarqué en calculant explicitement pα` βiqpu1 ` iu2q.
Lemme 17.5.
Une application A : CÑ C est C-linéaire si et seulement si elle est une similitude en tant qu’ap-
plication R2 Ñ R2.

Dans ce cas, il existe z0 P C tel que Apzq “ z0z pour tout z P C.

873
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Démonstration. Commençons par considérer l’application A sur R2. Elle est en particulier une

application R-linéaire et par conséquent il existe une matrice
ˆ
α β
γ δ

˙
telle que

A

ˆ
x
y

˙
“

ˆ
α β
γ δ

˙ˆ
x
y

˙
. (17.5)

Nous voulons maintenant imposer la C-linéarité, c’est à dire que nous voulons

A
`pa` biqpx` iyq˘ “ pa` biqApx` iyq (17.6)

pour tout a, b, x, y P R. À gauche nous avons

A
`
ax´ by ` ipbx` ayq˘ (17.7)

et à droite nous avons
pa` biq`αx` βy ` ipγx` δyq˘. (17.8)

En égalant les deux expressions nous obtenons les équations
$
’’’&
’’’%

βb “ ´bγ (17.9a)
´αb` βa “ aβ ´ bδ (17.9b)
δb “ bα (17.9c)
´γb` δa “ bβ ` aδ, (17.9d)

dont nous tirons immédiatement que γ “ ´bβ et δ “ α. La matrice de A est donc de la forme
demandée.

Inversement nous devons prouver que la fonction

fpx` iyq “ αx` βy ` ip´βx` αyq (17.10)

est C-linéaire, c’est à dire qu’elle vérifie fpz0zq “ z0fpzq pour tout z0, z P C. Cela est un simple
calcul que nous confions à Sage : le code suivant affiche « 0 ».

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 def f(z):
7 var( ’ alpha , beta ’)
8 x=z.real_part ()
9 y=z.imag_part ()

10 return alpha*x+beta*y+I*( -beta*x+alpha*y )
11

12

13 var( ’a ,b ,x , y ’)
14

15 A=a+b*I
16 Z=x+y*I
17

18 z1=f( A*Z )
19 z2=A*f( Z )
20

21 rep=z1 -z2
22 print (rep.full_simplify ())

tex/frido/code_sage3.py
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Pour conclure, notons que la fonction (17.10) est la fonction de multiplication par α´ iβ.
17.6.
Soient une fonction f : CÑ C et l’isomorphisme canonique ϕ : CÑ R2. La fonction f définit une
la fonction

F “ ϕ´1 ˝ f ˝ ϕ : R2 Ñ R2. (17.11)

Cela est la fonction R2 Ñ R2 associée à f . Il serait tentant de croire que tout ce qui est vrai pour
F est également vrai pour f . Eh bien non.

Par exemple, F peut être différentiable sans que f le soit. La proposition suivant donne une
condition sur dF pour que f soit différentiable.

Proposition 17.7.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable en a P Ω si et seulement si elle est différentiable en a et
si dfa est une similitude.

Plus précisément avec les notations de 17.6, la fonction f est C-dérivable (donc holomorphe)
au point z0 “ x0` iy0 si et seulement si la fonction F est différentiable en px0, y0q et si la matrice
de dF est de la forme

dF “
ˆ
α β
´β α

˙
, (17.12)

c’est à dire si dFpx0,y0q fournit une application C-linéaire.
Dans ce cas, le lien entre C-dérivée et différentielle est donné par

pdfz0qpzq “ f 1pz0qz. (17.13)

Démonstration. Nous décomposons f en parties réelles et imaginaires :

fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq (17.14)

où P et Q sont des fonctions réelles. La jacobienne de F est la matrice
˜ BP
Bx

BP
ByBQ

Bx
BQ
By

¸
, (17.15)

et la condition dont nous parlons s’écrit comme le système
$
’’&
’’%

BP
Bx “

BQ
By (17.16a)

BP
By “ ´

BQ
Bx . (17.16b)

Si F est différentiable en px0, y0q alors nous avons

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘ “ F px0, y0q ` dFpx0,y0q
ˆ
h
k

˙
` sp|h| ` |k|q (17.17)

où s est une fonction vérifiant limtÑ0
sptq
t “ 0. Soit

dFpx0,y0q “
ˆ
α β
´β α

˙
. (17.18)

Si nous posons σ “ α´ iβ et w “ h` ik, l’équation (17.17) s’écrit dans C sous la forme

fpz0 ` wq “ fpz0q ` σw ` sp|w|q, (17.19)

ce qui implique que f est C-dérivable en z0.
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Supposons maintenant que f soit C-dérivable en z0. Alors nous avons

f 1pz0q “ lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q
w

“ σ P C, (17.20)

ce qui se récrit sous la forme

lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q ´ σw
w

“ 0. (17.21)

Si nous posons z0 “ x0 ` iy0, w “ h` ik et σ “ α´ iβ nous avons

lim
ph,kqÑp0,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘´ F px0, y0q ´
ˆ
α β
´β α

˙ˆ
h
k

˙

|w|

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
“ 0, (17.22)

ce qui signifie que F est différentiable et que sa différentielle est la matrice
ˆ
α β
´β α

˙
. (17.23)

La matrice (17.23) est, vue dans R2, la matrice de multiplication dans C par α´ iβ “ f 1pz0q.
En d’autre termes, dans C nous avons

dfz0pzq “ f 1pz0qz, (17.24)

et en particulier la différentielle est donnée par

dfz0 “ f 1pz0qdz. (17.25)

Exemple 17.8(Une application C8 mais pas C-dérivable)
Nous considérons la fonction

f : CÑ C

x` iy ÞÑ x.
(17.26)

Vu que c’est une application linéaire, elle est différentiable une infinité de fois et sa différentielle
est elle-même. C’est donc une application C8.

Elle n’est cependant pas C-dérivable. En effet le quotient différentiel est, pour ε P C :

fpx` iy ` εx ` iεyq ´ fpx` iyq
ε

“ εx
ε
. (17.27)

Cela n’a pas de limite lorsque ε Ñ 0. Pour voir cela nous invoquons la méthode des chemins du
corollaire 14.168 avec les chemins ε1ptq “ t et ε2ptq “ it. Dans le premier cas, le quotient différentiel
vaut 1 pour tout t, tandis que dans le second il vaut zéro pour tout t. 4

17.1.1 Quelques règles de calcul

Lemme 17.9.
Si f et g sont deux fonctions holomorphes sur un ouvert Ω Ă C et si g ne s’annule pas sur Ω,
alors f{g est holomorphe sur Ω.
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17.2 Série de fonctions
Les séries de fonctions sont des cas particuliers de suites, étant donné que, par définition,

8ÿ

n“1
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“1
fn. (17.28)

Avant de vous lancer, relisez une bonne fois les définitions de convergence absolue (définition 12.53)
et de convergence uniforme (équation 12.97).

Lemme 17.10.
Soient des fonctions un : Ω Ñ C. Si il existe une suite réelle positive panqnPN telle que

(1) pour tout z P Ω et pour tout n P N nous avons |unpzq| ď an (c’est à dire an ě }un}8),
(2) la somme

ř
n an converge,

alors la série de fonctions
ř8
n“0 un converge normalement 1.

Démonstration. Découle du lemme de comparaison 12.63.

Théorème 17.11.
Soit

ř8
k“1 gkpxq, une série de fonctions complexes où gkpxq “ ϕkpxqψkpxq. Supposons que

(1) ϕk : AÑ C et |řK
k“1 ϕkpxq| ďM où M est indépendant de x et K,

(2) ψk : A Ñ R avec ψkpxq ě 0 et pour tout x dans A, ψk`1pxq ď ψkpxq, et enfin supposons
que ψkpxq converge uniformément vers 0.

Alors
ř8
k“1 gk est uniformément convergente.

Théorème 17.12.
Si la série de puissances (réelle) converge en x “ x0 ` R, alors elle converge uniformément sur
rx0 ´R` ε, x0 `Rs (ε ą 0) vers une fonction continue.

Proposition 17.13.
Soit punq une suite de fonctions continues un : Ω Ă C Ñ C. Si la série

ř
n un converge normale-

ment alors la somme est continue.

Démonstration. Nous posons upzq “ limNÑ8
řN
n“0 unpzq, et nous vérifions que la fonction ainsi

définie sur Ω est continue. Soit z P Ω. Prouvons la continuité de u au point z. Pour tout z1 dans
un voisinage de z nous avons

ˇ̌
upzq ´ upz1qˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
unpzq ´

Nÿ

n“0
unpz1q `

8ÿ

n“N`1
unpzq ´

8ÿ

n“N`1
unpz1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (17.29a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
unpzq ´

Nÿ

n“0
unpz1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ`

8ÿ

n“N`1
|unpzq| `

8ÿ

n“N`1
|unpz1q|. (17.29b)

Étant donné que les sommes partielles sont continues, en prenant N suffisamment grand, le premier
terme peut être rendu arbitrairement petit. Si N est suffisamment grand, le second terme est
également petit. Par contre, cet argument ne tient pas pour le troisième terme parce que nous
souhaitons une majoration pour tout z1 dans une boule autour de z. Nous devons donc écrire

8ÿ

n“N
|unpzq| ď

8ÿ

n“N`1
}un}8. (17.30)

Ce dernier est arbitrairement petit lorsque N est grand. Notons que nous avons utilisé l’hypothèse
de convergence normale.

1. Définition 12.54.



878 CHAPITRE 17. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

La même propriété, avec la même démonstration, tient dans le cas d’espaces vectoriels normée.

Proposition 17.14.
Soient E et F , deux espaces vectoriels normés, Ω une partie ouverte de E et une suite de fonctions
un : Ω Ñ F convergeant normalement sur Ω, c’est à dire que

ř
n }un}8 converge, la norme }.}8

devant être comprise comme la norme supremum sur Ω. Alors la fonction u “ ř
n un est continue

sur Ω.

Démonstration. Soit x, x1 P Ω en supposant que }x´ x1} est petit. Soit encore ε ą 0. Nous allons
montrer la continuité en x. Pour cela nous savons que pour tout N l’inégalité suivante est correcte :

}upxq ´ upx1q} ď
›››››
Nÿ

n“0
unpxq ´

Nÿ

n“0
unpx1q

›››››`
8ÿ

n“N`1
}unpxq} `

8ÿ

n“N`1
}unpx1q}. (17.31)

Les deux derniers termes sont majorés par
ř8
n“N`1 }un}8 qui, par hypothèse, peut être rendu

aussi petit que souhaité en choisissant N assez grand. Nous choisissons donc un N tel que ces deux
termes soient plus petits que ε. Ce N étant fixé, la fonction

řN
n“0 un est continue et nous pouvons

choisir x1 assez proche de x pour que le premier terme soit majoré par ε.

Théorème 17.15.
Si les gk sont continues et si

ř
gk converge uniformément, alors

ř
gk est continue.

Le corollaire suivant permet de considérer des séries de fonctions indexées par exemple par Z
plutôt que par N.

Corollaire 17.16.
Une famille dénombrable de fonctions continues convergeant normalement converge vers une fonc-
tion continue.

Démonstration. Soit I dénombrable. Considérons une famille de fonctions continues pfnqnPI telles
que la famille p}fi}8qiPI soit sommable. Le proposition 11.196 nous permet d’utiliser une bijection
entre I et N. Le théorème 17.13 s’applique alors.

Théorème 17.17 (Critère de Weierstrass).
Soit une suite de fonctions fk : AÑ C telles que |fkpxq| ďMk P R, @x P A. Si ř8

k“1Mk converge,
alors

ř8
k“1 fk converge absolument et uniformément.

Démonstration. La convergence normale est facile : l’hypothèse dit que }fk}8 ďMk, et donc que
8ÿ

k“1
}fk}8 ď

ÿ

k

Mk ă 8. (17.32)

La convergence uniforme est à peine plus subtile. Nous nommons F la fonction somme. Pour
tout x et pour tout N , nous avons

›››››
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq

››››› “ }
8ÿ

n“N
fnpxq} (17.33a)

ď
8ÿ

n“N
}fkpxq} (17.33b)

ď
8ÿ

n“N
}fn}8. (17.33c)

La convergence normale étant assurée, la série
ř8
n1
}fn}8 est finie, ce qui implique que la queue

de somme
ř8
n“N }fn}8 tend vers zéro lorsque N Ñ 8. Pour tout ε, il existe donc un N (non

dépendant de x) tel que

}
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq} ď ε. (17.34)
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En prenant le supremum sur x P A nous trouvons la convergence uniforme.

Remarque 17.18.
Il n’y a pas de critère correspondant pour les suites. Il n’est pas vrai que si limnÑ8 }fn} existe,
alors limnÑ8 fn existe, comme le montre l’exemple

fnpxq “

$
’&
’%

1 si x P r0, 1s et n est pair
1 si x P r1, 2s et n est impair
0 sinon.

(17.35)

17.2.1 Intégration de séries de fonctions

Théorème 17.19.
La somme uniforme de fonctions intégrables sur un ensemble de mesure fini est intégrable et on
peut permuter la somme et l’intégrale.

En d’autres termes, supposons que
ř8
n“0 fn converge uniformément vers F sur A avec µpAq ă

8. Si F et fn sont des fonctions intégrables sur A alors
ż

A
F pxqdµpxq “

8ÿ

n“0

ż

A
fnpxqdµpxq. (17.36)

Démonstration. Ce théorème est une conséquence du théorème 16.138. En effet nous définissons
la suite des sommes partielles

FN “
Nÿ

n“0
fn. (17.37)

La limite limNÑ8 FN “ F est uniforme. Par conséquent la fonction F est intégrable et

ż

A
F “ lim

NÑ8

ż

A
FN “ lim

NÑ8

ż

A

Nÿ

n“0
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“0

ż

A
fn “

8ÿ

n“0

ż

A
fn. (17.38)

La première égalité est le théorème 16.138, les autres sont de simples manipulations rhétoriques.

Le théorème suivant est une paraphrase du théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(16.140).

Théorème 17.20.
Soient des fonctions pfnqnPN telles que

řN
n“0 fn soit intégrable sur pΩ,A, µq pour chaque N . Nous

supposons que la somme converge simplement vers

fpxq “
8ÿ

n“0
fnpxq (17.39)

et qu’il existe une fonction g telle que ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă g (17.40)

pour tout N P N. Alors
(1)

ř8
n“0 fn est intégrable,

(2) on peut permuter somme et intégrale :

lim
NÑ8

ż

Ω

Nÿ

n“0
fndµ “

ż

Ω

8ÿ

n“0
fn, (17.41)
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(3)

lim
NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn ´

8ÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ lim

NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“N
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 0. (17.42)

Théorème 17.21.
Soit fn des fonctions C1ra, bs telles que

(1) la série
ř
n fnpx0q converge pour un certain x0 P ra, bs,

(2) la série des dérivées
ř
n f

1
n converge uniformément sur ra, bs.

Alors la série
ř
n fn converge vers une fonction F et

(1) La convergence est uniforme sur ra, bs.
(2) La fonction F est dérivable
(3) F 1pxq “ ř

n f
1
npxq.

17.2.2 Différentiabilité

Lemme 17.22.
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si la suite pTnq converge vers T dans LpE,F q, alors
pour tout v P E nous avons ˜ 8ÿ

n“0
Tn

¸
pvq “

8ÿ

n“0
Tnpvq. (17.43)

Problèmes et choses à faire
À mon avis si on a un ouvert connexe par arcs dans un espace vectoriel normé, alors il est connexe par arcs de classe C1, c’est à dire que deux
points peuvent être liés par un chemin de classe C1.

Je n’en suis pas certain.

Si vous êtes sûr de vous, vous pouvez affaiblir les hypothèses du théorème 17.24 et supprimer la définition 17.23 qui ne sert à rien d’autre.

Définition 17.23.
Soit un espace vectoriel normé E. Un ouvert Ω est dit connexe par arcs de classe C1 si pour tout
choix de a, b P Ω, il existe une application γ : r0, 1s Ñ Ω de classe C1 telle que γp0q “ a et γp1q “ b.

Théorème 17.24 ([223]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Ω un ouvert connexe par arcs de classe C1 de E.
Soit punq une suite de fonctions un : Ω Ñ F telle que

(1) pour tout n, la fonction un est de classe C1 sur Ω,
(2) la série

ř
n un converge simplement sur Ω,

(3) la série des différentielles
ř
npdunq converge normalement sur tout compact de Ω.

Alors la somme u “ ř
n un est de classe C1 sur Ω et sa différentielle est donnée par

du “
8ÿ

n“0
dun. (17.44)

Démonstration. Pour chaque n, la fonction dun : Ω Ñ LpE,F q est une fonction continue parce
que un est de classe C1. La série convergeant normalement, la fonction

ř8
n“0 dun est également

continue par la proposition 17.14. La difficulté de ce théorème est donc de prouver que cela est
bien la différentielle de la fonction

ř
n un, c’est à dire que

d

˜ 8ÿ

n“0
un

¸
“

8ÿ

n“0
dun. (17.45)

Soient a, x P Ω. Nous considérerions bien le segment ra, xs, mais vu que Ω n’est supposé que
connexe par arcs de classe C1 (définition 17.23), nous ne pouvons pas faire mieux pour joindre a
à x que choisir un chemin de classe C1

γ : r0, 1s Ñ Ω (17.46)
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tel que γp0q “ a et γp1q “ b.
L’astuce est de poser

fn : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ pdunqγptq
`
γ1ptq˘, (17.47)

et d’en étudier l’intégrale 2.
Permuter somme et intégrale Nous voudrions permuter la somme et l’intégrale dans

ş1
0
ř
i fiptqdt.

Pour cela nous commençons par regarder quelque majorations de normes.
D’abord γ est de classe C1, ce qui fait que γ1 est continue. Vu que la norme est une
application continue, la fonction t ÞÑ }γ1ptq} est également continue sur le compact r0, 1s.
Elle est donc majorée par une constante que nous nommons M . C’est le théorème de
Weierstrass 8.87.
Ensuite nous avons le calcul

}fiptq} “ }pduiqγptq
`
γ1ptq˘} ď }pduiqγptq}}γ1ptq} ďM}dui}8 ă 8. (17.48)

Justifications :
— Pour la première inégalité. C’est le lemme 12.15.
— Pour la seconde inégalité. Il s’agit de l’inégalité évidente

}dui}8 “ sup
xPγ

`
r0,1s

˘ }pduiqx} (17.49)

Notons que la norme }.}8 ne réfère pas à un supremum sur E, mais seulement sur
l’image de γ. Nous aurions pu faire preuve d’un peu de créativité dans les notations.

— L’application dui est continue sur le compact γ
`r0, 1s˘. Donc le supremum est fini et

atteint.
Maintenant nous posons

gnptq “
nÿ

i“0
fiptq. (17.50)

Nous avons la majoration

}gnptq} ď
nÿ

i“0
}fiptq} ďM

nÿ

i“0
}dui}8 ă 8. (17.51)

Le fait que le tout soit fini est l’hypothèse de convergence normale sur tout compact. Le
compact en question est γ

`r0, 1s˘.
C’est le moment d’utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 16.140.
Attention aux notations un peu décalées. Nous avons gn Ñ ř8

i“1 fi (convergence simple)
et }gnptq} ď A où A est une constante que nous voyons comme une fonction constante
intégrable sur le compact r0, 1s. Nous permutons la limite et l’intégrale :

ż 1

0

8ÿ

i“0
fiptqdt “

ż 1

0
p lim
nÑ8 gnqptqdt (17.52a)

“ lim
nÑ8

ż 1

0
gnptqdt (17.52b)

“ lim
nÑ8

ż 1

0

nÿ

i“0
fiptqdt (17.52c)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt (17.52d)

“
8ÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt. (17.52e)

2. Cela revient à étudier l’intégrale de la forme différentielle dun sur le chemin γ. Voir la définition 22.47 et tout
ce qui s’en suit.



882 CHAPITRE 17. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Accroissements Nous pouvons maintenant faire le petit calcul suivant :

ÿ

n

ż 1

0
pdunqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ÿ

n

´
un

`
γp1q˘´ un

`
γp0q˘

¯
“

ÿ

n

`
unpxq ´ unpaq

˘ “ upxq ´ upaq
(17.53)

où nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral sous la forme de la propo-
sition 16.218.
Nous retenons l’égalité

upxq “ upaq `
ż 1

0

ÿ

n

pdunqγptq
`
γ1ptq˘dt. (17.54)

Remarque La formule (17.54) n’est pas une forme de formule des accroissements finis qui
parlerait d’évaluer une fonction u en x en partant de a et en intégrant du le long d’un
chemin joignant a et x.
Ce serait le cas si nous pouvions permuter la somme et la différentielle qui se trouvent dans
l’intégrale. Or permuter somme et différentielle est précisément l’objet du théorème que
nous sommes en train de prouver.

Différentielle Forts de la formule (17.54), nous calculons duapvq, c’est à dire la différentielle de
u au point a appliquée au vecteur v P F . Pour cela, nous savons que Ω est ouvert, donc Ω
contient une boule de rayon r autour de a, ce qui nous permet de dire que pour un donné,
le point a` sv est dans Ω pour tout s P Bp0, εq lorsque ε n’est pas trop grand. Pour chacun
de ces s, nous considérons un chemin de classe C1 joignant a à a` sv. Ce chemin sera noté

γs : r0, 1s Ñ Ω (17.55)

et γp0q “ a, γp1q “ a` sv. Nous avons le calcul

duapvq “ d

ds

”
upa` svq

ı
s“0

(17.56a)

“ d

ds

” ż 1

0

8ÿ

n“0
pdunqγsptq

`
γ1sptq

˘
dt
ı
s“0

(17.56b)

“ d

ds

” 8ÿ

n“0

ż 1

0
pdunqγsptq

`
γ1sptq

˘
dt
ı
s“0

(17.56c)

“ d

ds

”ÿ

n

`
unpa` svq ´ unpaq

˘ı
s“0

(17.56d)

“ d

ds

”
p
ÿ

n

unqpa` svq
ı
s“0

(17.56e)

“
ÿ

n

d

ds

”
unpa` svq

ı
s“0

(17.56f)

“
ÿ

n

pdunqapvq (17.56g)

“
´ÿ

n

pdunqa
¯
pvq (17.56h)

“
´ÿ

n

dun

¯
a
pvq. (17.56i)

Justifications :
— Pour 17.56c. Permuter la somme et l’intégrale comme plus haut.
— Pour 17.56f. Permuter une somme et une dérivée classique des fonctions RÑ F données

par s ÞÑ unpa` svq. Il s’agit d’utiliser le théorème 16.219 sur chaque composantes dans
F .
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— Pour 17.56i. Chaque dun est une application dun : E Ñ LpE,F q. Au fait près que la
notation est plus lourde, il s’agit simplement d’une définition de la somme pontuelle
d’une suite de fonctions :

ř
n fnpaq “ p

ř
n fnqpaq. Dans ce cas-ci, le tout est encore un

élément de LpE,F q que nous appliquons à v.

17.3 Séries entières

Dans cette section nous allons parler de séries complexes autant que de séries réelles. L’étude
des propriétés à proprement parler complexes des séries entières (holomorphie) sera effectuée dans
le chapitre dédié, voir le théorème 29.15 et ses conséquences.

17.3.1 Disque de convergence

Une série de puissance est une série de la forme

8ÿ

k“0
ckpz ´ z0qk (17.57)

où z0 P C est fixé, pckq est une suite complexe fixée, et z est un paramètre complexe. Nous disons
que cette série est centrée en z0.

Définition 17.25.
Une série entière est une somme de la forme

8ÿ

n“0
anz

n (17.58)

avec an, z P C.
Une série entière peut définir une fonction

fpzq “
ÿ

n

anz
n. (17.59)

Le but de cette section est d’étudier des conditions sur la suite panq qui assurent la continuité de
f ou la possibilité de dériver ou intégrer la série terme à terme.

Définition 17.26.
Soit

ř
nPN anzn une série entière. Le rayon de convergence de cette série est le nombre

R “ suptr P R` tel que la suite panrnq est bornéeu P r0,8s. (17.60)

La boule Bp0, Rq est le disque de convergence de la série.

Le rayon de convergence d’une série ne dépend que des réels |an|, même si à la base an P C.
Remarque 17.27.
Si pour tout n nous avons |bn| ě |an| alors le rayon de convergence de la série

ř
n anz

n est au
moins aussi grand que celui de la série

ř
n bnz

n. Cela y compris lorsque l’un ou l’autre des rayons
de convergences est infini.

Lemme 17.28 (Critère d’Abel).
Soit R ą 0 le rayon de convergence de la somme

ř
n anz

n et z P C.
(1) Si |z| ă R alors la série converge absolument.
(2) Si R ă 8 et si |z| ą R alors la série diverge.
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Démonstration. Démonstration en deux parties.
(1) Si |z| ă R alors la suite panznq est bornée et il existe un nombre M P R tel que |an|rn ďM

pour tout n. Nous considérons alors un r tel que |z| ă r ă R et nous pouvons calculer :

|anzn| “ |an|rn
` |z|
r

˘n ďM

ˆ |z|
r

˙n
(17.61)

Vu que |z| ă r nous tombons sur la série géométrique (12.125) qui converge. Par le critère
de comparaison 3 la série

ř8
n“0 |anzn| converge.

(2) Par définition du rayon de convergence, la suite panznq n’est donc pas bornée et la série ne
peut pas converger à cause de la proposition 12.61.

Le critère d’Abel parle bien de convergence absolue, et non de convergence normale. Pour
chaque t, la série

ř
k |antk| converge. Si par contre nous posons ukptq “ akt

k, nous n’avons a
priori pas la convergence normale

ř
k }uk}8, même pas si la norme est la norme supremum sur

Bp0, Rq 4. Prenons comme exemple simplement ak “ 1 pour tout k. Pour tout |t| ă 1, la sérieř
k t
k converge absolument (série géométrique), mais nous aurions }uk}8 “ 1 et donc divergence

évidente de
ř
k }uk}8.

La proposition suivante sera surtout utile lorsqu’on parlera de dérivée.

Proposition 17.29 ([224]).
Quel que soit le nombre α P R, les séries řn anz

n et
ř
n n

αanz
n ont même rayon de convergence.

Démonstration. Nous posons

E “ tr P R` tel que panrnq est borné uE1 “ tr P R` tel que pnαanrnq est borné u (17.62a)

Et aussi R “ suppEq, R1 “ suppE1q. Le fait que E1 ě E est facile. Nous supposons R ą 0 et nous
considérons r ă R (c’est à dire r P E). Nous allons montrer que r P E1. Pour cela nous prenons un
nombre s tel que r ă s ă R. Nous avons

nαanr
n “ nαan

´r
s

¯n
sn “ nα

´r
s

¯n
ans

n. (17.63)

Mais r{s ă 1, donc le lemme 14.89 dit que nαpr{sqn Ñ 0. Cela est donc borné par une constante
M . Donc

nαanr
n ďMans

n. (17.64)
Mais la suite pansnq est bornée. Donc la suite nαanrn est également bornée, ce qui prouve que
r P E1.
Remarque 17.30.
Au fond, cette proposition n’est rien d’autre que dire que dans nαrn, l’effet « convergent » est rn
qui est une décroissance exponentielle tandis que l’effet « divergent » est nα qui a une croissance
seulement polynomiale.

Théorème 17.31 (Formule de Hadamard).
Le rayon de convergence de la série entière

ř
n cnz

n est donné par une des deux formules

1
R
“ lim sup k

a|ak| (17.65)

ou
1
R
“ lim

kÑ8

ˇ̌
ˇ̌ak`1
ak

ˇ̌
ˇ̌ (17.66)

lorsque ak est non nul à partir d’un certain k.
3. Lemme 12.63.
4. Il y aurait par contre bien convergence sur tout compact ? Cher lecteur, dites moi ce que vous en pensez
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Le disque |z ´ z0| ď R est le disque de convergence de la série
ř
n anpz ´ z0qn. Notons que

le critère d’Abel ne dit rien pour les points tels que |z ´ z0| “ R. Il faut traiter ces points au cas
par cas. Et le pire, c’est qu’une série donnée peut converger pour certain des points sur le bord du
disque, et diverger en d’autres. Le théorème d’Abel radial (théorème 17.39) nous donnera quelques
informations sur le sujet.

Il y a un dessin à la figure 17.1.

‚z0

Figure 17.1 – À l’intérieur du disque de convergence, la convergence est absolue. En dehors, la
série diverge. Sur le cercle proprement dit, tout peut arriver.

Si les suites an et bn sont équivalentes, alors les séries correspondantes auront le même rayon
de convergence. Cela ne signifie pas que sur le bord du disque de convergence, elles aient même
comportement. Par exemple nous avons

1?
n
„ 1?

n
` p´1qn

n
. (17.67)

En même temps, en z “ ´1 la série ÿ

ně1

zn?
n

(17.68)

converge par le critère des séries alternées 5. Par contre la série

ÿ

ně1

ˆ
1?
n
` p´1qn

n

˙
zn (17.69)

ne converge pas pour z “ ´1.

Exemple 17.32
Soit α P R et considérons la série

ř
ně1 anz

n où an est la n-ième décimale de α. Si α est un nombre
décimal limité, la suite panq est finie et le rayon de convergence est infini. Sinon, pour tout N il
existe un n ą N tel que an ‰ 0 et la suite panq ne tend pas vers zéro. Par conséquent la série

ÿ

n

anz
n (17.70)

diverge pour z “ 1 et le rayon de convergence satisfait R ď 1. Nous avons aussi |an| ď 9, de telle
manière à ce que la série soit bornée et par conséquent majorée en module par 9zn, ce qui signifie
que R ě 1.

Nous déduisons alors R “ 1. 4

17.3.2 Propriétés de la somme

Théorème 17.33.
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb.

5. Théorème 12.73.
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(1) Si Rs est le rayon de convergence de
ř
npan ` bnqzn, nous avons

Rs ě mintRa, Rbu (17.71)

et nous avons l’égalité si pour tout |z| ď mintRa, Rbu, řpan ` bnqzn “ ř
n anz

n `ř
n bnz

n.
(2) Si λ ‰ 0 la série

ř
npλanqzn a le même rayon de convergence que la série

ř
n anz

n et si
|z| ă Ra nous avons

8ÿ

n“0
pλanqzn “ λ

8ÿ

n“0
anz

n. (17.72)

(3) Le produit de Cauchy des deux séries est donné par
˜ÿ

n

anz
n

¸˜ÿ

k

bkz
k

¸
“

8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

8ÿ

n“0

˜
nÿ

k“0
akbn´k

¸
zn. (17.73)

Si Rp est le rayon de convergence de ce produit nous avons

Rp ě mintRa, Rbu (17.74)

et si |z| ă mintRa, Rbu alors
8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

n“0
bnz

n

¸
. (17.75)

Démonstration. Nous prouvons la partie sur le produit de Cauchy. En utilisant la propriété du
produit de la somme par un scalaire nous avons

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

m“0
bmz

m

¸
“

8ÿ

n“0

˜ 8ÿ

m“0
bmanz

m`n
¸

(17.76a)

“ lim
NÑ8 lim

MÑ8

Nÿ

n“0

Mÿ

m“0
bmanz

m`n (17.76b)

“ lim
NÑ8 lim

MÑ8

N`Mÿ

k“0

ÿ

i`k“k
biajz

k (17.76c)

“ lim
NÑ8

8ÿ

k“0

ÿ

i`k“k
biajz

k (17.76d)

“
8ÿ

k“0

ÿ

i`j“k
biajz

k. (17.76e)

Exemple 17.34
Montrons un produit de Cauchy dont le rayon de convergence est strictement plus grand que le
minimum. D’abord nous considérons

A “ 1´ z, (17.77)

c’est à dire a0 “ 1, a1 “ ´1, aně2 “ 0 avec Ra “ 8. Ensuite nous considérons

B “
ÿ

n

zn, (17.78)

c’est à dire B “ p1 ´ zq´1 et Rb “ 1. Le produit de Cauchy de ces deux séries valant 1, le rayon
de convergence est infini. 4
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Exemple 17.35
Nous montrons que

8ÿ

n“0
pn` 1qxn “ 1

p1´ xq2 (17.79)

pour x P s´1, 1r.
Étant donné que pour tout r dans s´1, 1r la suite pn`1qrn est bornée, le rayon de convergence

est correct. Pour les x dans ce domaine nous avons

1
p1´ xq2 “

1
p1´ xq

1
p1´ xq “

˜ 8ÿ

n“0
xn

¸˜ 8ÿ

m“0
zm

¸
. (17.80)

Nous devons expliciter ce produit de Cauchy en utilisant le théorème 17.33. Pour tout i nous avons
ai “ bi “ 1. Par conséquent le produit (17.80) devient

8ÿ

n“0

ÿ

i`j“n
xn “

8ÿ

n“0
pn` 1qxn. (17.81)

4

Théorème 17.36.
Une série entière converge normalement sur tout disque fermé inclus au disque de convergence.

Démonstration. Toute boule fermée inclue à Bp0, Rq est inclue à la boule Bp0, rq pour un certain
r ă R. Nous nous concentrons donc sur une telle boule fermée.

Pour chaque n nous posons unpzq “ anz
n que nous voyons comme une fonction sur Bp0, rq.

Pour tout n P N et tout z P Bp0, rq nous avons

}un}8 ď |anzn| ď |an|rn. (17.82)

Étant donné que r ă R la série
ř
n |an|rn converge et la série

ř
n }un} est convergente. La sérieř

n anz
n est alors normalement convergente.

Exemple 17.37
Encore une fois nous n’avons pas d’informations sur le comportement au bord. Par exemple la
série

ř
n z

n a pour rayon de convergence R “ 1, mais supzPBp0,1q |zn| “ 1 et nous n’avons pas de
convergence normale sur la boule fermée. 4

La convergence normale n’est donc pas de mise sur tout l’intérieur du disque de convergence.
La continuité, par contre est effective sur la boule. En effet si z0 P Bp0, Rq alors il existe un rayon
0 ă r ă R tel que Bpz0, rq Ă Bp0, Rq. Sur Bpz0, rq nous avons convergence normale et donc
continuité en z0.

La différence est que la continuité est une propriété locale tandis que la convergence normale
est une propriété globale.

Proposition 17.38.
Soit fpzq “ ř

n anz
n avec un rayon de convergence R. Si

ř |an|Rn converge alors
(1) la série

ř
n anz

n converge normalement sur Bp0, Rq,
(2) f est continue sur Bp0, Rq.

Démonstration. La conclusion est claire dans l’intérieur du disque de convergence. En ce qui
concerne le bord, chacune des sommes partielles est une fonction continue. De plus nous avons
}un} ď |an|Rn, dont la série converge. Par conséquent nous avons convergence normale sur le
disque fermé.



888 CHAPITRE 17. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Le théorème suivant permet de donner, dans le cas de fonctions réelle, des informations sur la
convergence en une des deux extrémités de l’intervalle de convergence.

Théorème 17.39 (Convergene radiale de Abel).
Soit fpxq “ ř

n anx
n une série réelle de rayon de convergence 0 ă R ă 8.

(1) Si
ř
anR

n converge, alors f est continue sur r0, Rs.
(2) Si

ř
n anp´Rqn converge, alors f est continue sur r´R, 0s.

La proposition 17.83 donnera un exemple d’utilisation pour la série de lnp1´ xq (qui n’est pas
encore définie à ce moment).

Le résultat suivant permet d’identifier deux séries complexes lorsque leurs valeurs sur R sont
identiques.

Proposition 17.40.
Soient les séries fpzq “ ř

anz
n et gpzq “ ř

bnz
n convergentes dans Bp0, Rq. Si fpxq “ gpxq pour

x P r0, Rr alors an “ bn.

Démonstration. Soit n0 le plus petit entier tel que an0 ‰ bn0 . Pour tout z P Bp0, Rq nous avons

fpzq ´ gpzq “
8ÿ

n“n0

pan ´ bnqzn “ zn0ϕpzq (17.83)

où
ϕpzq “

ÿ

ně0
pan`n0 ´ bn`n0qzn. (17.84)

Par le théorème 17.33(1) le rayon de convergence de ϕ est plus grand que R et la fonction ϕ est
continue en 0. Étant donné que ϕp0q “ an0 ´ bn0 ‰ 0 et que ϕ est continue nous avons un ρ tel
que ϕ ‰ 0 sur Bp0, ρq. Or cela n’est pas possible parce que au moins sur la partie réelle de cette
dernière boule, ϕ doit être nulle.

Proposition 17.41 ([225, 1]).
Si la série entière

ř
ně0 anz

n a un rayon de convergence R alors
(1) La somme est une fonction holomorphe dans le disque de convergence.
(2) La somme est différentiable et

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (17.85)

(3) De plus pour tout z0 P Bp0, Rq, on pose 6

Spzq “
ÿ

ně0
anz

n (17.86a)

T pzq “
ÿ

ně1
nanz

n´1 “
8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n. (17.86b)

Alors nous avons
lim
zÑz0

Spzq ´ Spz0q
z ´ z0

“ T pz0q. (17.87)

Démonstration. Nous allons prouver, en utilisant le théorème 17.24, que la somme est une fonction
différentiable et que la différentielle estC-linéaire. La proposition 17.7 nous dira alors que la somme
est C-dérivable.

6. Pour rappel, dans tout ce texte, Bpa, rq est une boule ouverte.
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Nous posons unpzq “ anz
n, qui est une fonction de classe C1. En ce qui concerne sa différentielle

nous considérons z0 P Bp0, Rq et nous avons (si n “ 0 alors la différentielle est nulle)

pdunqz0pzq “
d

dt

”
unpz0 ` tzq

ı
t“0

(17.88a)

“ d

dt

”
anpz0 ` tzqn

ı
t“0

(17.88b)

“ d

dt

”
nanpzn´1

0 tzq
ı
t“0

(17.88c)

“ nanz
n´1
0 z. (17.88d)

En cours de calcul nous avons développé pz0 ` tzqn et gardé seulement les termes de degré 1 en t.
Il y en a n et ils sont tous égaux à zn´1

0 tz.
La convergence simple

ř
n un est dans les hypothèses. Il reste à prouver que la somme des

différentielles converge uniformément sur tout compact autour de z0 ne débordant pas du disque
ouvert de convergence. Soit K un compact autour de z0. Dans le calcul suivant nous utilisons une
première fois la norme uniforme de dun vu comme fonction de K vers LpC,Cq et une fois la norme
opérateur 7 de pdunqz0 comme application linéaire CÑ C :

}dun}k “ sup
z0PK

}pdunqz0} (17.89a)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

(17.89b)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|nanzn´1
0 z| (17.89c)

“ sup
z0PK

n|an||z0|n´1. (17.89d)

Vu que z ÞÑ |z|n´1 est une application continue sur le compact K, elle atteint son maximum
(théorème 8.87.), nous considérons zK , un point qui réalise le supremum. Ce nombre est dans le
disque de convergence parce que K est un compact autour de z0.

Nous devons prouver que
ř
n n|an||zK |n´1 converge. Vu que |zK | est une constante (par rapport

à n) nous pouvons étudier la convergence en écrivant |zK |n au lieu de |zK |n´1.
La suite pan|zK |nq est une suite bornée. Soit M tel que |an||zK |n ă M pour tout n. Nous

considérons de plus r de telle sorte que K Ă Bp0, rq Ă Bp0, Rq. En particulier |zK | ă r et nous
avons

n|an||zK |n ď n|an|rn
ˆ |zK |

r

˙n
ď nM

ˆ |zK |
r

˙n
. (17.90)

Nous savons que ce qui est dans la parenthèse est plus petit que 1, mais que
ř
n nx

n converge dès
que |x| ă 1. Par conséquent ÿ

n

}dun}K (17.91)

converge et le théorème 17.24 fonctionne : du “ ř8
n“1 dun et la somme

ř
n un est de classe C1.

La différentielle de
ř
n un s’exprime explicitement par

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (17.92)

Cette forme montre que duz0 est une application C-linéaire et donc la somme est C-dérivable par
la proposition 17.7. Ergo holomorphe sur le disque de convergence par définition 17.2.

En ce qui concerne la formule (17.87), elle provient de la formule (17.13) : f 1pz0q est donné par
la facteur multiplicatif de duz0 . En l’occurrence la formule (17.92) nous donne

f 1pz0q “
ÿ

ně1
nanz

n´1
0 . (17.93)

7. Définition 12.8.
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17.3.3 Dérivation

Lemme 17.42.
Soit une série entière

ř
anz

n de rayon de convergence R. Les séries
ÿ an

n` 1z
n`1 (17.94)

et ÿ

ně1
nanz

n´1 (17.95)

ont même rayon de convergence R.

Notons toutefois que nonobstant ce lemme, les séries dont il est question peuvent se comporter
différemment sur le bord du disque de convergence. En effet la série

ÿ 1
n
zn (17.96)

diverge pour z “ 1 alors que ÿ 1
npn` 1qz

n`1 (17.97)

converge pour z “ 1.
Les théorèmes de dérivation et d’intégration de séries de fonctions (théorèmes 17.19 et 17.21)

fonctionnent bien dans le cas des séries entières. Ils donnent la proposition 17.43 pour la dérivation
et 17.48 pour l’intégration.

Proposition 17.43.
Soit la série entière

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n (17.98)

de rayon de convergence R. Alors la fonction f est C1 sur s´R,Rr et se dérive terme à terme :

f 1pxq “
8ÿ

n“1
nanx

n´1 (17.99)

pour tout x P s´R,Rr.

Démonstration. Nous savons que la série
ř8
n“1 nanx

n´1 a le même rayon de convergente que celui
de la série f . En particulier cette série des dérivées converge normalement sur tout compact dans
s´R,Rr et la somme est continue. Le théorème 17.21 conclu.

Remarque 17.44.
À part lorsqu’on parle de fonction RÑ R, la notion de classe Ck s’entend au sens de la différen-
tielle, et non de la dérivée, voir les définitions 14.259. C’est cela qui explique la structure de la
démonstration de la proposition 17.41.

Corollaire 17.45 ([225, 1]).
La somme d’une série entière est de classe C8 sur le disque ouvert de convergence.

Démonstration. La proposition 17.41 a démontré en réalité nettement plus : sur le disque ouvert
de convergence, la somme est une fonction holomorphe. Il est n’est cependant pas possible de
conclure ainsi parce que le fait qu’une fonction holomorphe est C8 ne sera démontré qu’au coût
de nombreux efforts dans le théorème 29.15(3).

Cas réel Nous considérons la série entière
ř
n anx

n pour x P R de rayon de convergence R.
Une simple récurrence sur la proposition 17.43 donne le résultat.
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Cas complexe Attention : le fait d’être de classe Ck est le fait d’être k fois différentiable. Rien
à voir avec la C-dérivabilité.
En ce qui concerne la différentiabilité nous avons la proposition 17.41 qui dit que dans
le disque de convergence, la fonction upzq “ ř

n anz
n a pour différentielle l’application

du : CÑ LCpC,Cq,
du : CÑ LCpC,Cq

duz0pzq “
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘
z.

(17.100)

Nous allons éviter de considérer la différentielle seconde comme une application

d2u : CÑ L
`
C,LpC,Cq˘ (17.101)

parce que ça nous mènerait trop loin pour parler de la différentielle ke. Au lieu de cela nous
allons considérer l’isomorphisme d’espace vectoriel

ψ : CÑ LCpC,Cq
z0 ÞÑ ψpz0qz “ z0z.

(17.102)

Dans cette optique nous écrivons :

duz0 “ ψ
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘

(17.103)

ou encore :
pψ´1 ˝ dqupz0q “

ÿ

ně0
pn` 1qan`1z

n
0 . (17.104)

Nous allons prouver par récurrence que l’égalité suivante est vraie (y compris le fait que la
somme converge) :

pψ´1 ˝ dqkupz0q “
8ÿ

n“0

pn` kq!
n! an`kzn0 . (17.105)

Prouvons d’abord que cette somme converge pour tout k. Nous avons pn`kq!{n! ă pn`kqk
et donc il suffit de prouver que la série de coefficients nkan converge. C’est le cas par la
proposition 17.29.
Nous pouvons calculer la différentielle de pψ´1 ˝dqku en dérivant terme à terme en utilisant
(encore) la proposition 17.41(2) :

d
`pψ´1 ˝ dqku˘

z0
pzq “

8ÿ

n“1

pn` kq!
n! an`knan´1

0 z (17.106a)

“
8ÿ

n“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 z. (17.106b)

Nous appliquons ψ´1 à cela :

pψ´1 ˝ dqk`1upz0q “
8ÿ

k“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 . (17.107)

Dérouler à l’envers Nous allons maintenant utiliser la proposition 14.223 pour montrer que
u est de classe Ck pour tout k. Nous avons démontré que pψ´1 ˝ dqku était différentiable.
Par conséquent, d

`pψ´1 ˝ dqk´1u
˘
est différentiable et donc pψ´1 ˝ dqk´1 est de classe C1.

En continuant ainsi, pψ´1 ˝ dqk´lu est de classe C l et u est de classe Ck.
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Le lemme suivant est encore essentiellement valable dans un espace de Banach (proposi-
tion 12.60).

Lemme 17.46.
La série entière

ř
ně0 z

nk a un rayon de convergence 1 et converge vers la fonction
ÿ

ně0
znk “ 1

1´ zk . (17.108)

Lorsque |ω| “ 1 nous avons aussi un rayon de convergence 1 pour la série
1

ω ´ z “
ÿ

kě0
ω´k´1zk. (17.109)

Sous les mêmes hypothèses sur ω nous avons encore la série
1

pω ´ zqk “
1

pk ´ 1q!
8ÿ

s“0
ω´s´1´k ps` k ´ 1q!

s! zs (17.110)

Démonstration. Les coefficients de la série sont an “ 1 lorsque n est multiple de k et an “ 0
autrement. Donc pour r “ 1 la suite rnan reste bornée 8. Cela prouve que le rayon de convergence
est au moins 1. Par ailleurs si r ą 1 alors clairement la suite panrnq n’est pas bornée. Cela prouve
le rayon de convergence égal à 1.

Soit donc z P Bp0, 1q. Nous avons
˜ÿ

ně0
znk

¸
p1´ zkq “

ÿ

ně0
znk ´

ÿ

ně0
zpn`1qk. (17.111)

Le premier terme de la première somme vaut 1 tandis que tous les autres termes s’annulent deux
à deux.

En ce qui concerne la série (17.109), elle s’obtient facilement :
1

ω ´ z “
1
ω

1
1´ z

ω

“ 1
ω

8ÿ

s“0

´ z
ω

¯s “
ÿ

s

ω´s´1zs. (17.112)

La troisième série s’obtient en dérivant la seconde, ce qui est permis dans le disque de conver-
gence par la proposition 17.43.

Remarque 17.47.
Sur le bord du disque de convergence, la série

ř
n z

nk ne converge pas. En effet le rayon étant 1,
sur le bord nous avons la série

ř
n e

inkθ dont la norme du terme général ne tend pas vers zéro.

17.3.4 Intégration

Proposition 17.48.
Soit la série entière

ř
anx

n de rayon de convergence R.
(1) Pour tout segment ra, bs Ă s´R,Rr nous pouvons intégrer terme à terme :

ż b

a

˜ 8ÿ

n“0
anx

n

¸
dx “

8ÿ

n“0
an

ż b

a
xndx. (17.113)

(2) La série entière obtenue en intégrant terme à terme a le même rayon de convergence que
celui de la série de départ.

Démonstration. La première assertion est un cas particulier du théorème général 17.19. Pour le
rayon de convergence, le lemme 17.42 fait le travail.

Vu que le rayon de convergence ne varie pas par la dérivation ou par l’intégration et qu’une
série entière est de classe C8 sur son disque de convergence, nous pouvons dériver terme à terme
autant de fois que nous le voulons sans faire de fautes dans le disque de convergence.

8. Utilisation directe de la définition 17.26.
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17.4 Séries de Taylor

17.49.
Avant de commencer, une petite formule de dérivation toute simple que nous allons utiliser souvent :

pzkqplq “
#

0 si l ą k
k!

pk´lq!z
k´l sinon.

(17.114)

Dans les cas où il est permis de dériver terme à terme, nous avons la formule

f ppqpxq “
ÿ

k

akpxkqppq “
8ÿ

k“p
ak

k!
pk ´ pq!x

k´p (17.115)

17.4.1 Polynôme de Taylor d’une série entière

Le polynôme de Taylor d’une fonction définie par une série entière s’obtient en tronquant la
série. Cela est une assez bonne nouvelle que nous allons démontrer maintenant.

Proposition 17.50 ([1]).
Soit une série entière

fpxq “
ÿ

k

akx
k (17.116)

de rayon de convergence R ą 0.
Pour tout n P N, il existe une fonction α telle que

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn (17.117)

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (17.118)

Tout ceci étant convenu que
— l’égalité (17.117) est uniquement valable sur le disque de convergence,
— La fonction α dépend de n.

Démonstration. Le corollaire 17.45 nous indique que f est de classe C8 sur s´R,Rr et que nous
pouvons dériver terme à terme.

En utilisant la formule (17.115) et en l’évaluant en x “ x0, tous les termes s’annulent sauf
k “ p :

f ppqp0q “ p!ap. (17.119)

Le théorème de Taylor 14.277 nous indique alors qu’il existe α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0
et

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn. (17.120)

17.4.2 Une majoration pour le reste

Lemme 17.51.
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois sur Bpa,Rq. Alors pour tout x P Bpa, rq,

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
. . .

ż un´1

a
f pnqpunqdu1 . . . du1. (17.121)
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Démonstration. Nous allons intensivement utiliser le théorème fondamental du calcul intégral
16.212 sous la forme de la formule (16.587). Nous avons d’abord

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1pu1qdu1 “

ż x

a

“
f 1paq `

ż u1

a
f2pu2qdu2

‰
du1. (17.122)

Toute l’astuce de ce théorème est de continuer à substituer f pkqptq par f pkqpaq plus une intégrale
de a à t de f pk`1qpuq. Nous démontrons ainsi par récurrence que

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
¨ ¨ ¨

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (17.123)

La preuve de cela se fait en substituant

f pnqpunq “ f pnqpaq `
ż un
a

f pn`1qpun`1qdun`1 (17.124)

et en remarquant (encore par récurrence par exemple) que
ż x

a
. . .

ż un´1

a
dun . . . du1 “ px´ aq

n

n! . (17.125)

Le théorème suivant donne majoration du reste du polynôme de Taylor. Il est un premier pas
dans la démonstration de formules comme

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (17.126)

lorsque Pn est un polynôme de Taylor autour d’un point a ‰ x. Nous ne saurions trop insister sur
le fait que de telles formules ne seraient valables que pour une classe relativement restreintes de
fonctions.

Théorème 17.52 (Inégalité de Taylor[226]).
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois et telle que |f pn`1qpxq| ďMN sur Bpa, dq. Alors

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 (17.127)

où Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq et où Pn sont les polynômes de Taylor autour de a P R.
Démonstration. Nous pouvons écrire la formule du lemme 17.51 pour n ` 1 au lieu de n ; cela
donne

fpxq “ Pnpxq `
ż
¨ ¨ ¨ , (17.128)

et donc
|Rnpxq| “ |Pnpxq ´ fpxq| “

ż x

a
. . .

ż un
a

f pn`1qpxqdun ¨ ¨ ¨ du1 (17.129)

En effectuant toutes les intégrales nous trouvons 9

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1. (17.130)

Cette formule pour le reste est très bien, mais pour l’exploiter au maximum de ses possibilités,
il faudra la notion de convergence de suite de fonctions, et en particulier la notion de série de
fonctions, pour pouvoir écrire

fpxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! xk (17.131)

lorsque cela est possible. Nous renvoyons donc aux séries de Taylor, section 17.4, et en particulier
aux fonctions analytiques de la sous-section 17.4.3.

9. Je me demande si je n’ai pas une faute entre n et n` 1 quelque part. Relisez attentivement et écrivez moi si vous
trouvez une faute.
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17.4.3 Fonctions analytiques

Nous avons vu les polynômes de Taylor et déjà noté qu’il n’est pas en général vrai que
limnÑ8 Pnpxq “ fpxq pour des x même proches du point autour duquel les polynômes de Taylor
Pn sont calculés.

Nous allons maintenant étudier la classe des fonctions pour lesquelles la série de Taylor est
égale à la fonction de départ. D’abord une proposition montrant que les coefficients de Taylor sont
les seuls pour lesquels il est possible d’espérer avoir une telle propriété.

Proposition 17.53 ([227]).
Soit une fonction donnée par la série entière

fpxq “
8ÿ

k“0
cnpx´ aqn (17.132)

sur la boule de convergence Bpa,Rq avec R ą 0 (hypothèses : le rayon de convergence est strictement
positif). Alors

cn “ f pnqpaq
n! . (17.133)

Démonstration. Par hypothèse, nous avons un rayon de convergence R ą 0, et le corollaire 17.45
nous indique que f y est de classe C8. Et nous pouvons dériver terme à terme par la proposition
17.43. Cela pour dire qu’il nous est autorisé d’utiliser la formule (17.115) pour calculer les dérivées
de f au point a. Nous avons d’abord

f ppqpxq “
8ÿ

n“p
cn

n!
pn´ pq!px´ aq

n´p, (17.134)

et donc
f ppqpaq “ cpp! (17.135)

qui donne immédiatement le résultat.

Proposition 17.54.
Soit l’intervalle I “ Bpa, rq. Si il existe M tel que

|f pnqpxq| ď M

rn
n! (17.136)

pour tout x P Bpa, rq. Alors nous avons la convergence simple
Pn Ñ f (17.137)

sur Bpa, rq. Ici, Pn est le polynôme de Taylor d’ordre n pour la fonction f autour du point a 10.

Démonstration. Vu que nous avons |f pnqpxq| ď M
rnn! pour tout x, nous pouvons poser

Mn “ M

rn
n! (17.138)

dans le théorème 17.52 pour le faire fonctionner. Nous avons alors

|Rnpxq| ď M

rn
n! 1
pn` 1q! |x´ a|

n`1 “ M

n` 1 |x´ a|
ˇ̌
ˇ̌x´ a

r

ˇ̌
ˇ̌
n

. (17.139)

Vu que x P Bpa, rq nous avons |x ´ a| ă r et donc |px ´ aq{r|n ă 1. Nous pouvons aussi majorer
|x´ a| par r et écrire

|Rnpxq| ď rM

n` 1 . (17.140)

Nous avons donc bien limnÑ8Rnpxq Ñ 0.
10. Pour être complet, il faut préciser que Pn est calculé dans ZFC. C’est pour cela que nous n’écrivons pas des

lourdeurs comme Pn,apfqpxq ; si il fallait donner tout le contexte dans la notation, on n’en sortirait pas.
Ah, et tant que j’y suis si vous ne savez pas ce qu’est ZFC, je vous déconseille fortement de répéter cela à un

jury d’aggreg, entre autres parce que vous allez attirer la question « vraiment ? Vous utilisez C ? Où ? Pourquoi ? ».
Et là, bonne chance.
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17.5 Exponentielle sur une algèbre normée

Dans ce qui suit, nous considérons une algèbre commutative.

Proposition-définition 17.55 (Exponentielle[1]).
Soit pA, }.}q une algèbre 11 commutative de dimension finie sur R munie d’une norme d’algèbre.
Pour x P A nous définissons

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! . (17.141)

Cette définition a les propriétés suivantes :

(1) C’est bien défini pour tout x P A. C’est à dire que pour chaque x, la série (17.141) converge.
(2) Cela donne une application continue exp: AÑ A.
(3) La fonction exp est différentiable et

pd expqxpyq “ exppxqy, (17.142)

le dernier produit étant la structure d’algèbre sur A.

Démonstration. Pour la différentiabilité de exp, nous voulons utiliser le théorème 17.24. Pour cela
nous posons

ukpxq “ xk

k! (17.143)

Convergence simple Nous prouvons la convergence simple, c’est à dire pour chaque x sépa-
rément, de la série (17.141) dans deux buts. D’abord de nous assurer que la définition posée
de exp a un sens, et ensuite pour commencer à vérifier les hypothèses du théorème 17.24.
Nous montrons que les sommes partielles forment une suite de Cauchy. Nous fixons x P A
et nous posons

sn “
8ÿ

k“0

xk

k! . (17.144)

Soient p ą q, deux entiers. Nous avons :

}sp ´ sq} “ }
pÿ

k“q`1

xk

k! } ď
pÿ

k“q`1

}xk}
k! ď

pÿ

k“q`1

}x}k
k! (17.145)

où nous avons utilisé le fait que la norme sur A soit une norme d’algèbre.
C’est le moment d’utiliser la série exponentielle donnée dans l’exemple 12.71 que nous
appliquons avec t “ }x}. La série donnée par les coefficients ak “ }x}k{k! converge et ses
sommes partielles forment en particulier une suite de Cauchy. Donc ce que nous avons à
droite dans (17.145) peut être rendu arbitrairement petit lorsque p et q sont grands.

uk est continue Il s’agit de remarquer que px ` hqk “ xk ` hCpx, hq où C est une fonction
bornée de h (lorsque h est dans un voisinage de 0 P A). Donc

}px` hqk ´ xk} ď }h}}Cpx, hq} Ñ 0. (17.146)

Candidat différentielle de uk Nous trouvons à présent un candidat à être différentielle de
uk. Pour cela nous faisons le calcul suivant, sans trop nous soucier de la rigueur :

pdukqxpyq “ d

dt

”
ukpx` tyq

ı
t“0

“ k
1
k!x

k´1y “ uk´1pxqy. (17.147)

11. Définition 4.37.
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uk est différentiable Nous fixons x P A et nous posons T pyq “ uk´1pxqy. Ensuite nous véri-
fions que cela vérifie la définition de la différentielle : nous devons calculer

lim
hÑ0

ukpx` hq ´ ukpxq ´ T phq
}h} “ lim

hÑ0

px` hqk ´ xk ´ kxk´1h

k!}h} “ ♣. (17.148)

Vous vous souvenez de la formule pour px` hqk ? Essayez de vous en souvenir. Le premier
terme est xk, et le second est kxk´1h. Pour le reste c’est un polynôme dont tous les termes
contiennent au moins h2. Nous avons donc

♣ “ lim
hÑ0

h2P px, hq
k!}h} “ 0. (17.149)

Nous en concluons que uk est différentiable et que

pdukqxpyq “ uk´1pxqy. (17.150)

uk est de classe C1 Nous devons démontrer que la différentielle est continue ; cela est la conti-
nuité de l’application

duk : AÑ LpA,Aq
x ÞÑ pdukqx.

(17.151)

La topologie sur A est celle de la norme, et celle sur LpA,Aq est celle de la norme opérateur
associée à la norme sur A. Nous avons 12 :

lim
hÑ0

}pdukqx`h ´ pdukqx} “ lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk´1px` hqy ´ uk´1pxqy} (17.152a)

ď lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}}y} (17.152b)

“ lim
hÑ0

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}. (17.152c)

Le fait que cette limite valle zéro est maintenant la continuité de uk´1.
Convergence normale sur tout compact Soit un compact K de A. Par le théorème de

Borel-Lebesgue 9.7, K est fermé et borné. C’est pour ceci que nous avons supposé que
A était de dimension finie sur R. Soit donc R ą 0 tel que }y} ă R pour tout y P K. Nous
avons

}duk}K “ sup
xPK

}pdukqx} “ sup
xPK

}xk´1}
pk ´ 1q! ď sup

xPK
}x}k´1

pk ´ 1q! ď
Rk´1

pk ´ 1q! . (17.153)

Mais la série
ř8
k“0

Rk

k! converge. Nous avons donc la convergence normale demandée.
Conclusion Le théorème 17.24 conclu que l’exponentielle est de classe C1 et que sa différentielle

est donnée par la formule

pd expqxpyq “
8ÿ

k“0
pdukqxpyq “

8ÿ

k“1
pdukqxpyq “

8ÿ

k“0
ukpxqy “ exppxqy. (17.154)

Notez le jeu d’indices : duk “ 0 lorsque k “ 0 (ce qui permet de faire commencer la somme
à 1) et ensuite duk fait intervenir uk´1 (ce qui fait revenir le départ de la somme à k “ 0).

17.56.
Lorsque nous disons que la différentielle de l’exponentielle est l’exponentielle elle-même, nous
référons au point 17.55(3) : la différentielle de exp en x est l’opérateur de multiplication par
exppxq.
12. N’oubliez pas de faire à part le cas k “ 0 parce que ce qui suit n’est correct que pour k ě 1.
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Nous pouvons comprendre maintenant que exp est même de classe C8 parce qu’à chaque
différentiation nous tombons sur la même fonction, laquelle est de classe au moins C1.

Cependant, pour formaliser ça, il faut un peut travailler. Le cauchemar des différentielles suc-
cessives d’une application A Ñ A est que les espaces en jeu sont des emboîtements terribles de
LpA,LpA,LpA,Aqqq.

Ce qui nous sauve est que l’espace LpA, V q est un A-module, quel que soit V . En particulier
lorsque V est lui-même déjà un emboîtement. Faisons un lemme pour voir comment ça fonctionne.

Lemme 17.57 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés E et V tels que V soit un E-module 13. Nous supposons les
normes soient telles que }xv}V ď }x}E}v}V .

Soit une fonction différentiable f : E Ñ V telle que la différentielle df : E Ñ LpE, V q soit de
la forme

dfxpyq “ ygpxq (17.155)
pour une certains fonction différentiable g : E Ñ V .

Alors f est C1, et deux fois différentiable telle que
d2f : E Ñ L

`
E,LpE, V q˘

pd2fqxpyqz “ zpdgxqpyq
(17.156)

pour tout x, y, z P E.
Démonstration. En plusieurs étapes.
f est C1 Nous savons, par hypothèse, que f est différentiable. Il faut montrer que sa différen-

tielle est continue, en remarquant déjà que g est continue parce que différentiable.
Soit xk EÝÑ x, et calculons }dfxk ´ dfx} :

}dfxk ´ dfx} “ sup
}y}“1

}dfxkpyq ´ dfxpyq}

“ sup
}y}“1

}`gpxkq ´ gpxq
˘
y}

ď sup
}y}“1

}gpxkq ´ gpxq}}y}

“ }gpxkq ´ gpxq}.

(17.157)

Donc nous avons bien dfxk
LpE,V qÝÑ dfx, ce qui signifie la continuité de df . Donc f est de classe

C1.
f est deux fois différentiable Pour montrer que df est différentiable, nous mettons directe-

ment dans la définition (12.105) le candidat
Txphq : RÑ V

Txphqz “ zdgxpyq. (17.158)

Nous devons vérifier la limite suivante :

lim
h
EÝÑ0

dfx`h ´ dfx ´ Txphq
}h} “ 0. (17.159)

Étudions la norme du numérateur :

}dfx`h ´ dfx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}dfx`hpyq ´ dfxpyq ´ Txphqy} (17.160a)

“ sup
}y}“1

}ygpx` hq ´ ygpxq ´ ydgxphq} (17.160b)

ď sup
}y}“1

}y}}gpx` hq ´ gpxq ´ dgxphq}. (17.160c)

La limite (17.159) se déduit donc de la différentiabilité de g.
13. Définition 4.27.
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Note : la partie démontrant que f est C1 n’est pas strictement obligatoire parce qu’en vérifiant
que f est deux fois différentiable, nous vérifions de facto que df est en particulier continue.

Lemme 17.58 ([1]).
Soient des algèbres normées A et V telles que V soit un A-module vérifiant }xv} ď }x}}v} pour
tout x P A et v P V . Alors LpA, V q est un A-module vérifiant }xα} ď }x}}α} pour tout x P A et
α P LpA, V q.
Démonstration. C’est un simple calcul utilisant la norme opérateur :

}xα} “ sup
}y}“1

}pxαqy} “ sup
}y}“1

}xαpyq} ď sup
}y}“1

}x}}αpyq} “ }x} sup
}y}“1

}αpyq} “ }x}}α}. (17.161)

Proposition 17.59 ([1]).
La fonction exp: AÑ A est de classe C8 et vérifie, pour tout k ě 1 la récurrence

pdk expqxpyq “ ypdk´1 expqx. (17.162)

Démonstration. La formule proposée fonctionne avec k “ 1 :

pd expqxpyq “ y exppxq. (17.163)

C’est la relation 17.142.
Nous considérons k ą 1, nous supposons que exp est de classe Ck´1 et k fois différentiable.

Nous allons prouver que exp est alors de classe Ck et k`1 fois différentiable, et que la différentielle
de dk exp est donné par la formule

pdk`1 expqxpyq “ ypdk expqx. (17.164)

Pour nous mettre au clair avec les espaces en présence, nous supposons que

dk´1 exp: AÑ LpA, V q (17.165a)
dk exp: AÑ L

`
A,LpA, V q˘ (17.165b)

pour un certain espace vectoriel normé V , lequel est un de ces terrifiants emboîtement de type
L
´
A,L

`
A,LpA,Aq˘

¯
. Il est bien un espace vectoriel normé, et également un A-module parce qu’on

peut toujours définir la multiplication d’un élément v P V par un élément x P A comme étant la
multiplication par x du résultat final de l’évaluation emboîtée, laquelle se termine par un élément
de A. Donc tout se met bien.

Quoi qu’il en soit, nous posons
Txpyq “ ypdk expqx (17.166)

et nous vérifions ce que cela donne dans la définition de la différentielle. Si nous avons

lim
hÑ0

pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq
}h} “ 0 (17.167)

alors nous aurons prouvé tout ce qu’il nous faut.
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Le numérateur est une application AÑ LpA, V q ; nous en écrivons la norme comme il se doit :

}pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}pdk expqx`hpyq ´ pdk expqxpyq ´ hpdk expqxy}
(17.168a)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hpdk expqxy}
(17.168b)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hypdk´1 expqx}
(17.168c)

ď }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ hpdk´1 expqx} (17.168d)
“ }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}. (17.168e)

Dans ce calcul nous avons utilisé le lemme 17.58 et Txphqy “ hpdk expqxy. Maintenant, la limite

lim
hÑ0

}pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}.
}h} (17.169)

n’est rien d’autre que la limite arrivant dans la définition du fait que dk exp est la différentielle de
dk´1 exp. Cette limite est donc zéro comme nous voulions le prouver.

Le théorème suivant est très important parce qu’il permet de définir l’exponentielle d’une
matrice. Et les exponentielles de matrices sont utiles, entre très nombreuses autres choses pour
résoudre certaines équations différentielles.

Théorème-définition 17.60 ([1]).
Soit une algèbre normée A (pas spécialement commutative). La formule

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (17.170)

définit une fonction différentiable dont la différentielle est donnée par 14

pd expqxpyq “
ÿ

j,jPN

xiyxj

pi` j ` 1q! (17.171)

17.61.
Nous ne démontrons pas cela ici.

Il s’agit d’une adaptation de la proposition 17.55. Là où il faut faire attention, c’est dans
l’équation (17.148) : il n’y a pas k termes xk´1h dans px ` hqk, mais k termes de la forme xihx.
C’est pour cela que la différentielle n’est pas donnée par T pyq “ uk´1pxqy, mais bien par la somme
(17.171).

M’est avis en réalité que toute la démonstration du théorème 17.119 passe facilement au cas
présent.

17.6 Exponentielle et logarithme dans les réels

Pour avoir une vue synthétique du plan, voir le thème 53.

14. La fonction exponentielle est, j’en suis quasiment certain, de classe C8. Si vous connaissez un moyen pas trop
douloureux de prouver cela, faites-le moi savoir.
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17.6.1 L’équation différentielle

Théorème 17.62.
La série entière

ypxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (17.172)

définit une fonction dérivable solution de
"
y1 “ y (17.173a)
yp0q “ 1. (17.173b)

Démonstration. La formule de Hadamard (théorème 17.31) donne le rayon de convergence de la
série (17.172) par

1
R
“ lim

kÑ8

1
pk`1q!

1
k!

“ lim
kÑ8

1
k ` 1 “ 0. (17.174)

Donc nous avons un rayon de convergence infini. La fonction y est définie sur R et la proposi-
tion 17.43 nous dit que y est dérivable. Nous pouvons aussi dériver terme à terme :

y1pxq “
8ÿ

k“0

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

xk´1

pk ´ 1q! “
8ÿ

k“0

xk

k! “ ypxq. (17.175)

Notez le petit jeu d’indice de départ de k. Dans un premier temps, nous remarquons que k “ 0
donne un terme nul et nous le supprimons, et dans un second temps nous effectuons la simplification
des factorielles (qui ne fonctionne pas avec k “ 0).

Pour la suite nous notons y une solution de l’équation y1 “ y, yp0q “ 1, et nous allons en
donner des propriétés indépendamment de l’existence, donnée par le théorème 17.62.

Proposition 17.63.
Quelques propriétés de y (si elle existe) :

(1) Pour tout x P R nous avons ypxqyp´xq “ 1.
(2) ypxq ą 0 pour tout x.
(3) y est strictement croissante.

Démonstration. Nous posons ϕpxq “ ypxqyp´xq et nous dérivons :

ϕ1pxq “ y1pxqyp´xq ´ ypxqy1p´xq “ 0. (17.176)

Donc ϕ est constante 15. Vu que ϕp0q “ 1 nous avons automatiquement ypxqyp´xq “ 1 pour tout
x.

Les deux autres allégations sont simples : si ypx0q ă 0 alors il existe t P sx0, 1r tel que yptq “ 0,
ce qui est impossible parce que yptqyp´tq “ 1. La stricte croissance de y s’ensuit.

Proposition 17.64 (Unicité de l’exponentielle).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (17.177a)
yp0q “ 1 (17.177b)

est unique.

15. Proposition 14.131.
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Démonstration. Soient y et g deux solutions et considérions la fonction hpxq “ gpxqyp´xq. Un
calcul immédiat donne

h1pxq “ 0 (17.178)
et donc h est constante. Vu que hp0q “ 1 nous avons gpxqyp´xq “ 1 pour tout x, c’est à dire

gpxq “ 1
yp´xq “ ypxq. (17.179)

Proposition 17.65.
Quelques formules pour tout a, b P R et n P Z :

(1) ypa` bq “ ypaqypbq
(2) ypnaq “ ypaqn
(3) y

`
a
n

˘ “ n
a
ypaq.

Démonstration. Nous posons hpxq “ ypa ` b ´ xqypxq et nous avons encore h1pxq “ 0 dont nous
déduisons que h est constante. De plus

hp0q “ ypa` bqyp0q “ ypa` bq (17.180)

et
hpbq “ ypaqypbq. (17.181)

Vu que h est constante, ces deux expressions sont égales : ypa` bq “ ypaqypbq.
Forts de cette relation, une récurrence donne ypnaq “ ypaqn pour tout n P N. De plus

ypaq “ y
´a
n
ˆ n

¯
“ y

´a
n

¯n
, (17.182)

ce qui donne ypaq “ ypa{nqn ou encore ypa{nq “ n
a
ypaq.

Enfin pour les négatifs, si n P N,

yp´naq “ 1
ypnaq “

1
ypaqn “ ypaq´n. (17.183)

Et de la même façon,

y
´
´a
n

¯
“ 1
y
`
a
n

˘ “ n

d
1

ypaq “
´n
a
ypaq. (17.184)

17.6.2 Le nombre de Neper e

Nous notons e le nombre yp1q, et exp la fonction nommée y jusqu’à présent (c’est celle définie
par la série).

Proposition 17.66.
Pour tout x P R, nous avons

exppxq “ ex. (17.185)

Démonstration. En redébalant les notations, la relation 17.185 signifie

ypxq “ yp1qx. (17.186)

C’est cela qu’il faut montrer.
Si q P Q alors q “ a{b et

ypqq “ y
´a
b

¯
“ y

ˆ
aˆ 1

b

˙
“ y

ˆ
1
b

˙a
“ `

b
a
yp1q˘a “ yp1qa{b “ yp1qq. (17.187)



17.6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME DANS LES RÉELS 903

Le résultat est prouvé pour les rationnels.
En ce qui concerne un élément général x P R, la fonction x ÞÑ exppxq est continue sur R, et

la fonction x ÞÑ ex également (définition 14.78). Ces deux fonctions étant égales sur Q, elles sont
égales sur R par la proposition 10.15).

Une conséquence des propositions 17.66 et 14.75 est que

lim
xÑ´8 e

x “ 0 (17.188a)

lim
xÑ`8 e

x “ `8, (17.188b)

et en particulier,
exp: RÑ s0,8r

x ÞÑ ex
(17.189)

est une bijection.

17.6.3 Application réciproque : logarithme

Proposition-définition 17.67.
L’application exp: RÑ s0,8r est une bijection. L’application réciproque

ln : s0,8r Ñ R (17.190)

est le logarithme.

Démonstration. Le fonction exponentielle est dérivable, toujours strictement positive, donc stric-
tement croissante. Les limites en ˘8 sont 0 et `8. Le théorème des valeurs intermédiaires 14.41
nous dit que c’est une bijection. En effet, l’injectivité est la stricte croissance. En ce qui concerne la
surjection, soit y P s0,8r. Vu que la limite en ´8 est zéro, il existe A P R tel que exppxq ă y pour
tout x ă A, et de la même façon, il existe B P R tel que exppxq ą y pour tout x ą B. Si a ă A et
b ą B alors exppaq ă y et exppbq ą y, donc y est dans l’image de ra, bs par l’exponentielle.
Lemme 17.68 ([1]).
Le logarithme est une fonction continue.

Démonstration. C’est une conséquence du théorème de la bijection 14.53(4), et de la continuité de
l’exponentielle sur R, qui est une partie du théorème 17.62.

Proposition 17.69 ([1]).
Pour tout x, y P R et pour a ą 0 nous avons

lnp1
x
q “ ´ lnpxq, (17.191)

et
lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq, (17.192)

et
lnpaxq “ x lnpaq (17.193)

et
ax “ ex lnpaq. (17.194)

Démonstration. Nous avons, par la proposition 14.79,

e´ lnpxq “ 1
elnpxq “

1
x
. (17.195)
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En prenant le logarithme des deux côtés nous trouvons

´ lnpxq “ ln
ˆ

1
x

˙
. (17.196)

Nous pouvons continuer avec la suivante.
Par définition, lnpxyq est donné par exp

`
lnpxyq˘ “ xy. Mais nous avons aussi, par la proposi-

tion 14.79 :
elnpxq`lnpyq “ elnpxqelnpyq “ xy. (17.197)

Nous avons donc démontré (17.192).
La relation (17.193) de démontre d’abord pour x P N, puis pour x P Q et enfin pour x P R. Si

n P N alors la relation (17.192) donne immédiatement

lnpanq “ n lnpaq. (17.198)

pour tout x P R.
Si m,n P N, le nombre an{m est par définition le x ą 0 tel que

xm “ an. (17.199)

En prenant le logarithme des deux côtés : lnpxmq “ lnpanq et en utilisant la relation déjà démontrée
pour N nous trouvons m lnpxq “ n lnpaq et donc

lnpam{nq “ lnpxq “ m

n
lnpaq. (17.200)

La relation est donc démontré pour lnpaqq avec q P Q`.
Nous passons à q “ ´m{n P Q´, c’est à dire toujours m,n P N. Nous avons, en utilisant la

proposition 17.69,

lnpa´qq “ lnp 1
aq
q “ ´ lnpaqq “ ´q lnpaq. (17.201)

Enfin si x P R nous considérons une suite de rationnels xk Ñ x. Pour chaque k nous avons

lnpaxkq “ xk lnpaq. (17.202)

Nous prenons la limite deux deux côtés. À droite nous avons tout de suite x lnpaq, et à gauche,
par continuité de la fonction ln (lemme 17.68) et de la fonction puissance (définition 14.78) nous
trouvons lnpaxq.

La formule (17.193) en particulier est pratique pour réexprimer des fonctions puissances com-
pliquées en écrivant

ax “ elnpaxq “ ex lnpaq. (17.203)

Cela aide à calculer la dérivée de x ÞÑ ax.
Notons que certains prennent (17.203) comme définition de la fonction puissance.

17.6.4 Approximations numériques de e

Nous donnons maintenant quelques approximations numériques de e, particulièrement ineffi-
caces.

Lemme 17.70.
Nous avons

2 ă e ă 3. (17.204)
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Démonstration. Nous savons que yp0q “ 1 et y1p0q “ 1. La fonction y est strictement croissante
(et donc sa dérivée aussi). Nous avons donc y1pxq ą 1 pour tout x P s0, 1s, et donc

yp1q ą 1` 1ˆ 1 “ 2. (17.205)

Sachant que 2 ą y1pxq pour tout x P s0, 1r nous pouvons refaire le coup de l’approximation affine,
cette fois en majorant :

yp1q ă 1` 2ˆ 1 “ 3. (17.206)

De la même façon nous savons que

yp 1
n
q ą 1` 1

n
(17.207)

parce que y1 est minoré par 1 sur s0, 1
n r. Avec cela nous avons aussi la majoration

yp 1
n
q ă 1` 1

n
ˆ
ˆ

1` 1
n

˙
“ 1` 1

n
` 1
n2 . (17.208)

Et enfin nous pouvons donner l’encadrement, valable pour tout n :
ˆ

1` 1
n

˙n
ă yp1q ă

ˆ
1` 1

n
` 1
n2

˙n
. (17.209)

Pour n “ 10 nous trouvons
2.50 ă e ă 2.83. (17.210)

Bien que ce soit à mon avis humainement pas possible à faire à la main nous avons, pour
n “ 100 :

2.70 ă e ă 2.7317 (17.211)
Cela reste un encadrement très modeste.

Une méthode plus efficace consiste à calculer directement le développement de définition

e “ expp1q “
8ÿ

k“0

1
n! . (17.212)

1 def u(k):
2 """
3 return the kth term in the expansion of ’e ’
4 """
5 return 1/ factorial(k)
6

7 def sum_u(n):
8 """
9 return the sum of the ’n ’ first terms , that is with

10 k froim 0 to n -1.
11 """
12 L=[ u(k) for k in range (0,n) ]
13 return sum (L)
14

15 s = sum_u (5) # This is a fraction
16 print (s)
17 print ( numerical_approx(s) )

tex/sage/sageSnip013.sage

Problèmes et choses à faire

Comment trouver, avec cette méthode, un encadrement pour e ?

Ce petit programme, avec 5 termes donne e » 65{24 » 2.708. Avouez que c’est déjà bien mieux.
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17.6.5 Résumé des propriétés de l’exponentielle

Théorème 17.71.
Les choses que nous savons sur l’exponentielle :

(1) Il y a unicité de la solution à l’équation différentielle
"
y1 “ y (17.213a)
yp0q “ 1. (17.213b)

(2) L’équation différentielle (17.213) possède une solution donnée par la série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (17.214)

(3) Cette solution est une bijection y : RÑ s0,8r.
(4) La fonction y ainsi définie est de classe C8.
(5) Elle est également donnée par la formule

exppxq “ ex (17.215)

où e est définit par e “ expp1q.
(6) Elle vérifie

ea`b “ eaeb (17.216)

Nous nommons exponentielle cette fonction.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 17.64.
(2) C’est le théorème 17.62.
(3) Le rayon de convergence de la série (17.214) est infini (théorème 17.62) ; elle est donc définie

sur R. Le fait que ce soit une bijection est dû au fait qu’elle est strictement croissante
(proposition 17.63) ainsi qu’aux limite (17.188).

(4) Vu que y “ y1, y est dérivable. Mais comme y1 est alors égale à une fonction dérivable, y1
est dérivable. En dérivant l’égalité y1 “ y nous obtenons y2 “ y1 et le jeu continue.

(5) C’est la proposition 17.66.
(6) C’est la proposition 17.65(1).

Exemple 17.72(Un endomorphisme sans polynôme annulateur[123])
l’exponentielle permet de donner un exemple d’un endomorphisme n’ayant pas de polynôme an-
nulateur 16 : l’endomorphisme de dérivation

D : C8pR,Rq Ñ C8pR,Rq
f ÞÑ f 1

(17.217)

n’a pas de polynôme annulateur. En effet supposons que P “ řp
k“0 akX

k en soit un, et considérons
les fonctions fλ : t ÞÑ eλt. Nous avons

0 “ P pDqfλ “
ÿ

k

akD
kpfλq “

ÿ

k

akλ
kfλ “ P pλqfλ. (17.218)

Par conséquent λ est une racine de P pour tout λ P R. Cela implique que P “ 0.
D’ailleurs si on y pense bien, cet exemple n’est qu’un habillage de l’exemple 11.118. 4

16. Voir la définition 11.114 et ce qui suit.
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Proposition 17.73.
Quelque propriétés du logarithme.

(1) Le logarithme est une application dérivable et strictement croissante.
(2) Le logarithme est la primitive de x ÞÑ 1

x qui s’annule en x “ 1.

Démonstration. Elle est donc bijective, d’inverse continue et dérivable par le théorème 14.53 et la
proposition 14.127.

La dérivée de la fonction logarithme peut être calculée en utilisant la formule (14.326), mais
aussi de façon plus piettone en écrivant l’expression suivante, valable pour tout x P R :

ln
`

exppxq˘ “ x, (17.219)

que nous pouvons dériver en utilisant le théorème de dérivation des fonctions composées :

ln1
`

exppxq˘ exp1pxq “ 1. (17.220)

Mais exp1pxq “ exppxq, donc
ln1pyq “ 1

y
(17.221)

pour tout y dans l’image de exp, c’est à dire pour tout y dans l’ensemble de définition de ln.
Par ailleurs, expp0q “ 1 donc

lnp1q “ ln
`

expp0q˘ “ 0. (17.222)

En ce qui concerne l’unicité d’une primitive s’annulant en x “ 1, c’est le corollaire 14.143.

17.6.6 Dérivée de la fonction puissance

Exemple 17.74
Soit la fonction fpx, yq “ xy, définie en 14.78. Nous allons en calculer les dérivées partielles au
point p1, 2q. Notons que f n’est pas définie pour x ă 0, mais que cela n’a pas d’importance parce
que nous pouvons nous restreindre à un voisinage du point p1, 2q. La première dérivée partielle est
facile :

Bxfp1, 2q “ pyxy´1qpx,yq“p1,2q “ 2.

Pour la seconde, il faut utiliser les propriétés de l’exponentielle et du logarithme. D’abord le
logarithme est par définition l’application réciproque de l’exponentielle (définition 17.67), donc

xy “ exp
`

lnpxyq˘. (17.223)

Ensuite nous calculons en utilisant la proposition 17.69 :

Byfp1, 2q “ By
´
ey lnx

¯
px,yq“p1,2q

“
´

ln xey lnx
¯
px,yq“p1,2q

“ ln
`
1´ e2 lnp1q˘ “ 0.

4

Cet exemple est facilement généralisable aux fonctions de la forme x ÞÑ upxqvpxq. Voici une
proposition qui dit comment faire.

Proposition 17.75 ([1]).
Soit une fonction dérivable u : RÑ R et a ą 0. Nous avons

pauq1 “ u1 lnpaqau. (17.224)

Si de plus upxq ą 0 pour tout x, nous avons

puaq1 “ au1ua´1. (17.225)



908 CHAPITRE 17. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Démonstration. Nous considérons la fonction fpxq “ aupxq. Vu que fpxq ą 0 pour tout x, nous
pouvons en prendre le logarithme et écrire l’égalité, valable pour tout x :

fpxq “ elnpaupxqq “ exp
`
upxq lnpaq˘. (17.226)

Sachant la dérivée de l’exponentielle, cela n’est rien d’autre que la dérivée d’une fonction composée :

f 1pxq “ lnpaqu1pxqeupxq lnpaq. (17.227)

Pour l’autre, nous posons
gpxq “ upxqa, (17.228)

qui peut encore s’écrire sous la forme

gpxq “ ea ln
`
upxq

˘
. (17.229)

Ici encore, c’est la dérivée de fonctions composées qui donne le résultat.

17.6.7 Dérivée du logarithme

Lemme 17.76.
Si u : RÑ s0,8r est dérivable alors lnpuq1 “ u1

u
.

Démonstration. Cela est une conséquence du théorème de dérivation des fonctions composées : si
gpxq “ lnpupxqq alors

g1pxq “ ln1
`
upxq˘u1pxq “ 1

upxqu
1pxq. (17.230)

17.6.8 Taylor pour l’exponentielle

Proposition 17.77 (Développement de l’exponentielle).
Pour tout entier n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` x
nαpxq. (17.231)

Démonstration. Il s’agit de la proposition 17.50 appliquée à la série entière (17.55).

17.6.9 Analycité

Vu que exppxq est défini par une série entière (définition 17.55) et vu la proposition 17.53, il
n’est pas étonnant que exp soit analytique. Traitons ce cas.

Exemple 17.78(Analycité de l’exponentielle)
Soient a P R et R ą 0. Nous démontrons que exp est analytique sur Bpa,Rq. Si fpxq “ ex, alors
f pnqpxq “ ex pour tout n (équation (17.173a)). Nous avons donc

|f pnqpxq| ă ea`R (17.232)

pour tout x P Bpa,Rq. Nous partons de l’expression (17.52) du reste :

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 ď ea`R

pn` 1q!R
n`1. (17.233)

Mais nous avons la limite
lim
nÑ8

Rn`1

pn` 1q! “ 0 (17.234)
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pour tout R.
Donc avec les polynômes de Taylor Pn calculés en a, nous avons Pn Ñ exp simplement sur R.
Nous pouvons donc développer la fonction exponentielle autour de n’importe quel point, et

avoir convergence des polynômes vers l’exponentielle sur tout R. Vous accepterez cependant que
si a et x sont éloignés, la convergence Pnpxq Ñ exppxq peut être extrêmement lente. 4

17.6.10 Autres propriétés et petits calculs

Lemme 17.79.
Si a, b P s0,8r alors

lnpabq “ lnpaq ` lnpbq (17.235)
et

ln
ˆ

1
b

˙
“ ´ lnpbq. (17.236)

Démonstration. Nous posons fpxq “ lnpaxq qui est une fonction dérivable. Alors f 1pxq “ a
ax “ 1

x .
Cette fonction f est donc une primitive de 1

x et il existe une constante K telle que

fpxq “ lnpxq `K. (17.237)

Vu que lnp1q “ 0 nous avons K “ fp1q “ lnpaq. Donc

lnpaxq “ lnpxq ` lnpaq. (17.238)

En ce qui concerne la seconde formule à démontrer, nous avons

lnp1q “ ln
ˆ

1
b
b

˙
“ ln

ˆ
1
b

˙
` lnpbq. (17.239)

Étant donné que lnp1q “ 0 nous en déduisons la formule (17.236).

Lemme 17.80.
Si les suites punq et pvnq sont équivalentes 17 et si pvnq admet une limite l différente de 1, alors les
suites pln unq et pln vnq sont équivalentes.
Démonstration. En effet si un “ vnαpnq alors en utilisant la formule du lemme 17.79,

lnpunq “ lnpvnq ` ln
`
αpnq˘ “ lnpvnq

ˆ
1` ln

`
αpnq˘

lnpvnq
˙
, (17.240)

et comme αpnq Ñ 1, la parenthèse tend vers 1.

17.6.11 Taylor pour le logarithme

Vu que lnp0q n’existe pas, il n’est pas question de développer ln autour de x “ 0. À la place,
nous allons le développer autour de x “ 1 et plus précisément nous allons étudier Taylor pour la
fonction fpxq “ lnp1` xq. Les résultats seront résumés dans la proposition 17.83.

Proposition 17.81 ([1]).
Soit la fonction

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (17.241)

Pour tout n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn (17.242)

17. Définition 9.15.
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pour tout x dans le domaine de f .
Notez la somme qui part de k “ 1 et non k “ 0.

Démonstration. Nous utilisons la formule de Taylor-Young (proposition 14.293). La première dé-
rivée de f se calcule en utilisant le lemme 17.76 :

f 1pxq “ 1
1` x. (17.243)

Pour les dérivées suivantes, c’est juste du calcul et nous pouvons prouver par récurrence que

f pkqpxq “ pk ´ 1q!p´1qk`1

p1` xqk . (17.244)

En ce qui concerne l’évaluation en zéro :

f pkqp0q “
#

0 si k “ 0
pk ´ 1q!p´1qk`1 sinon.

(17.245)

Du fait que f p0qp0q “ lnp1q “ 0, la somme commence à k “ 1 et non k “ 0. Nous avons

fpxq “
nÿ

k“1

f pkqp0q
k! xk ` αpxqxn “

nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn. (17.246)

Nous étudions les polynômes de la série de Taylor pour

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (17.247)

Les dérivées successives de f ont déjà été calculées en (17.244). Nous développons autour de
x “ 0. Donc fp0q “ lnp1q “ 0 et pour les autres,

f pkqp0q “ p´1qk`1pk ´ 1q!. (17.248)

Pour les polynômes de Taylor, nous avons

Pnpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (17.249)

où vous noterez la somme qui part de k “ 1 et non de k “ 0. Nous avons aussi la série de Taylor
de f donnée par

T pxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (17.250)

La somme est une limite ponctuelle, là où elle existe.
Jusqu’à présent, la seule certitude à props de T est que T p0q “ fp0q “ 0. Pour le reste :
— Rien ne dit que T pxq existe pour d’autres x que x “ 1.
— Et même si T pxq existait pour d’autres x (c’est à dire si le rayon de convergence de (17.250)

était strictement plus grand que zéro), rien n’assurerait que la valeur serait celle de f .
— Et même si T pxq convergeait vers f sur son disque de convergence, ce ne serait pas encore

assez pour dire que f est analytique, parce que l’analycité demande que les séries de Taylor
autour de chaque point converge vers f . Or ici nous ne parlons encore que de T qui est la
série autour de x “ 0.

Lemme 17.82.
La série de Taylor de x ÞÑ lnp1 ` xq autour de x “ 0 converge sur s´1, 1s. Elle ne converge pas
pour x “ ´1.



17.6. EXPONENTIELLE ET LOGARITHME DANS LES RÉELS 911

Démonstration. En ce qui concerne le rayon de convergence de T , nous utilisons la formule de
Hadamard 18 avec

ak “ p´1qk`1

k
. (17.251)

Ce que nous trouvons est
1
R
“ lim

kÑ8 |
ak`1
ak

| “ lim
kÑ8

k

k ` 1 “ 1. (17.252)

Le rayon de convergence de T est donc 1. Nous avons donc que Pn Ñ T sur s´1, 1r, et peut-être
que Pn Ñ T en x “ ˘1.

Pour x “ ´1. L’intuition nous dit que ce serait lnp0q qui n’est pas défini. C’est le cas parce que

Pnp´1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1p´1qk
k

“ ´
nÿ

k“1

1
k
. (17.253)

La limite nÑ8 diverge. Donc T n’est pas définie en x “ ´1.
Pour x “ 1 par contre,

Pnp1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
. (17.254)

Le critère des séries alternées 19 nous donne la convergence de cette série.

Nous savons maintenant que la série de Taylor T converge sur s´1, 1s, et que T p0q “ fp0q “
lnp1q “ 0. Le premier gros morceau intéressant vient maintenant : nous allons prouver que T pxq
converge vers ce que nous croyons, c’est à dire lnp1` xq en personne.

Proposition 17.83.
Pour tout x P s´1, 1s nous avons

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (17.255)

De plus nous avons
8ÿ

k“1

p´1qk
k

“ lnp2q. (17.256)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser l’expression du reste fourni par le théorème 14.280. Pour tout
x P s´1,8r, il existe un c P s0, xr (le c dépend de x) tel que

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1. (17.257)

Cela est parce que f est de classe C8. Calculons un peu :

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1 (17.258a)

“ p´1qnn!
p1` cqn`1

1
pn` 1q!x

n`1 (17.258b)

“ p´1qn
n` 1

ˆ
x

1` c
˙n`1

. (17.258c)

Lorsque x ą 1, il n’y a aucune garantie sur la convergence de cela pour n Ñ 8. Pour rappel,
c P s0, xr. Si par contre x P s´1, 1r, alors nous savons que

ˇ̌
ˇ̌ x

1` c
ˇ̌
ˇ̌ ă 1, (17.259)

18. Théorème 17.31.
19. Théorème 12.73.
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et donc convergence Pnpxq ´ fpxq Ñ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que pour la série de Taylor converge vers lnp1`xq pour x P s´1, 1r.

Nous avons également vu que la série converge pour x “ 1. Donc la fonction

gpxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (17.260)

est de continue sur s´1, 1s et égale à lnpx ` 1q sur s´1, 1r. Vu que f : x ÞÑ lnpx ` 1q est continue
sur s´1,8r, nous avons également gp1q “ fp1q “ lnp2q.

Ceci nous mène au dernier point de notre proposition : gp1q “ lnp2q s’écrit précisément

ÿ

n

p´1qn
n

“ lnp2q. (17.261)

Lemme 17.84.
Soit la fonction 20

fpxq “ lnp1` xq
x

(17.262)

(1) Elle admet un prolongement de classe C8 sur s´1,8r.
(2) fp0q “ 1.

La seconde condition étant évidemment avec un abus de notation entre f et son prolongement,
parce que f n’est pas définie en zéro.

Démonstration. La difficulté étant de voir que f a un prolongement en zéro et qu’elle y est de
classe C8.

La 17.83 nous donne l’égalité

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (17.263)

pour tout x P s´1, 0s ; en particulier pour x “ 0. Nous faisons le petit calcul suivant :

1
x

lnp1` xq “ 1
x

8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn (17.264a)

“
8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn´1 (17.264b)

“
8ÿ

n“0

p´1qk
k ` 1 x

k. (17.264c)

Ce calcul n’est pas valable pour x “ 0, mais ça ne nous empèche pas de poser

T pxq “
8ÿ

n“0

p´1qk
k ` 1 x

k, (17.265)

qui, lui, est bien définie en zéro. Le rayon de convergence de la série T est égal à 1, de telle sorte
que

T : s´1, 1r Ñ R (17.266)

de classe C8, et est égale à f sur s´1, 1rzt0u.
La série T est donc le prolongement demandé. En ce qui concerne fp0q, c’est un abus pour

écrire T p0q qui vaut immédiatement 1.

20. Pour la définition du logarithme, c’est la définition 17.67.
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Notons qu’un calcul de limite
lim
xÑ0

lnp1` xq
x

(17.267)

donnait la valeur fp0q “ 1. Donc prolonger avec fp0q “ 1 était la seule possibilité pour avoir une
fonction continue. De là à dire que le prolongement ainsi créé est de classe C8, c’est une autre
histoire, qui est résoue par les séries entières.

17.7 Vitesses de xα, de l’exponentielle et du logarithme

17.7.1 Un peu de théorie

Lemme 17.85.
Pour tout α ą 0, il existe N tel que lnpnq ď nα pour tout n ě N .

Démonstration. En effet, nous avons

lim
xÑ8

xα

lnpxq “ lim
xÑ8

αxα´1

1{x “ lim
xÑ8αx

α “ 8 (17.268)

quand α ą 0.

Cela tient également lorsque nous considérons lnpxqp au lieu de lnpxq. De cela, nous disons que
le logarithme croit moins vite que n’importe quel polynôme.

Exemple 17.86
Par exemple nous avons lnp1´ xq „ ´x pour xÑ 0 parce que

lim
xÑ0

´ lnp1´ xq
x

“ lim
xÑ0

´
´1

1´x
1 “ lim

xÑ0

1
1´ x “ 1 (17.269)

où nous avons utilisé la règle de l’Hospital (proposition 14.138). 4

Lemme 17.87.
L’exponentielle croit plus vite que tout polynôme, et plus vite que que logarithme :

lim
tÑ8 e

´tpln tqntα “ 0 (17.270)

pour tout n et pour tout α.

Exemple 17.88
Le lemme 14.89 a déjà prouvé la limite

lim
nÑ8n

αan (17.271)

pour tout α ą 0 et a ă 1.
L’utilisation de propriétés de l’exponentielle nous permet de donner une nouvelle preuve, plus

courte 21.
Le théorème 17.71 et la proposition 17.69 nous permettent de passer à l’exponentielle. Pour

chaque n nous avons :
nαan “ eα lnpnq`n lnpaq. (17.272)

Ce qui est dans l’exponentielle est

α lnpnq ` n lnpaq “ n
`
α

lnpnq
n

` lnpaq˘. (17.273)

21. C’est toujours facile de prétendre qu’une preuve est plus courte qu’une autre lorsqu’on utilise en une ligne des
très gros théorèmes qui ont mis dix pages à être démontrés.
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Dans la parenthèse, lnpaq ă 0 et lnpnq
n Ñ 0. Donc ce qui est dans l’exponentielle (17.272) tend vers

´8 et au final l’expression demandée tend vers zéro. 4

Remarque 17.89.
Vous ne pouvez pas a priori considérer l’exemple 17.88 comme une preuve alternative au lemme
14.89, parce que vous n’êtes pas sûr que dans toute la théorie permettant de définir l’exponentielle
(en particulier la convergence de

ř
k x

k{k!), le lemme n’est pas utilisé 22.

Proposition 17.90.
Pour tout polynôme P et pour tout a ą 0 la fonction fpxq “ P pxqe´ax est intégrable 23 sur r0,8r.
Démonstration. Nous avons fpxq “ P pxqe´ax{2e´ax{2, et par la vitesse comparée des exponentielles
et polynômes, pour un certain M ą 0 nous pouvons affirmer que P pxqe´ax{2 ă 1 sur rM, 0r. Dès
lors

|fpxq| ă e´ax{2, (17.274)

qui est intégrable.

Exemple 17.91
La fonction logarithme (définition 17.67) n’est pas définie pour x ď 0. Par conséquent la fonction
fpxq “ x lnp|x|q n’est pas définie en x “ 0. Elle est bien définie pour x ă 0 et vérifie

lim
xÑ0

x lnp|x|q “ 0. (17.275)

Nous pouvons donc définir la fonction

f̃ : RÑ R

x ÞÑ
#
x lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(17.276)

Contrairement à la fonction initiale f , cette fonction f̃ est définie et continue en 0.
Notez que sur le graphe de la fonction f̃ , la courbe est bien régulière en x “ 0.

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

4

22. Faites la vérification et dites moi si c’est bon.
23. Définition 16.124.
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17.7.2 Nombres premiers

Théorème 17.92.
Soit P , l’ensemble des nombres premiers. Alors la somme

ř
pPP

1
p diverge et plus précisément,

ÿ

pďx
pPP

1
p
ě lnplnpxqq ´ lnp2q. (17.277)

Démonstration. Nous posons

Sx “ tq ď x avec q sans facteurs carrésu (17.278)

et
Px “ tp P P tel que p ď xu. (17.279)

Si
Kx “ tpq,mq tels que q n’a pas de facteurs carrés et qm2 ď xu, (17.280)

alors nous avons
Kx “

ď

qPSx

ď

mď
?
x{q
pq,mq. (17.281)

Par définition et par le lemme 3.46 nous avons aussi

tn ď xu “ tqm2 tel que pq,mq P Kxu. (17.282)

Tout cela pour décomposer la somme
ÿ

nďx

1
n
“

ÿ

qPSx

ÿ

mď
?
x{q

1
m2 ď

ÿ

qPSx

1
q

ÿ

mě1

1
m2

looomooon
“C

. (17.283)

Nous avons aussi
ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
“ 1`

ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
păq

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
păqăr

1
pqr

` . . . (17.284a)

ě 1`
ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
pqďx

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
pqrďx

1
pqr

` . . . (17.284b)

Les sommes sont finies. Les sommes s’étendent sur toutes les façons de prendre des produits de
nombres premiers distincts de telle sorte de conserver un produit plus petit que x ; c’est à dire que
les sommes se résument en une somme sur les éléments de Sx :

exp
˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
ě

ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
ě

ÿ

qPSx

1
q
. (17.285)

La première inégalité est simplement le fait que 1`u ď eu si u ě 0 (directe de la définition 17.71).
Les inégalités suivantes proviennent du fait que le logarithme est une primitive de la fonction
inverse (proposition 17.73) :

lnpxq ď
ÿ

něx

ż n`1

n

dt

t
ď

ÿ

něx

1
n
. (17.286)

Nous prolongeons ces inégalités avec les inégalités (17.283) et (17.285) :

lnpxq ď
ÿ

něx

1
n
ď C

ÿ

qPSx

1
q
ď C ď exp

˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
. (17.287)
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En passant au logarithme,
ln
`

lnpxq˘ ď lnpCq `
ÿ

pPPx

1
p
. (17.288)

Ceci montre la divergence de la série de droite. Nous cherchons maintenant une borne pour C.
Pour cela nous écrivons

Nÿ

n“1

1
n2 ď 1`

ÿ

n“2

1
npn´ 1q (17.289a)

“ 1`
Nÿ

n“2

ˆ
1

n´ 1 ´
1
n

˙
(17.289b)

“ 1` 1´ 1
N

(17.289c)

ď 2. (17.289d)

Donc C ď 2.

Ce théorème prend une nouvelle force en considérant le théorème de Müntz 19.16 qui dit
qu’alors l’ensemble Spantxp tel que p est premieru est dense dans les fonctions continues sur r0, 1s
muni de la norme uniforme ou }.}2.

17.7.3 Quelques limites

Nous voyons à présent quelques calculs de limite et de développements mettant en scène des
logarithmes et exponentielles.

Exemple 17.93
Pour trouver le développement de la fonction fpxq “ e´2x, il suffit d’écrire celui de et et de
remplacer ensuite t par ´2x. Le développement à l’ordre 3 de la fonction exponentielle est :

et “ 1` t` t2

2 `
t3

6 ` t
3αptq. (17.290)

Le développement de fpxq “ e´2x sera donc

fpxq “ 1´ 2x` 4x2

2 ´ 8x3

6 ´ 8x3αp´2xq. (17.291)

Donc le polynôme de degré 3 partie régulière de g est :

1´ 2x` 2x2 ´ 4
3x

3, (17.292)

et la fonction reste correspondante est :

αgpxq “ ´8αp´2xq. (17.293)

4

Exemple 17.94
Nous savons les développements

fpxq “ lnp1` xq „ x´ x2

2 ` x3

3 (17.294)

et
sinpxq „ x´ x3

6 . (17.295)



17.8. TRIGONOMÉTRIE HYPERBOLIQUE 917

Nous obtenons le développement d’ordre 3 de la fonction x ÞÑ ln
`
1` sinpxq˘ en écrivant

ln
`
1` sinpxq˘ „ `

x´ x3

6
˘´ 1

2

ˆ
x´ x3

6

˙2
` 1

3

ˆ
x´ x3

6

˙3
. (17.296)

Il s’agit maintenant de trouver les termes qui sont de degré inférieur ou égale à 3.
D’abord ˆ

x´ x3

6

˙2
“ x2 ´ x4

3 ` x6

36 „ x2 (17.297)

Nous avons alors aussi ˆ
x´ x3

6

˙6
„ x2

ˆ
x´ x3

6

˙
„ x3. (17.298)

En replaçant tout ça dans (17.296) nous trouvons

ln
`
1` sinpxq˘ „ x´ x2

2 ` x3

6 . (17.299)

4

Exemple 17.95
Calculer

lim
xÑ8 e

1{xa1` 4x2 ´ 2x. (17.300)

Nous allons effectuer un développement asymptotique de la partie « difficile » de l’expression posant
d’abord x “ 1{h. Si fpxq “ e1{x?1´ 4x2 alors

gphq “ 1
|h|e

h
a
h2 ` 4 “ 1

h

`
1` h` hαphq˘`2` hβphq˘. (17.301)

La première parenthèse est le développement de eh et la seconde celui de
?
h2 ` 4. Nous nous

apprêtons à faire la limite x Ñ 8 qui correspond à h Ñ 0`, nous pouvons donc supposer que
h ą 0 et omettre la valeur absolue. En effectuant le produit et en regroupant tous les termes
contenant h2, αphq ou βphq dans un seul terme hγphq,

fphq “ 1
h

`
2` 2h` hγphq˘ “ 2

h
` 2` γphq “ 2x` 2` γp1{xq (17.302)

où γ est une fonction vérifiant limtÑ0 γptq “ 0.
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la limite (17.300) :

lim
xÑ8 e

1{xa1` x2 ´ 2x “ lim
xÑ8

`
2x` 2` γp1{xq ´ 2x

˘ “ 2. (17.303)

4

17.8 Trigonométrie hyperbolique
Définition 17.96.
Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique sont les fonctions définies sur R par
les formules suivantes :

coshpxq “ ex ` e´x
2 (17.304a)

sinhpxq “ ex ´ e´x
2 (17.304b)

Leurs principales propriétés sont :
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(1) cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1
(2) cosh1pxq “ sinhpxq
(3) sinh1pxq “ cosh.
Les représentations graphiques sont ceci :

y “ coshpxq

y “ sinhpxq

´3 ´2 ´1 1 2 3

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

La tangente hyperbolique est donnée par le quotient

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (17.305)

17.9 Séries entières de matrices

17.9.1 Différentiabilité

Proposition 17.97.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et la fonction

f : Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
akA

k (17.306)

Alors
(1) La différentielle de f sur Bp0, Rq est

dfApUq “
8ÿ

k“0
ak

k´1ÿ

l“0
AlUAk´1´l, (17.307)

c’est à dire que l’on peut différentier terme à terme. (Ici c’est A qui est dans Bp0, Rq)
(2) La convergence de la somme 17.307 est absolue.
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(3) La convergence de la somme 17.307 est normale sur tout compact.
(4) La fonction f est de classe C1 sur Bp0, Rq, c’est à dire que la fonction A ÞÑ dfA est continue.

Notons que dfA n’est pas tout à fait une série entière. Cependant, en ce qui concerne les normes,
c’est tout comme si ça l’était.

Démonstration. Nous posons ukpAq “ akA
k, qui est une fonction de classe C8 et dont la différen-

tielle est donnée par

pdukqApUq “ d

dt

”
ukpA` tUq

ı
t“0

“ ak
d

dt

”
pA` tUqk

ı
t“0

; (17.308)

en distribuant le produit nous trouvons tout un tas de termes dont seuls ceux contenant exactement
une fois tU ne vont pas s’annuler. Étant donné que U etA ne commutent pas nous avons l’expression
un peu moche

pdukqApUq “
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l. (17.309)

En ce qui concerne la norme, nous regardons celle de pdukqA pour un A fixé ; c’est à dire que nous
en regardons la norme opérateur :

}pdukqA} “ sup
}U}“1

}
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l} ď
k´1ÿ

l“0
|ak|}A}l}A}k´1´l ď k|ak|}A}k´1. (17.310)

Pour donner la convergence nous considérons un nombre r tel que }A} ă r ă R, de telle sorte que
la suite panrnq soit bornée par un nombre M et que nous puissions écrire

}pdukqA} ď k|ak|}A}k´1 “ k|ak|}A}k
}A} “ k|ak|

}A} r
k

ˆ}A}
r

˙k
ď M

}A}k
ˆ}A}

r

˙k
, (17.311)

dont la série converge. Nous avons donc convergence absolue de la série
8ÿ

k“0
pdukqA. (17.312)

Passons à la convergence normale sur tout compact. Nous nous fixons r ă R et nous nous intéres-
sons à la norme de duk sur Bp0, rq, c’est à dire

}duk}8 “
ÿ

xPBp0,rq
}pdukqA}. (17.313)

Vu que Bp0, rq est compact, ce supremum est un maximum et nous pouvons noter Ak la matrice
qui le réalise. Nous réalisons alors les mêmes manipulations que pour (17.311) :

}duk}8 “ }pdukqAk} ď k|ak|}Ak}k´1 ď k|ak|rk´1 “ 1
r
k|ak|rk. (17.314)

Nous prenons maintenant r ă r0 ă R etM , un majorant de panrn0 q, de telle sorte qu’en multipliant
et divisant par rk0 ,

}duk}8 ď k|ak|rk0
r

rk

rk0
ď kM

r

ˆ
r

r0

˙k
, (17.315)

dont la série converge. Nous avons donc convergence normale sur tout compact. Par voie de fait
conséquences nous avons continuité de la série

8ÿ

k“0
pdukqA (17.316)

et convergence vers dfA par le théorème 17.24.
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Proposition 17.98.
Si le rayon de convergence de la série upAq “ ř8

k“0 akA
k est R, alors

(1) elle converge normalement sur tout compact de Bp0, Rq ;
(2) la fonction u y est de classe C8.

Démonstration. Nous posons
uk : Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ akA
k

(17.317)

qui est évidemment une fonction de classe C8. Nous étudions la je différentielle en m, pour k ą j
(dans une série, nous ne nous intéressons pas aux premiers termes). La je différentielle appliquée
à v1 appliquée à v2, etc s’exprime de la façon suivante :

pdjukqmpv1, . . . , vjq “ d

dt1
. . .

d

dtj

´
ukpm` t1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tjvjq

¯
ti“0

. (17.318)

Dans le produit pm` t1v1`¨ ¨ ¨` tjvjqk, seuls les termes contenant exactement une fois chacun des
ti ne s’annulera pas après avoir fait la dérivée et évalué en ti “ 0. Combien de termes cela fait ?
Parmi les k facteurs, il faut en placer j qui ne sont pas m (cela fait

`
k
j

˘
possibilités), et puis il faut

ordonner ces j termes, cela fait encore j! possibilités. Au final,

}pdjukqm} ď |ak|
ˆ
k

j

˙
j!}m}k´j “ |ak|P pkq}m}k´j (17.319)

où P pkq “ k!
pk´jq! est un polynôme de degré j.

Afin d’étudier la convergence normale sur tout compact de la série des djuk, nous considérons
r ă r0 ă R et nous allons prouver la convergence normale sur Bp0, rq. Vu que c’est un compact, il
existe une matrice mk P Bp0, rq telle que

}djuk}8 “ }pdjukqmk} (17.320a)
ď |ak|P pkq}mk}k´j (17.320b)
ď |ak|P pkqrk´j (17.320c)

“ |ak|P pkq
rj

rk (17.320d)

“ |ak|r
k
0P pkq
rj

ˆ
r

r0

˙k
(17.320e)

ď M

rj
P pkq

ˆ
r

r0

˙k
(17.320f)

oùM est un majorant de anrn. Vu que r0{r ă 1, la somme sur k converge et nous avons convergence
normale sur tout compact de

dj
8ÿ

k“0
akA

k “
8ÿ

k“0
djpakAkq (17.321)

avec un peu d’abus de notation.

17.10 Exponentielle de matrices

Proposition 17.99.
Toute matrice inversible complexe est une exponentielle.
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Démonstration. Soit A P GLpn,Cq ; nous allons donner une matrice B P Mpn,Cq telle que A “
exppBq. D’abord remarquons qu’il suffit de prouver le résultat pour une matrice par classe de
similitude. En effet si A “ exppBq et si M est inversible alors

exppMBM´1q “
ÿ

k

1
k!pMBM´1qk (17.322a)

“
ÿ

k

1
k!MBkM´1 (17.322b)

“M exppBqM´1. (17.322c)

Donc MAM´1 “ exppMBM´1q. Nous pouvons donc nous contenter de trouver un logarithme
pour les blocs de Jordan. Nous supposons donc que A “ p1`Nq avec Nm “ 0. En nous inspirant
de (17.255), nous posons 24

Dptq “ tN ´ t2

2 N
2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qm tm´1

m´ 1N
m´1 (17.323)

et nous allons prouver que eDp1q “ 1`N . Notons que N étant nilpotente, cette somme ainsi que
toutes celles qui viennent sont finies. Il n’y a donc pas de problèmes de convergences dans cette
preuve (si ce n’est les passages des équations (17.322)).

Nous posons Sptq “ eDptq (la somme est finie), et nous avons

S1ptq “ D1ptqeDptq (17.324)

Afin d’obtenir une expression qui donne S1 en termes de S, nous multiplions par p1 ` tNq en
remarquant que p1` tNqD1ptq “ N nous avons

p1` tNqS1ptq “ NSptq. (17.325)

En dérivant à nouveau,
p1` tNqS2ptq “ 0. (17.326)

La matrice p1` tNq est inversible parce que son noyau est réduit à t0u. En effet si p1` tNqx “ 0,
alors Nx “ ´1

tx, ce qui est impossible parce que N est nilpotente. Ce que dit l’équation (17.326)
est alors que S2ptq “ 0. Si nous développons Sptq en puissances de t nous nous arrêtons au terme
d’ordre 1 et nous avons

Sptq “ Sp0q ` tS1p0q “ 1` tD1p0q “ 1` tN. (17.327)

En t “ 1 nous trouvons Sp1q “ 1 ` N . La matrice Dp1q donnée est donc bien un logarithme de
1`N .

17.10.1 Diagonalisabilité d’exponentielle

Proposition 17.100 ([48]).
Si A PMpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A est diagonalisable si et seulement si
eA est diagonalisable.

Démonstration. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible M telle que D “
M´1AM soit diagonale (c’est la définition 11.149). Dans ce cas nous avons aussi pM´1AMqk “
M´1AkM et donc M´1eAM “ eM

´1AM “ eD qui est diagonale.
La partie difficile est donc le contraire.

24. Le logarithme d’un nombre n’est pas encore définit à ce moment, mais cela ne nous empêche pas de poser une
définition ici pour une application des réels vers les matrices.
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Qui est diagonalisable et comment ? Nous supposons que eA est diagonalisable et nous
écrivons la décomposition de Dunford (théorème 11.206) :

A “ S `N (17.328)
où S est diagonalisable, N est nilpotente, rS,N s “ 0. Nous avons besoin de prouver que
N “ 0.
Les matrices A est S commutent ; en passant au développement nous en déduisons que A
et eS commutent, puis encore en passant au développement que eA et eS commutent. Vu
que S est diagonalisable, eS l’est et par hypothèse eA est également diagonalisable. Donc
eA et e´S sont simultanément diagonalisables par la proposition 11.155.
Étant donné que A et S commutent, nous avons eN “ eA´S “ eAe´S , et nous en dé-
duisons que eN est diagonalisable vu que les deux facteurs eA et e´S sont simultanément
diagonalisables.

Unipotence Si r est le degré de nilpotence de N , nous avons

eN ´ 1 “ N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! . (17.329)

Donc

peN ´ 1qk “
ˆ
N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q!
˙k

(17.330)

où le membre de droite est un polynôme en N dont le terme de plus bas degré est de degré
k. Donc peN ´ 1q est nilpotente et eN est unipotente.
SiM est la matrice qui diagonalise eN , alors la matrice diagonaleM´1eNM est tout autant
unipotente que eN elle-même. En effet,

pM´1eNM ´ 1qr “
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kM´1peN qkM (17.331a)

“M´1

˜
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kpeN qk

¸
M (17.331b)

“M´1peN ´ 1qrM (17.331c)
“ 0. (17.331d)

La matrice M´1eNM est donc une matrice diagonale et unipotente ; donc M´1eNM “ 1,
ce qui donne immédiatement que eN “ 1.

Polynômes annulateurs En reprenant le développement (17.329) sachant que eN “ 1, nous
savons que

N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! “ 0. (17.332)

Dit en termes pompeux (mais non moins porteurs de sens), le polynôme

QpXq “ X ` X2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` Xr´1

pr ´ 1q! (17.333)

est un polynôme annulateur de N .
La proposition 11.119 stipule que le polynôme minimal d’un endomorphisme divise tous
les polynômes annulateurs. Dans notre cas, Xr est un polynôme annulateur et donc le
polynôme minimal de N est de la forme Xk. Donc il est Xr lui-même.
Nous avons donc Xr � Q. Mais Q est un polynôme contenant le monôme X donc Xr ne
peut diviser Q que si r “ 1. Nous en concluons que X est un polynôme annulateur de N .
C’est à dire que N “ 0.

Conclusion Vu que Dunford 25 dit que A “ S `N et que nous venons de prouver que N “ 0,
nous concluons que A “ S avec S diagonalisable.

25. Théorème 11.206.
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17.11 Étude d’asymptote
Lorsqu’une fonction tend vers l’infini pour x Ñ 8, une question qui peut venir est : à quelle

vitesse tend-t-elle vers l’infini ?
Il est « visible » que la fonction logarithme ne tend pas très vite vers l’infini : certes

lim
xÑ8 lnpxq “ `8, (17.334)

mais par exemple lnp100000q » 11.5 tandis que e100000 » 1043429. Sans contestations possibles,
l’exponentielle croit plus vite que le logarithme.

Soient f et g deux fonctions dont la limite xÑ8 est 8. Si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 0 (17.335)

nous disons que g tend vers 8 plus vite que f ; si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 8 (17.336)

nous disons que f tend vers 8 plus vite que g, et si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ a P R (17.337)

avec a ‰ 0 alors nous disons que f tend vers l’infini à la même vitesse que agpxq.
Exemple 17.101
La fonction x ÞÑ x2 tend vers l’infini plus vite que la fonction x ÞÑ ?

x. 4

Dans cette section nous allons nous contenter de déterminer les fonctions qui tendent vers l’infini
aussi vite qu’une droite oblique, que nous appellons asymptote et que nous voulons déterminer.

Exemple 17.102
Déterminer les asymptotes obliques (s’ils existent) de la fonction

fpxq “ e1{xa1` 4x2. (17.338)

Tout d’abord nous remarquons que limxÑ8 fpxq “ 8. Nous sommes donc en présence d’une
branche du graphe qui tend vers l’infini. Ensuite,

lim
xÑ8

fpxq
x

“ lim
xÑ8 e

1{x
c

1
x2 ` 4 “ 2. (17.339)

Donc le graphe de f tend vers l’infini à la même vitesse que le graphe de la fonction y “ 2x. Nous
aurons donc une asymptote oblique de coefficient directeur 2. De façon imagée, nous pouvons
penser que le graphe de f et celui de y “ 2x sont presque parallèles si x est assez grand. Afin de
déterminer l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, il nous reste à voir quelle est la « distance » entre
le graphe de f et celui de y “ 2x :

lim
xÑ8 fpxq ´ 2x “ lim

xÑ8 e
1{xa1` 4x2 ´ 2x. (17.340)

Cette limite a été calculée dans l’exemple 17.95 et vaut 2.
Nous concluons que le graphe de la fonction f admet l’asymptote

y “ 2x` 2. (17.341)

4
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17.12 Développement en série

17.12.1 Série génératrice d’une suite

Soit un une suite telle que le rayon de convergence de

fpzq “
8ÿ

n“0
unz

n (17.342)

soit strictement positif. Alors la série f est la série génératrice de la suite punq.
Grâce au théorème 17.43 nous pouvons la dériver terme à terme autour de z “ 0. En utilisant

la petite formule (17.114) nous trouvons

f plqpzq “
8ÿ

n“l
un

n!
pn´ lq!z

n´l, (17.343)

et donc
ul “ f plqp0q

l! . (17.344)

D’où le nom de série génératrice. Cela est évidemment intéressant seulement si nous connaissons
une autre forme pour f par ailleurs.

Nous en utiliserons une pour déterminer les partitions d’un nombre en parts fixes, proposi-
tion 29.45.

17.12.2 Développement en série et Taylor

Définition 17.103.
Soit une fonction f : C Ñ C et z0 P C. Nous disons que f est développable en série entière
dans un voisinage de z0 s’il existe une série

ř
n anz

n de rayon de convergence R ą 0 et r ď R tel
que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (17.345)

pour tout z P Bpz0, rq.
Proposition 17.104.
Si V est un ouvert dans C alors l’ensemble des fonctions V Ñ C développables en série entière
forme une C-algèbre.

Démonstration. Les séries entières passent aux sommes et aux produits en gardant des rayons de
convergence non nuls.

Proposition 17.105.
Si f est développable en série entière à l’origine alors elle est C8 sur un voisinage de l’origine et
le développement est celui de Taylor :

fpxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (17.346)

pour tout x dans un voisinage de 0.

Démonstration. Si fpxq “ ř
anx

n, nous savons que f est C1 et que nous pouvons dériver terme
à terme (au moins dans un voisinage). De plus le fait de dériver ne change pas le domaine. Par
récurrence, la fonction est C8 sur le voisinage. En dérivant k fois la série

ř
anx

n nous trouvons

f pkqpxq “
8ÿ

n“k
npn´ 1q . . . pn´ k ` 1qanxn´k. (17.347)
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En calculant en x “ 0 nous trouvons
f pkqp0q “ k!ak, (17.348)

d’où le terme général

ak “ f pkqp0q
k! . (17.349)

Si f est une fonction et si la série

Tf pxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (17.350)

converge, alors cette série est la série de Taylor de f .

Remarque 17.106.
La série de Taylor d’une fonction n’est pas liée à sa fonction de façon aussi raide qu’on pourrait le
croire. Même dans le cas d’une fonction C8 il peut arriver que Tf pxq ‰ fpxq.

Il peut aussi arriver que f ne soit pas développable en série entières.

Exemple 17.107
Nous considérons la fonction

fpxq “
#
e´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(17.351)

Nous avons

f 1pxq “
#

2
x3 e

´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(17.352)

Note : pour la seconde ligne nous devons faire explicitement le calcul

f 1p0q “ lim
tÑ0

fptq ´ fp0q
t

“ lim
tÑ0

1
t
e´1{t2 “ 0. (17.353)

Plus généralement nous avons f pkqp0q “ 0, et par conséquent la série de Taylor converge (triviale-
ment) vers la fonction identiquement nulle.

Cette fonction n’est donc pas développable en série entière vu qu’il n’existe aucun voisinage de
zéro sur lequel la série de f coïncide avec f . 4

Exemple 17.108
Développement de fpxq “ arctanpxq. Nous savons que

f 1pxq “ 1
1` x2 , (17.354)

alors que nous connaissons le développement

1
1´ x “

8ÿ

n“0
xn (17.355)

pour tout x P Bp0, 1q. Nous avons donc successivement
1

1` x “
ÿ

n“0
p´xqn (17.356a)

1
1` x2 “

ÿ

n“0
p´1qnx2n (17.356b)

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 ` C. (17.356c)
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Notons que dans la dernière nous avons évité d’écrire la somme depuis n “ 0 (qui serait un terme
constant) et nous avons écris explicitement « `C ». Étant donné que arctanp0q “ 0, nous devons
poser C “ 0 et donc

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 . (17.357)

4

17.12.3 Resommer une série

Nous avons vu comment trouver la série correspondant à une fonction donnée. Un exercice
difficile consiste à trouver la fonction qui correspond à une somme donnée.

17.12.3.1 Les sommes du type
ř
n P pnqxn

Pour calculer 8ÿ

n“0
P pnqxn (17.358)

où P est un polynôme de degré m nous commençons par écrire

P pnq “ α0 ` α1pn` 1q ` α2pn` 1qpn` 2q ` ¨ ¨ ¨ ` αmpn` 1q . . . pn`mq. (17.359)

Nous décomposons alors la somme en m sommes de la forme

8ÿ

n“0
αk
pn` kq!
n! xn “ αk

˜ 8ÿ

n“0
xn`k

¸pkq
. (17.360)

Effectuons par exemple
8ÿ

n“0
xn`3 “ 1

1´ x ´ 1´ x´ x2 (17.361)

Notons que dans un usage pratique, ce terme devra être ensuite dérivé trois fois, de telle manière
que les termes « correctifs » n’interviennent pas. Cette méthode ne demande donc que de calculer
les dérivées successives de 1{p1´ xq.
Exemple 17.109
Calculons la fonction

fpxq “
8ÿ

n“0
n3xn. (17.362)

D’abord nous écrivons

n3 “ ´1` 7pn` 1q ´ 6pn` 1qpn` 2q ` pn` 1qpn` 2qpn` 3q. (17.363)

Nous avons
8ÿ

n“0
pn` 1qxn “

˜ 8ÿ

n“0
xn`1

¸1
“

ˆ
1

1´ x ´ 1
˙1
“ 1
px´ 1q2 . (17.364)

De la même façon,
ÿ

n

pn` 1qpn` 2qxn “
´ÿ

xn`2
¯2 “ ´2

px´ 1q3 (17.365a)

ÿ

n

pn` 1qpn` 2qpn` 3qxn “ 6
px´ 1q4 . (17.365b)
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En remettant tout ensemble nous obtenons
8ÿ

n“0
n3xn “ ´ 1

1´ x `
7

px´ 1q2 `
12

px´ 1q3 `
6

px´ 1q4 . (17.366)

Nous pouvons vérifier ce résultat en traçant les deux courbes et en remarquant qu’elles coïn-
cident.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: n=var(’n’)
sage: S(x)=sum( [ n**3*x**n for n in range(0,30) ] )
sage: f(x)=-1/(1-x)+7/((x-1)**2)+12/((x-1)**3)+6/( (x-1)**4 )
sage: S(0.1)
0.214906264288980
sage: f(0.1)
0.214906264288981
sage: f.plot(-0.5,0.5)+S.plot(-0.5,0.5)

4

17.12.3.2 Les sommes du type
ř
n x

n{P pnq
Si P pnq a des racines entières, nous pouvons le décomposer en fractions simples et utiliser la

somme 8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq. (17.367)

Nous avons par exemple
8ÿ

n“0

xn

n` 1 “
1
x

ÿ

n“0

xn`1

n` 1 (17.368a)

“ 1
x

8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq

x
. (17.368b)

Notez le changement de point de départ de la somme au passage.
Autre exemple :

8ÿ

n“0

xn

n` 3 “
1
x3

˜ 8ÿ

n“1

xn

n
´ x´ x2

2

¸
(17.369a)

“ ´ lnpx´ 1q
x3 ´ 1

x2 ´
1

2x. (17.369b)

Si le polynôme possède des racines non entières, les choses se compliquent.

Exemple 17.110
Calculons 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 . (17.370)

Si x ě, en posant t “ ?x nous trouvons
8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1
t

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (17.371)
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Étudions
Hptq “

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (17.372)

Nous avons
H 1ptq “

8ÿ

n“0
t2n “

ÿ

n“0
pt2qn “ 1

1´ t2 . (17.373)

Une primitive de cette fonction est
1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (17.374)

En t “ 0, cette fonction vaut 0 qui est la bonne valeur. Donc nous avons bien

Hptq “ 1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (17.375)

Notons que ce que l’équation (17.373) nous dit est que Hptq est une primitive de 1{p1´ t2q. Il
faut choisir la bonne primitive en fixant une valeur.

Nous avons donc 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1

2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ̌
?
x` 1?
x´ 1

ˇ̌
ˇ̌ (17.376)

pour x ą 0. Nous devons encore trouver ce que cela vaut pour x ă 0.
Nous posons successivement X “ ´x puis gpXq “ fp´Xq. Ce que nous devons calculer est

gptq “ 1
t

8ÿ

n“0

p´1qnt2n`1

2n` 1 . (17.377)

Si nous posons

hptq “
ÿ p´1qnt2n`1

2n` 1 , (17.378)

alors
h1ptq “

ÿ
p´1qnt2n “

ÿ
p´t2qn “ 1

1` t2 , (17.379)

par conséquent hptq “ arctanptq (cela avait déjà été déduit à l’envers dans l’exemple 17.108).
Au final

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “

$
’’&
’’%

1
2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ
?
x`1?
x´1

ˇ̌
ˇ si x ą 0

arctanp?´xq?´x si x ă 0
1 si x “ 0.

(17.380)

Notons qu’elle est continue en zéro à gauche et à droite.

4

Exemple 17.111
Nous considérons l’exemple suivant :

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

3n` 2 . (17.381)

Nous posons t “ 3
?
x, et nous substituons :

xn

3n` 2 “
t3n

3n` 2 “
1
t2
t3n`2

3n` 2 . (17.382)

Nous devons étudier la fonction
gptq “

8ÿ

n“0

t3n`2

3n` 2 (17.383)
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Nous avons
g1ptq “

ÿ

n“0
t3n`1 “ t

ÿ

n“0
t3n “ t

1´ t3 . (17.384)

Notons que gp0q “ 0. 4

Exemple 17.112
Calculer le nombre 8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 . (17.385)

Nous aurions envie de dire que cela est fp´1q pour la fonction f donnée en (17.380). Le problème
est que le rayon de convergence de f étant 1, rien n’est garantit quand au fait que la fonction y
soit continue en x “ ´1. En particulier nous devons justifier le fait que

lim
xÑ´1

ÿ

n

xn

2n` 1 “ lim
xÑ´1

1?´x arctanp?´xq. (17.386)

Ce qui nous sauve est le critère d’Abel radial (théorème 17.39). En effet la série
ÿ rn

2n` 1 (17.387)

étant convergente avec r “ ´1, la série correspondante est continue sur r´1, 0s. Nous pouvons
donc calculer la série (17.385) en posant x “ ´1 dans (17.380) :

8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 “

π

4 . (17.388)

Note : la série (17.387) ne converge pas avec r “ 1. La fonction f n’est pas continue en x “ 1.
4

Exemple 17.113
Nous avons 8ÿ

n“1
nxn´1 “ 1

p1´ xq2 . (17.389)

En effet si nous désignons par f la somme à gauche, nous trouvons que f “ g1 avec

gpxq “
8ÿ

n“1
xn. (17.390)

Nous savons par ailleurs que gpxq “ 1{p1´ xq. Par conséquent

fpxq “
ˆ

1
1´ x

˙1
“ 1
p1´ xq2 . (17.391)

4

17.12.3.3 Sage, primitives et logarithme complexe

17.114.
Attention : Sage pourrait nous induire en erreur si nous n’y prenions pas garde. En effet ce que
vous ne savez pas mais que Sage sait, c’est que

lnp´1q “ iπ. (17.392)

Par conséquent Sage se permet de donner des primitives sans valeurs absolues dans le logarithme :
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sage: f(x)=1/x
sage: f.integrate(x)
x |--> log(x)

La primitive à laquelle on s’attend d’habitude est lnp|x|q. Ici la réponse est correcte parce que si x
est négatif nous avons

lnpxq “ ln
`p´1q|x|˘ “ lnp´1q ` lnp|x|q. (17.393)

Cette fonction est donc décalée de la primitive usuelle seulement de la constante lnp´1q.
Un exemple plus élaboré :

sage: h(x)=1/(1-x**2)
sage: H=h.integrate(x)
sage: H
x |--> -1/2*log(x - 1) + 1/2*log(x + 1)
sage: H(0)
-1/2*I*pi

Exemple 17.115
Encore une fois il faut faire attention en demandant la primitive à Sage :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=x/(1-x**3)
sage: F=f.integrate(x)
sage: F(0)
-1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3))

Cette fois la primitive proposée diffère de celle qu’on cherche de la constante complexe

´ π

3 i. (17.394)

Mais il y a pire si nous voulons tracer. Nous voudrions définir la fonction F2pxq “ F pxq ´ F p0q.
Mathématiquement c’est bien de cette fonction que nous parlons, mais :

sage: F2(x)=F(x)-F(0)
sage: F2(x)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*(2*x + 1)*sqrt(3)) +

+1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 1/3*log(x - 1) + 1/6*log(x^2 + x + 1)
sage: F2.plot(x,-0.1,0.1)
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

WARNING: When plotting, failed to evaluate function at 200 points.
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

Last error message: ’unable to simplify to float approximation’

Il refuse de tracer. Pourquoi ? La partie complexe de l’expression de F2 est mathématiquement
nulle, mais elle est en deux parties :

π

3 ` la partie imaginaire de´ 1
3 lnpx´ 1q. (17.395)

Lorsque Sage tente de tracer, il donne à x un certain nombre de valeurs et calcule une valeur
approchée de lnpx´1q. Cette dernière ne se simplifie pas avec le nombre exact π{3. Sage reste donc
avec une partie imaginaire qu’il ne peut pas tracer.

Notez la nuance :
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sage: ln(-0.1)
-2.30258509299405 + 3.14159265358979*I
sage: ln(-1/10)
I*pi + log(1/10)

Du coup nous avons aussi

sage: F2(-0.1)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(0.266666666666667*sqrt(3))

+ 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 0.0474885065133152 - 1.04719755119660*I

4

17.12.3.4 Nombres de Bell

Ici nous montrerions bien le théorème 17.125 sur les nombres de Bell parce que c’est essentiel-
lement un résultat sur les séries entières et leurs manipulations. Hélas, il demande un tout petit
peu d’équation différentielle (presque rien). Donc il est postposé jusqu’en page 940.

17.13 Séries entières de matrices

Nous nous proposons d’étudier des séries de la forme

8ÿ

k“0
akA

k (17.396)

où A est une matrice. L’essentiel de la théorie va rester. Nous considérons une norme algébrique
(définition 12.12), c’est à dire }AB} ď }A}}B}.

17.13.1 Rayon de convergence

La notion de rayon de convergence de cette série reste la même : c’est la définition 17.26 qui ne
dépend que des coefficients ak et pas du tout de ce qu’on met à côté dans la somme. Évidemment
il faudra montrer que dans le cas des matrices, le nom « rayon de convergence » n’est pas usurpé.

Proposition 17.116.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et A P Mpn,Rq une matrice vérifiant
}A} ă R. Alors la série

8ÿ

k“0
akA

k (17.397)

converge absolument, c’est à dire que
ř
k }akAk} ă 8.

Démonstration. Nous avons les majorations

}anAn} ď |an|}An} ď |an|}A}n. (17.398)

Par hypothèse }A} ă R et R est un supremum, donc il existe r tel que }A} ă r ă R avec panrnq
borné. Nommons M un majorant de la suite panrnq. Alors nous avons

}AnAn} ď |an|rn }A}
n

rn
ďM

ˆ}A}
r

˙n
. (17.399)

La série du membre de droite converge parce que c’est une série géométrique de raison plus petite
que 1 ; voir l’exemple 12.69.
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17.13.2 Convergence et rayon spectral

Le concept de rayon spectral permet aussi de donner des informations sur la convergence de
séries de matrices. Pour rappel le rayon spectral d’une matrice est le maximum du module de ses
valeurs propres (définition 12.13). Le rayon spectral de la matrice A est noté ρpAq.

La proposition suivante sera redémontrée indépendamment dans le théorème 17.118.

Proposition 17.117 ([48]).
Si A PMpn,Cq est telle que ρpAq ă 1, alors An Ñ 0.

Démonstration. Nous nous plaçons dans une base des espaces caractéristiques 26 de A, c’est à dire
que nous supposons que la matrice A a la forme

A “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚ (17.400)

où les λi sont les valeurs propres de A et les Ni sont nilpotentes. En effet nous savons que l’espace
caractéristique Fλi est l’espace de nilpolence de A ´ λi1. Si nous notons Ai la restriction de A à
cet espace, la matrice Ni “ Ai ´ λi1 est nilpotente. Du coup Ai “ λI1`Ni et nous avons bien la
décomposition (17.400).

Nous avons donc An Ñ 0 si et seulement si pNi`λi1qn Ñ 0 pour tout i. Soit donc N nilpotente
et λ ă 1 (parce que nous savons que toutes les valeurs propres de A sont inférieures à un). Nous
avons

pλ1`Nqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk “

r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk. (17.401)

Nous voyons que le nombre de termes dans la somme ne dépend pas de n. De plus pour chacun de
termes, la puissance de N ne dépend pas non plus de n. Le terme

ˆ
n

k

˙
λn´k ď P pnqλn´k (17.402)

où P est un polynôme tend vers zéro lorsque n devient grand parce que c’est une cas polynôme
fois exponentielle.

Théorème 17.118 (Thème 40[149]).
Soit A PMpn,Kq (K “ R ou C). Les affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) limkÑ8Ak “ 0
(2) ρpAq ă 1
(3)

ř8
k“0A

k converge.
Dans le cas où ces conditions sont vérifiées, nous avons aussi

— 1´A est inversible,
—

ř8
k“0A

k “ p1´Aq´1

Démonstration. Nous supposons qu’une norme est donnée surKn et nous considérons surMpn,Kq
la topologie associée à la norme subordonnée 27. Nous subdivisons la preuves en différentes impli-
cations.
(1) implique (2) Si ρpAq ď 1, en combinant la proposition 12.18 avec la proposition 12.20,

nous avons
}Am} ě `

ρpAq˘m ě 1 (17.403)

Mais la limite Ak Mpn,KqÝÑ 0 signifie la limite }Ak} RÝÑ 0. Le fait que tous les éléments de la
suite soient plus grand que 1 empêche cette limite.

26. Voir le théorème 11.205
27. Si on parle de convergence d’une suite, c’est qu’il y a une topologie quelque part.
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(2) implique (1) Vu que ρpAq ă 1, il existe ε ą 0 tel que ρpAq ` ε ă 1. Par le lemme 12.19 il
existe une norme N sur Mpn,Kq telle que NpAq ď ρpAq ` ε ă 1. Notons que cette norme
N dépend de A et de ε.
Avec cette norme nous avons

NpAkq ď NpAqk RÝÑ 0. (17.404)

Cela signifie que Ak NÝÑ 0. L’équivalence entre toutes les normes sur Mpn,Kq donne alors
la convergence Ak }.}ÝÑ 0.
Pour une preuve alternative de cette implication, voir la proposition 17.117.

(3) implique (1) La convergence d’une série implique que la norme du terme général converge
vers zéro par la proposition 12.61. Nous avons donc }Ak} Ñ 0, ce qui signifie Ak Ñ 0, et
donc ρpAq ă 1 parce que (1) implique (2).

ρpAq ă 1 implique 1´A est inversible Si µ est une valeur propre de 1´A alors

det
`p1´Aq ´ µ1˘ “ det

`
A´ p1´ µq1˘, (17.405)

donc 1´ µ est une valeur propre de A. Donc les valeurs propres de 1´A sont les nombres
1´ λi où les λß sont les valeurs propres de A. Par hypothèse, nous avons λi ă 1 pour tout
i, donc les valeurs propres de 1´ A sont toutes non nulles. Donc 1´ A est inversible (pas
de noyau).

Le reste Nous montrons à présent que si ρpAq ă 1 alors
ř8
k“0A

k converge vers 1 ´ A. Pour
cela nous savons déjà que 1´A est inversible. Nous posons

Bm “ 1`A` . . .`Am, (17.406)

ce qui donne immédiatement ABm “ A`A2 ` . . .`Am`1. Nous avons donc

p1´AqBm “ 1´Am`1. (17.407)

Nous savons que limmÑ0Am “ 0, donc

p1´Aq
8ÿ

k“0
Ak “ lim

kÑ8p1´AqBk “ lim
kÑ8p1´A

k`1q “ 1. (17.408)

Notez au passage que nous avons permuté la somme avec le produit matriciel (voir 12.3.3).

17.13.3 Exponentielle et logarithme de matrice

La définition de l’exponentielle dans le cas des matrices est celle sur les algèbres normées non
commutatives, 17.60.

Proposition 17.119.
L’application

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0

Ak

k!
(17.409)

est une application de classe C8. Sa différentielle en zéro est l’identité : pd expq0 “ Id.

Démonstration. En ce qui concerne la continuité, nous savons que le rayon de convergence de la
suite 1

k! est infini ; la proposition 17.98 conclu.
Pour la différentielle, c’est la proposition 17.97 qui nous permet d’écrire

d exp0pUq “
d

dt

”
expptUq

ı
t“0

“ d

dt

” 8ÿ

k“0

tkUk

k!

ı
t“0

“
8ÿ

k“0

ktk´1Uk

k!

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“0

“ U (17.410)

parce que seul le terme k “ 1 n’est pas nul.
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Nous avons vu par la proposition 17.99 que toute matrice complexe inversible a un logarithme.
Nous allons maintenant parler de logarithme de matrices réelles avec une condition sur la norme.
La formule ci-dessous montre explicitement que le logarithme est réel.

ln : tA PMpn,Rq tel que }A´ 1} ă 1u ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
p´1qk pA´ 1q

k`1

k ` 1 .
(17.411)

Lemme 17.120.
Si }m} ă 1 dans Mpn,Rq, alors nous posons

lnp1`mq “
8ÿ

k“0
p´1qkm

k`1

k ` 1 . (17.412)

Cette fonction a les propriétés suivantes.
(1) Elle est de classe C8.
(2) Elle est un bon logarithme au sens où

elnp1`mq “ 1`m. (17.413)

(3) Elle vérifie l’approximation
lnp1`mq “ m` σpmq (17.414)

où σ a la propriété que
lim
kÑ8 kσ

´m
k

¯
“ 0. (17.415)

Démonstration. Le rayon de convergence de la suite ak “ p´1qk
k`1 est 1. Donc l’application donnée

est C8 sur Bp0, 1q par le théorème 17.98.
D’après la formule (17.412) nous avons

σpmq “
8ÿ

l“1
p´1qlm

l`1

l ` 1 . (17.416)

Nous avons alors

kσpm
k
q “

8ÿ

l“1
p´1ql ml`1

klpl ` 1q , (17.417)

et donc

}kσpm
k
q} ď

8ÿ

l“1

}m}l`1

klpl ` 1q ď
1
k

8ÿ

l“1

}m}l`1

l ` 1
kÑ8Ñ 0 (17.418)

Cela prouve la dernière assertion.

Proposition 17.121.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. Nous considérons la fonction

f : RÑ EndpV q
t ÞÑ etA.

(17.419)

Cette fonction vérifie
f 1ptq “ `

etA
˘1 “ AetA. (17.420)
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Démonstration. Si nous posons fkptq “ tkAk

k! alors la fonction f est la somme : f “ ř8
k“0 fk. Nous

allons permuter la somme et la dérivation à l’aide du théorème 17.24. Vu que

f 1kptq “
ktk´1Ak

k! , (17.421)

la suite suite des dérivées converge normalement sur R, nous pouvons dériver terme à terme pour
obtenir

´ 8ÿ

k“0
tk
Ak

k!

¯
“

8ÿ

k“0
ktk´1A

k

k! “
8ÿ

k“1
ktk´1A

k

k! “ A
8ÿ

k“1

Ak´1tk´1

pk ´ 1q! “ AetA. (17.422)

Notez le jeu au niveau du point départ de la somme : elle passe de 0 à 1 parce que le terme zéro
est nul, mais la simplification k

k! “ 1
pk´1q! n’a pas de sens pour k “ 0.

Lemme 17.122 ([228]).
Soit A P EndpV q où V est un espace vectoriel réel de dimension finie. Si nous notons λi (i “
1, . . . , r) les valeurs propres distinctes de A alors il existe un polynôme P P RrXs tel que

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq. (17.423)

Démonstration. Le polynôme caractéristique de A se note, d’après le corollaire 11.166 de la façon
suivante :

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (17.424)

où mi est la multiplicité de la valeur propre λi. Le lemme des noyaux 11.111 nous dit qu’en posant

Vi “ kerpA´ λi1qmi (17.425)

nous avons V “ Àr
i“1 Vi. Nous nommons pi : V Ñ V la projection canonique de E sur Vi ainsi

que xi la composante de x P V dans l’espace caractéristique Vi et nous posons Ai “ pi ˝ A. Les
espaces caractéristiques sont stables par A (lemme 11.203), donc pAxiqi “ Axi. Par conséquentř
iAipi “ A parce que

`ÿ

i

piApi
˘pxq “

ÿ

i

pAxiqi “
ÿ

i

Axi “ A
ÿ

i

xi “ Ax. (17.426)

En ce qui concerne les puissances de A nous avons de même

Ani xI “ AiA
n´1
i xiloomoon
PVi

“ AAn´1
i xi “ Anxi, (17.427)

et donc
rÿ

i“1
Ani pi “ An. (17.428)

En particulier,
etA “

ÿ

i

etAipi. (17.429)

C’est de cette exponentielle de matrice que nous devons étudier la norme.
La décomposition de Dunford du théorème 11.206 est toujours un bon plan pour traiter avec

les exponentielles : nous avons A “ s` n avec

s “
ÿ

k

λkpk, n “
ÿ

k

pA´ λk1qpk. (17.430)
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Nous montrons que la décomposition de Dunford de piA est piA “ pis` pin. Nous avons
pis “

ÿ

k

λkpipk “ λipi (17.431)

qui est bien diagonalisable. De plus les espaces caractéristiques sont stables par n, donc pin est
nilpotent. Enfin ils commutent :

rpis, pins “ λippin´ pinpiq. (17.432)

Vu que n préserve les espaces caractéristiques, lorsque v P Vk avec k ‰ i nous avons pinpiv “ 0 et
pinv “ 0. Mais si v P Vi alors

pinpiv “ pinv “ nv (17.433)
et pinv “ nv, donc les opérateurs pin et pinpi sont égaux et (17.432) donne bien zéro. En ce qui
concerne l’exponentielle de Ai nous avons

epiA “ episepin “ eλipi exp
`pA´ λi1qpi

˘
. (17.434)

Nous pouvons maintenant sérieusement nous attaquer à la norme de etA de l’équation (17.429).
D’abord nous avons }pi} “ 1 parce que l’opérateur pi est l’identité sur au moins un vecteur (en
fait tout ceux de l’espace caractéristique Vi). En utilisant les propriétés de la norme opérateur 28,
nous trouvons dans un premier temps 29 :

}etA} ď
rÿ

i“1
}etAi} ď

rÿ

i“1
|etλi |

miÿ

k“0

|t|k
k! }A´ λi1i}

k

looooooooooomooooooooooon
“Pip|t|

(17.435)

où 1i est l’opérateur identité sur Vi. Petit détail dans le calcul :

}eλipi} ď
8ÿ

l“0

λli
k! }pi}

l “ eλi . (17.436)

Notons que tous les termes de Pip|t|q et Pi
`|t|˘ sont positifs, de telle sorte que nous pouvons majorer

en ajoutant des termes partout. À la place d’avoir Pip|t|q comme coefficient de |etλi | nous majorons
en mettant

řr
j“1 Pjp|t|q comme coefficient :

}etA} ď
rÿ

i“1
|etλi |Pi

`|t|˘ “
rÿ

i“1
|etλi |

rÿ

j“1
Pj
`|t|˘ “ P

`|t|˘
rÿ

i“1
etRepλiq. (17.437)

L’arrivée de la partie réelle est une égalité usuelle pour les nombres complexes : |ea`bi| “ ea|ebi| “
ea.

17.13.4 Calcul effectif de l’exponentielle d’une matrice

Nous reprenons l’exemple de [229]. Soit A une matrice dont le polynôme minimum s’écrit

P pXq “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. (17.438)

Par le théorème 11.111 de décomposition des noyaux nous avons

E “ kerpA´ 1q2 ‘ kerpA´ 2q. (17.439)

En suivant les notations de ce théorème nous avons P1pXq “ pX ´ 1q2, P2pXq “ X ´ 2 et

Q1pXq “ X ´ 2 (17.440a)
Q2pXq “ pX ´ 1q2. (17.440b)

28. Surtout le fait que ce soit une norme d’algèbre, lemme 12.17.
29. Si les valeurs propres de A sont λi, celles de tA sont tλi.
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Les polynômes Ri dont l’existence est assurée par le théorème de Bézout sont

R1pXq “ ´X
R2pXq “ 1.

(17.441)

Nous avons
R1Q1 `R2Q2 “ 1. (17.442)

Le projecteur pi sur kerPi est RiQi :

p1 “ ´ApA´ 2q “ projkerpu´1q2
p2 “ pA´ 1q2 “ projkerpu´2q .

(17.443)

Passons maintenant au calcul de l’exponentielle 30. Nous avons évidemment

eA “ eAp1 ` eAp2. (17.444)

Étant donné que p1 est le projecteur sur le noyau de pA´ 1q2, nous avons
eAp1 “ eeA´1p1 “ ep1 ` epu´ 1q1 “ ep1 “ ´AepA´ 2q. (17.445)

En effet eA´1p1 “ ř8
k“0pA´ 1qk ˝ p1. De la même façon nous avons

eAp2 “ e2eA´2p2 “ e2p2 “ e2pA´ 1q2. (17.446)

Au final,
eA “ ´AepA´ 2q ` e2pA´ 1q2. (17.447)

17.14 Lemme de Borel

17.14.1 Fonctions plateaux

Soient a ă b ă c ă d dans R. Nous voulons trouver une fonction f P C8pRq à valeurs positives
telle que

(1) fpxq “ 1 si x P rb, cs
(2) supppfq Ă ra, ds.
Nous commençons par l’exemple classique de fonction C8 qui n’est pas nulle partout :

ϕpxq “
#
e´1{x si x ą 0
0 sinon.

(17.448)

Il est facile de vérifier que ϕ est de classe C8 parce que limxÑ0` e
´1{x{P pxq “ 0 pour tout polynôme

P . De plus c’est une fonction qui vaut zéro sur s´8, 0s. Ensuite nous construisons la fonction

ψmpxq “ 1´
şx
0 ϕptqdtşm
0 ϕptqdt “

$
’&
’%

1 si x ă 0
0 si x ą m

positive si x P r0,ms.
(17.449)

Cette fonction est encore de classe C8. À partir de là nous considérons les fonctions

f1pxq “ ψd´cpx´ cq “

$
’&
’%

1 si x ă c

0 si x ą d

positive si x P rc, ds.
(17.450a)

f2pxq “ ψpb´ aqpb´ xq “

$
’&
’%

0 si x ă a

1 si x ą b

positive si x P ra, bs.
, (17.450b)

30. Définition 17.60. Thème 53
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et finalement la fonction suivante répond à la question des fonctions plateaux sur R :

fpxq “ f1pxqf2pxq. (17.451)

Une variation sur le même thème est l’existence de fonctions infiniment dérivables à support
compact, c’est à dire des fonctions dans C8c pRdq “ DpRdq. Ces espaces ne sont pas vides, par
exemple nous avons la fonction

ξpxq “
#
e´1{p1´|x|2q si x P Bp0, 1q
0 sinon.

(17.452)

17.14.2 Le lemme de Borel

Lemme 17.123 (Lemme de Borel[4]).
Soit panq une suite dans R. Il existe une fonction u P C8pRq telle que upkqp0q “ ak pour tout
k ě 0.

Démonstration. Soit ϕ P C8c pRq une fonction telle que ϕpxq “ 1 si |x| ď 1
2 et telle que supppϕq Ă

s´1, 1r.
Nous commençons par considérer une suite de réels strictement positifs pλkq dont nous fixerons

une valeur précise plus tard, et nous posons

fkpxq “ ϕpλkxqak
k! x

k. (17.453)

Nous allons étudier la convergence et les propriétés de upxq “ ř8
k“0 fkpxq.

Calculons (formellement) la medérivée de fk :

f
pmq
k pxq “ ak

k!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´lk ϕpm´lqpλkxqpxkqplq (17.454a)

“ ak

mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
λm´lk ϕpm´lqpλkxq xk´l

pk ´ lq! . (17.454b)

Notons que nous travaillons à m fixé et que nous ne nous intéressons qu’aux termes avec k assez
grand ; nous pouvons donc supposer k ě m. De toutes façons pour

řm
k“0 fk, on a la classe C8, et

la permutation de la somme avec tout ce qu’on veut. Vu que ϕ est continue à support compact
nous pouvons poser

Mm “ max
0ďjďm }ϕ

j}8 “ max
0ďjďmmax

xPR |ϕ
pjqpxq|. (17.455)

Nous continuons en nous fixant un x P R et un k ě m.
Si |x| ą 1

λk
, alors ϕpmqpλkxq “ 0 parce que λkx est strictement hors du support de ϕ qui est

s´1, 1r. Donc pour |x| ą 1
λk
.

Si par contre |x| ď 1
λk
, nous avons les majorations

|f pmqk pxq| ď |ak|
mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
|λk|m´l ϕpm´lqpλkxqloooooomoooooon

ďMm

1
pk ´ lq! |x|k´lloomoon

ďp1{λkqk´l
(17.456a)

ď |ak|Mm|λk|m´k 1
pk ´mq!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
(17.456b)

ď |ak|Mm|λk|m´k2m
pk ´mq! (17.456c)

“ |ak|Mm2m
pk ´mq!|λk|k´m (17.456d)
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où pour faire disparaître la somme de coefficients binomiaux, nous avons remarqué que
řm
l“0

`
m
l

˘

est le nombre total de termes dans le développement de pa ` bqm, c’est à dire 2m. Nous voulons,
pour m fixé, étudier la convergence de la somme de cela. Notons que le 2m n’a en particulier
strictement aucune importance parce qu’on travaille à m fixé.

Nous fixons maintenant la valeur des λk :

λk “ maxt|ak|, 1u. (17.457)

Avec cela, en nous souvenant que nous n’étudions que les termes k ą m, le dénominateur de
(17.456d) est réellement croissant en k, donc nous avons la majoration

|f pmqk pxq| ď Mm2m
pk ´mq! . (17.458)

Au final nous avons
}f pmqk }8 ď 2mMm

pk ´mq! . (17.459)

Et la somme de cela converge sans difficultés. Donc la série

upxq “
8ÿ

k“0
f
pmq
k pxq (17.460)

converge normalement et donc uniformément sur R. Nous pouvons alors permuter la somme et la
dérivation par le théorème 17.21. Donc

upmq “
8ÿ

k“0
f
pmq
k (17.461)

est continue. En particulier, pour évaluer en zéro, on peut faire

upmqp0q “
8ÿ

k“0
f
pmq
k p0q. (17.462)

Nous avons
fkpxq “ ϕpλkxqak

k! x
k. (17.463)

Pour calculer la dérivée en zéro, il suffit de la calculer sur un voisinage sur lequel ϕpλkxq est la
constante 1 ; un tel voisinage existe pour tout k. À ce moment le calcul est classique :

f
pmq
k pxq “

#
ak si k “ m

0 sinon.
(17.464)

Finalement nous avons bien
upmqp0q “

8ÿ

k“0
f
pmq
k p0q “ ak. (17.465)

Remarque 17.124.
Pour prouver le lemme de Borel, la première chose qui passe par la tête est la fonction toute simple

upxq “
8ÿ

k“0

ak
k! x

k. (17.466)

Évidemment si on calcule les dérivées successives de cette fonction, nous trouvons les bons résultats.
Le problème est la convergence. Rien qu’en prenant ak “ k!kk, la série ne converge pour aucun x
positif. L’idée de multiplier chacun de fk par une fonction plateau sur un petit intervalle autour
de zéro a plusieurs avantages. D’abord on conserve les dérivées correctes parce qu’on ne touche
pas à la valeur des fk sur un petit voisinage. Ensuite cela ne modifie pas la continuité ; et enfin en
multipliant par ϕpλkxq, ça calme méchamment les divergences parce que λkx passe vite au dessus
de 1 (et donc en dehors du support de ϕ) si λk est grand. D’où le fait qu’il soit normal que les λk
soient de l’ordre des ak.
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17.15 Nombres de Bell

Théorème 17.125 (Nombres de Bell[4]).
Soient n ě 1 et Bn le nombre de partitions distinctes de l’ensemble t1, . . . , nu avec la convention
que B0 “ 0. Alors

(1) La série entière
8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (17.467)

a un rayon de convergence R ą 0 et sa somme est donnée par

fpxq “ ee
x´1 (17.468)

pour tout x P s´R,Rr.
(2) Pour tout k P N,

Bn “ 1
e

8ÿ

k“0

kn

k! . (17.469)

(3) Le rayon de convergence de la série (17.467) est en réalité infini : R “ 8.

Démonstration. (1) Soient n ě 1 et 0 ď k ď n. Nous notons Ek l’ensemble des partitions de
t1, . . . , n`1u pour lesquelles le « paquet » contenant n`1 soit de cardinal k`1. Calculons
le cardinal de Ek.
Pour construire un élément de Ek, il faut d’abord prendre le nombre n` 1 et lui adjoindre
k éléments choisis dans t1, . . . , nu, ce qui donne

`
n
k

˘
possibilités. Ensuite il faut trouver une

partition des pn` 1q´ pk` 1q “ n´k éléments restants, ce qui fait Bn´k possibilités. Donc

CardpEkq “
ˆ
n

k

˙
Bn´k. (17.470)

L’intérêt des ensembles Ek est que tE0, . . . , Enu est une partition de l’ensemble des parti-
tions de t1, . . . , n` 1u, c’est à dire que Bn`1 “ řn

k“0 CardpEkq, ce qui va nous donner une
relation de récurrence pour les Bn :

Bn`1 “
nÿ

k“0
CardpEkq “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Bn´k “

nÿ

l“0

ˆ
n

n´ l
˙
Bl “

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl. (17.471)

où nous avons utilisé un petit changement de variables l “ n´ k. Afin d’étudier la conver-
gence de la série (17.467), nous allons montrer par récurrence que pour tout n, Bn ă n!.
D’abord pour n “ 0 c’est bon : B1 “ 1 parce que la seule partition de t1u est t1u. Supposons
que l’inégalité soit vraie pour une certaine valeur k, et montrons qu’elle est vraie pour la
valeur k ` 1 :

Bk`1 “
nÿ

l“0

ˆ
n

k

˙
Bk ď

nÿ

l“0

ˆ
n

k

˙
k! “ k!

kÿ

l“0

1
pn´ kq!looomooon

ď1

ď n!pn` 1q “ pn` 1q! (17.472)

où nous avons utilisé la formule
`
n
k

˘ “ n!
k!pn´kq! .

Donc pour tout x P R nous avons

0 ď Bn
n! |x

n| ď |x|n, (17.473)

et donc la série a un rayon de convergence au moins aussi grand que celui de la série
géométrique, c’est à dire que 1. Donc R ě 1. Nous nommons R ce rayon de convergence.
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(2) Soit x P s´R,Rr. Pour une telle valeur de x à l’intérieur du disque de convergence, la
proposition 17.43 nous permet de dériver terme à terme la série 31

fpxq “
8ÿ

k“0

Bk
k! x

k “ 1`
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!x

k`1, (17.474)

pour obtenir

f 1pxq “
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1qpk ` 1qxk “

8ÿ

k“0

Bk`1
k! xk (17.475a)

“
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
Bl

¸
xk

k! “
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

Bl
l!pl ´ kq!

¸
xk. (17.475b)

<++> En cette expression, nous reconnaissons un produit de Cauchy (proposition 17.33)
avec al “ Bl

l! et bn “ 1
n! . Vu que ce sont deux séries ayant un rayon de convergence plus

grand que zéro, le produit a encore un rayon de convergence plus grand que zéro et nous
pouvons prendre le produit des séries :

f 1pxq “
˜ 8ÿ

l“0

Bl
l! x

l

¸˜ 8ÿ

k“0

1
k!x

k

¸
“ fpxqex. (17.476)

Étudions l’équation différentielle y1 “ yex. D’abord par un argument en lacet de chaus-
sure 32, une solution est de classe C8. Ensuite si une solution est non nulle, elle est de signe
constant. En effet si ypx0q ă 0 et ypx1q “ 0 (on choisit x1 minimum pour cette propriété
parmi les nombres plus grands que x0) alors il existe 33 un t P sx0, x1r tel que y1ptq ą 0, ce
qui donnerait yptq ą 0, ce qui contredirait la minimalité de x1.
Nous prétendons 34 que cette équation différentielle a un espace de solutions de dimension 1.
En effet, si y1 “ yex et g1 “ gex alors en posant ϕ “ y{g nous obtenons tout de suite ϕ1 “ 0,
ce qui signifie que ϕ est constante, ou encore que y et g sont multiples l’un de l’autre.
Si nous en trouvons une non nulle par n’importe quel moyen, c’est bon. Une solution étant
dérivable est continue, donc l’équation f 1 “ fex nous indique que f 1 est continue. Une solu-
tion non nulle va automatiquement accepter un petit voisinage sur lequel la manipulation
suivante a un sens :

f 1pxq
fpxq “ ex, (17.477)

donc ln
`|fpxq|˘ “ ex ` C et fpxq “ Kee

x pour une certaine constante. Il est vite vérifié
que cette fonction est une solution de l’équation différentielle y1pxq “ ypxqex et par unicité,
toutes les solutions sont de cette forme. Autrement dit, l’espace des solutions est l’espace
vectoriel Spantx ÞÑ ee

xu. Étant donné que fp0q “ 0, nous devons choisir K “ 1
e et donc

fpxq “ 1
e
ee
x “ ee

x´1. (17.478)

(3) Nous commençons par écrire la fonction f comme une série de puissance. La partie simple
du calcul : pour x P s´R,Rr, nous avons

ee
x “

8ÿ

k“0

pexqk
k! “

8ÿ

k“0

1
k!

8ÿ

l“0

pkxql
l! “

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

kl

k!
xl

l! . (17.479)

31. C’est ici qu’on utilise la convention B0 “ 0 et ça aura une influence sur le choix de la constante K plus bas.
32. Genre ce qui est fait pour prouver 17.71(4).
33. Théorème de Rolle 14.133.
34. Ou alors on utilise le théorème 34.14 avec Mpxq “ ex dans les cas n “ 1 et I “ s´R,Rr.
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Notons que cela n’est pas une série de puissance en x parce qu’il y a la double somme.
Nous allons inverser les sommes au moyen du théorème de Fubini sous la forme du corol-
laire 16.238. Pour cela nous considérons la fonction

a : NˆNÑ R

pk, lq ÞÑ pkxql
k!l!

(17.480)

et nous mettons la mesure de comptage 35 sur N et N2. Nous commençons donc à vérifier
l’intégrabilité variable par variable de |a| :

ż

N

ˆż

N

|apk, lq|dmplq
˙
dmpkq “

8ÿ

k“0

1
k!
pk|x|ql
l! (17.481a)

“
8ÿ

k“0

1
k!e

k|x|. (17.481b)

Nous devons montrer que cette dernière somme va bien. Pour cela nous posons uk “ ek|x|

k!
et nous remarquons que uk`1

uk
Ñ 0. Donc la double intégrale (17.481) converge, ergo a P

L1pN ˆ Nq, ce qui nous permet d’utiliser le théorème de Fubini 16.239 pour inverser les
sommes intégrales sommes dans l’équation (17.479) :

1
e
ee
x “ 1

e

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

1
k!

1
l!pkxq

l “
ÿ

l“0

1
e

1
l!

˜ 8ÿ

k“0

kl

k!

¸
xl. (17.482)

Cela est un développement en série entière pour la fonction 1
ee
ex , dont nous savions déjà le

développement (17.467) ; par unicité du développement nous pouvons identifier les coeffi-
cients :

Bl “ 1
e

8ÿ

k“0

kl

k! . (17.483)

(4) Le développement (17.479) étant en réalité valable pour tout x et tous les calculs subséquents
l’étant aussi, le développement

ee
x´1 “

8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (17.484)

est en fait valable pour tout x, ce qui donne à la série entière un rayon de convergence infini.

35. Nous passons outre les avertissements et menaces de Arnaud Girand.



Chapitre 18

Représentations et caractères

18.1 Représentations et caractères
Définition 18.1.
Une représentation est fidèle si elle est injective en tant que application GÑ GLpV q. Ce ne sont
pas chacun des ρpgq qui doivent être injectifs. La dimension de V est le degré de la représentation
pV, ρq.
Définition 18.2.
Si G est un groupe, l’ensemble des homomorphismes HompG,C˚q est un groupe pour la multipli-
cation. Un élément de HompG,C˚q est un caractère abélien. Le nom « abélien » vient du fait
que le caractère prenne ses valeurs dans C˚. Nous notons Ĝ “ HompG,C˚q.
Théorème 18.3.
Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe à Ĝ.

L’isomorphisme n’est pas canonique.

Démonstration. Étant donné la structure des groupes abéliens finis donnée par le théorème 6.23,
nous commençons par nous concentrer sur G “ Z{nZ. Nous allons montrer que

HompZ{nZq » Un “ tξ P C tel que ξn “ 1u. (18.1)

Pour cela nous avons l’isomorphisme

ψ : HompZ,C˚q Ñ C˚

f ÞÑ fp1q. (18.2)

Notons que si f P HompZ,C˚q, alors fpkq “ fp1qk, donc ψ est bien un isomorphisme. Cela nous
amène à définir

ϕ : Hom
´
pZ{nZ,`q, pC˚n· q

¯
Ñ Un

g ÞÑ fp1q.
(18.3)

Remarquons que pour tout f P HompZ{nZ,C˚q on a bien fp1qn “ 1. En effet si rks P Z{nZ, alors
f
`rks˘ “ fp1qk et en particulier

fp1qn “ fprnsq “ fp0q “ 1. (18.4)

Donc fp1q P Un. Le ϕ est injective parce que si fp1q “ gp1q alors f “ g du fait que fpkq “ fp1qk “
gp1qk “ gpkq.

Nous en sommes à avoir prouvé que HompZ{nZ,C˚q » Un (introduit au lemme 21.2). Il faudrait
encore montrer que Un » Z{nZ. Pour cela nous nous rappelons du lemme 21.3 nous ayant raconté
que le groupe Un des racines de l’unité était cyclique et d’ordre n. Il est donc bien isomorphe à
Z{nZ.

943
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Passons au cas où
G » Z{d1Zˆ Z{d2Zˆ . . .ˆ Z{nkZ. (18.5)

Dans ce cas nous montrons que

α :
ką

i“1
HompZ{diZ,C˚q Ñ HompG,C˚q

αpχ1, . . . , χkqpg1, . . . , gkq “ χ1pg1q . . . χkpgkq.
(18.6)

Ce α est injectif parce qu’en appliquant l’égalité

αpχ1, . . . , χkq “ αpχ11, . . . , χ1kq (18.7)

à l’élément g “ p9, . . . , 1, . . . , 0q alors nous trouvons χip1q “ χ1ip1q parce que χjp0q “ 1. Du coup
χi “ χ1i.

L’application α est en plus surjective. En effet si χ P HompG,C˚q, alors nous définissons
χipgiq “ χp0, . . . , gi, . . . , 0q, (18.8)

et nous avons alors αpχ1, . . . , χkq “ χ.
Nous devons encore montrer que α est un homomorphisme. Si χ, χ1 P Śk

i“1 HompFdi ,C˚q,
alors

αpχχ1qpg1, . . . , gkq “ pχ1χ
1
1qpg1q . . . pχkχ1kqpgkq (18.9a)

“ χ1pg1q . . . χkpgkqχ11pg1q . . . χ1kpgkq (18.9b)
“ αpχqpg1, . . . , gkqαpχ1qpg1, . . . , gkq (18.9c)
“ `

αpχqαpχ1q˘pg1, . . . , gkq. (18.9d)

Donc αpχχ1q “ αpχqαpχ1q.
Théorème 18.4.
Soit G un groupe abélien fini. Les groupes G et ˆ̂

G sont isomorphes et un isomorphisme canonique
est donné par α : g ÞÑ fg donné par

fgpχq “ χpgq. (18.10)

Démonstration. D’abord fg est bien un caractère de Ĝ parce que

fgpχχ1q “ pχχ1qpgq “ χpgqχ1pgq “ fgpχqfgpχ1q. (18.11)

Le fait que α soit un homomorphisme de groupes est direct :

fgg1pχq “ χpgg1q “ χpgqχpg1q “ fgpχqfg1pχq “ pfgfg1qpχq. (18.12)

D’autre part nous savon que G et ˆ̂
G ont le même cardinal. Il suffit donc de prouver l’injectivité

de α pour être sûr de la bijectivité. Pour cela nous devons prouver que si g ‰ e alors fg ‰ fe. Nous
savons que pour tout caractère χ P Ĝ, fepχq “ χpeq “ 1. Donc pour tout g P Gzteu, nous devons
trouver χ P Ĝ tel que χpgq ‰ 1.

En vertu de ce que nous connaissons sur la structure des groupes abéliens finis (théorème 6.23),
nous commençons G “ Z{nZ et considérons le caractère donné par χpr1sq “ e2iπ{n. Ce χ est un
isomorphisme entre G et Upnq ; nous n’avons χprksq “ 0 que si rks “ rns “ r0s. Pour rappel dans
Z{nZ, le neutre est e “ 0 et non e “ 1.

Passons au cas général :
G » Z{n1Zˆ . . .ˆ Z{nkZ (18.13)

Si g “ pg1, . . . , gkq est non nul dans G, alors il existe i tel que gi ‰ 0 et on prend

χpg1, . . . , gkq “ χipgiq (18.14)

où χi est le caractère χipr1sq “ e2πi{ni . Ce χ est alors un caractère non trivial de G.
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18.1.1 Crochet de dualité et transformée de Fourier

Si G est un groupe abélien, nous définissons le crochet de dualité entre G et Ĝ par

x., .y : Gˆ ĜÑ C˚

xg, χy “ χpgq. (18.15)

Notons que l’image de ce crochet n’est pas C˚ entier, mais seulement le groupe unitaire Upnq où
n est l’exposant 1 de G.

Si f, g sont des applications de G dans C, alors on leur associe le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (18.16)

Lemme 18.5.
Les caractères de G forment une base orthonormée de CG pour ce produit scalaire.

Démonstration. Étant donné que les χpsq sont des nombres complexe de module 1, nous avons
χpsqχpsq “ 1 et par conséquent xχ, χy “ 1.

Si par contre χ ‰ χ1, alors il existe sPG tel que χps0q ‰ χ1ps0q. Dans ce cas en effectuant un
changement de variable sÑ s0s dans la sommation,

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

sPG
χpsqχ1psq (18.17a)

“ 1
|G|

ÿ

sPG
χps0sqχ1ps0sq (18.17b)

“ 1
|G|χps0qχ1ps0q

ÿ

sPG
χpsqχ1psq. (18.17c)

Donc nous avons trouvé
xχ, χ1y`1´ χps0qχ1ps0q

˘ “ 0. (18.18)
Mais vu que χps0q ‰ χps10q, la parenthèse est non nulle (pour rappel χps0q est un complexe de
module 1) et par conséquent xχ, χ1y “ 0.

Nous déduisons immédiatement que les caractères forment une famille libre parce que si
ř
i χi “

0 (la somme est sur tous les caractères), alors en prenant le produit scalaire avec χk,
ÿ

i

aixχk, χiy “ 0, (18.19)

et donc ak “ 0.
Les caractères forment donc un système libre orthonormé. De plus l’espace engendré à la bonne

dimension parce que le cardinal de l’ensemble des caractères est la dimension (complexe) de l’espace
des fonctions de G dans C parce que, en utilisant l’isomorphisme entre G et Ĝ,

Card Ĝ “ CardpGq “ dimCCG. (18.20)

La première

Du fait que les caractères forment une base orthonormée, nous pouvons écrire, pour toute
application f : GÑ C,

f “
ÿ

χPĜ
xχ, fyχ. (18.21)

À une fonction f : GÑ C nous associons la transformée de Fourier

f̂ : ĜÑ C

χ ÞÑ xχ, fy. (18.22)

1. Définition 3.16.
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Nous avons donc aussi une espèce de formule d’inversion

f “
ÿ

χPĜ
f̂pχqχ (18.23)

qui n’est qu’une réécriture de 18.21.

18.1.2 Groupes non abéliens

Nous avons vu que le groupe des caractères Ĝ contenait toute l’information sur un groupe
abélien. Malheureusement, pour les groupes non abéliens, ça ne va pas suffire, et nous allons
introduire la notion de représentations, dont les caractères seront un cas particulier de dimension
un.

Proposition 18.6.
Soit G un groupe (pas spécialement abélien). Nous avons

Ĝ » Hom
`
G{DpGq,C˚˘. (18.24)

Démonstration. Ce qui fait fonctionner la preuve est le fait que si f : G Ñ C˚ est un homomor-
phisme, alors f s’annule sur DpGq. L’isomorphisme est

ψ : ĜÑ Hom
`
G{DpGq,C˚˘

ψpfqrgs “ fpgq. (18.25)

Cette application est bien définie parce que si f est un homomorphisme,

fpgklk´1l´1q “ fpgq. (18.26)

D’autre part ψ est un homomorphisme de groupe parce que

ψpf1f2qrgs “ pf1f2qpgq “ f1pgqf2pgq “ ψpf1qrgsψpf2qrgs “
`
ψpf1qψpf2q

˘rgs. (18.27)

Pour l’injectivité de ψ, soit f1 et f2 telles que ψpf1q “ ψpf2q. Alors pour tout g P G nous avons

ψpf1qrgs “ ψpf2qrgs (18.28)

et donc f1pgq “ f2pgq.
Enfin ψ est surjective. En effet, soit f̄ P Hom

`
G{DpGq,C˚˘. Alors nous obtenons ψpfq “ f̄ en

posant
fpgq “ f̄ rgs. (18.29)

Il faut juste vérifier que le f ainsi défini est dans Ĝ, c’est à dire que fpg1g2q “ fpg1qfpg2q.
Cette proposition nous montre que

Ĝ “ {G{DpGq, (18.30)

alors que G{DpGq est abélien ; il n’est donc pas tellement possible que Ĝ contienne beaucoup
d’informations intéressantes sur G.

18.1.3 Représentations linéaires des groupes finis

Si dimV “ 1, alors GLpV q “ C˚ et les représentation sont les caractères abéliens.

Exemple 18.7
Considérons le triangle équilatéral A,B,C, par exemple donné par les points

$
’’’’’’&
’’’’’’%

A “ 1 (18.31a)

B “ p´1
2 ,
?

3
2 q (18.31b)

C “ p´1
2 ,´

?
3

2 q (18.31c)

(18.31d)
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Dans la base (pas orthonormée) tA,Bu de R2, ces trois points sont donnés par

A “
ˆ

1
0

˙
B “

ˆ
0
1

˙
C “

ˆ´1
´1

˙
. (18.32)

Le groupe symétrique S3 agit sur le triangle par permutation des sommets. Vues dans la base
tA,Bu, les transpositions correspondent aux matrices

pA,Bq Ñ
ˆ

0 1
1 0

˙
(18.33a)

pA,Cq Ñ
ˆ´1 0
´1 1

˙
(18.33b)

pB,Cq Ñ
ˆ

1 ´1
0 ´1

˙
. (18.33c)

La permutation pA,B,Cq s’écrit comme pA,B,Cq “ pA,CqpA,Bq et on lui associe la matrice

pA,B,Cq Ñ
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙
. (18.34)

C’est bien le produit des matrices de pA,Cq et de pA,Bq. De la même façon nous avons

pBACq ă `` ą (18.35)

<++> 4

Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont deux représentations du groupe G, alors nous définissons la somme
directe par

`
V ‘ V 1, ρ‘ ρ1˘ donné par

pρ‘ ρ1qpgq “
ˆ
ρpgq 0

0 ρ1pgq
˙
P GLpV ‘ V 1q. (18.36)

Nous noterons souvent 2V pour la représentations pV, ρq‘pV, ρq et plus généralement l’écriture

V “à
i

kiWi (18.37)

signifiera la représentation somme de ki termes de la représentation Wi. Ici encore un abus est
commis entre la représentation pρi,Wiq et l’espace Wi.

18.1.4 Module

Nous considérons la C-algèbre GrCs des combinaisons (formelles) d’éléments de G à coefficients
dans G, c’est à dire l’ensemble

CrGs “ t
ÿ

sPG
assu (18.38)

avec le produit hérité de la bilinéarité :
ÿ

sPG

ÿ

tPG
asbtst “

ÿ

s

ÿ

t

asbs´1tt, (18.39)

et la somme
p
ÿ

s

assq `
ÿ

t

btt “
ÿ

sPG
pas ` bsqs. (18.40)

Le tout est une C-algèbre agissant sur V par
˜ÿ

s

ass

¸
v “

ÿ

sPG
asρpsqv P V (18.41)

Les sous-modules indécomposables seront les représentations irréductibles.
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Définition 18.8.
La représentation pV, ρq du groupe G est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de V
sous ρpGq sont V et t0u.

Exemple 18.9
La représentation de S3 sur R2 donnée par les permutations des sommets d’un triangle équilatéral
donnée dans l’exemple 18.7 est irréductible. 4

La question qui vient est de savoir si une représentation possédant des sous-espaces invariants
peut être écrite comme la somme de représentations irréductibles.

Proposition 18.10.
Soit pV, ρq une représentation linéaire de dimension finie d’un groupe fini 2. Si W1 est un sous-
espace stable 3, alors il existe un sous-espace W2 également stable et tel que V “W1 ‘W2.

Toute représentation linéaire est décomposable en représentations irréductibles.

Démonstration. Soit P : V Ñ V un projecteur sur W1, c’est à dire que P 2 “ P et P pV q “ W1.
Pour construire un tel projecteur, on peut par exemple prendre un supplémentaire de W1 dans V
puis utiliser la décomposition 4. Nous considérons l’opérateur

PG “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ P ˝ ρpgq´1. (18.42)

Prouvons que ce PG est encore un projecteur. D’abord pour tout g P G nous avons

ρpgqPGρpgq´1 “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpgsqPρpgsq´1 “ PG. (18.43)

La dernière égalité est un changement de variables dans la somme 5. Cela signifie que PGρ “ ρPG.
Nous avons même PGP “ P parce que si v PW1, alors

PGpvq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsqP ρpsq´1vlooomooon

PW1

(18.44a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqρpsq´1v (18.44b)

“ v. (18.44c)

Avec cela nous pouvons conclure que P 2
G “ PG parce que

PG ˝ PG “ 1
|G|

ÿ

g

PGρpgqPρpgq´1 (18.45a)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPGPρpgq´1 (18.45b)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPρpgq´1 (18.45c)

“ PG. (18.45d)

Donc PG est un projecteur, est stable sous les conjugaisons par ρpgq et commute avec ρpgq. Nous
décomposant Id de façon évidente en

Id “ PG ` pId´PGq. (18.46)
2. La démonstration marche aussi pour les groupes compacts, mais il faudrait des intégrales.
3. c’est à dire si ρ n’est pas irréductible.
4. Ou encore prendre une base de W1, l’étendre en une base de V et définir P comme l’annulation des coefficients

des vecteurs « complétant » la base.
5. Et c’est ça qui demande un peu de technique pour écrire la preuve dans le cas d’un groupe compact : il faut

une mesure de Haar.
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Étant donné que l’opérateur PG commute avec tous les ρpgq, les noyaux de PG et Id´PG sont des
sous-espaces invariants. Vu que PG est un projecteur, nous avons qpPGq “ 0 avec qpXq “ X2´X.
Pour appliquer le lemme des noyaux (théorème 11.111), nous remarquons que qpXq “ XpX ´ 1q
et donc

V “ kerPG ‘ kerpPG ´ 1q. (18.47)

Si nous posons W2 “ kerPG, il reste à voir que kerpPG1q “W1. D’abord W1 Ă kerpPG´ Idq parce
que si w PW1, ce dernier étant stable,

PGw “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgqP ρpgq´1wlooomooon

PW1

(18.48a)

“ 1
|G|

ÿ

gPG
w (18.48b)

“ w. (18.48c)

Pour prouver l’inclusion inverse, nous savons que PG et P sont des projecteurs tels que PGP “ P ,
ce qui signifie que l’image de PG est inclue à celle de P , c’est à dire à W1. Mais ImagepPGq “
kerp1´ PGq, donc

kerp1´ PGq “ ImagepPGq Ă ImagepP q “W1. (18.49)

La représentation ρ se décompose donc en deux sous-représentations pρ,W1q et ρ,W2. Si l’une
des deux n’est pas irréductible, le processus peut recommencer. Vu que la dimension de V est finie,
toute représentation se décompose en une somme finie de représentation irréductibles.

18.1.5 Structure hermitienne

Soit pρ, V q une représentation de G sur un espace vectoriel complexe V . Nous voulons munir
V d’un produit scalaire hermitien (définition 11.4) tel que les opérateurs ρpgq soient tous des
isométries. C’est à dire que nous voudrions définir xu, vyG de telle sorte à avoir

xρpgqu, ρpgqvyG “ xu, vyG (18.50)

pour tout g P G. Nous commençons par considérer un produit hermitien x., .y quelconque et puis
nous définissons

xu, vyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqu, ρpgqvy. (18.51)

Nous devons vérifier que c’est un produit. La seule des conditions dont la vérification n’est pas
immédiate est celle de positivité. Pour tout g P G et tout v P V , nous avons xρpgqv, ρpgqvy est
positif et nul si et seulement si ρpgqv “ 0. Étant donné que ρpeqv “ v, parmi les termes de la
somme

xu, uyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqv, ρpgqvy, (18.52)

au moins un est strictement positif (pourvu que v ‰ 0) ; les autres sont positifs ou nuls. Par
conséquent xv, vyG “ 0 si et seulement si v “ 0.

Donc les groupes finis peuvent être vus comme des parties de groupes d’isométrie. De la même
façon, en utilisant une mesure de Haar pour faire la moyenne, nous pouvons plonger les groupes
compacts dans des groupes unitaires.

18.1.6 Caractères

Définition 18.11.
Soit pV, ρq une représentation linéaire du groupe G. Le caractère de ρ est la fonction

χρ : GÑ C

s ÞÑ Tr
`
ρpsq˘. (18.53)
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Par invariance cyclique de la trace, nous avons

χρpsts´1q “ χρptq, (18.54)

ce qui fait que le caractère est une fonction constante sur les classes de conjugaison.
D’après sa fiche wikipédia, le marquis de Sade, passionné de théâtre, faisait des représentations qui avaient du caractère.

Un caractère irréductible est un caractère d’une représentation irréductible.

Définition 18.12.
Une application f : GÑ C est centrale si elle est constante sur les classes de conjugaison.

Les traces sont des applications centrales.
L’ensemble des fonctions centrales sur un groupe fini (ou tout au moins ayant un nombre fini

de classes de conjugaison) est un C-espace vectoriel de dimension égale au nombre de classes, et
nous pouvons mettre le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (18.55)

C’est une forme hermitienne sur l’espace des fonctions centrales.

18.2 Équivalence de représentations et caractères
Cette section prend des éléments des articles lemme de Schur, caractère d’une représentation,

fonction centrale et trace de wikipédia.
Nous disons que les deux représentations pV, ρq et pV 1, ρ1q sont équivalentes s’il existe une

bijection linéaire f : V Ñ V 1 telle que

f ˝ ρ “ ρ1 ˝ f. (18.56)

Nous disons alors que f entrelace ρ et ρ1.

Théorème 18.13 (Théorème de Schur).
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont des représentations irréductibles non équivalentes alors la seule application
linéaire f : V Ñ V 1 entrelaçant ρ et ρ1 est la fonction nulle.

En d’autres termes, soit les représentations sont équivalentes (et il y a un isomorphisme), soit
il n’y a même pas un homomorphisme.

Démonstration. Soit f P LpV, V 1q telle que f ˝ρ “ ρ1 ˝f . Alors ker f est un sous-espace stable sous
ρpGq, et Imagepfq est un sous-espace de V 1 stable par ρ1pGq. Par irréductibilité, nous avons que
kerpfq “ t0u ou V . Même chose pour Imagepfq. Il y a deux possibilités.

(1) Si kerpfq “ t0u, alors Imagepfq ‰ t0u et alors Imagepfq “ V 1. Du coup f est injective et
surjective, c’est à dire est un isomorphisme.

(2) Si kerpfq “ V , alors f “ 0.

Corollaire 18.14 (Schur pour les représentations sur C).
Soit pV, ρq une représentation irréductible, alors l’ensemble

EndGpV, ρq “ tf P EndpV q tel que ρ ˝ f “ f ˝ ρu (18.57)

est l’ensemble des homothéties.

Démonstration. Soit f P EndGpV, ρq. Vu que l’espace est sur C, l’endomorphisme f a une valeur
propre λ. L’opérateur g “ f´λ1 est aussi un opérateur d’entrelacement de ρ alors que kerpgq ‰ t0u
par définition de valeur propre. Du coup kerpgq “ V , ce qui signifie que f est l’isométrie de rapport
λ : f “ λ Id.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Schur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A8re_d'une_repr%C3%A9sentation_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_centrale_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Trace_%28alg%C3%A8bre%29
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Lemme 18.15.
Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont des représentations équivalentes de caractères χ et χ1, alors χ “ χ1.

Démonstration. Si A : V Ñ V 1 est un isomorphisme d’espace vectoriel entrelaçant ρ et ρ1, c’est à
dire si pour tout g, ρ1pgqA “ Aρpgq, alors ρ1pgq “ AρpgqA´1 et

χ1pgq “ Tr
`
ρ1pgq˘ “ Tr

`
AρpgqA´1˘ “ Tr

`
ρpgq˘ (18.58)

parce que la trace est un invariant de similitude (lemme 11.144).

Lemme 18.16.
Si χ est le caractère de la représentation complexe pV, ρq du groupe fini G, alors pour tout g P G
nous avons χpg´1q “ χpgq.
Démonstration. Par le corollaire 3.56 au théorème de Lagrange, nous avons g|G| “ e et donc en
tant qu’opérateur, ρpgq|G| “ 1. Les valeurs propres de ρpgq sont donc des racines de l’unité. Si
nous notons λi ces valeurs propres, alors χpgq “ ř

i λi, et en considérant la matrice dans sa base
de diagonalisation (lemme de Schur complexe, 11.161), nous voyons que

χpg´1q “ Tr
`
ρpgq´1˘ “

ÿ

i

1
λi
. (18.59)

Mais λi étant une racine de l’unité nous avons 1
λi
“ λ̄i, ce qui fait que

χpg´1q “
ÿ

i

λ̄i “ χpgq. (18.60)

Proposition 18.17.
Soient deux représentations irréductibles complexes pV, ρq et pV 1, ρ1q du même groupe fini G, et χ
et χ1 leurs caractères respectifs. Nous avons

(1) xχ, χ1y “ 0 si ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes.
(2) xχ, χ1y “ 1 si les représentations sont équivalentes.

Démonstration. Nous considérons les bases te1, . . . , enu de V et tf1, . . . , fmu de V 1. Puis nous
considérons la matrice F pk, lq “ Ekl PMm,npCq où pour rappel, Ekl est la matrice de composantes
pEklqij “ δkiδlj . Nous posons

FGpk, lq “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ F pk, lq ˝ ρ1pgq´1. (18.61)

En nous permettant de ne pas réécrire les indices k et l de F et FG, nous montrons que FG entrelace
ρ et ρ1 :

FG ˝ ρ1ptq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsq ˝ F ˝ ρ1ps´1q ˝ ρptq (18.62a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqFρ1ps´1tq (18.62b)

“ 1
|G|

ÿ

k

ρptkqFρ1pk´1q (18.62c)

“ 1
|G|ρptq

ÿ

k

ρpkqFρ1pk´1q (18.62d)

“ ρptq ˝ FG. (18.62e)

Dans ce calcul nous avons effectué le changement de variables k “ ps´1tq´1 qui donne s “ tk.
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Par ailleurs nous avons
´
ρpgqF pk, lqρ1pg´1q

¯
ij
“

nÿ

r“1

mÿ

s“1
ρpgqirF pk, lqrsρ1pg´1qsj (18.63a)

“
ÿ

rs

ρpgqirδkrδlsρ1pg´1qsj (18.63b)

“ ρpgqikρ1pg´1qlj , (18.63c)

et par conséquent
FGpk, lqij “ 1

|G|
ÿ

gPG
ρpgqikρ1pg´1qlj . (18.64)

Si χ et χ1 sont les caractères de ρ et ρ1, alors nous avons le produit (18.55) qui donne

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

gPG
χpgqχ1pgq (18.65a)

“ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχ1pg´1q lemme 18.16 (18.65b)

“ 1
|G|

ÿ

g

nÿ

i“1

mÿ

j“1
ρpgqiiρ1pg´1qjj (18.65c)

“
ÿ

ij

FGpi, jqij par (18.64). (18.65d)

Si les représentations ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes, le fait que FG en soit un opérateur d’entre-
lacement implique par le théorème de Schur 18.13 que FG “ 0 et donc xχ, χ1y “ 0.

Si au contraire les représentation sont équivalentes, alors le lemme 18.15 nous dit que χ “ χ1
et nous reprenons la définition :

xχ, χy “ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχpgq “ 1
|G|

ÿ

gPG
1 “ 1 (18.66)

parce que les nombres χpgq sont des racines de l’unité.

18.2.1 Représentation régulière

Nous notons λ la représentation régulière gauche, agissant sur le K-espace vectoriel des
fonctions GÑ K par ´

λpgqf
¯
pgq “ fpg´1hq. (18.67)

D’autre part nous considérons les fonctions δg : GÑ K (ici K est R ou C ou pire) définie par

δgphq “
#

1 si g “ h

0 sinon.
(18.68)

La représentation régulière agit sur les fonctions δs de la façon suivante :

λpgqδs “ δgs (18.69)

parce que
`
λpgqδs

˘phq “ δspg´1hq “ δgsphq.
Lemme 18.18.
Le caractère de la représentation régulière gauche est donné par

χλ “ |G|δe. (18.70)
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Démonstration. Appliquer l’équation (18.70) fonctionne parce que χλpeq est la dimension de l’es-
pace des fonctions sur G, c’est à dire |G|. Si par contre g ‰ e, alors λpgq est une matrice de
permutation (dans la base des δh) et a donc tous ses éléments diagonaux nuls.

Si ρ est une représentation et si f est une fonction sur le groupe, alors nous considérons
l’opérateur

ρf “
ÿ

gPG
fpgqρpgq. (18.71)

Proposition 18.19 ([230]).
Si pρ, V q est une représentation irréductible et si f est une fonction centrale sur G, alors l’opérateur
ρf est une homothétie de V de rapport

1
dimV

ÿ

gPG
fpgqχpgq (18.72)

où χ est le caractère de ρ.

Démonstration. Nous commençons par voir que ρf entrelace ρ. En effet,

ρptq´1 ˝ ρf ˝ ρptq “
ÿ

g

fpgqρpt´1gtq (18.73a)

“
ÿ

h

fptht´1qρpgq h “ t´1gt (18.73b)

“
ÿ

h

fphqρphq (18.73c)

“ ρf (18.73d)

où en écrivant fptht´1q “ fphq, nous avons utilisé le fait que f était centrale. Étant donné que ρf
entrelace une représentation irréductible, le lemme de Schur (18.13) nous indique que ρf est une
homothétie. Soit k le facteur d’homothétie. Alors d’une part Trpρf q “ nk. D’autre part,

Trpρf q “ Tr
`ÿ

g

fpgqρpgq˘ (18.74a)

“
ÿ

g

fpgqTr
`
ρpgq˘ (18.74b)

“
ÿ

g

fpgqχpgq. (18.74c)

Du coup effectivement
k “ 1

n

ÿ

gPG
fpgqχpgq. (18.75)

18.2.2 Caractères et représentations : suite et fin

Lemme 18.20.
Un groupe fini n’a (à équivalence près) qu’un nombre fini de représentations irréductibles.

Démonstration. Les caractères irréductibles forment un système orthonormé (proposition 18.17)
et donc libre parmi les fonctions centrales. Donc il y a au plus autant de caractères irréductibles
que la dimension de l’espace des fonctions centrales ; et ce dernier est de dimension finie donnée
par le nombre de classes de conjugaison de G.

Nous savons que les caractères de deux représentations irréductibles sont égaux. Étant donné
qu’il n’existe qu’un nombre fini de représentations irréductibles, il existe un nombre fini de carac-
tères irréductibles. Nous pouvons donc fixer les notations suivantes. Les caractères irréductibles
seront notés tϕiui“1,...,h et nous noterons pσi,Wiq une représentation ayant le caractère ϕi.
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Théorème 18.21 ([230]).
Soit pρ, V q une représentation de G de caractère χ. Alors sa décomposition en représentations
irréductibles est donnée par

pV, ρq “
hà
i“1

kipWi, σiq (18.76)

avec ki “ xχ, ϕiy. En particulier, à permutation près des facteurs, la décomposition d’une repré-
sentation en représentations irréductibles est unique.

Démonstration. La décomposition de χ en caractères irréductibles est donnée par χ “ ř
i kiϕi ; en

prenant le produit de cette égalité avec ϕj et en tenant compte de l’othonormalité des caractères
irréductibles,

xχ, ϕjy “
ÿ

i

kixϕi, ϕjy “ kj . (18.77)

Le théorème suivant est ce qui nous permet de dire que l’étude des caractères et l’étude des
représentations, c’est la même chose.

Théorème 18.22.
Soit G un groupe fini 6.

(1) Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont même caractères.
(2) Si χ est le caractère d’une représentation, alors

(a) xχ, χy P N
(b) xχ, χy “ 1 si et seulement si la représentation est irréductible.

Démonstration. Nous démontrons chaque point séparément.
(1) Le fait que deux représentations équivalentes aient même caractère est le lemme 18.15.

Nous montrons l’autre sens. Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont deux représentations irréductibles de
décompositions

V “à
i

kiWi (18.78a)

V 1 “à
i

k1iWi, (18.78b)

alors si χ “ χ1, nous avons ki “ k1i et les représentations sont identiques.
(2) Soit pρ, V q une représentation ayant χ comme caractère. En posant ki “ xχ, ϕiy nous avons

la décomposition en représentations irréductibles

V “à
i

kiWi, (18.79)

et aussi
xχ, χy “ x

ÿ

i

kiϕi,
ÿ

j

kjϕjy “
ÿ

i

k2
i P N. (18.80)

Ce nombre est de plus égal à 1 si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls sauf
un qui vaudrait 1. Ce cas donne une représentation irréductible.

Proposition 18.23.
Si pλ,Rq est la représentation régulière gauche de décomposition en représentations irréductibles

R “à
i

kiWi, (18.81)

alors
6. Nous sommes depuis longtemps dans l’étude des représentations des groupes finis.
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(1) ki “ dimWi,
(2)

ř
ipdimWiq2 “ |G|,

(3) pour tout g P G, řipdimWiqϕipgq “ 0 7.
(4) Si tpni, ϕiqu est la liste des couples dimension,caractère des représentations irréductibles

non équivalentes, alors pour tout s P Gzteu nous avons řp
i“1 niϕipsq “ 0 où la somme porte

sur les représentations irréductibles non équivalentes.

Démonstration. Nous notons r le caractère de la représentation régulière gauche. Nous avons

ki “ xr, ϕiy “ 1
|G|

ÿ

sPG
rpsqϕipsq “ ϕipeq. (18.82)

Mais ϕipeq “ dimWi P R, donc nous avons bien ki “ dimWi. Le caractère de la représentation
régulière peut alors s’exprimer de deux façons :

|G|δe “
ÿ

i

pdimWiqϕi. (18.83)

En évaluant cette égalité en e nous trouvons directement

|G| “
ÿ

i

pdimWiq2, (18.84)

et en l’évaluant en s ‰ e, nous trouvons

0 “
ÿ

i

pdimWiqϕipsq. (18.85)

Le théorème suivant est valable pour les groupes finis (comme toute cette section).

Théorème 18.24 ([230]).
Les caractères irréductibles χ1, . . . , χh forment une base orthonormé des fonctions centrales sur G.

Démonstration. Nous savons déjà qu’ils forment un système orthonormé. Considérons le sous-
espace H “ Spantϕiui“1,...,h de l’espace des fonctions centrales sur G. En vertu de la proposi-
tion 5.111, il nous suffit de prouver que HK “ 0. Soit donc f , une fonction centrale appartenant à
HK. Pour tout i, nous avons xf, ϕiy “ 0 et donc aussi xf̄ , ϕ̄iy “ 0.

Considérant une représentation irréductible pσ,W q de caractère ϕ, nous savons par la proposi-
tion 18.19 que l’opérateur

σf̄ “
ÿ

g

f̄pgqϕpgq (18.86)

est une homothétie de rapport xf̄ , ϕ̄y{dimW “ 0. Étant donné que toutes les représentations sont
des sommes directes de représentations irréductibles, en réalité l’opérateur ρf̄ est nul pour toute
représentation ρ. En particulier pour la représentation régulière,

0 “ λf̄ pδtq “
ÿ

gPG
f̄pgqλpgqpδtq “

ÿ

g

f̄pgqδft. (18.87)

En écrivant cette égalité avec t “ e et puis en appliquant à k P G nous trouvons

0 “
ÿ

g

f̄pgqδgpkq “ f̄pkq. (18.88)

Donc f̄ “ 0 et f est nulle.
7. Cette propriété est appelée « orthogonalité des colonnes » pour une raison qui apparaîtra au moment de

compléter le tableau (18.110).
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Corollaire 18.25.
Le nombre de représentations irréductibles non équivalentes d’un groupe fini est égal à son nombre
de classes de conjugaison.

Démonstration. Le nombre de classes de conjugaison est la dimension de l’espace des fonctions
centrales qui elle-même est égale au nombre de caractères irréductibles par le théorème 18.24.
Enfin deux caractères irréductibles sont égaux si et seulement si les représentations sous-jacentes
sont équivalentes.

Corollaire 18.26.
Toutes les représentations irréductibles d’un groupe abélien sont de dimension 1.

Démonstration. Le corollaire 18.25 nous dit qu’il y a autant de représentations unitaires qu’il n’y
a de représentations irréductibles (non équivalentes). Mais les classes de conjugaisons sont des
singletons (lemme 3.19). Nous avons donc exactement |G| représentations irréductibles lorsque G
est abélien.

Mais d’autre part la proposition 18.23(2) donne
ř
ipdimWiq2 “ |G| lorsque la somme parcours

les représentations irréductibles. Il y a |G| termes à la somme, donc tous les termes doivent être
1.

18.3 Représentation produit tensoriel
Soient ρ et φ, deux représentations d’un groupe G sur des espaces vectoriels V et W . La

représentation produit tensoriel est la représentation

ρb φ : GÑ GLpV bW q
pρb φqpgqpv b wq “ ρpgqv b φpgqw. (18.89)

Pour trouver son caractère, nous considérons une base teiu de V et une base teαu de W , et la base
tei b eαu de V bW . Donc

pρb φqpgqpei b eαq “ ρpgqei b φpgqeα. (18.90)

Nous devons savoir quelle est la composante « ei b eα » de cette dernière expression, et c’est
évidemment

ρpgqiiραα, (18.91)

ce qui nous amène à dire que

Trpρb φqpgq “
ÿ

i

ÿ

α

ρpgqiiφpgqαα “ Tr
`
ρpgq˘Tr

`
φpgq˘, (18.92)

c’est à dire au final que
χρbφ “ χρχφ. (18.93)

18.4 Exemple sur le groupe symétrique
Soit G “ S3, un des premiers groupes finis non abéliens. On en a une représentation de

dimension deux en tant que permutation des sommets d’un triangle équilatéral, donnée dans
l’exemple 18.7 ; nous notons ρ cette représentation.

Nous y avons aussi la représentation de signature donnée par

ε : S3 Ñ GLpCq
σ ÞÑ εpσq Id .

(18.94)

Et enfin il y a la représentation triviale. Ce sont les trois représentations irréductibles ; pour rappel
il y a autant de représentations irréductibles que de classes de conjugaison (corollaire 18.25).
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Classe de conjugaison taille χ1 χε χρ
Id 1 1 1 2

pA,Bq 3 1 ´1 0
pA,B,Cq 2 1 1 ´1

Nous calculons par exemple le produit scalaire

xχ1, χεy “ 1
6
`
1 ·χ1pIdqχεpIdq ` 3 ·χ1pA,BqχεpA,Bq ` 2 ·χ1pA,B,CqχεpA,B,Cq

˘
(18.95a)

“ 0. (18.95b)

D’autre part nous avons aussi

xχρ, χρy “ 1
6p1 · 2 · 2` 3 · 0` 2 · 1q “ 1. (18.96)

18.5 Table des caractères du groupe symétrique S4

Pour la table des caractères de S4, voir [4]. Et si vous voulez la table des caractères du groupe
diédral, vu que ce sont de isométries de Rn, il faudra voir plus bas en la section 20.14.

18.5.1 Calculs à partir de rien ou presque

Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont caractérisées par la structure des
décompositions en cycles (proposition 3.96). Elles sont données dans l’exemple 3.98.

Nous avons donc 5 classes de conjugaison, et il nous faut donc 5 représentations irréductibles
non équivalentes (corollaire 18.25) dont nous allons chercher les caractères.

La première est la représentation triviale de dimension 1 ; nous notons χ1 son caractère et nous
avons la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1 (18.97)

Ensuite nous avons la signature qui est un morphisme non trivial ε : Sn Ñ t´1, 1u. Nous avons
alors la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χε 1 1 ´1 1 ´1 1 (18.98)

Une troisième représentation pas trop compliquée à trouver est celle

ρp : S4 Ñ GLp4,Cq
ρppσqei “ eσpiq.

(18.99)

Cela n’est pas une représentation irréductible parce que C4 se décompose en deux sous-espaces
stables :

D “ Spanp1, 1, 1, 1q (18.100a)
H “ tx P C4 tel que x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0u. (18.100b)

La représentation induite sur D est la représentation triviale. Puis sur H, elle induit une autre
représentations que nous allons noter ρs.

Nous allons à présent déduire le caractère de la représentation ρs et prouver qu’elle est irré-
ductible. Il est cependant possible de sauter cette étape en échange d’un certain travail sur les
isométries du tétraèdre. Voir la proposition 20.17 et ensuite

Nous avons la décomposition ρp “ ρ1 ‘ ρs et donc

χp “ χ1 ` χs. (18.101)
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Nous savons déjà χ1. Le caractère χp n’est pas très compliqué parce que χppσq est une matrice de
permutation des vecteurs de base. Donc la matrice ρppσq a un 1 sur la diagonale pour les i tels que
σpiq “ i. Nous avons donc

χppIdq “ 4 χpp12q “ 2 (18.102a)
χp

`p12qp34q˘ “ 0 χpp123q “ 1 (18.102b)
χpp1234q “ 0. (18.102c)

Le caractère χs peut être calculé par simple soustraction :
dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q

χs 3 3 1 0 ´1 ´1 (18.103)

Avant d’ajouter cette ligne au tableau des représentations irréductibles nous devons savoir si ρs
en est une. Pour cela, tant que nous avons son caractère nous pouvons utiliser le critère du théo-
rème 18.22 :

xχs, χsy “ 1
|S4|

ÿ

σPS4

χspσq2. (18.104)

Nous avons tout de suite |S4| “ 4 · 3 · 2 “ 24 et puis

24xχs, χsy “ 32 ` 6 · 12 ` 8 · 02 ` 6 · p´1q2 ` 3 · p´1q2 “ 24, (18.105)

donc oui, le caractère est irréductible parce que xχs, χsy “ 1. Et nous pouvons donc ajouter la
ligne (18.103) à notre tableau. Par ailleurs, nous notons qu’elle est de dimension 3.

Pour le reste nous savons qu’il y a autant de représentations irréductibles que de classes de
conjugaison, de telle sorte qu’il ne manque que deux représentations irréductibles. De plus la
proposition 18.23 nous dit que si ni est la dimension de la ie représentation irréductible, alors

|S4| “
ÿ

i

n2
i . (18.106)

Dans notre situation, si nous nommons n1 et n2 les dimensions des deux représentations qui nous
manquent, nous avons 24 “ n2

1 ` n2
2 ` p12 ` 12 ` 32q, c’est à dire n2

1 ` n2
2 “ 13. Il n’y a pas des

tonnes de sommes de deux carrés qui font 13. Il y a n1 “ 2 et n2 “ 3, et c’est tout.
Nous recherchons donc encore une représentation de dimension 2 et une de dimension 3. Pour

cela nous allons un peu regarder les produits tensoriels qui s’offrent à nous. Pour faire une dimension
3, il faut faire le produit d’une de dimension 1 par une de dimension 3. Là encore le choix est très
limité et nous demande d’essayer

ρW “ ρs b ρε (18.107)
qui agit sur l’espace V2 b Vε par

ρW pgqpv b xq “ ρspgqv b ρεpgqx. (18.108)

Pour savoir son caractère nous utilisons la petite formule toute simple (18.93) : nous multiplions
case par case les tableaux (18.103) et (18.98) :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χW 3 3 ´1 0 1 ´1 (18.109)

Avant de réellement ajouter cette ligne au tableau, nous devons nous assurer qu’elle est bien
irréductible. Nous utilisons le même critère : xχW , χW y “ 1, donc c’est bon.

Pour trouver le dernier caractère, que nous nommerons χu, il ne faut pas beaucoup d’imagina-
tion. Il suffit d’utiliser les relations d’orthogonalité du théorème 18.24, en sachant que la dimension
est 2 et qu’alors χW pIdq “ 2, c’est pas trop compliqué :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χε 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 b c d e

(18.110)
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Les relations d’orthogonalité des colonnes de la propriété 18.23 nous permettent de calculer les
coefficients manquants. En pratique, il suffit de prendre le produit scalaire de chaque ligne avec la
première et d’égaler avec zéro. Nous trouvons b “ 0, c “ 1, d “ 0, et e “ 2. Le tableau final est :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χε 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 0 ´1 0 2

(18.111)

Notons que nous sommes parvenus à remplir la dernière ligne sans rien savoir de la représen-
tation qui va avec. Nous allons cependant donner une interprétation géométrique et fixer cette
représentation comme agissant sur le triangle équilatéral en 18.30.

18.5.2 Représentation de S4 via les isométries du tétraèdre

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsopT q
des isométries affine du tétraèdre grâce à la proposition 20.17 qui donne un isomorphisme de groupe
S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Nous verrons donc ça plus en détail dans la section 20.1.5.

18.5.3 À propos de la représentation ρu

Nous nous penchons à présent sur la représentations ρu dont nous ne savons rien à part qu’elle
est de dimension 2 et son caractère.

Lemme 18.27.
Nous avons ρupsq “ Id pour tout s P V4.

Démonstration. Tous les éléments de V4 sont conjugués (à part l’identité, mais pour elle le résultat
est clair), donc il suffit de prouver le résultat pour un élément quelconque.

L’endomorphisme ρu
`p12qp34q˘ est un endomorphisme d’ordre 2 sur R2 dont la trace est 2.

Imposons donc ˆ
a b
c d

˙
“

ˆ
a b
c d

˙
“

ˆ
1 0
0 1

˙
(18.112)

sous la contrainte a` d “ 2. La résolution est assez rapide et donne b “ c “ 0, a “ d “ 1.
Vous voulez une démonstration plus technologique ? Oui ? Alors commencez par remarquer que

l’opérateur A “ ρu
`p12qp34q˘ vérifie A2 “ 1, donc le polynôme X2´1 est un polynôme annulateur

de A. Il est peut-être minimal ou peut être pas, mais en tout cas le polynôme minimal divise
celui-là et donc est soit X ´ 1 soit X ` 1 soit X2 ´ 1. Dans les trois cas il est scindé à racines
simples, et l’endomorphisme A est diagonalisable par le théorème 11.152(3).

Mais comme A2 “ 1, les valeurs propres (ce qui est sur la diagonale) de A ne peuvent être que
˘1. La trace étant 2, les éléments diagonaux ne peuvent être que 1. Et A “ Id.

Le groupe V4 définit en 6.40 est normal dans S4, donc le quotient S4{V4 est un groupe par le
lemme 3.52.

Lemme 18.28.
L’application

ρ̃u : S4{V4 Ñ GLp2,Rq
rgs ÞÑ ρupgq (18.113)

est bien définie et donne une représentation irréductible de S4{V4.
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Démonstration. Montrons que c’est bien définit. Si s P V4 nous devons prouver que ρupgsq “
ρupgq. Vu que ρu est un homomorphisme (c’est une représentation), et que ρupsq “ Id nous avons
directement

ρupgsq “ ρupgqρupsq “ ρupgq. (18.114)

Nous devons prouver que la représentation ρ̃u est irréductible. Si un sous-espace non trivial
Spanpxq était stabilisé par ρ̃u, il serait également stabilisé par ρu. Mais comme ρu est irréductible,
elle ne stabilise personne.

Lemme 18.29.
Le groupe S4{V4 est un groupe non-abélien, isomorphe à S3.

Démonstration. Le groupe S4{V4 a une représentation irréductible de dimension 2, et n’est donc
pas abélien par le corollaire 18.26.

Il contient |S4|{|V4| “ 24{4 “ 6 éléments (théorème de Lagrange 3.55). Or 6 “ 3 ˆ 2, donc
le groupe S4{V4 est dans le cas non-abélien du théorème 6.25(2). Cette partie parle d’unicité du
groupe non-abélien d’ordre 6. Or S3 est un groupe non-abélien d’ordre 6, donc S4{V4 est isomorphe
à S3.

Attention : il n’est pas correct de dire que S4{V4 est un sous-groupe de S4 juste parce que c’est
un quotient de S4 ; ce n’est en général pas vrai (exemple 3.53).

18.30.
Nous sommes maintenant aptes à identifier la représentation ρu. D’abord nous nous rappelons de la
représentation ρs : S4 Ñ IsopT q de S4 sur le tétraèdre. Ensuite si A est un sommet dudit tétraèdre
et que S3 Ă S4 est la partie qui fixe A alors nous avons une représentation

ρs : S3 Ñ IsopT q (18.115)

qui agit en réalité sur le triangle équilatéral T 1 opposé au sommet A.
Nous avons finalement la chaine d’homomorphismes de groupes

S4
projÝÑ S4{V4

»ÝÑ S3
ρsÝÑ IsopT 1q (18.116)

Cela est donc une représentation S4 Ñ IsopT 1q. Elle est de dimension 2 et est irréductible (elle
contient les rotations d’angle 2π{3 qui ne fixent aucune direction). Elle est donc la représentation
ρu qui est la seule irréductible de dimension 2.

Nous avons donc montré que la représentation ρu dont nous ne savions rien est la représentation
de S4 sur un triangle équilatéral obtenue à partir de celle de S4 sur le tétraèdre, en fixant un point.



Chapitre 19

Encore de l’analyse (et c’est pas fini)

19.1 Densité des polynômes

19.1.1 Théorème de Stone-Weierstrass

Voir le thème 11.
Note : le lemme 19.1 est utilisé dans la démonstration du théorème 19.4 ; c’est pour cela que

nous l’avons isolé.

Lemme 19.1.
Il existe une suite de polynômes sur r0, 1s convergeant uniformément vers la fonction racine carrée.

Démonstration. Nous donnons cette suite par récurrence :

P0ptq “ 0 (19.1a)

Pn`1ptq “ Pnptq ` 1
2
`
t´ Pnptq2

˘
. (19.1b)

Nous commençons par montrer que pour tout t P r0, 1s, Pnptq P r0,
?
ts. Pour P0, c’est évident.

Ensuite nous avons

Pn`1ptq ´
?
t “ Pnptq ´

?
t` 1

2pt´ Pnptq
2q (19.2a)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´ 1
2
t´ Pnptq2
Pnptq ´

?
t

˙
(19.2b)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´
?
t` Pnptq

2

˙
(19.2c)

ď 0 (19.2d)

parce que
?
t ď 1 et Pnptq ď 1 par hypothèse de récurrence.

Nous savons au passage que Pnptq est une suite réelle croissante parce que t ´ Pnptq2 ě t ´
p?tq2 “ 0. La suite Pnptq est donc croissante et majorée par

?
t ; elle converge donc. Les candidats

limites sont déterminés par l’équation

` “ `` 1
2pt´ `

2q, (19.3)

dont les solutions sont ` “ ˘?t. La suite étant positive, nous avons une convergence ponctuelle
de Pn vers la racine carrée. Cette suite étant une suite croissante de fonctions continues sur un
compact, convergeant ponctuellement vers une fonction continue, la convergence est uniforme par
le théorème de Dini 14.319.

Lemme 19.2.
Soit K, un compact de R et fn une suite de fonctions sur K convergeant uniformément vers f .
Soit g : X Ñ K une fonction depuis un espace topologique K. Alors fn ˝ g converge uniformément
vers f ˝ g.

961
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Démonstration. En effet, pour tout x P X nous avons

}pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 “ sup
xPX

}fn
`
gpxq˘´ f`gpxq˘} ď }fn ´ f}8. (19.4)

Par conséquent, si ε 0 est donné, il suffit de choisir n de telle sorte à avoir }fn ´ f}8 ă ε et nous
avons }pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 ď ε.

Définition 19.3.
Nous disons qu’une algèbre A de fonctions sur un espace X sépare les points de X si pour tout
x1 ‰ x2 il existe g P A telle que gpx1q ‰ gpx2q.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer une forme nettement plus générale du théorème
de Stone-Weierstrass.

Théorème 19.4 (Stone-Weierstrass[231]).
Soient X, un espace compact et Hausdorff et A une sous algèbre de CpX,Rq contenant une fonction
constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Rq, }.}8

¯
si et seulement si A sépare les points

de X.
Nous pouvons remplacer R par C si de plus l’algèbre A est autoadjointe : g P A implique ḡ P A.

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration en plusieurs étapes (dont la première est le
lemme 19.1).

Première étape Pour tout x ‰ y P X et pour tout α, β P R, il existe une fonction f P A telle
que fpxq “ α et fpyq “ β.
En effet, vu que A sépare les points nous pouvons considérer une fonction g P A telle que
gpxq ‰ gpyq et ensuite poser

fpzq “ α` α´ β
gpyq ´ gpxq

`
gpzq ´ gpxq˘. (19.5)

Les constantes faisant partie de A, cette fonction f est encore dans A.
Seconde étape Pour tout n-uples de fonctions f1, . . . , fn dans Ā, les fonctions minpf1, . . . , fnq

et maxpf1, . . . , fnq sont dans Ā.
Nous le démontrons pour n “ 2 ; le reste allant évidemment par récurrence. Soient f, g P Ā.
Étant donné que

maxpf, gq “ f ` g
2 ` |f ´ g|2 (19.6a)

minpf, gq “ f ` g
2 ´ |f ´ g|2 , (19.6b)

if suffit de montrer que si f P Ā alors |f | P Ā. Si f est nulle, c’est évident ; supposons que
f ‰ 0 et posons M “ }f}8 ‰ 0. Pour tout x P X nous avons

fpxq2
M2 P r0, 1s. (19.7)

Nous considérons alors la suite
hn “ Pn ˝ f2

M2 (19.8)

où Pn est une suite de polynômes convergent uniformément vers la racine carrée (voir
lemme 19.1). Le lemme 19.2 nous assure que hn converge uniformément vers |f |

M dans
CpX,Rq. Étant donné que Ā est également une algèbre, hn est dans Ā pour tout n et
la limite s’y trouve également (pour rappel, la fermeture Ā est celle de la topologie de la
convergence uniforme).
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Troisième étape Soit ε ą 0, f P CpX,Rq et x P X. Il existe une fonction gx P Ā telle que
"
gxpxq “ fpxq (19.9a)
gxpyq ď fpyq ` ε (19.9b)

pour tout y P X.
Soit z P Xztxu et une fonction hz telle que hzpxq “ fpxq et hzpzq “ fpzq. Une telle fonction
existe par une des étapes précédentes. Étant donné que f et hz sont continues, il existe un
voisinage ouvert Vz de z sur lequel

hzpyq ď fpyq ` ε (19.10)

pour tout y P Vz. Nous pouvons sélectionner un nombre fini de points z1, . . . , zn tels que les
ouverts Vz1 , . . . , Vzn recouvrent X (parce que X est compact, de tout recouvrement par des
ouverts, nous extrayons un sous recouvrement fini.). Nous posons

gx “ minphz1 , . . . , hznq P Ā. (19.11)

Si y P X, nous sélectionnons le i tel que hzipyq ď fpyq ` ε et nous avons
gxpyq ď hzipyq ď fpyq ` ε. (19.12)

Étape finale Soit ε ą 0 et f P CpX,Rq. Pour chaque x P X nous considérons une fonction
gx P Ā telle que

"
gxpxq “ fpxq (19.13a)
gxpyq ď fpyq ` ε (19.13b)

pour tout y P X. Les fonctions f et gx sont continues, donc il existe un voisinage ouvert
Wx de x sur lequel

gxpyq ě fpyq ´ ε. (19.14)

De ces Wx nous extrayons un sous recouvrement fini de X : Wx1 , . . . ,Wxm et nous posons

ϕ “ maxpgx1 , . . . , gxnq P Ā. (19.15)

Si y P X, il existe un i tel que

ϕpyq ě gxipyq ě fpyq ´ ε. (19.16)

La première inégalité est le fait que ϕ est le maximum des gxk , et la seconde est le choix de
i. Donc pour tout y P X nous avons

fpyq ´ ε ď ϕpyq ď fpyq ` ε. (19.17)

La première inégalité est ce que l’on vient de faire. La seconde est le fait que pour tout
i nous ayons gxipyq ď fpyq ` ε ; le fait que ϕ soit le maximum sur les i ne change pas
l’inégalité.
Le fait que les inégalités (19.17) soient vraies pour tout y P X signifie que }ϕ´ f}8 ď ε, et
donc que f P ¯̄A “ Ā.

Tout cela prouve que CpX,Rq Ă Ā. L’inclusion inverse est le fait que CpX,Rq est fermé pour
la norme }.}8, étant donné qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Corollaire 19.5 ([1]).
Soit B, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans Rn. La partie C8pB,Rnq est dense dans`
CpB,Bq, }.}8

˘
.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Final_Doom
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Démonstration. Soit f P CpB,Bq et ε ą 0. La fonction donnant la composante i est une fonction
fi P CpB,Rq et il existe donc, par le théorème de Stone-Weierstrass 19.4, une fonction gi P
C8pB,Rq telle que }gi ´ fi}8 ď ε.

La fonction g dont les composantes sont les gi ainsi construits vérifie }g ´ f}8 ď nε.

Attention toutefois que rien n’assure que les fonctions construites par le corollaire 19.5 prennent
leurs valeurs dans B.

Le théorème suivant est un des énoncés les plus classiques de Stone-Weierstrass. Il découle
évidemment du théorème général 19.4 (encore qu’il faut alors bien comprendre qu’il faut traiter la
fonction x ÞÑ ?

x séparément). Il en existe cependant une preuve indépendante.

Théorème 19.6.
Soit f , une fonction continue de l’intervalle compact ra, bs à valeurs dans R. Alors pour tout ε ą 0,
il existe un polynôme P tel que }P ´ f}8 ă ε.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans Cra, bs pour la norme uniforme.

Corollaire 19.7.
Si X Ă R est compact et de mesure finie 1, alors l’ensemble des polynômes est denses dans`
CpX,Rq, }.}2

˘
.

Démonstration. Si f est une fonction dans CpX,Rq et si ε ě 0 est donné alors nous pouvons
considérer un polynôme P tel que }f ´ P }8 ď ε. Dans ce cas nous avons

}f ´ P }22 “
ż

X
|fpxq ´ P pxq|2dx ď

ż

X
ε2dx “ ε2µpXq (19.18)

où µpXq est la mesure de X (finie par hypothèse).

19.2 Primitive de fonction continue

Proposition 19.8 ([232]).
Soit un intervalle compact K de R et une suite pfnq de fonctions continues sur K telles que
fn

unifÝÑ f . Si chacune des fonctions fn a une primitive sur K alors f également.

Démonstration. Soit x0 P K et les primitives Fn choisies 2 pour avoir F 1nfn et Fnpx0q “ 0. Nous
allons voir que pFnq est une suite de Cauchy dans

`
K, }.}8

˘
. Soient n,m P N et x P K. Nous avons

}Fn ´ Fm}8 ď }Fnpxq ´ Fmpxq} (19.19a)
“ }pFn ´ Fmqpxq} (19.19b)
ď }F 1n ´ F 1m}rx,x0s}x´ x0} (19.19c)

où nous avons utilisé le théorème des accroissements finis 12.123. Vu que x P K et que K est borné,
}x´ x0} est majoré par diampKq et

}Fn ´ Fm}K ď }fn ´ fm}K diampKq. (19.20a)

Vu que pfnq est de Cauchy, si n et m sont assez grands, cela tend vers zéro. La suite pFnq converge
donc vers une certaine fonction F .

Le théorème 16.220 nous permet de permuter la limite et la dérivée pour conclure que F 1 “ f
et donc que f a une primitive sur K.

1. Dans R cette hypothèse est évidemment superflue par rapport à l’hypothèse de compacité ; mais ça suggère
des généralisations . . .

2. Les fonctions Fn étant dérivables sont continues.
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Proposition 19.9 ([232]).
Soit un intervalle ouvert I de R et une fonction f : I Ñ R qui admet une primitive sur tout
compact de I. Alors f a une primitive sur I.

Démonstration. Nous considérons une suite exhaustive 3 de compacts Kn pour I et x0 P K0. Nous
considérons aussi Fn la primitive de f sur Kn telle que Fnpx0q “ 0 (possible parce que x0 P Kn

pour tout n). Les fonctions Fn sont des restrictions les unes des autres, et nous pouvons définir

F : I Ñ R

x ÞÑ Fnpxq si x P Kn.
(19.21)

Nous avons évidemment F px0q “ 0 et nous allons prouver que F est une primitive de f sur I.
Soit x P I vu que I est ouvert, nous pouvons choisir n0 tel que x P IntpKn0q. Les fonctions F et
Fn0 sont égales sur Kn et donc sur un ouvert autour de x. Par conséquent F est dérivable en x et
F 1pxq “ F 1n0pxq “ fpxq.

Théorème 19.10.
Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction continue sur I admet une primitive 4 sur I.

Démonstration. Sur chaque compact de I, la fonction f est limite uniforme de polynômes 5 (théo-
rème de Stone-Weierstrass 19.6). Donc f est primitivable sur tout compact de I (proposition 19.8)
et donc sur I par la proposition 19.9.

Proposition 19.11.
Soit I un intervalle borné ouvert de R. Une fonction h P C8c pIq admet une primitive dans C8c pIq
si et seulement si

ş
I h “ 0.

Démonstration. Si une primitive H de h est à support compact, alors
ż

I
h “ Hpbq ´Hpaq “ 0´ 0 “ 0. (19.22)

Pas de problèmes dans ce sens.
Supposons maintenant que

ş
I h “ 0. Le fait que h admette une primitive dans C8pIq est

évident : toute fonction continue admet une primitive 6. SoitH une telle primitive et H̃ “ H´Hpbq.
Alors H̃pbq “ 0 et

H̃paq “ Hpaq ´Hpbq “ ´
ż

I
h “ 0. (19.23)

Nous rappelons que le support d’une fonction est la fermeture de l’ensemble des points de non-
annulation.

Supposons que le support de h soit inclus dans rm,M s Ă sa, br. En prenant des nombres m1 et
M 1 tels que a ă m1 ă m et M ăM 1 ă b (nous insistons sur le caractère strict de ces inégalités), la
fonction h est nulle sur ra,m1s et sur rM 1, bs ; la fonction H̃ doit donc y être constante. Mais nous
avons déjà vu que H̃paq “ H̃pbq “ 0. Donc l’ensemble des points sur lesquels H̃ n’est pas nul est
inclus dans sm1,M 1r et donc est strictement (des deux côtés) inclus dans I.

19.2.1 Théorème taubérien de Hardi-Littlewood

Un théorème taubérien est un théorème qui compare les modes de convergence d’une série.

3. Voir le lemme 10.59.
4. Définition 14.142.
5. Si tu veux te passer de Stone-Weierstrass, tu peux prouver que toute fonction continue sur un compact est

limite uniforme de fonctions affines par morceaux, par exemple. Voir [232].
6. Théorème 19.10.
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Lemme 19.12.
Si f et g sont des fonctions continues, alors spxq “ maxtfpxq, gpxqu est également une fonction
continue.

Démonstration. Soit x0 et prouvons que s est continue en x0. Si fpx0q ‰ gpx0q (supposons fpx0q ą
gpx0q pour fixer les idées), alors nous avons un voisinage de x0 sur lequel f ą g et alors s “ f sur
ce voisinage et la continuité provient de celle de f .

Si au contraire fpx0q “ gpx0q “ spx0q alors si panq est une suite tendant vers x0, nous prenons
N tel que

ˇ̌
fpanq ´ fpx0q

ˇ̌ ď ε pour tout n ą N et M tel que
ˇ̌
gpanq ´ gpx0q

ˇ̌ ď ε pour tout n ąM .
Alors pour tout n ą maxtN,Mu nous avons

ˇ̌
spanq ´ spx0q

ˇ̌ ď ε, (19.24)

d’où la continuité de s en x0.

La proposition suivante dit que si une fonction connaît un saut, alors on peut le lisser par une
fonction continue.

Proposition 19.13.
Soit f continue sur ra, x0r et sur rx0, bs avec fpx´0 q ă fpx0q. En particulier nous supposons que
fpx´q existe et est finie. Alors pour tout ε ą 0, il existe une fonction continue s telle que sur ra, bs
on ait s ď f et ż b

a
spxq ´ fpxq dx ď ε. (19.25)

Démonstration. Nous notons A la taille du saut :

A “ fpx0q ´ fpx´0 q. (19.26)

Quitte à changer a et b, nous pouvons supposer que

fpxq ă fpx0q ` A

3 (19.27)

pour x P ra, x0r et
f ą fpx0q ` 2A

3 (19.28)

pour x P rx0, bs. C’est le théorème des valeurs intermédiaires qui nous permet de faire ce choix.
Soit mpxq la droite qui joint le point

`
x0 ´ ε, fpx0 ´ εq

˘
au point

`
x0, fpx`0 q

˘
. Nous posons

spxq “

$
’&
’%

fpxq si x ă x0 ´ ε
maxtmpxq, fpxqu si x0 ´ ε ď x ď x0

fpxq si x ą x0.

(19.29)

En vertu des différents choix effectués, c’est une fonction continue. En effet

spx0 ´ εq “ maxtfpx0 ´ εq, fpx0, εqu “ fpx0 ´ εq (19.30)

et
spx0q “ maxtmpx0q, fpx`0 qu “ fpx`0 q (19.31)

parce que mpx0q “ fpx`0 q. En ce qui concerne l’intégrale, si nous posons

M “ sup
x,yPra,bs

|fpxq ´ fpyq|, (19.32)

nous avons ż b

a
s´ f “

ż x0

x0´ε
s´ f ď εM. (19.33)
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Lemme 19.14.
Pour tout polynôme P , nous avons la formule

lim
xÑ1´

p1´ xq
8ÿ

n“0
xnP pxnq “

ż 1

0
P pxqdx. (19.34)

Démonstration. D’abord pour P “ 1, la formule se réduit à la série harmonique connue. Ensuite
nous prouvons la formule pour le polynôme P “ Xk et la linéarité fera le reste pour les autres
polynômes. Nous avons

p1´ xq
ÿ

n

xnxkn “ p1´ xq
ÿ

n

px1`kqn “ 1´ x
1´ x1`k “

1
1` x` ¨ ¨ ¨ ` xk . (19.35)

Donc
lim
xÑ1´

p1´ xq
ÿ

n

xnP pxnq “ 1
1` k . (19.36)

Par ailleurs, c’est vite vu que ż 1

0
xkdx “ 1

k ` 1 . (19.37)

Théorème 19.15 (Hardy-Littlewood[233]).
Soit panq une suite réelle telle que

(1) an
n tend vers une constante,

(2) F pxq “ ř8
n“0 anx

n a un rayon de convergence ě 1,
(3) limxÑ1´ F pxq “ l.

Alors
ř8
n“0 an “ l.

Démonstration. Quitte à prendre la suite b0 “ a0 ´ l et bn “ an, on peut supposer l “ 0.
Soit Γ l’ensemble des fonctions

γ : r0, 1s Ñ R (19.38)

telles que
(1)

ř8
n“0 anγpxnq converge pour 0 ď x ă 1,

(2) limxÑ1´
ř
ně0 anγpnq “ 0.

Ce Γ est un espace vectoriel.
Les polynômes sont dans Γ Soit γptq “ ts. Pour 0 ď x ă 1 nous avons

8ÿ

n“0
anγpxnq “

8ÿ

n“0
anx

ns ă
8ÿ

n“0
anx

n. (19.39)

Donc la condition de convergence est vérifiée. En ce qui concerne la limite,

lim
xÑ1´

8ÿ

n“0
anx

ns “ lim
xÑ1´

F pxsq “ 0 (19.40)

parce que par hypothèse, limxÑ1´ F pxq “ 0.
Définition de la fonction qui va donner la réponse Nous considérons la fonction

gptq “
#

0 si 0 ď t ă 1{2
1 si 1{2 ď t ď 1,

(19.41)
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c’est à dire g “ 1r 12 ,1s. Nous montrons que si g P γ, alors le théorème est terminé. Si
0 ď x ď 1, on a 0 ď xn ă 1{2 dès que

n ą ´ lnp2q
lnpxq (19.42)

avec une note comme quoi lnpxq ă 0, donc la fraction est positive. Nous désignons par Nx la
partie entière de ce n adapté à x. L’idée est que la fonction gpxnq est la fonction indicatrice
de 0 ď n ď Nx, et donc

ÿ

ně0
angpxnq “

Nxÿ

n“0
an. (19.43)

Mais si xÑ 1´, alors Nx Ñ8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

Nxÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

ÿ

nPN
angpxnq, (19.44)

et cela fait zéro si g P Γ.
Approximation de g par des polynômes Nous considérons la fonction

hptq “ gptq ´ t
tp1´ 1q “

#
1
t´1 si t P r0, 1{2r
1
t si t P r1{2, 1s. (19.45)

La seconde égalité est au sens du prolongement par continuité. La fonction h est une fonction
non continue qui fait un saut de ´2 à 2 en x “ 1{2. En vertu de la proposition 19.13 (un
peu adaptée), nous pouvons considérer deux fonctions continues s1 et s2 telles que

s1 ď h ď s2 (19.46)

et ż 1

0
s2 ´ s1 ď ε. (19.47)

Notons que l’inégalité s1 ď s2 doit être stricte sur au moins un petit intervalle autour de
x “ 1{2. Soient P1 et P2, deux polynômes tels que }P1 ´ s1}8 ď ε et }P2 ´ s2}8 ď ε (ici
la norme supremum est prise sur r0, 1s). C’est le théorème de Stone-Weierstrass (19.6) qui
nous permet de le faire.
Nous posons aussi 7

Q1 “ P1 ` ε (19.48a)
Q2 “ P2 ´ ε. (19.48b)

Nous avons ż 1

0
Q1 ´Q2 ď

ż 1

0
Q1 ´ P1 ` P1 ´ P2 ` P2 ´Q2. (19.49)

Pour majorer cela, d’abord Q1 ´ P1 “ P2 ´Q2 “ ε, ensuite,

P1 ´ P2 “ P1 ´ s1 ` s1 ´ s2 ` s2 ´ P2 (19.50)

dans lequel nous avons P1 ´ s1 ď ε, s2 ´ P2 ď ε et
ş1
0 s1 ´ s2 ď ε. Au final, nous posons

q “ Q2 ´Q1 et nous avons ż 1

0
q ď 5ε. (19.51)

Enfin nous posons aussi
Ripxq “ x` xp1´ xqQi. (19.52)

7. À ce niveau, je crois qu’il y a une faute de frappe dans [233].
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Ces polynômes vérifient Rip0q “ 0, Rip1q “ 1 et

R1 ď g ď R2 (19.53)

parce que
Q1 ď P1 ď h ď P2 ď Q2 (19.54)

et
t` tp1´ tqQ1 ď t` tp1´ tqhptqloooooooomoooooooon

gptq
ď t` tp1´ tqQ2. (19.55)

Preuve que g est dans Γ D’abord si 0 ď x ă 1, xN ă 1
2 pour un certain N , et alors gpxN q “

0. Du coup la série
8ÿ

n“0
angpxnq “

Nÿ

n“0
an (19.56)

est une somme finie qui converge donc.
D’autre part nous prenonsM tel que |an| ă M

n pour tout n. Nous majorons
ř
nPN angpxnq en

utilisant R1. Mais vu que R1 est un polynôme, nous pouvons dire que |ř8
n“0 anR1pxnq| ď ε

en prenant x P rλ, 1r et λ assez grand. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
angpxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
angpxnq ´

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇloooooooomoooooooon

ďε

(19.57a)

ď ε`
8ÿ

n“0
|an|pg ´R1qpxnq (19.57b)

ď ε`
8ÿ

n“0
|an|pR2 ´R1qpxnq (19.57c)

ď ε`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

pQ2 ´Q1qpxnq (19.57d)

“ ε`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

qpxnq (19.57e)

ď ε`Mp1´ xq
ÿ

n

xnqpxnq. (19.57f)

Justifications :
— La ligne (19.57d) est par le fait que R2 ´R1 “ xp1´ xqpQ2 ´Q1q.
— La ligne (19.57f) provient d’une majoration sauvage de 1{n par 1 et de 1´xn par 1´x.
Par le lemme 19.14, nous avons alors

lim
xÑ1´

|
ÿ

n

angpxnq| ď ε`M
ż 1

0
q ď 6ε. (19.58)

19.2.2 Théorème de Müntz

Théorème 19.16 (Théorème de Müntz[234, 235, 236]).
Soit C0

`r0, 1s˘, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s muni de la norme }.}8 ou }.}2 et une
suite pαnq strictement croissante de nombres positifs. Nous notons φλ la fonction x ÞÑ xλ.

Alors
Spant1, φαnu (19.59)

est dense dans C0
`r0, 1s˘ si et seulement si

8ÿ

n“2

1
αn
“ `8. (19.60)
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Nous prouvons le théorème pour la norme }.}2.
Démonstration. Soit m P R` ; nous notons ∆N pmq la distance entre φm et Spantφα1 , . . . , φαN u.
Cette distance peut être évaluée avec le déterminant de Gram (proposition 11.47)

∆N pmq2 “ Gpφm, φα1 , . . . , φαN q
Gpφα1 , . . . , φαN q

. (19.61)

Pour calculer cela nous avons besoin des produits scalaires 8

xφa, φby “
ż 1

0
xa`bdx “ 1

a` b` 1 . (19.62)

Pour avoir des notations plus compactes, nous notons α0 “ m. Donc nous avons à calculer le
déterminant

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “ det
´

1
αi`αj`1

¯
(19.63)

où i, j “ 0, . . . , N . Nous reconnaissons un déterminant de Cauchy (proposition 11.48) en posant,
dans 1

αi`αj`1 , ai “ αi et bj “ αj ` 1. Étant donné que bj ´ bi “ aj ´ ai, nous avons

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “
ś

0ďiăjďN pαj ´ αiq2śN
i“0

śN
j“0pαi ` αj ` 1q. (19.64)

Nous séparons maintenant les termes où i ou j sont nuls. En ce qui concerne le dénominateur, il
faut prendre tous les couples pi, jq avec i et j éventuellement égaux à zéro. Nous décomposant cela
en trois paquets. Le premier est p0, 0q ; le second est p0, iq (chaque couple arrive en fait deux fois
parce qu’il y a aussi pi, 0q) ; et le troisième sont les i, j tous deux différents de zéro :

p2m` 1q
ź

ij

pαi ` αj ` 1q
ź

i

pαi `m` 1q2. (19.65)

Notons que dans le produit central, le carré est contenu dans le fait qu’on écrit
ś
ij et non

ś
iăj .

Nous avons donc

Gpφm, φα1 , . . . , φαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2

ś
ipαi ´mq2

p2m` 1qśijpαi ` αj ` 1qśipαi `m` 1q2 . (19.66)

Le calcul de Gpφα1 , . . . , φαN q est plus simple 9 :

Gpφα1 , . . . , φαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2ś
ijpαi ` αj ` 1q . (19.67)

En divisant l’un par l’autre il ne reste que les facteurs comprenant m et en prenant la racine carrée,

∆N pmq “ 1?
2m` 1

Nź

i“1

ˇ̌
ˇ̌ αi ´m
αi `m` 1

ˇ̌
ˇ̌ . (19.68)

Nous passons maintenant à la preuve proprement dite. Supposons que V “ Spantφαi , i P Nu
est dense. Si m est un des αi, il peut évidemment être approché par les φαi . Mais vue la densité
de V , un φm avec m ‰ αi (pour tout i) alors φm peut également être arbitrairement approché par
les φαi , c’est à dire que

lim
NÑ8∆N pmq “ 0. (19.69)

Nous posons
un “ ln

ˆ
αn ´m

αn `m` 1

˙
(19.70)

8. C’est ici qu’on se particularise à la norme }.}2.
9. Je crois qu’il y a une faute de frappe dans le dénominateur de [234].
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et nous prouvons que la série
ř
n un diverge. En effet nous nous souvenons de la formule lnpabq “

lnpaq ` lnpbq, de telle sorte que la N esomme partielle de
ř
n un est

ln
ˆ

α1 ´m
α1 `m` 1 · . . . · αN ´m

αN `m` 1

˙
“ ln

`?
2m` 1∆N pmq

˘
, (19.71)

qui tend vers ´8 lorsque N Ñ8.
Si la suite pαnq est majorée et plus généralement si nous n’avons pas αn Ñ8, alors évidemment

la série
ř
n

1
αn

diverge. Nous supposons donc que limnÑ8 αn “ 8. Nous avons aussi 10

un “ ln
ˆ

αn ´m
αn `m` 1

˙
“ ln

ˆ
1´ 2m` 1

αn `m` 1

˙
„ ´2m` 1

αn
. (19.72)

Une justification est donné à l’équation (17.269). Ce que nous avons surtout est
ÿ

n

un „ ´p2m` 1q
ÿ

n

1
αn
. (19.73)

Étant donné que la série de gauche diverge, celle de droite diverge 11.
Nous faisons maintenant le sens opposé : nous supposons que la série

ř
n 1{αn diverge et nous

nous posons
V “ Spantφαn tel que n P Nu. (19.74)

Il suffit de prouver que φm P V̄ pour tout m parce qu’un corollaire du théorème de Stone-
Weierstrass 19.7 montre que Spantφk tel que k P Nu est dense dans C pour la norme }.}2.

Si αn Ñ8, nous avons :
un „ 2m` 1

αn
Ñ 0 (19.75)

et alors ∆N pmq Ñ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement φm P V̄ .
Si par contre αn ne tend pas vers l’infini, nous repartons de l’expression (19.68), nous posons

0 ă α “ supi αi et nous calculons :

?
2m` 1∆N pmq “

Nź

i“1

|αi ´m|
αi `m` 1 (19.76a)

ď
Nź

i“1

αi `m
αi `m` 1 (19.76b)

“
Nź

i“1

ˆ
1´ 1

αi `m` 1

˙
(19.76c)

ď
Nź

i“1

ˆ
1´ 1

α`m` 1

˙
(19.76d)

“
ˆ

1´ 1
α`m` 1

˙N
. (19.76e)

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque N Ñ8.

Remarque 19.17.
Certaines sources 12 citent le théorème de Müntz comme ceci (avec un implicite que αi ‰ 0) :

Spant1, φαiu “ C
`r0, 1s˘ô

ÿ

iě1

1
αi
“ `8. (19.77)

10. Je crois qu’il y a une faute de signe dans la dernière expression de [235].
11. Nous utilisons le fait que si un “

ř
vn en tant que suites et si

ř
n un diverge, alors

ř
n vn diverge.

12. Dont le rapport du jury 2014
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Que penser de la présence explicite du 1 (c’est à dire de φ0) ou non dans l’ensemble ?
Première chose : la présence éventuelle de φ0 est la raison pour laquelle nous faisons commencer

la somme à i “ 2 et non i “ 1. Dans le même ordre d’idée, si Spantφαiu est dense, alors en prenant
n’importe quelle queue de suite, ça reste dense.

Prouvons donc l’énoncé (19.77). Si Spant1, φαiu est dense, alors en posant β1 “ 0, βi “ αi´1
notre théorème prouve que

ř8
β“2

1
βi
“ `8, cela est exactement que

ř8
i“1

1
αi
“ `8. Dans l’autre

sens, si
ř
iě1

1
αi
“ `8, alors nous avons aussi

ř
iě2

1
αi
“ `8 et notre théorème dit que Spantφαiu

est dense. A fortiori, Spant1, φαiu est dense.

Exemple 19.18
Nous savons depuis le théorème 17.92 que la somme des inverses des nombres premiers diverge.
4

19.3 Intégrales convergeant uniformément

19.3.1 Définition et propriété

Définition 19.19.
Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous disons que l’intégrale

ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (19.78)

converge uniformément en x si pour tout ε ą 0, il existe un compact Kε tel que pour tout
compact K tel que Kε Ă K nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

ΩzK
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε. (19.79)

Le point important est que le choix de Kε ne dépend pas de x.

Lemme 19.20.
Soit

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq, (19.80)

une intégrale uniformément convergente. Pour chaque k P N nous considérons un compact Kk tel
que ˇ̌

ˇ̌
ˇ

ż

ΩzKk
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

1
k
. (19.81)

Alors la suite de fonctions Fk définie par

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (19.82)

converge uniformément vers F .

Démonstration. Nous avons
ˇ̌
Fkpxq ´ F pxq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq ´
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌ (19.83a)

“ |
ż

ΩzKk
fpx, ωqdµpωq| (19.83b)

ď 1
k
. (19.83c)
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19.3.2 Critères de convergence uniforme

Afin de tester l’uniforme convergence d’une intégrale, nous avons le critère de Weierstrass :

Théorème 19.21.
Soit fpx, tq : rα, βs ˆ ra,8rÑ R, une fonction dont la restriction à toute demi-droite x “ cst est
mesurable. Si |fpx, tq| ă ϕptq et ş8a ϕptqdt existe, alors l’intégrale

ż 8

0
fpx, tqdt (19.84)

est uniformément convergente.

Le théorème suivant est le critère d’Abel :

Théorème 19.22.
Supposons que fpx, tq “ ϕpx, tqψpx, tq où ϕ et ψ sont bornée et intégrables en t au sens de Riemann
sur tout compact ra, bs, b ě a. Supposons que :

(1) | şTa ϕpx, tqdt| ďM où M est indépendant de T et de x,

(2) ψpx, tq ě 0,

(3) pour tout x P rα, βs, ψpx, tq est une fonction décroissante de t,

(4) les fonctions x ÞÑ ψpx, tq convergent uniformément vers 0 lorsque tÑ8.

Alors l’intégrale ż 8

a
fpx, tqdt (19.85)

est uniformément convergente.

Remarque 19.23.
Étant donné que la fonction sinus est bornée, il est tentant de l’utiliser comme ϕ dans le critère
d’Abel (théorème 19.22). Hélas,

ż T

0
sinpxtq “ ´1

x

`
cospxT q ´ cospxq˘, (19.86)

qui n’est pas bornée pour tout x ! Poser ϕpx, tq “ sinpxtq ne fonctionne pas pour assurer la
convergence uniforme sur un intervalle qui contient des x arbitrairement proches de 0. Le critère
d’Abel avec ϕpx, tq “ sinpxtq ne permet que de conclure à l’uniforme convergence sur tout compact
ne contenant pas 0. Cela est toutefois souvent suffisant pour étudier la continuité ou la dérivabilité
en se servant du fameux coup du compact.

19.4 Fonctions définies par une intégrale

Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous nous demandons dans quel cas l’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω (19.87)

définit une fonction F continue, dérivable ou autre.
Dans la suite nous allons considérer des fonctions f à valeurs réelles. Quitte à passer aux

composantes, nous pouvons considérer des fonctions à valeurs vectorielles. Par contre le fait que x
soit dans R ou dans Rn n’est pas spécialement une chose facile à traiter.
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19.4.1 Continuité sous l’intégrale

Nous allons présenter deux théorèmes donnant la continuité de F .
(1) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 19.24,
(2) si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 19.25.

Théorème 19.24.
Soit pΩ, µq est un espace mesuré, soit x0 P Rm et f : U ˆ Ω Ñ R où U est ouvert dans Rm. Nous
supposons que

(1) La fonction fpx, .q est dans L1pΩ, µq pour tout x P Rm.
(2) La fonction fp., ωq est continue en x0 pour tout ω P Ω.
(3) Il existe une fonction G P L1pΩq telle que

|fpx, ωq| ď Gpωq (19.88)

pour tout x P U .
Alors la fonction

F : U Ñ R

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (19.89)

est continue en x0.

Démonstration. Soit pxnq une suite convergente vers x0. Nous considérons la suite de fonctions
fn : Ω Ñ R définies par

fnpφq “ fpxn, ωq. (19.90)

sur qui nous pouvons utiliser le théorème de la convergence dominée (théorème 16.140) pour obtenir

lim
nÑ8F pxnq “ lim

nÑ8

ż

Ω
fpxn, ωqdµpωq (19.91a)

“
ż

Ω
lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq (19.91b)

“
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (19.91c)

“ F pxq. (19.91d)

Nous avons utilisé la continuité de fp., ωq.
Si nous avons un peu de compatibilité entre la topologie et la mesure, alors nous pouvons

utiliser l’uniforme convergence d’une intégrale pour obtenir la continuité d’une fonction définie par
une intégrale.

Théorème 19.25.
Soit pΩ, µq un espace topologique mesuré tel que tout compact est de mesure finie. Soit une fonction
f : Rˆ Ω Ñ R telle que

(1) Pour chaque x P R, la fonction fpx, .q est L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction fp., ωq est continue en x0.
(3) L’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (19.92)

est uniformément convergente 13.

13. Définition 19.19.
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Alors la fonction F est continue en x0.

Démonstration. Nous reprenons les notations du lemme 19.20. Les fonctions

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (19.93)

existent parce que les fonctions fpx, .q sont dans L1pΩq. Montrons que les fonctions Fk sont conti-
nues. Soit une suite xk Ñ x0 nous avons

lim
nÑ8Fkpxnq “ lim

nÑ8

ż

Kk

fpxn, ωqdµpωq. (19.94)

Nous pouvons inverser la limite et l’intégrale en utilisant le théorème de la convergence dominée.
Pour cela, la fonction fpxn, ωq étant continue sur le compact Kk, elle y est majorée par une
constante. Le fait que les compacts soient de mesure finie (hypothèse) implique que les constantes
soient intégrales sur Kk. Le théorème de la convergence dominée implique alors que

lim
nÑ8Fkpxnq “

ż

Kk

lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq “

ż

Kk

fpx0, ωqdµpωq “ Fkpx0q. (19.95)

Nous avons utilisé le fait que fp., ωq était continue en x0.
Le lemme 19.20 nous indique alors que la convergence Fk Ñ F est uniforme. Les fonctions Fk

étant continues, la fonction F est continue.

Pour finir, citons ce résultat concernant les fonctions réelles.

Théorème 19.26.
Nous considérons F pxq “ ş8

a fpx, tqdt. Si f est continue sur rα, βs ˆ ra, αr et l’intégrale converge
uniformément, alors F pxq est continue.

19.4.2 Le coup du compact

Nous avons vu des fonctions définies par toute une série de processus de limite (suites, séries,
intégrales). Une des questions centrales est de savoir si la fonction limite est continue, dérivable,
intégrale, etc. étant donné que les fonctions sont continues.

Pour cela, nous inventons le concept de convergence uniforme. Si la limite (série, intégrale) est
uniforme, alors la fonction limite sera continue. Il arrive qu’une limite ne soit pas uniforme sur un
intervalle ouvert s0, 1s, et que nous voulions quand même prouver la continuité sur cet intervalle.
C’est à cela que sert la notion de convergence uniforme sur tout compact. En effet, la notion de
continuité est une notion locale : savoir ce qu’il se passe dans un petit voisinage autour de x est
suffisant pour savoir la continuité en x (idem pour sa dérivée).

Si nous avons uniforme convergence sur tout compact de s0, 1s, mais pas uniforme convergence
sur cet intervalle, la limite sera quand même continue sur s0, 1s. En effet, si x Ps0, 1s, il existe un
ouvert autour de x contenu dans un compact contenu dans s0, 1s. L’uniforme convergence sur ce
compact suffit à prouver la continuité en x.

Déduire la continuité sur un ouvert à partir de l’uniforme convergence sur tout compact de
l’ouvert est appelé faire le coup du compact.

19.4.3 Dérivabilité sous l’intégrale

Nous traitons à présent de la dérivabilité de la fonction F définie comme intégrale de f .

Théorème 19.27 (Dérivation sous le signe intégral[216]).
Soit pΩ, µq un espace mesuré et une fonction f : RˆΩ Ñ R dont nous voulons étudier la dérivabilité
en a P R. Nous supposons qu’il existe δ ą 0, A mesurable de mesure nulle dans Ω tels que

(1) fpx, .q soit dans L1pΩq.
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(2) L’application x ÞÑ fpx, ωq est dérivable pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P AA.
(3) Il existe une fonction G intégrable sur Ω telle que

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq (19.96)

pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P AA.
Alors la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (19.97)

est dérivable en a et nous pouvons permuter la dérivée et l’intégrale :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (19.98)

Démonstration. Soit une suite pxnq dans Bpa, δq telle que xn ‰ a et xn Ñ a. Si la limite

lim
nÑ8

F paq ´ F pxnq
a´ xn (19.99)

existe et ne dépend pas de la suite choisie, alors la fonction F est dérivable en a et sa dérivée vaut
cette limite. Par linéarité de l’intégrale, nous devons étudier la limite

lim
nÑ8

ż

Ω

fpa, ωq ´ fpxn, ωq
a´ xn dω, (19.100)

montrer qu’elle existe, ne dépend pas de la suite choisie et vaut
ş
Ω Bxfpa, ωqdω. Nous sommes donc

dans un problème d’inversion de limite et de dérivée pour lequel nous allons utiliser le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue. D’abord nous posons

gnpωq “ fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a . (19.101)

Cela est une suite de fonctions dans L1pΩq parce qu’à la fois a et xn sont dans Bpa, δq. De plus
nous avons

lim
nÑ8 gnpωq “

Bf
Bx pa, ωq (19.102)

parce que nous savons que f est dérivable en a pour tout ω P AA. En ce qui concerne la majoration
de gn, nous utilisons le théorème des accroissements finis (théorème 14.136) sur le numérateur de
(19.101). Pour tout n et pour tout ω P AA, il existe un θn,ω dans sa, xnr tel que

fpxn, ωq ´ fpa, ωq “ BfBx pθn,ω, ωqpxn ´ aq, (19.103)

donc
|gnpωq| “

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx pθn,ω, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq. (19.104)

La dernière inégalité provient des hypothèses. Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(théorème 16.140) nous permet alors de calculer la limite (19.100) :

lim
nÑ8

ż

Ω
gnpωqdω “

ż

Ω
lim
nÑ8 gnpωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdω. (19.105)

Notons que l’existence de la dernière intégrale fait partie du théorème de la convergence dominée.
Nous avons donc prouvé que la limite de gauche existait et ne dépendant pas de la suite choisie.

Donc F est dérivable en a et la dérivée vaut cette limite :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (19.106)
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Théorème 19.28.
Supposons f continue et sa dérivée partielle Bf

Bx continue sur rα, βsˆ ra, αr. Supposons que F pxq “ş8
a fpx, tqdt converge et que

ş8
a
Bf
Bxdt converge uniformément. Alors F est C1 sur rα, βs et

dF

dx
“

ż 8

a

Bf
Bxdt. (19.107)

En ce qui concerne les fonctions dans Rn, il y a les propositions 19.34 et 19.35 qui parlent de
différentiabilité sous l’intégrale.

19.4.4 Absolue continuité

Définition 19.29.
Une fonction F : RÑ R est absolument continue sur ra, bs s’il existe une fonction f sur ra, bs
telle que

F pxq “
ż x

a
fptqdt (19.108)

pour tout x P ra, bs.
Théorème 19.30.
Soient A un ouvert de R et Ω un espace mesuré. Soient une fonction f : Aˆ Ω Ñ R et

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω. (19.109)

Nous supposons les points suivants.
(1) La fonction f est mesurable en tant que fonction A ˆ Ω Ñ R. Pour chaque x P A, la

fonction fpx, · q est intégrable sur Ω.
(2) Pour presque tout ω P Ω, la fonction fpx, ωq est une fonction absolument continue de x.
(3) La fonction Bf

Bx est localement intégrable, c’est à dire que pour tout ra, bs Ă A,

ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ dω dx ă 8. (19.110)

Alors la fonction F est absolument continue et pour presque tout x P A, la dérivée est donné par

d

dx

ż

Ω
fpx, ωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx px, ωqdω. (19.111)

La proposition suivante sera utilisée entre autres pour montrer que sous l’hypothèse d’une
densité continue, la loi exponentielle est sans mémoire, proposition 38.98.

Proposition 19.31.
Soit fpx, tq une fonction continue sur rα, βs ˆ ra, bs, telle que Bf

Bx existe et soit continue sur
sα, βrˆra, bs. Soient ϕpxq et ψpxq, des fonctions continues de rα, βs dans R et admettant une
dérivée continue sur sα, βr. Alors la fonction

F pxq “
ż ψpxq

ϕpxq
fpx, tqdt (19.112)

admet une dérivée continue sur sα, βr et

dF

dx
“

ż ψpxq

ϕpxq
Bf
Bx px, tqdt` f

`
x, ψpxq˘· dψ

dx
´ f`x, ϕpxq˘· dϕ

dx
. (19.113)
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L’exemple qui suit devrait pouvoir être rendu rigoureux en utilisant des distributions correc-
tement.

Exemple 19.32
Si g est une fonction continue, la fonction suivante est une primitive de g :

ż x

0
fptqdt “

ż 8

0
fptq1tăxptqdt. (19.114)

Nous nous proposons de justifier de façon un peu heuristique le fait que ce soit bien une primitive
de g en considérant la fonction

fpt, xq “ gptq1tăxptq. (19.115)

Nous posons
F pxq “

ż 8

0
fpx, tqdt, (19.116)

et nous calculons F 1 en permutant la dérivée et l’intégrale 14. D’abord,

fpt, xq “
#
gptq si t P r0, xs
0 sinon.

(19.117)

La dérivée de f par rapport à x est donnée par la distribution

Bf
Bx pt0, x0q “ gpt0qδpt0 ´ x0q. (19.118)

Donc
F 1px0q “

ż 8

0

Bf
Bx pt, x0qdt “

ż 8

0
gptqδpt´ x0q “ gpx0q, (19.119)

comme attendu. 4

Cet exemple est rendu rigoureux par la proposition suivante.

Proposition 19.33.
Si f P L1pRq, alors la fonction

F pxq “
ż x

´8
fptqdt (19.120)

est presque partout dérivable et pour les points où elle l’est nous avons F 1pxq “ fpxq.

19.4.5 Différentiabilité sous l’intégrale

Le théorème suivant est restrictif sur l’ensemble d’intégration (qui doit être compact), mais
accepte des fonctions de plusieurs variables, ce qui est un premier pas vers la différentiabilité.

Proposition 19.34 (Dérivation sous l’intégrale).
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Nous considérons une fonction f : AˆB Ñ R. Si
pour un i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi existe dans AˆB et est continue, alors la fonction

F pxq “
ż

B
fpx, tqdt (19.121)

admet une dérivée partielle dans la direction xi sur A. Cette dérivée partielle y est continue et

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt, (19.122)

pour tout a dans l’ouvert A.

14. Ceci n’est pas rigoureux : il faudrait avoir un théorème à propos de distributions qui permet de le faire.
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Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.
F est dérivable Nous voulons prouver que BF

Bxi pa, tq existe. Pour cela nous posons

glptq “ fpa1, . . . , ai ` εl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq
εl

(19.123)

où εl est une suite de nombres tendant vers zéro. La fonction f est dérivable dans la direction
xi si et seulement si limlÑ8 glptq existe et ne dépend pas du choix de la suite. À ce moment,
la valeur de la dérivée partielle sera cette limite. Dans notre cas, nous savons que f admet
une dérivée partielle dans la direction xi et donc nous avons

Bf
Bxi pa, tq “ lim

lÑ8 glptq. (19.124)

De la même façon pour F nous avons

BF
Bxi “ lim

lÑ8

ż

B
glptqdt. (19.125)

Sous-entendu : si la limite de droite ne dépend pas de la suite choisie, alors BF
Bxi existe et

vaut cette limite.
Vu la continuité de f , le seul point à vérifier pour le théorème de la convergence dominée de
Lebesgue est l’existence d’une fonction intégrable de t majorant gl. Pour cela le théorème de
accroissements finis (théorème 14.136) appliqué à la fonction ε ÞÑ fpan, . . . , ai ` ε, . . . , anq
nous dit que

fpa1, . . . , ai ` εl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq “ εl
Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq (19.126)

pour un certain θ P Bpai, εlq. Notons que ce θ dépend de t mais pas de l. Vu que Bif est
continue par rapport à ses deux variables, si K est un voisinage compact autour de a, il
existe M ą 0 tel que ˇ̌

ˇ̌ Bf
Bxi px, tq

ˇ̌
ˇ̌ ăM (19.127)

pour tout x P K et tout t P B. La valeur de Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq est donc bien majorée

par rapport à θ et par rapport à t en même temps par une constante qui n’a pas de mal à
être intégrée sur le compact B.
Le théorème de la convergence dominée (théorème 16.140) s’applique donc bien et nous
avons

lim
lÑ8

ż

B
glptqdt “

ż

B
lim
lÑ8 glptq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (19.128)

Le membre de droite ne dépendant pas de la suite εl choisie, le membre de gauche est bien
la dérivée de F par rapport à xi et nous avons

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (19.129)

Cela prouve la première partie de la proposition.
La dérivée est continue Soit K un voisinage compact autour de a et U 1 un ouvert tel que

a P U 1 Ă K. Nous avons encore la majoration (19.127) sur U 1 et donc le théorème de
continuité sous l’intégrale 19.24 nous indique que la fonction

U 1 Ñ R

x ÞÑ
ż

B

Bf
Bxi px, tqdt

(19.130)

est continue en a.
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Une conséquence de la proposition 19.34 est que si elle fonctionne pour tous les i, alors F
est différentiable et même de classe C1, et la différentielle de F s’obtient comme intégrale de la
différentielle de f .

Proposition 19.35.
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Si pour tout i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi
existe dans AˆB et est continue, alors F est de classe C1 et

pdF qa “
ż

B
pdftqadt (19.131)

où ftpxq “ fpx, tq.

Démonstration. En vertu de la proposition 19.34, toutes les dérivées partielles de F sont continues.
Cela implique que F est de classe C1 par la proposition 14.245 et que la différentielle s’écrive en
terme des dérivées partielles avec la formule usuelle. Nous avons alors

pdF qapuq “
ÿ

k

BF
Bxk paquk (19.132a)

“
ż

B

ÿ

k

Bf
Bxk pa, tqdt (19.132b)

“
ż

B

ÿ

k

Bft
Bxk paqukdt (19.132c)

“
ż

B
pdftqapuqdt. (19.132d)

Cela est la formule annoncée.

Un autre théorème tourne autour du pot, et me semble inutile.

Théorème 19.36.
Soit pΩ, µq un espace mesuré, une fonction f : RnˆΩ Ñ R et a P Rn. Nous considérons la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (19.133)

Pour chaque k “ 1, . . . , n nous supposons avoir

BF
Bxk paq “ F 1|kpaq “

ż

Ω

Bf|k
Bt pak, ωqdµpωq (19.134)

où F|kptq “ F pa1, . . . , t, . . . , anq et f|k est définie de façon similaire.
Nous supposons de plus que les fonctions BxkF sont continues.
Alors F est de classe C1 et sa différentielle est donnée par

dfa “
ż

Ω
pdfωqadω (19.135)

où fω est définie par fωpxq “ fpx, ωq.
Démonstration. Étant donné que les dérivées partielles de F en a existent et sont continues, la
proposition 14.245 dit que F est différentiable et que

dFapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk. (19.136)
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La linéarité de l’intégrale et les hypothèses nous donnent alors

dfapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk (19.137a)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf|k
Bt pak;ωqukdµpωq (19.137b)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf
Bxk pa;ωqukdµpωq (19.137c)

“
ż

Ω
pdfωqapuqdµpωq, (19.137d)

et donc dfa “
ş
Ωpdfωqadµpωq.

Notons qu’en passant aux composantes, ce théorème fonctionne tout aussi bien pour des fonc-
tions à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie plutôt que dans R.

Lemme 19.37 (Hadamard[237]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe Cp avec p ě 1. Pour tout a P Rn il existe des fonctions
g1,. . . , gn de classe Cp´1 telles que

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
pxi ´ aiqgipxq. (19.138)

Démonstration. Vu que f est de classe C1, le théorème fondamental de l’analyse 16.212 fonctionne
et

fpxq ´ fpaq “
ż 1

0

d

dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
dt “

ż 1

0

nÿ

i“1

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘pxi ´ aiq. (19.139)

Plus de détails : la fonction t ÞÑ d
dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
possède comme primitive la fonction F ptq “

f
`
a` tpx´ aq˘.
Nous posons

gipxq “
ż 1

0

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘dt (19.140)

Le fait que l’intégrale existe est simplement le fait qu’il s’agit d’une fonction continue sur un
compact et donc majorée par une constante. Pour voir que gi est de classe Cp´1 nous pouvons
calculer BgiBxk en permutant dérivée et intégrale par la proposition 19.34 :

Bgi
Bxk pxq “

ż 1

0

B
Bxk

ˆ Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘

˙
dt “

ż 1

0
t
B2f

BxkBxi
`
a` tpx´ aq˘. (19.141)

Nous pouvons ainsi permuter p´1 dérivées tout en gardant une fonction continue dans l’intégrale.
Le théorème 19.24 nous donne alors une fonction continue. Ainsi toutes les fonctions

Bp´1gi
Bxi1 . . . Bxip´1

(19.142)

sont continues et gi est de classe Cp´1 par la proposition 14.270.
En repartant de (19.139) nous avons alors bien ce qui était annoncé :

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
gipxqpxi ´ aiq. (19.143)
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Corollaire 19.38.
Soit φ P DpRq tel que φpkqpx0q “ 0 pour tout k ď n. Alors il existe une fonction ψ P DpRq telle
que

φpxq “ px´ x0qn`1ψpxq (19.144)

pour tout x P R.
Démonstration. En utilisant le lemme de Hadamard 19.37 avec a “ x0, n “ 1 et fpx0q “ 0, nous
avons une fonction g1 à support compact telle que

φpxq “ φpx0q ` px´ x0qg1pxq. (19.145)

Alors φ1pxq “ g1pxq ` px´ x0qg11pxq, ce qui donne immédiatement g1px0q “ 0 et donc une fonction
g2 telle que g1pxq “ px´ x0qg2pxq. En injectant dans (19.145) nous avons

φpxq “ px´ x0q2g2pxq. (19.146)

Il suffit de continuer ainsi tant que les dérivées de φ s’annulent.

19.5 Deux théorème de point fixe

Nous allons voir Picard. Les autres théorème de point fixe que sont Brouwer, Schauder et
Markov-Kakutani sont plus bas 15 parce qu’ils utilisent de l’intégration. Voir le thème 17 pour les
retrouver.

19.5.1 Points fixes attractifs et répulsifs

Définition 19.39.
Soit I un intervalle fermé de R et ϕ : I Ñ I une application C1. Soit a un point fixe de ϕ.
Nous disons que a est attractif s’il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite
xn`1 “ ϕpxnq converge vers a. Le point a sera dit répulsif s’il existe un voisinage V de a tel que
pour tout x0 P V la suite xn`1 “ ϕpxnq diverge.
Lemme 19.40 ([238]).
Soit a un point fixe de ϕ.

(1) Si |ϕ1paq| ă 1 alors a est attractif et la convergence est au moins exponentielle.
(2) Si |ϕ1paq| ą 1 alors a est répulsif et la divergence est au moins exponentielle.

Démonstration. Si |ϕ1paq ă 1| alors il existe k tel que |ϕ1paq| ă k ă 1 et par continuité il existe
un voisinage V de a dans lequel |ϕ1pxq| ă k pour tout x P V . En utilisant le théorème des
accroissements finis nous avons

|xn ´ a| “
ˇ̌
fpxn´1 ´ aq

ˇ̌ ď k|xn´1 ´ a| (19.147)

et par récurrence
|xn ´ a| ď kn|x0 ´ a|. (19.148)

Le cas |ϕ1paq ą 1| se traite de façon similaire.

Remarque 19.41.
Dans le cas |ϕ1paq| “ 1, nous ne pouvons rien conclure. Si ϕpxq “ sinpxq nous avons sinpxq ă x et
le point a “ 0 est attractif. A contrario, si ϕpxq “ sinhpxq nous avons | sinhpxq| ą |x| et le point
a “ 0 est répulsif.

15. Dans la section 22.5.
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19.5.2 Picard

Définition 19.42.
Une application f : pX, }.}Xq Ñ pY, }.}Y q entre deux espaces métriques est une contraction si elle
est k-Lipschitz pour un certain 0 ď k ă 1, c’est à dire si pour tout x, y P X nous avons

}fpxq ´ fpyq}Y ď k}x´ y}X . (19.149)

Théorème 19.43 (Picard [239, 240] 16.).
Soit X un espace métrique complet et f : X Ñ X une application contractante, de constante de
Lipschitz k. Alors f admet un unique point fixe, nommé ξ. Ce dernier est donné par la limite de
la suite définie par récurrence

"
x0 P X (19.150a)
xn`1 “ fpxnq. (19.150b)

De plus nous pouvons majorer l’erreur par

}xn ´ x} ď kn

1´ k }xn ´ xn´1} ď kn

1´ k }x1 ´ x0}. (19.151)

Soit r ą 0, a P X tels que la fonction f laisse la boule K “ Bpa, rq invariante (c’est à dire que
f se restreint à f : K Ñ K). Nous considérons les suites punq et pvnq définies par

"
u0 “ v0 P K (19.152a)
un`1 “ fpvnq, vn`1 P Bpun, εq. (19.152b)

Alors le point fixe ξ de f est dans K et la suite pvnq satisfait l’estimation

}vn ´ ξ} ď kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ε

1´ k . (19.153)

La première inégalité (19.151) donne une estimation de l’erreur calculable en cours de processus ;
la seconde donne une estimation de l’erreur calculable avant de commencer.

Démonstration. Nous commençons par l’unicité du point fixe. Si a et b sont des points fixes, alors
fpaq “ a et fpbq “ b. Par conséquent

}fpaq ´ fpbq} “ }a´ b}, (19.154)

ce qui contredit le fait que f soit une contraction.
En ce qui concerne l’existence, notons que si la suite des xn converge dans X, alors la limite

est un point fixe. En effet en prenant la limite des deux côtés de l’équation xn`1 “ fpxnq, nous
obtenons ξ “ fpξq, c’est à dire que ξ est un point fixe de f . Notons que nous avons utilisé ici la
continuité de f , laquelle est une conséquence du fait qu’elle soit Lipschitz. Nous allons donc porter
nos efforts à prouver que la suite est de Cauchy (et donc convergente parce que X est complet).
Nous commençons par prouver que }xn`1 ´ xn} ď kn}x0 ´ x1}. En effet pour tout n nous avons

}xn`1 ´ xn} “ }fpxnq ´ fpxn´1q} ď k}xn ´ xn´1}. (19.155)

La relation cherchée s’obtient alors par récurrence. Soient q ą p. En utilisant une somme télesco-
pique,

}xq ´ xp} ď
q´1ÿ

l“p
}xl`1 ´ xl} (19.156a)

ď
˜
q´1ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0} (19.156b)

ď
˜ 8ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0}. (19.156c)

16. Il me semble qu’à la page 100 de [240], l’hypothèse H1 qui est prouvée ne prouve pas Hn dans le cas n “ 1.
Merci de m’écrire si vous pouvez confirmer ou infirmer. La preuve donnée ici ne contient pas cette « erreur ».
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Étant donné que k ă 1, la parenthèse est la queue d’une série qui converge, et donc tend vers zéro
lorsque p tend vers l’infini.

En ce qui concerne les inégalités (19.151), nous refaisons une somme télescopique :

}xn`p ´ xn} ď }xn`p ´ xn`p´1} ` ¨ ¨ ¨ ` }xn`1 ´ xn} (19.157a)
ď kp}xn ´ xn´1} ` kp´1}xn ´ xn´1} ` ¨ ¨ ¨ ` k}xn ´ xn´1} (19.157b)
“ kp1` ¨ ¨ ¨ ` kp´1q}xn ´ xn´1} (19.157c)

ď k

1´ k }xn ´ xn´1}. (19.157d)

En prenant la limite pÑ8 nous trouvons

}ξ ´ xn} ď k

1´ k }xn ´ xn´1} ď k

1´ k }x1 ´ x0}. (19.158)

Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème en supposant que f se restreigne
en une fonction f : K Ñ K. D’abord K est encore un espace métrique complet, donc la première
partie du théorème s’y applique et f y a un unique point fixe.

Nous allons montrer la relation par récurrence. Tout d’abord pour n “ 1 nous avons

}v1 ´ ξ} ď }v1 ´ u1} ` }u1 ´ ξ} ď ε` k

1´ k }u1 ´ u0} (19.159)

où nous avons utilisé l’estimation (19.158), qui reste valable en remplaçant x1 par u1 17. Nous
pouvons maintenant faire la récurrence :

}vn`1 ´ ξ} ď }vn`1 ´ un`1} ` }un`1 ´ ξ} (19.160a)
ď ε` k}vn ´ ξ} (19.160b)

ď ε` k
ˆ

kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ε

1´ k
˙

(19.160c)

“ ε

1´ k `
kn`1

1´ k }u1 ´ u0}. (19.160d)

Remarque 19.44.
Ce théorème comporte deux parties d’intérêts différents. La première partie est un théorème de
point fixe usuel, qui sera utilisé pour prouver l’existence de certaines équations différentielles.

La seconde partie est intéressante d’un point de vie numérique. En effet, ce qu’elle nous enseigne
est que si à chaque pas de calcul de la récurrence xn`1 “ fpxnq nous commettons une erreur d’ordre
de grandeur ε, alors le procédé (la suite pvnq) ne converge plus spécialement vers le point fixe, mais
tend vers le point fixe avec une erreur majorée par ε{pk ´ 1q.
Remarque 19.45.
Au final l’erreur minimale qu’on peut atteindre est de l’ordre de ε. Évidemment si on commet une
faute de calcul de l’ordre de ε à chaque pas, on ne peut pas espérer mieux.

Remarque 19.46.
Si f elle-même n’est pas contractante, mais si fp est contractante pour un certain p P N alors la
conclusion du théorème de Picard reste valide et f a le même unique point fixe que fp. En effet
nommons x le point fixe de f : fppxq “ x. Nous avons alors

fp
`
fpxq˘ “ f

`
fppxq˘ “ fpxq, (19.161)

ce qui prouve que fpxq est un point fixe de fp. Par unicité nous avons alors fpxq “ x, c’est à dire
que x est également un point fixe de f .

17. Elle n’est cependant pas spécialement valable si on remplace xn par un.
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Si la fonction n’est pas Lipschitz mais presque, nous avons une variante.

Proposition 19.47.
Soit E un ensemble compact 18 et si f : E Ñ E est une fonction telle que

}fpxq ´ fpyq} ă }x´ y} (19.162)

pour tout x ‰ y dans E alors f possède un unique point fixe.

Démonstration. La suite xn`1 “ fpxnq possède une sous-suite convergente. La limite de cette
sous-suite est un point fixe de f parce que f est continue. L’unicité est due à l’aspect strict de
l’inégalité (19.162).

Théorème 19.48 (Équation de Fredholm).
Soit K : ra, bs ˆ ra, bs Ñ R et ϕ : ra, bs Ñ R, deux fonctions continues. Alors si λ est suffisamment
petit, l’équation

fpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` ϕpxq (19.163)

admet une unique solution qui sera de plus continue sur ra, bs.
Démonstration. Nous considérons l’ensemble F des fonctions continues ra, bs Ñ ra, bs muni de la
norme uniforme. Le lemme 14.317 implique que F est complet. Nous considérons l’application
Φ: F Ñ F donnée par

Φpfqpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` ϕpxq. (19.164)

Nous montrons que Φp est une application contractante pour un certain p. Pour tout x P ra, bs
nous avons

}Φpfq ´ Φpgq}8 ď }Φpfqpxq ´ Φpgqpxq} (19.165a)

“ |λ|
›››
ż b

a
Kpx, yq`fpyq ´ gpyq˘dy

››› (19.165b)

ď |λ|}K}8|b´ a|}f ´ g}8 (19.165c)

Si λ est assez petit, et si p est assez grand, l’application Φp est donc une contraction. Elle possède
donc un unique point fixe par le théorème de Picard 19.43.

19.6 Théorèmes de point fixes et équations différentielles

19.6.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Nous démontrons ici deux théorèmes de Cauchy-Lipschitz. De nombreuses propriétés annexes
seront démontrées dans le chapitre sur les équations différentielles, section 34.8.

Le théorème de Cauchy-Arzella 22.33 sera pour plus tard parce qu’il utilise Schauder 22.32.

Théorème 19.49 (Cauchy-Lipschitz[241, 242]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (19.166a)

ypt0q “ y0 (19.166b)
avec f : U “ I ˆΩ Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz 19 par rapport à y.

Alors il existe un intervalle J Ă I sur lequel la solution au problème est unique. De plus toute
solution du problème est une restriction de cette solution à une partie de J . La solution sur J (dite
« solution maximale ») est de classe C1.

18. Notez cette hypothèse plus forte
19. Définition 14.253. Notons que nous ne supposons pas que f soit une contraction.
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Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes (même pas toutes simples).
Cylindre de sécurité Précisons l’espace fonctionnel F adéquat. Soient V et W les voisinages

de t0 et y0 sur lesquels f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités suivantes :
(1) M “ supVˆW f ;
(2) r ą 0 tel que Bpy0, rq Ă V

(3) T ą 0 tel que Bpt0, T q ĂW et T ă r{M .
Nous considérons alors l’ensemble

F “ C0`Bpt0, T q, Bpy0, rq
˘

(19.167)

que nous munissons de la norme uniforme. Par le lemme 14.317 l’espace
`
F , }.}8

˘
est

complet.
Une application Φ: F Ñ F Si y est une solution de l’équation différentielle considérée, elle

vérifie 20

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (19.168)

Ceci nous incite à considérer l’opérateur Φ: F Ñ F défini par

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (19.169)

Pour que l’application Φ soit utile nous devons montrer que pour tout y P F ,
— l’application Φpyq est bien définie,
— pour tout t P Bpy0, rq nous avons Φpyqptq P Bpt0, T q,
— l’application Φpyq : Bpt0, T q Ñ Bpy0, rq est continue.
Attention : nous ne prétendons pas que Φ elle-même soit continue. C’est parti.

Φpyq est bien définie Il faut montrer que l’intégrale converge. Le calcul de Φpyqptq ne se
fait qu’avec t P Bpt0, T q. Vu que u prend ses valeurs dans rt0, ts et que y P F , le nombre
ypuq est toujours dans Bpy0, rq. Ceci pour dire que dans l’intégrale, la fonction f n’est
considérée que sur rt0, ts ˆ Bpy0, rq Ă V ˆ W . La fonction f est donc uniformément
majorable, et l’intégrale ne pose pas de problèmes.

Φpyqptq P Bpt0, T q Prouvons que Φpyqptq P Bpy0, rq. Pour cela, notons que

|Φpyqptq ´ y0| ď
ż t

t0

|f`u, ypuq˘|du ď |t´ t0|}f}8. (19.170)

Étant donné que t P Bpt0, T q nous avons |t´ t0| ď r{M et donc |Φpyqptq ´ y0| ď r.
Φpyq est continue Nous pourrions invoquer le théorème 19.24, mais nous allons le faire à

la main. Soit s0 P Bpt0, T q et prouvons que Φpyq est continue en s0. Pour cela nous
prenons s P Bps0, δq et nous calculons :

|Φpyqpsq ´ Φpyqps0q| ď
ż s

s0

|f`u, ypuq˘|du ď |s0 ´ s|}f}8. (19.171)

C’est le fait que f soit bornée dans le cylindre de sécurité qui fait en sorte que cela tende
vers zéro lorsque sÑ s0.

L’équation (19.168) signifie que y est un point fixe de Φ. L’espace F étant complet le
théorème de point fixe de Picard (théorème 19.43) s’applique. Nous allons montrer qu’il
existe un p P N tel que Φp soit contractante. Par conséquent Φp aura un unique point fixe
qui sera également unique point fixe de Φ par la remarque 19.46.

20. C’est le théorème fondamental du calcul intégral 16.212.
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Contractante Prouvons donc que Φp est contractante pour un certain p. Pour cela nous com-
mençons par montrer la formule suivante par récurrence :

››Φppxqptq ´ Φppyqptq›› ď kp|t´ t0|p
p! }x´ y}8 (19.172)

pour tout x, y P F , et pour tout t P Bpt0, T q. Pour p “ 0 la formule (19.172) est vérifiée
parce que }x ´ y}8 est le supremum de }xptq ´ yptq} pour t P Bpt0, T q. Supposons que la
formule soit vraie pour p et calculons pour p` 1. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

››Φp`1pxqptq ´ Φp`1pyqptq›› ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

››f
`
u,Φppxqpuq˘´ f`u,Φppyqpuq˘››du

ˇ̌
ˇ̌ (19.173a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k}Φppxqpuq ´ Φppyqpuq}du
ˇ̌
ˇ̌ (19.173b)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k
kp|t´ t0|

p! }x´ y}8
ˇ̌
ˇ̌ (19.173c)

“ kp`1|t´ t0|p`1

pp` 1q! }x´ y}8. (19.173d)

Justifications :
— (19.173b) parce que f est Lipschitz.
— (19.173c) par hypothèse de récurrence.
La formule (19.172) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que Φp est
une contraction pour un certain p. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

}Φppxqptq ´ Φppyqptq} ď kp

t! |t´ t0|
p}x´ y}8 ď kpT p

p! }x´ y}8 (19.174)

où nous avons utilisé le fait que |t´ t0|p ă T p. En prenant le supremum sur t des deux côtés
il vient

}Φppxq ´ Φppyq}8 ď kpT p

p! }x´ y}8. (19.175)

Le membre de droite tend vers zéro lorsque p Ñ 8 parce que k ă 1 et T p{p! Ñ 0 21. Nous
concluons donc que Φp est une contraction pour un certain p.

Conclusion L’unique point fixe de Φ est alors l’unique solution continue de l’équation diffé-
rentielle (19.166). Par ailleurs l’équation elle-même y1 “ fpt, yq demande implicitement que
y soit dérivable et donc continue. Nous concluons que l’unique point fixe de Φ est l’unique
solution de l’équation différentielle donnée. Cette dernière est automatiquement C1 parce
que si y est continue alors u ÞÑ fpu, ypuqq est continue, c’est à dire que y1 est continue.

Unicité Nous passons maintenant à la partie « prolongement maximum » du théorème. Soient
x1 et x2 deux solutions maximales du problème (19.166) sur des intervalles I1 et I2 respec-
tivement. Les intervalles I1 et I2 contiennent Bpt0, rq sur lequel x1 “ x2 par unicité.
Nous allons maintenant montrer que pour tout t ě t0 pour lequel x1 ou x2 est défini, x1ptq
et x2ptq sont définis et sont égaux. Le raisonnement sur t ď t0 est similaire.
Supposons que l’ensemble des t ě t0 tels que x1 “ x2 soit ouvert à droite, c’est à dire soit
de la forme rt0, br. Dans ce cas, soit x1 soit x2 (soit les deux) cesse d’exister en b. En effet si
nous avions les fonctions xi sur rt0, b` εr alors l’équation x1 “ x2 définirait un fermé dans
rt0, b ` εr. Supposons pour fixer les idées que x1 cesse d’exister : le domaine de x1 (parmi
les t ě 0) est rt0, br et sur ce domaine nous avons x1 “ x2. Dans ce cas x1 pourrait être
prolongé en x2 au-delà de b. Si x1 et x2 s’arrêtent d’exister en même temps en b, alors nous
avons bien x1 “ x2.
Nous devons donc traiter le cas où x1 “ x2 sur rt0, bs alors que x1 et x2 existent sur rt0, b`εr
pour un certain ε.

21. C’est le terme général du développement de eT qui est une série convergente.
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Nous pouvons appliquer le théorème d’existence locale au problème
"
y1 “ fpt, yq (19.176a)
ypbq “ x1pbq. (19.176b)

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous devons
donc avoir x1 “ x2, ce qui contredit le fait que x1 ‰ x2 en dehors de rt0, bs.
Donc x1 et x2 existent et sont égaux sur au moins I1 Y I2.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz donne existence et unicité d’une solution maximale. Cepen-
dant cette solution peut ne pas exister partout où les hypothèses sur f sont remplies. En d’autres
termes, il peut arriver que f soit Lipschitz jusqu’à t1, mais que la solution maximale ne soit définie
que jusqu’en t2 ă t1. Ce cas fait l’objet du théorème d’explosion en temps fini 34.18.

Sous quelques hypothèses nous pouvons nous assurer de l’existence d’une solution unique sur
tout R.

Théorème 19.50 (Cauchy-Lipschitz global[243, 4]).
Soit un intervalle I de R, y0 P Rn, t0 P I et une fonction continue f : I ˆRn Ñ Rn telle que pour
tout compact K dans I, il existe k ą 0 tel que

}fpt, y1q ´ fpt, y2q} ď k}y1 ´ y2} (19.177)

pour tout t P K et y1, y2 P Rn.
Alors le problème

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (19.178a)

ypt0q “ y0 (19.178b)

possède une unique solution y : I Ñ Rn sur I.

Démonstration. Soit un intervalle compact K dans I et contenant t0. Nous notons ` le diamètre
de K. Sur l’espace E “ C0pK,Rnq nous considérons la topologie uniforme : pE, }.}8q. C’est un
espace complet par le lemme 14.317 (nous utilisons le fait que Rn soit complet, proposition 2.68).
Nous allons utiliser l’application suivante :

Φ: E Ñ E

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds (19.179)

Démontrons quelques faits à propos de Φ.
La définition fonctionne bien Nous devons commencer par prouver que cette application

est bien définie. Si y P E alors f et y sont continues ; l’application s ÞÑ f
`
s, ypsq˘ est donc

également continue. L’intégrale de cette fonction sur le compact rt0, ts ne pose alors pas de
problèmes. En ce qui concerne la continuité de φpyq sous l’hypothèse que y soit continue,

}Φpyqptq ´ Φpyqpt1q} ď
ż t1

t
}fps, ypsqq}ds ďM |t´ t1| (19.180)

où M est une majoration de }s ÞÑ f
`
s, ypsq˘}8,K .

Si y est solution alors Φpyq “ y Supposons que y soit une solution de l’équation différentielle
(19.178). Alors, vu que y1ptq “ f

`
t, yptq˘ nous avons :

yptq “ y0 `
ż t

t0

y1psqds “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds “ Φpyqptq. (19.181)
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Si Φpyq “ y alors y est solution Nous avons, pour tout t :

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds. (19.182)

Le membre de droite est dérivable par rapport à t, et la dérivée fait f
`
t, yptq˘. Donc le

membre de gauche est également dérivable et nous avons bien

y1ptq “ f
`
t, yptq˘. (19.183)

De plus ypt0q “ y0 `
şt0
t0
. . . “ y0.

Nous sommes encore avec K compact et E “ C0pK,Rnq muni de la norme uniforme. Nous
allons montrer que Φ est une contraction de E pour une norme bien choisie.

Une norme sur E Pour y P E nous posons

}y}k “ max
tPK

`
e´k|t´t0|}yptq}˘. (19.184)

Ce maximum est bien définit et fini parce que la fonction de t dedans est une fonction
continue sur le compact K. Cela est également une norme parce que si }y}k “ 0 alors
e´k|t´t0|}yptq} “ 0 pour tout t. Étant donné que l’exponentielle ne s’annule pas, }yptq} “ 0
pour tout t.

Équivalence de norme Nous montrons que les normes }.}k et }.}8 sont équivalentes 22 :

}y}8e´k` ď }y}k ď }y}8 (19.185)

pour tout y P E. Pour la première inégalité, ` ě |t´ t0| pour tout t P K, et k ą 0, donc

}yptq}e´k` ď e´k|t´t0|}yptq}. (19.186)

En prenant le maximum des deux côtés, }y}8e´k` ď }y}k.
En ce qui concerne la seconde inégalité dans (19.185), k|t´ t0| ě 0 et donc e´k|t´t0| ă 1.

Vu que les normes }.}8 et }.}k sont équivalentes, l’espace pE, }.}kq est tout autant complet que
pE, }.}8q. Nous démontrons à présent que Φ est une contraction dans pE, }}kq.

Soient y, z P E. Si t ě t0 nous avons

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď
ż t

t0

}f`s, ypsq˘´ f`s, zpsq˘}ds (19.187a)

ď k

ż t

t0

}ypsq ´ zpsq}ds. (19.187b)

Il convient maintenant de remarquer que

}yptq} “ e´k|t´t0|ek|t´t0|}yptq} ď }y}kek|t´t0|. (19.188)

Nous pouvons avec ça prolonger les inégalités (19.187) par

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď k}y ´ z}k
ż t

t0

ek|s´t0|ds “ k}y ´ z}k
ż t

t0

ekps´t0qds (19.189)

où nous avons utilisé notre supposition t ě t0 pour éliminer les valeurs absolues. L’intégrale
peut être faite explicitement, mais nous en sommes arrivés à un niveau de fainéantise tellement
inconcevable que

22. Définition 12.3
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1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " notebook () " for the browser -based notebook interface.
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: var( ’a ,b , k ’)
7 (a, b, k)
8 sage: f(x)=exp(-k*x)
9 sage: f.integrate(x,a,b)

10 e^(-a*k)/k - e^(-b*k)/k

tex/sage/sageSnip014.sage

Au final, si t ě t0,
}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k

`
ekpt´t0q ´ 1

˘
. (19.190)

Si t ď t0, il faut retourner les bornes de l’intégrale avant d’y faire rentrer la norme parce que
} ş1

0 f} ď
ş1
0 }f}, mais ça ne marche pas avec } ş0

1 f}. Pour t ď t0 tout le calcul donne

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
ekpt0´tq ´ 1

˘
. (19.191)

Les deux inéquations sont valables a fortiori en mettant des valeurs absolues dans l’exponentielle,
de telle sorte que pour tout t P K nous avons

e´k|t0´t|}φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
1´ e´k|t0´t|˘. (19.192)

En prenant le supremum sur t,

}Φpyq ´ Φpzq}k ď }y ´ z}kp1´ e´k`q, (19.193)

mais 0 ă p1´ee´k`q ă 1, donc Φ est contractante pour la norme }.}k. Vu que pE, }.}kq est complet,
l’application Φ y a un unique point fixe par le théorème de Picard 19.43.

Ce point fixe est donc l’unique solution de l’équation différentielle de départ.

Existence et unicité sur I Il nous reste à prouver que la solution que nous avons trouvée
existe sur I : jusqu’à présent nous avons démontré l’existence et l’unicité sur n’importe quel
compact dans I.
Soit une suite croissante de compacts Kn contenant t0 (par exemple une suite exhaustive
comme celle du lemme 10.59). Nous avons en particulier

I “
8ď

n“0
Kn. (19.194)

Existence sur I Soit yn l’unique solution sur Kn. Il suffit de poser

yptq “ ynptq (19.195)

pour n tel que t P Kn. Cette définition fonctionne parce que si t P KnXKm, il y a forcément
un des deux qui est inclus dans l’autre et le résultat d’unicité sur le plus grand des deux
donne ynptq “ ymptq.

Unicité sur I Soient y et z des solutions sur I ; vu que I n’est pas spécialement compact, le
travail fait plus haut ne permet pas de conclure que y “ z.
Soit t P I. Alors t P Kn pour un certain n et y et z sont des solutions sur Kn qui est
compact. L’unicité sur Kn donne yptq “ zptq.
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19.51.
Il y a d’autres moyens de prouver qu’une solution existe globalement sur R. Si f est globalement
bornée, le théorème d’explosion en temps fini donne quelques garanties, voir 34.20.

Le théorème suivant donne une version du théorème de Cauchy-Lipschitz lorsque la fonction f
dépend d’un paramètre. Ce théorème n’utilise rien de fondamentalement nouveau. Nous le donnons
seulement pour montrer que l’on peut choisir l’espace F de façon un peu maligne pour élargir le
résultat. Si vous voulez un théorème de Cauchy-Lipschitz avec paramètre vraiment intéressant,
allez voir le théorème 34.31.

Théorème 19.52 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre[1, 244]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f : I ˆ Ω ˆ Λ Ñ Rn continue et localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et
λ0 P Λ. Il existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1λptq “ f

`
t, yλptq, λ

˘
(19.196a)

yλpt0q “ y0 (19.196b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est continue 23.

Démonstration. Problèmes et choses à faire
Ceci est une idée de la preuve. Je n’ai pas vérifié toutes les étapes. Soyez prudent.

D’abord nous avons un voisinage compact V ˆ Bpy0, rq ˆ Λ0 de pt0, y0, λ0q sur lequel f est
bornée. Ensuite nous récrivons l’équation différentielle sous la forme

$
&
%
By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (19.197a)

ypt0, λq “ y0. (19.197b)

pour une fonction y : V ˆ Λ0 Ñ Rn.
Nous posons F “ C0`V ˆ Λ0,Rn

˘
et nous y définissons l’application

Φ: F Ñ F

Φpyqpt, λq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, yps, λq, λ˘ds. (19.198)

Il y a plein de vérifications à faire[244], mais je parie que Φ est bien définie, et que une de ses
puissances est une contraction de pF , }.}8q. L’unique point fixe est une solution de notre problème
et est dans C0, donc pt, λq ÞÑ ypt, λq “ yλptq est de classe C0, c’est à dire continue.

19.53.
Ce théorème marque un peu la limite de ce que l’on peut faire avec la méthode des points fixes
dans le cadre de Cauchy-Lipschitz : nous sommes limités à la continuité de la solution parce que les
espaces Cp ne sont pas complets 24. Il n’y a donc pas d’espoir d’adapter la méthode pour prouver
que si f est de classe Cp alors pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp. On peut, à λ fixé prouver que
t ÞÑ yλptq est de classe Cp (utiliser une récurrence), mais pas plus.

La régularité C1 de y par rapport à la condition initiale sera l’objet du théorème 34.28. Ce
résultat n’est vraiment pas facile et utilise des ingrédients bien autres qu’un point fixe. Ensuite la
régularité Cp par rapport à la condition initiale et par rapport à un paramètre seront presque des
cadeaux (proposition 34.29 et 34.31).

Exemple 19.54([245])
Nous savons que le théorème de Picard permet de trouver le point fixe par itération de la contraction

23. Ici, la surprise est que ce soit continu par rapport à λ. Le fait qu’elle le soit par rapport à t est clair depuis le
départ parce que c’est finalement rien d’autre que le Cauchy-Lipschitz vieux et connu.
24. Par exemple, le théorème de Stone-Weierstrass 19.6 nous dit que la limite uniforme de polynômes (de classe

C8) peut n’être que continue. Voir aussi le thème 23.
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à partir d’un point quelconque. Tentons donc de résoudre
"
y1ptq “ yptq (19.199a)
yp0q “ 1 (19.199b)

dont nous savons depuis l’enfance que la solution est l’exponentielle 25. Partons donc de la fonction
constante y0 “ 1, et appliquons la contraction (19.179) :

u1 “ 1`
ż 1

0
u0psqds “ 1` t. (19.200)

Ensuite

u2 “ 1`
ż t

0
p1` sqds “ 1` t` t2

2 . (19.201)

Et on voit que les itérations suivantes vont donner l’exponentielle.
Nous sommes évidemment en droit de se dire que nous avons choisi un bon point de départ.

Tentons le coup avec une fonction qui n’a rien à voir avec l’exponentielle : u0pxq “ sinpxq.
Le programme suivant permet de faire de belles investigations numériques en partant d’à peu

près n’importe quelle fonction :

1 # ! / usr / bin / sage - python
2 # -* - coding : utf8 -* -
3

4 from sage. all import *
5

6 x=var( ’x ’)
7

8 def Phi(f):
9 prim=f.integrate ()

10 return 1+prim(x)-prim (0)
11

12 f=sin(x)
13

14 for i in range (1,30):
15 print (i,f)
16 f=Phi(f)
17

18 g=f(x)-exp(x)
19 plot(g,(x,-10,10)).show()

tex/sage/picard_exp.py

Ce programme fait 30 itérations depuis la fonction sinpxq pour tenter d’approximer exppxq.
Pour donner une idée, après 7 itérations nous avons la fonction suivante :

1
60x

5 ` 1
24x

4 ` 1
2x

2 ` 2x´ sinpxq ` 1. (19.202)

Nous voyons que les coefficients sont des factorielles, mais pas toujours celles correspondantes à la
puissance, et qu’il manque certains termes par rapport au développement de l’exponentielle que
nous connaissons. Bref, le polynôme qui se met en face de sinpxq s’adapte tout seul pour compenser.

Et après 30 itérations, ça donne quoi ? Voici un graphe de l’erreur entre u30pxq et expp30q :
25. Voir par exemple le théorème 17.62.
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´ 3
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´ 1
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´ 1
200

1
200

1
100

Pour donner une idée, expp10q » 22000. Donc il y a une faute de 0.01 sur 22000. Pas mal.

4

19.7 Théorèmes d’inversion locale et de la fonction implicite

19.7.1 Mise en situation

Dans un certain nombre de situation, il n’est pas possible de trouver des solutions explicites aux
équations qui apparaissent. Néanmoins, l’existence « théorique » d’une telle solution est souvent
déjà suffisante. C’est l’objet du théorème de la fonction implicite.

Prenons par exemple la fonction sur R2 donnée par

F px, yq “ x2 ` y2 ´ 1. (19.203)

Nous pouvons bien entendu regarder l’ensemble des points donnés par F px, yq “ 0. C’est le cercle
dessiné à la figure 19.1.

‚ P

‚
P 1

‚
Q

‚
x

Figure 19.1 – Un cercle pour montrer l’intérêt de la fonction implicite. Si on donne x, nous ne
pouvons pas savoir si nous parlons de P ou de P 1.

Nous ne pouvons pas donner le cercle sous la forme y “ ypxq à cause du ˘ qui arrive quand
on prend la racine carrée. Mais si on se donne le point P , nous pouvons dire que autour de P , le
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cercle est la fonction
ypxq “

a
1´ x2. (19.204)

Tandis que autour du point P 1, le cercle est la fonction

ypxq “ ´
a

1´ x2. (19.205)

Autour de ces deux points, donc, le cercle est donné par une fonction. Il n’est par contre pas
possible de donner le cercle autour du point Q sous la forme d’une fonction.

Ce que nous voulons faire, en général, est de voir si l’ensemble des points tels que

F px1, . . . , xn, yq “ 0 (19.206)

peut être donné par une fonction y “ ypx1, . . . , xnq. En d’autre termes, est-ce qu’il existe une
fonction ypx1, . . . , xnq telle que

F
`
x1, . . . , xn, ypx1, . . . , xnq

˘ “ 0. (19.207)

Plus généralement, soit une fonction

F : D Ă Rn ˆRm Ñ Rm

px, yq ÞÑ `
F1px, yq, . . . , Fmpx, yq

˘ (19.208)

avec x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ymq. Pour chaque x fixé, on s’intéresse aux solutions du
système de m équations F px, yq “ 0 pour les inconnues y ; en particulier, on voudrait pouvoir
écrire y “ ϕpxq vérifiant F px, ϕpxqq “ 0.

19.7.2 Théorème d’inversion locale

Lemme 19.55 ([178]).
Soit E un espace de Banach (métrique complet) et O un ouvert de E. Nous considérons une
λ-contraction ϕ : O Ñ E. Alors l’application

f : x ÞÑ x` ϕpxq (19.209)

est un homéomorphisme entre O et un ouvert de E. De plus f´1 est Lipschitz de constante plus
petite ou égale à p1´ λq´1.

Cette proposition utilise le théorème de point fixe de Picard 19.43, et sera utilisée pour démon-
trer le théorème d’inversion locale 19.57.

Démonstration. Soient x1, x2 P O. Nous posons y1 “ fpx1q et y2 “ fpx2q. En vertu de l’inégalité
de la proposition 8.89 nous avons

››fpx2q ´ fpx1q
›› “ ››x2 ` ϕpx2q ´ x1 ´ ϕpx1q

›› (19.210a)

ě
ˇ̌
ˇ}x2 ´ x1} ´

››ϕpx2q ´ ϕpx1q
››
ˇ̌
ˇ (19.210b)

ě p1´ λq}x2 ´ x1}. (19.210c)

À la dernière ligne les valeurs absolues sont enlevées parce que nous savons que ce qui est à
l’intérieur est positif. Cela nous dit d’abord que f est injective parce que fpx2q “ fpx1q implique
x2 “ x1. Donc f est inversible sur son image. Nous posons A “ fpOq et nous devons prouver que
que f´1 : AÑ O est continue, Lipschitz de constante majorée par p1´ λq´1 et que A est ouvert.

Les inéquations (19.210) nous disent que

››f´1py1q ´ f´1py2q
›› ď }y1 ´ y2}

1´ λ , (19.211)
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c’est à dire que
f´1`Bpy, rq˘ Ă B

`
f´1pyq, r

1´ λ
˘
, (19.212)

ce qui signifie que f´1 est Lipschitz de constante souhaitée et donc continue.
Il reste à prouver que fpOq est ouvert. Pour cela nous prenons y0 “ fpx0q dans fpOq est nous

prouvons qu’il existe ε tel que Bpy0, εq soit dans fpOq. Il faut donc que pour tout y P Bpy0, εq,
l’équation fpxq “ y ait une solution. Nous considérons l’application

Ly : x ÞÑ y ´ ϕpxq. (19.213)

Ce que nous cherchons est un point fixe de Ly parce que si Lypxq “ x alors y “ x` ϕpxq “ fpxq.
Vu que ››Lypxq ´ Lypx1q

›› “ ››ϕpxq ´ ϕpx1q›› ď λ}x´ x1}, (19.214)

l’application Ly est une contraction de constante λ. Par ailleurs x0 est un point fixe de Ly0 , donc
en vertu de la caractérisation (14.652) des fonctions Lipschitziennes,

Ly0

`
Bpx0, δq

˘ Ă B
`
Ly0px0q, λδ

˘ “ Bpx0, λδq. (19.215)

Vu que pour tout y et x nous avons Lypxq “ Ly0pxq ` y ´ y0,

Ly
`
Bpx0, δq

˘ “ Ly0

`
Bpx0, δq

˘` py ´ y0q Ă Bpx0, λδq ` py ´ y0q Ă Bpx0q, λδ ` }y ´ y0}. (19.216)
Si ε ă p1 ´ λqδ alors λδ ` }y ´ y0} ă δ. Un tel choix de ε ą 0 est possible parce que λ ă 1. Pour
une telle valeur de ε nous avons

Ly
`
Bpx0, δq

˘ Ă Bpx0, δq. (19.217)

Par conséquent Ly est une contraction sur l’espace métrique complet Bpx0, δq, ce qui signifie que
Ly y possède un point fixe par le théorème de Picard 19.43.

Le théorème d’inversion locale s’énonce de la façon suivante dans Rn :

Théorème 19.56 (Inversion locale dans Rn).
Soit f P CkpRn,Rnq et x0 P Rn. Si dfx0 est inversible, alors il existe un voisinage ouvert U de x0
et V de fpx0q tels que f : U Ñ V soit un Ck-difféomorphisme. (c’est à dire que f´1 est également
de classe Ck)

Nous allons le démontrer dans le cas un peu plus général (mais pas plus cher 26) des espaces
de Banach en tant que conséquence du théorème de point fixe de Picard 19.43.

Théorème 19.57 (Inversion locale dans un espace de Banach[246, 178]).
Soit une fonction f P CppE,F q avec p ě 1 entre deux espaces de Banach. Soit x0 P E tel que dfx0

soit une bijection bicontinue 27. Alors il existe un voisinage ouvert V de x0 et W de fpx0q tels que
(1) f : V ÑW soit une bijection,
(2) f´1 : W Ñ V soit de classe Cp.

Démonstration. Nous commençons par simplifier un peu le problème. Pour cela, nous considérons
la translation T : x ÞÑ x` x0 et l’application linéaire

L : Rn Ñ Rn

x ÞÑ pdfx0q´1x
(19.218)

qui sont tout deux des difféomorphismes (L en est un par hypothèse d’inversibilité). Quitte à
travailler avec la fonction k “ L ˝ f ˝ T , nous pouvons supposer que x0 “ 0 et que dfx0 “ 1. Pour
26. Sauf la justification de la régularité de l’application A ÞÑ A´1

27. En dimension finie, une application linéaire est toujours continue et d’inverse continu.
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comprendre cela il faut utiliser deux fois la formule de différentielle de fonction composée de la
proposition 14.604 :

dk0puq “ dLpf˝T qp0q
´
dfT p0qdT0puq

¯
. (19.219)

Vu que L est linéaire, sa différentielle est elle-même, c’est à dire dLpf˝T qp0q “ pdfx0q´1, et par
ailleurs dT0 “ 1, donc

dk0puq “ pdfx0q´1
´
dfx0puq

¯
“ u, (19.220)

ce qui signifie bien que dk0 “ 1. Pour tout cela nous avons utilisé en plein le fait que dfx0 était
inversible.

Nous posons g “ f ´ 1, c’est à dire gpxq “ fpxq ´ x, qui a la propriété dg0 “ 0. Étant donné
que g est de classe C1, l’application 28

dg : E Ñ GLpF q
x ÞÑ dgx

(19.221)

est continue. En conséquence de quoi nous avons un voisinage U 1 de 0 pour lequel

sup
xPU 1

}dgx} ă 1
2 . (19.222)

Maintenant le théorème des accroissements finis 12.123 (14.248 pour la dimension finie) nous
indique que pour tout x, x1 P U 1 nous avons 29

}gpx1q ´ gpxq} ď sup
aPrx,x1s

}dga}· }x´ x1} ď 1
2}x´ x

1}, (19.223)

ce qui prouve que g est une contraction au moins sur l’ouvert U 1. Nous allons aussi donner une
idée de la façon dont f fonctionne : si x1, x2 P U 1 alors

}x1 ´ x2} “ }gpx1q ´ fpx1q ´ gpx2q ` fpx2q} (19.224a)
ď }gpx1q ´ gpx2q} ` }fpx1q ´ fpx2q} (19.224b)

ď 1
2}x1 ´ x2} ` }fpx1q ´ fpx2q}, (19.224c)

ce qui montre que
}x1 ´ x2} ď 2}fpx1q ´ fpx2q}. (19.225)

Maintenant que nous savons que g est contractante de constante 1
2 et que f “ g`1 nous pouvons

utiliser la proposition 19.55 pour conclure que f est un homéomorphisme sur un ouvert U (partie
de U 1) de E et f´1 a une constante de Lipschitz plus petite ou égale à p1´ 1

2q´1 “ 2.
Nous allons maintenant prouver que f´1 est différentiable et que sa différentielle est donnée

par pdf´1qfpxq “ pdfxq´1.
Soient a, b P U et u “ b ´ a. Étant donné que f est différentiable en a, il existe une fonction

α P op}u}q telle que
fpbq ´ fpaq ´ dfapuq “ αpuq. (19.226)

En notant ya “ fpaq et yb “ fpbq et en appliquant pdfaq´1 à cette dernière équation,

pdfaq´1pyb ´ yaq ´ u “ pdfaq´1`αpuq˘. (19.227)

Vu que dfa est bornée (et son inverse aussi), le membre de droite est encore une fonction β ayant
la propriété limuÑ0 βpuq{}u} “ 0 ; en réordonnant les termes,

b´ a “ pdfaq´1pyb ´ yaq ` βpuq (19.228)

28. Ici GLpF q est l’ensemble des applications linéaires, inversibles et continues de F dans lui-même. Ce ne sont
pas spécialement des matrices parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur la dimension de F , finie ou non.
29. Ici nous supposons avoir choisi U 1 convexe afin que tous les a P rx, x1s soient bien dans U 1 et donc soumis à

l’inéquation (19.222), ce qui est toujours possible, il suffit de prendre une boule.
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et donc
f´1pybq ´ f´1pyaq ´ pdfaq´1pyb ´ yaq “ βpuq, (19.229)

ce qui prouve que f´1 est différentiable et que pdf´1qya “ pdfaq´1.
La différentielle df´1 est donc obtenue par la chaine

df´1 : fpUq f´1
// U 1 df // GLpF q Inv // GLpF q (19.230)

où l’application Inv : GLpF q Ñ GLpF q est l’application X ÞÑ X´1 qui est de classe C8 par le
théorème 12.130. D’autre part, par hypothèse df est une application de classe Ck´1 et donc au
minimum C0 parce que k ě 1. Enfin, l’application f´1 : fpUq Ñ U est continue (parce que la
proposition 19.55 précise que f est un homéomorphisme). Donc toute la chaine est continue et
df´1 est continue. Cela entraine immédiatement que f´1 est C1 et donc que toute la chaine est
C1.

Par récurrence nous obtenons la chaine

df´1 : fpUq f´1

Ck´1
// U 1 df

Ck´1
// GLpF q Inv

C8
// GLpF q (19.231)

qui prouve que df´1 est Ck´1 et donc que f´1 est Ck. La récurrence s’arrête ici parce que df n’est
pas mieux que Ck´1.

19.7.3 Théorème de la fonction implicite

Nous énonçons et le démontrons le théorème de la fonction implicite dans le cas d’espaces de
Banach.

Théorème 19.58 (Théorème de la fonction implicite dans Banach[161]).
Soient E, F et G des espaces de Banach et des ouverts U Ă E, V Ă F . Nous considérons une
fonction f : U ˆ V Ñ G de classe Cr telle que 30

dyfpx0,y0q : F Ñ G (19.232)

soit un isomorphisme pour un certain px0, y0q P U ˆ V .
Alors nous avons des voisinages U0 de x0 dans E et W0 de fpx0, y0q dans G et une fonction

de classe Cr
g : U0 ˆW0 Ñ V (19.233)

telle que
f
`
x, gpx,wq˘ “ w (19.234)

pour tout px,wq P U0 ˆW0.
Cette fonction g est unique au sens suivant : il existe un voisinage V0 de y0 tel que si px, yq P

U0ˆV0 et w PW0 satisfont à fpx, yq “ w alors y “ gpx,wq. Autrement dit, la fonction g : U0ˆW0 Ñ
V0 est unique.

Démonstration. Nous commençons par considérer la fonction

Φ: U ˆ V Ñ E ˆG
px, yq ÞÑ `

x, fpx, yq˘ (19.235)

et sa différentielle

dΦpx0,y0qpu, vq “
d

dt

”`
x0 ` tu, fpx0 ` tu, y0 ` tvq

˘ı
t“0

(19.236a)

“
ˆ
d

dt

”
x0 ` tu

ı
t“0

,
d

dt

”
fpx0 ` tu, y0 ` tvq

ı
t“0

˙
(19.236b)

“ `
u, dfpx0,y0qpu, vq

˘
. (19.236c)

30. La notation dy est la différentielle partielle de la définition 12.128.
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Nous utilisons alors la proposition 12.129 pour conclure que

dΦpx0,y0qpu, vq “
`
u, pd1fqpx0,y0qpuq ` pd2fqpx0,y0qpvq

˘
, (19.237)

mais comme par hypothèse pd2fqpx0,y0q : F Ñ G est un isomorphisme, l’application dΦpx0,y0q : E ˆ
F Ñ E ˆ G est également un isomorphisme. Par conséquent le théorème d’inversion locale 19.57
nous indique qu’il existe un voisinage O de px0, y0q et P de Φpx0, y0q tels que Φ: O Ñ P soit une
bijection et Φ´1 : P Ñ O soit de classe Cr. Vu que P est un voisinage de

Φpx0, y0q “
`
x0, fpx0, y0q

˘
, (19.238)

nous pouvons par 12.40 le choisir un peu plus petit de telle sorte à avoir P “ U0 ˆW0 où U0 est
un voisinage de x0 et W0 un voisinage de fpx0, y0q. Dans ce cas nous devons obligatoirement aussi
restreindre O à U0 ˆ V0 pour un certain voisinage V0 de y0. L’application Φ´1 a obligatoirement
la forme

Φ´1 : U0 ˆW0 Ñ U0 ˆ V0

px,wq ÞÑ `
x, gpx,wq˘ (19.239)

pour une certaine fonction g : U0 ˆW0 Ñ V . Cette fonction g est la fonction cherchée parce qu’en
appliquant Φ à (19.239),

px,wq “ Φ
`
x, gpx,wq˘ “

´
x, f

`
x, gpx,wq˘

¯
, (19.240)

qui nous dit que pour tout x P U0 et tout w PW0 nous avons

f
`
x, gpx,wq˘ “ w. (19.241)

Si vous avez bien suivi le sens de l’équation (19.239) alors vous avez compris l’unicité. Sinon,
considérez px, yq P U0 ˆ V0 et w PW0 tels que fpx, yq “ w. Alors

`
x, fpx, yq˘ “ px,wq et

Φpx, yq “ px,wq. (19.242)

Mais vu que Φ: U0 ˆ V0 Ñ U0 ˆW0 est une bijection, cette relation définit de façon univoque
l’élément px, yq de U0 ˆ V0, qui ne sera autre que gpx,wq.

Le théorème de la fonction implicite s’énonce de la façon suivante pour des espaces de dimension
finie.

Théorème 19.59 (Théorème de la fonction implicite en dimension finie).
Soit une fonction F : Rn ˆRm Ñ Rm de classe Ck et pα, βq P Rn ˆRm tels que

(1) F pα, βq “ 0,
(2) BpF1,...,Fmq

Bpy1,...,ymq ‰ 0, c’est à dire que pdyF qpα,βq est inversible.
Alors il existe un voisinage ouvert V de α dans Rn, un voisinage ouvert W de β dans Rm et une
application ϕ : V ÑW de classe Ck telle que pour tout x P V on ait

F
`
x, ϕpxq˘ “ 0. (19.243)

De plus si px, yq P V ˆW satisfait à F px, yq “ 0, alors y “ ϕpxq.

Remarque 19.60.
Notons que cet énoncé est tourné un peu différemment en ce qui concerne le nombre de variables
dont dépend la fonction implicite : comparez

f
`
x, gpx,wq˘ “ w (19.244a)
F
`
x, ϕpxq˘ “ 0. (19.244b)

Le deuxième est un cas particulier du premier en posant

F px, yq “ fpx, yq ´ fpx0, y0q (19.245)

et donc en considérant w comme valant la constante fpx0, y0q ; dans ce cas la fonction g ne dépend
plus que de la variable x.
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Exemple 19.61
La remarque 19.60 signifie entre autres que le théorème 19.58 est plus fort que 19.59 parce que
le premier permet de choisir la valeur d’arrivée. Parlons de l’exemple classique du cercle et de la
fonction fpx, yq “ x2 ` y2. Nous savons que

fpα, βq “ 1. (19.246)

Alors le théorème 19.58 nous donne une fonction g telle que

fpx, gpx, rqq “ r (19.247)

tant que x est proche de α, que r est proche de 1 et que g donne des valeurs proches de β.
L’énoncé 19.59 nous oblige à travailler avec la fonction F px, yq “ x2` y2´ 1, de telle sorte que

F pα, βq “ 0, (19.248)

et que nous ayons une fonction ϕ telle que

F px, ϕpxqq “ 0. (19.249)

La fonction ϕ ne permet donc que de trouver des points sur le cercle de rayon 1. 4

19.7.4 Exemple

Le théorème de la fonction implicite a pour objet de donner l’existence de la fonction ϕ.
Maintenant nous pouvons dire beaucoup de choses sur les dérivées de ϕ en considérant la fonction

x ÞÑ F
`
x, ϕpxq˘. (19.250)

Par définition de ϕ, cette fonction est toujours nulle. En particulier, nous pouvons dériver l’équation

F
`
x, ϕpxq˘ “ 0, (19.251)

et nous trouvons plein de choses.
Prenons par exemple la fonction

F
`px, yq, z˘ “ zez ´ x´ y, (19.252)

et demandons nous ce que nous pouvons dire sur la fonction zpx, yq telle que

F
`
x, y, zpx, yq˘ “ 0, (19.253)

c’est à dire telle que
zpx, yqezpx,yq ´ x´ y “ 0. (19.254)

pour tout x et y P R. Nous pouvons facilement trouver zp0, 0q parce que

zp0, 0qezp0,0q “ 0, (19.255)

donc zp0, 0q “ 0.
Nous pouvons dire des choses sur les dérivées de zpx, yq. Voyons par exemple pBxzqpx, yq. Pour

trouver cette dérivée, nous dérivons la relation (19.254) par rapport à x. Ce que nous trouvons est

pBxzqez ` zezpBxzq ´ 1 “ 0. (19.256)

Cette équation peut être résolue par rapport à Bxz :

Bz
Bxpx, yq “

1
ezp1` zq . (19.257)
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Remarquez que cette équation ne donne pas tout à fait la dérivée de z en fonction de x et y, parce
que z apparaît dans l’expression, alors que z est justement la fonction inconnue. En général, c’est
la vie, nous ne pouvons pas faire mieux.

Dans certains cas, on peut aller plus loin. Par exemple, nous pouvons calculer cette dérivée au
point px, yq “ p0, 0q parce que zp0, 0q est connu :

Bz
Bxp0, 0q “ 1. (19.258)

Cela est pratique pour calculer, par exemple, le développement en Taylor de z autour de p0, 0q.
Exemple 19.62
Est-ce que l’équation ey`xy “ 0 définit au moins localement une fonction ypxq ? Nous considérons
la fonction

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
(19.259)

La différentielle de cette application est

dfp0,0qpuq “ d

dt

”
fptu1, tu2q

ı
t“0

“ d

dt

ˆ
tu1

etu2 ` t2u1u2

˙

t“0
“

ˆ
u1
u2

˙
. (19.260)

L’application f définit donc un difféomorphisme local autour des points px0, y0q et fpx0, y0q. Soit
pu, 0q un point dans le voisinage de fpx0, y0q. Alors il existe un unique px, yq tel que

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
“

ˆ
u
0

˙
. (19.261)

Nous avons automatiquement x “ u et ey ` xy “ 0. Notons toutefois que pour que ce procédé
donne effectivement une fonction implicite ypxq nous devons avoir des points de la forme pu, 0q
dans le voisinage de fpx0, y0q. 4

Exemple 19.63
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ` y2

x´ y . (19.262)

Le passage en polaires donne

fpr, θq “ r2

r
`

cospθq ´ sinpθq˘ “
r

cospθq ´ sinpθq . (19.263)

Certes pour chaque θ nous avons limrÑ0 fpr, θq “ 0, mais il ne faut pas en déduire trop vite que la
limite limpx,yqÑp0,0q fpx, yq vaut zéro parce que prendre la limite r Ñ 0 avec θ fixé revient à prendre
la limite le long de la droite d’angle θ.

Il n’est pas possible de majorer fpr, θq par une fonction ne dépendant pas de θ parce que cette
fonction tend vers l’infini lorsque θ Ñ π{4. Est-ce que cela veut dire que la limite n’existe pas ?
Cela veut en tout cas dire que la méthode des coordonnées polaires ne parvient pas à résoudre
l’exercice. Pour conclure, il faudra encore un peu travailler.

Nous pouvons essayer de calculer le long d’un chemin plus général prptq, θptqq. Choisissons
rptq “ t puis cherchons θptq de telle sorte à avoir

cos θptq ´ sin θptq “ t2. (19.264)
Le mieux serait de résoudre cette équation pour trouver θptq. Mais en réalité il n’est pas nécessaire
de résoudre : montrer qu’il existe une solution suffit. Nous pouvons supposer que t2 ă 1. Pour
θ “ π{4 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 0 et pour θ “ 0 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 1. Le théorème
des valeurs intermédiaires nous enseigne alors qu’il existe une valeur de θ qui résout l’équation
(19.264).

Pour être rigoureux, nous devons aussi montrer que la fonction θptq est continue. Pour cela
il faudrait utiliser le théorème de la fonction implicite 19.59. Nous verrons dans l’exemple 20.162
comment s’en sortir sans théorème de la fonction implicite, au prix de plus de calculs. 4
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19.8 Décomposition polaire (régularité)

19.64.
Nous allons montrer que l’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ ?

A
(19.265)

est une difféomorphisme.
Cependant S``pn,Rq n’est pas un ouvert de Mpn,Rq et nous ne savons pas ce qu’est la

différentielle d’une application non définie sur un ouvert. Nous allons donc en réalité montrer que
l’application racine carrée existe sur un voisinage de chacun des points de S``pn,Rq. Et comme
une union quelconque d’ouverts est un ouvert, la fonction f sera bien définie sur un ouvert de
Mpn,Rq.
Lemme 19.65.
L’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ A2 (19.266)

est un C8-difféomorphisme.

Démonstration. Prouvons d’abord que f prend ses valeurs dans S``pn,Rq. Si A P S``pn,Rq
alors par la diagonalisation 11.174 elle s’écrit A “ QDQ´1 où D est diagonale avec des nombres
strictement positifs sur la diagonale. Avec cela, A2 “ QD2Q´1 où D2 contient encore des nombres
strictement positifs sur la diagonale.

L’application f étant essentiellement des polynômes en les entrées de A, elle est de classe C8.
Passons à l’étude de la différentielle. Comme mentionné en 19.64 nous allons en réalité voir f

sur un ouvert de Mpn,Rq autour de A P S``pn,Rq. Par conséquent si A P S``pn,Rq,

df : S``pn,Rq Ñ L
`
Mpn,Rq,Mpn,Rq˘ (19.267a)

dfA : Mpn,Rq ÑMpn,Rq. (19.267b)

Le calcul de dfA est facile. Soit u P Mpn,Rq et faisons le calcul en utilisant la formule du lemme
(14.203) :

dfApuq “ d

dt

”
fpA` tuq

ı
t“0

(19.268a)

“ d

dt

”
A2 ` tAu` tuA` t2u2

ı
t“0

(19.268b)

“ Au` uA. (19.268c)

Nous allons utiliser le théorème d’inversion locale 19.57 à la fonction f . Dans la suite, A est une
matrice de S``pn,Rq.
dfA est injective Soit M P Mpn,Rq dans le noyau de dfA. En posant M 1 “ A´1MQ nous

avons M “ QM 1Q´1 et on applique dfA à QM 1Q´1 :

dfApQM 1Q´1q “ Q
`
DM `MD

˘
Q´1. (19.269)

où D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚ avec λi ą 0. La matrice D est inversible. Nous avons M 1 “
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´DM 1D´1, et en coordonnées,

M 1
ij “ ´

ÿ

kl

DikM 1
kl
D´1
lj (19.270a)

“ ´
ÿ

kl

λiδikM
1
kl

1
λj
δlj (19.270b)

“ ´λi
λi
M 1
ij . (19.270c)

C’est à dire que M 1
ij “ ´ λi

λj
M 1
ij avec ´ λi

λj
ă 0. Cela implique M 1 “ 0 et par conséquent

M “ 0.

dfA est surjective Soit N P Mpn,Rq ; nous cherchons M P Mpn,Rq tel que dfApMq “ N .
Nous posons N 1 “ Q´1NQ et M “ QM 1Q´1, ce qui nous donne à résoudre dfDpM 1q “ N 1.
Passons en coordonnées :

pDM 1 `M 1Dqij “
ÿ

k

pδikλiM 1
kj `M 1

ikδkjλjq “M 1
ijpλi ` λjq (19.271)

où λi ` λj ‰ 0. Il suffit donc de prendre la matrice M 1 donnée par

M 1
ij “

1
λi ` λjN

1
ij (19.272)

pour que dfApM 1q “ N 1.

Le théorème d’inversion locale donne un voisinage V de A dans Mpn,Rq et un voisinage W de
A2 dans Mpn,Rq tels que f : V Ñ W soit une bijection et f´1 : W Ñ V soit de même régularité,
en l’occurrence C8.

Remarque 19.66.
Oui, il y a des matrices non symétriques qui ont une unique racine carrée.

La proposition suivante, qui dépend du le théorème d’inversion locale par le lemme 19.65, donne
plus de régularité à la décomposition polaire donnée dans le théorème 15.30.

Proposition 19.67 (Décomposition polaire : cas réel (suite)).
L’application

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(19.273)

est un difféomorphisme de classe C8.

Démonstration. Si M est donnée dans GLpn,Rq alors la décomposition polaire 31 M “ QS est
donnée par S “ ?MM t et Q “MS´1. Autrement dit, si nous considérons la fonction de décom-
position polaire

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq (19.274)

alors
f´1pMq “ `

Mp
?
MM tq´1,

?
MM t

˘
. (19.275)

Nous avons vu dans le lemme 19.65 que la racine carrée était un C8-difféomorphisme. Le reste
n’étant que des produits de matrices, la régularité est de mise.

31. Proposition 15.30.
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19.9 Théorème de Von Neumann
Lemme 19.68 ([4]).
Soit G, un sous-groupe fermé de GLpn,Rq et

LG “ tm PMpn,Rq tel que etm P G@t P Ru. (19.276)

Alors LG est un sous-espace vectoriel de Mpn,Rq.
Démonstration. Si m P LG, alors λm P LG par construction. Le point délicat à prouver est le
fait que si a, b P LG, alors a ` b P LG. Soit a P Mpn,Rq ; nous savons qu’il existe une fonction
αa : RÑM telle que

eta “ 1` ta` αaptq (19.277)
et

lim
tÑ0

αptq
t
“ 0. (19.278)

Si a et b sont dans LG, alors etaetb P G, mais il n’est pas vrai en général que cela soit égal à etpa`bq.
Pour tout k P N nous avons

ea{keb{k “
ˆ
1` a

k
` αap1

k
q
˙ˆ

1` b

k
` αbp1

k
q
˙
“ 1` a` b

2 ` β
ˆ

1
k

˙
(19.279)

où β : RÑM est encore une fonction vérifiant βptq{tÑ 0. Si k est assez grand, nous avons
››››
a` b
k

` βp1
k
q
›››› ă 1, (19.280)

et nous pouvons profiter du lemme 17.120 pour écrire alors
´
ea{keb{k

¯k “ ek ln
`
1`a`b

k
`βp 1

k
q
˘
. (19.281)

Ce qui se trouve dans l’exponentielle est

k

„
a` b
k

` αp1
k
q ` σ

ˆ
a` b
k

` αp1
k
q
˙

. (19.282)

Les diverses propriétés vues montrent que le tout tend vers a` b lorsque k Ñ8. Par conséquent

lim
kÑ8

´
ea{keb{k

¯k “ ea`b. (19.283)

Ce que nous avons prouvé est que pour tout t, etpa`bq est une limite d’éléments dans G et est donc
dans G parce que ce dernier est fermé.

Vu que LG est un sous-espace vectoriel deMpn,Rq, nous pouvons considérer un supplémentaire
M .

Lemme 19.69.
Il n’existe pas se suites pmkq dans Mzt0u convergeant vers zéro et telle que emk P G pour tout k.

Démonstration. Supposons que nous ayons mk Ñ 0 dans Mzt0u avec emk P G. Nous considérons
les éléments εk “ mk}mk} qui sont sur la sphère unité de GLpn,Rq. Quitte à prendre une sous-suite,
nous pouvons supposer que cette suite converge, et vu que M est fermé, ce sera vers ε P M avec
}ε} “ 1. Pour tout t P R nous avons

etε “ lim
kÑ8 e

tεk . (19.284)

En vertu de la décomposition d’un réel en partie entière et décimale, pour tout k nous avons λk P Z
et |µk| ď 1

2 tel que t{}mk} “ λk ` µk. Avec ça,

etε “ lim
kÑ8 exp

´ t

mk
mk

¯
“ lim

kÑ8 e
λkmkeµkmk . (19.285)
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Pour tout k nous avons eλkmk P G. De plus |µk| étant borné et mk tendant vers zéro nous avons
eµkmk Ñ 1. Au final

etε “ lim
kÑ8 e

tεk P G (19.286)

Cela signifie que ε P LG, ce qui est impossible parce que nous avions déjà dit que ε PMzt0u.
Lemme 19.70.
L’application

f : LG ˆM Ñ GLpn,Rq
l,m ÞÑ elem

(19.287)

est un difféomorphisme local entre un voisinage de p0, 0q dans Mpn,Rq et un voisinage de 1 dans
exp

`
Mpn,Rq˘.

Notons que nous ne disons rien de eMpn,Rq. Nous n’allons pas nous embarquer à discuter si ce
serait tout GLpn,Rq 32 ou bien si ça contiendrait ne fut-ce que G.

Démonstration. Le fait que f prenne ses valeurs dans GLpn,Rq est simplement dû au fait que les
exponentielles sont toujours inversibles. Nous considérons ensuite la différentielle : si u P LG et
v PM nous avons

dfp0,0qpu, vq “ d

dt

”
f
`
tpu, vq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
etuetv

ı
t“0

“ u` v. (19.288)

L’application df0 est donc une bijection entre LG ˆM et Mpn,Rq. Le théorème d’inversion lo-
cale 19.57 nous assure alors que f est une bijection entre un voisinage de p0, 0q dans LG ˆM et
son image. Mais vu que df0 est une bijection avecMpn,Rq, l’image en question contient un ouvert
autour de 1 dans exp

`
Mpn,Rq˘.

Théorème 19.71 (Von Neumann[4, 247, 248]).
Tout sous-groupe fermé de GLpn,Rq est une sous-variété de GLpn,Rq.

Démonstration. Soit G un tel groupe ; nous devons prouver que c’est localement difféomorphe à
un ouvert de Rn. Et si on est pervers, on ne va pas faire localement difféomorphe à un ouvert de
Rn, mais à un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous allons être pervers.

Étant donné que pour tout g P G, l’application
Lg : GÑ G

h ÞÑ gh
(19.289)

est de classe C8 et d’inverse C8, il suffit de prouver le résultat pour un voisinage de 1.
Supposons d’abord que LG “ t0u. Alors 0 est un point isolé de lnpGq ; en effet si ce n’était

pas le cas nous aurions un élément mk de lnpGq dans chaque boule Bp0, rkq. Nous aurions alors
mk “ lnpakq avec ak P G et donc

emk “ ak P G. (19.290)

De plus mk appartient forcément à M parce que LG est réduit à zéro. Cela nous donnerait une
suite mk Ñ 0 dans M dont l’exponentielle reste dans G. Or cela est interdit par le lemme 19.69.
Donc 0 est un point isolé de lnpGq. L’application ln étant continue 33, nous en déduisons que 1
est isolé dans G. Par le difféomorphisme Lg, tous les points de G sont isolés ; ce groupe est donc
discret et par voie de conséquence une variété.

Nous supposons maintenant que LG ‰ t0u. Nous savons par la proposition 17.119 que

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq (19.291)

32. Vu les dimensions y’a tout de même peu de chance.
33. Par le lemme 17.120.
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est une application C8 vérifiant d exp0 “ Id. Nous pouvons donc utiliser le théorème d’inversion
locale 19.57 qui nous offre donc l’existence d’un voisinage U de 0 dansMpn,Rq tel queW “ exppUq
soit un ouvert de GLpn,Rq et que exp: U ÑW soit un difféomorphisme de classe C8.

Montrons que quitte à restreindre U (et donc W qui reste par définition l’image de U par exp),
nous pouvons avoir exp

`
U X LG

˘ “ W XG. D’abord exppLGq Ă G par construction. Nous avons
donc exp

`
U XLG

˘ ĂW XG. Pour trouver une restriction de U pour laquelle nous avons l’égalité,
nous supposons que pour tout ouvert O dans U ,

exp: O X LG Ñ exppOq XG (19.292)

ne soit pas surjective. Cela donnerait un élément de OXALG dont l’image par exp n’est pas dans G.
Nous construisons ainsi une suite en considérant une boule Bp0, 1

k q inclue à U et xk P Bp0, 1
k qXALG

vérifiant exk P G. Vu le choix des boules nous avons évidemment xk Ñ 0.
L’élément exk est dans eMpn,Rq et le difféomorphisme du lemme 19.70 34 nous donne plk,mkq P

LGˆM tel que elkemk “ exk . À ce point nous considérons k suffisamment grand pour que exk soit
dans la partie de l’image de f sur lequel nous avons le difféomorphisme. Plus prosaïquement, nous
posons

plk,mkq “ f´1pexkq (19.293)

et nous profitons de la continuité pour permuter la limite avec f´1 :

lim
kÑ8plk,mkq “ f´1` lim

kÑ8 e
xk
˘ “ f´1p1q “ p0, 0q. (19.294)

En particulier mk Ñ 0 alors que emk “ exke´lk P G. La suite mk viole le lemme 19.69. Nous
pouvons donc restreindre U de telle façon à avoir

exp
`
U X LG

˘ “W XG. (19.295)

Nous avons donc un ouvert de LG (l’ouvert U XLG) qui est difféomorphe avec l’ouvert W XG de
G. Donc G est une variété et accepte LG comme carte locale.

Remarque 19.72.
En termes savants, nous avons surtout montré que si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g,
alors l’exponentielle donne un difféomorphisme local entre g et G.

19.10 Recherche d’extrema

19.10.1 Extrema à une variable

Définition 19.73.
Soit f : A Ă R Ñ R et a P A. Le point a est un maximum local de f s’il existe un voisinage U
de a tel que fpaq ě fpxq pour tout x P U XA. Le point a est un maximum global si fpaq ě gpxq
pour tout x P A.

La proposition basique à utiliser lors de la recherche d’extrema est la suivante :

Proposition 19.74.
Soit f : A Ă RÑ R et a P IntpAq. Supposons que f est dérivable en a. Si a est un extremum local,
alors f 1paq “ 0.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple de la fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 : sa
dérivée est nulle et pourtant x “ 0 n’est ni un maximum ni un minimum local.

Cette proposition ne sert donc qu’à sélectionner des candidats extremum. Afin de savoir si ces
candidats sont des extrema, il y a la proposition suivante.

34. Il me semble que l’utilisation de ce lemme manque à l’avant-dernière ligne de la preuve chez [4].

http://fr.wikipedia.org/wiki/Extremum
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Proposition 19.75.
Soit f : I Ă RÑ R, une fonction de classe Ck au voisinage d’un point a P Int I. Supposons que

f 1paq “ f2paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0, (19.296)

et que
f pkqpaq ‰ 0. (19.297)

Dans ce cas,
(1) Si k est pair, alors a est un point d’extremum local de f , c’est un minimum si f pkqpaq ą 0,

et un maximum si f pkqpaq ă 0,
(2) Si k est impair, alors a n’est pas un extremum local de f .

Note : jusqu’à présent nous n’avons rien dit des extrema globaux de f . Il n’y a pas grand chose
à en dire. Si un point d’extremum global est situé dans l’intérieur du domaine de f , alors il sera
extremum local (a fortiori). Ou alors, le maximum global peut être sur le bord du domaine. C’est
ce qui arrive à des fonctions strictement croissantes sur un domaine compact.

Une seule certitude : si une fonction est continue sur un compact, elle possède une minimum
et un maximum global par le théorème 9.31.

Soit une fonction f : I Ñ R, et soit a P I. Si f 1paq ą 0, alors la tangente au graphe de f au point`
a, fpaq˘ sera une droite croissante (coefficient directeur positif). Cela ne veut pas spécialement
dire que la fonction elle-même sera croissante, mais en tout cas cela est un bon indice.

Exemple 19.76
Si fpxq “ x2, il est connu que f 1pxq “ 2x. Nous avons donc que f 1 est positive si x ě 0 et f 1 ą est
négative si x ă 0. Cela correspond bien au fait que x2 est décroissante sur s´8, 0r et croissante
sur s0,8r. 4

Sur la figure 19.2, nous avons dessiné la fonction fpxq “ x cospxq et sa dérivée. Nous voyons que
partout où la dérivée est négative, la fonction est décroissante tandis que, inversement, partout où
la dérivée est positive, la fonction est croissante.

´3
2 π ´π ´1

2 π 1
2 π π 3

2 π

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 19.2 – La fonction fpxq “ x cospxq en bleu et sa dérivée en rouge.

Les extrema de la fonction f sont donc placés là où f 1 change de signe. En effet si f 1pxq ă 0
pour x ă a et f 1pxq ą 0 pour x ą a, la fonction est décroissante jusqu’à a et est ensuite croissante.
Cela signifie que la fonction connait un creux en a. Le point a est donc un minimum de la fonction.

Attention cependant. Le fait que f 1paq “ 0 ne signifie pas automatiquement que f a un maxi-
mum ou un minimum en a. Nous avons par exemple tracé sur la figure 19.3 les fonctions x3 et sa
dérivée. Il est à noter que, conformément à ce que l’on pense, certes la dérivée s’annule en x “ 0,
mais elle ne change pas de signe.
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´2 ´1 1 2

´4

´2

2

4

6

Figure 19.3 – La dérivée de x3 s’annule en x “ 0, mais ce n’est ni un minimum ni un maximum.

19.10.2 Extrema libre

Définition 19.77.
Un point a à l’intérieur du domaine d’une fonction f : A Ă Rn Ñ R est un point critique de f
lorsque dfpaq “ 0.

Ces points sont analogues aux points où la dérivée d’une fonction sur R s’annule. Les points
critiques de f sont dons les candidats à être des points d’extremum.

Dans le cas d’une fonction de deux variables,l la proposition 14.267 nous permet de voir pd2fqa
comme étant la matrice

d2fpaq “
˜

d2f
dx2 paq d2f

dx dy paq
d2f
dy dxpaq d2f

dy2 paq

¸
. (19.298)

Dans le cas d’une fonction C2, cette matrice est symétrique.

Proposition 19.78 ([249]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω. Soit une fonction f : Ω Ñ R différentiable en a. Si a est un
extremum local de f , alors a est un point critique de f .

Démonstration. Nous supposons que a est un maximum local (ce sera la même chose si a est un
minimum). Soit r ą 0 tel que fpxq ď fpaq pour tout x P Bpa, rq (et tel que cette boule reste dans
Ω). Soit u P Rn assez petit pour que a˘u P Bpa, rq de sorte que la définition suivante ait un sens :

g : r´1, 1s Ñ R

t ÞÑ fpa` tuq (19.299)

Cette fonction est différentiable en t “ 0 (composée de fonctions différentiables, proposition 14.213)
et a un maximum local en t “ 0. Donc g1p0q “ 0 par la proposition 19.74. Donc

0 “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“ dfapuq. (19.300)

19.10.3 Extrema et Hessienne

Proposition 19.79 ([1, 250, 251]).
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable ainsi que a P Ω.
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(1) Si a est un point critique de f et si il existe r tel que pd2fxq est semi-définie positive pour
tout x P Bpa, rq alors f possède un minimum local en a.

(2) Si a est un point critique 35 de f , et si d2fa est strictement définie positive 36, alors a est
un minimum local strict de f ,

(3) Si a est un minimum local, alors pd2fqa est semi-définie positive.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve.
(1) Soit h tel que a` h P Bpa, rq. Nous allons montrer que fpaq ď fpa` hq ; cela montrera que

x “ a est un minimum local. Pour cela nous utilisons un développement de Taylor 37 : il
existe c P sa, a` hr tel que

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqcph, hq ě fpaq (19.301)

parce que par hypothèse pd2fqc est définie positive et parce que dfa “ 0.
(2) La forme bilinéaire d2fa est strictement définie positive, donc il existe α ą 0 tel que

d2faph, hq ą α}h}2 (19.302)

pour tout h. Nous écrivons encore Taylor : il existe une fonction ε telle que limhÑ0 εphq “ 0
et

fpa` hq “ gpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2εphq. (19.303)

En tenant compte du fait que dfa “ 0,

fpa` hq ą fpaq ` }h}2`1
2α` εphq

˘
. (19.304)

La limite de ε nous dit qu’il existe r ą 0 tel que }εphq} ă 1
2α pour tout h P Bp0, rq. Pour

ces valeurs de h nous avons
fpa` hq ą fpaq. (19.305)

Donc a est un minimum local strict de f .
(3) Si a est un minimum local, nous savons déjà que dfa “ 0 par la proposition 19.78. Nous

écrivons le développement de Taylor de f à l’ordre 2 de la proposition 14.284 :

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q. (19.306)

En prenant h assez petit pour que a ` h ne sorte pas de la boule dans laquelle a est un
minimum, nous avons fpa` hq ´ fpaq ą 0. Donc

1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q ą 0 (19.307)

Nous divisons cela par }h}2 et notons eh “ h{}h} :
1
2pd

2fqapeh, ehq ` αp}h}q ą 0. (19.308)

À la limite h Ñ 0, le premier terme est constant tandis que le deuxième tend vers zéro. À
la limite,

pd2fqapeh, ehq ě 0. (19.309)

La caractérisation du lemme 11.181(2) nous dit alors que pd2fqa est semi-définie positive.

35. Définition 19.77.
36. La fonction f est de classe C2, donc les dérivées croisées sont égales et d2f est symétrique. La définition 11.176

s’applique donc.
37. Proposition 14.287.
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La partie (3) est tout à fait comparable au fait bien connu que, pour une fonction f : RÑ R,
si le point a est minimum local, alors f 1paq “ 0 et f2paq ą 0.

Notons que le point (3) ne parle pas de minimum strict, et donc pas de matrice strictement
définie positive.

Exemple 19.80(Proposition 19.79(2) sans point critique)
L’hypothèse de point critique pour l’utilisation de la stricte définition positive de d2fa est néces-
saire. Soit en effet la fonction

fpxq “ x2 ` x. (19.310)

Elle vérifie f2p0q “ 2, de telle sorte que sa différentielle seconde en zéro soit strictement définie
positive. Le point x “ 0 n’est cependant même pas un minimum local. Entre autres parce que
f 1p0q “ 1 ‰ 0. 4

La méthode pour chercher les extrema de f est donc de suivre le points suivants :

(1) Trouver les candidats extrema en résolvant ∇f “ p0, 0q,
(2) écrire d2fpaq pour chacun des candidats

(3) calculer les valeurs propres de d2fpaq, déterminer si la matrice est définie positive ou néga-
tive,

(4) conclure.

Une conséquence de la proposition 11.179(3) 38 est que si detM ă 0, alors le point a n’est pas
un extrema dans le cas où M “ d2fpaq par le point (3) de la proposition 19.79.

Exemple 19.81
Soit la fonction fpx, yq “ x4` y4´ 4xy. C’est une fonction différentiable sans problèmes. D’abord
sa différentielle est

df “ `
4x3 ´ 4y; 4y3 ´ 4xq, (19.311)

et la matrice des dérivées secondes est

M “ d2fpx, yq “
ˆ

12x2 ´4
´4 12y2

˙
. (19.312)

Nous avons fd “ 0 pour les trois points p0, 0q, p1, 1q et ´1,´1.
Pour le point p0, 0q nous avons

M “
ˆ

0 ´4
´4 0

˙
, (19.313)

dont les valeurs propres sont 4 et ´4. Elle n’est donc semi-définie ou définie rien du tout. Donc
p0, 0q n’est pas un extremum local.

Au contraire pour les points p1, 1q et p´1,´1q nous avons

M “
ˆ

12 ´4
´4 12

˙
, (19.314)

dont les valeurs propres sont 16 et 8. La matrice d2f y est donc définie positive. Ces deux points
sont donc extrema locaux. 4

38. La matrice d2fpaq est toujours symétrique quand f est de classe C2.
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19.10.4 Un peu de recettes de cuisine

(1) Rechercher les points critiques, càd les px, yq tels que
#Bf
Bx px, yq “ 0
Bf
By px, yq “ 0

En effet, si px0, y0q est un extrémum local de f , alors BfBx px0, y0q “ 0 “ Bf
By px0, y0q.

(2) Déterminer la nature des points critiques : « test » des dérivées secondes :

On pose Hpx0, y0q “ B
2f

Bx2 px0, y0qBf
2

By2 px0, y0q ´
ˆ B2f

BxBy px0, y0q
˙2

(a) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ą 0 ùñ px0, y0q est un minimum local de f .

(b) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ă 0 ùñ px0, y0q est un maximum local de f .

(c) Si Hpx0, y0q ă 0 ùñ f a un point de selle en px0, y0q.
(d) Si Hpx0, y0q “ 0 ùñ on ne peut rien conclure.

19.10.5 Extrema liés

Soit f , une fonction sur Rn, et M Ă Rn une variété de dimension m. Nous voulons savoir
quelles sont les plus grandes et plus petites valeurs atteintes par f sur M .

Pour ce faire, nous avons un théorème qui permet de trouver des extrema locaux de f sur la
variété. Pour rappel, a PM est une extrema local de f relativement à l’ensemble M s’il existe
une boule Bpa, εq telle que fpaq ď fpxq pour tout x P Bpa, εq XM .

Théorème 19.82 (Extrema lié [233]).
Soit A, un ouvert de Rn et

(1) une fonction (celle à minimiser) f P C1pA,Rq,
(2) des fonctions (les contraintes) G1, . . . , Gr P C1pA,Rq,
(3) M “ tx P A tel que Gipxq “ 0@iu,
(4) un extrema local a PM de f relativement à M .

Supposons que les gradients ∇G1paq, . . . ,∇Grpaq soient linéairement indépendants. Alors a “
px1, . . . , xnq est une solution de ∇Lpaq “ 0 où

Lpx1, . . . , xn, λ1, . . . , λrq “ fpx1, . . . , xnq `
rÿ

i“1
λiGipx1, . . . , xnq. (19.315)

Autrement dit, si a est un extrema lié, alors ∇fpaq est une combinaisons des ∇Gipaq, ou encore
il existe des λi tels que

dfpaq “
ÿ

i

λidGipaq. (19.316)

La fonction L est le lagrangien du problème et les variables λi sont les multiplicateurs de
Lagrange.

Démonstration. Si r “ n alors les vecteurs linéairement indépendantes ∇Gipaq forment une base
de Rn et donc évidemment les λi existent. Nous supposons donc maintenant que r ă n. Nous
notons pziqi“1...n les coordonnées sur Rn.

La matrice ¨
˚̋
BG1Bz1 paq ¨ ¨ ¨ BG1Bzn paq... . . . ...
BGrBz1 paq ¨ ¨ ¨ BGrBzn paq

˛
‹‚ (19.317)
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est de rang r parce que les lignes sont par hypothèses linéairement indépendantes. Nous nommons
pyiqi“1,...,r un choix de r parmi les pziq tels que

det

¨
˚̋
BG1By1

. . . BG1Byr... . . . ...
BGrBy1

. . . BGrByr

˛
‹‚‰ 0. (19.318)

Nous identifions Rn à Rs ˆ Rr dans lequel Rr est la partie générée par les pyiqi“1,...,r. Les co-
ordonnées sur Rs seront nommées pxjqj“1,...,s, de telle sorte que les coordonnées sur Rn setont
x1, . . . , xs, y1, . . . , yr. Dans ces coordonnées, nous nommons a “ pα, βq avec α P Rs et β P Rr.

Si nous notons G “ pG1, . . . , Grq, le théorème de la fonction implicite (théorème 19.58) nous
dit qu’il existe un voisinage U 1 de α P Rn, un voisinage V 1 de β P Rr et une fonction ϕ : U 1 Ñ V 1
de classe C1 telle que si px, yq P U 1 ˆ V 1, alors

gpx, yq “ 0 (19.319)

si et seulement si y “ ϕpxq. Nous posons maintenant

ψpxq “ px, ϕpxqq (19.320a)
hpxq “ f

`
ψpxq˘. (19.320b)

Nous avons ψpαq “ a et ψpxq P M pour tout x P U 1. La fonction h a donc un extrema local en α
et donc les dérivées partielles de h y sont nulles. Cela signifie que

0 “ Bh
Bxi pαq “

nÿ

j“1

Bf
Bxj

Bxj
Bxi `

rÿ

k“1

Bf
Byk

Bϕk
Bxi , (19.321)

c’est à dire
Bf
Bxi pαq `

rÿ

k“1

Bf
Byk paq

Bϕk
Bxi pαq “ 0 (19.322)

pour tout i “ 1, . . . , s. D’autre part pour tout k, la fonction lkpxq “ Gk
`
x, ϕpxq˘ est constante et

vaut zéro ; ses dérivées partielles sont donc nulles :

Bl
Bxi pαq “

BGk
Bxi pαq `

rÿ

k“1

BGk
Byk paq

Bϕk
Bxi pαq “ 0 (19.323)

pour tout i “ 1, . . . , s et k “ 1, . . . , r.
Les s premières colonnes de la matrice

¨
˚̊
˚̊
˝

Bf
Bx1

¨ ¨ ¨ Bf
Bxs

Bf
By1

¨ ¨ ¨ Bf
ByrBG1Bx1

¨ ¨ ¨ BG1Bxs
BG1By1

¨ ¨ ¨ BG1Byr...
...

...
...

...
...

BGrBx1
¨ ¨ ¨ BGrBxs

BGrBy1
¨ ¨ ¨ BGrByr

˛
‹‹‹‹‚

(19.324)

s’expriment en terme des r dernières. La matrice est donc au maximum de rang r. Notons que la
première ligne est ∇f et les r suivantes sont les ∇Gi. Vu que ces lignes sont des vecteurs liés, il
existe µ0, . . . , µr tels que

µ0∇f `
rÿ

i“1
µi∇Gi “ 0. (19.325)

Par hypothèse les ∇Gi sont linéairement indépendants, ce qui nous dit que µ0 ‰ 0. Donc nous
avons ce qu’il nous faut :

∇fpaq “
ÿ

i

µi
µ0

∇Gipaq. (19.326)

Notons qu’au vu de l’expression (19.316), le fait que les formes tdGipaqu1ďiďr forment une
partie libre dans pRnq˚ implique que les λi sont uniques.
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La proposition suivante est la même que 19.82.

Proposition 19.83.
Soit U , un ouvert de Rn et des fonctions de classe C1 f, g1, . . . , gr : U Ñ R. Nous considérons

Γ “ tx P U tel que g1pxq “ . . . “ grpxq “ 0u. (19.327)

Soit a un extrémum de f |Γ. Supposons que les formes dg1, . . . , dgr soient linéairement indépen-
dantes en a. Alors il existe λ1, . . . , λr dans R tel que

dfa “
rÿ

i“1
λipdgiqa. (19.328)

En pratique les candidats extrema locaux sont tous les points où les gradients ne sont pas
linéairement indépendants, plus tous les points donnés par l’équation ∇L “ 0. Parmi ces candidats,
il faut trouver lesquels sont maxima ou minima, locaux ou globaux.

L’existence d’extrema locaux se prouve généralement en invoquant de la compacité, et en
invoquant le lemme suivant qui permet de réduire le problème à un compact.

Lemme 19.84.
Soit S, une partie de Rn et C, un ouvert de Rn. Si a P IntS est un minimum local relatif à SXC,
alors il est un minimum local par rapport à S.

Démonstration. Nous avons que @x P Bpa, ε1q X S X C, fpxq ě fpxq. Mais étant donné que C
est ouvert, et que a P C, il existe un ε2 tel que Bpa, ε2q Ă C. En prenant ε “ mintε1, ε2u, nous
trouvons que fpxq ě fpaq pour tout x P Bpa, εq X pS X Cq “ Bpa, εq X S.

19.11 Fonctions convexes
Définition 19.85 ([252]).
Une fonction f d’un intervalle I de R vers R est dite convexe lorsque, pour tous x1 et x2 de I
et tout λ dans r0, 1s nous avons

f
`
λx1 ` p1´ λqx2

˘ ď λ fpx1q ` p1´ λq fpx2q (19.329)

Si l’inégalité est stricte, alors nous disons que la fonction f est strictement convexe.
Une fonction est concave si son opposée est convexe.

19.86 ([253]).
Les différents résultats pour les fonctions convexes s’adaptent généralement sans mal aux fonctions
strictement convexes. Une nuance cependant : de même que les fonctions dérivables convexes sont
celles qui ont une dérivée croissante, les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont
une dérivée strictement croissante (proposition 19.90). En revanche, il ne faudrait pas croire que
la dérivée seconde d’une fonction dérivable strictement convexe est nécessairement une fonction à
valeurs strictement positives (voir théorème 19.91) : la dérivée d’une fonction strictement croissante
peut s’annuler occasionnellement, ou plus exactement peut s’annuler sur un ensemble de points
d’intérieur vide. Penser à x ÞÑ x4 pour un exemple de fonction strictement convexe dont la dérivée
seconde s’annule.

19.11.1 Inégalité des pentes

Dans l’étude des fonctions convexes nous allons souvent utiliser la fonction taux d’accroisse-
ment qui est, pour α dans le domaine de convexité de f définie par

τα : Iztαu Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpαq
x´ α .

(19.330)
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Proposition 19.87 (Inégalité des pentes[254]).
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I Ă R. Alors pour tout a ă b ă c dans I nous
avons 39

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a ď fpcq ´ fpbq
c´ b . (19.331)

En d’autres termes,
τapbq ď τapcq ď τbpcq, (19.332)

c’est à dire que τ est croissante en ses deux arguments.

Démonstration. D’abord les inégalités a ă b ă c impliquent 0 ă b´ a ă c´ a et donc

λ “ b´ a
c´ a ă 1. (19.333)

L’astuce est de remarquer que p1´ λqa` λc “ b. Donc λ a toutes les bonnes propriétés pour être
utilisé dans la définition de la convexité :

f
`p1´ λqa` λc˘ ď λfpcq ` p1´ λqfpaq, (19.334)

c’est à dire
fpbq ´ fpaq ď λ

`
fpcq ´ fpaq˘ (19.335)

ou encore, en remplaçant λ par sa valeur :

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a . (19.336)

Cela fait déjà une des inégalités à savoir.
D’autre part en partant de ´a ă ´b ă ´c nous posons

0 ă λ “ c´ b
c´ a. (19.337)

Nous avons à nouveau b “ p1´ λqc` λa et nous pouvons obtenir la seconde inégalité

fpcq ´ fpaq
c´ a ď fpcq ´ fpbq

c´ b . (19.338)

Géométriquement, l’inégalité des pentes se comprend facilement : le coefficient angulaire de la
corde du graphe augmente. Donc si x ă y ă z, le coefficient moyen entre x et y est plus petit que
celui entre x et z qui est plus petit que celui entre y et z.

Donc si le coefficient angulaire moyen entre a et b ` u vaut celui entre a et b, ce coefficient
ne peut qu’être constant entra a et b : sinon il serait plus grand entre b et b ` u et la moyenne
sur a Ñ b ` u serait plus grande que sa moyenne sur a Ñ b. Mais avoir un coefficient angulaire
constant signifie être une droite.

En résumé, si une fonction est convexe et non strictement convexe, alors son graphe est une
droite. C’est en gros cela que la proposition 19.95 clarifiera.

39. Les inégalités sont strictes si la fonction f est strictement convexe.
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19.11.2 Convexité et régularité

Lemme 19.88 ([253]).
Une fonction convexe sur un ouvert

(1) y admet des dérivées à gauche et à droite en chaque point,
(2) y est continue.

Démonstration. Soit I “ sa, br un intervalle sur lequel f est convexe et α P I. Nous allons prouver
que f est continue en α. Nous considérons τα le taux d’accroissement définit par (19.330) ; c’est
une fonction croissante comme précisé dans l’inégalité des trois pentes 19.87 et de plus ταpxq est
bornée supérieurement par ταpbq pour x ă α et inférieurement par ταpaq pour x ą α. Les limites
existent donc et sont finies par la proposition 14.58. Autrement dit les limites

lim
xÑα`

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα`
ταpxq “ inf

tąα ταptq (19.339a)

lim
xÑα´

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα´
ταpxq “ sup

tăα
ταptq. (19.339b)

existent et sont finies, c’est à dire que la fonction f admet une dérivée à gauche et à droite.
Pour tout x nous avons les inégalités

ταpaq ď fpxq ´ fpαq
x´ α ď ταpbq. (19.340)

En posant k “ maxtταpaq, ταpbqu nous avons
ˇ̌
fpxq ´ fpαqˇ̌ ď k|x´ α|. (19.341)

La fonction est donc Lipschitzienne et par conséquent continue par la proposition 14.252.

Remarque 19.89.
Les dérivées à gauche et à droite ne sont a priori pas égales. Penser par exemple à une fonction
affine par morceaux dont les pentes augmentent à chaque morceau.

19.11.3 Dérivées d’une fonction convexe

Proposition 19.90 ([255, 256, 1]).
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R

(1) est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.
(2) est strictement convexe si et seulement si sa dérivée est strictement croissante sur I

Démonstration. Pour la preuve de (1) et (2), nous allons démontrer les énoncés « non stricts » et
indiquer ce qu’il faut changer pour obtenir les énoncés « stricts ».
Sens direct Nous supposons que f est convexe. Soient a ă b dans I et x P sa, br. D’après

l’inégalité des pentes 19.87,
fpxq ´ fpaq

x´ a ď fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpbq ´ fpxq

b´ x . (19.342)

En faisant la limite xÑ a nous avons

f 1paq ď fpbq ´ fpaq
b´ a (19.343)

et la limite xÑ b donne
fpbq ´ fpaq

b´ a ď f 1pbq. (19.344)

Ici les inégalités sont non a priori strictes, même si f est strictement convexe : même avec
des inégalités strictes dans (19.342), le passage à la limite rend l’inégalité non stricte. Quoi
qu’il en soit nous avons

f 1paq ď f 1pbq. (19.345)
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Sens direct : strict Nous savons déjà que f 1 est croissante. Si (19.345) était une égalité, alors
f 1 serait constante sur sa, br parce qu’en prenant c entre a et b nous aurions f 1paq ď f 1pcq ď
f 1pbq avec f 1paq “ f 1pbq. Donc f 1paq “ f 1pcq. Avoir f 1 constante sur un intervalle est contraire
à la stricte convexité.

Sens réciproque Nous supposons que f 1 est croissante et nous considérons a ă b dans I ainsi
que λ P r0, 1s. Nous posons x “ λa` p1´ λqb, et nous savons que a ď x ď b. Le théorème
des accroissements finis 14.136 donne c1 P sa, xr et c2 P sx, br tels que

f 1pc1q “ fpxq ´ fpaq
x´ a (19.346)

et
f 1pc2q “ fpbq ´ fpxq

b´ x . (19.347)

Et en plus c1 ă c2. Vu que f 1 est croissante nous avons f 1pc1q ď f 1pc2q et donc
fpxq ´ fpaq

x´ a ď fpbq ´ fpxq
b´ x . (19.348)

En remplaçant x par sa valeur en termes de λ, a et b nous avons x´ a “ p1´ λqpb´ aq et
b´ x “ λpb´ aq, et l’inégalité (19.348) nous donne

fpxq ď λfpaq ` p1´ λqfpbq. (19.349)

Sens réciproque : strict Si f 1 est strictement croissante, nous avons f 1pc2q ă f 1pc2q et les
inégalité suivantes sont strictes, ce qui donne

fpxq ă λfpaq ` p1´ λqfpbq. (19.350)

Théorème 19.91 ([255]).
Une fonction f de classe C2 est convexe si et seulement si f2 est positive.

Démonstration. La fonction est C2, donc f2 est positive si et seulement si f 1 est croissante (pro-
position 14.131) alors que la proposition 19.90 nous jure que f sera convexe si et seulement si f 1
est croissante.

Remarque 19.92.
Une fonction peut être strictement convexe sans que sa dérivée seconde ne soit toujours strictement
positive. En exemple : x ÞÑ x4 est strictement convexe alors que sa dérivée seconde s’annule en
zéro.

Exemple 19.93
Quelques exemples utilisant le théorème 19.91
(1) La fonction x ÞÑ x2 est convexe parce que sa dérivée seconde est la constante (positive) 2.
(2) La fonction x ÞÑ 1

x est convexe sur R`zt0u (sa dérivée seconde est 2x´3).
(3) La fonction exponentielle est également convexe.
(4) La fonction ln est concave parce que la dérivée seconde de ´ ln est 1

x2 qui est strictement
positif.

4

Nous en faisons une en détail ; elle sera utile en analyse fonctionnelle, lors de l’étude des espaces
Lp. Voir par exemple le théorème de la projection 28.70.
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Lemme 19.94.
Soient r ą 1 et la fonction

f : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xr
(19.351)

est convexe.

Démonstration. La proposition 16.221 nous permet de dire que la fonction f est de classe C8 et
que la dérivée seconde est donnée par

f2pxq “ rpr ´ 1qxr´2. (19.352)

Cela est strictement positif pour tous les x considérée, le théorème 19.91 conclu.

19.11.4 Graphe d’une fonction convexe

L’idée principale du graphe d’une fonction convexe est qu’il est toujours au dessus du graphe
de ses tangentes (lorsqu’elles existent). Lorsqu’elles n’existent pas, le lemme 19.88 donne des coef-
ficients directeurs de droites qui vont rester en dessous du graphe de la fonction.

Proposition 19.95 ([257]).
Une fonction convexe est strictement convexe si et seulement s’il n’existe aucun intervalle de
longueur non nulle sur lequel elle coïncide avec une fonction affine.

Démonstration. Si sur l’intervalle (non réduit à un point) rx, ys, la fonction convexe f coïncide
avec une fonction affine, alors fptq “ at` b et pour λ P s0, 1r nous avons

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ aλx` ap1´ λqy ` b “ λfpxq ` p1´ λqfpyq (19.353)

où nous avons remplacé b par λb ` p1 ´ λqb. Par conséquent la fonction n’est pas strictement
convexe.

Nous supposons maintenant que la fonction convexe f n’est pas strictement convexe sur l’in-
tervalle I. Il existe x ‰ y P I et λ P s0, 1r tels que

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ λfpxq ` p1´ λqfpyq. (19.354)

Nous posons z “ λx`p1´λqy et u P sx, zr pour écrire des inégalités des pentes entre x ă u ă z ă y.
Plus précisément si nous notons a Ñ b la pente de a à b, c’est à dire a Ñ b “ fpbq´fpaq

b´a , alors les
inégalités des pentes pour x ă u ă z puis u ă z ă y donnent

xÑ z ď uÑ z ď z Ñ y. (19.355)

Voyons maintenant qu’en réalité z Ñ y “ xÑ z. En effet en replaçant

fpyq “ fpzq ´ λfpxq
1´ λ (19.356)

et
y “ λx

1´ λ (19.357)

dans l’expression z Ñ y “ fpyq´fpzq
y´z nous obtenons

z Ñ y “ fpyq ´ fpzq
y ´ z “ fpzq ´ fpxq

z ´ x “ xÑ z. (19.358)

Les inégalités (19.355) sont donc des égalités :

fpzq ´ fpxq
z ´ x “ fpzq ´ fpuq

z ´ u “ fpyq ´ fpzq
y ´ z . (19.359)
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Nous avons donc montré que le nombre a “ fpzq´fpuq
z´u ne dépend pas de u. Nous avons alors

fpzq ´ fpuq “ apz ´ uq (19.360)

ou encore :
fpuq “ fpzq ´ apz ´ uq, (19.361)

ce qui signifie que sur sx, zr, la fonction f est affine.

Proposition 19.96.
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R est convexe si et seulement si son graphe est au
dessus de chacune de ses tangentes.

Démonstration. Sens direct Soient x, y P I. Nous voulons :

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (19.362)

Étant donné que nous aurons besoin, dans le quotient différentiel de quelque chose comme
fpx` tq ´ fpxq nous écrivons la définition (19.329) de la convexité en inversant les rôles de
x et y et en manipulant un peu :

f
`
ty ` p1´ tqx˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (19.363a)

f
`
x` tpy ´ xq˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (19.363b)

f
`
x` tpy ´ xq˘ “ fpxq ď tfpyq ´ tfpxq (19.363c)

Nous divisons par t :
f
`
x` tpy ´ xq˘´ fpxq

t
ď fpyq ´ fpxq. (19.364)

Le passage à la limite tÑ 0 donne

py ´ xqf 1pxq ď fpyq ´ fpxq, (19.365)

ce qu’il fallait.
Sens inverse Pour tout x, y P I nous supposons avoir

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (19.366)

Si nous supposons x ‰ y et si nous posons z “ λx` p1´ λqy nous voulons prouver que

fpzq ď λfpxq ` p1´ λqfpyq. (19.367)

Pour cela nous écrivons l’inégalité (19.366) avec les couples px, zq et py, zq :

fpxq ě fpzq ` f 1pzq1px´ zq (19.368a)
fpyq ě fpzq ` f 1pzq1py ´ zq (19.368b)

En multipliant la première par λ et la seconde par p1´ λq et en sommant,

λfpxq ` p1´ λqfpyq ě λfpzq ` λf 1pzqpx´ zq ` p1´ λqfpzq ` p1´ λqf 1pzqpy ´ zq
(19.369a)

“ fpzq ` f 1pzq`λpx´ zq ` p1´ λqpy ´ zq˘ (19.369b)
“ fpzq. (19.369c)
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Proposition 19.97 ([1]).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et a P R. Il existe une constante ca P R telle que pour tout
x nous ayons

fpxq ´ fpaq ě capx´ aq. (19.370)

Autrement dit, le graphe de la fonction f est toujours au dessus de la droite d’équation

y “ fpaq ` capx´ aq. (19.371)

Démonstration. Les dérivées à gauche et à droite de f données par le lemme 19.88 sont les candidats
tout cuits pour être coefficient directeur de la droite que l’on cherche. Nous allons prouver qu’en
posant

ca “ inf
tąa τaptq, (19.372)

la droite y “ fpaq ` capx´ aq répond à la question 40.
Nous devons prouver que le nombre ∆x “ fpxq ´ `

fpaq ` capx´ aq
˘
est positif pour tout x.

Si x ą a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x
x´a est positif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (19.373a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (19.373b)

ě 0 (19.373c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ą a.
Si x ă a Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x

x´a est négatif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (19.374a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (19.374b)

ď 0 (19.374c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ă a.

Proposition 19.98 ([1]).
Si g est une fonction convexe, il existe deux suites réelles panq et pbnq telles que

gpxq “ sup
nPN
panx` bnq. (19.375)

Démonstration. Pour u P R nous considérons apuq et bpuq tels que la droite ypxq “ apuqx ` bpuq
vérifie ypuq “ gpuq et ypxq ď gpxq pour tout x. Cela est possible par la proposition 19.97. Il s’agit
d’une droite coupant le graphe de g en x “ u et restant en dessous. Nous considérons alors punq
une suite quelconque dense dans R (disons les rationnels pour fixer les idées) et nous posons

"
an “ apunq (19.376a)
bn “ bpunq. (19.376b)

Si q P Q alors anx ` bn ď gpxq pour tout n et gpqq est le supremum qui est atteint pour le n tel
que un “ q. Si maintenant x n’est pas dans Q il faut travailler plus.

40. En prenant l’autre, c1a “ suptăa τaptq, ça fonctionne aussi. En pensant à une fonction affine par morceaux, on
remarque qu’en choisissant un nombre entre les deux, nous avons plus facilement une inégalité stricte dans (19.370).
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Nous prenons pq̃nq, une sous-suite de pqnq convergeant vers x et N suffisamment grand pour
que pour tout n ě N on ait |q̃n´x| ď ε et |gpq̃nq´gpxq| ď ε ; cela est possible grâce à la continuité
de g (lemme 19.88). Ensuite les sous-suites pãnq et pb̃nq sont celles qui correspondent :

ãnq̃n ` b̃n “ gpq̃nq. (19.377)

Nous considérons la majoration

|ãnx` b̃n ´ gpxq| ď |ãnx` b̃n ´ pãnq̃n ` b̃nq| ` |ãnq̃n ` b̃n ´ gpq̃nq|looooooooooomooooooooooon
“0

` |gpq̃nq ´ gpxq|looooooomooooooon
ďε

(19.378a)

ď |ãn||x´ q̃n| ` ε (19.378b)
“ ε

`|ãn| ` 1
˘
. (19.378c)

Il nous reste à montrer que |ãn| est borné par un nombre ne dépendant pas de n (pour les n ą N).
Vu que la droite de coefficient directeur ãn et passant par le point

`
q̃n, gpq̃nq

˘
reste en dessous

du graphe de g, nous avons pour tout n et tout y P R l’inégalité

gpyq ě ãnpy ´ q̃nq ` gpq̃nq P ãnBpy ´ x, εq `B
`
gpxq, ε˘. (19.379)

Si ãn n’est pas borné vers le haut, nous prenons y tel que Bpy ´ x, εq soit minoré par un nombre
k strictement positif et nous obtenons

gpyq ě kãn ` l (19.380)

avec k et l indépendants de n. Cela donne gpyq “ 8. Si au contraire ãn n’est pas borné vers le bas,
nous prenons y tel que Bpy´x, εq est majoré par un nombre k strictement négatif. Nous obtenons
encore gpyq “ 8.

Nous concluons que |ãn| est bornée.
Lemme 19.99 ([4]).
L’application

φ : S``pn,Rq Ñ R

A ÞÑ detpAq (19.381)

est log-convave, c’est à dire que l’application ln ˝φ est concave 41. De façon équivalente, si A,B P
S`` et si α` b “ 1, alors

detpαA` βBq ě detpAqα detpBqβ. (19.382)

Ici S`` est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives, définition 11.176.

Démonstration. Nous commençons par prouver que l’équation (19.382) est équivalente à la log-
concavité du déterminant. Pour cela il suffit de remarquer que les propriétés de croissance et
d’additivité du logarithme donnent l’équivalence entre

ln
´

detpαA` βBq
¯
ě ln

´
detpαAq

¯
` ln

´
detpβBq

¯
, (19.383)

et
detpαA` βBq ě detpAqα detpBqβ. (19.384)

Le théorème de pseudo-réduction simultanée, corollaire 11.184, appliqué aux matrices A et B
nous donne une matrice inversible Q telle que

"
B “ QtDQ (19.385a)
A “ QtQ (19.385b)

41. La définition 17.67 du logarithme ne fonctionne que pour les réels strictement positifs. C’est le cas du déter-
minant d’une matrice réelle symétrique strictement définie positive.



1020 CHAPITRE 19. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

avec

D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚, (19.386)

λi ą 0. Nous avons alors

detpAqα detpBqβ “ detpQq2α detpQq2β detpDqβ “ detpQq2 detpDqβ (19.387)

(parce que α` β “ 1) et

detpαA`βBq “ detpαQtQ`βQtDQq “ det
`
Qtpα1`βDqQ˘ “ detpQq2 detpα1`βDq. (19.388)

L’inégalité (19.384) qu’il nous faut prouver se réduit donc à

detpα1` βDq ě detpDqβ. (19.389)

Vue la forme de D nous avons

detpα1` βDq “
nź

i“1
pα` βλiq (19.390)

et
detpDqβ “ ` nź

i“1
λi
˘β
. (19.391)

Il faut donc prouver que
nź

i“1
pα` βλiq ě

` nź

i“1
λi
˘β
. (19.392)

Cette dernière égalité de produit sera prouvée en passant au logarithme. Vu que le logarithme est
concave par l’exemple 19.93, nous avons pour chaque i que

lnpα` βλiq ě α lnp1q ` β lnpλiq “ β lnpλiq. (19.393)

En sommant cela sur i et en utilisant les propriétés de croissance et de multiplicativité du loga-
rithme nous obtenons successivement

nÿ

i“1
lnpα` βλiq ě β

ÿ

i

lnpλiq (19.394a)

ln
`ź

i

pα` βλiq
˘ ě ln

´`ź

i

λi
˘β¯ (19.394b)

ź

i

pα` βλiq ě
`ź

i

λi
˘β
, (19.394c)

ce qui est bien (19.392).

Rappel de notations : R` “ r0,8r. Voir la remarque 2.86.

Lemme 19.100 ([1]).
Soit une fonction strictement convexe g : R` Ñ R`. Soit une fonction f : R`ˆR` Ñ R` vérifiant

(1) fp0, 0q “ 0,
(2) fptx, tyq “ tfpx, yq pour tout t (tant que ça ne déborde pas du domaine)
(3) fp1, yq “ gpyq pour tout y
(4) fp0, yq “ fpy, 0q.

Alors f est convexe.
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Démonstration. Nous devons prouver que pour toute paire de points A,B sur le graphe de f , le
segment rA,Bs est au-dessus du graphe de f . Ledit graphe étant d’ailleurs constitué de droites
joignant p0, 0, 0q et les points du graphe de g (situé en x “ 1).

Nous notons C le graphe de f .
Une corde alignée à O Soient deux point A et B alignés à l’origine O. Un point quelconque

de rA,Bs (et même de toute la droite) s’écrit
`
tAx, tAy, tfpAx, Ayq

˘ “ `
tAx, tAy, fptAx, tAyq

˘
, (19.395)

et donc est sur le graphe de f .
Autre corde Nous prouvons que rA,Bs X C “ tA,Bu.

Si A et B sont dans le plan x “ 0 alors c’est d’accord parce que le graphe de f dans le plan
est le même que celui de la fonction strictement convexe g.
Si A et B ne sont pas alignés à O et si ils ne sont pas dans le plan x “ 0 alors le plan AOB
coupe le plan x “ 1 en une droite.
Nous supposons l’existence d’un point C P sA,Br X C.
Nous considérons la droite pOAq qui est contenue dans ce plan et dans C (au moins la partie
positive) et nous notons A1 son intersection avec le plan x “ 1. Même chose pour B et C
qui donnent B1 et C 1.
Cela nous donne des points A1, B1 et C 1 qui sont alignés dans le graphe de f en x “ 1. Or
le graphe de f en x “ 1 est le graphe de la fonction g qui est strictement convexe et qui ne
contient donc pas de points alignés.
Nous en concluons que si A,B P C alors sA,Br est soit complètement strictement au-dessus
de C soit complètement strictement en-dessous de C.

Nous prouvons à présent que toutes les cordes sont au-dessus de C. Pour cela, soient A,B P
s0,8rˆs0,8r, deux points non alignés à O “ p0, 0q. Nous considérons les points A1, B1 qui sont les
intersections entre les droites pAOq et pBOq et la droite x “ 1 ainsi que le chemin σ qui parcours
le segment rA,A1s et le chemin γ qui parcours le segment rB,B1s :

σp0q “ A, γp0q “ B,

σp1q “ A1, γp1q “ B1.
(19.396)

Pour tout u, la seule droite passant par O et par σpuq passe également par A, et pas par B. En
conséquence de quoi, pour tout u1, u2 P r0, 1s, la droite

`
σpu1qσpu2q

˘
ne passe pas par p0, 0q.

Nous considérons à présent non seulement la corde joignant
`
A, fpAq˘ à

`
B, fpBq˘ et la corde

joignant
`
A1, fpA1q˘ à

`
B1, fpB1q˘ mais également toutes les cordes intermédiaires (si vous aimez

les gros mots, vous pouvez parler d’homotopie) :

cpu, tq “ t
´
σptq, f`σpuq˘

¯
` p1´ tq

´
γptq, f`γptq˘

¯
(19.397)

Pour chaque u P r0, 1s, cela représente une corde entre deux points non alignés à p0, 0, 0q et donc
une corde qui est soit strictement au-dessus de C soit strictement en-dessous (à par les points
correspondant à t “ 0 et t “ 1 qui, eux, sont sur C).

Soit t0 P s0, 1r. La courbe cpu, t0q avec u P r0, 1s ne touche jamais C. Or le point cp1, t0q est
au-dessus de C, donc le point cp0, t0q est également au-dessus de C.

Nous en concluons que toutes les cordes entre pA, fpAqq et pB, fpBqq est située au-dessus de C
et non en-dessous de C.

19.11.5 Convexité et hessienne

Définition 19.101.
Soit une partie convexe U de Rn et une fonction f : U Ñ R.
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(1) La fonction f est convexe si pour tout x, y P U avec x ‰ y et pour tout θ P s0, 1r nous
avons

f
`
θx` p1´ θqy˘ ď θfpxq ` p1´ θqfpyq. (19.398)

(2) Elle est strictement convexe si nous avons l’inégalité stricte.

Proposition 19.102 ([251]).
Soit Ω ouvert dans Rn et U convexe dans Ω, et une fonction différentiable f : U Ñ R.

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U ,

fpyq ě fpxq ` dfxpy ´ xq. (19.399)

(2) La fonction f est strictement convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U avec x ‰ y,

fpyq ą fpxq ` dfxpy ´ xq. (19.400)

Démonstration. Nous avons quatre petites choses à démontrer.

(1) sens direct Soit une fonction convexe f . Nous avons :

f
`p1´ θqx` θy˘ ď p1´ θqfpxq ` θfpyq, (19.401)

donc
f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq ď θ

`
fpyq ´ fpxq˘ (19.402)

Vu que θ ą 0 nous pouvons diviser par θ sans changer le sens de l’inégalité :

f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq

θ
ď fpyq ´ fpxq. (19.403)

Nous prenons la limite θ Ñ 0`. Cette limite est égale à a limite simple θ Ñ 0 et vaut (parce
que f est différentiable) :

Bf
Bpy ´ xqpxq ď fpyq ´ fpxq, (19.404)

et aussi
dfxpy ´ xq ď fpyq ´ fpxq (19.405)

par le lemme 14.203.
(1) sens inverse Pour tout a ‰ b dans U nous avons

fpbq ě fpaq ` dfapb´ aq. (19.406)

Pour x ‰ y dans U et pour θ P s0, 1r nous écrivons (19.406) pour les couples `θx`p1´θqy, y˘
et

`
θx` p1´ θqy, x˘. Ça donne :

fpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`
θpy ´ xq˘, (19.407)

et
fpxq ě f

`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`p1´ θqpx´ yq˘. (19.408)

La différentielle est linéaire ; en multipliant la première par p1´ θq et la seconde par θ et en
la somme, les termes en df se simplifient et nous trouvons

θfpxq ` p1´ θqfpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘. (19.409)
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(2) sens direct Nous avons encore l’équation (19.403), avec une inégalité stricte. Par contre,
ça ne va pas être suffisant parce que le passage à la limite ne conserve pas les inégalités
strictes. Nous devons donc être plus malins.
Soient 0 ă θ ă ω ă 1. Nous avons p1 ´ θqx ` θy P rx, p1 ´ ωqx ` ωys, donc nous pouvons
écrire p1´ θqx` θy sous la forme p1´ sqx` s`p1´ ωqx` ωy˘. Il se fait que c’est bon pour
s “ θ{ω (et aussi que nous avons θ{ω ă 1). Donc nous avons

f
`p1´ θqx` θy˘ “ f

´
p1´ θ

ω
qx` θ

ω

`p1´ ωqx` ωy˘
¯

(19.410a)

ă p1´ θ

ω
qfpxq ` θ

ω
f
`p1´ ωqx` ωy˘. (19.410b)

Cela nous permet d’écrire

f
`p1´ θqx` θy˘´ fpxq

θ
ă f

`p1´ ωqx` ωy˘
ω

ă fpyq ´ fpxq. (19.411)

Le seconde inégalité est le pendant de (19.403). Maintenant en passant à la limite pour θ
nous conservons une inégalité stricte par rapport à fpyq ´ fpxq :

dfxpy ´ xq ă fpyq ´ fpxq. (19.412)

Avant de lire la proposition suivante, il faut relire la proposition 14.267 et ce qui s’y rapporte.
Lire aussi la remarque 19.92 qui indique qu’il n’y a pas de réciproque dans l’énoncé (2).

Proposition 19.103 ([251]).
Soit une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable sur l’ouvert Ω de Rn et un convexe U Ă Ω.

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0 (19.413)

pour tout x, y P U .
(2) Si pour tout x ‰ y dans U nous avons

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ą 0 (19.414)

alors la fonction f est strictement convexe sur U .

Remarque 19.104.
Notons que la condition (19.413) n’est pas équivalente à demander pd2fqxph, hq ě 0 pour tout h.
En effet nous ne demandons la positivité que dans les directions atteignables comme différence de
deux éléments de U . La partie U n’est pas spécialement ouverte ; elle pourrait n’être qu’une droite
dans R3. Dans ce cas, demander que f (qui est C2 sur l’ouvert Ω) soit convexe sur U ne demande
que la positivité de pd2fqx appliqué à des vecteurs situés sur la droite U .

Démonstration. Il y a trois parties à démontrer.
(1) sens direct Soit une fonction convexe f sur U . Soient aussi x, y P U et h “ y ´ x. Nous

utilisons ma version préférée de Taylor 42 : celui de la proposition 14.284 :

fpx` thq “ fpxq ` tdfxphq ` t2

2 pd
2
xqph, hq ` t2}h}2αpthq (19.415)

avec limsÑ0 αpsq “ 0. Le fait que f soit convexe donne

0 ď fpx` thq ´ fpxq ´ tdfxphq, (19.416)

42. Si vous présentez ceci au jury d’un concours, vous devriez être capable de raconter ce que signifie d2f , et
pourquoi nous l’utilisons comme une 2-forme.
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et donc
0 ď t2

2 pd
2fqxph, hq ` f2}h}2αpthq. (19.417)

En multipliant par 2 et en divisant par t2,

0 ď pd2fqxph, hq ` 2}h}2αpthq. (19.418)

En prenant tÑ 0 nous avons bien pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0.
(1) sens inverse Soient x, y P U . Nous écrivons Taylor en version de la proposition 14.285 :

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2pd

2fqzpy ´ x, y ´ xq (19.419)

pour un certain z P sx, yr. En vertu de ce qui a été dit dans la remarque 19.104 nous ne
pouvons pas évoquer l’hypothèse (19.413) pour conclure que pd2fqzpy ´ x, y ´ xq ě 0. Il y
a deux manières de nous sortir du problème :
— Trouver s P U tel que y ´ x “ s´ z.
— Trouver un multiple de y ´ x qui soit de la forme y ´ x.
La première approche ne fonctionne pas parce que s “ y ´ x ` z n’est pas garanti d’être
dans U ; par exemple avec x “ 1, z “ 2, y “ 3 et U “ r0, 3s. Dans ce cas s “ 4 R U .
Heureusement nous avons z “ θx ` p1 ´ θqy, donc z ´ x “ p1 ´ θqpy ´ xq. Dans ce cas la
bilinéarité de pd2fqz donne 43

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2

1
p1´ θq2 pd

2fqzpz ´ x, z ´ xq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ě0

. (19.420)

Nous en déduisons que f est convexe par la proposition 19.102(1).
(2) Le raisonnement que nous venons de faire pour le sens inverse de (1) tient encore, et nous

avons
fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1

2
1

p1´ θq2 pd
2fqzpz ´ x, z ´ xq

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
ą0

(19.421)

d’où nous déduisons la stricte convexité de f par la proposition 19.102(2).

Corollaire 19.105.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction deux fois différentiable f sur Ω.

(1) La fonction f est convexe si et seulement si pour tout x, la matrice hessienne d2fx est
semi-définie positive.

(2) Si pour tout x de Ω, la matrice hessienne d2fx est strictement définie positive, alors f est
strictement convexe.

Démonstration. Nous pouvons voir ce résultat comme une conséquence directe de la proposi-
tion 19.103 en posant U “ Ω. Nous allons cependant en donner une démonstration directe.

Soit a P Ω et posons la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpaq ´ pdfqapx´ aq. (19.422)

Nous allons calculer des différentielles de f , et une chose importante à comprendre est que la
différentielle de la fonction x ÞÑ dfapx´aq ne fait pas intervenir la différentielle seconde de f ; c’est
la différentielle de a ÞÑ dfapxq qui demanderait la différentielle seconde de f . Ici la point a étant
donné, dfa est une application linéaire sans histoires. En particulier, dfapx´ aq “ dfapxq ´ dfapaq.

La fonction g vérifie :
43. Si vous avez bien suivi, la bilinéarité est contenue dans la proposition 14.267.
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(1) gpaq “ 0,
(2) dgx “ dfx ´ dfa, parce que la différentielle de x ÞÑ dfapxq est x ÞÑ dfapxq en vertu du

lemme 12.109.
(3) dga “ 0. Le point a est un point critique de g.
(4) d2gx “ d2fx parce que la différentielle de x ÞÑ dfa est nulle.

Ceci étant dit, nous pouvons commencer avec la preuve.
(1) sens direct Nous supposons que f est convexe. Alors gpxq ě 0 pour tout x par la caracté-

risation 19.102(1). Cela signifie que x “ 0 est un minimum global de g. Par conséquent la
proposition 19.79(3) nous dit que la Hessienne d2fa est semi-définie positive.

(1) sens inverse Nous sommes dans le cas de la proposition 19.79(1). Le point x “ a est un
minimum local de g, ce qui signifie que gpxq ě 0 pour tout x de Ω. Encore une fois la
caractérisation 19.102(1) nous permet de conclure.

(2) La fonction g vérifie les conditions de 19.79(2), donc x “ 0 est un minimum local strict de
g. La caractérisation 19.102(2) nous fait conclure que f est strictement convexe.

19.11.6 Quelques inégalités

19.11.6.1 Inégalité de Jensen

Proposition 19.106 (Inégalité de Jensen).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et des réels x1,. . . , xn. Soient des nombres positifs λ1,. . . ,
λn formant une combinaison convexe 44. Alors

f
`ÿ

i

λixi
˘ ď

ÿ

i

λifpxiq. (19.423)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n, en sachant que n “ 2 est la définition de la
convexité de f . Vu que

nÿ

k“1
λkxk “ λnxn ` p1´ λnq

n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn , (19.424)

nous avons

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnqf
` n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn

˘
. (19.425)

La chose à remarquer est que les nombres λk
1´λn avec k allant de 1 à n ´ 1 forment eux-mêmes

une combinaison convexe. L’hypothèse de récurrence peut donc s’appliquer au second terme du
membre de droite :

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnq
n´1ÿ

k“1

λk
1´ λn fpxkq “ λnfpxnq `

n´1ÿ

k“1
λkfpxkq. (19.426)

19.11.6.2 Inégalité arithmético-géométrique

La proposition suivante dit que la moyenne arithmétique de nombres strictement positifs est
supérieure ou égale à la moyenne géométrique.

44. Définition 13.27.
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Proposition 19.107 (Inégalité arithmético-géométrique[258]).
Soient x1,. . . , xn des nombres strictement positifs. Nous posons

ma “ 1
n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq (19.427)

et
mg “ n

?
x1 . . . xn (19.428)

Alors mg ď ma et mg “ ma si et seulement si xi “ xj pour tout i, j.

Démonstration. Par hypothèse les nombres ma et mg sont tout deux strictement positifs, de telle
sorte qu’il est équivalent de prouver lnpmgq ď lnpmaq ou encore

1
n

`
lnpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` lnpxnq

˘ ď ln
ˆ
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙
. (19.429)

Cela n’est rien d’autre que l’inégalité de Jensen de la proposition 19.106 appliquée à la fonction ln
et aux coefficients λi “ 1

n .

19.11.6.3 Inégalité de Kantorovitch

Proposition 19.108 (Inégalité de Kantorovitch[259]).
Soit A une matrice symétrique strictement définie positive dont les plus grandes et plus petites
valeurs propres sont λmin et λmax. Alors pour tout x P Rn nous avons

xAx, xyxA´1x, xy ď 1
4

ˆ
λmin
λmax

` λmax
λmin

˙2
}x4}. (19.430)

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que }x} “ 1. Nous diagonalisons 45
la matrice A par la matrice orthogonale P P Opn,Rq : A “ PDP´1 et A´1 “ PD´1P´1 où D est
une matrice diagonale formée des valeurs propres de A.

Nous posons α “ ?λminλmax et nous regardons la matrice

1
α
A` tA´1 (19.431)

dont les valeurs propres sont
λi
α
` α

λi
(19.432)

parce que les vecteurs propres de A et de A´1 sont les mêmes (ce sont les valeurs de la diagonale
de D). Nous allons quelque peu étudier la fonction

θpxq “ x

α
` α

x
. (19.433)

Elle est convexe en tant que somme de deux fonctions convexes. Elle a son minimum en x “ α et
ce minimum vaut θpαq “ 2. De plus

θpλmaxq “ θpλminq “
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (19.434)

Une fonction convexe passant deux fois par la même valeur doit forcément être plus petite que
cette valeur entre les deux 46 : pour tout x P rλmin, λmaxs,

θpxq ď
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (19.435)

45. Théorème spectral 11.174.
46. Je ne suis pas certain que cette phrase soit claire, non ?
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Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans l’inégalité de Kantorovitch.

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2

ˆxAx, xy
α

` αxA´1x, xy
˙

(19.436a)

“ 1
2x
`A
α
` αA´1˘x, xy (19.436b)

ď 1
2

›››
`A
α
` αA´1˘x}}x} (19.436c)

ď 1
2}
A

α
` αA´1} (19.436d)

Justifications :
— 19.436a par l’inégalité arithmético-géométrique, proposition 19.107. Nous avons aussi inséré

α 1
α dans le produit sous la racine.

— 19.436c par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 11.6.
— 19.436d par la définition de la norme opérateur de la proposition 12.8

La norme opérateur est la plus grande des valeurs propres. Mais les valeurs propres de A{α`αA´1

sont de la forme θpλiq, et tous les λi sont entre λmin et λmax. Donc la plus grande valeur propre
de A{α` αA´1 est θpxq pour un certain x P rλmin, λmaxs. Par conséquent

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2}
A

α
` αA´1} ď

c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (19.437)

19.12 Trucs et astuces de calcul d’intégrales
Afin d’alléger le texte de calculs parfois un peu longs, nous regroupons ici les intégrales à une

variable que nous devons utiliser dans les autres parties du cours.

19.12.1 Quelques intégrales « usuelles »

(1) L’intégrale

I “
ż
x lnpxqdx “ x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘

(19.438)

se fait par partie en posant
u “ lnpxq, dv “ x dx

du “ 1
x
dx, v “ x2

2 ,
(19.439)

et ensuite
I “ lnpxqx

2

2 ´
ż
x

2 “
x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘
. (19.440)

(2) L’intégrale

I “
ż
x lnpx2qdx “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (19.441)

En utilisant le fait que lnpu2q “ 2 lnpuq, nous retombons sur une intégrale du type (1) :

I “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (19.442)

(3) L’intégrale

I “
ż
x lnp1` x2qdx “ 1

2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1
2 (19.443)
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se traite en posant v “ 1` x2 de telle sorte à avoir dx “ dv
2x et donc

I “ 1
2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1

2 . (19.444)

(4) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθq ln
ˆ

1` 1
cos2pθq

˙
dθ (19.445)

demande le changement de variable u “ cospθq, dθ “ ´ du
sinpθq . Nous tombons sur l’intégrale

I “ ´
ż
u ln

ˆ
1` u2

u2

˙
“ ´

ż
u lnp1` u2q `

ż
u lnpu2q, (19.446)

qui sont deux intégrales déjà faites. Nous trouvons

I “ ´1
2 ln

ˆ
sin2pθq ´ 1
sin2pθq ´ 2

˙
sin2pθq ´ ln

`
sin2pθq ´ 2

˘` 1
2 ln

`
sin2pθq ´ 1

˘
(19.447)

(5) L’intégrale
ż

r3

1` r2dr “
r2

2 ´
1
2 lnpr2 ` 1q. (19.448)

commence par faire la division euclidienne de r3 par r2 ` 1 ; ce que nous trouvons est
r3 “ pr2 ` 1qr ´ r. Il reste à intégrer

ż
r3

1` r2dr “
ż
r dr ´

ż
r

1` r2dr. (19.449)

La fonction dans la seconde intégrale est r
1`r2 “ 1

2
f 1prq
fprq où fprq “ 1 ` r2, et donc

ş
r

1`r2 “
1
2 lnp1` r2q. Au final,

I “ 1
2r

2 ´ 1
2 lnpr2 ` 1q. (19.450)

(6) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθqdθ “ sin2pθq
2 (19.451)

se traite par le changement de variable u “ sinpθq, du “ cospθqdθ, et donc
ż

cospθq sinpθqdθ “
ż
udu “ u2

2 “ sin2pθq
2 . (19.452)

(7) L’intégrale ż a
1` x2dx “ x

2
a

1` x2 ` 1
2 arcsinhpxq (19.453)

s’obtient en effectuant le changement de variable u “ sinhpξq.
(8) L’intégrale ż

cos2pxq sin2pxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 (19.454)

s’obtient à coups de formules de trigonométrie. D’abord, sinptq cosptq “ 1
2 sin2p2tq fait en

sorte que la fonction à intégrer devient

fpxq “ 1
4 sin2pxq. (19.455)
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Ensuite nous utilisons le fait que sin2ptq “ p1 ´ cosp2tqq{2 pour transformer la formule à
intégrer en

fpxq “ 1´ cosp4xq
8 . (19.456)

Cela s’intègre facilement en posant u “ 4x, et le résultat est
ż
fpxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 . (19.457)

(9) La fonction
sincpxq “ sinpxq

x
(19.458)

est le sinus cardinal de x. Nous allons montrer que
ż 8

0

ˇ̌
sincpxqˇ̌dx “ 8 . (19.459)

D’abord nous avons ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
t

dt ě
ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
nπ

dt, (19.460)

mais par périodicité, ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌dt “

ż π

0
sinptqdt “ 2. (19.461)

Par conséquent ż nπ

0

ˇ̌
sincptqˇ̌dt ě 2

π

nÿ

k“1

1
k
, (19.462)

ce qui diverge lorsque nÑ8.
(10) Les intégrales, pour ε ą 0,

ż 8

0
cospkxqe´εxdx “ ε

k2 ` ε2 (19.463)

et ż 8

0
sinpkxqe´εxdx “ k

k2 ` ε2 (19.464)

se calculent deux fois par partie. Nous posons

I “
ż 8

0
cospkxqe´εxdx (19.465a)

J “
ż 8

0
sinpkxqe´εxdx. (19.465b)

L’intégrale I s’effectue par partie en posant u “ cospkxq et v1 “ e´εx. Un peu de calcul
montre que

I “ 1
ε
´ k

ε
J. (19.466)

Par ailleurs l’intégrale J se fait également par partie pour obtenir

J “ k

ε
I. (19.467)

En résolvant pour I et J les deux équations déduites, nous trouvons

I “ ε

k2 ` ε2 (19.468a)

J “ k

k2 ` ε2 . (19.468b)
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19.12.2 Reformer un carré au dénominateur

Lorsqu’on a un second degré au dénominateur, le bon plan est de reformer un carré parfait.
Par exemple :

x2 ` 2x` 2 “ px` 1q2 ` 1. (19.469)

Ensuite, le changement de variable t “ x` 1 est pratique parce que cela donne t2 ` 1 au dénomi-
nateur.

Cherchons
I “

ż 1´ x
x2 ` 2x` 2dx “

ż 1´ x
px` 1q2 ` 1dx “

ż 1´ pt´ 1q
t2 ` 1 (19.470)

où nous avons fait le changement de variable t “ x` 1, dt “ dx. L’intégrale se coupe maintenant
en deux parties :

I “
ż ´t
t2 ` 1 `

ż 2
t2 ` 1 . (19.471)

La seconde est dans les formulaires et vaut

2 arctanptq “ 2 arctanpx` 1q, (19.472)

tandis que la première est presque de la forme f 1{f :
ż

t

t2 ` 1 “
1
2

ż 2t
t2 ` 1 “

1
2 lnpt1 ` 1q “ 1

2 lnpu2 ` 2u` 2q. (19.473)

19.12.3 Décomposition en fractions simples

La décomposition en fractions simples décrite en 21.1.6 permet d’intégrer des fractions ration-
nelles. Elle peut parfois être évitée par la méthode de Rothstein-Trager que nous expliquerons dans
22.14.4.

19.13 Algorithme du gradient à pas optimal

Une idée pour trouver un minimum à une fonction est de prendre un point p au hasard, calculer
le gradient ∇fppq et suivre la direction ´∇fppq tant que ça descend. Une fois qu’on est « dans le
creux », recalculer le gradient et continuer ainsi.

Nous allons détailler cet algorithme dans un cas très particulier d’une matrice A symétrique et
strictement définie positive.

— Dans la proposition 19.110 nous montrons que résoudre le système linéaire Ax “ ´b est
équivalent à minimiser une certaine fonction.

— La proposition 19.111 donnera une méthode itérative pour trouver ce minimum.

Définition 19.109.
Si X est un espace vectoriel normé et f : X Ñ R Y t˘8u nous disons que f est coercive sur le
domaine non borné P de X si pour tout M P R, l’ensemble

tx P P tel que fpxq ďMu (19.474)

est borné.

En langage imagé la coercivité de f s’exprime par la limite

lim
}x}Ñ8
xPP

fpxq “ `8. (19.475)

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 11.177.
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Proposition 19.110.
Soit A P S``pn,Rq et b P Rn. Nous considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(19.476)

Alors :
(1) Il existe un unique x̄ P Rn tel que Ax̄ “ ´b.
(2) Il existe un unique x˚ P Rn minimisant f .
(3) Ils sont égaux : x̄ “ x˚.

Démonstration. Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible, entre autres
parce qu’elle se diagonalise par des matrices orthogonales (qui sont inversibles) et que la matrice
diagonalisée est de déterminant non nul : tous les éléments diagonaux sont strictement positifs.
Voir le théorème spectral symétrique 11.174.

D’où l’unicité du x̄ résolvant le système Ax “ ´b pour n’importe quel b.
f est strictement convexe La fonction f s’écrit

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk. (19.477)

Elle est de classe C2 sans problèmes, et il est vite vu que B2f
BxiBxj “ Aij , c’est à dire que A est

la matrice hessienne de f . Cette matrice étant strictement définie positive par hypothèse,
la fonction f est strictement convexe par le corollaire 19.105(2).

f est coercive Montrons à présent que f est coercive. Nous avons :

|fpxq| “ ˇ̌1
2xAx, xy ` xb, xy

ˇ̌
(19.478a)

ě 1
2 |xAx, xy| ´ |xb, xy| (19.478b)

ě 1
2λmax}x}

2 ´ }b}}x} (19.478c)

Pour la dernière ligne nous avons nommé λmax la plus grande valeur propre de A et utilisé
Cauchy-Schwarz pour le second terme. Nous avons donc bien |fpxq| Ñ 8 lorsque }x} Ñ 8
et la fonction f est coercive.

Soit M une valeur atteinte par f . L’ensemble

tx P Rn tel que fpxq ďMu (19.479)

est fermé (parce que f est continue) et borné parce que f est coercive. Cela est donc compact 47
et f atteint un minimum qui sera forcément dedans. Cela est pour l’existence d’un minimum.

Pour l’unicité du minimum nous invoquons la convexité : si x̄1 et x̄2 sont deux points réalisant
le minimum de f , alors

f

ˆ
x̄1 ` x̄2

2

˙
ă 1

2fpx̄1q ` 1
2fpx̄2q “ fpx̄1q, (19.480)

ce qui contredit la minimalité de fpx̄1q.
Nous devons maintenant prouver que x̄ vérifie l’équation Ax̄ “ ´b. Vu que x̄ est minimum

local de f qui est une fonction de classe C2, le théorème des minima locaux 19.78 nous indique
que x̄ est solution de ∇fpxq “ 0. Calculons un peu cela avec la formule

dfxpuq “ d

dt

”
fpx`tuq

ı
t“0

“ 1
2
`xAx, uy`xAu, xy˘`xb, uy “ xAx, uy`xb, uy “ xAx`b, uy. (19.481)

Donc demander dfxpuq “ 0 pour tout u demande Ax` b “ 0.
47. Théorème 9.7
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Proposition 19.111 (Gradient à pas optimal).
Soit A P S``pn,Rq (A est une matrice symétrique strictement définie positive) et b P Rn. Nous
considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(19.482)

Soit x0 P Rn. Nous définissons la suite pxkq par
xk`1 “ xk ` tkdk (19.483)

où
— dk “ ´p∇fqpxkq
— tk est la valeur minimisant la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq sur R.
Alors pour tout k ě 0 nous avons

}xk ´ x̄} ď K

ˆ
c2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙k
(19.484)

où c2pAq “ λmax
λmin

est le rapport ente la plus grande et la plus petite valeur propre 48 de la matrice
A et x̄ est l’unique élément de Rn à minimiser f .

Démonstration. Décomposition en plusieurs points.
Existence de x̄ Le fait que x̄ existe et soit unique est la proposition 19.110.
Si p∇fqpxkq “ 0 D’abord si ∇fpxkq “ 0, c’est que xk`1 “ xk et l’algorithme est terminé : la

suite est stationnaire. Pour dire que c’est gagné, nous devons prouver que xk “ x̄. Pour cela
nous écrivons (à partir de maintenant « xk » est la kecomposante de x qui est une variable,
et non le xk de la suite)

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk (19.485)

et nous calculons Bf
Bxi paq en tenant compte du fait que BxkBxi “ δki. Le résultat est que

pBifqpaq “ pAx` bqi et donc que

p∇fqpaq “ Aa` b. (19.486)

Vu que A est inversible (symétrique définie positive), il existe un unique a P Rn qui vérifie
cette relation. Par la proposition 19.110, cet élément est le minimum x̄.
Cela pour dire que si a P Rn vérifie p∇fqpaq “ 0 alors a “ x̄. Nous supposons donc à partir
de maintenant que ∇fpxkq ‰ 0 pour tout k.

tk est bien défini Pour t P R nous avons

fpxk ` tdkq “ fpxkq ` 1
2 t

2xAdk, dky ` txAxk ` blooomooon
“´dk

, dky “ 1
2 t

2xAdk, dky ´ tk}dk}2 ` fpxkq.

(19.487)
qui est un polynôme du second degré en t. Le coefficient de t2 est 1

2xAdk, dky ą 0 parce que
dk ‰ 0 et A est strictement définie positive. Par conséquent la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq
admet bien un unique minimum. Nous pouvons même calculer tk parce que l’on connaît
pas cœur le sommet d’une parabole :

tk “ ´xAxk ` b, dkyxAdk, dky “ }dk}2
xAdk, dky (19.488)

parce que dk “ ´∇fpxkq “ ´pAxk ` bq.
48. Cela est certainement très lié au conditionnement de la matrice A, voir la proposition 36.108.
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La valeur de dk`1 Par définition, dk`1 “ ´∇fpxk`1q “ ´pAxk`1`bq. Mais xk`1 “ xk` tkdk,
donc

dk`1 “ ´Axk ´ tkAdk ´ b “ dk ´ tkAdk (19.489)
parce que ´Axk ´ b “ dk.
Par ailleurs, xdk`1, dky “ 0 parce que

xdk`1, dky “ xdk, dky ´ tkxdk, Adky “ }dk}2 ´ }dk}2
xAdk, dkyxdk, Adky “ 0 (19.490)

où nous avons utilisé la valeur (19.488) de tk.
Calcul de fpxk`1q Nous repartons de (19.487) où nous substituons la valeur (19.488) de tk :

fpxk`1q “ fpxkq ` 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´

}dk}4
xAdk, dky “ fpxkq ´ 1

2
}dk}4

xAdk, dky . (19.491)

Encore du calcul . . . Vu que le produit xAdk, dky arrive tout le temps, nous allons étudier
xA´1dk, dky. Le truc malin est d’essayer d’exprimer ça en termes de x̄ et f̄ “ fpx̄q. Pour
cela nous calculons fpx̄q :

f̄ “ fpx̄q “ fp´A´1bq “ ´1
2xb, A

´1by. (19.492)

Ayant cela en tête nous pouvons calculer :

xA´1dk, dky “ xA´1pAxk ` bq, Axk ` by (19.493a)
“ xxk, Axky ` xA´1b, Axky ` xb, xky ` xA´1b, byloooomoooon

´2f̄

(19.493b)

“ xxk, Axky ` 2xxk, by ´ 2f̄ (19.493c)
“ 2

`
fpxkq ´ f̄

˘
(19.493d)

où nous avons utilisé le fait que xx,Ayy “ xAx, yy parce que A est symétrique.
Erreur sur la valeur du minimum Nous voulons à présent estimer la différence fpxk`1q´ f̄ .

Pour cela nous mettons en facteur fpxkq ´ f̄ dans fpxk`1´ f̄q ; et d’ailleurs c’est pour cela
que nous avons calculé xA´1dk, dky : parce que ça fait intervenir fpxkq ´ f̄ .

fpxk`1q ´ f̄ “ fpxkq ´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´ f̄ (19.494a)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘
˜

1´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky

`
fpxkq ´ f̄

˘
¸

(19.494b)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘ˆ
1´ }dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky
˙
. (19.494c)

Nous traitons le dénominateur à l’aide de l’inégalité de Kantorovitch 19.108. Nous avons
}dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky ě
}dk}4

1
4

ˆa
c2pAq ` 1?

c2pAq

˙2
}dk}4

“ 4c2pAq
pc2pAq ` 1q2 . (19.495)

Mettre cela dans (19.494c) est un calcul d’addition de fractions :

fpxk`1q ´ f̄ ď
`
fpxkq ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2
. (19.496)

Par récurrence nous avons alors

fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
. (19.497)

Notons qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que f̄ étant le minimum de f , les deux
côtés de l’inégalité sont automatiquement positifs.
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Erreur sur la position du minimum Nous voulons à présent étudier la norme de xk ´ x̄.
Pour cela nous l’écrivons directement avec la définition de f en nous souvenant que b “
´Ax̄ :

fpxkq ´ f̄ “ 1
2xAxk, xky ` xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y ` xAx̄, x̄y (19.498a)

“ 1
2xAxk, xky ´ xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (19.498b)

“ 1
2xAxk, xky ´

1
2xAx̄, xky ´

1
2xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (19.498c)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, xky ` xAx̄, x̄´ xky

¯
(19.498d)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, pxk ´ x̄qy

¯
(19.498e)

où à la dernière ligne nous avons fait xAx̄, x̄´ xky “ xx̄, Apx̄´ xkqy en vertu de la symétrie
de A.
Les produits de la forme xAy, yy sont majorés par λmin}y}2 parce que λmin est la plus grande
valeur propre de A. Dans notre cas,

fpxkq ´ f̄ ě 1
2λmin}xk ´ x̄}

2 (19.499)

Conclusion En combinant les inéquations (19.499) et (19.497) nous trouvons

1
2λmin}xk ´ x̄}

2 ď fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
, (19.500)

c’est à dire

}xk ´ x̄} ď
d

2
`
fpx0q ´ f̄

˘

λmin ` 1

2k

. (19.501)

Notons que lorsque c2pAq est proche de 1 la méthode converge rapidement. Par contre si c2pAq
est proche de zéro, la méthode converge lentement.

19.14 Ellipsoïde de John-Loewer
Soit q une forme quadratique sur Rn ainsi que B une base orthonormée de Rn dans laquelle la

matrice de q est diagonale. Dans cette base, la forme q est donnée par la proposition 11.253 :

qpxq “
ÿ

i

λixi (19.502)

où les λi sont les valeurs propres de q.
Plus généralement nous notons matBpqq la matrice de q dans la base B de Rn.

Proposition 19.112.
Soit B une base orthonormée de Rn et l’application 49

D : QpRnq Ñ R

q ÞÑ det
`
matBpqq

˘
.

(19.503)

Alors :
(1) La valeur et D ne dépend pas du choix de la base orthonormée B.

49. L’ensemble QpEq est l’ensemble des formes quadratiques sur E.
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(2) La fonction D est donnée par la formule Dpqq “ś
i λi où les λi sont les valeurs propres de

q.
(3) La fonction D est continue.

Démonstration. Soit q une forme quadratique sur Rn. Nous considérons B une base de diagonali-
sation de q :

qpxq “
ÿ

i

λixi (19.504)

où les xi sont les composantes de x dans la base B. Par définition, la matrice matBpqq est la matrice
diagonale contenant les valeurs propres de q.

Nous considérons aussi B1, une autre base orthonormées de Rn. Nous notons S “ matB1pqq ;
étant symétrique, cette matrice se diagonalise par une matrice orthogonale : il existe P P Opn,Rq
telle que

S “ PmatBpqqP t; (19.505)

donc detpSq “ detpPP tq det
`

diagpλ1, . . . , λnq
˘ “ λ1 . . . λn. Ceci prouve en même temps que D ne

dépend pas du choix de la base et que sa valeur est le produit des valeurs propres.
Passons à la continuité. L’application déterminant det : SnpRnq Ñ R est continue car poly-

nôme en les composantes. D’autre par l’application matB : QpRnq Ñ SnpRq est continue par la
proposition 11.252. L’application D étant la composée de deux applications continues, elle est
continue.

Proposition 19.113 (Ellipsoïde de John-Loewner[4]).
Soit K compact dans Rn et d’intérieur non vide. Il existe une unique ellipsoïde 50 (pleine) de
volume minimal contenant K.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs parties.
À propos de volume d’un ellipsoïde Soit E un ellipsoïde. La proposition 11.264 et son co-

rollaire 11.265 nous indiquent que

E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u (19.506)

pour une certaine forme quadratique strictement définie positive q. De plus il existe une
base orthonormée B “ te1, . . . , enu de Rn telle que

qpxq “
nÿ

i“1
aix

2
i (19.507)

où xi “ xei, xy et les ai sont tous strictement positifs. Nous nommons Eq l’éllipsoïde associée
à la forme quadratique q et Vq son volume que nous allons maintenant calculer 51 :

Vq “
ż
ř
i aix

2
iă1

dx (19.508)

Cette intégrale est écrite de façon plus simple en utilisant le C1-difféomorphisme

ϕ : Eq Ñ Bp0, 1q
x ÞÑ

´
x1
?
a1, . . . , xn

?
an

¯
.

(19.509)

Le fait que ϕ prenne bien ses valeurs dans Bp0, 1q est un simple calcul : si x P Eq, alors
ÿ

i

ϕpxq2i “
ÿ

i

aix
2
i ă 1. (19.510)

50. Définition 11.262.
51. Le volume ne change pas si nous écrivons l’inégalité stricte au lieu de large dans le domaine d’intégration ;

nous le faisons pour avoir un domaine ouvert.
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Cela nous permet d’utiliser le théorème de changement de variables 16.232 :

Vq “
ż
ř
i aix

2
iă1

dx “ 1?
a1 . . . an

ż

Bp0,1q
dx. (19.511)

La dernière intégrale est le volume de la sphère unité dans Rn ; elle n’a pas d’importance
ici et nous la notons V0. La proposition 19.112 nous permet d’écrire Vq sous la forme

Vq “ V0a
Dpqq . (19.512)

Existence de l’ellipsoïde Nous voulons trouver un ellipsoïde contenantK de volume minimal,
c’est à dire une forme quadratique q P Q``pRnq telle que
— Dpqq soit maximal
— qpxq ď 1 pour tout x P K.
Nous considérons l’ensemble des candidats semi-définis positifs.

A “ tq P Q` tel que qpxq ď 1@x P Ku. (19.513)

Nous allons montrer que A est convexe, compact et non vide dans QpRnq ; il aura ainsi
un maximum de la fonction continue D définie sur QpRnq. Nous montrerons ensuite que le
maximum est dans Q``. L’unicité sera prouvée à part.
Non vide L’ensemble K est compact et donc borné par M ą 0. La forme quadratique

q : x ÞÑ }x}2{M2 est dans A parce que si x P K alors

qpxq “ }x}
2

M2 ď 1. (19.514)

Convexe Soient q, q1 P A et λ P r0, 1s. Nous avons encore λq ` p1´ λqq1 P Q` parce que

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ě 0 (19.515)

dès que qpxq ě 0 et q1pxq ě 0. D’autre part si x P K nous avons

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ď λ` p1´ λq “ 1. (19.516)

Donc λq ` p1´ λqq1 P A.
Fermé Pour rappel, la topologie de QpRnq est celle de la norme (11.567). Nous considérons

une suite pqnq dans A convergeant vers q P QpRnq et nous allons prouver que q P A, de
sorte que la caractérisation séquentielle de la fermeture (proposition 10.11) conclue que
A est fermé. En nommant ex le vecteur unitaire dans la direction x nous avons

ˇ̌
qpxqˇ̌ “ ˇ̌}x}2qpexq

ˇ̌ ď }x}2Npqq, (19.517)

de sorte que notre histoire de suite convergente donne pour tout x :
ˇ̌
qnpxq ´ qpxq

ˇ̌ ď }x}2Npqn ´ qq Ñ 0. (19.518)

Vu que qnpxq ě 0 pour tout n, nous devons aussi avoir qpxq ě 0 et donc q P Q` (semi-
définie positive). De la même manière si x P K alors qnpxq ď 1 pour tout n et donc
qpxq ď 1. Par conséquent q P A et A est fermé.

Borné La partie K de Rn est borné et d’intérieur non vide, donc il existe a P K et r ą 0
tel que Bpa, rq Ă K. Si par ailleurs q P A et x P Bp0, rq nous avons a ` x P K et donc
qpa` xq ď 1. De plus qp´aq “ qpaq ď 1, donc

a
qpxq “

b
q
`
x` a´ a˘ ďa

qpx` aq `a
qp´aq ď 2 (19.519)

par l’inégalité de Minkowski 11.260. Cela prouve que si x P Bp0, rq alors qpxq ď 4. Si
par contre x P Bp0, 1q alors rx P Bp0, rq et

0 ď qpxq “ 1
r2 qprxq ď

4
r2 , (19.520)

ce qui prouve que Npqq ď 4
r2 et que A est borné.
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L’ensemble A est compact parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 9.7. L’ap-
plication continue D : QpRnq Ñ R de la proposition 19.112 admet donc un maximum sur
le compact A. Soit q0 ce maximum.
Nous montrons que q0 P Q``pRdq. Nous savons que l’application f : x ÞÑ }x}2

M2 est dans A
et que Dpfq ą 0. Vu que q0 est maximale pour D, nous avons

Dpq0q ě Dpfq ą 0. (19.521)

Donc q0 P Q``.
Unicité S’il existe une autre ellipsoïde de même volume que celle associée à la forme quadratique

q0, nous avons une forme quadratique q P Q`` telle que qpxq ď 1 pour tout x P K. C’est à
dire que nous avons q0, q P A tels que Dpq0q “ Dpqq.
Nous considérons la base canonique Bc deRn et nous posons S “ matBcpqq, S0 “ matBcpq0q.
Étant donné que A est convexe, pq0` qq{2 P A et nous allons prouver que cet élément de A
contredit la maximalité de q0. En effet

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
(19.522)

Nous allons utiliser le lemme 19.99 qui dit que le logarithme est log-concave sous la forme
de l’équation (19.382) avec α “ β “ 1

2 :

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
ąa

detpSqadetpS0q “ detpS0q “ Dpq0q. (19.523)

Nous avons utilisé le fait que Dpq0q “ Dpqq qui signifie que detpS0q “ detpSq. L’inéquation
(19.523) contredit la maximalité de Dpq0q et donne donc l’unicité.

19.15 Formes quadratiques, signature, et lemme de Morse
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel réel normé de dimension finie n. L’ensemble des formes qua-

dratiques réelles 52 sur E est vu comme l’ensemble des matrices symétriques SnpRq ; il sera noté
QpEq et le sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées est SnpRq XGLpn,Rq qui sera
noté ΩpEq. Nous rappelons que la correspondance est donnée de la façon suivante. Si A P SnpRq,
la forme quadratique associée est qA donnée par qApxq “ xtAx.

Nous noterons encore Q`pEq les formes quadratiques positives sur E et Q``pEq les formes
quadratiques strictement définies positives sur E.

Sur QpEq nous mettons la norme

Npqq “ sup
}x}E“1

|qpxq|, (19.524)

qui du point de vue de SnpRq est
NpAq “ sup

}x}E“1
|xtAx|. (19.525)

Notons que à droite, c’est la valeur absolue usuelle sur R.
Nous savons par le théorème de Sylvester (théorème 5.106) que dans Mpn,Rq, toute matrice

symétrique de signature pp, qq est semblable à la matrice

1p,q “
¨
˝
1p

1p
0n´p´q

˛
‚. (19.526)

52. Définition 5.102.
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Donc deux matrices de Sn sont semblables si et seulement si elles ont la même signature (même si
elles ne sont pas de rang maximum, cela soit dit au passage). Si nous notons Sp,qn pRq l’ensemble
des matrices réelles symétriques de signature pp, qq, alors

Sp,qn pRq “ tP tAP tel que P P GLpn,Rqu (19.527)

où A est une quelconque ce ces matrices.
Nous voudrions en savoir plus sur ces ensembles. En particulier nous aimerions savoir si la

signature est une notion « stable » au sens où ces ensembles seraient ouverts dans Sn. Pour cela
nous considérons l’action de GLpn,Rq sur Sn définie par

α : GLpn,Rq ˆ SnpRq Ñ SnpRq
pP,Aq ÞÑ P tAP

(19.528)

faite exprès pour que les orbites de cette action soient les ensembles Sp,qn pRq.
La proposition suivante montre que lorsque p` q “ n, c’est à dire lorsqu’on parle de matrices

de rang maximum, les ensembles Sp,qn pRq sont ouverts, c’est à dire que la signature d’une forme
quadratique est une propriété « stable » par petite variations des éléments de matrice. Notons tout
de suite que si le rang n’est pas maximum, le théorème de Sylvester dit qu’elle est semblable à une
matrice diagonale avec des zéros sur la diagonale ; en modifiant un peu ces zéros, on peut modifier
évidemment la signature.

Proposition 19.114 ([4]).
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors

(1) les formes quadratiques non dégénérées forment un ouvert dans l’ensemble des formes qua-
dratiques,

(2) les ensembles Sp,qn pRq avec p` q “ n sont ouverts dans SnpRq,
(3) les composantes connexes de ΩpEq sont les Sp,qn pRq avec p` q “ n,
(4) les Sp,qn pRq non dégénérés sont connexes par arc.

Démonstration. Cette preuve est donnée du point de vue des matrices. La différence entre le
point (3) et (4) est que dans le premier nous prouvons la connexité de Sp,qn pRq à partir de la
connexité de GL`pn,Rq, tandis que dans le second nous prouvons la connexité par arc de Sp,qn pRq
à partir de la connexité par arc de GL`pn,Rq. Bien entendu le second implique le premier.

(1) Il s’agit simplement de remarquer que QpEq “ SnpRq, que ΩpEq “ SnpRq X GLpn,Rq et
que le déterminant est une fonction continue sur Mpn,Rq.

(2) Soit A0 P Sp,qn pRq. Le théorème de Sylvester 5.106 nous donne une matrice inversible P
telle que P tA0P “ 1p,q. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 1p,q contenu
dans Sp,qn pRq. À partir de là, l’ensemble pP´1qtUP´1 sera un voisinage de A0 contenu dans
Sp,qn pRq.
Nous considérons les espaces vectoriels

F “ Spante1, . . . , epu (19.529a)
G “ Spantep`1, . . . , enu (19.529b)

La norme euclidienne }.}p sur F est équivalente à la norme |.|E par le théorème 12.5. Donc
il existe une constante k1 ą 0 telle que pour tout x P F ,

}x}p ě k1}x}E . (19.530)

De la même façon sur G, il existe une constante k2 ą 0 telle que

}x}q ě k2}x}E . (19.531)
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Si nous posons k “ mintk2
1, k

2
2u, alors nous avons
@x P F, }x}2p ě k2

1}x}2E ě k}x}2E (19.532a)
@x P G, }x}2q ě k2

2}x}2E ě k}x}2E . (19.532b)

Soit une matrice A P SnpRq telle que NpA ´ 1p,qq ă k, c’est à dire que A est dans un
voisinage de 1p,q pour la norme sur SnpRq donné par (19.525). Si x est non nul dans E,
nous avons ˇ̌

xtpA´ 1p,qqx
ˇ̌ ď Np1p,q ´Aq}x}2 ď k}x}2. (19.533)

En déballant la valeur absolue, cela signifie que

´ k}x}2E ď xtpA´ 1p,qqx ď k}x}2. (19.534)

Si x P F , alors la première inéquation et (19.530) donnent

xtAx ě }x}2p ´ k}x}2E ą 0 (19.535)

Si x P G, alors la seconde inéquation et (19.531) donnent

xtAx ď k}x}2E ´ }x}2q ă 0. (19.536)

Nous avons donc montré que x ÞÑ xtAx est positive sur F et négative sur G, ce qui prouve
que A est bien de signature pp, qq et appartient donc à Sp,qn pRq. Autrement dit nous avons

Bp1p,q, kq Ă Sp,qn pRq. (19.537)

(3) Cette partie de la preuve provient essentiellement de [260], et fonctionne pour tous les
Sp,qn pRq, même pour ceux qui ne sont pas de rang maximum.
Soit A P Sp,qn pRq. Nous savons que GLpn,Rq a deux composantes connexes (proposi-
tion 15.19). Vu que l’application

α : GLpn,Rq Ñ Sn

P ÞÑ P tAP
(19.538)

est continue, l’image d’un connexe de GLpn,Rq par α est connexe (proposition 8.72). En
particulier, α

`
GL˘pn,Rq˘ sont deux connexes et nous savons que Sp,qn pRq a au plus ces

deux composantes connexes.
Notre but est maintenant de trouver une intersection entre les parties α

`
GL`pn,Rq˘ et

α
`
GL´pn,Rq˘ 53. Soit par le théorème de Sylvester, soit par le théorème de diagonalisation

des matrices symétriques réelles 11.174, il existe une matrice P P GLpn,Rq diagonalisant
A. En suivant la remarque 11.175, et en notant Q la matrice obtenue à partir de P en
changeant le signe de sa première ligne, nous avons

αpQq “ QtAQ “ P tAP “ αpP q. (19.539)

Or si P P GL`pn,Rq, alors Q P GL´pn,Rq et inversement. Donc nous avons trouvé une
intersection entre α

`
GL`pn,Rq˘ et α

`
GL´pn,Rq˘.

(4) Soient A et B dans Sp,qn pRqXGLpn,Rq. Par le théorème de Sylvester, il existe P et Q dans
GLpn,Rq telles que A “ P t1p,qP et B “ Qt1p,qQ. Par la remarque 11.175 nous pouvons
choisir P et Q dans GL`pn,Rq. Ce dernier groupe étant connexe par arc, il existe un chemin

γ : r0, 1s Ñ GL`pn,Rq (19.540)

tel que γp0q “ P et γp1q “ Q. Alors le chemin

s ÞÑ γpsqt1p,qγpsq (19.541)

est un chemin continu dans Sp,qn pRq joignant A à B.

53. À ce point, il me semble que [260] fait erreur parce que la matrice ´1n est de déterminant 1 lorsque n est pair.
L’argument donné ici provient de [4]
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Nous savons déjà de la proposition 19.114 que les ensembles Sp,qn pRq (pas spécialement de rang
maximum) sont ouverts dans SnpRq. Le lemme suivant nous donne une précision à ce sujet, dans
le cas des matrices de rang maximum, en disant que la matrice qui donne la similitude entre A0
et A est localement un C1-difféomorphisme de A.

Lemme 19.115.
Soit A0 P ΩpRnq “ Sn XGLpn,Rq, une matrice symétrique inversible. Alors il existe un voisinage
V de A0 dans Sn et une application φ : V Ñ GLpn,Rq qui

(1) est de classe C1,
(2) est telle que pour tout A P V , ϕpAqtA0φpAq “ A.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : Mpn,Rq Ñ Sn

M ÞÑM tA0M.
(19.542)

Étant donné que les composantes de ϕpMq sont des polynômes en les entrées deM , cette application
est de classe C1 – et même plus. Soit maintenant H PMpn,Rq et calculons dϕ1pHq par la formule
(14.531) :

dϕ1pHq “ d

dt

”
ϕp1` tHq

ı
t“0

(19.543a)

“ d

dt

”
p1` tHtqA0p1` tHq

ı
t“0

(19.543b)

“ d

dt

”
A0 ` tA0H ` tHtA0 ` t2HtA0H

ı
t“0

(19.543c)

“ A0H `HtA0. (19.543d)

Donc
dϕ1pHq “ pA0Hq ` pA0Hqt. (19.544)

Par conséquent

kerpdϕ1q “ tH PMpn,Rq tel que A0H est antisymétriqueu, (19.545)

et si nous posons
F “ tH PMpn,Rq tel que A0H est symétriqueu (19.546)

nous avons
Mpn,Rq “ F ‘ kerpdϕ1q (19.547)

parce que toute matrice peur être décomposée de façon unique en partir symétrique et antisymé-
trique. De plus l’application

f : F Ñ Sn

H ÞÑ A0H
(19.548)

est une bijection linéaire. D’abord A0H “ 0 implique H “ 0 parce que A0 est inversible, et ensuite
si X P Sn, alors X “ A0A

´1
0 X, ce qui prouve que X est l’image par f de A´1

0 X et donc que f est
surjective.

Maintenant nous considérons la restriction ψ “ ϕ|F , ψ : F Ñ Sn. Remarquons que 1 P F parce
que A0 P Sn. L’application dψ1 est une bijection. En effet d’abord

dpϕ|F q1 “ pdϕ1q|F , (19.549)

ce qui prouve que
kerpdψ1q “ kerpdϕ1q X F “ t0u, (19.550)
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ce qui prouve que dψ1 est injective. Pour montrer que dψ1 est surjective, il suffit de mentionner le
fait que dimF “ dimSn du fait que l’application (19.548) est une bijection linéaire.

Nous pouvons utiliser le théorème d’inversion locale (théorème 19.57) et conclure qu’il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans F tel que ψ soit un difféomorphisme C1 entre U et V “ ψpUq.
Vu que GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq, nous pouvons prendre U XGLpn,Rq et donc supposer
que U Ă GLpn,Rq.

Pour tout A P V , il existe une unique M P U telle que ψpMq “ A, c’est à dire telle que
A “M tA0M . Cette matrice M est ψ´1pAq et est une matrice inversible. Bref, nous posons

φ : V Ñ GLpn,Rq
A ÞÑ ψ´1pAq, (19.551)

et ce φ est de classe C1 sur V parce que c’est ce que dit le théorème d’inversion locale. Cette
application répond à la question parce que V est un voisinage de ϕp1q “ A0 et pour tout A P V
nous avons

φpAqtA0φpAq “ ϕ´1pAqtA0ϕ
´1pAq “ A. (19.552)

19.15.1 Lemme de Morse

Lemme 19.116 (Lemme de Morse).
Soit f P C3pU ,Rq où U est un ouvert de Rn contenant 0. Nous supposons que df0 “ 0 et que d2f0
est non dégénérée 54 et de signature pp, n´ pq. Alors il existe un C1-difféomorphisme ϕ entre deux
voisinages de 0 dans Rn tel que

(1) ϕp0q “ 0,
(2) si ϕpxq “ u alors

fpxq ´ fp0q “ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (19.553)

Une autre façon de dire est qu’il existe un C1-difféomorphisme local ψ tel que

pf ˝ ψqpxq ´ fp0q “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n. (19.554)

Démonstration. Nous allons noter Hf la matrice hessienne de f , c’est à dire Hfa “ d2fa P
Lp2qpRn,Rq. Écrivons la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 16.228 avec p “ 0
et m “ 2) :

fpxq ´ fp0q “ df0pxqloomoon
“0

`
ż 1

0
p1´ tq d2ftxpx, xqlooooomooooon

xtpHfqtxx“xHftxx,xy
dt “ xtQpxqx (19.555)

avec
Qpxq “

ż 1

0
p1´ tqpHfqtxdt (19.556)

qui est une intégrale dans Lp2qpRn,Rq. Nous prouvons à présent que Q est de classe C1 en utilisant
le résultat de différentiabilité sous l’intégrale 19.35. Pour cela nous passons aux composantes (de
la matrice) et nous considérons

hkl : U ˆ r0, 1s Ñ R

hklpx, tq “ p1´ tq B2f

BxkBxl ptxq.
(19.557)

Étant donné que f est de classe C3, la dérivée de hkl par rapport à xi ne pose pas de problèmes :

Bhkl
Bxi “ tpt´ 1q B3f

BxiBxkBxl ptxq, (19.558)

54. En tant qu’application bilinéaire.
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qui est encore continue à la fois en t et en x. La proposition 19.35 nous montre à présent que

Qklpxq “
ż 1

0
p1´ tqhklptxqdt (19.559)

est une fonction C1. Étant donné que les composantes de Q sont C1, la fonction Q est également
C1.

Nous avons Qp0q “ 1
2pHfq0 P Sn XGLpn,Rq, d’abord parce que f est C2 (et donc la matrice

hessienne est symétrique), ensuite par hypothèse d2f0 est non dégénérée.
À partir de là, le lemme 19.115 donne un voisinage V de Qp0q dans Sn et une application φ de

classe C1

φ : V Ñ GLpn,Rq (19.560)

telle que pour tout A P V ,
φpAqtQp0qφpAq “ A. (19.561)

Si on pose M “ φ˝Q, et si x est dans un voisinage de zéro, Q étant continue nous avons Qpxq P V
et donc

Qpxq “MpxqtQp0qMpxq. (19.562)

Notons que l’application M : RÑ GLpn,Rq est de classe C1 parce que Q et φ le sont.
Nous avons

fpxq ´ fp0q “ xtQpxqx “ xtMpxqtQp0qMpxqx “ ypxqtQp0qypxq (19.563)

où ypxq “ Mpxqx “ pφ ˝ Qqpxqx est encore une fonction de classe C1 parce que la multiplication
est une application C8.

D’un autre côté le théorème de Sylvester 5.106 nous donne une matrice inversible P telle que

Qp0q “ P t
ˆ
1p

´1n´p
˙
P. (19.564)

Et nous posons enfin u “ ϕpxq “ Pypxq qui est toujours de classe C1 et qui donne

fpxq ´ fp0q “ ytQp0qy (19.565a)

“ ytP t
ˆ
1

´1
˙
Py (19.565b)

“ ut
ˆ
1

´1
˙
u (19.565c)

“ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (19.565d)

Nous devons maintenant montrer que, quitte à réduire son domaine à un ouvert plus petit, ϕ
est un C1-difféomorphisme. Dans la chaine qui donne ϕ, seule l’application

g : U Ă Rn Ñ Rn

x ÞÑMpxqx (19.566)

est sujette à caution. Nous allons appliquer le théorème d’inversion locale. Nous savons que g est
de classe C1 et donc différentiable ; calculons la différentielle en utilisant la formule (14.531) :

dg0pxq “ d

dt

”
gptxq

ı
t“0

“ d

dt

”
tMptxqx

ı
t“0

“Mp0qx. (19.567)

Note que nous avons utilisé la règle de Leibnitz pour la dérivée d’un produit, mais le second terme
s’est annulé. Donc dg0 “Mp0q P GLpn,Rq et g est localement un C1-difféomorphisme.

Il suffit de restreindre ϕ au domaine sur lequel g est un C1-difféomorphisme pour que ϕ devienne
lui-même un C1-difféomorphisme.
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Définition 19.117.
Un point a est un point critique de la fonction différentiable f si dfa “ 0.

Corollaire 19.118 ([261]).
Les points critiques non dégénérés d’une fonction C3 sont isolés.

Démonstration. Soit a un point critique non dégénéré. Par le lemme de Morse 19.116, il existe un
C1-difféomorphisme ψ et un entier p tel que

pf ˝ ψqpxq “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n ` fpaq (19.568)

sur un voisinage U de a. Vue la formule générale dfxpuq “ ∇fpxq·u, si x est un point critique de
f , alors ∇fpxq “ 0. Dans notre cas, les points critiques de f ˝ ψ dans U doivent vérifier xi “ 0
pour tout i, et donc x “ a.

Nous devons nous assurer que la fonction f elle-même n’a pas de points critiques dans U . Pour
cela nous utilisons la formule générale de dérivation de fonction composée :

∇pf ˝ ψqpxq “
ÿ

k

Bf
Byk

`
gpxq˘∇gkpxq. (19.569)

Si ψpxq est une point critique de f , alors le membre de droite est le vecteur nul parce que tous
les Bkf

`
ψpxq˘ sont nuls. Par conséquent le membre de gauche est également nul, et x est un point

critique de f ˝ ψ. Or nous venons de voir que f ˝ ψ n’a pas de points critiques dans U .
Donc f n’a pas de points critiques dans un voisinage d’un point critique non dégénéré.

19.16 Prolongement de fonctions
Sources : [262]

Lemme 19.119.
Soit E, un espace vectoriel normé complet et pAnq une suite emboîtée de fermés non vides dont le
diamètre tend vers zéro. Alors l’intersection

Ş
nPNAn contient exactement un point.

Démonstration. Si l’intersection contenait deux points distincts a et b, alors nous aurions pour
tout n la majoration diampAnq ě }a´ b} qui ne dépend pas de n. Cela contredirait la limite.

Soit une suite pxnq avec xk P Ak pour tout k P N. C’est une suite de Cauchy. En effet si ε ą 0,
considérons N tel que diampAN q ă ε. Dans ce cas dès que n,m ą N nous avons xn, xm P AN et
donc }xn ´ xm} ď ε. La suite xn converge donc vers un élément dans E.

Nous devons montrer que x P Ak pour tout k. La queue de suite pxnqněk est une suite de
Cauchy dans Ak qui converge donc vers un élément de Ak (ici nous utilisons le fait que Ak est
fermé). Par unicité de la limite, cette dernière doit être x. Par conséquent x P ŞnPNAn.

Théorème 19.120 ([263]).
Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Pour une application linéaire f : X Ñ Y , les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue sur X,
(2) f est continue en un point de X,
(3) f est bornée.

Proposition 19.121.
Soit un espace normé X, un espace de Banach F et une partie dense A de X. Si l’application
linéaire

f :
`
A, }.}X

˘Ñ F (19.570)
est continue 55, alors il existe une unique application linéaire continue f̃ : X Ñ F prolongeant f .
De plus }f̃} “ }f}.
55. Nous avons bien mis sur A la topologie induite de X. Notons que ce n’est pas toujours celle qui est la plus

naturelle sur A.
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Démonstration. Soient x P X et pAnqně0 la suite d’ensembles définie par

An “ ty P A tel que }x´ y} ď 2´nu. (19.571)

Étant donné que A est dense, ces ensembles sont tous non vides. De plus diamAn Ñ 0 parce que
si y, y1 P An alors

}y ´ y1} ď }y ´ x} ` }x´ y1} ď 2´n`1. (19.572)
Vu que f est bornée, la suite d’ensembles fpAnq est une suite emboitée d’ensembles non vides de
F . De plus leur diamètre tend vers zéro. En effet si z, z1 P fpAnq, nous posons z “ fpyq, z1 “ fpy1q
et nous avons

}z ´ z1} ď }fpyq ´ fpxq} ` }fpxq ´ fpy1q} ď }f}`}y ´ x} ` }x´ y1}˘, (19.573)

ce qui montre que diam fpAnq ď }f}2´n`1. Notons que nous avons utilisé la linéarité de f . Par le
lemme 19.119, l’intersection

Ş
nPN fpAnq contient exactement un point. Nous posons

Spxq “
č

nPN
fpAnq. (19.574)

Nous allons montrer que l’application x ÞÑ Spxq ainsi définie est l’application que nous cherchons.
Nous commençons par montrer que pour toute suite yk Ñ x avec yk P A nous avons

fpykq Ñ Spxq. (19.575)

Pour cela nous considérons n0 P N et k0 tel que yk0 P An0 . Avec cela nous avons

}fpykq ´ Spxq} ď diampAn0q ď }f}2´n0`1. (19.576)

Pour montrer que S est linéaire, nous considérons deux suites dans A : yk Ñ x et y1k Ñ x1 ainsi
que la somme yk ` y1k Ñ x` x1. Nous écrivons la relation (19.575) pour ces trois suites :

fpykq Ñ Spxq (19.577a)
fpy1kq Ñ Spx1q (19.577b)

fpyk ` y1xq Ñ Spx` x1q. (19.577c)

Cependant, étant donné que f est linéaire, pour tout k nous avons fpyk ` y1kq “ fpykq ` fpy1kq et
par conséquent

fpyk ` y1kq Ñ Spxq ` Spx1q. (19.578)
Par unicité de la limite, Spx ` x1q “ Spxq ` Spx1q. Le même genre de raisonnement montre que
Spλxq “ λSpxq. L’application S est donc linéaire.

En ce qui concerna la continuité, nous avons

}Spxq} “ lim }fpykq} ď }f}} lim yk} “ }f}}x}, (19.579)

donc }S} ď }f}, c’est à dire que S est borné et donc continue parce que linéaire (théorème 19.120).
Nous montrons maintenant que S prolonge f . Si x P A, alors nous avons ŞnPN fpAnq “ fpxq,

et donc Spxq “ fpxq. Cela montre du même coup que }f} ď }S} et que par conséquent }f} “ }S}.
Passons à la partie sur l’unicité. Soient donc S et T deux prolongements continus de f sur

X. Soient x P X et xn Ñ x une suite dans A. Par continuité nous avons T pxnq Ñ T pxq et
Spxnq Ñ Spxq. Étant donné que par ailleurs pour tout n nous avons Spxnq “ T pxnq, l’unicité de
la limite montre que T pxq “ Spxq.
Définition 19.122.
Soit une application f : X Ñ Y . Le module de continuité de f est la fonction ωf : R Ñ R

définie comme suit. On pose ωf pxq “ 0 pour x ď 0 et si h ą 0,

ωf phq “ sup
x,yPX

dXpx,yqăh
dY

`
fpxq, fpyq˘. (19.580)
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Lemme 19.123.
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et ω son module de continuité. Si λ et h sont strictement positifs avec
λh P r0, 1s alors

φpλhq ď pλ` 1qωphq. (19.581)

Démonstration. La fonction ω est décroissante, et pour h, k ą 0 nous avons ωph`kq ď ωphq`ωpkq.
Par récurrence pour tout k P N nous avons

ωpkhq ď kωphq. (19.582)

En écrivant cela pour k “ rλs, nous avons

ωpλhq ď ωpkhq ď kωphq ď pλ` 1qωphq. (19.583)

Lemme 19.124.
Une fonction f est uniformément continue si et seulement si son module de continuité est continu
en zéro.

Dans la même veine que la proposition 19.121 nous avons ce résultat.

Théorème 19.125 ([264]).
Soient E et F , deux espaces métriques complets ainsi que A dense dans E. Si u : A Ñ F est
uniformément continue, alors elle se prolonge de façon unique en une fonction continue ũ : E Ñ F .
De plus ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x P EzA et une suite pxnq contenue dans A et convergente vers x. Nous
voulons définir

ũpxq “ lim
nÑ8upxnq (19.584)

mais pour ce faire nous devons prouver que la suite
`
upxnq

˘
converge dans F et que la limite ne

dépend pas de la suite choisie parmi les suites de A qui convergent (dans E) vers x.
Commençons par montrer que

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans F . Pour cela nous prenons ε ą 0 et

η ą 0 telle que dEpa, bq ă η implique dF
`
upaq, upbq˘ ă ε (uniforme continuité de u). Après, il suffit

de choisir N tel que pour tout n,m ą N nous ayons dpxm, xnq ă η (parce que un est de Cauchy).
Avec tout ça nous avons

dF
`
upxmq, upxnq

˘ ă ε, (19.585)

ce qui signifie que
`
upxnq

˘
est de Cauchy et donc convergente dans F .

Nous voulons montrer maintenant que si pxnq et pynq sont deux suites dans A convergentes vers
x alors limnÑ8 upxnq “ limnÑ8 upynq. Pour cela nous considérons la suite z “ px1, y1, x2, y2, . . .q.
Nous avons évidemment zn Ñ x, et donc upznq converge dans F par ce qui a été dit plus haut.
Mais upxnq et upynq en sont deux sous-suites convergentes. Donc leurs limites sont égales.

Il reste à montrer que ce ũ est continue et uniformément continue. Pour cela nous utilisons le
module de continuité et le lemme 19.124. Étant donné que ũ prolonge u nous avons

ωũphq ě ωuphq. (19.586)

Soient h ą 0 et ε ą 0 ; soient aussi x, y P E tels que dpx, yq ă h. Nous prenons des suites panq Ñ x
et pynq Ñ y tout en choisissant n assez grand pour avoir dEpan, bnq ă h. Nous avons

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď dF

`
ũpxq, upanq

˘` d`upanq, upbnq
˘` dF

`
upbnq, ũpyq

˘
. (19.587)

Si n est assez grand, par construction de ũ, le premier et le dernier terme sont plus petits que
ε. Par définition du module de continuité nous avons d’autre part dF

`
upanq, upbnq

˘ ď ωuphq. Du
coup

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď ωuphq ` 2ε. (19.588)
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Si nous prenons le supremum sur les x et y vérifiant dEpx, yq ă h, à gauche nous obtenons ωũphq
tandis que le membre de droite ne dépend pas de x ety. Donc pour tout ε, nous avons

ωũphq ď ωuphq ` 2ε. (19.589)

En comparaison avec (19.586), nous trouvons

ωũphq ď ωuphq. (19.590)

Les fonctions u et ũ ayant le même module de continuité, le lemme 19.124 nous enseigne que l’une
est uniformément continue si et seulement si l’autre l’est. Vu que u est uniformément continue par
hypothèse, le prolongement ũ est uniformément continu.

Définition 19.126.
Un plongement de l’espace topologique X dans Y est une application f : X Ñ Y telle que f : X Ñ
fpXq soit un homéomorphisme.

Théorème 19.127 (Extensiton des isométries).
Soit M̃ un espace métrique complet et une application isométrique

f : AÑ M̃ (19.591)

où A est une partie dense d’un espace métrique M (pas spécialement complet). Alors f accepte
une une unique extension isométrique

f̃ : M Ñ M̃ (19.592)
Supposons de plus que M soit complet 56. Alors f̃ : M Ñ M̃ est une bijection si et seulement

si fpAq est dense dans M̃ .

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité. Soient f̃1 et f̃2 deux extensions de f et
x PM . Si panq est une suite dans A convergeant vers x (possible parce que A est dense dans M),
alors nous avons

f̃1panq “ f̃2panq (19.593)
et donc f̃1pxq “ f̃2pxq par continuité (une application isométrique est continue (proposition 10.6)).

Nous démontrons à présent l’existence.
Construction de f̃ Soient x PM et panq une suite dans A qui converge vers x. Nous définissons

f̃pxq “ lim
kÑ8 fpakq. (19.594)

Note : nous pouvons prouver que cette définition ne dépend pas du choix de la suite panq
convergeant vers x, mais ce serait superflu parce que nous avons déjà prouvé l’unicité de f̃ .
Par contre nous devons expliquer pourquoi la limite du membre de droite de (19.594) existe
dans M̃ . D’abord la suite panq est de Cauchy parce qu’elle est convergente (attention : M
n’étant pas complet le fait d’être de Cauchy n’implique pas la convergence). Donc, étant
donné que f est une isométrie, la suite

`
fpanq

˘
est de Cauchy dans M̃ . Or ce dernier étant

complet, la suite des images converge.
Montrons que cette application f̃ : M Ñ M̃ répond à la question.

f̃ est isométrique Soient a, b PM et des suites dans A convergeant vers eux : an Ñ a, bn Ñ b.
Nous avons, par continuité de l’application distance,

d
`
f̃paq, f̃pbq˘ “ lim

kÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pbq

˘
(19.595a)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pblq

˘
(19.595b)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
fpakq, fpblq

˘
(19.595c)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
akq, bl

˘
(19.595d)

“ dpa, bq. (19.595e)

56. Il me semble que cette hypothèse manque dans [265].
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Cela prouve que f̃ est une isométrie.
Pour la suite nous supposons que M est complet. Notons tout de suite que f̃ est injective
parce qu’elle est isométrique.

Bijection (premier sens) Nous supposons que f̃ : M Ñ M̃ est une bijection. Par l’absurde
nous supposons que fpAq n’est pas dense dans M̃ , c’est à dire que nous avons un point
x P M̃ et une boule n’intersectant par fpAq :

Bpx, rq X fpAq “ H. (19.596)

Étant donné que f̃ a pour image des limites de suites dans fpAq, l’image de f̃ est contenue
dans fpAq. Donc si f̃ est surjective, c’est que M̃ Ă fpAq et donc que fpAq “ M̃ . Cela
prouve que si f̃ est bijective, alors fpAq est dense dans M̃ .

Bijection (l’autre sens) Nous supposons que fpAq “ M̃ et nous devons prouver que f̃ est
surjective. Soient x P M̃ et fpanq une suite dans fpAq qui converge vers x ; une telle suite
existe parce que fpAq est dense dans M̃ . Cette suite est de Cauchy dans M̃ parce que
dans un espace métrique, une suite convergente est de Cauchy. La suite panq est elle-même
également de Cauchy parce que

dpan, amq “ d
`
fpanq, fpamq

˘
. (19.597)

Étant donné que panq est de Cauchy dans M , elle converge vers un élément que nous
nommons a PM . Par continuité de f nous avons alors

f̃paq “ lim
kÑ8 fpakq “ x. (19.598)

Cela prouve que x est bien dans l’image de f̃ et donc que f̃ est surjective.

19.17 Complétion d’un espace métrique

Une conséquence du théorème de prolongement est le théorème suivant qui permet de compléter
un espace métrique.

Théorème 19.128 (Complétion d’un espace métrique[266, 265]).
Tout espace métrique se plonge par une isométrie à image dense dans un espace métrique complet.
De plus ce dernier est unique à isométrie près.

Plus précisément, soit pM,dq un espace métrique. Il existe un espace métrique complet M̃ muni
d’un plongement isométrique ϕ : M Ñ M̃ tel que ϕpMq soit dense dans M̃ .

Ce complété deM est unique au sens suivant. Si M̃1 et M̃2 sont deux espaces métriques complets
munis de plongements isométriques fi : M Ñ M̃1 dont les images sont denses, alors il existe une
bijection isométrique φ : M̃1 Ñ M̃2 telle que φ ˝ f1 “ f2.

Démonstration. Nous ne prouvons que l’existence.
Soit CM l’ensemble des suites de Cauchy de M . Nous définissons

f : CM ˆ CM Ñ R

u, v ÞÑ lim
nÑ8 dpun, vnq.

(19.599)

Notre première tâche est de nous assurer que cela est bien défini, c’est à dire que la limite existe
toujours. En effet, si u et v sont des suites de Cauchy dans M , nous avons

|dpun, vnq ´ dpum, vmq| ď dpun, vnq ` dpum, vmq ď 2ε (19.600)
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dès que m et n sont assez grand. Cela prouve que la suite n ÞÑ dpun, vnq est de Cauchy dans R.
Par complétude de R, elle converge 57.

Nous considérons la relation d’équivalence u „ v si et seulement si fpu, vq “ 0. Nous posons
M̃ “ CM{ „ et nous y mettons la distance

dprus, rvsq “ fpu, vq (19.601)

et nous devons encore vérifier que cela est bien défini. Prenons u1 „ u et v1 „ v. Alors nous avons

dpu1n, v1nq ď dpu1n, unq ` dpun, vnq ` dpvn, v1nq, (19.602)

et donc
dpu1, v1q “ lim

nÑ8 dpu
1
n, v

1nq ď lim
nÑ8 dpun, vnq “ dpu, vq. (19.603)

Le même argument en inversant les primes et les non primes montre l’inégalité inverse. Donc
dpu, vq “ dpu1, v1q dans CM , et donc la distance (19.601) est bien définie sur M̃ .

Afin de s’assurer que M̃ répond bien à la question du théorème, il faut encore démontrer les
points suivants :

— M se plonge isométriquement dans M̃ .
— l’image de M par le plongement est dense dans M̃ .
— M̃ est complet.
Nous allons maintenant considérer l’application

ϕ : M Ñ M̃

x ÞÑ la classe de la suite constante x.
(19.604)

Plongement isométrique Nous allons montrer que cela est une isométrie bijective et que
ϕpMq est dense dans M̃ . Le fait que ϕ soit bijective entre M et ϕpMq est évident. C’est
une isométrie parce que

d
`
ϕpxq, ϕpyq˘ “ lim

nÑ8 d
`
ϕpxqn, ϕpyqn

˘ “ dpx, yq. (19.605)

Densité Soit rus P M̃ . Tous les termes un sont des éléments de M . Nous considérons la suite
dans ϕpMq donnée par

an “ ϕpunq (19.606)

Chaque an est un élément 58 de M̃ . Montrons que panq converge dans M̃ vers u. Nous avons

dpan, uq “ lim
kÑ8 d

`panqk, uk
˘

(19.607a)

“ lim
kÑ8 dpun, ukq (19.607b)

“ dpun, `q (19.607c)

en notant ` la limite de la suite punq. Ici nous avons utilisé le fait que la fonction distance
était continue pour l’inverser avec la limite, par le théorème 14.162. Nous avons alors

lim
nÑ8 dpan, rusq “ lim

nÑ8 dpun, `q “ 0. (19.608)

Complétude Nous passons maintenant à la preuve du fait que M̃ est complet. Soit pynq une
suite de Cauchy dans M̃ . Soit ε ą 0 ; nous définissons Kpnq par

d
`pynqk, pynql

˘ ă ε (19.609)

57. Ici nous utilisons la complétude de R. Cette dernière doit donc être démontrée indépendamment. De plus nous
ne pouvons pas définir R comme étant le complété de Q en utilisant ce théorème.
58. À partir de maintenant nous n’écrivons plus explicitement la classe d’équivalence.
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dès que k, l ě Kpnq. Cette définition fonctionne parce que pour chaque n, yn est une suite
de Cauchy dans M . Nous posons

xn “ pynqKpnq PM (19.610)

et nous allons montrer que pxnq est de Cauchy dans M –donc est un élément de M̃– et que
yk Ñ pxnq dans M̃ .
Nous commençons par montrer que pxnq est de Cauchy dans M . Nous avons

dpxn, xmq “ d
`pynqKpnq, pymqKpmq

˘
(19.611a)

ď d
`pynqKpnq, pynql

˘` d`pynql, pymql
˘` d`pymql, pymqKpmq

˘
(19.611b)

Nous choisissons n,m tels que dpyn, ymq ă ε, ce qui nous permet de choisir l de telle façon
à avoir d

`pynqk, pymqk
˘ ă ε pour tout k ě l. De plus, quitte à encore augmenter l, nous

supposons que l ą Kpmq et l ą Kpmq. Avec ces choix nous voyons que dpxn, xmq ă 3ε, ce
qui signifie que la suite pxnq est de Cauchy dans M .
En ce qui concerne la convergence yn Ñ pxq, on a

d
`
yn, pxq

˘ “ lim
kÑ8 d

`pynqk, pykqKpkq
˘

(19.612a)

ď lim
kÑ8 d

`pynqk, pynql
˘` lim

kÑ8 d
`pynql, pykql

˘` lim
kÑ8 d

`pykql, pykqKpkq
˘

(19.612b)

Nous devons trouver un n tel que si k est suffisamment grand, le tout est majoré par ε.
Voici nos choix :
— n tel que dpyn, ymq ă ε dès que m ě n,
— k ą n,
— k ą Kpnq,
— l ą k,
— l ą Kpkq,
— l suffisamment grand pour que d

`pynql, pykql
˘ ă ε.

Avec tous ces choix, les trois termes de (19.612b) sont plus petits que ε.
Ceci prouve que M̃ est complet.

Théorème 19.129 (Principe du prolongement analytique).
Soit U un ouvert connexe. Si deux fonctions analytiques coïncident sur un sous-ensemble D de U
contenant un point d’accumulation dans U , alors elles sont égales sur U .

19.18 Un petit extra
Soit f une fonction de R dans R. Supposons que
(1) fp1q “ 1,
(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.

Nous pouvons montrer 59 que la seule fonction continue qui possède ces propriétés est la fonction
identité fpxq “ x pour tout x P R.

De la même manière, il est aisé de voir que les seules applications linéaires de Rn dans Rn sont
de la forme

fpxq “ Ax (19.613)

pour une constante réelle A. Une question naturelle qu’on peut alors se poser est la suivante :
Est-il possible de définir une fonction non continue ayant les propriétés (1) et (2) ?

59. et toi, tu le peux ?
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En fait, il est possible de démontrer que si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toute
application linéaire f : E Ñ F (où F est un espace vectoriel) sera continue. Ceci ne reste plus vrai
si l’espace vectoriel E est de dimension infinie. Donc une manière de trouver une réponse positive
à la question posée plus haut, serait de voir Rn comme espace vectoriel de dimension infinie. Après
un peu de réflexion, la réponse est venue à nous (merci à Nicolas et à Samuel).

Si nous admettons l’axiome du choix, alors nous pouvons appliquer le théorème de Zorn et nous
savons que tout espace vectoriel admet une base. En particulier, l’ensemble des réels vu comme
espace vectoriel sur Q admet une base, i.e. DpeiqiPI des éléments de Rn tels que tout réel s’écrit
comme combinaison linéaire à coefficients rationnels de ces ei, i.e.

@r P Rn, DpλiqiPI des éléments de Q tels que r “
ÿ

iPI
λiei. (19.614)

Utilisons cette base pour définir une fonction h de la manière suivante.

@i P I, on définit hpeiq “ αi (19.615)

où les αi doivent être bien choisis dans Rn. Pour satisfaire la propriété (1), choisissons sans perte
de généralité e1 “ 1 et hpe1q “ 1. Ajoutons à cette propriété la linéarité en imposant que

hp
ÿ
λieiq “

ÿ
λiαi. (19.616)

Les équations (1) et (2) nous permettent de voir que, moyennant le choix des αi, la fonction h est
bien définie sur Rn et linéaire. Il est clair que si nous prenons par exemple

αi “ ei @i P I
nous obtenons que la fonction h est en fait la fonction identité surRn. Par contre, si nous définissons
la fonction h comme satisfaisant la propriété (2) et si nous choisissons les αi dans (1) de la manière
suivante

hpe1q “ e2

hpe2q “ e1

hpeiq “ ei @i P Izt1, 2u
(19.617)

alors la fonction ainsi obtenue est linéaire et bien définie mais n’est plus l’identité. Donc nous avons
trouvé une application linéaire de Rn dans Rn qui n’est pas continue.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Axiome_du_choix

