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Thémes

Ceci est une sorte d’index thématique.

1 : tribu, algebre de parties, A-systemes et co.
2 : théorie de la mesure

3 : intégration

4 : suites et séries

5 : polynéme de Taylor

6 : séries de Fourier

7 : normes

8 : topologie produit

9 : espaces métriques, normés

10 : gaussienne

11 : compacts

12 : densité

13 : espaces de fonctions

14 : fonctions Lipschitz

15 : formule des accroissements finis
16 : limite et continuité

17 : différentiabilité

18 : points fixes

19 : théoremes de Stokes, Green et compagnie
20 : permuter des limites

21 : applications continues et bornées
22 : inégalités

23 : connexité

24 : suite de Cauchy, espace complet
25 : application réciproque

26 : déduire la nullité d’une fonction depuis son
intégrale

27 : équations différentielles

28 : injections

29 : logarithme

30 : inversion locale, fonction implicite
31 : convexité

32 : fonction puissance

33 : dualité

34 : opérations sur les distributions

35 : transformée de Fourier

36 : convolution

37 : méthode de Newton

38 : méthodes de calcul

39 : espaces vectoriels

40 : définie positive

41 : norme matricielle, norme opérateur et rayon

spectral
42 : série de matrices
43 : rang

44 : extension de corps et polynomes

45 : décomposition de matrices

46 : systemes d’équations linéaires

47 : formes bilinéaires et quadratiques

48 : arithmétique modulo, théoréeme de Bézout
49 : polyndomes

50 : zoologie de l’algebre

51 : invariants de similitude

52 : diagonalisation

53 : endomorphismes cycliques

54 : déterminant

55 : polynéme d’endomorphismes

56 : exponentielle

57 : types d’anneaux

58 : sous-groupes

59 : groupe symétrique

60 : action de groupe

61 : classification de groupes

62 : produit semi-direct de groupes

63 : théorie des représentations

64 : isométries

65 : caractérisation de distributions en probabi-
lités

66 : théoréeme central limite

67 : lemme de transfert

68 : probabilités et espérances conditionnelles
69 : dénombrements

70 : enveloppes

71 : équations diophantiennes

72 : techniques de calcul

Théeme 1 : tribu, algébre de parties, A\-systémes et co. Il existe des centaines de notions
de mesures et de classes de parties.

Le plus souvent lorsque nous parlons de mesure est que nous parlons de mesure positive,
définition 15.20 sur un espace mesuré avec une tribu, définition 15.1.

Une mesure extérieure est la définition 15.13

Une algebre de partie : définition 15.16. Une mesure sur une algebre de parties : défini-
tion 15.14. L’intérét est que si on connait une mesure sur une algebre de parties, elle se pro-
longe en une mesure sur la tribu engendrée par le théoréeme de prolongement de Hahn 15.68.

Un \-systeme : définition 15.30.

Une mesure complexe : définition 15.198.



En théorie de l'intégration, si X est une partie de R, la convention est de considérer des
fonctions

[ (X, Leb(X)) — (R, Bor(R)).
Voir\ les points 15.106 et 15.150 pour les conventions a ce propos.
A propos d’applications mesurables :
(1) Une fonction continue est borélienne, théoreme 15.49.
A propos de tribu induite :
(1) Définition 15.6.

(2) Les boréliens induits sont bien les boréliens de la topologie induite : Bor(Y) = Bor(X)y,
théoreme 15.50.

Theéme 2 : théorie de la mesure

Mesure A propos de mesure.

Mesure positive, mesure finie et o-finie, c’est la définition 15.20.
Le produit de tribus est donné par la définition 15.112,

Produit d’une mesure par une fonction, définition 15.187.

(1)
(2)
(3)
(4) le produit d’espaces mesurés est donné par la définition 15.208.
(5) Mesure de Lebesgue sur R, définition 15.127.

(6) Une partie de R non mesurable au sens de Lebesgue : I'exemple 15.141.
(7) Mesure de Lebesgue sur R, définition 15.210.

(8) Mesure a densité, définition 15.187.

Théorémes d’approximation Il est important de pouvoir approcher des fonctions continues
ou LP par des fonctions étagées, sinon on ne parvient pas a faire tourner la machine de
I'intégration de Lebesgue.

(1) Si f: S — [0,400] est une fonction mesurable, le théoreme fondamental d’approxima-
tion 15.105 donne une suite croissante de fonctions étagées qui converge vers f.

(2) Les fonctions simples sont denses dans LP, proposition 28.44.

(3) Encadrement d’'un borélien A par un fermé F et un ouvert V par le lemme 15.201 :
Fc AcVavec u(V\F) <e.

(4) Approximation L? de la fonction caractéristique d’un borélien par une fonction continue
par le théoreme 15.203.

Théme 3 : intégration A propos d’intégration.
(1) Intégrale associée & une mesure, définition 15.151
(2) L’existence d’une primitive pour toute fonction continue est le théoreme 13.308.
(3) La définition d’une primitive est la définition 13.135.
(4) Primitive et intégrale, proposition 15.232.
(5) Intégrale impropre, définition 15.245.
L’ordre dans lequel les choses sont faites.
— Nous commengons par considérer des fonctions f: @ — [0, +o0] dans la définition 15.151.

— Nous donnerons ensuite quelque propriétés restreintes au fonctions a valeurs positives, par
exemple

(1) La convergence monotone 15.160,
(2) Lemme de Fatou 15.164.

(3) (presque) linéarité pour les fonctions positives, théoreme 15.165.



— La définition pour les fonctions a valeurs dans R puis € est 15.168.

— Pour les fonctions a valeurs dans un espace vectoriel, c’est la définition 15.176.
Quelque résultats :

(1) Si A, B < Q sont des parties disjointes, alors §, » f =1, f+ {5 f, proposition 15.173.
<F+>

Théme 4 : suites et séries

Suites Les suites réelles sont en général dans la proposition 8.11 et ce qui s’ensuit. Cette propo-
sition est souvent prise comme définition lorsque seules les suites réelles ne sont considérées.

(1) Les suites adjacentes, c’est la définition 8.23. Cela sert pour les séries alternées, théoréme
12.80, qui sert pour étudier la série de Taylor de In(z + 1), voir le lemme 16.73 et ce qui
Pentoure.

(2) La définition de la convergence absolue est la définition 12.59.

(3) Une suite réelle croissante et majorée converge, proposition 8.18.

(4) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théoreme 8.19.
(5)

Pour tout réel, il existe une suite croissante de rationnels qui y converge, proposition
8.4.

Série Les séries sont en général dans la section 12.5.

(1) Quelques séries usuelles en 12.6.3 : série harmonique, géométrique, de Riemann, et la
mythique arithmético-géométrique.

(1a) La série harmonique diverge : Y, + = o0, exemple 12.74.

1b) La série géométrique : SN ¢k = l_q_NH, exemple 12.75.
k=0 1—q
(1c) Une autre cool série : 3 | ﬁ = NLH, lemme 12.79.

(2) Critere des séries alternées, théoreme 12.80.

(3) Convergence d’une série implique convergence vers zéro du terme général, proposi-
tion 12.66.

Sommes infinies Nous pouvons dire plusieurs choses & propos d’une somme infinie.
(1) Une somme indexée par un ensemble quelconque est la définition 12.99.
(2) La définition de la somme d’une infinité de termes est donnée par la définition 12.56.

(3) si la série converge, on peut regrouper ses termes sans modifier la convergence ni la
somme (associativité) ; Pour les sommes infinies l’associativité et la commutativité dans
une série sont perdues. Néanmoins, il subsiste que

(3a) si la série converge absolument, on peut modifier 'ordre des termes sans modifier
la convergence ni la somme (commutativité, proposition 12.97).

(4) Permuter une somme infinie avec une application linéaire : f(>,.; vi) = Xc; f(v;), C'est
la proposition 12.108.

Théme 5 : polynéme de Taylor
Enoncés 1l existe de nombreux énoncés du théoréme de Taylor, et en particulier beaucoup de
formules pour le reste.
(1) Enoncé : théoreme 13.359.

(2) Une majoration du reste est dans le théoreme 16.34
(3) De classe C? sur R", proposition 13.366.

(4
(
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Avec un reste donné par un point dans |, a[, proposition 13.370.

)
)
)
)

Avec reste intégral, proposition 21.149 et théoréme 21.146 pour le cas simple R — RR.



(6) Le polynome de Taylor généralise a 'utilisation de toutes les dérivées disponibles le
résultat de développement limité donné par la proposition 13.112.

(7) Pour les fonctions holomorphes, il y a le théoréme 27.30 qui donne une série de Taylor
sur un disque de convergence.

Utilisation Des polynémes de Taylor sont utilisés pour démontrer des théoremes par-ci par-la.

(1) 11 est utilisé pour justifier la méthode de Newton autour de 1’équation (35.93).
(2) On utilise pas mal de Taylor dans les résultats liant extrema et différentielle/hessienne.
Par exemple la proposition 18.70.

Quelque développements Voici quelque développements limités a savoir. Ils sont calculables en
utilisant la formule de Taylor-Young (proposition 13.375).

no_k
e’ = Z r + z"a(zx) ordre n, proposition 16.68
= k!
P (—1)kIE2k
cos(x) = Z L P la(x) ordre 2p + 1, proposition 19.69
= (2k)!
p (_l)kakJrl
sin(z) = ’;) TS + 2P 2a(x) ordre 2p + 1, proposition 19.69
n (_1)k+1
In(l+2x) = Z 7 + a(x)z" ordre n, proposition 16.72
k=1
0 (_1)k+1
In(l+z) = Z A z* exact proposition 16.74
k=1
0 (_1)k+1
In(2) = Z — exact proposition 16.74
k=1
l l ! k . .
(1+2) = Z & T exact si [ est entier.
k=0
S —1)...(a—k+1
I+2)*=1+ Z ale—1) k'(a ha )xk + z"a(x) ordre n.
k=1 '

Dans toutes ces formules, la fonction ov: R — R vérifie lim;_,¢ a(t) = 0.
Le développement limité en 0 d’une fonction paire ne contient que les puissances de z d’ex-
posant paire. Voir comme exemple le développement de la fonction cosinus.

Théme 6 : séries de Fourier
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 30.11.
— Inégalité isopérimétrique, théoreme 29.21.
— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 29.18.
— Nous allons montrer la convergence de Y., cx(f)e™® vers f(z) dans divers cas :
(1) Si f est continue et périodique, convergence au sens de Cesaro, théoréeme de Fejer 29.5.

(2) Convergence au sens L> ([O, 27r]> dans le théoreme 28.108.
(3) Si f est continue, périodique et si sa série de Fourier converge uniformément, théoréme

29.13.
(4) Si f est périodique et la série des coefficients converge absolument pour tout x, propo-
sition 29.14.
(5) Si f est périodique et de classe C*, théoréme 29.15.
Il est cependant faux de croire que la continuité et la périodicité suffisent a obtenir une
convergence, comme le montre dans la proposition 29.18.



Théme 7 : normes

Définition Espace vectotiel normé : définition 7.106.

Equivalence de norme (1) Définition de ’équivalence de norme 12.3.

(2) La proposition 12.5 sur I’équivalence des normes ||.||2, |.|1 et |.|. dans R™.

(3) En général pour les normes |.|,, il y a des inégalités dans 13.350 et 18.96 ; voir aussi le
theme 7.

1 1
(4) La proposition 18.106 donne I'inégalité ||z|, < ne »|z|, des que 0 < g < p.

(5) Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes, théo-
reme 12.6.

(6) Montrer que le probléeme a — b est stable dans ’exemple 35.26.

(7) La proposition 12.22 donnant p(A) < |A| utilise I’équivalence de toutes les normes sur
un espace vectoriel de dimension finie.

Norme opérateur et d’algébre voir le theme 41.

Theéme 8 : topologie produit

(1)
(2)
3)

La définition de la topologie produit est 7.9.
Pour les espaces vectoriels normés, le produit est donné par la définition 12.41.

L’équivalence entre la topologie de la norme produit et la topologie produit est le lemme 12.42.

Théme 9 : espaces métriques, normés

Un espace métrique est un espace muni d’une distance, définition 7.87.
La distance entre un point et un ensemble est la définition 7.100.

Le théoreme-définition 7.88 donne la topologie sur un espace métrique en disant que les
boules ouvertes sont une base de la topologie (définition 7.54).

La définition de la convergence d’une suite est la définition 7.25.

Dans un espace vectoriel normé, une application est continue si et seulement si elle est bornée,
proposition 12.25.

Un espace vectoriel topologique qui possede en tout point une base dénombrable de topologie
accepte une distance, théoreme 9.33.

Théme 10 : gaussienne

(1)

Le calcul de 'intégrale
J e dy = /7
R

est fait de deux fagons dans I'exemple 15.262. Dans les deux cas, le théoreme de Fubini 15.259
est utilisé.

_ 2
e—clel

Le lemme 30.17 calcule la transformée de Fourier de g.(z) = qui donne g.(§) =

(g)dﬂ o—l€2/4e
Le lemme 30.20 donne une suite régularisante a base de gaussienne.

Elle est utilisée pour régulariser une intégrale dans la preuve de la formule d’inversion de
Fourier 30.22



Théme 11 : compacts

Propriétés générales Quelques propriétés de compacts.
(1) La définition d’un ensemble compact est la définition 7.43.
(2) Les compacts sont les fermés bornés par le théoreme 8.9.

(3) Le théoréeme de Borel-Lebesgue 8.6 dit qu’un intervalle de R est compact si et seulement
si il est de la forme [a, b].

(4) Théoréme des fermés emboités dans le cas compact, corollaire 7.53. A ne pas confondre
avec celui dans le cas des espaces métrique, théoreme 9.51.

(5) L’image d’un compact par une fonction continue est un compact, théoréme 7.86.
(6) Suites dans un compact
(6a) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théoréme 8.19.

(6b) Dans R"™, toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théoréme
8.36. La démonstration de ce théorema est non seulement plus compliquée que le
cas général, mais utilise en plus le cas dans R ; lequel cas n’est pas démontré de
fagon directe dans le Frido.

(6¢) Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite contient une sous-
suite convergente. C’est le théoréme de Bolzano-Weierstrass 7.97. La démonstration
de ce théoreme est indépendante.

(7) Une fonction continue sur un compact est bornée et attein ses bornes, théoreme 7.99.
(8) Une fonction continue sur un compact y est uniforément continue, théoréeme de Heine
13.89.

Produits de compacts A propos de produits de compacts. C’est un compact dans tous les cas

métriques '

1) Les pI'()(lllitS d’espaces métriques C()lllpBCtS sont compacts; c’est le théoréeme de 1 ykll()—
nov. Nous verrons ce résultat dans les cas suivants.

— R, lemme 8.8.
— Produit fini d’espaces métriques compacts, théoreme 9.66.

— Produit dénombrable d’espaces métriques compacts, théoréme 9.68.

Théme 12 : densité
(1) Densité des polynémes dans (CO([O, 1]), H-Hoo>a théoréme de Bernstein 37.133.

Densité des polyndmes dans (C%(I),]|.|ls) lorsque I = [a, b], corollaire 37.134.
Densité de 2(R%) dans LP(R?) pour 1 < p < oo, théoréme 28.47.

Densité de .7 (RY) dans I'espace de Sobolev H*(RR?), proposition 32.15.
Densité de 2(RR?) dans I’espace de Sobolev H*(IR?), proposition 32.17.

Cela est utilisé pour le théoréme de trace 32.19.

A~ A~~~
T = W N
— — — ~—

(6) Les applications étagées dans les applications mesurables (qui plus est avec limite croissante),
théoreme fondamental d’approximation 28.50.

(7) Les fonctions continues & support compact dans L?(I), théoréme 28.51.

(8) Les polynomes trigonométriques sont denses dans LP(S') pour 1 < p < 00. Deux démonstra-
tions indépendantes par le théoreme 29.6 et le théoreme 28.70.

Les densités sont bien entendu utilisées pour prouver des formules sur un espace en sachant qu’elles
sont vraies sur une partie dense. Mais également pour étendre une application définie seulement
sur une partie dense. C’est par exemple ce qui est fait pour définir la trace -y sur les espaces de
Sobolev H*(RY) en utilisant le théoréme d’extension 18.121.

Comme presque tous les théorémes importants, le théoreme de Stone-Weierstrass possede de
nombreuses formulations a divers degrés de généralité.

1. Si vous connaissez des exemples non métriques de produits de compacts qui ne sont pas compacts, écrivez moi.



— Le lemme 13.299 le donne pour la racine carré.

— Le théoreme 13.305 donne la densité des polynémes dans les fonctions continues sur un
compact.

— Le théoreme 13.302 est une généralisation qui donne la densité uniforme d’une sous-algebre
de C'(X,R) dés que X sépare les points.

— Le théoréme 13.303 donne le méme résultat pour la densité dans C(X, C).
— Le lemme 29.1 est une version pour les polynémes trigonométriques.

— Le lemme 13.299 est une cas particulier du théoréme 13.305, mais nous en donnons une
démonstration indépendante afin d’isoler la preuve de la généralisation 13.303. Une version
pour les polynémes trigonométriques sera donnée dans le lemme 29.1.

Le théoreme de Stone-Weierstrass est utilisé pour prouver la densité des polynémes trigonomé-
triques dans les fonctions continues sur S!, voir la proposition 28.87.

Théeme 13 : espaces de fonctions En ce qui concerne les densités, voir le theme 12.

Topologie Les espaces de fonctions sont souvent munis de topologies définies par des semi-normes.

(1) La topologie des semi-normes est la définition 9.74.
(2) La définition 31.10 donne les topologies sur C* (), Z(K) et 2(2).
(3) La topologie #-faible sur 2’(Q)) est donnée par la définition 31.17.
L’espace LQ([O, 27r]) C’est un espace tres important, entre autres parce qu’il est de Hilbert et est
bien adapté a la transformée de Fourier.
(1) Un rappel de la construction en 28.72.
(2) Le produit scalaire (f, g) est donné en (28.331) et la base trigonométrique est (28.332).

(3) La densité des polyndmes trigonométriques dans LP(S?) est le théoréme 28.70 ou le
théoreme 29.6, au choix.

(4) Une conséquence de cette densité est que le systéme trigonométrique est une base hil-

bertienne de L? par le lemme 28.107.

L’espace L? est discuté en analyse fonctionnelle, dans la section 28.4 et les suivantes parce
que l'étude de L? utilise entre autres 'inégalité de Holder 28.33.

Le fait que L? soit une espace de Hilbert est utilisé dans la preuve du théoréme de représen-
tation de Riesz 28.128.

Théme 14 : fonctions Lipschitz
(1) Définition : 13.254.

(2) La notion de Lipschitz est utilisée pour définir la stabilité d’un probléme, définition 35.25.

Théme 15 : formule des accroissements finis 1l en existe plusieurs formes :
(1) Une version adaptée aux espaces de dimension finie est le théoréme 13.252.
(2) Pour les fonctions R — R en le théoréme 13.129.

(3) Une généralisation pour les intervalles non bornés : théoreme 13.130.

(4)

4) Espaces vectoriels normés, théoreme 12.151



Théme 16 : limite et continuité

(1) Limite d’une fonction en un point : définition 7.62. Il n’y a pas unicité en général comme le
montre I’exemple 7.29 dans un espace non séparé.

(2) La proposition 9.83 donne I'unicité de la limite dans le cas des espaces duaux pour la topologie
x-faible. La proposition 7.65 nous dira qu’il y a unicité des que l'espace d’arrivée est séparé.

(3) Définition de la continuité d’une fonction en un point et sur une partie de I'espace de départ :
définiton 7.66.

(4) Continuité sur une partie si et seulement si continue en chaque point, c’est le théoréme 7.69.

(5) Voir 'exemple 13.64 traité en détail.

Théme 17 : différentiabilité
(1) Définition générale de la différentielle sur des espaces vectoriels normés : la proposition 12.133.

(2) Nous parlons de différentielle en dimension finie et donnons une interprétation géométrique
en 13.20.1.

(3) La recherche d’extrema d’une fonction sur R™ passe par la seconde différentielle, proposi-
tion 18.70.

(4) Lien entre différentielle seconde (hessienne) et convexité en la proposition 18.94 et le corol-
laire 18.96.

(5) La différentielle est liée aux dérivées partielles par les formules données au lemme 13.195

dfa(u) = %(a) - %[f(a wtu)| =D
1=1

i
(@ = Vi) -

Théme 18 : points fixes
(1) 11y a plusieurs théorémes de points fixes.

Théoréme de Picard 18.34 donne un point fixe comme limite d’itérés d’une fonction
Lipschitz. Il aura pour conséquence le théoréme de Cauchy-Lipschitz 18.40, I’équation
de Fredholm, théoreme 18.39 et le théoréme d’inversion locale dans le cas des espaces
de Banach 18.48.

Théoréme de Brouwer qui donne un point fixe pour une application d’une boule vers
elle-méme. Nous allons donner plusieurs versions et preuves.

(1a) Dans R™ en version C'* via le théoréme de Stokes, proposition 21.30.

(1b) Dans R"™ en version continue, en s’appuyant sur le cas C® et en faisant un passage
a la limite, théoreme 21.31.

(1c) Dans R? via I'homotopie, théoréme 27.19. Oui, c’est trés loin. Et c’est normal parce
que ca va utiliser la formule de I'indice qui est de I’analyse complexe .

Théoréme de Markov-Kakutani 21.36 qui donne un point fixe & une application continue
d’un convexe fermé borné dans lui-méme. Ce théoréme donnera la mesure de Haar 21.37
sur les groupes compacts.

Théoréme de Schauder 21.32 qui est une version valable en dimension infinie du théo-
reme de Brouwer.

(2) Pour les équations différentielles

(2a) Le théoreme de Schauder a pour conséquence le théoreme de Cauchy-Arzela 21.33 pour
les équations différentielles.

2. On aime bien parce que ¢a ne demande pas Stokes, mais quand méme hein, c’est pas gratos non plus.
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(2b) Le théoreme de Schauder 21.32 permet de démontrer une version du théoreme de
Cauchy-Lipschitz (théoréeme 18.40) sans la condition Lipschitz, mais alors sans uni-
cité de la solution. Notons que de ce point de vue nous sommes dans la méme situation
que la différence entre le théoreme de Brouwer et celui de Picard : hors hypothese de
type « contraction », point d’unicité.

(3) En calcul numérique
— La convergence d’une méthode de point fixe est donnée par la proposition 35.47.
— La convergence quadratique de la méthode de Newton est donnée par le théoreme 35.53.
— En calcul numérique, section 35.5
— Méthode de Newton comme méthode de point fixe, sous-section 35.6.2.
(4) D’autres utilisation de points fixes.
— Processus de Galton-Watson, théoreme 39.48.

— Dans le théoréme de Max-Milgram 26.59, le théoreme de Picard est utilisé.

Théeme 19 : théorémes de Stokes, Green et compagnie
(1) Forme générale, théoreme 21.73.
(2) Rotationnel et circulation, théoreme 25.8.

Le théoréme de Stokes peut étre utilisé pour montrer le théoreme de Brower, proposition 21.30.

Théme 20 : permuter des limites

Fonctions définies par une intégrale Les théoremes sur les fonctions définies par une inté-
grale, section 18.4. Nous avons entre autres

(1) 0§z f =§50if, avec B compact, proposition 18.25.
(2) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de z, nous avons le théoréme 18.15.

(3) Si l'intégrale est uniformément convergente, nous avons le théoréeme 18.16 qui donne la
continuité de F(x) = {,, f(z,w)du(w).

(4) Pour dériver §, g t, z)dt avec B compact dans R et g: R x € — €, il faut aller voir la
proposition 27.17.

(5) En ce qui concerne le x dans la borne, le théoréme 15.232 lie primitive et intégrale en
montrant que F(x) = S f(t)dt est une primitive de f (sous certaines conditions). Le
théoreme fondamental de T'analyse 15.233 en est une conséquence.

Conegence monotone Théoréme de la convergence monotone, théoreme 15.160.

Fubini Le théoréme de Fubini permet non seulement de permuter des intégrales, mais également
des sommes parce que ces derniéres peuvent étre vues comme des intégrales sur N muni de la
tribu des parties et de la mesure de comptage ®. Nous utilisons cette technique pour permute
une somme et une intégrale dans I’équation (27.131).

— le théoreme de Fubini-Tonelli 15.256 demande que la fonction soit mesurable et positive ;

— le théoréme de Fubini 15.259 demande que la fonction soit intégrable (mais pas spécia-
lement positive) ;

— le corollaire 15.258 demande 'intégrabilité de la valeur absolue des intégrales partielles
pour déduire que la fonction elle-méme est intégrable.

Limite et dérivées, différentielle (1) Permuter limite et dérivée, théoreme 13.297.
(2) Permuter limite et dérivées partielles, théoréme 13.298.

(3) Permuter limite et différentielle, théoréme 16.6.
Quelque remarques sur les techniques de démonstration.

3. Mesure de comptage, définition 15.227.
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(1) Le résultat fondamental 13.297 est démontré sans recourrir a des intégrales. Une preuve
alternative, plus courte, avec des intégrales est donnée en 15.240.

(2) Les résultats un peu plus élaborés 13.298 et 16.6 sont prouvés avec des intégrales, mais
devraient pouvoir étre adaptés.

Somme et dérivée Permuter somme et différentielle, théoreme 16.6.

Limite et mesure Une mesure n’est pas toujours une limite, mais la définition d’'une mesure
positive sur un espace mesurable parle de permuter limite et mesure : définition 15.20(2).

Théme 21 : applications continues et bornées

(1) Une application linéaire non continue : exemple 12.34 de ey — key. Les dérivées partielles
sont calculées en (26.135).

(2) Une autre application linéaire non continue en l’exemple 12.35 : la dérivation sur les poly-
nomes.

(3) Une application linéaire est bornée si et seulement si elle est continue, proposition 12.25.

Theme 22 : inégalités
Inégalité de Jensen (1) Une version discréte pour f (ZZ )\ixi), la proposition 18.100.
(2) Une version intégrale pour f ( § adu), la proposition 28.31.
(3) Une version pour l'espérance conditionnelle, la proposition 37.52.
Inégalité pour les normes ¢? (1) Hoélder pour L : | fg|1 < | f]pllglly, proposition 28.33.
1 1
(2) Holder pour £ : [z]q < nv #|z|p, proposition 18.106.
<F+>
Inégalité de Minkowsky (1) Pour une forme quadratique ¢ sur R™ nous avons /q(x + y) <

q(z) ++/q(y). Proposition 11.281.

(2) Sil<p<wetsif.geLP(QAn) alors | +gly < | f, + |9l Proposition 28.37.

(3) L’inégalité de Minkowsky sous forme intégrale s’écrit sous forme déballée

UX (L d (f”’y)'d”@))pd“(”]vp s L <L Fa)Pdp@) ")

ou sous forme compacte

- f fy)dv(y)| < f £, ()
Y p Y

Transformée de Fourier Pour tout f € L'(IR™) nous avons || f|x < || f]1, lemme 30.8.

Inégalité des normes Inégalité de normes : si f € LP et g € LY, alors |f * g, < |flplgll1,
proposition 28.56.

Théme 23 : connexité
(1) Définition 7.38
Une partie de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle, proposition 8.34.
Le groupe SL(n,K) est connexe par arcs : proposition 14.17.
Le groupe GL(n, C) est connexe par arcs : proposition 14.18.

Le groupe GL(n, C) est connexe par arcs, proposition 14.18.

)
)
)
)
6) Le groupe GL(n,R) a exactement deux composantes connexes par arcs, proposition 14.19.
) Le groupe O(n,R) n’est pas connexe, lemme 14.13.
) Les groupe U(n) et SU(n) sont connexes par arcs, lemme 14.14.
) Le groupe SO(n) est connexe mais ce n’est pas encore démontré, proposition 14.15.

)

Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 18.112.
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Théeme 24 : suite de Cauchy, espace complet

Nous parlons d’espaces topologiques complets.
A ne pas confondre avec un espace mesuré complet, définition 15.56.

Corps complet : définition 1.73(6), espace métrique complet : définition 9.22.

La définition 9.21 donne la notion de suite de Cauchy dans un espace métrique.

La définition 9.19 donne la notion de suite de 7-Cauchy dans un espace vectoriel topologique.

Deux espaces métriques (avec une distance) peuvent étre isomorphes en tant qu’espaces
topologiques, mais ne pas avoir les mémes suites de Cauchy, exemple 9.25.

La proposition 9.26 donne 1’équivalence entre les suites de Cauchy et les suites 7-Cauchy
dans le cas des espaces vectoriels topologiques normés.

L’exemple 9.25 est un exemple pire que simplement une suite de Cauchy qui ne converge pas.
Le probléme de convergence de cette suite n’est pas simplement que la limite n’est pas dans
I’espace ; c’est que la suite de Cauchy donnée ne convergerait méme pas dans R.

Le théoreme 18.125 est un théoreme de complétion d’un espace métrique.

Dans R, une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy, théoreme 9.39(2).

Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy, propostion 9.27.

Quelques espaces qui sont complets sont listés ci-dessous. Attention : la complétude est bien
une propriété de la métrique ; le méme ensemble peut étre complet pout une distance et pas pour
une autre. Souvent, cependant la distance a considérer est donnée par le contexte.

(1)
(2)

3)

Les réels R, théoreme 9.39.

Un espace vectoriel normé sur un corps
complet est complet, proposition 9.43.

La proposition 13.282 donne quelques es-
paces complets. Soit X un espace topolo-
gique métrique (Y, d) un espace espace mé-
trique complet. Alors les espaces

(3a) (C(X,Y), |-l

(3b) (COX,Y), []0)

(3¢) (CH(X,Y),[-l0)

sont complets.

(4)

()

(6)
(7)

Le lemme 13.283 dit que (C°(4, B), |.])
est complet des que A est compact et B
est complet.

L’espace Z(K) est complet tant pour la to-
pologie des semi-normes que pour la topo-
logie métrique (qui sont les mémes). C’est
la proposition 31.14.

L’espace . (£2) est complet et métrisable
par la proposition 31.56.

L’espace LP(Q, A, p)
28.40.

par le théoreme

La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables n’est pas spécialement dérivable. Méme
si les fonctions sont de classe C®, la limite n’est pas spécialement mieux que continue. En effet, le
théoréme de Stone-Weierstrass 13.305 nous dit que les polynémes (qui sont C*) sont denses dans
les fonctions continues sur un compact pour la norme uniforme. Vous ne pouvez donc pas espérer
que (CP(X,Y),||.|s) soit complet en général.

Théme 25 : application réciproque

(1)
2
3
4

5

~~ I~ —~
~— ~— ~— ~—

Théme 26 : déduire la nullité d’une fonction depuis son intégrale

Définition 7.76.

Dans le cas des réels, des exemples sont donnés en 13.7.

Continuité, proposition 7.78.

Théoreme de la bijection 13.61 (qui contient aussi de la continuité).

Dérivabilité, proposition 13.119.

Des résultats qui

disent que si { f = 0 c’est que f = 0 dans un sens ou dans un autre.

(1)

Il y a le lemme 15.179 qui dit ca.

(2) Un lemme du genre dans L? existe aussi pour { fo = 0 pour tout ¢. C’est le lemme 28.59.
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(3) Et encore un pour LP dans la proposition 28.132.

(4) Si§ fx =0 pour tout x a support compact alors f = 0 presque partout, proposition 31.1.
(5)

(6)

5

6) Une fonction h € CX(I) admet une primitive dans C(I) si et seulement si {,; h = 0. Théo-
reme 18.2.

La proposition 28.22 donne f = 0 dans L? lorsque § fg = 0 pour tout g € L%.

Theme 27 : équations différentielles L’utilisation des théorémes de point fixe pour I'existence
de solutions a des équations différentielles est fait dans le chapitre sur les points fixes.

(1) Le théoréme de Schauder a pour conséquence le théoréeme de Cauchy-Arzela 21.33 pour les
équations différentielles.

(2) Le théoreme de Schauder 21.32 permet de démontrer une version du théoréme de Cauchy-

Lipschitz (théoréme 18.40) sans la condition Lipschitz

(3) Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 18.40 est utilisé a plusieurs endroits :

— Pour calculer la transformée de Fourier de e=*"/2 dans le lemme 30.17.
(4) Théoréme de stabilité de Lyapunov 33.34.
(5) Le systéme proie-prédateur de Lotka-Volterra 33.35
(6) Equation de Schrodinger, théoréme 33.41.
(7) L’équation (x — x0)*u = 0 pour v € Z’'(R), théoreme 31.64.
(8) La proposition 33.37 donne un résultat sur y” +qy = 0 & partir d’une hypothése de croissance.
(9) Equation de Hill y” + gy = 0, proposition 33.39.

Théeme 28 : injections
(1) L’espace de Sobolev H'(I) s’injecte de facon compacte dans C°(T), proposition 32.6.
(2) L’espace de Sobolev H'(I) s’injecte de facon continue dans L?(I), proposition 32.6.
(3) L’espace L?(f2) s’injecte continument dans 2'(Q2) (les distributions), proposition 31.20.

Théme 29 : logarithme

(1) Le logarithme pour les réels strictement positifs In: ]0,00[ — R est donné en la défini-
tion 16.58.

(2) Les principales propriétés sont dans la proposition 16.60 : In(zy) = In(x) + In(y) etec.
(3) La proposition 16.74 donne la série

0 (_1)k+1
In(1+2z) = Z Txk (-2.2)
k=1
(4) L’exemple 21.148 donne l'encadrement 0.644 < In(2) < 0.846.

(5) La proposition 16.94 dit que toute matrice complexe admet un logarithme. En particulier
une série explicite est donné pour le logarithme d’un bloc de Jordan.

(6) Sur les complexes, le logarithme In: C* — C est la définition 27.54. Attention : ce n’est pas
la seule définition possible.

(7) La série harmonique diverge a vitesse logarithmique, et la série des inverses des nombres
premiers, c’est encore plus lent : théoreme 16.83.

Théme 30 : inversion locale, fonction implicite

Des énoncés (1) Inversion locale dans R™ : théoréme 18.47. Pour un Banach c’est le théo-
réme 18.48.

(2) Fonction implicite dans un Banach : théoréeme 18.49.

Des utilisations (1) Utilisé pour montrer que le flot d’'une équation différentielle est un CP-
difféomorphisme local, voir 33.30.

(2) Pour le théoreme de Von Neumann 18.62.
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Théme 31 : convexité L’essentiel des résultats sur les fonctions convexes sont dans la sec-
tion 18.11. On a surtout :

Définition des fonctions convexes : 18.76 et 18.92 en dimension supérieure.

En termes de différentielles, 18.93 pour la différentielle premiere et 18.96 pour la hessienne.
Une courbe paramétrée convexe est la définition 22.87.

L’enveloppe convexe d’une courbe fermée simple et convexe : 22.89.

Courbure et convexité d'une courbe paramétrée : section 22.12.4.

Une courbe paramétrée convexe est localement le graphe d’une fonction convexe par le
lemme 22.88.

La convexité est utilisée dans la méthode du gradient a pas optimal de la proposition 18.109.

En terme de parties convexes, on :

(1)
(2)

Définition 10.24 d’une partie convexe d’un espace vectoriel.

Une boule est convexe, exemple 10.25.

Théme 32 : fonction puissance Il y a beaucoup de choses a dire. . .

Définition Nous considérons, pout a > 0, la fonction g,: R — R donnée par g,(z) = a®. La

définition de cette fonction se fait en de nombreuses étapes.
(1) a™ pour n € N en la définition 1.59.

) a™ pour n € Z en la définition 13.309.

3) a" pour n € 7 en la définition 13.311.

) a? pour ¢ € Q en la définition 13.311.

) /7 en la définition 13.313.

) La fonction g, est Cauchy-continue sur Q), c’est la proposition 13.324.

) a® pour a > 0 et x € R en la définition 13.326.

(8) a® pour a > 0 et z € C en la définition 19.19.

Quelque propriétés (1) Pour tout g € @, il y a un ,/q dans R, proposition 1.130.

(2) Sia>0etz,yeR nous avons (a*)¥ = (a¥)* = a™ par la proposition 13.337.

(3) La fonction puissance est strictement croissante (en ses deux arguments), proposition
13.332.

Dérivation Comme toutes les choses sur la fonction puissance, les preuves sont assez différentes

selon que 'on parle de a® ou de z“.
(1) La fonctions puissance est strictement croissante, proposition 13.332
(2) La fonction a® est dérivable et sa dérivée vérifie ¢/, (z) = g,(x)g.(0), proposition 13.340.
(3) La formule de dérivation pour z — x? avec q € Q est la proposition 13.349.
(4)

La dérivation de x — z® avec a € R est la proposition 15.242. Si elle est tellement loin,
c’est parce qu’elle nécessite de permuter une limite de fonctions avec une dérivée.

(5) Pour la formule générale de dérivation de x — a* demande de savoir les logarithmes
(proposition 16.66).

L’équation fonctionnelle L’exponentielle et plus généralement la fonction puissance gq(z) = a”

peut étre introduite au moyen d’une équation fonctionnelle au lieu de ’équation différentielle
usuelle. Cette fameuse équation fonctionnelle est

flxz+y) = f(2)f(y) (-2.3)

en la définition 13.342.

(1) Equivanlence entre I’équation fonctionnelle et ’équation différentielle, proposition 13.347.
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(2) La fonction g,(z) = a® vérifie ’équation fonctionnelle gq(z + y) = go(2)ga(y) et les
conséquences. C’est la définition 13.342 et les choses qui suivent.

(3) L’équation fonctionnelle pour une fonction continue f: R — S! est traitée dans la
proposition 13.353.

Une définition alternative de la fonction puissance serait de poser directement

a® = e” ln(a).

De la les propriétés se déduisent facilement. Dans cette approche, les choses se mettent dans ’ordre
suivant :
— Définir exp(z) par sa série pour tout x.
— Démontrer que exp(q) = exp(1)? pour tout rationnel ¢ (premieére partie de la proposition
16.57).
— Définir e = exp(1).
— Définir, pour x irrationnel, a® = exp(z In(a)).

— Prouver que e* = exp(x) pour tout x.

Théeme 33 : dualité Ne pas confondre dual algébrique et dual topologique d’un espace vectoriel.
(1) Définition de la base duale 4.113.

Dual topologique et algébrique Ils sont définis par 4.112. Le dual algébrique est ’ensemble
des formes linéaires, et le dual topologique ne consideére que les formes linéaires continues (en
dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toutes continues).

Topologie Une topologie possible sur le dual d’un espace vectoriel topologique est celle #-faible
de la définition 9.81.

Nous comparons les topologies faibles et de la norme en la section 12.11.
Théoremes de dualité Quelques théorémes établissent des dualités entre des espaces courants.
(1) Le théoréme de représentation de Riesz 26.17 pour les espaces de Hilbert.
(2) La proposition 28.128 pour les espaces Lp([O, 1]) avec 1 < p < 2.
(3) Le théoreme de représentation de Riesz 28.130 pour les espaces LP en général.

Tous ces théoréemes donnent la dualité par I'application ®, = (x,.).

Théme 34 : opérations sur les distributions
(1) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par I’équation (31.96).
(2) Dérivation d’une distribution, proposition-définition 31.22.

(3) Produit d’une distribution par une fonction, définition 31.21.

Théme 35 : transformée de Fourier
(1) Définition sur L', définition 30.1.
(2) La transformée de Fourier d'une fonction L'(IR?) est continue, proposition 30.7.
)

(3) L’espace de Schwartz est stable par transformée de Fourier. L’application F: .7 (R%) —
Z(R%) est une bijection linéaire et continue. Proposition 30.14

Théme 36 : convolution
(1) Définition 28.52, et principales propriétés sur L!(IR) dans le théoréme 28.53.
2) Inégalité de normes : si f € LP et g € L1, alors || f * g|l, < | f],]gll1, proposition 28.56.
3) pe LY(R) et ¢ € Z(R), alors ¢ * 1 € #(R), proposition 28.155.
4) Les suites régularisantes : lim,_, pp * f = f dans la proposition 30.19.
)

5) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par 1’équation (31.96).

(
(
(
(
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Théme 37 : méthode de Newton
(1) Nous parlons un petit peu de méthode de Newton en dimension 1 dans 35.6.
2
3

(2) La méthode de Newton fonctionne bien avec les fonctions convexes par la proposition 35.55.
3)
(4) Un intervalle de convergence autour de « s’obtient par majoration de |¢'|, proposition 35.47.
()
(6)

La méthode de Newton en dimension n est le théoreme 35.61.

5) Un intervalle de convergence quadratique s’obtient par majoration de |¢”|, théoréme 35.53.
6

En calcul numérique, section 35.6.

Theme 38 : méthodes de calcul

(1) Théoreme de Rothstein-Trager 21.95.
(2) Algorithme des facteurs invariants 4.106.
(3) Méthode de Newton, théoreme 35.61
(4)

4) Calcul d’intégrale par suite équirépartie 29.8.

Théme 39 : espaces vectoriels
(1) Existence d’une base. Pour un espace vectoriel quelconque, proposition 4.20.
(2) Théoreme de la base incomplete. Pour un espace vectoriel quelconque, théoreme 4.21.

<++>

Théme 40 : définie positive

(1) Une application bilinéaire est définie positive lorsque g(u,u) = 0 et g(u,u) = 0 si et seulement
si w = 0 est la définition 11.4.

(2) Un opérateur ou une matrice est défini positif si toutes ses valeurs propres sont positives,
c’est la définition 11.191.

(3) Pour une matrice symétrique, définie positive si et seulement si (Az,z) > 0 pour tout z.
C’est le lemme 11.196.

(4) Une application linéaire est définie positive si et seulement si sa matrice associée 'est. C’est
la proposition 11.195.

Remarque : nous ne définissons pas la notion de matrice définie positive dans le cas d’une matrice
non symétrique.

Théme 41 : norme matricielle, norme opérateur et rayon spectral Quelque définitions
(1) Définition de la norme opérateur : définition 12.10.
(2) Définition du rayon spectral 12.15.

La norme matricielle n’est rien d’autre que la norme opérateur de ’application linéaire donnée
par la matrice.

(1) Lien entre norme matricielle et rayon spectral, le théoreme 12.27 assure que |A|2 = /p(AtA).

(2) Lien entre valeurs propres et norme opérateur : le lemme 12.28 pour les matrices symétriques
strictement définies positives donne [A[2 = Anaa-

(3) Pour toute norme algébrique nous avons p(A) < |A|, proposition 12.22.

(4) Dans le cadre du conditionnement de matrice. Voir en particulier la proposition 35.108 qui
utilise le théoreme 12.27.

(5) Rayon spectral et convergence de méthode itérative, proposition 35.144.
Pour la norme opérateur nous avons les résultats suivants.

(1) La majoration [Au| < ||A]]u| est le lemme 12.17.
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(2) Définition d’une algebre : 3.71 et pour une norme d’algebre : 12.14.
(3) La norme opérateur est une norme d’algebre, lemme 12.20.

(4) Pour des espaces vectoriels normés, étre borné est équivalent a étre continu : proposi-
tion 12.25.

(5) Le lemme a propos d’exponentielle de matrice 16.117 donne :

HetAH < P(‘t‘) 2 etRe(/\i)‘
=1

La norme opérateur est utilisée pour donner une norme sur les produits tensoriels, définition
12.129.

Une norme matricielle donne une topologie. Il y a donc également des liens entre rayon spectral
et convergence de série. Dans cette optique, pour les séries de matrices, voir le theme 42.

Theme 42 : série de matrices
(1) Rayon spectral et norme opérateur : théme 41.
(2) Exponentielle de matrices : théme 56.
(3) Série entiere de matrices : section 16.12.
(4) Pour la série >, A* = (1 —A)~L.
— Pour un espace de Banach : proposition 12.158.
— Pour les matrices nilpotentes : proposition 11.162.
— En lien avec le rayon spectral (si et seulement si p(A) < 1) dans la proposition 16.113.
— Le lemme 16.28 parle de la série entiere > 2™ = (1 — zF)~L.

Cette série est utilisée entre autres dans la proposition 35.164 pour prouver qu’'une M-matrice
irréductible vérifie A~! > 0.

Théme 43 : rang
(1) Définition 4.38.
(2) Le théoréme du rang, théoréme 4.39

(3) Prouver que des matrices sont équivalentes et les mettre sous des formes canoniques, lemme 4.104
et son corollaire 4.105.

(4) Tout hyperplan de M(n,K) coupe GL(n, K), corollaire 4.105. Cela utilise la forme canonique
sus-mentionnée.

(5) Le lien entre application duale et orthogonal de la proposition 4.121 utilise la notion de rang.

(6) Le lemme 11.252 parle de commutant et utilise la notion de rang. Ce lemme sert & prouver
diverses conditions équivalentes a étre un endomorphisme cyclique dans le théoréme 11.253.

Théeme 44 : extension de corps et polynémes
(1) Définition d’une extension de corps 6.51.

(2) Pour l'extension du corps de base d’un espace vectoriel et les propriétés d’extension des
applications linéaires, voir la section 11.14.

(3) Extension de corps de base et similitude d’application linéaire (ou de matrices, c’est la méme
chose), théoréme 11.255.

(4) Extension de corps de base et cyclicité des applications linéaires, corollaire 11.254.
(5) A propos d’extensions de @, le lemme 6.155.

(6) Corps de rupture : définition 6.102 existence par la proposition 6.109. Il n’y a pas unicité.
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(7)

Corps de décomposition : définition 6.118. Attention : le plus souvent nous parlons de corps
de décomposition d’'un seul polynéme. Cette définition est un peu surfaite. Existence par la
proposition 6.119 qui le donne méme comme extension par toutes les racines, et unicité a iso-
morphisme pres par le théoreme 6.121, énoncé de fagon plus simple (mais pas indépendante!)
en la proposition 6.122.

Un trio de résutats d’enfer est :

(1)

(2)
3)

Dans un anneau principal qui n’est pas un corps, un idéal est maximal si et seulement si il
est engendré par un irréductible (proposition 3.102).

Dans un anneau, un idéal I est maximam si et seulement si A/ est un corps (proposition 3.50)

Si K est un corps, K[X] est principal (lemme 3.163).

Théme 45 : décomposition de matrices

(1)
(2)
3)

Décomposition de Bruhat, théoreme 14.37.
Décomposition de Dunford, théoreme 11.216.

Décomposition polaire 14.31 et la proposition 18.58 pour la régularité.

Théeme 46 : systémes d’équations linéaires

Algorithme des facteurs invariants 4.106.

La méthode du gradient & pas optimal permet de résoudre par itérations Ax = b lorsque A
est symétrique strictement définie positive. Il s’agit de minimiser une fonction bien choisit.
Propositions 18.108 pour I'existence et 18.109 pour la méthode.

Théme 47 : formes bilinéaires et quadratiques

Les formes bilinéaires sont définies en 11.1.

Forme quadratique, définition 11.199

Une isométrie d’une forme bilinéaire est affine ou linéaire, théoréme 11.269.
Forme bilinéaire dégénérée, définition 11.266.

Une forme bilinéaire est non-dénénérée si et seulement si sa matrice associée est inversible,
c’est la proposition 11.268.

Une isométrie d’'une forme bilinéaire est linéaire ou affine par le théoreme 11.269.

Théme 48 : arithmétique modulo, théoréeme de Bézout

(1)
(2)
3)
(4)

Pour Z* c’est le théoreme 3.13.
Théoreme de Bézout dans un anneau principal : corollaire 3.111.
Théoreme de Bézout dans un anneau de polyndmes : théoreme 6.40.

En parlant des racines de 'unité et des générateurs du groupe unitaire dans le lemme 20.4.
Au passage nous y parlerons de solfege.

La proposition 3.15 qui donne tout entier assez grand comme combinaisons de a et b a
coefficients positifs est utilisée en chaines de Markov, voir la définition 39.42 et ce qui suit.

PGCD et PPCM sont dans la définition 1.46.
Calcul effectif du PGCD puis des coefficients de Bézout : sous-sections 3.3.4.1 et 3.3.4.2.
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Théeme 49 : polynémes
Définitions Soient un anneau A, un corps K, une extension I de K et un élément « € L.

(1) A[X], définition 3.145; 'anneau K[X ]| a méme définition parce que c’est un cas parti-
culier. L’évaluation d’un polynéme en un élément de 'anneau, P(«) est définie en 3.147.

(2) Liens entre K[o], K[X], K(«) et K(X) lorsque « est transcendant, proposition 6.82.

Et la proposition 6.85 pour le cas ou « est algébrique.

(3) Si A est un anneau et si « est un élément d’une extension de A (comme anneau),
nous écrivons A[a] pour le plus petit sous-anneau de B contenant A et a. Clest la
définition 3.155.

(4) K(X), le corps des fractions de IK[X], définition 6.72. Si R = P/Q dans K(X), I'éva-
luation est R(a) = P(a)Q(a) ™", définition 6.73.

(5) K(a)r, est le plus petit corps de I contenant KK et «, définition 6.74.
(6) A propos de polyndémes & plusieurs variables.
— Anneau de polynémes : A[X1,..., X, ] est la définition 3.182.
— Corps engendré : K(aq,...,ay,) est la définition 6.115.
— Corps des fractions rationnelles : K(X7,...,X,) est la définition 6.116.

Coefficients dans un anneau commutatif (1) Les polynomes a coefficients dans un anneau
commutatif sont a la section 3.13.

Coefficients dans un corps Les polynoémes a coefficients dans un corps sont a la section 6.3.
(1) Nous parlons de I'idéal des polynémes annulateurs dans le théoréme 6.36.

(2) Le théoreme 6.36 dit que K[X] est un anneau principal et que tous ses idéaux sont
engendrés par un unique polyndéme unitaire.

(3) Le polynéme minimal est irréductible, proposition 6.62.
(4) Quelques formules sur le pged, lemme 6.49.

Polyndéme primitif (1) Un polynéme est irréductible sur A si et seulement si irréductible et
primitif sur le corps des fractions, corollaire 3.179.

Polyndéme d’endomorphisme C’est la section 11.8.

Racines et factorisation (1) Si A est un anneau, la proposition 3.173 factorise une racine.
(2) Si A est un anneau, la proposition 3.175 factorise une racine avec sa multiplicité.
(3) Si A est un anneau, le théoreme 3.177 factorise plusieurs racines avec leurs multiplicités.

(4) Le théoréme 3.177 nous indique que lorsqu’on a autant de racines (multiplicité comprise)
que le degré, alors nous avons toutes les racines.

(5) Si K est un corps et v une racine dans une extension, le polynéme minimal de « divise
tout polynéme annulateur par la proposition 6.83.

(6) Le théoréme 6.99 annule un polynéme de degré n ayant n + 1 racines distinctes.

(7) La proposition 6.158 nous annule un polynéme a plusieurs variables lorsqu’il a trop de
racines.

8) En analyse complexe, le principe des zéros isolés 27.20 annule en gros toute série entiere
b
possédant un zéro non isolé.

(9) Polynomes irréductibles sur F,.

Théme 50 : zoologie de ’algébre Nous listons ici un peu tous les termes qui arrivent en
algebre.
Eléments Pour les éléments, nous avons :
(0a) Elément irréductible en 3.88.
(0b) Elément premier en 3.113.
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Anneaux Pour les anneaux, nous avons :
(0a) Anneau factoriel en 3.92.
(Ob) Anneau principal en 3.96.
(Oc) Anneau intégre en 1.54.
(0d) Anneau noetherien en 3.119.

Idéaux Pour les idéaux, nous avons :

(0a) Idéal principal en 3.95.
(Ob) Idéal premier en 3.97.

Théme 51 : invariants de similitude
(1) Théoreme 11.241.

(2) Pour prouver que la similitude d’applications linéaires résiste a ’extension du corps de base,
théoreme 11.255.

(3) Pour prouver que la dimension du commutant d’un endomorphisme de E est de dimension
au moins dim(E), lemme 11.252.

(4) Nous verrons dans la remarque 11.242 a propos des invariants de similitude que toute ma-
trice est semblable & la matrice bloc-diagonale constituées des matrices compagnon (défini-
tion 11.236) de la suite des polynoémes minimals.

Théme 52 : diagonalisation Des résultats qui parlent diagonalisation
(1) Définition d’un endomorphisme diagonalisable : 11.164.

(2) Conditions équivalentes au fait d’étre diagonalisable en termes de polyndéme minimal, y
compris la décomposition en espaces propres : théoreme 11.167.

(3) Diagonalisation simultanée 11.170, pseudo-diagonalisation simultanée 11.274.
(4) Diagonalisation d’exponentielle 16.95 utilisant Dunford.

(5) Décomposition polaire théoreme 14.31. M = SQ, S est symétrique, réelle, définie positive,
Q@ est orthogonale.

(6) Décomposition de Dunford 11.216. u = s + n ou s est diagonalisable et n est nilpotent,
[s,n] = 0.
(7) Réduction de Jordan (bloc-diagonale) 11.244.

(8) L’algorithme des facteurs invariants 4.106 donne U = PDQ avec P et @ inversibles, D
diagonale, sans hypothese sur U. De plus les éléments de D forment une chaine d’éléments
qui se divisent 'un 'autre.

Le théoréme spectral et ses variantes :

(1) Théoréme spectral, matrice symétrique, théoreme 11.189. Via le lemme de Schur complexe
11.176.

(2) Théoréme spectral autoadjoint (c’est le méme, mais vu sans matrices), théoreme 11.287
(3) Théoréme spectral hermitien, lemme 11.183.
(4) Théoréme spectral, matrice normales, théoreme 11.186.

Pour les résultats de décomposition dont une partie est diagonale, voir le theme 45 sur les décom-
positions.

Théme 53 : endomorphismes cycliques
(1) Définition 11.138.
(2) Son lien avec le commutant donné dans la proposition 11.250 et le théoreme 11.253.

(3) Utilisation dans le théoréme de Frobenius (invariants de similitude), théoreme 11.241.
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Théme 54 : déterminant

Déterminant d’une matrice : définition 4.68.
Déterminant d’'un endomorphisme 11.50.
Principales propriétés algébriques du déterminant : la proposition 11.52.

Déterminant et manipulations de lignes et colonnes, section 4.3.10 et les propositions qui
précédent a partir du lemme 4.70 qui dit que det(A) = det(A?).

Les n-formes alternées forment un espace de dimension 1, proposition 11.45.
Déterminant d’une famille de vecteurs 11.46.

Calcul d’un déterminant de taille 2 x 2 : équation (4.88).

Interprétations géométriques

(8a) A propos d’orthogonalité, le déterminant est trés lié au produit vectoriel en dimension
3. Et il le généralise en dimension supérieure.

i. Liaison au produit vectoriel (orthogonalité) dans la proposition 11.38.

ii. En particulier le lemme 11.39 nous dit comment un déterminant donne un vecteur
orthogonal a une famille donnée de vecteurs.
(8b) Déterminant et aires, volumes
i. Déterminant et mesure de Lebesgue : théoreme 15.251.

ii. Aire du parallélogramme : proposition 19.56.

iii. Volume du parallélépipede avec le produit mixte et le déterminant 3 x 3, 19.57.
Tant que nous en sommes dans les interprétations géométrique, il faut lier déterminant, pro-
duit vectoriel, orthogonalité et mesure en notant que I’élément de volume lors de 'intégration
en dimension 3 est donné par (21.186) : dS = ||T,, x T,|| qui est la norme du produit vectoriel
des vecteurs tangents a la paramétrisation.
Nous voyons dans I’équation (21.183) que 1’élément de volume pour une partie de dimension

n dans R™ (& 'occasion d’y intégrer une fonction) est donné par un déterminant mettant en
jeu les vecteurs tangents de la paramétrisation.

Le déterminant de Vandermonde est a la proposition 11.54. Il est utilisé & divers endroits :

(9a) Pour prouver que w est nilpotente si et seulement si Tr(u?) = 0 pour tout p (lemme
11.160)

(9b) Pour prouver qu'un endomorphisme possédant dim(F) valeurs propres distinctes est
cyclique (proposition 11.250).

Théme 55 : polyn6me d’endomorphismes

(
(
(
(
(

1) Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 11.250.

2

4
)

)
)
)
)

Racine carré d’une matrice hermitienne positive, proposition 14.26.

3) Théoreme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréme 11.262.

Décomposition de Dunford, théoreme 11.216.

Algorithme des facteurs invariants 4.106.

Théeme 56 : exponentielle Toutes les exponentielles sont définies par la série

k

ee}
xr
exp(e) = ) 7o
k=0

tant que la somme a un sens.

Reéels Voici le plan que nous suivons dans le Frido :

— L’exponentielle est définie par sa série en 16.37.
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— Nous démontrons qu’elle vérifie 1'équation différentielle 3y’ = y, y(0) = 1 (théoréeme
16.54).
— Nous démontrons 'unicité de la solution a cette équation différentielle.

— Nous démontrons qu’elle est égale a x — y(1)*. Cela donne la définition du nombre e
comme valant y(1).

— Nous définissons le logarithme comme application réciproque de I’exponentielle (défi-
nition 16.58).

— Les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus) sont définies par leurs séries. Il est
alors montré que € = cos(x) + isin(z).

Complexes (1) Le fait que ¢ donne tous les nombres complexes de norme 1 est la proposi-
tion 19.60.

(2) Le groupe des racines de 1'unité est donné par I’équation (20.1).

Algébre normée commutative Pour la définition c’est la proposition 16.37 et pour la régularité
C® c’est la proposition 16.41.

Idem non commutatif Il y a une tentative de théoreme 16.42, mais c’est principalement pour
les matrices qu’il y a des résultats.

Matrices De nombreux résultats sont disponibles pour les exponentielles de matrices.

(1) Les sections 12.10 et 16.4.4 parlent d’exponentielle de matrices.
(2) L’exponentielle donne lieu & une fonction de classe C®, proposition 16.114.

(3) Le lemme a propos d’exponentielle de matrice 16.117 donne :

r
HetAH < P(‘t‘) ZetRe()\z)
=1

(4) La proposition 16.95 : si A € M(n,R) a un polyndme caractéristique scindé, alors A est
diagonalisable si et seulement si e est diagonalisable.

(5) La section 16.12.3 parle des fonctions exponentielle et logarithme pour les matrices.
Entre autres la dérivation et les séries.

6) Pour résoudre des équations différentielles linéaires : sous-section 33.6.1.

7) La proposition 16.94 dit que I’exponentielle est surjective sur GL(n, C).

8

)
)

) La proposition 12.161 : si u est un endomorphisme, alors exp(u) est un polynoéme en w.
9) Calcul effectif : sous-section 16.12.4.
)
)

~~ ~~ N

(10) Proposition 14.22 : si A € M(n, C) alors e™A) = det(e?).

(11) Les séries entiéres de matrices sont traitées autour de la proposition 16.111.

Théme 57 : types d’anneaux Définition d’anneau : définition 1.37.
(1) Z est integre, exemple 3.75, principal et euclidien (proposition 3.132).
(2) Z[X] n’est pas principal (voir (3)).
(3) Si A est un anneau intégre qui n’est pas un corps, alors A[X| n’est pas principal, lemme 3.133.
(4) L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact donné est principal, proposition 27.24.
(5) L’anneau Z[iv/3] n’est pas factoriel, exemple 3.94.
(6) L’anneau Z[iy/5] n’est ni factoriel ni principal, exemple 3.123.
(7)

7) Tous les idéaux de 7 /67 sont principaux, mais 7Z/67 n’est pas principal. Exemple 3.106.

Théme 58 : sous-groupes
(1) Théoreme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréeme 11.262.
(2) Sous-groupes compacts de GL(n,R), lemme 14.38 ou proposition 14.39.
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Théeme 59 : groupe symétrique
(1) Définition 2.60.

(2) La signature e: S,, — {—1,1} est 'unique homomorphisme surjectif de S,, sur {—1,1}, pro-
position 2.73(1).

(3) La table des caractéres du groupe symétrique Sy est donné dans la section 17.5.

(4) Le groupe symétrique Sy est le groupe des symétries affines du tétraédre régulier, proposi-
tion 19.12.

(5) Le groupe alterné As est I'unique groupe simple d’ordre 60, proposition 5.40.

(6) La proposition 5.30 donne la position du groupe alterné dans le groupe symétrique : A, est
un sous-groupe caractéristique de .S, et 'unique sous-groupe d’indice 2.

Theéme 60 : action de groupe
(1) Définition d’une action de groupe sur un ensemble : 2.43.
(2) Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théoréme 24.93.

(3) La formule de Burnside (théoréme 2.56) parle du nombre d’orbites pour I'action d’un groupe
fini sur un ensemble fini.

(4) Des applications de la formule de Burnside : le jeu de la roulette et I'affaire du collier, 19.9.2.1
et 19.9.2.2.

(5) Le groupe symétrique S, agit sur 'anneau K[T1, ..., T),], lemme 6.150.

Théeme 61 : classification de groupes
(1) Structure des groupes d’ordre pq, théoréeme 5.25.
2
3

(2) Le groupe alterné est simple, théoreme 5.36.
3)
(4) Théoréme de Sylow 5.11.
(5)
(6)

Définition 5.6 d’un p-groupe.

5) Théoreme de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GL(n, C), théoréme 11.262.

6) (Z/pZ)* ~Z/(p — 1)Z, corollaire 20.34.

Théme 62 : produit semi-direct de groupes
(1) Définition 2.76.

(2) Le corollaire 2.78 donne un critére pour prouver qu'un produit NH est un produit semi-
direct.

(3) L’exemple 19.96 donne le groupe des isométries du carré comme un produit semi-direct.

(4) Le théoreme 5.25 classifie les groupes d’ordre pq (p, ¢ premiers distincts) a grands coups de
produit semi-directs.

(5) Le théoreme 19.1 donne les isométries de R™ par Isom(R"™) = T'(n) x, O(n) ou T'(n) est le
groupe des translations.

(6) La proposition 19.3 donne une décomposition du groupe orthogonal O(n) = SO(n) x, C ou
Cy = {Id, R} ou R est de déterminant —1.

(7) La proposition 10.57 donne Aff(R") = T'(n) x, GL(n,R) ou Aff(R") est le groupe des
applications affines bijectives de R".

Théme 63 : théorie des représentations
(1) Définition 4.128.
(2) Table des caracteres du groupe diédral, section 19.15.

(3) Table des caracteres du groupe symétrique Sy, section 17.5.
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Théme 64 : isométries Ily a (R",|.|) et R",d.

Les isométries de |.| sont linéaires, tandit que les isométries de la distance contiennent aussi
les translations et les rotation de centre différent de I'origine.

Ne pas confondre une isométrie d’un espace affine avec une isométrie d’un espace euclidien. Les
isométrie d'un espace euclidien préservent le produit scalaire et fixent donc l'origine (lemme 11.16).
Les isométrie des espaces affines par contre conservent les distances (définition 10.58) et peuvent
donc déplacer 'origine de ’espace vectoriel sur lequel il est modelé ; typiquement les translations
sont des isométries de ’espace affine mais pas de I'espace euclidien.

Parfois, lorsqu’on coupe les cheveux en quatre, il faut faire attention en parlant de R™ : soit on
en parle comme d’un espace métrique (muni de la distance), soit on en parle comme d’un espace
normé (muni de la norme ou du produit scalaire).

Général Quelque résultats généraux et en vrac a propos d’isométries.

(1)

—~
N}
~

(8)
9)

Définition d’une isométrie pour une forme bilinéaire, 11.204. Pour une forme quadra-
tique : définition 11.203.

Définition du groupe orthogonal 11.81, et le spécial orthogonal SO(n) en la défini-
tion 11.84. Le groupe SO(2) est le groupe des rotations, par corollaire 19.137.

La rotation R4(f) d’un angle § autour du point A € R? est donnée par la définition
19.126.

La proposition 19.138 donne a toute rotation Ry(f) une matrice de la forme connue.
C’est autour de cela que nous définissons les angles, définition 19.156.

Le groupe orthogonal est le groupe des isométries de R", proposition 11.83.
Les isométries de I'espace euclidien sont affines, 11.269.

Les isométries de 'espace euclidien comme produit semi-direct : Isom(R") ~ T'(n) x,
O(n), théoréme 19.1.

Isométries du cube, section 5.7.

Nous parlons des isométries affines du tétraedre régulier dans la proposition 19.12.

Groupe diédral Le groupe diédral est un peu central dans la théorie des isométries de (R?,d)
parce que beaucoup de sous-groups finis des isométries de (IR?, d) sont en fait isomorphes au
groupe diédral.

(1)
(2)

3)

Générateurs du groupe diédral, proposition 19.94.

Un sous-groupe fini des isométries de (R?,d) contenant au moins une réflexion est
isomorphe au groupe diédral par le théoreme 19.164.

Le théoreme 19.166 dit que le groupe des isométries propres d’une partie quelconque de
(R%,d) est soit cyclique soit isomorphe au groupe diédral.

Isométries et réflexions Dans un espace euclidien, toute isométrie peut étre décomposée en
réflexions autour d’hyperplans. Voici quelque énoncés a ce propos.

(1)
(2)

Définition d’une réflexion dans R2 19.120.

La caractérisation en termes de projection orthogonale est le lemme 19.109; en terme
de médiatrice c’est le lemme 19.112.

Définition d’un hyperplan 11.256.

En dimension 2, une rotation est définie comme composée de deux réflexions en la
définition 19.117.

En dimension 2, les réflexion ont un déterminant —1 par le lemme 19.130.

Les isométries du plan (IR?, d) sont données dans le théoréme 19.163, et sont au plus 3
réflexions par le théoreme 19.161.

Décomposition des isométries de R™ en réflexions par le lemme 19.79.

En particulier, les éléments de SO(3) sont des compositions de deux réflexions par le
corollaure 19.81.
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9) Une isométrie de R™ préserve 'orientation si et seulement si est elle composition d’un
p p
nombre pair de réflexions. C’est le théoréme 19.83.

Sous-groupe fini (1) Les sous-groupes finis des isométries de (IR?,d) sont cycliques, théoréme
19.164.

(2) Les sous-groupes finis de SO(3) sont listés dans 19.188.
(3) Les sous groupes finis de SO(2) sont cycliques, lemme 19.141.

Théme 65 : caractérisation de distributions en probabilités
(1) La probabilité conjointe est la définition 37.19.
(2) La fonction de répartition est la définition 37.53.

(3) La fonction caractéristique est la définition 37.55.

Théme 66 : théoréme central limite

(1) Pour les processus de Poisson, théoreme 41.5.

Théeme 67 : lemme de transfert Il y a deux résultats qui portent ce nom. Le premier est dans
la théorie de Fourier, le résultat f/ = £ f.

(1) Lemme 30.13 sur .(R%)
(2) Lemme 32.10 pour L.

L’autre lemme de transfert est en théorie des tribus, le résultat o (f~(C)) = f~'(o(C)) du
lemme 15.47. Celui-ci est d’ailleurs pluté6t nommé « lemme de transport ».

Théeme 68 : probabilités et espérances conditionnelles Les deux définitions de base, sur
lesquelles se basent toutes les choses conditionnelles sont :

— L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire sachant une tribu : E(X|F) de la défini-
tion 37.31.

Les autres sont listées ci-dessous.

Probabilité conditionnelle .

Plusieurs probabilités conditionnelles.

— D’un événement en sachant un autre : la définition 37.29 donne

P(An B)

PAIB) = =5 5

Cela est la définition de base. L’autre est une définition dérivée.

— D’un événement vis-a-vis d’une variable aléatoire discrete. C’est par la définition 37.47
qui défini la variable aléatoire

PA[X)(w) = P(AIX = X(w)).
Dans le cas continu, c’est la définition 37.48 :
P(A[X) = P(Alo(X)) = E(Lalo(X)).
— D’un événement par rapport & une tribu. C’est la variable aléatoire
P(A[F) = E(La|F).

Espérances conditionnelles Plusieurs espérances conditionnelles.
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— d’une variable aléatoire par rapport a une tribu. La variable aléatoire E(X|F) est la
variable aléatoire F-mesurable telle que

JB BXIF) = JB *

pour tout X € F. Si X € L?(Q, A, P) alors E(X|F) = projy(X) ot K est le sous-
ensemble de L?(Q, A, P) des fonctions F-mesurables (théoréme 37.31). Cela au sens des
projections orthogonales.

— d’une variable aléatoire par rapport a une autre. La définition 37.33 est une variation
sur le méme théme :

E(XY) = E(X[o(Y)),

Notons que partout, si X est une variable aléatoire, la notation « sachant X » est un raccourcis
pour dire « sachant la tribu engendrée par X ».

Théme 69 : dénombrements
— Coloriage de roulette (19.9.2.1) et composition de colliers (19.9.2.2).
— Nombres de Bell, théoreme 16.124.

— Le dénombrement des solutions de I’équation a1ni + ...apn, = n utilise des séries entieres
et des décomposition de fractions en éléments simples, théoreme 20.29.

Théme 70 : enveloppes

(1) L’ellipse de John-Loewner donne un ellipsoide de volume minimum autour d’un compact
dans R", théoreme 18.117.

(2) Le cercle circonscrit a une courbe donne un cercle de rayon minimal contenant une courbe
fermée simple, proposition 22.86.

(3) Enveloppe convexe du groupe orthogonal 14.36.

(4) Enveloppe convexe d’une courbe fermée plane comme intersection des demi-plans tangents,
proposition 22.92.

Théeme 71 : équations diophantiennes
(1) Equation az 4 by = ¢ dans N, équation (3.58).
(2) Dans 3.3.8, nous résolvons ax + by = ¢ en utilisant Bézout (théoreme 3.13).

(3) L’exemple 3.137 donne une application de la pure notion de modulo pour 22 = 3y? + 8. Pas
de solutions.

(4) L’exemple 3.138 résout I’équation 2 +2 = y* en parlant de I'extension Z[i+/2] et de stathme.
(5) Les propositions 3.142 et 3.144 parlent de triplets pythagoriciens.

(6) Le dénombrement des solutions de I’équation ayny + ... apn, = n utilise des séries entieres
et des décomposition de fractions en éléments simples, théoreme 20.29.

(7) La proposition 1.50 donne une bijection N x N — N en résolvant dans N (entre autres)
I'équation k = y? + 2 pour k fixé.

Théme 72 : techniques de calcul 1l y en a pour tous les gouts.
Primitives et intégrales Toute la section 18.12 donne des trucs et astuces pour trouver des
primitives et des intégrales.

Limite a deux variables Les exemples de limites a plusieurs variables font souvent intervenir
des coordonnées polaires (du théoréme 19.190) ou autres fonctions trignométriques. Ils sont
donc placés beaucoup plus bas que la théorie.

— Méthode du développement asymptotique, sous-section 19.13.2.
— Méthode des coordonnées polaires, sous-section 19.13.1.

— Utilisation du théoréme de la fonction implicite, dans ’exemple 19.192.



Conventions et notations

Il y a quelque conventions et notations par-ci par-la. En voici une liste.
— Matrice, application linéaires et changement de bases, c’est la section 11.11.

<t++>
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sous-espace stable, 520, 1856
endomorphisme direct, 469
endomorphisme préserve 'orientation, 469
engendré, 179
A-systeme, 856
corps, extension, 317
idéal dans un anneau, 179
sous-espace affine, 423
sous-groupe, 141
tribu, 848
par une variable aléatoire, 2001
ensemble
de Cantor, 906
différence symétrique, 108
infini, 107
ensemble connexe, 348
ensemble des mots, 2165
ensembles
disjoints, 105
entrelacement, 1052
enveloppe
convexe, 427
équation
différentielle
linéaire, 1818
ordinaire d’ordre 1, 1815
variables séparées, 1820
générale de degré n, 340
équi-intégrable, 2147
équivalence
arcs paramétrés, 1465

chemin, 1457
classe de fonctions, 1645
de représentations, 1052
de suites, 373
homotopie, 1605
norme, 559
suite de composition, 150
erreur, 1936, 1966
assignation, 1900
de consistance, 1990
discrétisation, 1990
quadratique, 1939
troncature, 1900
erreur relative, 1900
escalier, 889
espérance, 2006
conditionnelle, 2010, 2011
événement, 2012
variable aléatoire, 2016
Espace
de Sobolev, 1804
espace
L2
Sobolev, 1802
LP, 1648
Banach, 392
de Baire, 415
de Bergman, 1728
de fonctions
LP. 1657
Sobolev H', 1802
de Hilbert
espace de Sobolev H', 1802
de probabilité, 1999
de Schwartz, 1723, 1781
de Sobolev, 1799, 1806
euclidien, 452
métrique, 360
base de topologie, 361
mesuré, 853
complété, 867
mesurable, 847
projectif, 1507
propre, 483
séparé, 347
tangent, 1344
topologique
métrisable, 402
vectoriel, 184
dimension, 454
vectoriel topologique
métrisable, 390
espace topologique, 341
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espace vectoriel

topologique, 394
espace vectoriel normé, 364
estimateur, 2087

biais, 2088

consistant, 2087

convergent, 2087

de fonction de répartition, 2093

maximum de vraisemblance, 2090
estimation

des grands écarts, 2060
étrangers

polynémes, 210
Euclide

algorithme étendu, 170

lemme, 172

euclidien
anneau, 198
espace, 440
Euler

indicatrice, 1293
événement, 1999
exact
intervalle de confiance, 2096
exces
intervalle de confiance, 2096
exhaustive (suite de compacts), 406
exponentielle, 1004
convergence, 536
de matrice, 628, 1021, 1022, 1034
utilisation, 1102
existence, 1000
rapide, 1298
unicité, 791
exposant, 269, 542
d’un groupe, 143
extension
corps de base, 522
de corps, 303, 337
algébrique, 303, 315
finie, 1319
simple, 317
utilisation, 1336
isométrie, 1151
séparable, 332
extrémal
point dans un convexe, 839
extrémité
d’un intervalle, 377
extrapolation, 1934
extrema, 1106
lié, 1108
local
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relatif, 1108
volume d’un ellipsoide, 1144
extremum, 1424

facteur
intégrant, 1859
factoriel
anneau, 189
factorisation
de polynéme, 211, 319
faisceau de droites, 1527
famille
sommable, 597
famille équicontinue, 409
famille trigonométrique
sur St, 1681
Fatou, 915
Fejér
noyau, 1733
fermé, 341, 384, 476
dans un compact, 352
fermeture, 478
fermeture séquentielle, 389
fidele (action), 153
filtration, 2143
fine
subdivision, 1450
fixateur, 153
flot, 1832, 1877
flux
d’un champ de vecteur, 1378
flux d’'un champ de vecteurs, 1376
fonction, 635
I' d’Euler, 1623
étagée, 1662
a décroissance rapide, 1723
borélienne, 861
caractéristique, 1432
d’une variable aléatoire, 2027
continue
égales, 390
par morceaux, 893
convexe, 1110, 1116
croissante, 635
décroissante, 636
définie par une intégrale, 1039, 1071, 1076,
1077, 1641
I' d’Euler, 1623
utilisation, 2047
de classe C!, 747
de Dirichlet, 1739
de Mobius, 1328
de répartition, 2027
en escalier intégrable, 1430
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génératrice, 2028
holomorphe, 748, 1641
théoreme de Montel, 1727
image, 635
méromorphe
I' d’Euler, 1623
monotone, 636
par morceaux, 893
valeurs vectorielles, 812
fonction continue en un point, 354
fonction dérivée, 678
fonctionnelle
énergie, 1600
fonctions équivalentes, 348
fondamental
domaine d’une action, 155
forme
bilinéaire, 439
non dégénérée, 546
différentielle, 717
exacte, 1386
fermée, 1386
linéaire
différentielle, 1108
quadratique, 254, 511, 1139, 1141, 1424
groupe orthogonal, 846
forme bilinéaire symétrique, 439
forme canonique
fonction simple, 890
forme linéaire, 254
alternée, 454
formule
Bayes, 2009
Burnside, 156
d’expulsion (produit vectoriel), 450
de Cauchy, 1606
Hadamard, 979
inversion Mobius, 1328
probabilité totales, 2009
sommatoire de Poisson, 1752
Taylor
reste intégral, 1424
utilisation, 1920
formule de Stirling, 1446
Fourier, 1752
série
utilisation, 1745
transformée
groupe abélien fini, 1047
fréquence
empirique, 2112, 2129
fraction
rationnelle

INDEX

intégration, 1393
fraction rationnelle, 1420
fractions

rationnelles, 117
fractions (corps), 118
Fredholm

équation, 1083
Frenet

formules, 1475
Fresnel

intégrale, 1630
Frobénius

réduction, 529
Frobenius

morphisme, 183
frontiere, 345, 384, 480
Fubini

théoreme

dans R", 972

générateur, 142
génératrice
partie d'un module, 184
géométrie
avec des groupes, 1203, 1548
avec nombres complexes, 1203, 1548
géométrique
avec des nombres complexes, 1745
Galton-Watson
sous-critique, 2140
sur-critique, 2140
Gauss
lemme
polynémes, 300
somme de, 1311
Gershgorin
disque, 1969
Gronwall (lemme), 1815, 1816
gradient, 726, 734, 746
Gram (déterminant), 463
Gram-Schmidt, 452
graphe, 635, 681
de transition (chaine de Markov), 2123
fonction, 695
fonction de deux variables, 698
groupe, 110
p-groupe, 263
GL(n,R), 1141
action, 1548
utilisation, 846
agissant sur un ensemble
diédral, 1202
alterné, 275
circulaire, 1545
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dérivé, 144
de GL(n,K), 831
de SL(n, K), 831
du groupe alterné, 278
du groupe symétrique, 276
de Galois, 340
de permutation, 1287
caracteres de Sy, 1059
de permutations, 1209
de torsion, 163
des isométries
espace métrique, 388
des symétries, 1236
diédral, 1202, 1209
générateurs (preuve), 1203
générateurs (utilisation), 1287
en géomeétrie, 1202
et géométrie, 454, 1209, 1548
isométries du cube, 284

fini, 265, 273, 1209, 1296, 1306, 1309

alterné, 277
diédral, 1202
Wedderburn, 1306
linéaire, 841
décomposition polaire, 838
enveloppe convexe de Q(n), 840
hyperplan, 260
sous-groupes compacts, 844
modulaire, 1548
orthogonal, 472
d’une forme quadratique, 846

partie génératrice, 277, 1296, 1548

permutation, 454, 461, 841, 1296
diédral, 1202
projectif, 1514
quotient, 149
résoluble, 151
spécial orthogonal, 473
symétrique, 157
action sur un triangle, 1049
groupe cyclique, 142
groupe dérivé
de GL(n,C), 825
groupe de pavage, 1239

Hadamard
conditions, 1888
formule, 979
Hardy-Littlewood (théoréme), 1065
Hausdorff, 347
Heine (théoreme), 668
hermitienne, 440
hessienne, 757
Hilbert

espace, 1573

holomorphe, 748

sur un compact, 1611

homéomorphisme, 357
homogene

chaine de Markov, 2117

homographie, 1513, 1548

sur C v {o0}, 1534

homotopie, 1486
hyperbolique

équation aux dérivées partielles, 1886

hyperplan, 538, 1195

de M(n, K), 261
sépare

au sens strict, 1719
séparer

au sens large, 1719

hypothese

alternative, 2108
composite, 2108
multiple, 2108
nulle, 2108
simple, 2108

idéal

bilatere, 112
dans un anneau, 112
maximal, 181
principal

a droite, 189

a gauche, 189

identifiable, 2086

identité de polarisation, 511
image, 635

inégalité

arithmético-géométrique, 1126
Bessel, 1582
Cauchy-Schwarz, 441, 1573
de Khintchine, 2057
de la moyenne, 752
des pentes, 1111
Holder, 1653
utilisation, 2007, 2075
isopérimétrique, 1745
Jensen, 1125
espérance conditionnelle, 2026
pour une somme, 1125
version intégrale, 1652
Kantorovitch, 1126
Markov, 2036
Minkowski, 1654
triangulaire, 360, 364

incompressible

champ de vecteur, 820
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indécomposable
module, 185
indépendance, 2003
événements, 2000
utilisation, 2072, 2150
affine, 431
algébrique, 340
projective, 1515
sous tribus, 2000
variables aléatoires, 2001
indicatrice d’Euler, 1293
indice, 148
d’une courbe dans C, 1605
de rotation, 1485
inductif, 107
induite
topologie, 477
tribu, 848
inférence statistique, 2079
infimum, 136
injection, 106, 356
intégrable, 918
fonction a valeurs vectorielles, 921
fonction non en escalier, 1437
fonction positive, 1441
intégrale
calcul, 1737
convergente, 954, 1393
d’une fonction sur une carte, 1349
d’une fonction sur une variété, 1354
d’une forme différentielle, 1363
fonction en escalier, 1430
Fresnel, 1630
impropre, 953, 954
sur un chemin, 1360
intégrale d’une fonction, 910
intégrale d’une forme différentielle, 1362
intégrale sur une carte, 1345
intégration
fraction rationnelle, 1393
intérieur, 344, 383
d’un ensemble, 475
point, 475
interpolation, 1934
Intervalle, 2177
intervalle, 107, 635
fermé, 635
longueur, 896
ouvert, 635
intervalle de confiance
asymptotique, 2101
invariance cyclique
trace, 232

invariant

de similitude, 529
invariante

mesure

pour une chaine de Markov, 2134

inverse

dans un groupe, 110
inverse généralisé, 2064
inversion, 1502

dans le groupe symétrique, 158
inversion dans C u {o0}, 1532
involution, 502
irréductible

chaine de Markov, 2123

dans un anneau, 188

module, 185

représentation, 1050
irrationalité

V2,123
isobarycentre, 425
isolé

INDEX

point dans un espace vectoriel normé, 481

isométrie
de forme quadratique, 513
de T’espace euclidien R?, 1203
espace euclidien
isométries du cube, 284
groupe, 388
isométrie (forme bilinéaire), 513
isométrie d’espaces métriques, 387
isomorphisme, 602
(Z/pZ)* ~7/(p — 1)%, 1309
d’anneaux, 112
d’espaces topologiques, 357
de corps, 117
espace affine, 422
espace vectoriel normé, 569
espaces vectoriels, 224
isotrope
cone, H51
totalement, 551
isotrope (vecteur), 551

jacobien, 746, 817
Jordan
chemin, 1379
courbe, 1745
réduction, 532
Jordan-Hoélder, 149

Kronecker, 219

lacet, 1605
Lagrange
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multiplicateur, 1108
polynome, 259
théoreme, 148
lagrangien, 1108
langage, 2166
itéré, 2167
itéré strict, 2167
unité, 2166
vide, 2166
Laplace
transformée, 2028
laplacien, 1569
Legendre
symbole, 1310
Leibnitz, 683
applications entre espaces vectoriels normés,
624
lemme
Borel, 1039
d’Euclide, 172
de Borel-Cantelli, 2034
de Gauss
contenu de polynéme, 1318
pour des entiers, 172
de Morse, 1424
de Schreider, 150
de Slutsky, 2033
de transport, 862
de Zorn, 107
des noyaux, 484
Fatou, 915
Gauss
dans un anneau principal, 194
polynémes, 300
Gronwall, 1815, 1816
Hadamard, 1079
regroupement, 2003
Schur complexe, 504
Schur réel, 507
lettres, 2165
Levi-Civita, 1563
libre
action, 157
partie, 215
partie d’'un module, 184
librement engendré, 222
Ligne d’univers, 2173
limite, 517
d’ensembles, 855
d’une fonction, 353
de fonctions holomorphes, 1641
de suite
espace topologique, 346
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fonction de plusieurs variables, 645
inférieure, 375
inversion, 1041, 1065, 1641, 1648
permutation
utilisation, 2029
suite, 371
suite dans R, 385
suite numérique, 371
supérieure, 375
unicité, 354
limite a droite, 646
limite pointée, 381
linéaire
application, 223
Lipschitz, 1081
localement, 754
Lipschitzienne, 753
localement
intégrable, 953
log-concave, 1117
logarithme
complexe, 1635
dans C, 1632
de matrice, 1035
sur les réels positifs, 1001
loi
X2, 2058
binomiale
comportement asymptotique, 2060
conjointe, 2003
d’une variable aléatoire, 2029
de Poisson, 2045
des grands nombres
forte, 2037
pour les chalnes de Markov, 2136
processus de Poisson, 2160
utilisation, 2060, 2072
marginale, 2003
normale
vecteur gaussien, 2052
parente, 2079, 2080
parente d’un échantillon, 2082
réciprocité quadratique, 1313
sans mémoire, 2047
Student, 2058
longueur
élément de, 1460
arc géométrique, 1466
d’un arc paramétré compact, 1450
d’un intervalle, 896
d’une arréte, 1428
longueur d’arc, 1452
Lotka-Volterra, 1849
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M-matrice, 1974
méromorphe, 1622
Méthode
de Newton, 1915
méthode
des chemins, 707
Newton, 1920
cas convexe, 1916
métrisable
espace vectoriel topologique, 390
maigre, 849
maigre (ensemble), 410
majorant, 106, 135
essentiel, 1650
Markov
inégalité, 2036, 2085
martingale, 2143
bornée dans L%(Q), 2144
matrice, 231, 841, 1548
équivalence, 250
dans le groupe linéaire, 846
compagnon, 528
creuse, 1944
cyclique, 488
de dilatation, 248
de permutation, 248
de similitude, 748
de Sylvester, 463
de transition, 2117
de transvection, 247
dense, 1944
hermitienne
racine carrée, 835
jacobienne, 734, 746
normale, 506
orthogonale, 246, 472
permutation
élémentaire, 1952
réductible, 1968
racine carrée, 835
semblable, 835
semblables, 254, 1141
stochastique, 2117
symétrique, 1141
réelle, 1139
trigonalisable, 503
matrice-colonne, 231
matrice-ligne, 231
matrices
similitude, 250
maximale
partie orthonormale, 1584
maximum, 106

global, 1103
local, 1103
mesurable
application, 855
au sens de m™*, 860
ensemble, 853
fonction, 861
Lebesgue, 1427
mesure
o-finie, 853
absolument continue, 930
angle entre vecteurs, 1226
complexe, 931
dans une carte, 1348
de Borel, 881
de comptage, 947, 971
de Haar, 1359
de Lebesgue, 900
de Radon, 881, 1620
extérieure, 851
externe, 1427
finie, 853
image, 878
positive, 853
probabilité, 1999
produit, 939
réguliere, 881
extérieure, 881
intérieure, 881
sur un ensemble de parties, 851
mesure o-finie, 851
mesure finie, 851
minimum
ensemble ordonné, 106
minorant, 106, 135
modele
échantillonnage, 2080, 2082
paramétrique, 2080
statistique, 2079
modulaire (groupe), 1548
module
a gauche, 183
de continuité, 631
indécomposable, 185
irréductible, 185
simple, 185
moment, 2006
fonction génératrice, 2028
monome, 207
monoide, 291
monogene, 142
extension de corps, 317
monotonie, 1853

INDEX
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morceau
fonction continue ou monotone, 893
morphisme
d’algebres, 185
d’anneaux, 112
de corps, 117
espace vectoriel normé, 569
Frobenius, 183
morphisme d’anneaux, 111
morphisme de produits tensoriels, 602
mot, 2165
longueur d’un mot, 2165
mot vide, 2165
nombre d’occurrences, 2165
mot non vide, 2165
moyenne
de Cesaro, 588
empirique, 2008
empirique d’un échantillon, 2083
quadratique, 2007
multiplicateur
de Lagrange, 1108
multiplicité
racine d’un polynéme, 211
racine de f(x) =0, 1914
valeur propre
algébrique, 675
géométrique, 675

négatif, 130
négligeable
partie d’un espace mesuré, 865
nabla, 743
neutre
dans un groupe, 110
Newton
méthode, 1920
nilpotent, 114
niveau de confiance, 2096
nombre
complexe
norme 1, 1306
dénormalisé, 1898
de Fermat, 1336
normal, 2072
normalisée, 1898
premier, 168, 273, 291, 1014, 1296, 1304,
1309
dans leur ensemble, 168
deux nombres entre eux, 168
théoreme des deux carrés, 293
tours d’une courbe plane, 1484
nombre premier
polynéme cyclotomique, 1300
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non dénombrable, 109
normé
espace vectoriel, 364
normal
arc paramétré, 1466
endomorphisme, 506
nombre, 2072
sous-groupe, 141
normal extérieur
vecteur, 1378
normale
loi réduite, 2051
principale, 1474
normalisateur, 141
norme, 364
équivalence, 559
d’algebre, 564
d’application linéaire, 562
d’une application linéaire, 562
euclidienne, 401
dans R"™, 555
supremum, 401
sur Z[iv/5], 196
vecteur, 444
noyau
application vers un groupe, 145
d’une forme bilinéaire, 551
Dirichlet, 1733
Fejér, 1733
vers un espace vectoriel, 224
nulle part dense, 410

observation, 1999
opérateur
autoadjoint, 471
définit positif, 509
hermitien, 471
opérateurs
compatibles, 1595
opposés
chemins, 1457
orbite
d’un point sous une action, 153
ordre, 106
élément, 143
bon ordre, 106
d’un groupe, 143
d’un polynome, 210
d’une matrice carrée, 231
dans un corps, 119
de convergence d’un schéma, 1990
distribution, 1778
partiel, 106
sur un anneau factoriel, 189
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total, 106
orientable
variété, 1351
orientation, 468, 1350, 1370
orientation affine, 469
origine
abscisse curviligne, 1466
repere affine; 431
orthogonal, 555, 1578
coordonnées curviligne, 1562
famille de projecteurs, 184
matrice, 472
opérateur, 472
sous-espace, 255
vecteur, 445
orthonormé, 556
systeme, 1581
oscillation
d’une fonction, 663
d’une fonction en un point, 663
osculateur (cercle), 1479
ouvert, 341, 384, 476
dans R"”, 383

pole, 1258
parabolique

équation aux dérivées partielles, 1886

parallele
sous-espaces affines, 422
paramétrages
admissible, 1465
paramétrisation, 1457
normale, 1466
Parseval, 1588
partie
génératrice, 215
réguliere, 803
totale, 1581
partie convexe, 423
partie génératrice, 142
partie linéaire, 420
partition
d’un entier en parts fixées, 1626
dénombrable mesurable, 885
de T'unité, 1353
pavé, 1427
pavable, 1428
pavage du plan, 1239
Pearson
théoreme, 2112
peigne de Dirac, 1788
permutation, 157
matrice, 248
permutation paire, 160

permuter
dérivée et intégrale
R™, 1077
dans R, 1074
dans IR avec les bornes, 1076
dérivée et limite, 770
différentielle et intégrale
R™, 1078
intégrale
et série, 971
limite et intégrale
convergence dominée, 924
convergence monotone, 914
espace mesuré, 1072, 1073
série entiere et dérivation, 985
série entiere et intégration, 987
somme et intégrale, 915, 973
permuter limite et intégrale, 1071
petit théoreme de Fermat, 289
PGCD
dans un anneau integre, 112
polynomes, 302
pged
calcul effectif, 171
pivotale, 2099
plan
projectif, 1507
tangent, 744, 812
Plancherel, 1588
plongement, 1150
Poincaré (demi-plan), 1548
point
d’équilibre
stable, 1845
pondéré, 424
point adhérent, 344
point critique
définition, 1426
point d’accumulation, 345
point fixe, 2140
attractif, 1080
Brouwer, 1355
Picard, 1081
Schauder, 1357
point intérieur, 344
point isolé, 345
Poisson
formule sommatoire, 1752
processus, 2159
polynéme
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a plusieurs indéterminées, 466, 1317

alterné, 336
annulateur, 484, 487
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caractéristique, 492, 505
contenu, 210
cyclotomique, 1298
irréductibilité, 1300
propriétés, 1299
d’endomorphisme, 835
décomposition de Dunford, 520
de Bernstein, 2074
irréductible
séparable, 330
sur Iy, 1329
Lagrange, 259
minimal, 308, 486
d’un élément d’une extension, 306
ponctuel, 487
racines, 337
séparable, 330
scindé, 320
semi-symétrique, 336
symétrique, 336, 337, 461, 466, 1317
élémentaire, 336, 338
trigonométrique, 1670
polynéme de Taylor, 797
polynéme scindé, 297
polyndéme trigonométrique, 1681
portée
mesure, 930
positif, 130
potentiel, 1367, 1400
PPCM
dans un anneau integre, 112
précision
simple, 1897, 1898
préhilbertien, 1573
préserve 'orientation, 469
premier
corps, 289
deux éléments d’un anneau principal, 193
deux polynémes entre eux, 210
idéal, 190
sous corps, 289
premier temps d’atteinte, 2126
premier type
région solide, 1439
presque
nulle, 163
partout, 855
surjective, 1720
primitif
élément d’un corps, 1310
élément d’une extension de corps, 317
polynéme, 210
au sens du pged, 210

7

racine, 1322
triplet pythagoricien, 203
primitive, 677, 1398
de fonction continue, 775
et intégrale, 955
fonction, 694
primitive et intégrale, 949
principal
anneau, 189
idéal, 189
principe
prolongement analytique, 1154
zéros isolés, 1610
Principe de correspondance, 2188
probabilité
conditionnelle, 2009
probleme
aux limites d’évolution, 1887
aux limites stationnaires, 1887
bien posé, 1887
limite de Dirichlet, 1887
limite de Von Neumann, 1887
probleme de Cauchy, 1865
processus
adapté a une filtration, 2143
arrété, 2148
croissant prévisible, 2148
Galton-Watson, 2138
Poisson, 2159
sans mémoire, 2047
produit
d’espaces vectoriels normés, 573
d’une mesure par une fonction, 925
de Cauchy, 980
de convolution, 1666
et Fourier, 1750
de langages, 2166
de mots, 2165
distribution et fonction, 1777
espaces mesurés, 940
espaces topologiques, 343
mixte, 448, 451
scalaire
en général, 440
sur M(n,RR), 570
sur R"™, 554
semi-direct, 161
tensoriel
de représentations, 1058
vectoriel, 447
produit hermitien, 440
produit pseudo-scalaire, 440
produit remarquable, 1615
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produit tensoriel, 602, 603 réel, 127
projecteur réflexif, 631
dans un module, 184 réflexion, 1159
projectif dans R?, 1210
complétion, 1510 glissée, 1231
droite, 1507, 1508 par rapport a un hyperplan, 1195
espace, 1507 région
groupe, 1514 critique, 2108
hyperplan, 1508 de confiance exact, 2099
plan, 1507 de rejet, 2108
repere, 1515 régularité
sous-espace, 1507 d’une mesure, 881
projection extérieure de la mesure de Lebesgue, 903
orthogonale, 1576 intérieure de la mesure de Lebesgue, 905
projection normale, 1695 réguliere
prolongement surface, 1368
analytique, 1154 régulier
utilisation, 1728 arc, 1463
de fonctions, 1150 chemin, 1379
lemme de Borel, 1039 point d’un arc, 1463
méromorphe de la fonction I', 1623 polyedre, 1160

par continuité, 654, 655

régulier a droite, 114
dans H'(I), 1802

répulsif
par densité, 1150 point fixe, 1080
théoreme de Hahn, 874 résidu
propriété d’intersection non vide, 350 méthode itérative, 1966
prgpriété universelle, 602 résolvante, 1826
puissance résultant, 464
d’un langage, 2167 utilisation, 466, 1393

d’un mot, 2166

d’un point, 1501
d’un test, 2108
d’une inversion, 1532

regle du produit nul, 114
racine
carré
de matrice hermitienne, 835
carré de matrice

quasi-compact, 349 o .
hermitienne positive, 835

quaternion, 334

quotient, 167, 209
dans une suite de composition, 149
de groupe, 149
de groupes, 272

quotient d’un espace vectoriel, 600

d’un polynéme, 211

de l'unité, 542, 1203, 1291, 1300, 1304, 1548
primitive, 1293
utilisation, 1299

de polynome, 319

multiple, 1914

réciproque primitive, 1322
continuité, 357 simple, 1914
dérivabilité, 687 racine carrée, 651

récurrent raffinement, 1450
état, 2126 subdivision d’un pavé, 1429
nul, 2126 rang, 226, 254, 454
point d’un systéme dynamique, 882 classe d’équivalence, 250
positif, 2126 diagonalisation, 508

réduction différentielle, 1108
d’endomorphisme, 520 utilisation, 1580
Frobénius, 529 rang d’une matrice, 248

Jordan, 532 rare, 849
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rationnels, 121
rayon

de convergence, 978

de courbure, 1474

de torsion, 1475

spectral, 521, 564
recouvrement, 349
rectangle

produit de tribus, 893
rectifiable, 1450

arc géométrique, 1466
rejet

région dans une prise de décision, 2107
relevement, 1484
relation d’équivalence, 108
relations

coefficient-racines, 338

de Chasles, 417, 1414
relativement

compact, 350, 1643
repere

affine, 431

cartésien

espace affine, 417

de Frenet, 1474

projectif, 1515
Représentation

virgule flottante normalisée, 1897
représentation, 261

de groupe fini

caracteres de Sy, 1059

fidele, 261

groupe diédral, 1287

irréductible, 1050

produit tensoriel, 1058

réguliére gauche, 1054

virgule fixe, 1897
reste, 167, 209

d’un développement limité, 804
risque

premiere espece, 2108

quadratique, 2087

seconde espece, 2108
rotation

en dimension 2, 1213
rotation d’angle 6, 1217
rotation-homothétie, 1532
rupture

corps, 320

séparable, 1581
élément d’une extension, 332
espace topologique, 347
extension de corps, 332
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polyndme irréductible, 330
polynéme non constant, 330
sépare
les points, 771
séquentiellement fermé, 389
série
dans un espace vectoriel normé, 579
de Fourier, 1740, 1752
utilisation, 1745
de Laurent, 1622
de puissance, 977
donnant (1 — A)~%, 625
entiere, 977, 1041, 1752
Abel angulaire, 1388
fonctions holomorphes, 1606
processus de Markov, 2140
utilisation, 1626, 2029
fonctions, 1065, 1752
génératrice d’'une suite, 1024
utilisation, 1626
géométrique, 585
harmonique, 585
nombres, 1065
numérique, 1014, 1041
Riemann, 586
Taylor, 1025
série convergente, 579
série de Taylor, 797
série divergente, 579
schéma
consistant, 1990
schéma numérique, 1990
Schrédinger, 1860
Schur (théoreme), 1052
section, 711
de graphe, 696
propriété des, 936
segment
dans RP, 377
dans un espace affine, 425
semblables
matrices, 496
semi-définie positive, 509
semi-norme, 411
semi-simple
endomorphisme, 489
semi-symétrique
polynome, 336
sesquilinéaire, 440
signature
d’une permutation, 158
similitude, 748
simple
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extension de corps, 317
fonction, 889
groupe, 141
module, 185
singularité, 1621
effacable, 1621
pole, 1621
sinus, 1165
hyperbolique, 1017
sinus cardinal, 1133
solfege, 1292
solution
générale, 1863
particuliere, 1863
somme
inférieure, 1433
partielle, 579
supérieure, 1433
somme directe, 601

somme directe (de représentations), 1049

somme partielles
Abel angulaire, 1388
sommet, 1498
sous anneau, 179
sous arc, 1449
sous-additivité
sur algebre de parties, 852
sous-espace
affine engendré par une partie, 423
caractéristique, 518
sous-groupe
caractéristique, 141
distingué, 273
dans le groupe alterné, 277
engendré, 141
normal, 149, 272
sous-martingale, 2143
sous-module, 184
sous-suite, 667
spectre
matrice hermitienne, 506
matrice symétrique réelle, 508
spectre d’un endomorphisme, 483
sphere, 473
de Riemann, 1529
stabilisateur, 153
stabilité
d’un point d’équilibre, 1845
Lyapunov, 1845
stable, 1905
schéma numérique, 1993
stathme
sur Z[i], 290

stathme euclidien, 198
stationnaire
chaine de Markov, 2134
statistique, 2087
statistiques
descriptives, 2079
strictement
convexe
sur R™, 1119
strictement convexe, 1110
structure
complexe, 1481
structure d’anneau canonique, 112
Student, 2058, 2100
subdivision, 1429
associée a une fonction, 1429
d’un intervalle, 1450
subordonnée
norme, 562
suite, 163
équirépartie, 1737
critere de Weyl, 1737
arithmético-géométrique, 586
définie par itération, 1920
de Cauchy, 391
dans un corps, 119
de fonctions, 1648
théoreme de Montel, 1727
de fonctions intégrables, 1071, 1641
de Jordan-Hélder, 149
exacte, 161
régularisante, 1759
suite de composition, 149

INDEX

suite de variables aléatoires de Bernoulli, 2138

suites adjacentes, 374
support, 1430

d’une permutation, 158

distribution, 1778

famille d’éléments, 163
supremum, 136

d’une suite d’ensembles, 847
sur-martingale, 2143
surface paramétrée, 1367
surjection, 106, 356
Sylow

p-Sylow, 263
Sylvester (matrice), 463
symétrique

polyndéme, 336
symbole

de Legendre, 1310
symbole principal, 1877
systéme
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fondamental, 1823
orthonormé, 1581
trigonométrique, 1581, 1670

tétraedre, 1160
tangent
vecteur unitaire, 1474
tangente, 1176, 1471
tangente a un chemin, 1344
Tangente hyperbolique, 2182
tangente hyperbolique, 1019
taubérien, 1064
taux d’accroissement, 1111
Taylor
série entiere, 1025
temps d’arrét, 2146
temps de retour, 2126
terminée
martingale, 2147
test, 2108
bilatéral, 2109
unilatéral, 2109
théoreme
élément primitif, 333, 1319, 1320
accroissements finis, 621
dans R, 691
forme générale, 752
Ascoli, 1643
Bézout
polynoémes, 300
utilisation, 464
Baire, 410
Banach-Steinhaus, 594
avec semi-normes, 1644
base incomplete, 219
Beppo-Levi, 914
Bolzano-Weierstrass, 362
Borel-Cantelli, 1999
Borel-Lebesgue, 370
Brouwer, 1356
dimension 2, 1609
Carathéodory, 428
Cauchy
groupe, 174
Cauchy-Arzela, 1358
Cauchy-Lipschitz, 1084
Cayley-Hamilton, 494, 834
central limite, 2038
processus de Poisson, 2161
Chevalley-Warning, 1317
chinois, 295
anneau des polynémes, 296
anneau principal, 193
Cochran, 2084
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Cochrane, 2085
convergence

dominée de Lebesgue, 924

monotone, 914
décomposition des noyaux

et exponentielle de matrice, 1037
de Baire, 415
de Jordan, 1499
de représentation de Riesz, 1580
des deux carrés, 293

version faible, 291
Dini, 765
Dirichlet, 1734

forme faible, 1304
Doob, 2147
du rang, 227
extension d’isométrie, 1151
extrema

lié, 1108
Fejér, 1735
fonction implicite dans R"™, 1097
fonction implicite dans Banach, 1096
Fubini

dans R", 972

espace mesuré, 967

version compacte dans R?, 1402
Fubini-Tonelli, 965
fuite des compacts, 1828
Gauss

polynoémes, 300
Gauss-Wantzel, 1336
Glivenko-Cantelli, 2093
Hahn-Banach, 1718
Hardy-Littlewood, 1065
Heine, 668
incidence, 1508
inversion locale, 1094

utilisation, 1108, 1424
isomorphisme

second, 146

troisiéme, 147
isomorphisme de Banach, 1643
Jordan, 1745
Kronecker, 466
Lagrange, 148
Lie-Kolchin, 544
Lotka-Volterra, 1849
Markov-Takutani, 1359
Montel, 1727
Pappus

affine, 1512

projectif, 1512
Pearson, 2112
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théoreme fondamental du calcul intégral, 949

petit de Fermat, 289
Picard, 1081
point fixe
Brouwer, 1609
projection
cas vectoriel, 1576
partie fermée convexe, 1575
prolongement de Hahn, 874
prolongement de Riemann, 1622
Radon-Nikodym, 931
complexe, 932
Rolle, 690
Rothstein-Trager, 1393
Runge, 1613
Schauder, 1357
Schur, 1052
spectral, 519
autoadjoint, 553
matrice symétrique, 508
matrices normales, 506
stabilité de Lyapunov, 1845
Stone-Weierstrass, 771, 774
Sylvester, 254
taubérien, 1064
taubérien faible, 1391
transfert, 2030
Tykhonov, 407
dénombrable, 409
fini, 408
valeurs intermédiaires, 651
Von Neumann, 1102
Wedderburn, 1306
Weierstrass, 362

topologie, 341, 477

x-faible, 413, 1776
p-adique, 634

discrete, 342

engendrée par une famille, 342
et semi-normes, 411
faible, 563

forte, 563

grossiere, 342

induite, 343

métrique, 360

produit, 343

sur 7(Q2) , 1772

sur 2(K) , 1772

sur C*°(Q) , 1772

sur dual topologique, 413
usuelle sur R"™, 477

topologique

somme directe, 1578

torsion, 1475
d’un groupe, 163

totale,
trace,

1581
1808

dual de M(n,K), 259
endomorphisme, 496

matrice, 496

produit scalaire sur M(n,R), 570

INDEX

unicité pour la propriété de trace, 260
transcendant, 308

transformée
de Cauchy, 1620
de Fourier, 1749, 2027

continuité, 1751
groupe abélien fini, 1047

Fourier

distribution tempérée, 1784

Laplace, 2028, 2029
transformation

Fourier, 1752

gaussienne, 1946
transient

état, 2126
transition

probabilité, 2117
transitive, 157

transitoire

état, 2126
transposé, 470
transposée, 257
transposition, 158
transvection, 826
transvection (matrice), 247
transversale, 155

tribu,

847

borélienne, 876
de Baire, 849

de Lebesgue, 900
engendrée, 848

par un événement, 2001
par une application, 862
par une variable aléatoire, 2001

induite, 848
produit, 893
tribu de Lebesgue sur S', 1191

trigonalisation
et polynome caractéristique, 503
simultanée, 544
triplet
pythagoricien, 202
type
fini

en algebre, 334
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espace vectoriel, 217

unicité

des mesures, 858
uniformément continue, 410
uniformément convexe, 1695
unipotent, 114
unitaire

normale principale, 1474

valeur
principale (distribution), 1782
propre, 483
singuliere, 521
valeur absolue
p-adique, 634
valeur principale, 1633
valeur propre
d’une forme quadratique, 550
valuation
p-adique, 634
d’un polynéme, 209
Vandermonde (déterminant), 460
variété, 1108, 1341
variété
orientée, 1351
variable
de décision, 2109
variable aléatoire, 2000
absolument continue, 2000
Bernoulli
marche aléatoire, 2120
utilisation, 2074
binomiale
utilisation, 2150
centrée, 2006
de Bernoulli
utilisation, 2150
de Rademacher, 2056
intégrable, 2006
variance, 2007
empirique, 2007, 2083
empirique corrigée, 2083
vecteur gaussien, 2052

variation des constantes, 1819, 1823

vecteur
cyclique, 488
gaussien, 2052
propre, 483
unitaire normal, 1474
unitaire tangent, 1472
Vitali (ensemble), 906
vitesse d’un chemin, 1449
voisinage, 341, 477
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volume
d’une région solide, 1440
région bornée dans R3, 1438
volume dans R3, 1354
vraisemblance, 2090

Weiner
constante, 2211
Wronskien, 1852
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Liste des notations

N <G Le sous-groupe N est normal dans G, page 141

Algébre

[L : K] degré d’une extension de corps, page 304

L(E, F) Ensemble des applications linéaires de E dans F', page 223
K(A) corps contenant K et A, page 317

K[A] anneau contenant K et A, page 317

No  les naturels non nuls : Ng = N\{0}, page 109

M, «m l'ensemble des matrices n x m, page 223

Vf  gradient de la fonction f, page 734

projy, projection de V- x W sur V, page 575

Span(A) l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A, page 215
CY(U,R™) Les applications une fois continument dérivables, page 747
dfa(u) Application de la différentielle de f sur le vecteur u, page 719
f@™  La n-iéme dérivée de la fonction f, page 799

o(z) fonction tendant rapidement vers zéro, page 801

(p) idéal engendré par p, page 179

I, lorsque p est premier, page 289

[Fpn  corps fini a p™ éléments, page 1308

Frac(A) Le corps des fractions de 'anneau A, page 118

Fun(X,Y") les applications de X vers Y, page 112

S(FE) Les opérateurs autoadjoints de F, page 472

U, Le groupe des racines n°de I'unité., page 1291

res(P, Q) résultat des polynomes P et @, page 464

VA racine d’une matrice hermitienne positive, page 835

0 (P) la multiplicité de a par rapport & P, page 211

A[X] tous les polynomes de degré fini a coefficients dans A, page 207
Ap[X] les polyndmes a coefficients dans A et de degré inférieur a n, page 208
C(P) matrice compagnon, page 528

D | P D divise P, page 209

E)(u) Espace propre de u, page 483
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matg(q) matrice de ¢ dans la base B, page 1142

U(A) ensemble des inversibles, page 114

Ensembles de matrices

ST (n,R) matrices symétriques définies positives, page 509

ST+ (n,R) matrices symétriques strictement définies positives, page 509
Aut(E) automorphisme de 1'espace vectoriel E, page 224

End(FE) les endomorphismes de E, page 224

L(E, F) applications linéaires bornées (continues), page 569

O(n,R) le groupe des matrices orthogonales, page 472

Q(E) formes quadratiques non dégénérées, page 1138

Q(E) formes quadratiques réelles sur E, page 511

Q7T (E) formes quadratiques positives, page 1138

QTT(E) formes quadratiques strictement définies positives, page 1138
SP4(R) matrices symétriques réelles de signature (p, ¢), page 1139
B(s) Vecteur unitaire de la binormale, page 1474
